EBAU 2022 Junio Matemadticas Il en La Rioja Juan Antonio Martinez Garcia

Prueba de Evaluacion de Bachillerato para el
LJ.R Acceso a la Universidad (EBAU)
Curso 2021-2022
Convocatoria:
ASIGNATURA: MATEMATICAS 11

UNIVERSIDAD
DE LARIOJA

El alumno contestara a SOLO CINCO ejercicios de entre los planteados.

En caso contrario, el corrector corregira los cinco que haya contestado primero.

Todas las preguntas tienen la misma puntuacion. Es necesario justificar las respuestas.
Se permite el uso de calculadoras cientificas siempre que no sean programables ni graficas ni calculen
integrales. Sialgin alumno es sorprendido con una calculadora no autorizada, podra ser expulsado del
examen; en todo caso, se le retirard la calculadora sin que tenga derecho a que le proporcionen otra.

1.- (2 puntos) Dada la curva f(x) :%x2 +4x+4

(i) Halla los puntos de la curva en los que la recta tangente a ésta pase por el punto (0, 0).
(ii) Da las ecuaciones de las rectas tangentes.

2.- (2 puntos) Halla el area de la region que delimita la grafica de la funcién g (x) =xsenx Yy el eje de
abscisas en el intervalo que va de x = 0 al menor valor b > 0 tal que g(b)=0.

3.- (2 puntos) Determina, si existe, el valor de a de tal manera que:

G)JHE(J9x2+ax+l—(3x—1»::2

(n)nm(3x+a] —e
x>o| 3X -1

4.- (2 puntos) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del pardmetro real a'y
resuélvelo en los casos en que es compatible determinado e indeterminado.

X+y+az=a
ax+ay+z=1
X+ay+z=a
5.- (2 puntos) Sean las matrices:
0 a
1 a 2
A= , B=l1 1
0 -1 1
3 2

0] Determina para que valores de a la matriz AB tiene inversa.
(i) Resuelve para a = 0 la ecuacion matricial ABX =3I, siendo | la matriz identidad.

6.- (2 puntos) Determina los valores de los parametros a, b y ¢ para los que (x,y,z)=(1,2,3) es
solucidn del sistema
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2ax+by+z=3c
3x—2by—2cz=a
5ax—2y+cz=-4b

7.- (2 puntos) Halla la ecuacién de una recta paralela al plano 7 =x+y+z =0 y que contenga al punto

P(1,0,1). ¢Es Unica dicha recta? Razona la respuesta.

8.- (2 puntos) Determina los valores de los parametros a, y b para que el plano = contenga a la recta r,
donde:

X+y+z=1
r=ax+y+z=0b, r { )

-X—-2y+2=0

9.- (2 puntos) En un distrito universitario, los estudiantes se distribuyen entre las tres carreras que
pueden cursarse del siguiente modo: el 20 % estudian Matematicas, el 35 % Medicina y el 45 %
Arquitectura. El porcentaje de alumnos que finalizan sus estudios en cada caso es del 5%, 12% y del
18%. Se elige un alumno al azar. Halla la probabilidad de que:

(i) finalice sus estudios.

(ii) estudie Medicina si no finaliza sus estudios.

10.- (2 puntos) Una variable aleatoria X sigue una distribucion normal de media 4 y desviacion tipica
2. Calcula el valor de a para que:

P(4-a<X <4+a)=0,5934
(\Véase la tabla simplificada de la normal tipificada que aparece al final del examen)
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Tabla simplificada de la distribucién normal tipificada

0

0,01

0,02

0,03

0,04

0,05

0,06

0,07

0,08

0,09

0,1
0,2
0.3
0,4
05
0,6
0,7
0.8
0,9

1,1
12
1,3
1.4
15
1.6
1,7
1.8
1,9

0,5000
0,5398
0,5793
0,6179
0,6554
0,6915
0,7257
0,7580
0,7881
0,8159
0,8413
0,8643
0,8849
0,9032
0,9192
0,0332
0,0452
0,9554
0,0641
0,0713
0,0772

0,5040
0,5438
0,5832
06217
06501
0,6950
0,7201
0,7611
0,7910
0,8186
0,8438
0,8665
0,8869
0,9049
0,9207
0,9345
0,9463
0,9564
0,9649
0,9719
0,9778

0,5080
0,5478
0,5871
0,6255
0,6628
0,6985
0,7324
0,7642
0,7939
0,8212
0,8461
0,8686
0,8888
0,9066
0,9222
0,9357
0,9474
0,9573
0,9656
0,9726
0,9783

0,5120
0,5517
0,5910
0,6203
0,6664
0,7019
0,7357
0,7673
0,7967
0,8238
0,8485
0,8708
0,8007
0,9082
0,9236
0,9370
0,9484
0,9582
0,9664
0,9732
0,9788

0,5160
0,5557
0,5948
0,6331
0,6700
0,7054
0,7389
0,7704
0,7995
0,8264
0,8508
0.8729
0,8025
0,099
0,9251
0,0382
0,9495
0,9501
0,0671
0,9738
0,9793

0,5100
0,5506
0,5987
0,6368
0,6736
0,7088
0,7422
0,7734
0,8023
0,8289
0,8531
0,8749
0,8044
0,9115
0,9265
0,9304
0,9505
0,9509
0,9678
0,9744
0,9708

0,5239
0,5636
0,6026
0,6406
0,6772
0,7123
0,7454
0,7764
0,8051
0,8315
0,8554
0,8770
0,8962
0,9131
0,9279
0,9406
0,9515
0,9608
0,9686
0,9750
0,9803

0,5279
0,5675
0,6064
0,6443
0,6808
0,7157
0,7486
0,7794
0,8078
0,8340
0,8577
0,8790
0,8080
0,0147
0,0292
0,0418
0,9525
0,9616
0,9693
0,9756
0,0808

0,5310
0,5714
0,6103
0,6480
0,6844
0,7190
0,7517
0,7823
0,8106
0,8365
0,8599
0,8810
0,8997
0,9162
0,9306
0,9429
0,9535
0,9625
0,9600
0,9761
0,9812

0,5359
0,5753
0,6141
06517
0,6879
0,7224
0,7549
0,7852
0,8133
0,8389
0,8621
0,8830
0,9015
0,9177
0,9319
0,9441
0,9545
0,9633
0,9706
0,9767
0,9817
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SOLUCIONES

1.- (2 puntos) Dada la curva f(x) :%x2 +4x+4

(i) Halla los puntos de la curva en los que la recta tangente a ésta pase por el punto (0, 0).
(ii) Da las ecuaciones de las rectas tangentes.

() Laecuacion de larectatangenteenx =aes y—f (a)=f(a)(x—a).

f(x):%x2+4x+4:> f’(x):2ix+4:%x+4

y-f(a)=f1(a)(x-a)

f(a)=%a2+4a+4 :>y—(%az+4a+4j:(%a+4)(x—a)

1
f'(a)==a+4
(@)=7

Hacemos que la recta tangente pase por el punto (0, 0) y sustituimos x =0, y = 0.

O—(la2 +4a+4}=(la+4j(0—a):>—£a2—4a—4:(la+4j(—a):>
4 2 4 2

:—la2—4a—4=—la2—4a:> _—1+l a2—4:0:>la2:4:>a2=16:
4 2 4 2 4

=la=+16 =144

La situacion pedida se cumple en dos puntos de la curva:

a=-4-=f (-4):%(—4)2 +4(—4)+4=4-16+4=-8=|A(-4,-8)

a=4= f(4):%42+4(4)+4=4+16+4:24:> B(4,24)

(i)  Sustituimos los valores en la ecuacion de las rectas tangentes.

A= 4oy f (—4):(%(—4)+4J(x—(—4)):> Y= (=8)=2(x+4) =

= Yy+8=2X+8= Recta tangente a la curva en x = -4
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a=4=y- 1 ()= 3(4)+4 Jx-4) = y-24=6(x-4)=

=>y-24=6x-24= Recta tangente a la curvaen x =4
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2.- (2 puntos) Halla el &rea de la region que delimita la grafica de la funcion g(x)=xsenx y el eje de
abscisas en el intervalo que va de x = 0 al menor valor b > 0 tal que g(b)=0.

Hallamos los puntos de corte de la grafica y el eje de abscisas (y = 0).

(x)= xsenx} {X =0
= xsenx=0=

g
y=0 senx=0—>x=0;;x=27z;....

La region de la cual queremos hallar el area esta entre x =0y x = 7 . Hallamos dicho &rea con el
célculo integral.

Area = I xsenxdx
0
Calculamos primero la integral indefinida.
Integracion por partes
jxsenxdx: X=u—>dx=du =x(—cosx)—f—cosxdx=

senxdx =dv > v = I senxdx = —Cos X

= —xcosx+jcos xdx = [—x cos X + senx|

Lo aplicamos al calculo del area.

Area = = ‘[—72' cos 7 +senz]—[-0cos 0+ senO]\

T
f xsenxdx
0

= ‘[—x COS X + senx]g

Area = ‘—zr(—l)JrO—O‘ =z u?

Dibujamos para comprobar el resultado, aunque no lo pide el ejercicio.

\1 /, Region \
\
1 2 3
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3.- (2 puntos) Determina, si existe, el valor de a de tal manera que:

() lim (Vo +ax-+1-(3x-1)) =2

(ii) Iim(3x+a]x —e

X—>0 3X

() Calculamos el valor del limite:

lim (\/9x2 + ax+1—(3x—1)) =00 —o0 = Indeter minacién =

X—>+00

(\/9x2 +ax+1—(3x —1))(\/9x2 +ax+1+(3x —1))

= lim =
Xt JOX? +ax+1+ (3x-1)

2
(Vgxz +ax +1) —(3x-1)° 9x* +ax+1-(9x* +1-6x)

= lim = lim
x> gy +ax+1+(3x-1) oo Jgy? +ax+1+(3x-1)

lim o7 +ax M - 9«’{34\+6x_| (a+6)x

= Jox? +ax+1+(3x-1) A o a1+ 3% 1

a+6 X

a+6

o0 . -,
=— = Indeter minacion =
o0

_a+6

= lim = lim =
9X i 31—1 ,f9+ +—+3—1 9+3

Lo igualamos a 2.

ﬁ:z:am:lz:

(i)  Calculamos el valor del limite.

. (3x+a) . L
lim| —— | =1° = Indeter minacion =
x> 3X—1

) 3x+a ) 3x+a—-3x+1 ] a+l
_m(Eay _ () _ )

Lo igualamos a e.
a+l

6

es :e:e1:>aT+1=1:>a+1:3:> a=2
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4.- (2 puntos) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del pardmetro real a'y
resuélvelo en los casos en que es compatible determinado e indeterminado.

X+y+az=a
ax+ay+z=1
X+ay+z=a
1 1 a
Consideramos la matriz de coeficientes A asociada al sistema A=|a a 1|.Y lamatriz
1 al
1 1 a a
ampliada A/B=|{a a 1 1]|.
1 a1l a
Calculamos el determinante de A y comprobamos cuando se anula.
1 1 a
|Al=la a 1j=a+l+a’—(a’+a+a)=a’-a’-a+l
l al

|A=0=2a’-a’-a+1=0=

1 -1 -1 1
1 1 0 -1
‘1 0 -1 [0=>x=lesraiz

x2—1=0=x?=1=> x=~/1 = +1 son raices

CASO1l. a=la=-1.
En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3 al igual que el de la matriz
ampliada A/B e igual que el numero de incognitas. El sistema es compatible determinado y
tiene una Unica solucion.
Lo resolvemos utilizando el método de Gauss.

Fila22 —a- Filal?

1 1 a a
a a 1 1
A/B=|la a 1 1| 2 2
1a1a |27 =
a 0 0 1-a* 1-a®— NuevaFila2?
Fila3? —Filal?

1 1 a a
=0 0 1-a°> 1-a’|=
0 a-1 1-a 0

1 a 1 a
-1 -1 -a -a
0 a-1 1-a 0 — NuevaFila3?
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1 1 a a
= {Intercambiamos la fila2*y lafila3?}=|0 a-1 1-a 0
0 0 1-a° 1-a?

Pasamos a resolver el sistema, a partir de la matriz equivalente obtenida.

X +y+ az=a Comola? 0
(a-1)y+(1-a)z=1-a= omol-a = L
puedo despejar "z" en la 32 ecuacion
(1-a%)z=1-a’

1-a’
Z= =1

l-a

X+y=0
X +y=0 Comoa-1#0
= . N a-1 =
(a-1)y=a-1 puedo despejar "y" en la 22 ecuacion y="71 =1

a_

= x+1=0=[x=-1]

La solucion cuando el sistema es compatible determinado (a#1, a=-1) es
x=-1Ly=1z=1.

CASO 2. a=1
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
Determinamos la compatibilidad del sistema usando el método de Gauss.

Fila2® —Filal?
1111 1 1 1 1
A/B=1111:>_1 1 1 1
tiid 0 0 O 0 — NuevaFila2?
Fila3® —Filal?
101 1 1 1111
1 1 1 1 =0 0 0O
0 00O

0 0O O 0 — NuevaFila3?

El sistema es compatible indeterminado y tiene infinitas soluciones.

A partir de la matriz equivalente obtenida seguimos resolviendo el sistema,
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X=1l-a-pf
X+y+z=1l=>x=1-y-z=<y=«a
z=p
X=1-a-p
Las soluciones del sistema compatible indeterminado (a=1)es{y=«a con o, feR
z=p

CASO 3. a=-1
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
Determinamos la compatibilidad del sistema usando el método de Gauss.

Fila22 + Filal?
A/B 11 11 _11 _11 it
T T =11 1 -1 -1

111 0 0 0 0 - NuevaFila2?

Fila3? —Filal? L1 L 1
1 -1 1 -1 - _0 _o
10411 1 = ) =
0 -2 2 0 — NuevaFila3? 0 - 0
. . 1 1 -1 -1
Intercambiamos la fila 32
. =0 -2 2 O
con la fila 22
0O 0 0 O

El sistema es compatible indeterminado y tiene infinitas soluciones.

A partir de la matriz equivalente obtenida seguimos resolviendo el sistema,

Xx=-1
X+y—z=-1] x+y-z=-1 X+y-z=-1
= = > X+2-z2=-1=X=-1= y=«a
—2y+22:0} y—-z=0 } y=1 y
I=a
Xx=-1
Las soluciones del sistema compatible indeterminado (a=-1)es {y=«a con ¢ €R
I=a
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5.- (2 puntos) Sean las matrices:
0 a
1 a 2
A= , B=[1 1
0 -1 1
3 2

(i) Determina para que valores de a la matriz AB tiene inversa.
(if) Resuelve para a = 0 la ecuacion matricial ABX =3I, siendo | la matriz identidad.

() Calculamos la matriz AB.
1 a 2
AB =
0 -11

Para que la matriz AB tenga inversa debe tener determinante no nulo.

w = O
N P D

B 0+a+6 a+a+4 B a+6 2a+4
l0-1+3 0-1+2) | 2 1

a+6 2a-+4
|AB|: 5 —a+6—-4a-8=-3a-2
AB=0—=>-3a-2=0=>3a=-2=> a.:—g
3

. L 2
La matriz AB tiene inversa para los valores a # 3

. . . . 2 :
(ii) Para a = 0 existe la inversa de la matriz A (a # _5) por lo que podemos usar su inversa para

resolver la ecuacion matricial ABX =3I .
ABX =3I = X =(AB) '31 =3(AB) "

Calculamos la inversa de la matriz AB.

. 6 4
paraa =0 la matriz queda AB = (2 1)

6 2
Adj
(ap) ~A(B) 1[4 1}_ 11 -4y (-1/2 2
~ a8 2 22 6) (1 -3
Sustituimos este valor en la ecuacion matricial.

-1/2 2 -3/2 6
X =3 =
( 1 —3} ( 3 —9]
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6.- (2 puntos) Determina los valores de los parametros a, b y ¢ para los que (x,y,z)=(1,2,3) es
solucién del sistema

2ax+by+z=3c

3x—2by—2cz=a

5ax—2y+cz=-4b

Si (x,Y,2)=(12,3) es solucion del sistema debe cumplirse:

2a+2b+3=3c 2a+2b-3c=-3 2a+2b-3c=-3
3-4b-6c=a =—=>{-a-4b-6c=-3=><a+4b+6c=3
ba-4+3c=-4b ba+4b+3c=4 5a+4b+3c=4

Por lo que debemos resolver el sistema que se nos plantea. Lo resolvemos utilizando el método de
Gauss.

2a+2b-3c=-3 . a+4b+6¢c=3
Intercambiamos
a+4b+6c=3 L » =<2a+2b-3c=-3=
Ecuacion 22 con Ecuacion 12
ha+4b+3c=4 ba+4b+3c=4
Ecuacion 22— 2-Ecuaciéni?
2a +2b -3¢ =-3
~1-2a -8 -12¢c =-6
0 -6b -15¢ =-9— Nueva ecuacion 22
Ecuacion32-5- Ecuacionl? 2as b3 3
5a +4b 43 =4 a+6b_1;__ .
_5a —20b -30c =-15 = ‘16b_ 2; =" 11:
0 -16b -27¢ =-11-> Nueva ecuacion 3? —ob—efe=-
2as b3 3 Ecuacién 32+8- Ecuacién2?
a+2b _5 ¢ ‘3‘ _16b —27¢ = -11
= 16; C27‘ 113 16b +40c = 24 =
Tt =- 0 13c¢ = 13 — Nuevaecuacion 3?
2a+2b—-3c=-3 2a+2b—-3c=-3
2a+2b—-3=-3 2a+2b=0
= 2b+5c=3 = 2b+5c=3 = =
2b+5=3 2b=3-5=-2
2a+2b=0
=1 [_=2__, =2a+2(-1)=0=>2a=2=[a=1]
= ="

Los valores buscados son a=1 b=-1 c=1.
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7.- (2 puntos) Halla la ecuacién de una recta paralela al plano 7 =x+y+z =0 y que contenga al punto
P(1,0,1). ¢Es Unica dicha recta? Razona la respuesta.

Una recta que pase por el punto P y sea paralela a un plano no es Gnica. Lo que si es Gnico es el plano
paralelo a 7 que pasa por P.

Hallamos la ecuacion del plano 7, paralelo al plano 7 que pasa por el punto P.
T=X+y+2=0

=>m=X+y+z+D=0
7wl

T =X+y+z+D=0

=1+0+1+D=0=D=-2
P(l, 0,1) e

El plano 7, tiene ecuacion 7, =x+y+z—-2=0

LS

Obtenemos un punto Q cualquierade 7; =x+Yy+z—2=0 y junto con el punto P definen una recta
paralela al plano 7.

T =X+y+2-2=0

X=2 =2+0+2-2=0=2=0=0Q(2,0,0)

y=0
Obtenemos la ecuacién de la recta que pasa por los puntos P y Q.

Q(2,0,0)er| . .

v, =PQ=(2,0,0)-(10,1)=(10,-1
pLoner =% ~PA=(200)-LoD=(0-Y
— Xx=1+1-4 X=1+1
v, = (1 o,—1)}

=>r=1y=0+0-A=|r=¢y=0
P(101)er 7 =1-1-2 7=1-4
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8.- (2 puntos) Determina los valores de los parametros a, y b para que el plano = contenga a la recta r,
donde:

r=ax+y+z=b, r

X+y+z=1
-X-2y+2=0

Para que el plano contenga la recta debe cumplirse que el vector normal del plano y el director de la
recta sean perpendiculares y por tanto su producto escalar nulo. Y también que un punto cualquiera
de la recta debe cumplir la ecuacion del plano.

s

Para obtener el punto P de la recta r damos el valor a y =0 obteniendo el resto de coordenadas del
punto.

—X-2y+z2=0}= '=7+2=1=172=05=x=05

—X+2z=0

X+y+z=1,
r= X+z=1 X+z=1
=
X=12

y=0

El punto P tiene coordenadas P(0.5,0,0.5)

Para obtener otro punto Q de la recta r damos otro valor a y =1 obteniendo el resto de coordenadas
del punto.

r

X+y+z=1,
{x+1+z:L {x+z=0, {x=—z
= =

—X-2y+z=0;= =
1 —X-2+2z=0 —X+2=2 —X+2=2
y:

=72+7=2=71=1=>x=-1

El punto Q tiene coordenadas Q(-1,1,1).
Los puntos P y Q deben pertenecer al plano y deben cumplir su ecuacion.

r=ax+y+z=>b
P(0.5,0,05)erx ;=

0.5a+0+0.5= b} 0.5a+0.5=b
Q(-Lll)ex

= =05a+05=-a+2=
-a+1+1=Db -a+2=>b

—=15a=15=a=1=|b=-1+2=]

Los valores buscados son a=b=1
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9.- (2 puntos) En un distrito universitario, los estudiantes se distribuyen entre las tres carreras que
pueden cursarse del siguiente modo: el 20 % estudian Matematicas, el 35 % Medicina y el 45 %
Arquitectura. El porcentaje de alumnos que finalizan sus estudios en cada caso es del 5%, 12% vy del
18%. Se elige un alumno al azar. Halla la probabilidad de que:

(1) finalice sus estudios.

(i) estudie Medicina si no finaliza sus estudios.

Realizamos un diagrama de arbol para describir la situacion.

0.20

ACABA LA CARRERA

ACABA LA CARRERA

-
H@i -

ACABA LA CARRERA
ARQUITECTURA

]

Llamemos MA = “Estudiar matematicas”, ME = “Estudiar medicina”, AR = "Estudiar arquitectura” y

F = “Acaba la carrera”.

(i) Observando el diagrama tenemos que:

P(F)= P(MA)P(F/MA)+ P(ME)P(F/ME)+P(AR)P(F/AR)=

=0.20-0.05+0.35-0.12+0.45-0.18 =0.133=[13.3%

(i) Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de Bayes.

P(MENF) P(ME)P(F/ME)

P(ME/F)= =
( ) p(F) 1-P(F)
035088 (308 _ o oy
1-0.133 |867
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10.- (2 puntos) Una variable aleatoria X sigue una distribucion normal de media 4 y desviacion tipica
2. Calcula el valor de a para que:

P(4-a<X <4+a)=0,5934
(\Véase la tabla simplificada de la normal tipificada que aparece al final del examen)

X =N(4,2)

Tipificamos la variable X e intentamos convertir la informacion proporcionada en un dato que
podamos buscar en la tabla de la normal N(O, 1).

Tipificamos
P(4—a<X <4+a)=0,5934={X =N (42)=
X -4

L7
2

(4—8.—4 X—-4 4+a-4
=P < <

< ]:0,5934:
2 2

N | o
N | o

—~0,5934 = P(Z < ]—P(Z s-%j:o,5934:>

ofe o

j=1.5934:> P(Z < %) _ @ ~0.7967 =

—~P|z s%)—(P yi 2%)]:0,5934: P(Z <

N |

— 1+ ZP(Z sgj=o.5934:> 2P[Z <

N | o

= {Buscamos en la tabla N(0,1)} = % =0.83=>

2 0 0,01 0,02 0,03 (,
0 05000 05040 0.5080 0,5
0.1 05398 05438 05478 (0. 0.5
0,2 05793 05832 05871 0.5

03 06179 0,6217 06255 0,6R93 0.6
04 06554 0,6591 06628 0,666
0.5 06915 06950 06985 0,7p19 07
0.6 07257 07291 0,7324 0,757 07

0.7 0,7611 0,7642 0.7
038 + T 0,7
na NRIKAE N RID ns
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