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Proves d’accés a la Universitat 2023, convocatoria ordinaria. Criteri especific d'avaluacio

Seérie 1

Criteris generals per a la correcci6:

1.

En tots els casos la resolucio que fa I'estudiant s’ha de poder seguir i
comprendre els passos que fa. Aquelles respostes, parcials o totals, que no
estiguin desenvolupades o no es pugui seguir el com s’ha arribat a donar la
resolucié seran puntuades amb 0 punts.

La resoluci6 proposada és, en alguns casos, una de les possibles i no és, en
principi, Unica. Per tant, sempre que I'enunciat ho permeti, en el cas que
I'estudiant respongui amb una resolucioé alternativa totalment correcta se li
assignara el total de puntuacié de I'apartat. Si la resposta és parcial la
puntuacio obtinguda sera proporcional a la part corresponent de la puntuacio
total.

En alguns casos, la solucié final pot admetre expressions equivalents. En
aquests casos la puntuacio sera la totalitat de la puntuacié de I'apartat.

Tots els exercicis, apartats i passos dins d’'un apartat es valoraran amb
multiples de 0,25 punts.

Penalitzacio per errades de calcul o transcripcio:

Si 'errada que es comet no té més transcendéncia, aleshores NO es
descomptara res de la puntuacié parcial de I'apartat.

En el cas que I'errada condueixi a derivacions paral-leles de I'enunciat, es
valorara i puntuara el desenvolupament i coheréncia de la resolucié resultant, i
només s’aplicara una penalitzacio6 final de 0,25 punts.

En cas que 'errada condueixi a no tenir sentit alguna de les questions que es
demanen, aleshores la puntuacié maxima de I'apartat sera de 0,75 punts.

Si la resolucio d’un apartat conté dues errades la puntuacié de I'apartat sera
'acumulada fins al moment previ al cometre la segona errada.
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1.

Resolucio:

Si calculem les funcions derivades successives tenim:

f'(x) = 3ax?+ 2bx + ¢; f"(x) = 6ax + 2b

Si anem traduint en termes de fi ' les condicions de I'enunciat obtenim:

* fpassaper(1,0) - f(1) =0 - a+b+c+d=0 (equaciol)

*(1,0) és un punt d’inflexio - f”(1) = 0 - 6a + 2b = 0 (equacib 2)

* El pendent de latangentenx=1ésiguala—-3 - f' (1) = -3 -
3a + 2b + ¢ = =3 (equacio 3)

*ftéeunextremenx = 0 - f(0) = 0 — c=0 (equacio 4)

Resolent el sistema format per les equacions (1), (2), (3) i (4), obtenim la solucié al
problema [a = 1,b = —3,c = 0,d = 2|

Pautes de correccio:
0,5 punts per la traduccié de cadascuna de les quatre condicions.

0,5 punts per la resolucio6 final del sistema.
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2.

Resolucio:

2 -3 =5 2 2 0 2 -3 =5
A-B=<—1 4 5)-(—1 -1 O>=<—1 4 5)=A

1 -3 —4 1 2 1 1 -3 —4

2 2 0 2 -3 =5 2 2 0
B-A=<—1 -1 O>'<—1 4 5>=<—1 -1 O)=B

1 2 1 1 -3 —4 1 2 1

Observacié: la resolucié es donara per bona encara que no apareguin els calculs
intermedis.

a)

b) Sabemque (x)C-D=C i (xx)D-C=D

C2=C-C=(C-D)-C=C-(D-C) =C-D=C
2 ) 5

D*=D-D=D-C)D=D-(C-D)=D-C =D
o) © &

I, per tant, efectivament les dues matrius C i D s6n idempotents.

Pautes de correccio:
a) 0,75 punts pel calcul del producte A-B.
0,75 punts pel calcul del producte B-A.
b) 0,5 punts per la comprovacio que la matriu C és idempotent.

0,5 punts per la comprovacio que la matriu D és idempotent.
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3.

Resolucio:

[(x—1dx six<?2

1 5 .
-x“—x+k six<2
| = = 2
a) Integrant f(x) {fxildx six> 2 - f(x) {

In|lx — 1|+ k" six>2

Trobem els valors de les constants k i k'
e f(x) passa pel punt A = (0,3), per tant, %02 —-0+k=3->k=3.

e Com que f(x) és derivable, llavors és continua, aixi que ho és en el punt
d’abscissa 2 i, per tant, els limits laterals de la funcié f(x) en 2 han de coincidir:

1
522—2+3=1n|2—1|+k’

k' = 3.

1 .
Exz—x+3 six <2

Per tant, la funcié f(x) sera|f(x) = {
Injx —1|+3 six>2

Observacié: es puntuara per igual 1’expressio In|x — 1| que I’expressio In(x — 1).
Apliquem I’equacio de la recta tangent a una funcidé g(x) en el punt d’abscissa a:

y—g@ =g (x—a)

o x—1 six<2
Arala funcié és f esg(x)={; six>p 1a=3
Cal trobar g'(x),g'(3) i g(3):
1 Six <2 1 1
! = f = _1 ’(3):—— (3): —_
1 , e
—_——_——= —_—— J— - = —— —
y-3 2 (x —3) y 25t2
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Pautes de correccio:
a) 0,5 punts pel calcul de les primitives.
0,25 punts pel calcul de la constant k.
0,5 punts per argumentar la continuitat de la funcié f.
0,25 punts pel calcul de la constant k.
b) 0,25 punts per la formula de la recta tangent.
0,25 punts pel calcul de f"(x) = g'(x).
0,25 punts pel calcul de g(3) ide g'(3).

0,25 punts pel calcul final de la recta tangent.
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4.

Resolucio:

a) Estudi del sistema d’equacions lineals segons els valors del parametre A.
. 1 21 244 0

M|M:(2+/1 1 21 3)
-3

24 242 1
Calculem el determinant de la matriu del sistema i estudiem per a quins valors el
determinant s’anul-la.

1 20 2+1
2+2 1 24
20 2424 1

=913+9 =923+ 1)

Quan resolem I'equacié 9(A3 + 1) = 0, obtenim A3 = —1 id'aqui 1 = —1.
Per tant, tenim dos casos a discutir.

CASI: 2#-1

Com que |M| # 0, aleshores Rang M = 3 = Rang M = Nombre d’incognites.

En virtut del teorema de Rouché-Frobenius, es tracta d’un sistema compatible]
determinat (SCD) i, per tant, el sistema té una tnica solucid).

0
3
-3

Com que |M| = 0, aleshores Rang M < 3, pero en tenir H _12| =14+3=3+#0,

CASIl: A=-1

/1 =2 1
MM=(1 1 =2

-2 1 1

aleshores Rang M = 2.

1 -2 0
D’altra banda, si orlem 'anterior menor, | 1 1 3(=-3+12-3-6=0, per
-2 1 =3

tant, Rang M = 2.

Aleshores, com que Rang M = 2 = Rang M < Nombre d’incognites = 3, es tracta d’'un
sistema compatible indeterminat (SCI) amb 1 (3-2) grau de llibertat.

Observaci6: de forma alternativa, el primer determinant es podria haver calculat
utilitzant les propietats dels determinants.
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1 20 2+ 2 1 22 2+21 1 22 242
241 1 22 |=|2+2 1 20 |=@+31)[2+2 1 22
22 2+2 1 |®I3+32 3431 3+32 1 1 1
1 22 2+21
=31+D[2+2 1 22 |=30+1DBA2-31+3)=91+D)A*—-21+1)
1 1 1

(x) Sumant a la tercera fila les dues primeres files.
b)
Estudiem el cas 4 = —1.

Sabem que es tracta d’'un SCIl amb un grau de llibertat i el menor d’ordre 2 no nul
indica les equacions i les incognites que ens hem de quedar:

{x—Zy = -z
x+y = 3+2z

Ara podem resoldre aplicant el métode de Cramer

312, 1l 32+

X = |1 _2| = 3 =z+2
1 1
13;ZZZ| 3+3z

= |1 _2| = 3 =z+1
1 1

Solucié: [(x =z+2, y=z+1, z parametre)|

Interpretacié geometrica: cadascuna de les equacions és un pla a R3. El fet que la
solucio tingui un grau de llibertat ens indica que aquests tres plans es tallen en una
recta, que és la formada per punts de la forma (z + 2,z + 1, 2).

Comaque (z+2,z+1,2) = (2,1,0) + z(1,1,1), la recta interseccio6 és la que passa pel
punt (2,1,0) i té vector director (1,1,1).
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Pautes de correccio:
a) 0,25 punts per I'expressio de les matrius del sistema.
0,25 punts pel calcul del determinant.
0,25 punts per tenir el punt singular que anul-la el determinant.
0,25 punts per la discussio del cas 1 # —1.
0,25 punts per la discussi6 del cas 1 = —1.
b) 0,25 punts per la identificacié del tipus de solucid.
0,25 punts per la resolucié de les incognites x i y (0 les que escaigui).
0,25 punts per I'expressio de la solucié del sistema.
0,25 punts per indicar que els tres plans es tallen en una recta.

0,25 punts per identificar la recta solucio.
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5.

Resolucio:

a) El tancat té forma de rectangle. Anomenem x a la base del rectangle i y a I'altura.
Sabem que l'area del tancat és 8 m?, per tant, podem escriure:

x-y=8
Aillant tenim que y = %

El cost del tancat és C(x,y) = 2,5 (2y + x). Substituint obtenim:

16 + x?
X

C(x)=2,5-(22+x)=2,5-(

Per calcular el cost minim, calcularem els extrems relatius de la funcio C(x), a partir de
la primera derivada i igualant-la a O:

) 2x-x— (16 +x2) -1 x?—16
C'(x)=25" v =25- =
x?—16
25-(———]=0
x
x =14

Pel context del problema, només té sentit la solucié positiva. Per comprovar si en x =
4 hi ha un minim, calculem la segona derivada i observem el signe:

2x - x2 — (x? —16) - 2x 2x3 — (2x3 —32x) 32
_ =25 a =25.22
x

C"(x)=25- <

X X

Com que C"(4) > 0, en x = 4 hi ha un minim.

Per tant, les dimensions del tancat seran de |4 m de base i 2 m d’altural.

El cost sera: C(4) = 2,5 - (16+42) =

4
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b) Per estalviar amb la tanca, podem posar el tancat a una cantonada del jardi:

TANCAT PER AL GOS

.

JARDI

Ara podem reproduir els calculs fets a I'apartat a, amb la nova situacié.

En aquest cas, el cost del tancat és C(x,y) = 2,5- (y +x). Comque y = 5,

C(x)=2,5-<§+x>=2’5_<8+x2)

X

Calculant la primera derivada i igualant-la a O:

, <2x-x—(8+x2)-1> <x2—8>
C'(x) = 2,5- ~25.

x2 x2

Analogament, I'tinica solucié que té sentit és la positiva. Per comprovar si en x = 2+/2
hi ha un minim, calculem la segona derivada i observem gue el seu signe és positiu:

., 2x -x? — (x2—8) - 2x 2x3 — (2x3 — 16x) 16
C (X)=2,5 4 :2,5 2 =2,5'—3
X X X
Com que C""(2v2) > 0, en hi ha un minim.
) A — i —
L'altura del tancat sera |y = ;= = 2V2|.

Per tant, el tancat tindra forma quadrada de costat 2v2 =~ 2,83 m.

En aquest cas el preu minim sera

C(Z\/E) =25- <LN—2)2> 16

=25-—=2,5-2V8 = 14,14€
242 V8
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Per tant, tindriem un estalvi de 20 —14,14 =[5,86 €

Observacié: qualsevol altra argumentacio correcta sera considerada valida, encara
que no es faci servir calcul diferencial per arribar a la resposta, sempre que
s’argumenti amb calculs matematics.

Pautes de correccio:

a) 0,25 punts per I'assignacié de les variables i la lligadura d’igualtat de I'area.
0,25 punts per la funcié cost.
0,25 punts per la derivada primera.
0,25 punts per I'abscissa del punt singular.
0,25 punts per argumentar que es tracta d’'un minim.
0,25 punts per les dimensions finals
0,25 punts pel cost minim.

Observacio: a I'hora de trobar el punt singular es pot utilitzar la funcié C(x) o bé la

., 16+x2
funcio f(x) = :x .

b) 0,25 punts per situar el tancat correctament i per la funcio cost.
0,25 punts per la derivaci6, punt singular i justificacié de minim.
0,25 punts per les dimensions i el calcul de I'estalvi.
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6.

Resolucio:

a) Com que el pla buscat és perpendicular a ; i 5, els seus vectors directors seran
els vectors normals de 7, i m,: v; = (1,1,0) i v, = (1,0,—1).

Trobem I'equacié general del pla amb vectors directors v; i v, i que passa pel punt P =
(4,1,2), en que X(x,y,z) s un punt genéric del pla:

x—4 1 1
y—-1 1 0|=0->{x—y+z—-5=0|
z—2 0 -1
b) Busquem la solucio6 del sistema {xx_+zy_=_32. Aillant obtenim:
— 3y x =21
JZ’:2+X—>Six:A,tenim: {y:3—/1
N z=2+A

La recta buscada en forma vectorial és:

lr:(x,y,2) =(0,3,2)+ 1-(1,-1,1),1 € R|

c)

Trobem I'equacio del pla perpendicular a la recta r i que passa pel punt P. Aquest és el
pla que ens han demanat en l'apartata: x —y +z -5 = 0.

En cas que no ens adonem que ja tenim el pla d’un apartat anterior, aquest pla tindra
com a vector normal el vector director de la recta. Per tant, sera de la forma:

x—y+z+D=0.
Imposem que P estigui contingutenelpla:4—-14+2+D=0 - D = -5.

Ara hem de calcular el punt de tall de la recta L i el pla:

x=2
y=3-Aix—y+z=5-1-B3-1)+@2+1)=5-21=2
z=2+A

Substituint A = 2 en les equacions parametriques de la recta obtenim el punt :
Q=1(214)|

De forma alternativa:
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El punt Q és la projeccio ortogonal del punt P sobre la recta r, ja que és el punt que
esta a menor distancia de P.

Sigui Q un punt genericde larectar: Q = (1,3 —-14,2+ 1) iv = (1,-1,1) el vector
director de L.

Per la condicié d’ortogonalitat tenim que PQ-9=0:
(—4+42-410)-1,-,1)=0->—-44+1—-24+21+1=0-1=2

Substituint A = 2 al punt genéric Q obtenim les coordenades del punt: |Q = (2,1,4)|.

Pautes de correccio:
a) 0,25 punts pels vectors directors.
0,25 punts per indicar com trobar el pla.
0,25 punts pel calcul de I'equacié.
b) 0,25 punts per formular la resolucié del sistema.
0,5 punts per trobar I'equacio.
c) 0,25 punts per indicar que el punt buscat és la projeccié ortogonal.
0,25 punts pel punt genéric / per plantejar el sistema entre el pla i la recta.
0,25 punts pel producte escalar / per resoldre el sistema.

0,25 punts per trobar el punt.
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