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Pruebas de acceso a enseñanzas 

universitarias oficiales de grado 

Castilla y León 

MATEMÁTICAS II 

EJERCICIO 
 
 

Nº Páginas: 2 

 

  

INDICACIONES: 1.- OPTATIVIDAD: El alumno deberá escoger libremente cinco ejercicios 

completos de los diez propuestos. Se expresará claramente cuáles son los elegidos. Si se 

resolvieran más, sólo se corregirán los 5 primeros que estén resueltos (según el orden de 

numeración de pliegos y hojas de cada pliego) y que no aparezcan totalmente tachados.  

2.- CALCULADORA: Podrán usarse calculadoras no programables, que no admitan memoria para 

texto, ni para resolución de ecuaciones, ni para resolución de integrales, ni para representaciones 

gráficas.  

CRITERIOS GENERALES DE EVALUACIÓN: Los 5 ejercicios se puntuarán sobre un máximo 

de 2 puntos. Se observarán fundamentalmente los siguientes aspectos: correcta utilización de los 

conceptos, definiciones y propiedades relacionadas con la naturaleza de la situación que se trata de 

resolver; justificaciones teóricas que se aporten para el desarrollo de las respuestas; claridad y 

coherencia en la exposición; precisión en los cálculos y en las notaciones. Deben figurar 

explícitamente las operaciones no triviales, de modo que puedan reconstruirse la argumentación 

lógica y los cálculos. 

 
 E1.- (Álgebra)  

 Calcular λ y 𝜇 para que el sistema de ecuaciones lineales 

2

1

1

x y z

x y

y z







+ + =


+ =
 + = −

  tenga infinitas soluciones. 

(2 puntos) 
 

E2.- (Álgebra)  

Dadas las matrices 

0
1 0 1 1 1

, 1
1 1 0 1 2

x

A B y y C

z x y

 
−    

= = =    − −    + 

, calcular los valores de 

, ,x y z  para que 𝐴B sea igual a la inversa 𝐶−1 de la matriz 𝐶.    (2 puntos) 

 

E3.- (Geometría)  

Calcular la ecuación del plano 𝜋 que es perpendicular al plano 2 3 0x y z  + + =  y pasa por los 

puntos 𝑃 = (0,0,0) y 𝑄 = (0,1,1).        (2 puntos) 
 

E4.- (Geometría)  

Dados el plano 2 2 0x y z  + − =  y la recta 
4 1

2 2 1

x y z
r

− −
 = =
−

, se pide:  

a) Comprobar que 𝑟 es paralela a 𝜋.         (1 punto)  

b) Hallar el plano 𝜎, distinto de 𝜋 y paralelo a 𝜋, cuya distancia a 𝑟 coincide con la de 𝜋. (1 punto) 

 

E5.- (Análisis)  

a) Determinar 𝑎 y 𝑏 de modo que las funciones ( ) 2f x x a= −  y ( ) ( ) xg x x b e= −  tomen el mismo 

valor en un punto en el que ambas tengan un extremo relativo.     (1 punto)  

b) Demostrar que la función ( ) 2f x x senx= +  solo se anula en el punto 𝑥 = 0.   (1 punto) 
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E6.- (Análisis)  

a) Determínense el dominio de definición, intervalos de crecimiento y decrecimiento y los máximos 

y mínimos relativos, si existen, de la función ( ) ( )ln 1f x x x= − .     (1 punto)  

b) Calcúlese ( )ln 1x x dx−           (1 punto) 

 

E7.- (Análisis)  

Calcular 
3 3

2

1 1
lim

2x

x x x

x→

+ − − +

−
.         (2 puntos) 

 

E8.- (Análisis)  

Calcular el área del recinto limitado por la gráfica de la función ( ) xf x xe−=  y el eje de abscisas 

cuando 𝑥 varía en el intervalo [−1,0].       (2 puntos) 

 

E9- (Probabilidad y estadística)  

Un 50% de los participantes en un torneo abierto de ajedrez celebrado en Salamanca son españoles, un 

30% son europeos no españoles y los demás proceden del resto del mundo. De ellos, dos tercios de los 

españoles, la mitad de los europeos no españoles y un tercio de los no europeos no pasan de los 40 

años.  

a) Indicar las 6 probabilidades que aparecen en el enunciado     (0,6 puntos)  

b) Si se selecciona un participante al azar ¿Calcular la probabilidad de que no tenga más de 40 años? 

           (0,7 puntos)  

c) Si se elige al azar un participante del torneo y no tiene más de 40 años, ¿cuál es la probabilidad de 

que sea español?           (0,7 puntos)  

 

 

E10.- (Probabilidad y estadística)  

Si lanzamos al mismo tiempo dos dados idénticos y del tipo usual (es decir, que sean cúbicos, que todas 

sus caras tengan la misma probabilidad de quedar hacia arriba y que en cada una de ellas aparezca un 

número de puntos que varíe desde el uno hasta el seis), ¿cuál es la probabilidad de que la suma de las 

puntuaciones obtenidas en los dos dados coincida con la suma más frecuente?   (2 puntos) 
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SOLUCIONES 
 

E1.- (Álgebra)  

 Calcular λ y 𝜇 para que el sistema de ecuaciones lineales 

2

1

1

x y z

x y

y z







+ + =


+ =
 + = −

  tenga infinitas soluciones. 

(2 puntos) 

 

La matriz de coeficientes asociada al sistema es 

1 2 1

1 0

0 1

A 



 
 

=  
 
 

 y la matriz ampliada es 

1 2 1

/ 1 0 1

0 1 1

A B







 
 

=  
 − 

 

Para que tenga infinitas soluciones el rango de A y el de A/B debe ser iguales y menores de 3 (el 

número de incógnitas). 

 

Vemos cuando se anula el determinante de A. 

 

( )

2 2

2

1 2 1

1 0 0 0 2 0 2 2

0 1

0
0 2 2 0 2 1 0

1 0 1

A

A

     




   

 

= = + + − − − = − +

=
=  − + =  − − =  

− = → =

 

 

Si 0 1y    el determinante es no nulo y el rango de A es 3. El sistema tiene una única 

solución. 

 

Si 0 =  el determinante de A es nulo y su rango es menor de 3. Estudiamos el rango de A y de 

A/B en este caso. 

 
/

Fila 3ª  Fila 2ª
1 2 1 1 2 1

0 1 0 1
/ 0 1 0 1 0 1 0 1

0 1 0 1
0 1 0 1 0 0 0 2

0 0 0 2

A B

A

A B

 
 − 
    

−    
=       − −

    − −   −     

 

 

El rango de A es 2 y el de A/B es 3. El sistema no tiene solución. 

 

Si 1 =  el determinante de A es nulo y su rango es menor de 3. Estudiamos el rango de A y de 

A/B en este caso. 
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/

Fila 2ª  Fila 1ª
1 2 1 1 2 1

1 1 0 1
/ 1 1 0 1 0 1 1 1

1 2 1
0 1 1 1 0 1 1 1

0 1 1 1 Nueva Fila 2ª

Fila 3ª  Fila 2ª
1 2 1

0 1 1 1
0 1 1 1

0 1 1 1
0 0 0

0 0 0

A B

A

A B

 














− 
    

    
=   − − −     − − − −

    − −    − − − →
 

+ 
 

− 
  − − − 

− − −
  −
 −
 

 
 
 
 
 
 
 

 

 

El rango de A es 2. El rango de A/B depende del valor de μ. Si queremos que el rango de A/B sea 

2 debe ser 0 = . 

 

Con 1 =  y 0 =  el rango de A es 2 y el de A/B también siendo menor que el número de 

incógnitas. El sistema tiene infinitas soluciones. 
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E2.- (Álgebra)  

Dadas las matrices 

0
1 0 1 1 1

, 1
1 1 0 1 2

x

A B y y C

z x y

 
−    

= = =    − −    + 

, calcular los valores de 

, ,x y z  para que 𝐴B sea igual a la inversa 1C −  de la matriz 𝐶.    (2 puntos) 

 

Comprobamos que C es invertible y determinamos su inversa. 

 

( )
1

1 1
2 1 1 0

1 2

1 1

2 11 2

1 11

T

C

Adj
Adj C

C
C

−

−
= = − = 
−

− 
 
−   = = =  

 

 

 

Hacemos que 
1AB C−= . 

 

1

0
1 0 1 2 1 2 1

1
1 1 0 1 1 1 1 1

2
2

1 2 1 1 1
1

1 2 1 3 3
1

1 1

1 3 2 4 2

x
x z x y

AB C y
x y

z x y

x z
x z

x y z y z y y z
x y

x y z y z y z y
x y

y
z z z z

−

 
+ +        

=  =  =         − − +        + 

+ = 
= − 

+ = − + = − + = − = − +   
  + =        

− + = − + + = + = + =   − + = = 

= −
 − + =  =  = 

1 2 1

2 2 0x

 + =


= − =

 

 

Los valores buscados son x = 0; y = 1; z = 2. 
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E3.- (Geometría)  

Calcular la ecuación del plano 𝜋 que es perpendicular al plano 2 3 0x y z  + + =  y pasa por los 

puntos 𝑃 = (0,0,0) y 𝑄 = (0,1,1).        (2 puntos) 

 

Si el plano 𝜋 es perpendicular al plano σ tendrá como uno de sus vectores directores el vector normal 

del plano σ. El otro vector director necesario para definir el plano es el vector PQ . 

 

( )

( )

( ) ( ) ( )

( )

2 3 0 1,2,3

1,2,3

0,1,1 0,0,0 0,1,1 1 2 3 0

0 1 10,0,0

2 0 0 3 0 0

x y z n

u n x y z

v PQ

P

x z y x x y z



 





 + + =  =

 = =


 = = − =   = 




 + + − − − =   − − + =
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E4.- (Geometría)  

Dados el plano 2 2 0x y z  + − =  y la recta 
4 1

2 2 1

x y z
r

− −
 = =
−

, se pide:  

a) Comprobar que 𝑟 es paralela a 𝜋.         (1 punto)  

b) Hallar el plano 𝜎, distinto de 𝜋 y paralelo a 𝜋, cuya distancia a 𝑟 coincide con la de 𝜋. (1 punto) 

 

a)  Hallamos el vector director de la recta y el vector normal del plano y comprobamos si son 

ortogonales. 

 

( )

( )
( ) ( )

2 2 0 1,2, 2

· 2,2,1 · 1,2, 2 2 4 2 04 1
2,2,1

2 2 1

r

r

x y z n

n vx y z
r v

  + − =  = −

 = − − = − + − =− −

 = =  = − 
− 

 

 

Son ortogonales, por lo que la recta es paralela al plano o está contenida en él. 

Comprobamos si el punto P(0, 4, 1) perteneciente a la recta r está en el plano. 

 

( )

2 2 0
¿0 8 2 0?

¿ 0,4,1
¡No es cierto

?
!

x y z

P





 + − = 
 + − =

 
 

 

El punto P de la recta no está en el plano, por lo que la recta es paralela al plano. 

 

b) Si el plano 𝜎 es paralelo a 𝜋 tendrá ecuación 2 2 0x y z D  + − + = . 

Como la recta r es paralela a 𝜋 también es paralela al plano 𝜎, la distancia de la recta al plano 

será la distancia del punto P(0, 4, 1) al plano. Determinamos el valor de D haciendo que esta 

distancia sea la misma que al plano 𝜋. 

 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

2 2 2

2 2 2

2 2 0 0 8 2 6
, ,

0, 4,1 170 4 1

2 2 0 0 8 2 6
, ,

0, 4,1 170 4 1

66
, , 6 6

17 17

6 6 0 2 2 0

6 6 12 2 2 12 0

x y z
d r d P

P r

x y z D D D
d r d P

P r

D
d r d r D

D D x y z

D D x y z


 


 

 





 + − =  + −
 = = =

  + +

 + − + =  + − + +
 = = =

  + +

+
=  =  = + 

= + → = →  + − =
 

− = + → = − →  + − − =

 

 

El plano buscado tiene ecuación 2 2 12 0x y z  + − − = . 
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E5.- (Análisis)  

a) Determinar 𝑎 y 𝑏 de modo que las funciones ( ) 2f x x a= −  y ( ) ( ) xg x x b e= −  tomen el mismo 

valor en un punto en el que ambas tengan un extremo relativo.     (1 punto)  

b) Demostrar que la función ( ) 2f x x senx= +  solo se anula en el punto 𝑥 = 0.   (1 punto) 

 

a)  Buscamos los extremos relativos en ambas funciones. 

 

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

1 1

´ 2

´ 0 2 0 0

´́ 2 ´́ 0 2 0 En 0 hay un mímimo de 

´ 1

´ 0 1 0 1 0 1

´́ 1 2 ´́ 1 1 2 0

En 1 hay un mínimo d

x x x x

x

x x x b b

f x x a f x x

f x x x

f x f x f x

g x x b e g x e x b e x b e

g x x b e x b x b

g x e x b e x b e g b b b e e

x b

− −

= −  =

=  =  =

=  =   =

= −  = + − = − +

=  − + =  − + =  = −

= + − + = − +  − = − − + = 

= − ( )e g x  

 

Como deben coincidir en los extremos relativos. 

 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) 0 2

1 0 1
0 0 0 1 0 1 1

1 0 1 0

b b
g f e a a a

g b f g b f

− =  = 
  =  − = −  − = −  = 

− = − =  

 

 

Los valores buscados son a = 1; b = 1. 

 

b) La función ( ) 2f x x senx= +  es continua y derivable en . 

También sabemos que ( )0 2·0 0 0f sen= + = . 

Si existiese algún x = c tal que f(c) = 0 tendríamos que f(0) = f(c) = 0 y aplicando el teorema 

de Rolle en el intervalo [0, c] o [c, 0], según fuese c positivo o negativo existiría un valor d en 

el intervalo tal que f ´ (d) = 0, pero la derivada de la función es ( )´ 2 cosf x x= +  y no se 

puede anular pues el coseno no puede alcanzar el valor –2. 

 

Por lo que podemos afirmar que no existe un valor 0c   donde la función se anule. 
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E6.- (Análisis)  

a) Determínense el dominio de definición, intervalos de crecimiento y decrecimiento y los máximos 

y mínimos relativos, si existen, de la función ( ) ( )ln 1f x x x= − .     (1 punto)  

b) Calcúlese ( )ln 1x x dx−           (1 punto) 

 

a) El logaritmo neperiano solo existe de un número positivo. → Dominio = ( )0,+ . 

 

Para estudiar el crecimiento y decrecimiento usamos la derivada. 

 

( ) ( )

( )

1
´ ln 1 ln

´ 0 ln 0 1

f x x x x
x

f x x x

= − + =

=  =  =

 

 

Estudiamos el signo de la derivada antes y después de x = 1. 

 

En el intervalo (0, 1) tomamos x = 0.5 y la derivada vale ( )´ 0.5 ln 0.5 0f =  . La función 

decrece en (0, 1). 

En el intervalo ( )1,+  tomamos x = 2 y la derivada vale ( )´ 2 ln 2 0f =  . La función crece 

en ( )1,+ . 

 

La función decrece en (0, 1) y crece en ( )1,+ . 

 

La función tiene un mínimo relativo en x = 1. No presenta máximos relativos. 

 

b)   

( )

2 2

2

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

ln 1 ln ln ...

Integración por partes

1 1
ln ln ln

2 2

2

1 1
ln ln ln

2 2 2 2 2 2 4

... ln ln
2 4 2 2 4

x x dx x x xdx x xdx xdx

x x
x xdx u x du dx x dx

x x

x
dv xdx v xdx

x x x x x
x xdx x x

x x x x x
x x

− = − = − =

 
 
 
 

= = → = = − = 
 
 

= → = = 
 

= − = − = −

= − − = −





   







2 2 22 3
ln

4 2 4

x x x
x K− = − +
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E7.- (Análisis)  

Calcular 
3 3

2

1 1
lim

2x

x x x

x→

+ − − +

−
.         (2 puntos) 

 

( )( )
( )( )

( ) ( )
( )( )

( )

( )( )

3 3 3 3

2

3 3 3 3

2 3 3

2 2
3 3

2 3 3

3 3

2 3 3

3

2

1 1 2 2 1 2 1 0
lim Indeterminación (conjugado)

2 2 2 0

1 1 1 1
lim

2 1 1

1 1
lim

2 1 1

1 1
lim

2 1 1

lim

x

x

x

x

x

x x x

x

x x x x x x

x x x x

x x x

x x x x

x x x

x x x x

x

→

→

→

→

→

+ − − + + − − +
= = = =

− −

+ − − + + − + +
= =

− + − + +

+ − − +
= =

− + − + +

+ − − +
= =

− + − + +

=
31x x+ − −

( )( )3 3

2

1

2 1 1

2
lim
x

x x x x

x

→

−
=

− + − + +

−
=

( )2x − ( )3 3

3 3 3 32

1 1

1 1 1 1
lim

3 3 61 1 2 2 1 2 1x

x x x

x x x→

=
+ − + +

= = = =
++ − + + + − + +
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E8.- (Análisis)  

Calcular el área del recinto limitado por la gráfica de la función ( ) xf x xe−=  y el eje de abscisas 

cuando 𝑥 varía en el intervalo [−1,0].       (2 puntos) 

 

Comprobamos si la función corta el eje de abscisas en el intervalo [−1,0]. 

 

( ) 0
0

0 i0 ¡Impos ble!

x

x

x

xf x xe
xe

ey

−

−

−

== 
 =  

==  
 

 

Como la gráfica de la función no corta el eje en ningún punto intermedio del intervalo [−1,0] el 

área pedida se obtiene con la integral definida de la función entre –1 y 0. 

 

Calculamos primero la integral indefinida. 

 

Integración por partes

·x x x

x x x

x x x x

xe dx u x du dx e x e dx

dv e dx v e dx e

xe e dx xe e K

− − −

− − −

− − − −

 
  

= = → = = − − − = 
 

= → = = −  

= − + = − − +

 





 

 

Calculamos la integral definida. 

 

( )

( ) ( ) ( )

0 0
0

1
1 1

1 10 00 1 1 1

x x xf x dx xe dx xe e

e e e e e e

− − −

−
− −

− − − −− −

 = = − − = 

  = − − − − − − = − − + = −   

 

 

 

El área del recinto es el valor absoluto de la integral definida y es de 1 unidad cuadrada.  
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E9- (Probabilidad y estadística)  

Un 50% de los participantes en un torneo abierto de ajedrez celebrado en Salamanca son españoles, un 

30% son europeos no españoles y los demás proceden del resto del mundo. De ellos, dos tercios de los 

españoles, la mitad de los europeos no españoles y un tercio de los no europeos no pasan de los 40 

años.  

a) Indicar las 6 probabilidades que aparecen en el enunciado     (0,6 puntos)  

b) Si se selecciona un participante al azar ¿Calcular la probabilidad de que no tenga más de 40 años? 

           (0,7 puntos)  

c) Si se elige al azar un participante del torneo y no tiene más de 40 años, ¿cuál es la probabilidad de 

que sea español?           (0,7 puntos)  

 

Llamamos A al suceso “Ser español”, B al suceso “ser europeo no español”, C al suceso “ser del 

resto del mundo” y D al suceso “No pasar de 40 años”. 

 

a)   

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0.50; 0.30; 1 0.50 0.30 0.20

2 1 1
/ ; / ; /

3 2 3

P A P B P C

P D A P D B P D C

= = = − − =

= = =

 

 

b) Usamos el teorema de la probabilidad total. 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )/ / /

2 1 1 11
0.5· 0.30· 0.20· 0.55

3 2 3 20

P D P A P D A P B P D B P C P D C= + + =

= + + = =

 

 

c) Nos piden calcular ( )/P A D . Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de Bayes. 

 

( )
( )

( )

( ) ( )

( )

2
0.5·

/ 203
/ 0.61

1 0.55 33

P A D P A P D A
P A D

P D P D

 
   = = = =

−
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E10.- (Probabilidad y estadística)  

Si lanzamos al mismo tiempo dos dados idénticos y del tipo usual (es decir, que sean cúbicos, que todas 

sus caras tengan la misma probabilidad de quedar hacia arriba y que en cada una de ellas aparezca un 

número de puntos que varíe desde el uno hasta el seis), ¿cuál es la probabilidad de que la suma de las 

puntuaciones obtenidas en los dos dados coincida con la suma más frecuente?   (2 puntos) 
 

Al lanzar dos dados podemos obtener 36 pares de valores distintos que podemos organizar en una 

tabla. 

 

 1 2 3 4 5 6 

1 11 12 13 14 15 16 

2 21 22 23 24 25 26 

3 31 32 33 34 35 36 

4 41 42 43 44 45 46 

5 51 52 53 54 55 56 

6 61 62 63 64 65 66 

 

Como cada uno de los sucesos elementales de la tabla son equiprobables tenemos que la 

probabilidad de cada uno de ellos es 1/36. 

 

He marcado de rojo los sucesos elementales que suman 7. Siendo esta suma la que puede suceder 

de más formas distintas entonces tendrá la probabilidad más alta (6/36). 
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La probabilidad más alta es la de sumar 7 siendo su probabilidad ( )
6 1

Sumar 7 0.16
36 6

P = =  
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