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Tema 1. Matrices

s FREE YOUR MIND.

' THE MATRIX

EL ARBOL CAIDO

1.Definicion de matriz. T ipos de matrices

S define la matriz A de dimension mxn al conjunto de niUmeros reales
dispuestos en m filas y n columnas de la siguiente forma:

aa, a, .. a

Az%z1 %2 % giendo ajj=elemento de la matriz A situado en la fila i

&
Com G - Ay
y columna |
La matriz A se denota también como A= (qj )
La dimensién mxn de una matriz es el numero de filas y columnas de la misma

(el primer nimero indica el namero de filas ( m) y el segundo el numero de
columnas (n)).

Ejemplos:

es una matriz de dimension 2x3.

>

1¢
2 ¢
1 O) es una matriz de dimension 1x4.

2
1
1

es una matriz de dimension 2x1.

O w
I I
WY WY

Tipos de matrices:

1. Matrices cuadradas : son las matrices que tienen igual numero de filas que de
columnas (m=n). Cuando se habla de su dimension se dice matriz cuadrada de orden n.

Ejemplos:

D= es una matriz cuadrada de orden 2.

1
1

P8 e
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a1l 11
E-= ? 2 2 esuna matriz cuadrada de orden 3.
g% 3 3

Elementos de las matrices cuadradas:
a. Diagonal principal: elementos de la forma aii.
a0 2 1

Son los elementos rodeados.

b. Diagonal secundaria: elementus de la forma a;j donde i+] = H.

Son loselementos rodeados.

2. Matrices triangulares superiores e inferiores : son las matrices cuadradas tal que:
Superior: elementos por debajo de la diagonal principal son nulos a, =0sii >j

Inferior: elementos por encima de la diagonal principal son nulos g, =0sii <

Ejemplos:
a1 2 3
TS= g) 1 2 esuna matriz triangular superior.
® o0 -2
al1 o0 o
TI :2-5 + 0 esuna matriz triangular inferior.
o -3 2

3. Matrices simétricas : matrices cuadradas donde & = &; .

Ejemplos:
8 2 3 6 s 1 23 & -4 2 3
0 a- 0
S= 1 12 2SS & 5 SSS = 1-4
? 8 8%3 42 _g
B 12 229 £4-1

4. Matrices diagonales : matrices cuadradas donde todos los elementos fuera de la
diagonal principal son cero.

Ejemplos:

Tema 1 Matrices



1

IES VICENTE MEDINA CURSO 2023/24 ¢~
DEPARTAMENTO MATEMATICAS W
&2 0 0 05
D:@ 30 ogQ a1 0
® 0 -1 00 g0 2
P00 22

5. Matriz escalar : matriz diagonal en el que todos los términos de la diagonal son

iguales:
Ejemplos:
32 0 0 06
%)2008 8 0 0
E= 0 EEH 8 0
® 0 2 060 %
D00 22 ¢ 08

6. Matriz unidad o matriz identidad : matriz escalar cuyos elementos de la diagonal

principal son todos iguales a 1. Se denota comol o Id.

Ejemplos:

matriz identidad de orden 2

matriz identidad de orden 3

matriz identidad de orden 4

O oOopFr OO Fr O Fr o
o r O O r OO
O O O

7. Matriz nula (o cero): la matriz con todos los elementos iguales a 0.

Ejemplo:
a0 0 O
0=20 0 0
® oo

8. Matriz columna: toda matriz con una sola columna.

Ejemplo:

a- 1
429 a3 06 282
— O & k
C=gd 0 =, &F &,

& 0 ¢° =
¢ - %1
¢

Tema 1 Matrices
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9. Matriz fila : toda matriz con una Unica fila .
Ejemplo:
G=(30 H®10 J (=1-21 2
Observaciones:

por encima y por debajo de la diagonal son nulos.
2. Toda matriz escalar es diagonal.

3. La matriz identidad es una matriz escalar.

1. Toda matriz diagonal es triangular, tanto superior como inferior, pues los

elementos

2.0peraciones con matrices

2.1. Igualdad de matrices

- misma dimension
- elementos que ocupan la misma posicién son iguales.

Dos matrices My N se dicen que son iguales (M= N) si se cumplen:

2.2. Suma de matrices

Solo se pueden sumar matrices de la misma dimension.
Veamos en qué consiste la suma de matrices:

A+B =(@) )

en las dos matrices que se estan sumando.

La suma de dos matrices Ay B dela misma dimension es otra matriz que se
denota como A+B con misma dimension que las otras dos y definida como:

& pd

Es decir A+B se obtiene sumando los elementos que ocupan la misma posicion

Ejemplo:
& 1 15,
a) g 1 182; No se puedesumar
& 1 109°
a1l 206 R 2 o618 2 2
b) :1 Og il :81 g 0 1 Sise puede sunar
;52 1 BBIE 5N

2.3. Producto de una matriz por un nimero (escalar)

Tema 1 Matrices
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Seak un nimero real (escalar)y A=(g ) unamatriz de dimensién mxn. El
producto de k por A es otra matriz k-A de misma dimension tal que:

k-A=Kg) %k q)

, s decir la matriz k-A se obtiene de multiplicar por k cada elemento de la

matriz A.
Ejemplos:
&1 265 4 6
& 0
a) 3-21 og caglly
893 5 @ %915
2 1 28 -8 4 8
b) -473 0 18:§ 0 4
0
2 2-22 B 8 8

Observaciones:
1 Se puede sacar factor comun en una matriz:

&3 665 & 2
e 6] e
a830.8.3-1860
89915+ %‘95
8l , 76

5 < 0

o 3 548 0 7
3@}'_29—]3*3,1-2
&3 3 30

e p 0@ 9 1
P 3 - 8

(; BT

&3 4 5 344

Fs 11?7 8¥n

&3/2 -5/4 61 64 -5
&4 3 24 5212

1 Una matriz escalar se puede expresar en funcién de la matriz identidad:

8% 0 09 140 O
D 5 035 031 0
® 052 o0fFo0 1

2.4. Producto de matrices

El producto de matrices es una operaciéon mas compleja que las anteriores.

Si Ay B son dos matrices, para poder realizar AB es necesario que el n° de columnas
de la primera matriz (A) del producto sea igual al n° de filas de la segunda matriz (B).

Tema 1 Matrices
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El producto de la matriz A=(g) de dimensién mxny B=(h ) de dimensién
nxp es otra matriz C= A- B, con igual n° de filas que Ay de columnas que B,
tal que el elemento C; de la matriz C se obtiene multiplicando la filai -esima
de la primera matriz (A) con la columna j -esima de la segunda (B).

Ejemplo:
a4 o
0
1293% 5(14+25 8) (4)
R 2
1X3 = 3xBeYellalalse- Ix1
a4l 2 3 61 & A&l 2(-1) 82 55
2 2 0 0
2102 38 T §:1)$(2)+( y (32+ -§
¥ 2 02 2 Br2(y o2 8
33 = Bl 3xi
al -2 6
1 2 3§ 6. A&ll 20+31 1(2) 2(1 3% 5 442
B -
Q-1 2% L § 0 EH0 (D 0(D (DY (B 32 ¢3
B2
2{3 = BxhY% VY Y Yo aYala Yo tatele 2X2
& 2561a-2 9§
% 4 802— 1= gNo se puede realizarproducto!
/22182 2
32 ., 3x2
Ejercicios.

Ejercicio 1. Escribir matrices de los siguientes tipos:
a) De dimensién 3x2
b) Cuadrada de dimension 4
c¢) Triangular inferior de dimension 3
d) Diagonal de dimensién 4
e) ¢ Qué tipo de matriz es de dimension 1x1? Pon un ejemplo. ¢ Cudl sera la matriz
identidad de orden 1?

Ejercicio 2. Decir que tipo y de que dimensidn son las siguientes matrices:
a7’ o

8 2 16 .6 1 14 780 0
) a 0 &
A= 4 9 B-—aeo = D 857 0
@ Q" e 6 3‘1112 X
8%02_ 2 0 0o 7
c0 =

Tema 1 Matrices 7



d
IES VICENTE MEDINA CURSO 2023/24 \—/
T

DEPARTAMENTO MATEMATICAS

Ejercicio 3. Calcule el valor de a, b, cy d para que se cumpla la igualdad:
d2a 2b 6 &at5 T7+a b

g%c 2d -§+c ¢ 3d 4+

al -1 6 a 0 0 -1
Ejercicio 4. Dadas las matrices A= 88 -4 C‘-g = 2 , realice las
siguientes operaciones: a) A+B b) A- B -C c) 3A+5B -6C

Ejercicio 5. Realice todos los productos posibles con las siguientes matrices y calculelos:

4l 2 3 & 13 602 10
_ O0p _ & ~0 a
A=H 1 1 B =2xC0@ , ¢
d»1-12 18 9F
¢ - ¢ -
al 2 338 140 -1
Ejercicio 6. Dadas las matrices: A:g 5 6 8, B :220 0
& 8 92 1®2 3

Realiza los dos productos siguientes: A-B y B-A, ¢Se obtiene el mismo resultado?

Ejercicio 7. Calcular A?, B?, A>- B?, (A+B)’ y (Ai B)’ siendo Ay B las siguientes
matrices:

& 2 05 ® 1 2
Az@llé,szglo
g%l-l+ @“21

Ejercicio 8. Calcular los valores de las incognitas que verifican las siguientes igualdades:
2) al x oxay _ 0 G4
By %27 Y @

b 38341 0 _&8 & 1

d 2% 17 22§ 1

L)

b)

VOO?B %J_)O

0 -1
Ejercicio 9. Sea A:% 0 calcule A%, A3, A% Calcule A, A0,
¢

al 0 1
Ejercicio 10. Sea Azz) 1 0,calcula A".
® 01

Soluciones:

Tema 1 Matrices
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R &l 2 3 4 210 0 a1 0 0 O
a
7 8 9 2 00
1a.§3b.$ c.gloa@
®» 8 7 6 ® 0 3 0
23 = qd 11
@321 0 00 4
e. 1filay 1 columna. Los nimeros reales, ejemplos 2, -1.3. La identidad de orden

1 es el numero 1.

2. A es una ratriz cuadrada, triangular superior, dimension 3x3 o cuadrada de orden
3. B es una matriz columna de dimensién 4x1. C es una matriz rectangular de
dimension 2x3. D es una matriz cuadrada, escalar de dimensién 3x3 o
simplemente matriz cuadrada de orden 3.

3. 2a=at+bA a=5

2b=7+a+bA b=12
2c=2+c+dA c=d-2 A c=®b
2d=3d+4A d=H

a5 -1 2 3 829 -15
4. a)A+B = b) A-B -C = c) 3A+5B -6C =
) 14 ) &3 0 ) &7 -25
33 7 26 84 &
3 ® 0 833 5 78 )
5 AA=D 4 39 AB = CA = CB =
? Q & 9 % 15 8 2 1§
A o022 1E 9 ¢
48 6 8 & -8 6 6
— (o] _
6AB_§o 12 145, BA z 4 6
8%2 18 209 @ 36 42

No es el mismo resultado. No siempre se cumple que A-B = B-A, es decir no se
cumple la propiedad conmutativa del producto de matrices. Existen algun tipo de
matrices que si conmutan. A-B=B-A, si esto ocurre se dice que Ay B conmutan.

8 4 25 -45 2 b 2 & 0
_ (o] _ (0] _
7. =32 2 08, B=%0 2 ,8A2 B- 3=% 2
P 4 22 -g4 1 2 2 § 1
82 15 55 -3 3 3
(A+B)” {A B(A B 2% 4 08,(A B (A B AB £o0=4
?112 79 -@4 1

Nota: Al no ser conmutati vo el producto de las matrices las igualdades notables no

son ciertas cuando A y B son matrices.
8.a) x=y I b) a=2;b 4;¢c 6d 4

9. A= 4d; A =A- A 1Id

Cada 4 se repite la secuencia. Luego A= A% A =ld A &# - A® Id
41 0 n

10. A'=20 1 0
P 01

Tema 1 Matrices
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3.Trasposicion de Matrices.

Sea A una matriz de dimension mxn se llama matriz traspuesta y se escribe
como A! a la matriz que resulta de cambiar las filas por las columnas.

Ejemplo:
al

a) A=(1 2 3 -A
¢

1 2 38 a1l 4
a (0]
b) B= ~ B 2 5
) ?ﬁl 5 6 9 ?
g% 6
a1 -1 26 1/ 0 -2
_ce (0] t
c) c-%o 258_C_$21
G2 1 22 2’5‘95 2
Observaciones:
1 (A)=A

' Si B es una matriz simétrica cumple que B'=B
' Si A es una matriz escalar cumple que A = A

4.Matriz inversa

Se habla de matriz inversa solo para matrices cuadradas.

La matriz inversa de una matriz cuadrada A es otra matriz cuadrada de la

misma dimension que se denota como A tal que se cumple:
A-A'=A* A =Id

El método mas sencillo para el calculo de la inversa se realiza con ayuda del
determinante de la matri z que se vera en el tema siguiente .

Aunque para matrices 2x2 podemos calcular la inversa a partir de la definicion:

Ejemplo:
32 2 3a b
Dada la matriz A= 2 calculemos su inversa A = a . Debe cumplirse:
3 7 &t d

Tema 1 Matrices
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a2 2 saab a @G
AA'=Id - =
B 7 %% "9 2
g2a+2c =1
g2a+2c 2b+2d § 140 pDd o
¢a+7c 3 +7d ¢ 01 O3 7 ¢
f3pb+7d 2
Pudiendo separar las 4 ecuaciones en 2 sistemas de 2 ecuaciones:
g2a+2c = y @ 6&c 3=
$2AT2C Ay s pomany SO0
i3a+7c 0 i6a 14 O=
- 8=3{c = 3l
- 2a-6/8= Ja %#/8
s2b+2d =0 . . @bb+6d =0
v VoSSR, |
j3b+7d = j-6b -14d =2-
- 8 = -2

- 6b+12/8 =0 1b =12/8

La matriz inversa es:

,_47/8 -12/851 & -12
_ o=
&3/8 2/8 78 ? 2

Se podria comprobar que también se cumple:
AtA=Id

5.Resolucién de ecuaciones matriciales

Las ecuaciones matriciales son ecuaciones algebraicas donde los coeficientes y
las incégnitas son matrices.

Ejemplos:

a2 -1
a) Resuelve la ecuacion X-B+ B =B* siendo B :%ge 1 2
&

Tema 1 Matrices
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b) Encuentra la matriz B que cumple la ecuacién P*-B- P= A siendo
al 1 15 -4 0 O

P=21 0 1gA =& 1-0
890-119 @“02

Resolver una ecuacién matricial es obtener la matriz incognita, que
generalmente se denota como X, despejandola de la igualdad.

Para conseguirlo tenemos las siguientes reglas:

1) Siuna matriz estd sumando a un lado de la igualdad pasa restando al otro lado
de la igualdad y al revés.
X+B C -X € E

X-B =< -X € E

2) Si multiplicamos una matriz por la izquierda a un lado de la igualdad también lo

tenemos que hacer en el otro lado de la igualdad por la izquierda. Igual por la
derecha.

AX=B - AYAX =A"B -ld X =A~ B -X #A |
X-A=B - XAA' =BA" - XIld BA -X BA

Ejemplos:
Veamos la resolucién de los dos anteriores ejemplos:

a2 -1
a) Resuelve la ecuacion X-B+ B =B* siendo B :ége 1 2
&

X-B+B =B'Y X B= B*-B YX :( B! B)-Bl X=BLB?! -Id
Necesitamos calcular la inversa de B:

,_aa b .
= . Debe cumplirse:
% :

BBi=id - 1o “hBab 8 @
381 2 %&d P A
g2a- ¢ 3
142a-c¢ 2b-d § 180 p2b d C
§g@a #c b 2d 2 Ogel _12 a-2c+C
[-b 2d 3

Pudiendo separar las 4 ecuaciones en 2 sistemas de 2 ecuaciones:

Tema 1 Matrices 12
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g2a-c 3 € 2a 3
t-a ®c & [a-2c+0 =

- -a#a 6 0= 3a 6=a-2

7= [

- ¢c=4 3 ¥
52b-d D g 2b
< ; ‘,@' - -b#4b 3 3 3= Db 1=d-:
i-b2d 3 jb-2d+ 3 =
, &2 1
B—(a;l )
Ad la solucion es
Y =BLBY i 82 16281 4 & 5064 &1 06 & 4
=B - 0 e =0, @&@n" 40 =
8’1 2 21%2 B ﬁe 42 Fo 19 ?4

b) Encuentra la matriz B que cumple la ecuacién P*-BP= A siendo
al 1 16 -4 0 O

P=21 0 1gA =& 1-0
2

350-119 (g“o

Despejemos B en la ecuacion

PLBP= A VPRI ERYE VAL B =P AP

uItllecamos por por la derecha

Necesitamos calcular la inversa de P:

aa b c
;ﬁiﬂe |
g h k

Debe cumplirse:
a4l 1 16adb c

_ e 0 e
=Id 'ae'l 0 1ddaee f

O
geo -1 1 2%h k

woloa
S 2
= o (@)

Tema 1 Matrices
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9a+d g E
lb+e +h &
fctf &k &
ga+td 49 b & hc f+ke 180 0 p a g O+
a4 b ckLo®FEm\o Pbha
& Q & Jo)
E-d 4 e v f-k £ 080 1 ,?c k O+
i-d 49 &
}-e+h €4
i-f k E
§a+d g F
sbte +h & |
fctf « & &g gr g+l %9:1/3
ra=g ‘bt €0= ib 2e-
i-b+h E Yo f+c40 = 1Y 2c=
$k:c @Jo e 1= l% ed -
id=g (1-f & 1= 4 f=
%h:e
f-f k E
gb= 2/3
ir—zm
g2 = I ?m %a}:g 4/3
fc= 2 ¥ flc=1/3 TcII:g 4/3
(k=c 4/3
Asi queda la inversa de P como
&/3 -2/3 1/3 5 1a-2 1
=%/3 1/3 -2/38% 151 2
&/3 1/3 1327 11 1

Y la matriz B solucién de la ecuacién matricial es:

B=PAP®

&1 1 2642 1 £oa3 051 &
X o, ce (0]
=Sml O 281$1 -2 3 3 &3 =180§
Fo o1 221 1 (23 Fo 121§

al 1 16-4 0 0 o1

%1018@-10181 £ o2

3
(0] 0] e
0 -11%0® 0 2.%:.1® 1

Tema 1 Matrices
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Nota: Se observa en este Ultimo ejemplo que es necesario un método més agil y comodo para el
célculo de la inversa. Lo volveremos a ver con el uso de determinantes (¢, qué sera?).

Ejercicios

1. Calcularla inversa de las siguientes matrices:

ao 1 al 2 alr 2
B= b) C= c) D=
VBT )C )07 4
30 -1 =2
2. Sea la matrizAzg-l 0 2.
gel 1 3

Calculek tal que se cumpla la siguiente igualdal- k-1d)° =0

3. Calcule la matriz X, en la ecuacion matrica(2A+ Id) =AXA £ siendo

a3 -3 13§ B 12
_ae
A=Z4 1 1&5 _g 0 1
gez 0 -1 1

o}

21
4. Seal la matriz identidad de orden 23':% L Halle X para queBX+ B =B .

¢
0 1 0
5.Dada la matrizA = 2
ad o1
a) CalculaA'Ay AA!, dondeA! denota la matriz traspuestaAe
aa
b) Encuentra las matrices de la fonfhag) ,talesque®d 0 ® ®
g
c) Encuentra todas las matrices de la for)ha% , talesque:oo w
¢
& a b
6. Se considera la matriA:z) 0 c ,donde a, byc sontres nimeros reales.
®» oo

a) EncuentraA” para todo natura.

b) Calcula(A® - A)’

o

) a3 1 ) ,
7. Dada la matrle:a% calcula A", siendo n un niimero natural.
C

Tema 1 Matrices 15
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a2 3
8. Sil es la matriz identidad de orden ZAy:ge 5 1 halla el valor que deben tener x e y para
&
que se cumpla la igualdaé - xA -yl G.

ax 0 0
9. Calcula los valores depara que la matriA = g) x 0 verifique la ecuacion

S%Ox

A’- 6A 91 6, dondel y 0 son, respectivamente, las matrices identidad y nula de orden tres.

_ da b 30 1
10.Siendo A= y B=2 , halla los valores dey b de forma queA” - 2A =B.
8% a 8% 0
Soluciones:
a0 1 -4 2
1. Bi=12 C‘lzlge La matriz D no tiene inversa.
282 0 283 -1
2. K=1
az 5 -9
_ o3
3. X—Z%S 9 -16
¢ 11 19
a3 1
4. x =18
2 2
OO 6
p TP a0 ) 5 )
5. 11 mop 1w ,!! ?{ n ,ngj gdondebIR X:g% gdondexIR
p T P A X ¢0 =
&0 0 ac
6. A=0paran O $A°- A" & 0 0
@ 0 0
a, 3-1
7. A“:é 2
% .
8. Xx=3y =
9.x=3

10. Sia=0;b =>. Sia 2 b &
2 2

Tema 1 Matrices 16
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Tema 2. Determinantes

iError! No se encuentra el origen de la referencia.

1. Definicién general de determinantes

Solo se habla de determinantes en matrices cuadradas.

A cada matriz cuadrada A se le asigna un escalar denominado determinante
de A, denotado por |A| o por det(A). Este escalar se obtiene como
combinacion lineal de los elementos que componen la matriz.

La definiciébn de determinante es mas compleja, pero nos limitamos a determinantes de
matrices de orden 2 y 3. Aprenderemos una forma cémoda y rapida de calcular dicho
determinante de la matriz.

2. Determinante de matrices de orden 1,2y 3.
2.1.Determinante de matrices cuadradas de orden 1
|3-11| =4a,, El determinante es el propio nimero
2.2.Determinante de matrices cuadradas de orden 2

‘a“ - a0, -asa,

D1 Ay

(El producto de la diagonal principal del producto de la diagonal secundaria )

2.3.Determinante de matrices cuadradas de orden 3

; d, a;
a21 a22 a23 = all a22 a'33 + a12 a23a'3l +a13a21a'32 a l3a22a3l a‘lZa 2]9 3 11a 2? 32
8y 8 Ay

Existen dos métodos para calcular este determinante de orden 3:

1. Reqgla de Sarrus

1+2. Matrices y eterminantes 17
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DIAGONALES + DIAGONALES =

Los términos con signo + estan formados por los elementos de la diagonal

principal y los de las diagonales paralelas con su correspondiente vértice

opuesto.

Los t®rminos con signo | est&8n formados por

secundaria y los de las diagonales paralelas con su correspondiente vértice
opuesto.

Ejemplo:

1 2
a)[4 5 §=159+267 848 357 249 168 45 84+9@51 72- 48 -(
7 8

0 0
by|0o -1 d=0 & 0r( 6 0 &
2 0

2. Otro método

Para calcular el determinante:

a, a, a;
A=|a, a, ay
aSl a32 aS3

Escribes a continuacion, detras de la 32 columna, las dos primeras:

a; &, az; a;
& By Al ody &
8 83 g 3y &
Ahora realizas las sumas de los productos de los 3 elementos de la diagonal principal y

diagonales paralelas a la misma (que son las lineasazules del dibujo). Y restas los productos
de 3 elementos en la diagonal secundaria y paralelas aella (son las lineasrojas del dibujo) .

1+2 Matrices y @éterminantes 18
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2 —
- ail a22 a33 +a'12 a’23a31 -a:LS a213‘32 ( -a13a22 a‘31 aii2a21a-§3 alla 23%

Ejemplo:
1 2 1 1 2|1 20 2
a |1 -1 1 -1 3 1 -1 31 - 4=24 0 (0+6+§ =-3
-4 2 4 2-4 -4 4; 4 - -
1 0 1 1 0 |1 001 0
by 0 -1 0 -1 0 0 -1 00 -4=0-040 ® 0 4
0O 0 4 |0 0 4 0 40 0

Ejercicio 1. Calcular los siguientes determinantes

, 11 1 -2 m 1 3
a -5 -3 1-a° a -
a) b) 0) dlt 0 1e]0 3 491 -1 -
5 a 2 - a+1l
01 -4 1 5 -3 m
Solucion: a) a® +25 b)23 ¢)2-2a*> d) -2 e)79 f) in’- 4n+

3. Determinante de algunas matrices especiales

En este apartado calcularemos de forma sencilla el valor de los determinantes de algunas
matrices cuadradas especiales.

1. Determinante de la matriz nula.
La matriz cuadrada nula es aquella en la que todos los coeficientes son cero, se denota
como 0. Su determinante es 0.

0
0 =0+ © (9 0+0 +(
0

o O O

2. Determinante de la matriz identidad
Recordemos que la matriz identidad es aquella donde todos los elementos fuera de la
diagonal son nulos y los de la diagonal vale 1. Su determinante es 1.

10
0 1 0=1+0 ® (0 0+0 +
00

1+2 Matrices y @éterminantes 19
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3. Determinante de la matriz diagonal
Matrices diagonales son aquellas dondelos elementos fuera de la diagonal principal son
nulos, pudiendo valer cualquier valor los elementos de la misma. Su determinante es el
producto de los elementos de la diagonal principal.

1 0
0 -1 d=40-0{0-0 % +
0 0

4. Determinante de la matriz triangular
El valor de un determinante de una matriz triangular es el producto de los elementos de la
diagonal principal.

1 2 3 1 0
0 -1 3 =4-0+0 (t0 0 + 10 -1 Q=4 0-0{0-0 % +
0 0 4 8 -5

4. Propiedades de los determinantes

En este apartado veremos las propiedades mas importantes de los determinantes, a partir
de las cuales sera facil calcular el valor de los determinantes de algunas matrices.

Propiedad 1: el determinante de una matriz es igual al determinante de  su matriz

traspuesta:
det( A = det A

Importante: a partir de esta propiedad todas las propiedades de los determinantes que
relacionen columnas seran ciertas también para las filas y al reveés.

Ejemplo:
-3 3 2
|A4=‘2 j £ 3):( 5 (4)2 [23 =|A] +4 :J ( 3:(5)-2( 4 [ &

| IGUALES ! |

Propiedad 2: silos elementos de una fila (0 columna) de una matriz se multiplican por un
namero el determinante de la nueva matriz queda multiplicado por dicho  namero.

Ejemplo:
al -3 56
CA 0 -
SiA=2 3 65 |A At
P 119
9 Si multiplicamos la columna 32 de la matriz A por 2 obtenemos otra matriz
al -3 10
B= g 3 12 cuyo determinante valdra 2 veces el determinante de A.
P 1 2

1+2 Matrices y @éterminantes
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1 -3 1
B[=|2 3 12 =2€A |B|=2"|A
0O 1 2
1 Si cambiamos el signo (multiplicamos por -1) de los elementos de la 22 fila de la
al -3 5
matriz obtenemos otra matriz C :2-2 3 6- cuyo determinante valdra lo mismo
g 1 1
gue el de A pero cambiado de signo.
1 -3 5
cl=2 3 §- @A o= {4
0O 1 1

Propiedad 3: Si a una matriz cuadrada A de orden n la multiplicamos por un nimero k
(B=k-A), el determinante de la nueva matriz, B, es k" veces el determinante de A:

det(k A= K- def A

Ejemplo:
& -3 55
Azg 3 6 8— |A =1% Obtenemos una matriz B al multiplicar la matriz A por 3.
P 112
& -9 155
_ o)
B=3-A 5 9 18,18 $4 2713 35
® 3 32

Propiedad 4: Si los elementos de una columna i-esima (o una fila) de una matriz cuadrada
se puede descomponer como suma dedos numeros su determinante sera igual a la suma
de los determinantes de las matrices que tienen las demas columnas (filas) iguales y la
columna i-esima de cada uno de ellas uno de las elementos de la suma.

Ejemplo:

41 -3 58

_ 0 1~

A=%2 3 6 & |A =18

g% 1 189

41 -3 351 3 3 1 3-B|1 312
A:§35+18-235 2 3 |2 3 |1
3%11+09011+011010
=[3-0 6 006+ [0 ® 4+0+0 |t 10 3 13 +

Propiedad 5: EI determinante del producto de matrices cuadradas es igual al producto de
los determinantes de ambas matrices.

det( AB) = def A det F

1+2 Matrices y @éterminantes 21
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Propiedad 6: Siuna matriz permuta dos columnas (filas), su determinante cambia de
signo.

Ejemplo:
1 -3 5
2 3 §=1¢
0O 1 1
Intercambiamos la fila 32 y la 128 Comprobamos que el determinante cambia de signo.
0O 1 1 1-3
2 3 =0+ 6 3 10 13- 2=3
1 -3 5 0 1

Propiedad 7: Siuna matriz tiene una fila o una columna formada por ceros su
determinante es cero.

Ejemplo:

-3 1 0 8

3 =0 2 0 =0
0 -2 0 -

o N B

Propiedad 8: Sien una matriz tiene dos filas o columnas iguales o proporcionales su
determinante es cero.

Ejemplo:
1 -3
{Fila12=FiladY | 2 3 |6 15 18-3(-15 30 )18 0=
1 -3
1 2 2
{Fila32=2-FiladeY | 2 0 4= - 16+4(- 16 )4+
-2 1

Propiedad 9: Sien una matriz cuadrada los elementos de una fila (0 columna) son
combinacion lineal de las restantes filas (o columnas) entonces su determinante es cero. Y
viceversa.

Ejemplo:
1 -3 5
{Fila32=Fila12+Fila® | 2 3 |6 33 54 45-)66
3 01

Propiedad 10: El determinante de la matriz A - es:

det(A™)= detl(A)

Ejemplo:

1+2 Matrices y @éterminantes 22
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_42/3 -1/38 B = 23 1
&1/3 2/3 2 182
Calculemos sus determinantes respectivos:

-1

2

| = j 4 1 3=
1

‘B'l‘: 2/3 -1 _—.4 l‘ §: _1:_1
-1/3 2/3] 9 9 9 3 [g

Propiedad 11: Si a los elementos de una fila (columna) se les suma una combinacion lineal
de otras filas (o columnas), su determinante no varia.

Ejemplo:

1 -3

2 3 =13

0 1

Sile sumo a la fila 22 la fila 12 multiplicada por -2
2 3 6

+ 2 6 10
0O 9 -4

Con la nueva fila 22 el determinante queda:

1 -3 5

0 9 -4 =90 4 1z

0 1 1

5. Calculo de la matriz inversa.

Unamatriz es regular sitiene inversa.

Una matriz tiene inversa si su determinante no es cero. En caso contrario la
matriz no tiene inversa.

|Al, 0- Aesregular oinversible existe'A

|A=0 - Aes singular o notieneinverga no existé)

La formula del célculo de la inversa de una matriz es:
i adjunta( A 'g Matriz adjuntg A)

A A

1+2 Matrices y @éterminantes 23
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Para utilizar esta férmula necesitamos definir varios conceptos:

Menor complementario
Se llama menor complementario de un elemento a j; al valor del
determinante de orden nll1 que se obtiene
la fila iy la columna j.

Adjunto
Se llama adjunto del elemento a i; al menor complementario

anteponiendo:
1 El signo +si i+ es par.
T EI S i gini® els impar.

Matriz adjunta
Se llama matriz adjunta a la compuesta por todos los adjuntos de cada elemento
de la matriz inicial.

Ejemplos:
al o0 1
a) Dada la matriz Azi-l 0 3 veamos si se puede calcular su inversa, para ello
&2 -1 4
comprobamos si su determinante es 0 0 no.
1 0
|A| =41 O 4 (A Existe la inversa de A y proseguimos con su calculo.
2 -1
Para hacer el adjunto de cada elemento de la matriz basta con aplicar esta plantilla

de cambio de signos:
at+ - 8|

Q)

+ -

-4

BB,

Vamos cambiando el signo al menor complementario de la posicion con un menos ( - )
y dejamos sin cambio de signo el de posicion con un mas (+).

A H X
Adjuntode a, =|> 0 3:‘ L j 3
X -1 4 "
A " X
Adjuntode a,= -1 X 3|= {21 j = 10y 10
2 X 4
AR X
Adjuntode a,=-1 0 %:‘_21 O]l 4
2 -1 M )

1+2 Matrices y @éterminantes 24
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Adjunto de g, =
Adjunto de g, =
Adjunto de g, =
Adjunto de g, =
Adjuntode g, = 4-1

. 1
Adjuntode g,=|-1 0 >3:‘_1 j =9
X X A

La matriz adjunta de A queda:
a3 10 1
. _ae
Adjunta( A=21 2 1
geo -4 0
Y la traspuesta de la matriz adjunta de A queda:
a3 -1 o0
Adjunta( A'=30 2 4
gel 1 0
as -1 o0
. L1
La matriz inversa de Aes A :Zio 2 4
85‘1 1 0

Procedemos al célculo de su inversa.

4
b) SiB=
2

W

1
1°. Calculo del determinante: |B|:‘0 j 2 0 Existe la inversa.

al 0
2°, Traspuestade BA B'= a
a2

1+2 Matrices y @éterminantes
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4 @2 -4
g|0| 1 7D 1

1a2 -4 15\ -2
4° Inversade BA B'= Ad untg B =
A Ehi 4B) 28 1 2 0fue2

3°. Matriz adjunta de B' A Adjuntg( B) =

6.Rango de una matriz

Menor de orden k de una matriz A de dimensidnxnes toda submatriz cok filas yk
columnas pertenecientes a la matAz obtenida quitando filas y columnas de la matriz
original.

Ejemplo:

Dada la matriz A de dimension 3x4, vamos a detallar distintos menores de distinto
orden de dicha matriz:

al 2 3 4
A=§ 6 7 8
g@ 10 11 12

i Menores de orden 4:

No existen. La matriz es de dimension 3x4, no puedo extraer una matriz de
orden 4.

1 Menores de orden 3: Debo de quitar una columna, obteniendo 4 menores.

al 2 30 142 4
Quito la columna 42 gg 5 6 78 Quito la columra: 3 526 8
® 10 112 9F10 12
al 3 40 2 3 4
Quito la columna 22 $ 5 7 88 Quito la columra: 1 62 7 8
B 11 129 1F 1112

1 Menores de orden 2 (hay muchos, detallamos algunos):

& 206 243 63 4 75 84
0 % ae:
a%g 62 607" 97 %9 12 12¢

1 Menores de orden 1 (hay doce, cada uno de los elementos de la matriz):

(1):; (2); (3); (4):; (5);¢e

1+2 Matrices y @éterminantes
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Rango de una matriz A de dimension mxn es el orden del mayor menor con
determinante no nulo de la matriz A.

También se define como el nimero de filas o columnas linealmente
independientes de la matriz A.

Una forma de obtener el rango de una matriz:

1) Calculamos todos los menores de mayor dimension de la matriz A.
k = minimo(m,n)
1.a. Si algun menor es distinto de cero A rang(A) =k
1.b. Sitodos los menores son iguales a cero A rang(A) <k

2) Calculamos los menores de dimension ko 1.
2.a Si algun menor es distinto de cero A rang(A) =kadl
2.b Sitodos los menores son nulosA rang(A) <kdol

Y as? sucesi vament eé.

Esto termina cuando algin menor es distinto de cero, siendo nulos los calculados
antes de mayor dimension.

Una segunda forma:

Observar las filas y columnas de la matriz buscando lineas nulas, iguales o
proporcionales. También buscar si una linea es combinacion lineal de las otras.

Ejemplos:
a 11
1. Calcular el rango de B :g 1 1 . Comparando las filas las tres son iguales, su
qd 11
rango es 1.
a 2 3
2. Calcular el rango de C =$ 2 3 . Comparando las filas las tres son iguales, su
& 23
rango es 1.
a 2 2
3. Calcular elrango de D =$ 2 2 .Comparando las filas o las columnas hay 2
& oo
iguales, su rango es 2.
a0 2 3
4. Calcular el rango de E =$) 2 -1 .Como hay una columna nula su rango es como
® o0 3

2 3
mucho 2. ‘2 Jl: 2 6 8 -0 ysurango es 2.
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&0

5. Calcular el rango de F =50
&

al

6. Calcular el rango de G =29
&

10

su determinante |G|=[0 3

0 2

al

7. Calcular el rango de H :g)
&

1
de su determinante |H| =0
0

menor de orden 2 no nulo, por ejemplo

N W O O O O

W g W

wl—‘O

wl—‘o

CURSO 2023/24 U
-

3
-1 . Como hay dos columnas nulas su rango es 1.
3

3
-1 . Su rango como mucho es 3, veamos el valor de
3

9 2+ 1E (. Elrango es 3.

3

-1 . Su rango como mucho es 3, veamos el valor
3

3

1 8 3 ( Elrango no es 3. Busquemosun

3

jzl .0 . El rango es 2. Puedes observar

gue en la matriz H la 22 y 32 filas son proporcionales, por ello no puede ser 3y el
determinante de la matriz sale O.

a1 0 1
8. Calcular el rango de M =§) 1 1 .No se observaigualdad o proporcionalidad
2 -3 41
entre filas o entre columnas. Procedemos con el método del determinante.
1 0 1
¢RangodeMes3M|=|0 1 1| =1 2 3+(Elrangonoes 3.
2 -3
al 0 1
¢Rango de M es 2? D# :z) 1 1 sacamos el menor jzl ,0.
2 -3 41
El rango de M es 2.
al 2 3 4
9. Calcular el rango de A:$2 4 6 9 .En este caso requiere mas trabajo.
&3 6 91

Buscaremos el menor de la matriz mas grande posible con determinante no nulo.

Paso 1.Calculamos el determinante de los menores de orden 3 = minimo(3,4):

1+2 Matrices y @éterminantes
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1 2 3 a
2 4 6|=0lacolumna 32 es tres veces lamola 12 }
-3 6 I
1 3 :
2 6 = 0 la columna 22 es tres veces lamola 12 @
-39 )
1 5 ‘:\J A rang(A)<3
2 4 = 0 la columna 22 es dos veces la colaii? $
-3 6 i
2 3 1 3 1 1 :
4 6 =22 6 =28 2 2 |50 lacolumna 12y 22 son igud¢
6 9 3 o 3 3 g

Paso 2. Calculamos el determinante de los menores de orden 2, en busca de uno no
nulo:

‘1

2 4 6
5 j:o ‘ 4 0 .... Pero hay uno qu% S T = 6 +81 87 A rang(A)=2

3 A

1+2 Matrices y @éterminantes

29



a
IES VICENTE MEDINA CURSO 2023/24 U
T

DEPARTAMENTO MATEMATICAS

Ejercicios

1. Calcular los siguientes determinantes

g . - 11 1 -2 m 1 3
a) b) ol % 27 ah o e)lo 3 flr -1 -
> 2 - atl 1 01 4 1 5 -3 m

2. Calcula la matriznversa, si es posible, de las matrices:

1 .o B 3 & 2 -1 4 5 182 2
a1 -2 i 3 5 o C

=@, , 0 B__g 6 CE4 1 30D £
¢ ' ' & 5 09 180 1

3. Averigua para que valor de x las matrices son regulares:

a3 X -X a3 x -X a3 1 -x

_a® _ _
A=Z2 1 0 B-% 1 4 c_g X 4
g%<+1 1 0 gq_ 0 -2 g% 0 -2
a 0 0o 0d1 1 o 1 & O

: . (o} _ . o) _
4. Dadas las matrlcea—ﬁ 10 8 B = 1%0 0 8C =0 g 0.
g& 1 109 oo 1 2 1 @1

Resuelve la ecuacion matriciak- X+2-B =3 -C

5. Calcule el rango de la siguiente matriz:

82 3 1 6
e

=1 2 0 3
ges 5 1 9

6. Discutase, segun el valor de a, el rango de la mats

B
PR, N
L ow P

42 1 m
7. Discutir, en funcion del numero real m, el rango de la maﬁn’zg m 2 3
-2 12

8. Determina el rango de las matrices:

42 1 38 @ 0 O
_c® (0] _
A—%Z 1 388_1§11
& 1 39 §-1-1

9. Indica el rango de la matriz identidad de orden 3 y de la matriz nula.

1+2 Matrices y @éterminantes 30



a0
IES VICENTE MEDINA CURSO 2023/24
DEPARTAMENTO MATEMATICAS W

10.Determina el rango de lasatrices:
2 1 3 b 042 0

_ 0 e
A=DH 1 3 5B =021 1
® 0 -32 ogeo 1

1 05
11.Resuelve la ecuacion matriciah2 AX + B, siendo A-a ‘& B =
c1 18 €1
12.Estudia el rango de la matiz segun los valores de ¢ Existe algin valor deque haga que
ran(M) = 1?
da 1 4
M=% 2 4
& 0 a
Soluciones:
1. Solucién: ap’+25 b)23 c¢)2-2a° d)-2 e)79 f)im- 4n+
410 20 6 & -4 2 0
-4 20 3- 6 =
2, at=lZ 0 g+t 2 8c* =% 10 20 202 B F 1
23 42 3 o 2 130; Q
25 -15 2 9 F 21
3. A esregular para cualquier valor de x distinto de O y 1.
B es regular para cualquier numero distinto de 6.
C es regular para cualquier valor de x distinto de 0 y 6.
a3 -2 =2
_a&
4, X —ae-5 5 2
&» -3 1
5. Rango es 2
6. Sia=11/3 elrango es 2y si a es distintoidé3 el rango es 3.
7. Sim=3o0om32elrandA) = 2 y si m es distinto de& y 3 el ang(A)=3.
8. Elrangode Aes1yeldeBes?2.
9. Elrango de ldes 3y el de la matriz nula es O.
10.Elrangode Aes3yelde Bes 2
11 X = as3 -2
-
12.Si o= |0a:"¥(2,a: T2: Las dos Yl tranMas2. f il as coinc

Si4i a’l O0alY &i, T1ran(M)=3. Elrango deM no puede ser igual a 1 para ningin
valor dea, ya que las dos primeras filas son linealmente independientes para cuagquier
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Tema 3. 9stemas de ecuaciones lineales

DiSCUSION de uUN SiSteMa
Discute segun los valores de m:

2x + my 4 8z = 3
X y —2z =0

5 +(m+1)y + z =9

iError! No se encuentra el origen de la referencia.

NI g;“-w

+ 14

"l'i\f;'l':\‘é:ls —@ = 2

= ;- @= 2 @+‘+‘ g 9
[ MATH |

Tema 3 Sistemas de ecuaciones lineales 32
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1. Definiciones, tipos de sistemas Yy distintas formas de expresarl

1.1. Definicion, sistemas equivalentes

0S

S llama sistema de ecuaciones lineales al conjunto formado por m ecuaciones conn
incognitas.

X+a X + » @ 1) Q
% +812 % N % q;[_ ((g 1 a, coeficientes del sistema
. . » . "
e % % % X h Sierdo !pq X,,....,%, incognitas
NDNDDDNNNN NN D T T L . . )
B - i’ b términos independientes
QX A%+ gy X, =h, (M,
Ejemplos:
1.
3x- 4y 6Bz £3(10
2x+3y =2 (2 i 3ecuaciones y3 incognit
-x# z -3 (3y

2x+3y 4 6 (1 f
u2

ecuaciones incognit:
X-t B0 (2 y ® g

Resolver un sistema es obtener todas sus posibles soluciones.
Debiendo ser solucién de todas las ecuaciones.

Ejemplos:
1. Lasolucibnes x=1y 0;z 2
2. Las solucionessonx=t;y = ¢t

\ Dos sistemas son equivalentes si tienen las mismas soluciones.

Formas de obtener sistemas equivalentes:

1) Sumar una constante a ambos miembros de la igualdad de una o varias ecuaciones

x+y 4 (Q ,xyl(}l:logxle]ﬂ
x+y1°;y X ¥ 3F y3xy+3:

2) Multiplicar por una constante, distinta de cero, a ambos lados de la igualdadade varias

ecuaciones
x+y 40, 3(x+y A)fi, 3x 3y 39
3x+y :33 x+y By X ¥y F,

3) Sustituir una ecuacion por una combinacion lineal de la misma con las restangsones
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x+y 4 g, xty 4 . x ¥ 1=
Y i 4
x+y By 2(x+y A (3x yw3IF x y 15

4) Afadir o quitar ecuaciones que sean combinacion lineal de las restecueasiones:

cry 4G Xx+y 4 a X ¥ 1@
3x+y _HY 3x+y 3 'a Y3 y 3
Y 2(x+y ) (3x y+ Q'Y—_ -x 4y =l

1.2. Tipos de sistemas de ecuaciones.

Existen dos criterios para clasificar los sistemas de ecuaciones lineales:

1

- Homogéneos: todos los términos independientes son nulos .
- No homogéneos: algin término independiente es diferente de cero

Los sistemas se pueden clasificar gun el valor de los términos independientes :

Ejemplos:

X+y 90
y HNO homogéne
Xty 2y

- 5X 0
4 @Uu Homogéneo
X+y= Oy

Los sistemas se pueden clasificar £gun el nimero de soluciones:

- Compatibles: tienen solucién
Compatibles Determinados : tienen una unica solucion
Compatibles Indeterminados : tienen infinitas soluciones
- Incompatibles : no tienen solucién.

Ejemplos:

X+2y 30 . .

1) ox+y __Sngene una Unica solucion A x=1y A
X-y 9 0

0T e . _

2) 3x- 3y :q,/Tlene infinitas soluciones A X=Yy

X-y 90
i : .
3) X- Y :2)'/ No tiene solucion
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1.3. Expresion de sistemas en forma matricial

Una manera mas comoda y Util de trabajar con los sistemas de ecuaciones lineales es de

forma matricia |.

arxtazX +» &% FQ
1
Xt Ay X, + » Byt X bf'.. o
U de forma matricial se puede expresar como:
|

By Xt By X%t » +a,: %, Bl

NDADDNDDNNNDNN M

da, a, . . &, gxge o3]
o % - % g% B
22! 0., O
s ) 0 & %
(;a'ml a'mz . . a‘mn —X@ m

Asignando a cada matriz una letra:

aa,;, a, . . & g Xge g b
podn % o - % oo Xmpo b
e, . . O e 0 .
s ) 0 & 0
(;aml a'mZ . . amn - X@ - bm

El sistema queda: AX=B

La matriz A es la matriz de los coeficientes

La matriz ampliada A/B esla matriz que resulta de afiadirle a la matriz de los
coeficientes una columna con los términos independientes :

da, a, . . a,|b ¢
& C
Apod e - - An|D ¢
@, . -
(E%m[ a'mZ ) ) a'mnbmg
Ejemplo:
2x- y 8Bz 20 a2z -1 3¢ X4 & 2 & 6 a2 1t
0 _ae 0] & & &
x 2y z Of A—%-l 2 18x y%E:; @g/%aer )
=1 4 -1 ¢ - &
X+y -z —l-y gl 1 :I.T Zg = 1 C _91 1

La expresion matricial del sistema es:

1
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82 -1 3 o6xa &2

_ . e 6.2 0O
AX =B, es decw,ae- 1 2 1 Ve o 0
gel 1 -1 nge 91

2. Sistemas de Cramer

Un sistema de ecuaciones lineales se dice que es de Cramer si cumple las siguientes
condiciones:

- Mismo numero de ecuaciones que de incégnitas n=m

- El determinante de la matriz de coeficientes es distinto de cero |A| 0
Los sistemas de Cramer son todoscompatibles determinados (una sola solucién).

Existen dos métodos de resolucién de los sistemas de Cramer.
Método 1: a partir de la matriz inversa.
El sistema de Cramer se puede escrbir en forma matricial como AX=B, y tal que A tiene

inversa al ser una matriz cuadrada con determinante distinto de cero.
Asi podemosexpresar las soluciones como:

X=A1l.B
Ejemplo:
X+y +z 30 1 1 1
X-y 9 LY 3 ecuaciones 3 incognitd® =1 41 0| 3 Q Elsistema es dealire
1
X-2z % y 1 0 -
a 1 16 . 181 1
_ Oup1 L .88
A= 1 0 8YA 51%2- 1
g& 0 -1°9 11 -2
(1188 63 415 4 9
—A-lp — (OFNC I 0 y - _
X=A B—:—%i -2 1 boae_%3 2l o tsqudnesx=y =z &
g?t 1 -2908e 3 851;_0 ® 0

Método 2: por formula

En este método no tendremos que calcular la matriz inversa, sino tantos determinantes
como incognitas.

Ejemplo:
X+y 4z 30 1 1 1
x-y ® GY A=l 41 0| 3 0;laférmulae:
x-z90 | 1 0 -
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b a, a, a; b & a;
b, a, a ay b g ALY
X = b, a, a; y = a b a . 8 9
; &, & a, a, & a; &, 9
aZl a22 a2 a21 a22 a2 a21 a'22 a
a31 a32 aS aSl a32 a3 a 31 a 32 a
3 1 1 1 3 11
0 -1 0 1 0 1-1
x:O 0 - ___:f, E oy 10 - §: _, 1 0 :§:1
3 3 3 3 3 3
Ejercicio 1Resuelve el sistema con el método@eamer si es posible.
x+3y -z =5@
-X 2y # 4"&
5x+4z B |,

3. Teorema de Rouche-Frobenius. Discusion de un sistema

Sea un sistema con m ecuaciones lineales y n incognitas, el sistema es compatible (tiene
soluciones) si, y sélo si, el rango de la matriz de los coeficientes es igual al rango de la
matriz ampliada

Sistema compatible  rarfg )& raflg Amplig

Segun la relacion entre el rango y el nimero de incégnitas tenemos que el sistema sera
compatible determinado, compatibl e indeterminado o incompatible.

Veamoslo en la siguiente tabla resumen:

Rang(A) Rang(Am) A El sstema no tiene solucion
Rang(A) = Rang(Am) A El sistema tiene solucién, pero hay dos opciones:
Rang(A) = Rang(Am) = n°incognitas A El sistema tiene una solucion Unica

Rang(A) = Rang(Am) < n°incégnitas A El sistema tiene infinitas solucione s

4. Discusion y r esolucion de sistemas por Gauss.

El método de Gauss también nos permite discutir los sistemas en funcién de los distintos
valores del parametro.

Apliqguémoslo a un ejempilo:
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éx+y +az k 41 1 a|l
1. x+ay +z £ Su matriz ampliada es Ang a 1|1 Vamos a transformarla hasta
tax+y +z & @111

conseguir una matriz triangular:

al 1 a|ld 13 1 a 1 0 1 al a 1
doa 11888 oZa-1 l-a|l 0 BEEHBL O L1 la | O
@1 1)1 0Fra 1-&|1a 2 0 2a dj1la

El sistema equivalente queda:

ex+y taz F
| (@a-Dy 41 ayz 0=
1 (2-a -a)z E a

Mirando la tercera ecuacion los casos distintos aparecen al considerar cuando 2- a -& 6.
Resolviendo esta ecuacion: a=1o0a = 2

Distinguimos tres casos:

f Casol.a, lya
el valor de z y después el de las otras incognitas.

2. El sistema tendra una unica solucion ya que se podra hallar

5

1 Caso 2. a=1 El sistema queda:

éx+ty 4z k éx=1-y z
1. 0=0 El sistema tiene infinitas soluciones 1. y=y
t0=0 tz=7z

1 Caso 3a= 2 Elsistema queda:

éx+y -2z t

1. -3y Bz 6 El sistema no tiene solucion al aparecer una igualdad imposible.
fo=3

|

5. Resolucion de sistemas de ecuaciones lineales por Cramer.

Hemos resuelto sistemas con igual nimero de incégnitas que de ecuaciones cuando el
determinante de la matriz de los coeficientes es distinto de cero  (método de Cramer).

Vamos a ser mas genéricos, resolviendo por Cramer todo tipo de sistema compatible; es
decir sistemas en los que rang(A) = rang(Am) tanto si son compatibles determinados como
indeterminados.
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5.1. Sistemas compatibles determinados

Para que un sistema sea compatible determinado es necesario que el nUmero de ecuaciones
sea mayor o igual que el de incégnitas, y que se cumpla que rang(A)=rang(Am)=numero de
incognitas .

De esta forma hay ecuaciones sobrantes y podemos eliminarlas. Es importante comprobar
gue las ecuaciones que no se eliminan sean independientes, lo cual se comprueba viendo
que el rango del nuevo sistema continde siendo el mismo. El nuevo sistema se puede resolver

por Cramer.

Ejemplo:
X+y = 6]
2x-y =7 |
X- 2y = 4;

H sistema no es de Cramer, namero de incognitas namero de ecuaciones

Pero estudiemos si es compatible o no, utilizando los rangos:

al 1 5
6 1 1
Az? 1 Q-EI menor2 =1 2- 360 FElrangodeAe
& 20
al 1.7 o 1 17
Ang 1 7 8 Elmenordeorden3 2 -1|7 & Elrangodedész
ge/ -214 9 7 21

Luegorang(A) = rang(Am) = 2 = numero de incognitas A El sistema es compatible

Comoel rango es 2, tenemos so6lo 2 ecuaciones linealmente independientes, de
forma que podemos eliminar una de las 3 ecuaciones, el rango del sistema continua

siendo 2.
Vamos a quitar la tercera ecuaciéon pues, cuando calculamos el rango de A

comprobamos que, para los coeficientes de las dos primeras ecuaciones, el
determinante es distinto de cero.

X+y = { . . ,
) y 73 Este nuevo sistema, equivalente al anterior, es de Cramer , ya que
X-y =R
cumple que Rang(A) = rang(Am)= namero de ecuaciones = numero de incégnitas = 2

‘ 7 ljl 1 q
-7 J 2 -

-3 3 y 3 3-

La solucién es X =

Ejercicio 2Resuelve el sistema con el método de Cramer si es posible.
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X+3y =510
X -y 2 g
5x+3y = &

5.2. Sistemas compatibles indeterminados

Sea un sistema con m ecuaciones y n incognitas, tal que rang(A) = rang(Am) =r<n ,
entonces el sistema es compatible indeterminado.
Tenemos que buscar un sistema equivalente con r ecuaciones y r incognitas:

1. Tomamosr ecuaciones independientes (rango del sistema es r)

2. Pasamosn-r incAgnitas a la derecha de la igualdad y las tratamos como parte del
término i ndependiente.

3. El sistema se resuelve por Cramer, dependiendo la solucién de esos parametros.

Ejemplo:
X+y +z & 0
-X -y 2z Ola
X+y #4z 6{’,
al 1 16 a1 1| 3
Az%-l 2 §Am :ae- 120
¢cl 1 4= 1 446

Si calculamos los rangos se cumple querang(A) = rang(Am) = 2. Luego el sistema es
compatible indeterminado con un parametro.

Como no observamos que ninguna ecuacion sea igual o proporcional a otra,
tomaremos la z como parametro y las 2 primeras ecuaciones como independientes

entre si.
X+y 3 zi
u
-X -y :235,
&1 1
= 1 1 por lo tanto el rango de la matriz de los coeficientes no sera 2,
c- Z

tenemos que o bien coger la otra ecuacién o cambiar de parametro. Cambiaremos de
parametro tomando la y:

X+z 3 ¥

-X 2z yy

._al 1 |1

A =ael 5 A |A = 2 ¥ 3= OElrango de la matriz de los
= -

coeficientes es 2 = nimero de incognitas = niamero de ecuaciones . El sistema es de
Cramer y podemos dar sus soluciones:
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3-y 1‘
X = y 2 6-2y -y 6 3y 2=y
3 3 3
1 3- y‘
Z:-l y —y+3 -y g 1=
3 3 3
y=Yy

6. Resolucidon de sistemas homogéneos.

Recordemos que los sistemas homogéneos son los que tienen todos sus términos
independientes nulos.

a;Xtazx +>» -5 0= (1
Ay Xty X, t» 8 0= (2

NDDDNNNDNNN NN

agXtay %t » ta:x & (m

— ) [

<o -

Una de las caracteristicas mas relevantes es que todo sistema homogéneo es compatible,
ya que la dltima columna de la matriz ampliada es nula, con lo que siempre rang(A) =
rang(Am).

Ademas, es facil ver que todo sistema homogéneo tiene como solucion la denominada
solucion trivial X1 =X2=¢€é =xn=0.

Para discutir y obtener la solucion del de un sistema homogéneo tenemos el siguiente
esquemarang(A) = rang(Am) =r con n incognitas:

ASir = n, compatible determinado. La Gnica solucién la solucion trivial
AS r<n, compatible indeterminado .

Ejemplos:

1. Estudiar el nimero de soluciones del siguiente sistema en funcion de m, resolver
cuando sea posible.
X+y +z &
X+my +mz &
2x+(m 4)y 2z di

> C:—) ()

Solucion:
Obtengamosla matriz de coeficientes asociada al sistema y estudiemos su rango.
Xty +z & a a 1 1
Xx+my +tmz & Iu -A % m m
2x+(m Ay 2z & R m 1+2

Veamos el rango de A en funcion de m igualando a 0 el determinante:
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A= o 2m 1 - 2m % O= ny‘2-°\f22 4((D--2 %0

2(-

1)

1

Segun el valor de m el sistema de ecuaciones puede ser de las 2 formas siguientes:

a)Sim 1A|Al Oyrang(A) = 3, sistema compatible determinado.

al 1 1

b)Sim=1A|A]= 0 yA:‘;i 1 1 A rang(A)=1, sistema compatible

g‘% 2 2
indeterminado

Resolvamos el sistema en cada caso de los estudiados.

a) S m 1 (compatible determinado): La Unica solucion es la trivial

b) S m =1 (compatible indeterminado):

X+y 4z & 0 X x
Xty 4 & § X Yz =z- X=y- |-y ¥
2x+2y 2z § tz = -

)

y=z=0

2. Se considera el sistema
éx-y +z =1
‘: y+z 2a donde a es un parametro real
? X+2z =&

a) Discutir el sistema en funciéon del valor de a
b) Resolver el sistema paraa=0
c) Resolver el sistema paraa =1

Solucion:
a) Consideremos la matriz de coeficientes y la matriz ampliada del sistema del
problema:
éx-y +z =l- al 119 18 1 1
ly+z 2a YA D 1 18 A/B 621 1 2a
bx+2z =& a0 29 1€0 2| a’
Determinemos el rango de ambas.
1 Rango de A:
1 -1
0 1 1=2-1 (1 0+0 +0; Elrangode A=<
1
o 1
=1 ,0; Elrango de Aes 2
0 1

Independientemente del valor de a.
1 Rango de Matriz ampliada A/B:

1
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Cambiamos la columna tercera de A por la de los términos indepe ndientes y veamos
1 -1 -
sise anula el determinante: 0 1 2a=a*> -2a 6 (-1-0 § & =
1 0 a

Siigualamos a Onos salea = 1.

Hay dos situacionesdiferentes a estudiar, en funcion del valor de a:
1 a 1A Rango de A/B = 3 distinto del rango de A = 2. Sistema sin solucién.
1 a=1A Rango de A =Rango de AB =2 < nimero de incognitas. El sistema
tiene infinitas soluciones (dependientes de 1 parametro)

b) Paraa = 0 el sistema es sin solucién segun lo visto en el apartado anterior.
c) Paraa =1 el sistema es con infinitas soluciones. Las determinamos:
éx-y 4z =l-
1

iy+tz 2 Quitamos la primera ecuacion y nosaprmos con el sistern
tx+2z 4

ey=2 -z
gy+z 2 7Y

| - |La solucién es'x: 1- 2
Xx+2z 4 2

tz=7

3. Seaa un parametro real. Se considera el sistema
éxt+tay +z Zz at

l|(1- ax ty 2z 1

tax-y -z £ a

a) Discutir el sistema en funcion del valor de a.
b) Resolver el sistema para a = 0.
c) Resolver el sistema para a = 1.

Solucion:
a) Consideremos la matriz de coeficientes y la matriz ampliada del sistema del
problema:
éxtay +z 2 at al a 1l 6 13 a 1|2 a
i-ax+y 2z 1= AB=a-1 23 AB 1T 1 2| 1
! o &
tax-y -z E a Fa 1-1°% ® 1 31-a
Determinemos el rango de A.
1 a 1
A=l -a 1 2| =1-2% la(a a -9 +3 -a 0= a& 1F C
a -1 -

El determinante de A es 0 cuando a=0 y cuando a=1

Hay tres situaciones diferentes, en funcion del valor de a:
1 a, Oya , 1A Rangode A =Rango de A/B = numero de incognitas = 3.
El sistema tiene una Gnica solucién.
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al 0 1
o 1
T a=0A |A=0; A :g. 1 2 ARango de A=2yaque X jzl .0
D -1 41
al 0 1|2
Al Bzg 1 2| 1 A Probamos el menor de orden 3 que resulta de quitar
P -1 11
1 0
la32columna |1 1 1=1+0 2 (© 0+) -(ARangode AB=2
0 -1

Rango de A = Rango de B =2 < 3 = nimero de incégnitas
El sistema tiene infinitas soluciones.

alr -1 1 1

T a=i A|A=0; A :22 1 2 A Rangode A=2yaque ]‘=3 .0
% 1 1 2 1
¢

al -1 1|1

A/ B= ;2 1 2|1 Comola32columnay la 12 son iguales, probamos el
E1 1 32

menor de orden 3 que resulta de quitar la 12 columna

-1 1
1 2 1=+411( 2 2 }F + (ARangodeAB=3
-1 04

Rango de A Rango de AB. El sistema no tiene solucion.

b) Para a=0 el sistema tiene infinitas soluciones. Debemos eliminar una ecuaciony la
solucion dependera de un parametro.
éx+z 2

l . . éx+z 2
| X+y Rz ZEquitamos la ecuacion 22 que es Py Quedaj
by z & y -z £
éx=2 -z
Despejando la z la solucién e'as/ = - &
}z: z
c) Para a=1 el sistema tiene una unica solucion.
ex+y+ & a4 1 19 181 1|3
EIsistemaquedaiy+Zz:1 Az@ 1 2 gA/Bzoil 2|1
tx-y-z & @& -1 482 ¥ 10

Resolviendo por Cramer:
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3 1 1
1 1 2
(20 -1 4 -3 % 6+ 3
1 1 1] -1® & 2+ 2
01 2
1 -1 A
13 1
01 2
y:10- 161,
2 2
1 1
0
b -1d 334 3
2 2 2

4. Discutase, en funcion del parametro real k, el siguiente sistema de ecuaciones
lineales. Resolver cuando sea posible.

ekx+3y =0
J|3x+ 2y =k
}3x+ ky =0
Solucién:
&k 30 ka3 0
Las matrices asociadasal sistema son Az% 2 g A/B = 3:2 k
& k2 38 0
Estudiemos el rango de AIBB que puede ser 3y el de A solo puede llegar a ser 2.
k 3
32 =0k -¥ 8 K9 K o:\.ek-_o2
3 K i9-k> 0 -9 ¥ k 3

Estudiemos por separado cada uno de loscuatro casos posibles:
CASO 1.k, O;k , 3;k 3A|A/B, 0 AElrango de ABes3ycomo elrangode Aes 20

menos, entonces el sistematiene solucién

e3y=0
€ “v =0
CASO 2.k =0 A El sistema queda { 3x+2y =0 _ely OA El sistema tiene una unica
~ X =
l3ax=0 !
|

solucion
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e3x+3y 0
CASO 3.k =3A El sistema queda{ 3x+2y =3 La ecuacién 12y 32 son iguales
t3x+3y =0
_ . . @3x+3y =0
podemos suprimir la 12 ecuacion y el sistema queda j Lo podemos
i3x+2y =3
€3x+3y 0
resolver utilizando reduccion: ‘:-3x 2y =3- X 3@#3) -0 X -9 x
’I‘—
i y= -3
El sistema tiene una Unica solucion
é-3x 8y 6
CASO 4.k = 3A El sistema queda 1. 3x+2y = 3 Laecuaciéon 13y 32 son iguales,
t3x- 3y =0
. ., . e-3x 8y €
podemos suprimir la 12 ecuacion y el sistema queda j
i3x+2y =3
Lo podemos resolver utilizando sustitucion:
€-3x =3y & ¥ % y= 3 -3
] S - c 5y=3 oy = x -
I3x+2y =3 Bx 2y F -3y 2y +3 = - 5 5
. , . . -3 3
El sistema tiene una Unica solucién ng; y:E

5. Dado elsistema:
(a+)x Ry (fa 2z 1
(a+l)y {a Bz 2=
X+y +az a

<—o—8

a) Estudia su compatibilidad en funcién de los valorea.de
b) Resuélvelo cuanda=0

Solucion:

Vamos adiscutirlode dos formas distintas:

PRIMER METODO (Gauss) Triangulando la matriz
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(a+1)x Ry (@ 1-z 1 =i +

| : . . . .
(a+1)y {a Bz 2g L¥ matriz asociada al sistema de emres es

X+y +az :?l,
da+l 2 a-lla %0 a 1 a a
20 a+l a 4| 2 8\{’Cambiofila1""porfila}3'le Y go a +la #® 2
gel 1 a a @ a§1 2 a-1] a %
éFila 32 la cambio @r Fila 32 - (a+1) - Fila 1%
{a+1 2 a-l a ¥ iY
}-a-l al- a@-a|l-& a - ;
f o -ad & 1] &-1 + §
alr 1 a a

Y 2) a+tl a4 2
P 1-a & 1|1 &
¢
éFila 32 la cambio por (a-1) - Fila22aHl) - Fila32{

-O0: O: Ot

g10@-1 a4 2a 2 1
}O 1-a®> & & a1l|-1 & -a & - %)(
o 0 -a® -a 2 ‘ a> a- 3a+l - ;L/
a1 1 a a 0

Yz) a+1 af 2 8

8% 0 -a -a 2| a &- 3a+.0-

Una vez obtenida la matriz equivalente triangular, igualamos los elementos de la diagonal a O:

a+1=0A a=11

-1 0 4 2

-a® -a 2 0= Resolviendo por Ruffini - 1 1- 2 unadefagesesa ]
-11 2 |0

y resolviendo la ecuacion de 2° gradbaieiente- 4 /& -2 € obtenemos

4= b °Jb? 4ac_-1 °JI 4C I 2)-_ 1-J°7 -
2a -2 2

=No tiene slucion
La Unica solucién es a=| 1
NOS PLANTEAMOSdos CASOS DISTINTOS:

1 CASO1. a z1.Elsistemaes COMPATIBLE DETERMINADO, ya que ningun elemento
de la diagonal de la matriz equivalente es nulo y por tanto tiene una Unica solucion.

Tema 3 Sistemas de ecuaciones lineales 47



a |
IES VICENTE MEDINA CURSO 2023/24
DEPARTAMENTO MATEMATICAS W

ja+l1 2 a-1 a
&
an a+l a # 2

geo 0 -a° -a 2| a a&- 3a+

1 CASO2. a=i1

La matriz ampliada queda:

da+l 2 a-1 a % o0 02 20 O o
e 0 _~ee 0
=0 a+l a4 2 5=0%0 0] 2 g
geo 0 -a -a 2| a &- 3a+19-ogeo o] 4 @

El sistema de ecuaciones equivalenieiaial queda asi:

2y- 2z =0
0=2 h Este sistema es INCOMPATIBLE (las aciones 2§ 32 son absurda
0=4 y

SEGUNDO MET@O (Rouché Frobenius) con el uso de los rangos

Estudiamos los rangos de la matriz de losficeentes y la matriz ampliadas comparamos entre si
y con el numero de incognitas (3).
aa+l 2 a-1
A=Z0 a4 a
&1 1 a
Para obtener el rango de esta magstudiamos primero el valor de su determinante:
atl 2 a -
|A=| 0 a4 a aa @ 1) R@+) (x D)o1(-@ D@ 1) -0 @+L@E- D+
1 1 a
=a’ @2’ a 28 2{d-1 & 28 }+d 2d=a @a+2 W +1 02241
A=a 4 2
Para averiguar cuando se anula este determinante necesitamos usar Ruffini
1 0 1 2
a+a® 6 Y1 1 -1 2 unhade lasraicesa@s 4 -
11 -12 |0

y resolviendo la ecuacion de 2° gradbateiente 4- a +2 =0 obtenemc

b /B2 4ac_1 \/1 412 1\/_7

2a

La Gnica solucion e@ 1

NOS PLANTEAMOSdosCASOS DISTINTOS:

=No tiene solucién

1 CASOl.a 71

Eneste caso no se anula el determinante de la matriz de los coeficientes, luego su
rango es 3.
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El rango de la matriz ampliada como méximo puede ser 3, luego es también 3.
Rango de la matriz de los coeficiente®Rango de la matriz ampliada = Numero de
incognitas (3 =3 =3)

El sistema es COMPATIBLE DETERMINADO para az1.

1 CASO2 a=i1l

El rango de la matriz de los coeficientes es 2
da+l 2 a-18 032 2 &
A=%20 a4 a }8 @20 0 e%a matriz tiene rango

e
e 1 a91881-19

c1
. 0
ya que hay un menor de orden 2 con deft@nte no nul({l j: -2,

da+l 2 a-lla ¥ 042 2t O

Lamatrizampliadaego a+tl a 4| 2 8:020 0| 2
1 1 a|a 2181 -1

¢
Su rango es 3, ya que puedo elegir el menor de orden 3 que resulta de quitar la columna
0 2 O
32con determinant® 0 2(=0+4 & (0 0+0)+4 :
1 1 -

Rango de la matriz de los coeficiente®Rango de la matriz ampliada (3) luego el
sistema es INCOMPATIBLE para=ai 1
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Ejercicio s

1. Discute y resuelve en funcién del parametro a y resuelve cuando sea posible:
€2x+3y -4z %
1. 4x+6y -az 2
}x+ y taz 1

2. Dado el sistema:
gax- ay +z 2
J|3x+ 2y -2z =3

}- ax 8y z 2

a. Estudia sus soluciones en funcion de a.

b. Resuelve paraa=1

3. Se considera el sistema de ecuaciones lineales
éx+2y ¥z 3
1. l+a)y +z 4
}x+ 2y taz 4

a) Discutase el sistema segun el valor del parametro real a.
b) Resuélvase el sistema paraa = 2.

4. Seak un numero real. Considérese el sistema de ecuaciones lineales
Ekx+y +z E
‘:x+ ky +z & .
bx+y +z #

a) Discutase segun los valores dek e interprétese geométricamente el resultado.
b) Resuélvase el sistema para k= 2.

5. a) Discutase el sistema
éx+ay -z 2z
l|2x+ y faz & , en funcion del valor de a.
t3x+(a )y z &1
b) Para el valor a=1, hallese, si procede, la solucion del sistema.

6. Se considera el sistema de ecuaciones lineales
éx+2y 8z ¥
{x+ ay 8z 2
t2x+(2 )y 6z 3

a) ¢ Existe algun valor del pardmetro a para el cual el sistema sea incompatible?

b) ¢ Existe algun valor del parametro a para el cual el sistema sea compatible
determinado?

c) Resuélvase el sistema paraa = 0.
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7. Se considera el sistema
ex+y +z F
1. x+y ¥z

bx+/y 4z &

a) Disc%tase seg%%n | os valores del par §ma
b) Resuélvase para/ = 3.
c) Resuélvase para/ =1.

8. Se considera el sistema
éx+y +az &

l|ax+ y -z & , donde a es un parametro real.

}2x+ 2y -z 2

a) Discutir el sistema en funcion del valor de a.
b) Resolver el sistema para a=1.

Soluciones:

1. Sia= 8 el sistema tiene infinitas soluciones y si a es distinto de 8 el sistema tiene una
unicasolucion. Para a=8 la solucion es x=1l1#12z; y= 19+20z

2. a) a= 30a=13/2 notiene solucidn y a distinto de B3/2 el sistema tiene una Unica
solucion. b) x=1; y=2; z=3

3. a) Paraa=1 o0a=11 el sistema no tiene solucion y para un valor distinto tiere
Unica soluciéon  b) x=0; y=1; z=1

4. a) k=12 el sistema no tiene solucion; k=1 el sistema tiene infinitas soluciones y si k es
distinto de 1 y 2 el sistema tiene una unica solucionb) x=13/4, y=1/4, z= 9/4.

5. a) Sia= 0 0 a=1/2 el sistema no tiene solucién y si a es distinto d&/Pef sistema
tiene una unica soluciéon W= 6,y 0,z =

6. a)a=2 b) al 2c¢c)x=2 -3z;y =1}2

7. a)Para/ =1 el sistema tiene infinitasoluciones y para valor distinto de 1 el sistema
tiene una Unica solucién. by x=y =4 c)x=1lyiz;y=y;z=2

8. a) Si aF 0,5 el sistema no tiene solucion; si a=1 el sistema tiene infinitas soluciones y

para todo valor de a distinto de 1-§¢ 6 5 e tina @nita solucidn
by x=x y=2 x z 2
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Ejercicios de matrices y sistemas de ecuaciones en pruebas
EBAU de Murcia

Estas son las preguntas correspondientes al bloque de algebra (Matrices, determinantes y sistemas
de ecuaciones) que han aparecido en las pruebas EBAU o PAU de los ultimos afios en Murcia. Si se
desea ver la resolucion de los ejercicios ir al archivo correspondiente a la PAU o0 EBAU de ese afio
en la web www.ebaumatematicas.com.

EXTRAORDINARIA 2023

1: Se quiere calcular un numero de tres cifras con los siguientes datos:
i) Lasumade sus tres cifras es 9.
i) Si permutamos la cifra de lagntenas con la cifra de las unidades, el nimero obtenido es el
namero inicial menos 99.
i) Si permutamos la cifra de las decenas con la cifra de las unidades, el nUmero obtenido es el
namero inicial mas 36.

a) [1,5 p.] Denotando pox la cifra de las centenappry la de las decenas y paira de las
unidades, plantee un sistema de 3 ecuaciones con 3 incognitas que represente la informacion
dada en i), ii) y iii).

b) [1 p.] Calcule el nUmero en cuestion.

Solucion:

X+y +z

a)z-x =%

-y 2 &y

b) El nimero es €504.

> C:_)g

2: Se dice que una matriz cuadrada A esl@otente si cumple qué’ =0.

a) [0,75 p.]Justifique razonadamente que una matnigl@otente nunca puede ser regular (o

invertible)
03 -
b) [0,75p.] Compruebe que la matriié\:glp1 3 es 2nilpotente
ol -
. a6 .
c) [1 p.] Demuestre para qué valoresagb la matriz Az%1 Z es 2nilpotente

¢
Solucion:
a) La matriz A no es invertible pues su determinante es nddpLa matriz A es ilpotente.
c) Losvalores buscados son ai®y b =i6.

IORDINARIA 2023

1: Una papeleria vende boligrafos, rotuladores y libretas. Una libreta cuesta el doble que un boligrafo y
un rotulador juntos, un boligrafo cuesta la sexta parte que una libreta, y un rotuladoelcleiska
gue un boligrafo.
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a) [0,75 p.]Denotandopor x el precio de cada boligrafo, pgel de cada rotulador y parel de
cada libreta, plantee un sistema de 3 ecuaciones con 3 incognitas que represente los datos de
ejercicio.

b) [0,25 p.] Justifique quegon estos datos, no se puede conocer el precio de cada uno de los tres
productos.

c) [1 p.] Calcule el conjunto de todas las posibles soluciones del sistema.

d) [0,5 p.] Sabiendo que una libreta cuesta 18 euros, calcule el precio de cada producto.

Solucién:
z=2x 2

a) 6x=1z
y=2X

determinar de forma Unica el valor de cada articulo con la informacion proporcionada.

b) El sistema es compatible indeterminado, tiene infinitas soluciones. No se puede

< C:"E&

C) X:/E; y 7;z &/ /R d)Elboligrafo cuesta 8, el rotulador 60y la libreta 180.

2: Considere lasiguientegnatrices
da a o -AB 4 § 5 &6
A= B = D =
1a? £ 3 Y g 23
b) [0,5 p.] Determine para qué valores del paramatia matrizA es regular (o invertible).
Se sabe que cuando= 12 la matrizA es regular (o invertible). Para ese valoade
b) [1 p.] Calcule la inversa day compruebe qued- A* = |, con | la matriz identidad de orden 2

c) [1 p.] Resuelva la ecuacion matriciadlXA* + B =C , dondeC" denota lamatriz traspuesta de.

Solucion:
a-1 1
a) La matriz A es invertible para cualquier valor de a distinto de Oiylde) A™* = %/ 5 1
c -
330 32
c) X :S‘e
c-23 24

EXTRAORDINARIA 2022

1:[2,5p.] Un conocidodefraudador fiscal tiene distribuido su dinero negro en tres paraisos fiscales, las
Islas Caiman, Panama y Fiji. La suma total de este dinero es de 150 millones de euros. Si perdiera la
cuarta parte del dinero que tiene en las Islas Caiman, seguiriadteaiéirel triple del dinero que
tiene en Panama. Ademas, el dinero que tiene en Panama sumado a las dos quintas partes del diner
gue tiene en Fiji es exactamente la mitad del dinero que tiene en las Islas Caiman. Calcule cuanto
dinero tiene en cada une tbs paraisos fiscales

Solucion:
En las Islas Caiman tiene 80 millones de euros, en Panama 20 y en Fiji tiene 50 millones.

2: Se dice que una matriz cuadrada A es idempotente si cumpl&’gué
a)[0,75p.] Si A es una matridempotente, calcule razonadame#fé®.
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b) [0,75p.] SiA es una matriz idempotente y regular (o inversible), calcule razonadamente su
determinante
c)[1 p.] Determine para que valores a@g b la siguiente matriz es idempotente

da O 0
Azg 1-a 0
gb 0 b

Solucion:
a) A=A b) El determinante de &s1. c) Losvaloressona=00a=1yb=00b=1.

IORDINARIA 2022

1:[2,5p.] La suma de las edades de Carmela, Esperanza y Aurora@ss68aedad deCarmela es 5
anos nés que la mitad de la suma de las edades de Espgranzara. Adenas, dentro de 4f@s la
edad de Aurora séta edad que actualmertiene Esperanza. Calcule las edades de cada una de ellas.

Solucion:
La edad de Carmela es 26, laHsperanza es 23 y la de Aurora es 19.

ao 3 4 a 0 o0
2: Considere las matriceAzzl 4 5 szi 1 0.
&1 3 4 d 11

a)[1 p.] Sil denota la matriz identidad de orden 3, compruebeAjue 4y calcule A%%,
b) [0,5 p.] Calcule la inversa de A.

c) [1 p.] Resuelva la ecuacién matrici&lX - B =A, dondeB' denota lamatriz traspuesta d&

Solucioén:
a0 3 4 a1 0 -1 a1l 4 4
a 2023 — A — b -1 _ e C —
) A =A=Z1 4 B ) A =21 4 a- )x_g) 9 4
&1 3 42 &L o3 3 ® 7 11

EXTRAORDINARIA 2021]

1: Considere el siguiente sistema de ecuaciones en funcion del paradmetro
x+ay -z &

2x+ y +az ©

Xx+5y -az al

a) [0,75p.] Determine para qué valores ael sistema tiene solucion unica.

—> —=>D:

b) [1 p.] Determine para qué valor deel sistema tiene infinitas soluciones y resuélvalo en ese
caso.

c) [0,75 p.] Determine para qué valor deel sistema no tiene solucion.

Solucion:
a) El sistema tiene solucion Unicapama 41 y a 3

b) Para a= 4. Las soluciones son xR2t; y =t, z =1 3t.
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c) Paraa=3

o

: . a2 a
2: Considere la matzi A= »
ccl 2

a) [1 p.] Si se denota por(#h) la traza de la matriz A (es decir, la suma de los elementos de su
diagonal principal) y por |A| el determinante de A, compruebe que, para cualquier \algsede
cumple la ecuaciomy’ =tr (A) A {A I, donde | denota la matriz identidad atelen 2.

b) [0.5 p.] Determine para qué valores a@é& matriz A es regular (o inversible).

c) [1 p.] Paraa =13, resuelva la ecuacién matricialX - A =A, donde Adenota la matriz
traspuesta de A.

Solucién:

a) Se comprueba que es cierto.

b) La matriz A es regular para cualquier valor de a distintd de
&4 4

C) X:$
9'4 4

IORDINARIA 2021]

1: Considere el siguiente sistema de ecuaciones en funcion del parametro
gax+y +z &

Xx-ay +z F

X+y+z a2

a) [0,75p.] Determine para qué valores @el sistema tiene solucion unica.

b) [1 p.] Determine para qué valor deel sistema tiene infinitas soluciones y resuélvalo en ese
caso.

c) [0,75 p.] Determine para qué valor deel sistema no tiene solucion.

!
|
1
|

Solucion:
a)]Cuandoa,1 y a , &
b) Cuandoa= 4. x= —2; y & z g:t
c) Paraa=1
2: Considere las matrices
al 1 156 14 0 0
_ 6o @, P &2 0 4
A_z) 1 04B=0g1 ;@c & . 4
A 229 281 9 ¢

a) [1,5p.] Compruebe que la matrA esregular (o inversibley calcule su inversa.
b) [1 p.] Resuelva la ecuaciéon matricialX - B =C, dondeC' denota la matriz traspuesta@e

Solucién:
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32 0 -1
a) |A=1 ,0. A=F 1 0
x®e
£1 4 1
&3 0
b s -
)x_aeo 2
gez 3

EXTRAORDINARIA 2020

1: Considere el siguiente sistema de ecuaciones en funcion del parametro
é Xty +z Z

X-ay +&z =l-

-ax 'y dz 2

a) [1 p.] Compruebayue el sistema nunca tiene solucion Unica

b) [1 p.] Determine para qué valor deel sistema tiene infinitas soluciones.
c) [0,5 p.] Si es posible, resuélvalo para el valorade 2.

—_——) ——

Solucion:

a) |A| =0, independientemente del valor de a y el rango de la matriz A nunca va a ser 3.

b) El sistema tiene infinitas soluciones para 2
c) Para a = 2las soluciones som=1 -2t; y % t+z t

. ) al 3
2: Considere la matzi A=
c 1 2

c) [1 p.] Calcule las potencias sucesivag A3, A%, AS, AS,
d) [1 p.] Calcule K°%,

e) [0,5p.] Compruebe que la matriz A es regular (o inversible) y calcule su inversa.

Solucién:
2 Azzglz f ’86‘3 - %-01 A48 =_11 2332; ¢ 8:21_ 31% ¢ (1?82
b) A2020=é$:L 3
g-l
c)|A=1 0. A_lzgz’zl i

IORDINARIA 2020

1. Considere el siguiente sistema de ecuaciones en funcion del parametro
e Xx+y-z &

x+ady -z ¥ a

X- y +az F

—_——) ——
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a) [1 p.] Determine para qué valores a@el sistema tiene solucion Unica. Si es posible,
calcule dicha solucion paea= 0.

b) [1 p.] Determine para qué valor deel sistema tiene infinitas soluciones y resuélvalo en
ese caso.

c) [0,5 p.] Determine para qué valor dedl sistema no tiene solucion.

Solucién:a)Paraa, 1ya , L. Paraa=0 hsolucibnex=2; y 4; z =1.

5 3

b) Para a= 4. Las soluciones so;a:E # Y ; z t.c)El sistema no tiene solucién

para a=1.

2: Considere las matrices
_42 3 06, _-& 3
B 227 T 22
a) [1 p.] Compruebe que las matric&s/ B son regulares (o inversiblegxalcule sus
matrices inversas.

b) [1,5 p.] Resuelva la ecuacion matrici&dlXB= A -3 B, dondeA' denota la matriz
traspuesta daA.

Solucién:a) |[A= 4 Q LamatrizA esregulafB 2 0 tamatiz regular

, &2 3 ., 42 3 228 38
Al= Bl= b) x =4
F1 2 F1 1 ) X 18 23
ISEPTIEMBRE 2019

A.1: Considere el siguiente sistema de ecuaciones en funcién del parametro
g ax+ y -2z €&

X+ y-az =1

X+y+z a

a) [1 p.] Determine para qué valores @el sistema tiene solucion Unica. Si es posiblieuda
dicha solucién para= 2.

b) [1 p.] Determine para qué valor deel sistema tiene infinitas soluciones y resuélvalo en ese
caso.

c) [0,5p.] Determine para qué valor deel sistema no tiene solucion.

—_—) ——

Solucioén:
a) Paraa, d1ya l Paraa=2lasolucibonex=1y 0;z 1%
+ d t+
b) Para a= 4. La solucién e9<:1 23[; y = 12t; z %
c) Paraa=1
-1 a O
B.1: Considere la matrizAziO 1 a
881 -1 1

a) [1 p.] Determine para qué valores @& matrizA tiene inversa.
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b) [0,5 p.] Paraa=1, calcule la inversa d&.
c) [1 p.] Paraa=1, resuelva la ecuacion matricilA+21 =2A, donde es la matriz identidad
3x3.

Solucion:
o NG a2 1 41 46 -2 2
a) Cuando a es distinto de 5y del*¥S b) y1_2; | 1 0), _= 2 0 2
2 2 2
1 0 1 gez 0 0
JUNIO 2019

A.1: Considere el siguiente sistema de ecuaciones en funcion del parametro
X+y +az F
Xxt+ay +z =a
} ax+ y+z a3
a) [1 p.] Determine para qué valores @el sistema tiene solucion unica. Si es posible, calcule

dicha solucién para = 0.
b) [1 p.] Determine para qué valor deel sistema tiene infinitas soluciones y resuélvalo en ese

caso.
c) [0,5 p.] Determine para qué valor deel sistema no tiene solucion.

/—)(D

Solucion:

a)a, la ,
a=04 Lasolucibnesx ¥1,y=2,z=1

b) a= 2 A4 Elsistema es compatible indeterminadda.solucién es x =t,y = 1+t,z=1t.

c) para a =1 el sistema es incompatible.

24 El sistema es compatible determinado.

al 1 1
B.1: Considere la matrizA:Z) 1 0.
P 01
a) [1 p.] Calcule las potencias sucesivag, A’ y A

b) [0,5 p.]Calcule la expresion general A" para cualquier valor dai N.
c) [1 p.] Determine si existe la inversa Be. En caso afirmativo, calculela.

Solucion:
al 2 25 183 3 6 1 4 4 4 non
a) a2 — Ops _ A28 0O _ b
) =% 1 0o =0F1 0 A% =0 Eo )Anzilo
®o1? oo 1 2 0 @1 B 01
a -1 4
c)|A=1 ,0. LainversagisteyvaIeAJ:@ 1 0
® o 1
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SEPTIEMBRE 2018
. . a2 1
CUESTION A.1: Considere la matrlﬁzaes 5 (
g - -

a) [1 p.] Compruebe que la matrz es regular (o invertible) y calcule su inversa.

b) [1,5 p.] Determine la matriz X que cumple la ecuacidX = A +A | dondeA' es la matriz
traspuesta dA.

Solucién:
&2 4
a) |A=1,0 -Aesregular A Z
T3 2
b) X:a4 -4
& -4

CUESTION B.1: Considere el siguiente sistema de ecuaciones homogéneo en funcién del paametro
gax +y +az &
!| X +vy taz &
}2x +(a-l)y az O
a) [1,25 p.]Determine los valores del parametrpara los que el sistema tiene Unicamente
la solucién trivial (0, 0, 0).
b) [1,25 p.]Si es posibletesuélvalo para el valor del parametre 2.

Solucién:
a) El sistema tiene una unica solucion (00) cuando a es distinto de 0, 1y 2.
b) Lasolucion ex=0;y =2z, z .

JUNIO 2018

CUESTION A.1: Considere la matriA =

= O DN

BB
o » O

a) [1,5 p.] Calcule las potencias sucesivaé, A’ y A'.

b) [1 p.] ¢Cudl sera la expresion general de la potevﬁsri]a para cualquier valor dai N?

Solucioén:
a1 0 45 180 6 & 1 @& 8 al 0 2:n
2 _ O A3 _ ACE _ n—
a)A-@loQA =021 0 Ag_o éob)A—i)l 0
8%012 08901 0 0@1 g%o 1

CUESTION B.1: Considere el siguiente sistema de ecuaciones en funcién del parametro
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X-y +z 4a
y+ z =4

X +2z =&

a) [1 p.] Justifique que el sistema nunca es compatible determinado.

b) [1,5 p.] Determine para qué valor del parametm sistema tiene infinitas soluciones y
resuélvalo en ese caso.

—— ——> (D

Solucién:
a) El sistema no puede ser compatible determinado pues el rango de la matriz de los
coeficientes es menor que el nUmerindégnitas.

b) a=2; Lasolucibn ex=4 -2z;y =z 4,z .

ISEPTIEMBRE 2017]

. _ : a2 49 -2 1
CUESTION A.1: Considere las matrlceé:anl oy B = .
d 32 g o
a) [1,5 puntos]Compruebe que las matrices A y B son regulares (o invertibles) y calcule sus
correspondientes matrices inversas.
b) [1 punto] Determine la matriz X que cumple la ecuacidXB= A +E.

Solucién:
a) |A=|B =2 0 porlo que las matrices Ay B sonéntibles
L _&3/2 -28_, 0&-1/2
T2 1 0B T1®
a3/2 -5/2

b) X =
) gi/z 0

CUESTION B.1: Considere el siguiente sistema de ecuaciones en funcion del parametro
gax + 2y + z E
1. X +2ay + z 2
tx +2y +az =3
a) [0,75 puntos]Determine para qué valores del paramatebsistema tiene solucion unica. No
hay que resolverlo.
b) [1,25 puntos]Determine para qué valor del parametr@ sistema tiene infinitas soluciones y
resuélvalo en ese caso.
c) [0,5 puntos]Determine para qué valor del parametrel sistema no tiene solucién.

Solucion:
a) Paraa, 1,a , 2elsistema tiene una Unica solucion

5

b) Para a =1 2 el sistema tiene infinitas solucionka. solucion es
X_1+6y_ y =yz= 5 46y
3 ’ 3

C) Para a = lel sistema no tiene solucion
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JUNIO 2017

. . : &2 038 1a3 o
CUESTION A.1: Considere las matriceA= g 6 B=_s2. ¥YpC = .
1 22 282 727 L1 @

a) [1,5 puntos]Compruebe que las matrices A y B son regulares (o invertibles) y calcule sus
correspondientes matrices inversas.
b) [1 punto] Determine lamatriz X que cumple la ecuacion AXB = C.

Solucion:
a) |A=|B =4 0.Por lo tanto lasmatrices A y B son invertibles.

-V S-SV R/
g%%- g% Y
5% Ja
%1 -A

CUESTION B.1: Considere el siguiente sistema de ecuaciones en funcion del parametro
e2x+ y 2z 8
{ 2x+3y 2z 6
b x-y#z al
a) [0,75 puntos]Determine para qué valores del paramateb sistema tiene solucion unica. No
hay que resolverlo.
b) [1,25 puntos]Determine para qué valor del parametr@ sistema tiene infinitas soluciones y
resuélvalo en ese caso.
c) [0,5 puntos]Determine para qué valor del parametrel sistema no tiene solucion.

Solucion:

a) a,lya B 1

b) Paraa=1.Lasoluciones= z y =0z :
c) a=il

ISEPTIEMBRE 2016|

dsem cosa O
CUESTION A.1: Considere la siguiente matri& = %osa sena O
&o 0 1

a)[1 punto] Calcule el determinante dé&.
b) [1,5 puntos] Calcule las potencias sucesivasA®, A*y A, Calculed?®,

Solucién:

2 A= 1

by A=Id; A=A A & A AAX
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Xy
CUESTION B.1: Sabiendo quel O = 2, calcule razonadamente los siguientes determinantes:
2 4
3 0
a)[1punto] [3x 2y
6 8
2+x 44+ 6
b)[1,5puntos] B3x-1 3y 3z -
1 0 1
Solucién:a) -12 b) 6
JUNIO 2016
. . : a4 -206 4 -2
CUESTION A.1: Considere las matrice& = &y B =
319 %77

a) [1,5 puntos]Compruebe que ambas matrices son regulares (o invertibles) y calcule sus
correspondientes matrices inversas.
b) [1 punto] Determine la matriz X que cumple la ecuacion AXB = A+B.

Solucion:
a) |A=6 ,0 Por lo que la matriz A es invertil

|B[= 2 0 Por lo que la matriz B es invertil

Al_1a1 206_, -113a2 &
sZee 0 =5 L® 0
6g-1 4 = 2 394 =
a-1 =2
= =
b)x:% 3
&> 4
&3 3

CUESTION B.1: Considere el siguiente sistema de ecuaciones en funcion del parametro a:

ex+3y ¥z 5

J|ax+22 =0

}ay- z ma
a) [1 punto] Determine para qué valores del paramatebsistema tiene solucién Gnica. Calcule
dicha solucién para= 1
b) [1 punto] Determine para qué valor del parametm sistema tiene infinitas soluciones y

resuélvalo en ese caso.
c) [0,5 puntos]Determine para qué valor del parametrel sistema no tiene solucion.

Solucion:
a) Paraa, -1y a, 0 La solucion del sistema cuande=lesx=12,y=2,z=1
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b) Para a=0. Lasolucibnes= 5 8 ;y ¥ ;z
c) Paraa=il

SEPTIEMBRE 2015|

CUESTION A.1: Considere las siguientes matrices:
al 1 5 08
A, ,0Y B= 6
¢ - ¢

a) [1,25 puntos]CalculeC = A'L. AT B,lddhdeA'y B' denotan, respectivamente, taatrices

traspuestas de Ay B.
b) [1,25 puntos]Halle una matriz X tal que X -C = D, siendo

42 -2
_®
D—ga'i 2
E4 4
Solucioén:
-3 4
02 2~ a
a) c=2 ° b)x=®3 _4
gﬁ 1 & }
gez 00

CUESTION B.1: Observacion: Los apartados a) y b) de este ejercicio sabsolutamente

independientes y se pueden resolver en el orden que se quiera
Se dice que una matriz cuadrada Adesnpotentesi cumple que\?= A.

a) [0,5 puntos]Si A es una matriz idempotente, calcule razonadanteiité
b) [2 puntos] Determine para qué laes de los parametros a 'y b la siguiente matriz es

idempotente
da -a 0
Azga a o0
880 0 b
Solucion:
a) A=A
b) a=0 0 a=1/2 y b=0 o b=1.
JUNIO 2015
CUESTION A.1:
a)[1,5 puntos]Discuta el siguiente sistema de ecuaciones en funcién del parametro a:
X+y +az H)
X+ay +z a'J
ax+y +z E;/
b)[Lpunto]Si es posible, resu®l valo para el valor

Solucién:
a) Par a iao d2ebSistema es Cothpatible Dgterminado. Para a=1 el sistema es

compatible indeterminado. Para &2 el sistema es compatible itteleninado
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b) Lasolucionex=/;y 4 4 z
CUESTION B.1: Observacion: Los apartados a) y b) de este ejercicio son absolutamente
independientes y se pueden resolver en el orden que se quiera
Se dice que una matriz cuadrada Ane®lutiva sicumple que A= I, donde | denota la matriz
identidad.
a) [0,5 puntos]Justifigue razonadamente que toda matriz involutiva es regular (o invertible).

b) [2 puntos] Determine para qué valores de los parametros a y b la siguiente matriz es involutiva

da a 0
A=Zh a0
@ 0 b
Solucion:
a) Se cumple que la inversa de la matriz A es ella misma y por tanto tiene inversa y es
regular.
5 a=:2 o b 2
2
ISEPTIEMBRE 2014
CUESTION A.1:

o

,_al 1 o
a) [1,25 puntos]Compruebe que la matria =z > 3 es regular (o inveittle) y calcule su
= :

matriz inversa.
b) [1,25 puntos]Resuelva la ecuacion matricial AXA = B, siendo A la matriz anterior y

&b -2
B= _
B -1
iOJO!: El producto de matrices NO es conmutativo.
Solucion:
= - [ , 83 1
a) [A= 1 0, lamatrizes regularAl_§2 .
b) La solucién esg :2868 25
c-49 18

CUESTION B.1:
a)[1,5 puntos]Discuta el siguiente sistema de ecuaciones en funcién del paranetro

ax+2z 0 i

|
ay- z =a

X-y 4z ®§,

b) [1 punto] Si es posibletesuélvalo para el valor de a = 0.

Solucioén:
a) Si a = 3 El sistema es incompatible. Si a = 0 El sistema es compatible indeterminado.
Si a I 0 y a I 3 el sistema es compatible det
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b) Para a=0 el sistema es compatible indetermindd® solucion es x£ ; y7 ; z=

JUNIO 2014

11
CUESTION A.1: Sabiendo qu y 27 =4, calcule, sin desarrollar ni utilizar la regla de Sarrus, los
0 2

siguientes determinantes, indicando en cada paso qué propiedad de los determinantes se esta
utilizanda

3x 3y 3 X y z
a) |1 1 1|[1punto] b)| 3x 3y+2 3z +4[1,5 puntos]
O 1 2 X+2 y® z 2
Solucion: a) ¢6 b) 8

CUESTION B.1:
a)[1,5 puntos] Discuta el siguiente sistema de ecuaciones en funcién del parawetro
gax+3y +z 3
1. x+ay +taz F
}x+ y -z F
b) [1 punto] Si es posible, resuélvalo para el valoladeL.

Solucion:
a)Paraa, d,a Zelsistemaes Compatible Determinado
Para a =71 el sistema es compatible indeterminado.
Para a = 2 el sistema es compatible indeterminado.
b) La soluciéon del sistemaes= X y 9; z =1-)

ISEPTIEMBRE 2013|

CUESTION A.1: [2,5 puntos] Clasifique y resuelva, si es posible, el siguiente sistema de ecuaciones:
e2x+3y ¥z E
1|2x+ 2y ¥z ¥
Pax+5y 27 2

Solucién:

El sistema es Compatible Indeterminata solucion del sistema es:l_zz y 90z 2

CUESTION B.1: Sabiendo que
a

6
1

— O T
I
N
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calcule, sin desarrollar ni utilizar la regla de Sarrus, los siguientes determinantes, indicando en
cada paso qué propiedad de los determinantest&aitilizando.

1 1 1
a)[1,25 puntos]|2 O 1.
3a 3b 3
a b C
b) [1,25 puntos]|2a+6 2 2c
atl b4 c
Solucién:a) i 2 b) 2

JUNIO 2013

CUESTION A.1: [2,5 puntos] Discuta, en funcion del parametpel siguiente sistema de
ecuaciones:
X+y 4z E{
X-ay +z L-Iu

ax+y +z 4%,
No hay que resolverlo en ningun caso

Solucién:
Sia, 1ya , lelsistema es compatible determinado.

Si a= 1 el sistema es Incompatible.
Sia=T1 el sistema es Compatible Indeterminado.

CUESTION B.1:

o

,_a4 1 . :
a) [1,25 puntos]Compruebe que la matria = z 1 es regular (o inversible) y calcule su
= K
matriz inversa.
b) [1,25 puntos]Resuelva la ecuacion matriciK +A2= B, siendo A la matriz anterior y

al 2
B= :
3 4
iOJO!: El producto de matrices NO es conmutativo
Solucién:
o .. al 1
a) |A= 1 0, luego tiene inversa YA 5=
c3 4
b :é 0 5
) X F12 2
ISEPTIEMBRE 2012|
CUESTION A.1:

a) [1,25 puntos]Determine para qué valores del pardmetro a el conjunto de vectores
s={@ ad(1-aa 1,0,(1,1 & forma una base dR3.
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b) [1,25 punto] Estudie el rango del conjunto de vectores S en los casos en que no forme una base
de R®.
Solucion:

a) Paraa, lya , 2siforman unabase d&°
b) Sia=1elrango de la matriz S es 1. Si &2=el rango es 2.

CUESTION B.1:
ao 3 4
a) [1,25 puntos]Dada la matrizAzzl 4 5 , calcule las potencias’AA3y A%,
&1 3 4
b) [1,25 puntos]Calcule &2
Solucién:
&1 0 1 al 0 0 4
Q) =2 4 4 A=FH 20 A=A
&1 3 3 g o0 -1
&1 0 1
b) A2012:$1 4 4
E1 3 3
JUNIO 2012
CUESTION A.1:
a)[1,5 puntos]Discuta el siguiente sistema de ecuaciones en funcion del parametro a:
EX+y +z z
1 x+ ay &€z =l-

lax+ dy +dz 2
b) [1 punto] Resuelva el sistema cuando sea compatible.

Solucion:
a) Cuandoa=I2d sistema es

Incompatible
b) Cuando a= 2 la soluciéon del sistemaes=1 -2/ ;y ¥ Az

Compat i blizelslstencthees er mi n a

CUESTION B.1: [2,5 puntos]
Se dice que una matriz cuadrada Adasgonal si cumple que A-‘A = |, donde | denota la matriz

identidad y Aes la traspuesta de A.
Determine para qué valores de los parametros ay b la siguiente matriz es ortogonal

dga -a b
g a o0
g% b -1

Solucion: a= /0'5yb ©

BLOQUE Algebra. Matrices, determinantes y sistedi®ecuaciones 67



a
IES VICENTE MEDINA

CURSO 2023/24 ¢
DEPARTAMENTO MATEMATICAS W
SEPTIEMBRE 2011]

11
CUESTION A.1: Sabiendo quea b d=6, calcule, sin utilizar la regla de Sarrus, el valor del
Xy
siguiente determinante, indicando en cada paso qué propiedad (o propiedadedptizriusantes
se esta utilizando.
5 5
b c | [2.5 puntog
X432 Y @ 2 3
2 2 2
Solucién: 15
CUESTION B.1:
a) Determine para qué valores del parametro a la matriz
&’ a a
A=% a 1
gea 1 &

es regular[1.25 puntos]
b) Estudie el rango de la matriz A en los casos en que no sea rggl&apuntos]
Solucion:
a) Para todo a distinto de 0, liyl
b) Paraa=0 el rango de A es 2. Paraa =1 el rango de A es 1. Paralet rango es 1.
JUNIO 2011

CUESTION A.1: Demuestre, sin utilizar la regla de Sarrus y sin desarrollar directamente por una fila
y/o columna, que

X X+1 X+
X X+3 x #4=0
X X+5 X

Indique en cada paso qué propiedad (o propiedades) de los determinantes se esta (@l&kando.
puntos]

Solucién: La 32 columna se obtiene como la suma de la 12 y 22 columna, por tanto el
determinante es 0.

CUESTION B.1: Discuta, en funcion de los parametros a y b, el siguiente sistema de ecuaciones.
No hay que resolverlo[2.5 puntos]

Xx+ay 2z F
X-3y -z =1-|u
-Xx By 4z k#
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Solucion:
Para a | 2 el sistema c oanpdael sistephaees incenpatibleni n a d
Paraa=2yb=5el sistema es compatible indeterminado.

ISEPTIEMBRE 2010

CUESTION A.1: Definicion de rango de una matriz. Calcular el rango de la matriz A en funcién del
parametro k. [2.5 puntos]

31 1 -1
AZ@ 2 1

& 3 0

ol 1 k
Solucion:

K -1A elrangodeAes3 K=-1A Elrango de A es 2

CUESTION B.1: Discutir y resolver el sistema siguiente en funcion de los posibles valores del
parametro k. [2.5 puntos]

X+2y ¥z &

-2x -4z 6 h

~

x-y 4z kY

Solucion:
k O El sistema es incompatible.
k=0 El sistema es compatible indeterminade: 2z y =z-z .

JUNIO 2010

CUESTION A.1: Calcular, si es posible, la inversa de la matriz A.[2.5 puntos]

ar 2 o0
_&
A—%l 11
cc1 0 41
Solucion:
air -2 =2
|A= 4 Qypor tanto tiene inversa: p+ :20 1 1
E1 2 1

CUESTION B.1: Enunciar el teorema de RoueRedbenius Aplicar dicho teorema para discutir si el
sistema siguiente tiene solucién y si la solucidon es unica en funcién de los posibles valores del
pardmetro k (no es necesario resolver el sistd&) puntos]

X-y+ kQ

3x- 3y 0 |

x+ky 82 %
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Solucion:
El sistema es incompatible para k= i 1. El sistema es compatible determinado para k i 1.
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Orientaciones EBAU. Bloque de Algebra.

Cuestion 1 y 2. Bloque de Numeros y Algebra (2,5 puntos)

a) Planteamiento, discusion y, en su caso, resolucion de sistemas de ecuaciones lineales
dependientes, a lo mas, de un parametro.

1 Determina el rango de una matriz, hasta orden 4, aplicando el método de Gauss o
determinantes.

1 Formula algebraicamente las restricciones indicadas en una situacion de la vida real, estudia y
clasifica el sistema de ecuaciones lineales planteado, lo resuelve en los casos que sea posible, y
lo aplica para resolver problemas.

1 Resuelveproblemas susceptibles de ser representados matricialmente e interpreta los
resultados obtenidos.

Ejemplo .

Considere el siguiente sistema de ecuaciones en funabn del parametro a:
ex+3y +z 5
i ax +2z 0

|
I ay- z =a
| y =
a) Determine para qué valores del parametro a el sistema tiene solucion Unica.
Calcule dicha solucon paraa=1.
b) Determine para qué valor del parametro a el sistema tiene infinitas solucionesy resuélvalo en ese
caso.

c) Determine para qué valor del parametro a el sistema no tiene solucion.

Ejemplo .

Un cajero automatico contiene solo billetes de 10, 20 y 50 euros. En total hay 130 billetes con un
importe total de 3000 eu ros. Sabiendo que el nimero de billetes de 10 es el doble que el nimero de
billetes de 50, calcule cuantos billetes hay de cada tipo.

b) Operaciones con matrices. Resolucdn de ecuaciones matriciales. Gdlculo de matrices inversas.

9 Utiliza el lenguaje matricial para representar datos facilitados mediante tablas o grafos y para
representar sistemas de ecuaciones lineales.

1 Realiza operaciones con matrices y aplica las propiedades de estas operaciones
adecuadamente.

91 Determina las condiciones para que una matriz tenga inversa y la calcula empleando el
método méas adecuado.

Ejemplo .
4 -2 6 8 -2
Considere las matrices A=a 38 = 4
RN

a) Compruebe que ambas matrices son regulares (o invertibles) y calcule sus correspondientes
matrices inversas.
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\ b) Determine la matriz X que cumple la ecuacion AXB= A +B

Ejemplo .
al 0 2
Considere la matriz A=$) 1 0.
P 01

a) Calcule las potencias sucesivas A A3y A%
b) ¢Cudl sera la expresion general de la potencia A" para cualquier valor de nl N?

c¢) Estudio del rango de una matriz, hasta orden 4, dependiente a lo mas de un parametro.
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