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PRUEBA DE EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL

ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS DE ADMISION  \1atevi4TicAS I
ANDALUCIA, CEUTA, MELILLAY CENTROS en MARRUECOS
CURSO 2022-2023

Instrucciones:

a) Duracion: 1 horay 30 minutos

b) Este examen consta de 8 ejercicios distribuidos en 2 bloques (A y B) de 4 ejercicios
cada uno.

c) Cada ejercicio tiene un valor maximo de 2.5 puntos.

d) Se realizardn Unicamente cuatro ejercicios, independientemente del bloque al que
pertenezcan. En caso de responder a més de cuatro ejercicios, se corregirdn unicamente
los cuatro que aparezcan fisicamente en primer lugar.

e) Sepermitira el uso de calculadoras que no sean programables, ni gréaficas ni con capacidad
para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos conducentes a la
obtencidn de resultados deben estar suficientemente justificados.

f) En la puntuacion maxima de cada ejercicio estan contemplados 0,25 puntos para valorar
la expresion correcta de los procesos y métodos utilizados.

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)

Determina las longitudes de los lados de un rectangulo de area maxima que esta inscrito en una
semicircunferencia de 6 cm de radio, teniendo uno de sus lados sobre el didmetro de ella.

EJERCICIO 2 (2.5 puntos)

Sabiendo que li
aue S5 ax® — x+e* —cos(2x)

sen(x)—In(1+x) 1 g . :
m = 2 calcula a (In denota la funcion logaritmo neperiano).

EJERCICIO 3 (2.5 puntos)

12
Calcula J 1

6 —

dx.

X2

EJERCICIO 4 (2.5 puntos)

Considera la funcion f :R — R definidas por f (x)=x*+1.

a) [0,75 puntos] Determina el punto de la grafica de f en el que la recta tangente es y =4x—3.

b) [1,75 puntos] Haz un esbozo del recinto limitado por la grafica de f, larecta y =4x—3 yel eje
de ordenadas. Calcula el &rea del recinto indicado.
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’ PRUEBA DE EVALUACION DE BACHILLERATO

PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS
DE ADMISION MATEMATICAS II

ANDALUCIA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS
CURSO 2022-2023

EJERCICIO 5 (2.5 puntos)

Una fabrica dispone de tres liquidos L1, Lo y Ls, en los que se encuentran disueltas dos sustancias:
sodio y magnesio. Cada litro del liquido L1 contiene 120 mg de sodio y 90 mg de magnesio, cada litro
del liquido L2 contiene 100 mg de sodio y 90 mg de magnesio y cada litro del liquido L3 contiene 60
mg de sodio y 180 mg de magnesio. ¢Es posible obtener un litro de un liquido mezclando distintas
cantidades de L1, Lo y L3 en el que la cantidad de sodio y de magnesio sea de 100 mg cada una? En
caso afirmativo, calcula dichas cantidades.

EJERCICIO 6 (2.5 puntos)

1 2m -1 1 -1 3
Considera las matrices A=| 3 0 -2 yB=0 2 1].
-3m 1 2 2 5 4

a) [1 punto] Determina los valores de m para que la matriz A tenga inversa.

b) [1,5 puntos] Calcula para m =1, si es posible, la matriz X tal que AX =B', donde B' denota
la matriz traspuesta de B.

EJERCICIO 7 (2.5 puntos)
Considera los puntos A(1,—-2,3) y B(2,0,-1).
a) [1,5 puntos] Halla los puntos que dividen el segmento AB en cuatro partes iguales.

b) [1 punto] Determina la ecuacion del plano perpendicular al segmento AB que pasa por el
punto medio de dicho segmento.

EJERCICIO 8 (2.5 puntos)
y z+1

Considerael plano 7=x+y+z=0 ylarecta r=x-1= TR Halla la ecuacion del plano ",

paralelo a , tal que si Q y Q" son respectivamente los puntos de corte de la recta r con los planos
y 1, entonces la distancia entre Q y Q" sea de 2 unidades.
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SOLUCIONES

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)
Determina las longitudes de los lados de un rectangulo de &rea méxima que esta inscrito en una
semicircunferencia de 6 cm de radio, teniendo uno de sus lados sobre el didmetro de ella.

La situacion planteada es la del dibujo. La semicircunferencia tiene radio 6 cm.

r=6cm

El &rea del rectangulo es A(x,y)=2x-y, 0<x<6,0<y<6.
Si miramos el dibujo tenemos un triangulo rectangulo de hipotenusa 6 y de catetos x e y.
Aplicando el teorema de Pitagoras tenemos que se cumple x* +y* =6°.

Sustituimos en la expresion de la funcidn area.

X2+y?=36=y?=36—x*=y=+36-X°

A(x,y)=2xy

y =36—x

Hallamos la derivada de la funcion y la igualamos a cero en busca de sus puntos criticos.

}:A(x)=2x 36-x*,0<x<6

72x—4x3 72x—4x3
A(X) = 2x/36 - x2 = 24/36x% —x* = A" (x)=2 -
() () 2/36x% —x*  A/36x2—x*

_ 3
A(x)=0= T2 o 72x 4 =018k =0

\J36x% — x*

x=0
18- x2=0—>x2=18 =[x =18 =32 = 4.24

- x(i-x)-0-!

Averiguamos el valor de x que nos proporciona un area maxima viendo la evolucion de la
derivada de la funcién en el intervalo [0, 6].
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72-4 68

=277 _ % 50.la
J36-1 /35

En el intervalo [0, 3\/5) tomamos x = 1y la derivada vale A’(1)

derivada es positiva y la funcion crece en el intervalo [0, 32 )

| 72:5-4.5° 140
3657 -5 275
derivada es negativa y la funcion decrece en el intervalo (3\/5 : 6].

<0.La

En el intervalo (3\/5, 6] tomamos x = 5y la derivada vale A’(5)

La funcion area tiene un valor maximo en x =3+/2.

Para X =32 tenemos que y = 36—(3\/5)2 =J18=32.

El rectdngulo de &rea mé&xima que esté inscrito en una semicircunferencia de 6 cm de radio tiene
unas dimensiones de base 2-3v/2 =642 y de altura 3v2.

342
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EJERCICIO 2 (2.5 puntos)

_ _sen(x)—In(1+x) 1 ., ) )
Sabiendo que lim—; - =——, calcula a (In denota la funcion logaritmo neperiano).
-0 ax* —x+e*—cos(2x) 7

Calculamos el valor del limite.

i sen(x)—In(1+x) _ sen(0)—In(1+0) . 0-0
=0 ax’ —x+e' —cos(2x) a-0°—0+e°—cos(2:0) 0-0+1-1

cos(x)—i
= Indeter min acién(L Hépital) = lim lix  _
x>0 2ax —1+€”* + 2sen(2x)

i cos(O)—m 11
2a-0-1+e°+2sen(2:0) 0-1+1+0

0
0

—sen(x)+ 5

A : (1+x)

= Indeter minacion(L"Hbpital) = lim =
x>0 2a +e" +4¢0s(2x)

1
B (1+0)° 0+l [ 1
_2a+e°+4cos(2-0)_2a+1+4_ 5+2a

—sen(0)+

. 1
Igualamos el valor del limite a -7

1 :—l:>7:—5—2a:>12:—2a: a:E:—G
5+2a 7 -2

El valor buscado es a=-6.
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EJERCICIO 3 (2.5 puntos)

12 1
Calcula J > dx.
6 9-x

Calculamos primero la integral indefinida.

1
dx =...
J9—x2

Descomposicion en fracciones simples
9-x2=0=x2=9=x=+/9 =43

1 1 __A B
9— x? (3—x)(3+x)_3—x 3+x

1 _ A(3+Xx) B(3-x) :A(3+x)+B(3—x)

(3-x)(3+x) (3-x)(3+x) (3-x)(3+x) (3—x)(3+x)

x=3—>1=6A—> A:1
1=A(3+x)+B(3-x)= 61
x:—3—>1:6B—>B=E

1 1 _1/6 1/6

9-x* (3-x)(3+x) _3—x+3+x

1/6 1/6 1/6 1/6 1 1 1 1
o= | —+—dx=| —dx+ | —dx==| —dx+= | —dx=
3-X 34X 3-X 3+X 6J 3-xX 6J 3+X

= L= x|+ I3+ X|= | = (~In[3- x| + In[3+ )+ C
6 6 6

Aplicamos este resultado en el calculo de la integral definida pedida en el ejercicio.

12

R S S
[t plomisrifax) | -

6

1

= [6(—In 3-12/+ In|3+12|)}—{%(—ln 3-6|+ In|3+6|)}

:—lln9+lln15+lln3—lln9:E(In15+ln3—2ln9):
6 6 6 6 6

:1(|n3-5+|n3—2|n32):1(|n5+|n3+|n3—4|n3)= 1(|n5—2|n3)
6 6 6
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EJERCICIO 4 (2.5 puntos)

Considera la funcion f :R — R definidas por f (x)=x*+1.

a) [0,75 puntos] Determina el punto de la grafica de f en el que la recta tangente es y =4x—3.

b) [1,75 puntos] Haz un esbozo del recinto limitado por la gréfica de f, larecta y =4x—3 yel eje
de ordenadas. Calcula el area del recinto indicado.

a) Para que la recta tangente a la funcién f (x)=x*+1 enx = asea y =4x—3 deben cumplirse

dos cosas:
e Rectatangente y funcion coincidenen x=a.
f(a)=a’+1 , >
=a +1:4a—3:>|a —4a+4:0|
y=4a-3

e La pendiente de la recta tangente (m) es el valor de la derivadaen x=a.

f(x)=2 f(a)=2
(x)=2x> () a}:>2a:4:>

m=4
Comprobamos que el valor obtenido cumple la primera condicion.
2 —4.2+4=4-8+4=0

Se cumple y el punto de la grafica es x =2. Para dicho valor y=4-2—3=5. El punto de la
gréfica tiene coordenadas (2, 5).

b) Averiguamos donde corta la funcion el eje de ordenadas (x=0).

(x)=x" +1} = £(0)=02+1=1=[P(0,1)

Averiguamos donde corta la funcion f (x)=x*+1y larecta y =4x-3.

f(x)=x*+1

=S x2+1=4x-3=>x*-4x+4=0=>
y=4x-3

. 4+ (-4 -4(1)(4) 4=0

= X= = ; =2=y=4.2-3=5=|Q(2,5)

La grafica de la funcion es una parabola. Averiguamos su vértice.

f7(x)=2x

f(x)=0

El vértice es el punto de corte con el eje de ordenadas (0, 1).

}:>2x=0:>x:0

Hacemos una tabla de valores de la funcion f (x)= x*+1 ydelarecta y=4x-3 vy las
representamos.
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| f(x)=x"+1
‘ 1

N P Of X

2
5

[y

5%

¥ |

El area del recinto es el valor de la integral definida entre 0 y 2 de la pardbola menos la
recta.

I2x2+1—(4x—3)dx:j2x2 +1—4x+3dx=j2x2—4x+4dx:
0 0 0

3 2 3 3
X oxeiax| =| 2022442 Y202 1a0|=
3 I 3

=—-8+8-0= 2:2.67u2
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EJERCICIO 5 (2.5 puntos)

Una fabrica dispone de tres liquidos L1, L2 y Ls, en los que se encuentran disueltas dos sustancias:
sodio y magnesio. Cada litro del liquido L1 contiene 120 mg de sodio y 90 mg de magnesio, cada litro
del liquido L2 contiene 100 mg de sodio y 90 mg de magnesio y cada litro del liquido L3 contiene 60
mg de sodio y 180 mg de magnesio. ¢Es posible obtener un litro de un liquido mezclando distintas
cantidades de L1, Lo y L3 en el que la cantidad de sodio y de magnesio sea de 100 mg cada una? En
caso afirmativo, calcula dichas cantidades.

Llamamos “x” al nimero de litros de L1, “y” al nimero de litros de L2 y “z” al nimero de litros
de Ls que hay que utilizar en la mezcla.

Hacemos una tabla con los datos.

Sodio (mg) Magnesio (mg)
x (litros de L1) 120x 90x
y (litros de L>) 100y 90y
z (litros de L3) 60z 180z
TOTAL 120x+100y +60z | 90x+90y +180z

Por las condiciones dadas tenemos que:

“Obtener un litro de un liquido mezclando distintas cantidades de L1, Lo y Lz en el que la
cantidad de sodio y de magnesio sea de 100 mg cada una” ->

X+y+2z=1 90x+90y+180z =100; 120x +100y + 60z =100.

Intentamos resolver el sistema planteado.

X+y+z=1 X+y+z=1
90x+90y+180z =100 ;= 9x+9y+18z=10;=
120x+100y + 60z =100 6Xx+5y+3z=5

x=1-y-z 9(1-y—2)+9y+182 =10
= 9x+9y+18z =10 :>61 P =
6X+5y+32=5 (1-y-2z)+5y+3z=

9-9y-9z+9y+18z :10}:92 =1-|z _L

= 9|r=
6-6y—-6z2+5y+3z=5

-y-3z=-1

:>—y—3é:—1:>—y—%:—1:>—y:—1+%:—§:>

2 2 1 2
Sly=2|=|x=1-2-2=%
3 39 9

Si es posible obtener la mezcla pedida con 2/9 de litro de L1, 2/3 de litro de L y 1/9 de litro de
Ls.
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos)

1 2m -1 1 -1 3
Considera las matrices A=| 3 0 -2 yB=0 2 1].
-3m 1 2 2 5 4

a) [1 punto] Determina los valores de m para que la matriz A tenga inversa.

b) [1,5 puntos] Calcula para m =1, si es posible, la matriz X tal que AX =B', donde B' denota la
matriz traspuesta de B.

a) Para que la matriz A tenga inversa debe de tener determinante no nulo. Calculamos su
determinante y averiguamos cuando se anula.

1 2m -1
|A|= 3 0 -2 :0+12m2—3—(0+12m—2):12m2—12m—1
-3m 1 2

12+,/(-12) —4(12)(-1
|Al=0=12m’-12m-1=0=>m= \/( )24 (12)( ):

_L2s J(-12)° —4(12)(-1) 12483 _3:23

24 24 6

3+2.3
6

La matriz A tiene inversa para cualquier valor de m =

b) Para m=1 la matriz A tiene inversa. La calculamos.

1 2 -1
A=| 3 0 -2|=|A=121"-121-1=-1
31 2
1 3 -3 o 1 |2 1 |2 o0
+ - +
Adi| 2 0 1 22 |12 |1 -2
A_l_Adj(AT)_ 12 2) | |3y |1 3 |1 3
A -1 2 2] 1 o2 12
3 -3 |1 -3 13
+ - +
0 1] [2 1 2 0

2 5 -4\ (-2 5 4
At=—|0 -1 -1|=/0 1 1
3 -7 6) |\-3 7 6
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Despejamos X en la ecuacion matricial, sustituimos el valor de la matriz inversa de A
obtenido y calculamos la expresion de X.

AX =B'= X = A"'B!

1 -1 3 1
B=|0 2 1|=B'=|-1 2
2 5 4 3

0 1 1||-1 2 5|=| 0-1+3 0+2+1 0+5+4

-2 5 41 0 2 -2-54+12 0+10+4 -4+25+16
-3 7 6){l3 1 4 -3-7+18 0+14+6 -6+35+24

5 14 37
X=/2 3 9

8 20 53
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EJERCICIO 7 (2.5 puntos)
Considera los puntos A(1,—-2,3) y B(2,0,-1).
a) [1,5 puntos] Halla los puntos que dividen el segmento AB en cuatro partes iguales.

b) [1 punto] Determina la ecuacion del plano perpendicular al segmento AB que pasa por el punto
medio de dicho segmento.

a) Necesitamos encontrar tres puntos P, Q y R tales que dividen el segmento AB en cuatro partes
iguales.

A

Para determinar las coordenadas del punto P hallamos el vector AB . El vector AP sera la
cuarta parte del vector AB.

AB=(2,0,-1)-(1,-2,3)=(12,-4)

AP MB_(124) (11
4 4 4 4 4 2

El punto P se obtiene sumando a las coordenadas de A el vector AP .

P:A+ﬁ=(1,—2,3)+(1,1,—1j=[§,_—3,2j
4'2 4' 2

El punto Q se obtiene sumando a las coordenadas de P el vector AP .

orr (33 (348
4’2"’ 4'2’ 4' 2"’ 2" 7

El punto R se obtiene sumando a las coordenadas de Q el vector AP .

R=Q+ﬁ:(3-1,1}{1,1,4]:(Z,_—l,oj
2 4’2 4" 2

Como comprobacion deberiamos obtener el punto B al sumar a R el vector AP .

R+ﬁ:(%,;,oj+(%,%,—1j:(%,0,-1):(2,0,—1): B
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Los puntos que dividen el segmento AB en cuatro partes iguales son PG_—SZj

i

—,—1,1) y R[Z,_—l,oj.
2 4’2

b) El punto medio del segmento AB es el punto Q(g,—l,l].

Como el plano que nos piden hallar es perpendicular al segmento AB el vector normal de
dicho plano es el vector AB =(12,-4).

Nos piden hallar la ecuacion del plano que pasa por el punto Q y que tiene por vector normal
el vector AB =(1,2,-4).

3 3

—-1llex Z 11
Q[Z j :Q[z’ ’j” :g+2(—1)—4(1)+D=o:>
n=AB=(12-4)] z=x+2y-4z+D=0

:>§—2—4+D:0:> D=6—§:g:>7rsx+2y—4z+g:0:>
2 2 2 2

=|r=2Xx+4y-82+9=0

El plano buscado tiene ecuacién 7 =2x+4y—-8z+9=0.
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EJERCICIO 8 (2.5 puntos)

. z+1 L ,
Considerael plano z7=x+y+z=0 ylarecta r=x-1= Y _Z*2 Halla la ecuacién del plano 1",

paralelo a , tal que si Q y Q" son respectivamente los puntos de corte de la recta r con los planos
y 1", entonces la distancia entre Q y Q" sea de 2 unidades.

Siel plano n” es paralelo al plano 7 =x+y+z =0 tiene ecuacion z'=x+y+z+D=0.
Hallamos las ecuaciones paramétricas de la recta r.

x=1+1
P (1,0,-1
y Z+1:>L( ) —r=ly=21 ,1eR
2 v =(12.2)

z=-1+21
Hallamos el punto Q de corte entre el plano n y la rectar.

T=X+y+z=0

Xx=1
Xx=1+A1
r=ly-22 =1+A+21-1+421=0=54=0=1=0=7y=0 :>Q(1,0,—1)

z=-1
z=-1+24

Hallamos el punto Q" de corte entre el plano =" y la recta r.

7’=X+y+z+D=0

x=1+A1
=1+1+21-1+22+D=0=54+D=0=
r= yZZﬁ
z=-1+21
x=1—2
5
_,.b_],__D DQ,(l_R,_Q,_ _Qj
5 5 5 5 5
__,_2Db
5
Hallamos la distancia entre Q y Q".
D 2D 2D
1Mm-—=-——,-1-— I
e o o ) (222
Q(l,O,—l)

N-loodo [P ,(_2DY ,(_2DY _ |D* 4D* 4D* _ [oD* 3D
:3d(Q‘9)4QQ“J( sj'+( 5:j+( 5] B 25+—25*—25-_J25 Ls

Igualamos la distancia a 2 unidades para determinar el valor de D y por tanto la ecuacion del
plano .
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D:E—>ﬂ"5 X+ y+z+E:0—>|ﬂ'53x+3y+32+10=0|

3/D| 10 3
5 ~2=Pl=3= 10 10
D=—§—>7z”zx+ y+z—?:0—>|ﬂ”53x+3y+32—10:0|

Los planos que cumplen lo pedido en el ejercicio son 7'=3x+3y+3z+10=0 y también
77=3x+3y+3z-10=0
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