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' PRUEBA DE EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL

ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS DE ADMISION  \1atevi4TicAS I
ANDALUCIA, CEUTA, MELILLAY CENTROS en MARRUECOS
CURSO 2022-2023

Instrucciones: a) Duracién: 1 horay 30 minutos

b) Este examen consta de 8 ejercicios distribuidos en 2 bloques (A y B) de 4 ejercicios
cada uno.

c) Cada ejercicio tiene un valor maximo de 2.5 puntos.

d) Se realizardn Unicamente cuatro ejercicios, independientemente del bloque al que
pertenezcan. En caso de responder a més de cuatro ejercicios, se corregirdn unicamente
los cuatro que aparezcan fisicamente en primer lugar.

e) Sepermitira el uso de calculadoras que no sean programables, ni gréaficas ni con capacidad
para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos conducentes a la
obtencidn de resultados deben estar suficientemente justificados.

f) En la puntuacion maxima de cada ejercicio estan contemplados 0,25 puntos para valorar
la expresion correcta de los procesos y métodos utilizados.

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)
Halla dos numeros mayores o iguales que 0, cuya suma sea 1, y el producto de uno de ellos por la
raiz cuadrada del otro sea maximo.

EJERCICIO 2 (2.5 puntos)

2
Considera la funcion f (x)= X +;1, parax=bh.
X_

a) [1,5 puntos] Calcula a y b para que la grafica de f pase por el punto (1, —2) y tenga a la recta
y =X+4 como asintota oblicua.

b) [1 punto] Enel caso a =5y b =4, calcula la ecuacion de la recta normal a la grafica de f que pasa
por el punto de abscisa x = 0.

EJERCICIO 3 (2.5 puntos)
Sabiendo que F:R — R definida por F(x)= e esuna primitiva de f.

a) [1,25 puntos] Comprueba que f es creciente.
b) [1,25 puntos] Calcula el area del recinto limitado por la gréafica de la funcién f, el eje de abscisas
y larectax = 1.

EJERCICIO 4 (2.5 puntos)
Considera la funcion f :[O,+oo)—>R definida por f(x)=cos(\/;). Calcula, si es posible, una

primitiva de f cuya grafica pase por el punto (0, 5). Sugerencia: haz el cambio t = N
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EJERCICIO 5 (2.5 puntos)

0 a -b
Considera la matriz A={0 0 b
0 0 O

a) [0,75 puntos] Calcula A°.
b) [1,75 puntos] Calcula, si es posible, la matriz inversa de |+ A+ A?, donde | denota la matriz
identidad de orden 3.

EJERCICIO 6 (2.5 puntos)

110 0 01
Dadas las matrices A=|1 0 1| yB=|0 1 0], sedefinela matriz M = A+(i—1)B.
011 100

a) [1,5 puntos] Halla los valores de A para los que la matriz M tiene rango menor que 3.
b) [1 punto] Para A =-1, resuelve el sistema lineal homogéneo cuya matriz de coeficientes es M.

EJERCICIO 7 (2.5 puntos)
Considera el plano m, determinado por los puntos A(-1,0,0), B(0,1,1) y C(2,1,0),y larecta

(e X—2z2-3=0
“|ly-z-2=0

Halla los puntos de r cuya distancia a  es J14 unidades.

EJERCICIO 8 (2.5 puntos)
Considera el paralelogramo cuyos veértices consecutivos son los puntos

P(-1,2,3), Q(-2,1,0), R(0,5,1) yS.
a) [1 punto] Halla las coordenadas del punto S.

b) [1,5 puntos] Calcula la ecuacion de la recta que pasa por el origen de coordenadas y es
perpendicular al plano que contiene a los puntos P, Q y R.
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SOLUCIONES

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)
Halla dos numeros mayores o iguales que O, cuya suma sea 1, y el producto de uno de ellos por la
raiz cuadrada del otro sea maximo.

Llamamos x e y a los nimeros que buscamos.
Susumadebeserl 2> x+y=1.

El producto de uno de ellos por la raiz cuadrada del otro sea maximo.

f(xy)=yJx; 0<xy<1

(Y}

Despejamos “y” en la primera ecuacion y sustituimos en la funcion.

f(0y)=yx }:f(x)=(l—x)ﬁ=ﬁ—xﬁ=ﬁ—«/x_3

X+y=1->y=1-X

Derivamos e igualamos a cero en busca de los puntos criticos.

, 1 3.4, 1 3 1 3x
f(X)=Vx -V =Vx—x"’= ' (X)=—=-x¥"'=—=-x?=——-""
()= Vo = =52 T 2F T e

1 3x_ 1 3k

=>—F- > —F==—
2Jx 2 2Jx 2

Comprobamos si es maximo estudiando la evolucién de la funcion.

f'(x)zo 32:6(&)2:2:&: x:%:

Wk

1 370.1 7410
— = >0.
240.1 2 20

En el intervalo (Oéj tomamos x = 0.1y la derivada vale f(0.1)=

La funcién crece en el intervalo (Oéj

1 305_~2
<0,

En el intervalo (%1} tomamos x = 0.5 y la derivada vale f“(0.5)= =

24/0.5

La funcién decrece en el intervalo (%1} )

., 1 , L
Como la funcion crece antes de x = 3 y decrece después de este valor la funcion presenta un

- 1
valor maximo en x ==.

Para x =% tenemos que y=1-

Wl
wIlN

Los nimeros buscados son % y %
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EJERCICIO 2 (2.5 puntos)

2
Considera la funcion f (x) _X
X

+a
& parax =b.

a) [1,5 puntos] Calcula a y b para que la grafica de f pase por el punto (1, —2) y tenga a la recta
y = x+4 como asintota oblicua.

b) [1 punto] Enel caso a =5y b = 4, calcula la ecuacion de la recta normal a la gréafica de f que pasa
por el punto de abscisa x = 0.

a) Para que la grafica de f pase por el punto (1, —2) debe cumplirse que f (1) =-2.

f(x)=""2|_ t+a

. =2=l1+a=-2+2b=[a=-3+2b]

Para que la funcion tenga a la recta y = x+4 como asintota oblicua debe cumplirse que

lim ley lim f(x)—x=4.

X—>+00 X X—>+00

2

X“+a
o f(x . _ x*+a
lim L:1:> lim X=D_ —1— |im > =1=iSe cumple!
X—>+00 X X—>+00 X X—>+0 X4 — bX
2
. . X“+a . +a— X +bx
lim f(x)-x=4= lim —x:4:>I|mXZ XZ 4=
X—>+00 X—>+0 X — b X—>+30 X — b

= lim a+bx:4:>?=4:>b:4:>

x—>+0 X —]
Sustituimos este valor en la primera ecuacion y obtenemos el valor de a.
a=-3+2(4)=-3+8=5

Los valores buscados sona=5yb =4.

2

b) Paraa=>5yb =4 lafuncién queda f(x)= X

+5, parax #4.
4

La recta normal a la grafica de f que pasa por el punto de abscisa x = 0 tiene ecuacion
-1
y—f(0)=—(x-0).

£(0)
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. x* —8x-5 . 0°-8.0-5 -5
f(x)=" == (=" = =
(x-4) (0-4)° 16
-5
f(0)=—
(0)=5
f'(O):_—5 :>y—_—5:_—1x:>y+§:Ex:> yzgx—E
16 4 -5 4 5 5 4
-1 16
- f(0)= -0
La recta normal a la gréfica de f que pasa por el punto de abscisa x = 0 tiene ecuacion
16 5
y_EX_Z'
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EJERCICIO 3 (2.5 puntos)
Sabiendo que F:R — R definida por F(x)= e es una primitiva de f.

a) [1,25 puntos] Comprueba que f es creciente.
b) [1,25 puntos] Calcula el area del recinto limitado por la gréfica de la funcién f, el eje de abscisas
y larectax = 1.

a) Al ser F(x) una primitiva de la funcion f tenemos que f (x)=F"(x).
f(x)=F'(x)= 2xe*
Hallamos la derivada de la funcion f(x), la igualamos a cero en busca de sus puntos criticos.

f7(x)=2e" +2x-2xe" :(2+4x2)eXz

f’(x):0:>(2+4x2)eX2 0= 244X =0= X’ = 25 x= _—2=ilmposible!
4 4

La funcidn no presenta puntos criticos y siempre es creciente o decreciente.
Comprobamos el signo de la derivada en un punto cualquiera, por ejemplo, en x = 0.

(%)

La funcidn es creciente en x = 0 y ,por tanto, es creciente en cualquier valor real.

(2+4x°)e” = 17(0)=(2+4-0°)e” =2>0

b) Buscamos los puntos de corte de la funcion con el eje de abscisas.

—~

x)=2xe }:>2xeX2 =0=[x=0]

f
y=0

El area pedida es el valor de la integral definida de la funcién entre 0y 1.

Area = j:2xexzdx = [exz ]: —e' —e¥ =le-1=1.72 1’
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EJERCICIO 4 (2.5 puntos)
Considera la funcién f :[0,+w)— R definida por f(x):cos(\/;). Calcula, si es posible, una

primitiva de f cuya grafica pase por el punto (0, 5). Sugerencia: haz el cambio t =+/x

F(x)= Icos(«/;) i {Cambio de variable } _

JX =t > x=t? - dx = 2tdt

Integracion por partes
=I2tcos(t)dt= 2t =u — du = 2dt =

cos(t)dt=dv—>v= Icos(t)dt =sen(t)
= 2tsen (t)—_[Zsen (t)dt =2tsen(t)+2cos(t) = {\/;:t} =

:Zﬁsen(\/;)+2003(\/§)+c

Las primitivas de la funcion f (x) =cos(\/;) son F(x)= 2«/?5en(«/§)+2005(\/;)+c .
Como la primitiva debe pasar por el punto (0, 5) debe cumplirse que F(0) = 5.

F(x)= 2«/?3en(«/§)+2cos(\/§)+c

F(0)=5

= F(0)=2\/63en(\/5)+2cos(\/5)+c =5=

= 2+C =5=C =3=[F (x) = 2v/xsen(«/x )+ 2cos(/x ) +3

La primitiva buscada es F(x)= 2\/§sen(\/§)+2005(\/§)+3.
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EJERCICIO 5 (2.5 puntos)

0 a -b
Considera la matriz A={0 0 b
0 0 O

a) [0,75 puntos] Calcula A°.

b) [1,75 puntos] Calcula, si es posible, la matriz inversa de |+ A+ A?, donde | denota la matriz
identidad de orden 3.

a)
0 a -b)0 a -b 0 0 ab
A=0 0 b |00 bi={00 0
00 0)J0O 0O O 00 O
0 0 ab)(0 a -b 0 0O
A=ANA=/0 0 0|0 O b|=|{0 0 0
00 0OJJO 0 O 0 0O
0 0 0)0 O 0Y)O O 0)0 a —b 0 0O
A®=AAA°A=|0 0 0|0 O Of|0O O O||0 O b |=|0 0 O
0 0 0)lo 0 0)I0O O 0)lO O O 0 0O
b) Calculamos la expresion de |+ A+ AZ.
1 00 0 a -b 0 0 ab 1 a -b+ab
| +A+A°=/0 1 0|+|0 O b [+/|0 0 0 |=(0 1 b
0 01) {00 O 0 0 O 0 0 1

Comprobamos si esta matriz tiene inversa viendo si su determinante es no nulo.

1 a -b+ab
“+A+A1=o 1 b |=120
00 1
La matriz tiene inversa. La calculamos.
1 00
Adj a 10
L Adj(1+ A+ A “b+ab b 1
U+A+Aﬂl: i 2): * _
M+A+A\ 1
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10 a 0 a 1
+ = +
b 1 |-b+ab 1| |-b+ab b
0 0 1 0 1 0 1 —-a ab+b-ab 1 -a b
=_b1+‘bab1‘_‘babb‘=01 Sl i
o o 0 0 1 0 0 1
0 0 1 0 10
+ - +
10 a 0 a 1
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos)

1 10 0 01
Dadas las matrices A=|1 0 1| yB=|0 1 0], sedefinelamatriz M =A+(1-1)B.
011 1 00

a) [1,5 puntos] Halla los valores de A para los que la matriz M tiene rango menor que 3.
b) [1 punto] Para A =-1, resuelve el sistema lineal homogéneo cuya matriz de coeficientes es M.

a) Hallamos la expresion de la matriz M.

110 001 (1 10)(0 0 a-1
M=A+(2-1)B=[1 0 1|+(2-1)/0 1 0f=[1 0 1|+ 0 A-1 O
011 100/ (011){(2-1 0 0
1 2-1
M = A-1
A-1 1

Para que la matriz M tenga rango menor que 3 su determinante debe ser nulo.

11 a1
M|=| 1 2-1 1 |=2-1+2-1+4-1-(2-1)(2-1)(A-1)-1-1
A-1 1 1

IM|=84-5-(4*-24+1)(4-1)=81-5-(4°-A*-22° + 24+ A-1) =
=31-5-(2°-34"+34-1)= 34 -5-2°+34* - 34 +1=-2"+34" -4

IM|=0=>-22+322-4=0

-1 3 0 -4
-1 1 -4 4=-2°+32"-4=(A+1)(-4*+41-4)
-1 4 -4 |0
—4+ 47 —4(-1)(-4) —
adido0m g AENE D) 4z0

2(-1) -2

Para A=-1y A =2 el determinante de M se anula.
Para A=-1y A=2 elrango de M es menor que 3.
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1 1 -2

b) Para A=-1 lamatrizqueda M =] 1 -2 1 |.Lamatriz M tiene rango menor que 3,

-2 1 1
por lo que el sistema no puede ser compatible determinado.

Como todo sistema lineal homogéneo tiene solucion el sistema ser4 compatible

indeterminado (infinitas soluciones).

X+y—2z=0
El sistema queda: x—2y+z=0 ;. Lo resolvemos.
—2X+y+z=0

X+y—-2z=0 X=-Yy+22 y+27-2y+7=0
X-2y+2=0 ;=>x-2y+z=0 ;=

—2X+Yy+2=0 —2X+Yy+2=0

-3y+3z=0 -y+z=0 -y+z=0
= = =
2y—-4z+y+2=0 3y-3z=0 y-2=0

X=A1
=>Y=I=>X=-1+21=1=|yy=41;4€R

Las soluciones del sistema son x=y=z.

=
—2(-y+2z)+y+z=0

}:> y-z=0=
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EJERCICIO 7 (2.5 puntos)
Considera el plano m, determinado por los puntos A(-1,0,0), B(0,1,1) y C(2,1,0),y larecta

{x—22—3:0

r

y-z-2=0
Halla los puntos de r cuya distancia a m es V14 unidades.

Hallamos la ecuacion del plano .

A(-1,0,0)ez| A(-10,0)ex x+1 y z
B(0,11)exr =u=AB=(011)-(-10,0)=(111) t=7z=| 1 1 1=0=
C(2L10)ex | v=AC=(210)-(-10,0)=(3,10) 3 10

:>0+3y+z—3z—0—x—1:0:>—x+3y—22—1=0:>|7rzx—3y+22+1:0

Hallamos las ecuaciones paramétricas de la recta r.

Xx=3+24
Xx—22-3=0 X=22+3
r= = =|r=qy=2+41;1€R
y—-2-2=0 y=2+2 -

Un punto P de la recta r tiene coordenadas P(3+ 24, 2+ﬁ,l) :
Hallamos la distancia de P al plano .

P(3+2/1,2+/1,2,)
r=X-3y+2z+1=0

B+22-3(2+2)+22+1
JE+(-3) +22

}:d(p,n)

_|3+24-6-32+22+1 |A-2|

T T

Igualamos esta distancia a N y hallamos el valor de 1.

1-2] A—2-14- 116
d(P,r)=229_ fid = |i-2-14
(Pm)="rz Wa=i-2=1= o

Sii=16= P(3+32,2+16,16)= [P(35,18,16)

Sid=-12= P"(3-24,2-12,-12) = [P"(-21,-10,-12)

Los dos puntos de la recta r que estan a una distancia J14 unidades del plano m son
P(35,18,16) y P'(—21, —10,—12).
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EJERCICIO 8 (2.5 puntos)

Considera el paralelogramo cuyos veértices consecutivos son los puntos

P(-1,2,3), Q(-2,1,0), R(0,5,1) yS.
a) [1 punto] Halla las coordenadas del punto S.

b) [1,5 puntos] Calcula la ecuacion de la recta que pasa por el origen de coordenadas y es

perpendicular al plano que contiene a los puntos P, Q y R.

a) El paralelogramo PQRS debe cumplir que PQ=SR y PS =QR.

S

P(-1,2,3)

Q(-2.1,0)| PQ=(-21,0)-(-1,2,3)=(-1-1-3)
R(0,5.1) - SR = (0,51)—(x,y,2)=(-x5-y,1- z)}

S(x,Y,2)

PQ =(-1-1,-3)

SR =(-x,5-y,1-2) b= (~1,-1,-3) = (-x,5-y,1-7) =

PG~ SR

-1=-X x=1

=1-1=5-y=y=6=5(16,4)

-3=1-z =4

Comprobamos que se cumple PS =QR.

PS =(1,6,4)—(-1,2,3)=(2,4,1
QR=(0,51)-(-2,1,0)=(2,4,1)

El punto S tiene coordenadas S (1,6,4).

)}:P—S@(ZAJ)

b) Hallamos la ecuacion del plano que contiene a los puntos P, Q y R.
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P(-1,2,3)er P(-123)ex x+1 y-2 z-3
Q(-2L0)erf=u=PQ=(-1-1-3)t=z=|-1 -1 -3|=0=
R(O,5,1)E7Z’ \7:@2(2’4'1) 2 4 1

= -x-1-6(y-2)-4(z-3)+2(z-3)+y—-2+12(x+1)=0=

= -X-1-6y+12-47+12+22-6+Yy—-2+12x+12=0=

= |7 =11x-5y-27+27 =0

Si larecta s es perpendicular al plano 7 =11x-5y—2z+27 =0 tiene como vector director
el vector normal del plano n =(11,-5,-2).

Hallamos la ecuacion de la recta s que pasa por el origen O(0,0,0) y es perpendicular al
plano .

S=qy=-54;1€R

0,0,0)es } x=111
=
—52) 7=-24
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