PevAU 2018 junio Matemdticas Il en Andalucia Juan Antonio Martinez Garcia

PRUEBA DE ACCESO Y ADMISION A LA UNIVERSIDAD
CURSO 2017-2018

MATEMATICAS II

Instrucciones: &) Duracion: 1 hora y 30 minutos

b) Tienes que elegir entre realizar Unicamente los cuatro ejercicios de la
Opcidn A o realizar unicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.

c) Se permitira el uso de calculadoras que no sean programables, ni gréficas ni
con capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos
conducentes a la obtencion de resultados deben estar suficientemente

justificados.

d) En la puntuacion maxima de cada ejercicio estan contemplados 0,25 puntos
para valorar la expresién correcta de los procesos y métodos utilizados.

Opcién A

Ejercicio 1.- [2.5 puntos] Halla los coeficientes a, b y ¢ sabiendo que la funcion
f : R—— R definida por f (x)=x’+ax’+bx+c tiene en x = 1 un punto de derivada nula

que no es extremo relativo y que la grafica de f pasa por el punto (1,1).

Ejercicio 2.- Considera las funciones f y g:R——R dadas por f(x)= 6x—X*y

g(x)= ‘xz —ZX‘.
a) [1'25 puntos] Esboza el recinto limitado por las graficas de f y g y calcula los puntos

de corte de dichas graficas.
b) [1°25 puntos] Calcula el area del recinto limitado por las graficas de f y g.

X+2y+(m+3)z=3

Ejercicio 3.- Considera el siguiente sistema de ecuaciones { x+ y + z=3m
2x+4y+3(m+1)z=8

a) [1°75 puntos] Discultelo segun los valores del pardmetro m.
b) [0°75 puntos] Resuelve el sistema para m = -2.

Ejercicio 4.- Considera los puntos P(1,0,-1), Q(2,1,1) y larecta r dada por x—-5=y = izz

a) [1°25 puntos] Determina el punto simétrico de P respecto ar.
b) [1°25 puntoes] Calcula el punto de r que equidista de P y Q.
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PRUEBA DE ACCESO Y ADMISION A LA UNIVERSIDAD
CURSO 2017-2018

MATEMATICAS II

Instrucciones: @) Duracion: 1 horay 30 minutos

b) Tienes que elegir entre realizar Gnicamente los cuatro ejercicios de la Opcidn
A o realizar Unicamente los cuatro ejercicios de la Opcién B.

c) Se permitird el uso de calculadoras que no sean programables, ni graficas ni
con capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos
conducentes a la obtencion de resultados deben estar suficientemente justificados.

d) En la puntuacion méaxima de cada ejercicio estan contemplados 0,25 puntos
para valorar la expresién correcta de los procesos y métodos utilizados.

Opciéon B

Ejercicio 1.- [2°5 puntos] Determina k = 0sabiendo que la funcion f :R——IR definida
3-kx* si x<1

por f(x)=9 2 ) es derivable
™ si x>1

2
Ejercicio 2.- Considera las funciones f yg:R——R definidas por g(x)z—% y

f(x)=3-x°
a) [1 punto] Calcula la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa
x =1y comprueba que también es tangente a la grafica de g. Determina el punto de
tangencia con la grafica de g.
b) [0°75 puntos] Esboza el recinto limitado por larectay =4-2x y las graficas de f y g.
Calcula todos los puntos de corte entre las graficas (y la recta).
c) [0°75 punto] Calcula el area del recinto descrito en el apartado anterior.

Ejercicio 3.-
a) [1,5 puntos] Justifica que es posible hacer un pago de 34,50 euros cumpliendo las
siguientes restricciones:
= utilizando Unicamente monedas de 50 centimos de euro, de 1 euro y de 2 euros;
= se tienen que utilizar exactamente un total de 30 monedas;
= tiene que haber igual nimero de monedas de 1 euro como de 50 céntimos y 2 euros
juntas.
¢De cuantas maneras y con cuantas monedas de cada tipo se puede hacer el pago?
b) [1 punto] Si se redondea la cantidad a pagar a 35 euros, justifica si es posible o no
seguir haciendo el pago bajo las mismas condiciones que en el apartado anterior.

Ejercicio 4.- Considera el punto P(2,-1, 3) y el plano 1 de ecuacion 3x+2y+z=5.

a) [1,75 puntos] Calcula el punto simétrico de P respecto de .
b) [0,75 puntos] Calcula la distancia de P a .
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SOLUCIONES

Opcion A

Ejercicio 1.- [2.5 puntos] Halla los coeficientes a, b y ¢ sabiendo que la funcion
f : R—— R definida por f (x)=x’+ax’+bx+c tiene en x = 1 un punto de derivada nula

que no es extremo relativo y que la grafica de f pasa por el punto (1,1).

Calculamos la derivada de la funcion.

f(x)=x+ax’+bx+c= f'(x)=3x*+2ax+b

En x=1se anula la derivada = f (1)=0=3-1°+2a-1+b=0=

Como x = 1 no es extremo relativo la derivada segunda se anula en x = 1.

f(x)=3x*+2ax+b= f “(x)=6x+2a

x=1noesextremo = f “(1)=0=6-1+2a=0=>2a=-6=[a=3|

La gréafica pasa por el punto (1, 1).

f(l)=1=1="+a-1’+b-1+c=|a+b+c=0

Juntamos las tres ecuaciones y resolvemos el sistema.

2a+b=-3

2(-3)+b=-3 —6+b=-3 =
= (-3) = = —3+c=3=|c=0
aibic=0 —3+b+c=0 b+c=3 b+c=3

Los valores buscados sona=-3,b=3yc=0.
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Ejercicio 2.- Considera las funciones f y g:R——R dadas por f (x)=6x-x*y
g(x)=‘x2 —2x‘.

a) [1'25 puntos] Esboza el recinto limitado por las gréficas de f y g y calcula los puntos de
corte de dichas gréficas.
b) [1°25 puntos] Calcula el area del recinto limitado por las gréaficas de f y g.

a) Lafuncion f(x)=6x—x esunaparabola y la funcion g(x)=|x*—2x| es una funcion
valor absoluto que se expresa como funcién a trozos:

x=0 x> —2x si x<0
X =2x=0=>x(x-2)=0=106 :g(x):‘xz—zx‘: —(x2—2x) si 0<x<2
X=2

X*—2Xx si 2<X
Igualamos las funciones en busca de los puntos de corte.

f(x):g(x):>‘x2—2x‘:6x—x2 =

x=0
x2—2x:6x—x2:>2x2—8x:0:>2x(x—4):0:> 6
x—4:0:>
=
0

—(¥*—2x) = 6x—X* = —x" +2x =6X - X’ = 0= 4x =[x =0]

Secortanenx=0yenx =4,
Hacemos una tabla de valores para cada una de las funciones entre 0 y 4.
: 10+

y=f()=6x-x g(¥) =¥ -2
0
6-1=5
12-4=38
18-9=9
24-16=38

.;__

A W DN PP O X

Jlx)=6x =5

y:g(x):‘xz—zx‘
0[=0
1-2/=1
[4-4=0

|9—6|:3 ! . | | . | i
|16—8|:8 P | i 3 i i \ i

A W DN P O] X
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b) Calculamos el valor del &rea del recinto de color rosa (A), limitada por las funciones
f(x)=6x—xy g(x)=‘x2—2x‘=2x—x2 si0<x<2.

2 2 2
Area recinto rosa = I6x— X2 —(2x— xz)dx - I6x— X2 —2X + x2dx = J.4xdx -
0 0 0

_ [2x2]§ =222 _20% =812

Calculamos el valor del area del recinto de color azul (B), limitada por las funciones
f(x)=6x—xy g(x)=‘x2 —2x‘= X?—2Xx six>2.

4 4 4
Area recinto azul = I6x— X2 —(x2 —2x)dx - I6x— X2 — X2+ 2xdx = _[—2x2 +8xdx =
2 2 2

3 4 3 3
X axt | 2| 2% aar || 2% ia02 |2 128 50 10 1632 10660
3 3 3 3 3 3

2

El area total es la suma del area de ambas regiones: Area total = 8 + 10,66 = 18,66 u?
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X+2y+(m+3)z=3
Ejercicio 3.- Considera el siguiente sistema de ecuaciones ¢ x+ y + z=3m
2x+4y+3(m+1)z=8

a) [1°75 puntos] Discutelo segun los valores del pardmetro m.
b) [0°75 puntos] Resuelve el sistema para m = —2.

a) Consideramos la matriz de coeficientes asociada al sistema.

1 2 m+3
A=|1 1 1 con determinante
2 4 3(m+1)
1 2 m+3
|A=1 1 1 |=3m+3+4+4m+12—(2m+6+6m+6+4)=—m+3
2 4 3(m+1)

Lo igualamos acero > —-m+3=0=>m=3
Analizamos el sistema en los dos casos siguientes

CASO 1. m=3
Para m = 3el determinante de A es no nulo y su rango es 3, por lo que el rango de la
matriz ampliada también es 3 e igual que el nUmero de incognitas.
El sistema es COMPATIBLE DETERMINADO (una Unica solucion).

CASO 2. m=3
En este caso el sistema queda:
X+2y+62=3 N L, X+2y+62=3
Simplificamos la ecuacién 32
X+ y+z=9 = . X+ y+z=9
dividiendola entre 2
2X+4y+122=8 X+2y+6z=4

Como observamos la ecuacion 12 y la 32 tienen el primer miembro de la igualdad
idénticos y el segundo distinto, esto plantea un sistema de ecuaciones imposible y por
tanto el sistema es INCOMPATIBLE (no tiene solucion).

b) Para m = -2 estamos en el caso 1y el sistema es compatible determinado, podemos
resolverlo utilizando el método de Cramer.

X+2y+z=3
Param = -2 el sistema queda: ¢ X+ y+z=-6
2X+4y—-3z=8
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3 2 1
6 1 1
(.18 4 -8 -9+16-24-8-36-12 73
12 1 —3+4+4-2+6-4 5
11 1
2 4 -3
1 3 1
1 -6 1
y_z 8 —3_18+6+;{+12+9—;{_§_9
12 1 5 5
11 1
2 4 -3
12 3
11 -6
,_12 4 8 _8-24+12-6-16+24 -2
12 1 5 5
11 1
2 4 -3

La solucion del sistema es X=T3; y=9, z:_?2
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Ejercicio 4.- Considera los puntos P(1,0,-1), Q(2,1,1) y larecta r dada por x—-5=y = ZLZZ

a) [1°25 puntos] Determina el punto simétrico de P respecto ar.
b) [1°25 puntos] Calcula el punto de r que equidista de P y Q.

a) Para calcular las coordenadas del punto P” simétrico de P respecto de la recta r
procederemos como indica el dibujo:

Hallamos la ecuacion del plano © pe}pendicular a la recta r que pasa por el punto P(1, 0, —

1)

ylE_y_Zt2 v, =(11,-2)
R LT )

T=X+y-2z+D=0

nzvﬁ*LL_QZDP(LQ—Qen

}:>1+0+2+D=0:>D=—3

T=X+Yy-22-3=0
Hallamos el punto M de corte entre la recta y el plano.

r=qy=t

P, (5,0,-2) = oot = (5+t)+t-2(-2-2t)-3=0=

mEX+Y-22-3=0] iy 27-3-0

x=5-1=14
=5+t+t+4+4t-3=0=6t+6=0=>t=-1=:y=-1 = M (4,-1,0)
2=-2+2=0

Si P’ tiene coordenadas (a, b, ¢) como el punto M es el punto medio del segmento PP’
tenemos que se cumple:
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P’(a,b,c)
P(LO,-1) t=(4-10)=
M (4,-1,0)

(a,b,c)+(1,0,-1)

= (8,-2,0)=(a,b,c)+(10,-1)=

= (a,b,c)=(8,-2,0)-(1,0,-1)=(7,-2,1)
El punto simétrico de P(1,0,—1) respecto de la recta r tiene coordenadas P"(7, -2, 1).

X=5+t
b) Unpunto Adelarecta r=<y=t tiene coordenadas A(5+t,t,—2—2t).
z2=-2-2t

Hallamos las coordenadas de los vectores AP y AQ.

P(1,0,-1)

Q(2,11) :{

A(5+t,t,—2-2t)

AP =(1,0,-1)—(5+t,t,-2—2t) = (-4—t,~t,1+2t)
AQ=(2,11)—(5+t,t,-2-2t)=(-3-t,1-,3+2t)

Para que el punto A sea equidistante de los puntos P y Q deben tener el mismo modulo los
vectores AP y AQ.

AP| = J(~4-1) + (=) +(1+2t)

AQ|=y(-3-1)" +(1-t) +(3+2t)" | =
#8l-/aq

= J(4-t) () +(1+20)° =(-3-t) + (1t +(3+2t) =
= (—4-t)" +(-t) +(1+2t)" =(-3-t) +(1-t)" +(3+2t) =

:>16+1/+8t+1/+1+}|rt/{+4t=9+1/+6t+1+1/—2t+9+4t/{+12t:>

=12t +17=16t+19= At =2=t=—=—

El punto A buscado tiene coordenadas A(S—%,%l : —2—2%) = A(%,%l,—lj
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Opcion B

Ejercicio 1.- [2°5 puntos] Determina k = 0sabiendo que la funcion f :R——IR definida

3-kx* si x<1
por f(x)=9 2 es derivable

— si x>1
kx

Para ser derivable debe ser continua y para ello debe serlo en x = 1. Los limites laterales en
x =1 deben ser iguales.

lim f(x)=lim3-kx* =3—Kk

x—1" Xx—1"
lim  (x) = lim 2= 2 2 3 k2o Kk —3k+220
x—1* x> kx Kk k

lim f(x)=lim f(x)
x—1" x—1"

L3 4m(2) 3xi | 2
2() 2 |31 g
2
Calculamos la derivada de la funcién en R —{1}
3-kx* si x<1 —2kx si x<1
f(x)=12 . = f(x)= 2 .
— st x>1 —— st x>1
kx kx

Para que sea derivable en x = 1 deben coincidir las derivadas laterales.

f7(17)=lim f7(x) = lim—2kx = -2k

x—1" x—1"
14\ _ i PN e 22 2 e o —
f(l)_)!ljpf (X)_!LTW——E :>—E——2k:>2—2k —1=k’=|k=1=+1

f(1r)="f(1)

Para que se cumplan las dos condiciones y la funcion sea derivable el valor de k debe ser 1.
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2
Ejercicio 2.- Considera las funciones f yg:R——>R definidas por g(x)z—xZ y

f(x)=3-x°

a) [1 punto] Calcula la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa

x =1y comprueba que también es tangente a la grafica de g. Determina el punto de tangencia
con la grafica de g.

b) [0°75 puntos] Esboza el recinto limitado por la rectay =4-2x y las gréficas de f y g.
Calcula todos los puntos de corte entre las graficas (y la recta).

c) [0°75 punto] Calcula el &rea del recinto descrito en el apartado anterior.

a) La ecuacion de la recta tangente afenx =1es y—f (1) = f (1)(x-1)
f(x)=3-x"= f (x) =-2x

f(1)=3-1=2
(1)=3 }:y—2:—2(x—1):>y—2:—2x+2:>m

f(1)=-2

Para que sea tangente a la funcion g debemos buscar el punto de la grafica de g que tiene
derivada igual a —2.
x? 2X X

g(x):—jzg (X)Z—T:_E :_52_2:—X:—4:>X=4

9°(x)=-2
Calculamos la recta tangente a la grafica de g en x = 4 y comprobamos si es igual a la recta
tangente obtenida anteriormente.

La ecuacion de la recta tangente agenx =4 es y—g(4) =g '(4)(x—4)

0°(0=-2=09 =2

42
4=—2 -4
g(4)=-7

Como se comprueba las rectas tangentes a f en x =1 y a g en x = 4 son iguales.

=y-(-4)=-2(x-4)= y+4:—2x+8:>m

b) Hallamos los puntos de corte de la recta con cada una de las funciones.
f(x)=3-x°

= - 2Xx+4=3-X*=>x*-2x+1=0=>
y=-2Xx+4

~(2)£y(-2) 401 2240 _,
2(1) 2
La funcidn f(x) solo corta a la recta tangente en x = 1

= X=

2

X
Q(X)I—Z

2
x4 4= 8x+16=-x? = x> —8X+16=0=>

y=-2x+4

~(-8)+(-8) -4(1)(16) 820 _,

2(1) 2

= X=
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c)

La funcién g(x) solo corta a la recta tangente en x = 4

2
f(x)=g(x)=3-x =—XZ:>12—4X2:—X2:—3X2=—12:>X2 h—x =42

Las funciones f(x) y g(x) solo coincidenenx =-2yenx =2

Dibujamos la gréfica de las funciones y la recta tangente realizando previamente una tabla

de valores entre -2 y 4.

X2

X |9 ==

-2 -1 ANY
° [
—0,25 flx)=3-¥ .

y=-2x+4

N)=-"

13 , (4,4)

|
N
|
N
g

X

0 4
1 2
2 0
3 2
4 4

Observando el dibujo del recinto este es pequefio y nos debe salir un area de
aproximadamente 1 unidad cuadrada.
Lo dividimos en dos partes, calculamos el area de cada parte y las sumamos para obtener el
area total.
El area del recinto azul es una integral definida entre 1 y 2 de la funcién y = —2x+4 menos
f(x)=3-x°.

2

Area azul :T—2x+4—(3—x2)dx:.|2.—2x+4—3+ xzdx:jx2 —2Xx+1dx =
1 1 1

3 2 3 3
B S I KA B E L :§—4+2—l+1—lzz—2:lu2
3 3 3 3 3 3 3
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El &rea del recinto rosa es una integral definida entre 2 y 4 de la funciéon y = —2x+4 menos
2

X
g(x)= 7

) 4 X2 4 X2 4.2 X3 4
Area rosazj—2x+4—(——jdx:j—2x+4+—dx:J——2x+4dx:{——x2+4x} =
2 4 2 4 2 4 12

2

3 3
Y a2 4]0 gp16-8 45204 8 _ 2
12 12 12 12 12 12 3

El 4rea total es 1+z=1u2.
3 3
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Ejercicio 3.-

a) [1,5 puntos] Justifica que es posible hacer un pago de 34,50 euros cumpliendo las
siguientes restricciones:

= utilizando Unicamente monedas de 50 céntimos de euro, de 1 euro y de 2 euros;

= se tienen que utilizar exactamente un total de 30 monedas;

= tiene que haber igual nimero de monedas de 1 euro como de 50 céntimos y 2 euros juntas.
¢De cuantas maneras y con cuantas monedas de cada tipo se puede hacer el pago?

b) [1 punto] Si se redondea la cantidad a pagar a 35 euros, justifica si es posible o no seguir
haciendo el pago bajo las mismas condiciones que en el apartado anterior.

a) Llamemos x = nimero de monedas de 50 cts, y = n° de monedas de 1 euro, z = n® monedas

de 2 euros.
Obtenemos las ecuaciones correspondientes a las condiciones ofrecidas en el ejercicio.

“se tienen que utilizar exactamente un total de 30 monedas” > x+y+z =30

“tiene que haber igual nimero de monedas de 1 euro como de 50 céntimos y 2 euros
juntas” > y=x+z

“hacer un pago de 34,50 euros” - 0,5x+y+2z=34,5

Formamos un sistema con las tres ecuaciones y lo resolvemos.

X+y+2=30 X+y+2=30

0,5x+y+2z2=34,5,=

Para no manejar decimales
= X+2y+471=69;=

multiplico por 2 la 22 ecuacion

y=X+12 —-X+y-z=0
Ecuacion 3% + Ecuacion 12
X 4y -z =0 X+y+z=30
=1« by 4z =30 = X+2y+47=69,=
2y = 30— Nueva ecuacion 32 2y =30
Ecuacion 22 — Ecuacion 12 20
X 42y +47 =69 X+y+z=
=1 _x Yy -z =-30 = y+3z=39;=
y +3z =39 — Nuevaecuacién 2¢| |[Y=1°

X+15+z=30 X+z=15 X+z2=15
= = = = X+8=15=|x=7
15+3z :39} 3z :24} }

Solo hay una forma de conseguirlo, con 7 monedas de 50 cts, 15 de 1 euro y 8 de 2 euros.

b) Cambiamos la ecuacion correspondiente y volvemos a resolver.
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X+y+2=30

0,5x+y+2z=35; = . ., > X+2y+4z=70; =
multiplico por 2 la 22 ecuacion

X+y+2=30 . .
{Para no manejar decimales }
y=X+12 -X+y-z=0

Ecuacion 32 + Ecuacion 12
X 4y -7 =0 X+Yy+z=30
=1« by 47 =30 = X+2y+4z=70;=
2y =30— Nueva ecuacion 32 2y =30
Ecuacion 22 — Ecuacion 12 30
X +2y +4z =70 X+y+z=
=14 Ly -z =30 = y+3z=40;=
y +3z =40 — Nuevaecuacion22| |[Y=19
X+2z=15
x+15+2=30 :>X+Z:l5 = 25 :>x+§—15:>x—15—§:> x—Q
15+3z2=40 32=25 z:? 3 3

No es posible, pues la solucion da un nimero decimal de monedas de 50 cts y de 2 euros.
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Ejercicio 4.- Considera el punto P(2,-1, 3) y el plano Tt de ecuacién 3x+2y+z=5.

a) [1,75 puntos] Calcula el punto simétrico de P respecto de Tt.
b) [0,75 puntos] Calcula la distancia de P a .

a) Para obtener las coordenadas del punto P’ simétrico de P respecto de un plano ©
seguiremos el procedimiento descrito en el dibujo.

+P

¥ M

i I

rE

Hallamos la recta r perpendicular al plano 3x+2y+z =5 y que pasa por P. Por ser
perpendicular el vector director de la recta es el vector normal del plano.

— - X=2+3t
v, =n=(3,21)
T=3X+2y+2=5=> =>r=y=-1+2t
P(2,-13)ex
Z=3+t

Hallamos el punto M de corte de recta y plano.

T=3X+2y+2=5

X=2+3t
=3(2+3t)+2(-1+2t)+3+t=5=6+9t-2+4t+3+t=5=
r=y=-1+2t
z=3+t
X=2+3 1 =2—§=1—1
7 7 7
:>14t:—2:>t:_—2:—1:>y=—1+2 1 :—l—z:—g =M E—g§
14 7 7 7 7 7 77
1 20
7=3——=—
7 7

Llamemos a las coordenadas del punto P"(a,b,c). El punto M es el punto medio del
segmento PP” por lo que se cumple:
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P(2,-13) M(E,_g,@j:(2’—113)+(a1b,0):>
7T 177 2
P'(a,b,c)
:,2(2&2):(2,_1,3)+(a,b,c) [%,—g,%—(z, 13)=(ab,c)=
=(a,h, ):(g_EBJ
7T 7 7
El punto P” tiene coordenadas (ﬁ,_l_l,gj
7T 7 7

b) La distancia de P al plano & es el médulo del vector PM .

(-3 B335

La distancia es
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