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BAREMO DEL EXAMEN:

Se elegira solo UNA de las dos OPCIONES, A 0 B, y se han de hacer los tres problemas de esa opcidn.
Cada problema se valorara de 0 a 10 puntos y la nota final sera la media aritmética de los tres.

Se permite el uso de calculadoras siempre que no sean graficas o programables y que no puedan realizar
calculo simbdlico ni almacenar texto o formulas en memoria. Se utilice o no la calculadora, los resultados
analiticos, numéricos y graficos deberan estar siempre debidamente justificados.

OPCION A

Todas las respuestas han de estar debidamente razonadas.

Problema 1. Una empresa produce dos tipos de cerveza artesanal, A y B. La demanda minima de
cerveza tipo A es de 200 litros diarios. La produccién de cerveza tipo B es al menos el doble que la
de tipo A. La infraestructura de la empresa no permite producir en total mas de 900 litros diarios de
cerveza. Los beneficios que obtiene por litro de Ay B son 2 y 2,5 euros, respectivamente. ;Cuantos
litros diarios se han de producir de cada tipo para maximizar el beneficio? ;Cual es dicho beneficio
maximo?

Problema 2. Dada la funcion f (x)=x*—2x*+x, se pide:

a) Su dominio y puntos de corte con los ejes coordenados.

b) Intervalos de crecimiento y decrecimiento.

¢) Maximos y minimos locales.

d) Representacion grafica.

e) A partir de los resultados obtenidos en los apartados anteriores, razona en qué puntos la

funcion g(x)=(x—2)’ —2(x—2)" +x—2 tiene un maximo y un minimo local.

Problema 3. Imagina cinco sillas alineadas 1, 2, 3, 4, 5y que un individuo esta sentado inicialmente
en la silla central (nimero 3). Se lanza una moneda al aire y, si el resultado es cara, se desplaza a la
silla situada a su derecha, mientras que si el resultado es cruz, se desplaza a la situada a su izquierda.
Se realizan sucesivos lanzamientos (y los cambios de silla consecutivos correspondientes) teniendo
en cuenta que si tras alguno de ellos llega a sentarse en alguna de las sillas de los extremos (1 o0 5),
permanecera sentado en ella con independencia de los resultados de los lanzamientos posteriores. Se
pide:
a) Dibujar el diagrama de arbol para cuatro lanzamientos de moneda.
b) La probabilidad de que tras los tres primeros lanzamientos esté sentado de nuevo en la silla
central (3).
c) La probabilidad de que tras los tres primeros lanzamientos esté sentado en alguna de las sillas
de los extremos (1 0 5).
d) La probabilidad de que tras los cuatro primeros lanzamientos esté sentado en alguna de las
sillas de los extremos (1 0 5).

1de 13



PAU Junio 2017 Matemadticas aplicadas a las CC. SS. Il en Valencia Juan Antonio Martinez Garcia

OPCION B
Todas las respuestas han de estar debidamente razonadas.

Problema 1. Determina las matrices X e Y que satisfacen las relaciones siguientes:

X+2Y=A"+B
X -Y =AB
donde A' representa la matriz traspuesta de A y las matrices A y B son
-1 -2 4 4 -2 0
A=2 3 0jyB=|1 2 1].
1 0 2 3 1 0

Problema 2. Un analista pronostica que el beneficio B(x) en miles de euros de cierto fondo de
inversion, donde x representa la cantidad invertida en miles de euros, viene dado por la siguiente
expresion:

-0,01x* +0,09x +0,1 0<x<8

B(x)= -
()=11.26 X 10,02 X>8
X -1

a) Estudia la continuidad de B(x).

b) Calcula los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

c) ¢Qué capital, en euros, conviene invertir en este fondo para maximizar el beneficio? ¢Cual
sera dicho beneficio maximo?

d) Si se invierte un capital muy elevado, ¢cual seria como minimo su beneficio? ¢Por qué?

Problema 3. Una compafiia de transporte interurbano cubre el desplazamiento a tres municipios
distintos. EI 35% de los recorridos diarios realizados por los autobuses de esta compafiia corresponden
al destino 1, el 20% al destino 2 y el 45% al destino 3. Se sabe que la probabilidad de que, diariamente,
un recorrido de autobds sufra un retraso es del 2%, 5% y 3% para cada uno de los destinos 1, 2y 3,
respectivamente.
a) ¢Qué porcentaje de los recorridos diarios de esta compariia llegan con puntualidad a su destino?
b) ¢Cual es la probabilidad de que un recorrido seleccionado al azar corresponda al destino 2 y
haya experimentado un retraso?
c) Si seleccionamos un recorrido al azar y resulta que sufrié un retraso, ¢cual era el destino mas
probable de dicho recorrido?
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OPCION A

Problema 1. Una empresa produce dos tipos de cerveza artesanal, A y B. La demanda minima de
cerveza tipo A es de 200 litros diarios. La produccién de cerveza tipo B es al menos el doble que la
de tipo A. La infraestructura de la empresa no permite producir en total mas de 900 litros diarios de
cerveza. Los beneficios que obtiene por litro de Ay B son 2 y 2,5 euros, respectivamente. ;Cuéntos
litros diarios se han de producir de cada tipo para maximizar el beneficio? ¢Cuél es dicho beneficio
maximo?

Llamamos x = litros diarios de cerveza del tipo A e y = litros diarios de cerveza del tipo B.
Los datos del problema proporcionan las siguientes restricciones:

“La demanda minima de cerveza tipo A es de 200 litros diarios” = x> 200

“La produccion de cerveza tipo B es al menos el doble que la de tipo A” =2 y > 2X

“La infraestructura de la empresa no permite producir en total mas de 900 litros diarios de
cerveza” 2 X+ Yy <900

Como las variables x e y representan litros deben ser mayores o iguales a cero > x>0; y>0
El beneficio viene dado por la funcion: B(x,y)=2x+2.5y
El problema a resolver es:

x> 200
.. . . y > 2x
Maximizar B(x,y)=2x+2.5y sometido a las restricciones
X+Yy <900
x>0;,y>0
Dibujamos las rectas que delimitan la region factible.
x =200
0 I
x=200| vy
06} .\‘+.1- o gm
P(250,600)
0 x =200 /
09 v=2x
900 0
x>0;y>0
Primer -50 5 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600 630 700 750 800 830 9
cuadrante
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x> 200
. y =2x g . g :
Como las restricciones son la region factible es la region del primer cuadrante
X+Yy <900
x>0;y>0

situada a la derecha de la recta vertical, por encima de la recta azul y por debajo de la recta
verde. Comprobamos que el punto P(250, 600) perteneciente a esta region cumple las
restricciones.

250> 200

600 > 2-250
250+ 600 <900
250>0; 600>0

iSe cumplen todas!

Coloreamos la region factible en el siguiente dibujo.

..... 7504+ 1 +y= 900 - /
B(200,700)
700
)
)
650 :
’ k
600 . C(300,600) .
.4
Region factible --"!'a V4
550 4
' 4
560 -
P/
450 ol
i/
400 /----4(200,400)
350
300
y=2x
250
200
150
100 X = 200
50
D 50 100 130 2J0 250 300 350 400 450

Valoramos la funcion beneficio B(x, y) =2x+2.5y en cada uno de los veértices en busca del
valor maximo.

A(200,400) - B(200,400) = 2-200+2.5-400 =1400
B(200,700) - B(200,700)=2:-200+2.5-700=2150 jMaximo!
C(300,600) - B(300,600) = 2-300+2.5-600 = 2100

El maximo beneficio tiene un valor de 2150 € y se obtiene con la produccion diaria de 200 litros
de cerveza del tipo Ay 700 litros del tipo B.
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Problema 2. Dada la funcién f (x)=x>—2x*+x, se pide:

a) Su dominio y puntos de corte con los ejes coordenados.

b) Intervalos de crecimiento y decrecimiento.

¢) Méximos y minimos locales.

d) Representacion gréafica.

e) A partir de los resultados obtenidos en los apartados anteriores, razona en qué puntos la funcion

g(x):(x—z)3 —2(x—2)2 +X—2 tiene un maximo y un minimo local.

a) Al ser una funcion polindmica su dominio son todos los nimeros reales.

Puntos de corte con el eje OX (y=0)
f(x)=x>-2x*+x

y=0

Xx=0

=x-2x+x=0=> x(x2—2x+1):0:> ,
X =2X+1=0—>

2+./(-2)° - 411
e J(=2) _240_,

2 2

Los puntos de corte con el eje OX son A(0, 0) y B(1, 0).

Puntos de corte con el eje OY (x=0)
f(0)=0°-2:0+0=0
El punto de corte con el eje OY es A(0, 0).

b) La derivada de la funciénes f (x) =3x* —4x+1. Buscamos cuando se anula (puntos criticos).

2 4+2_1
4+.|(-4Y -4(3)(1 had
f(x)=0=3x*—4x+1=0=x= \/( ) ()():412: 6
2-3 6 4_221
6 3

Estudiamos el signo de la derivada antes, entre y después de estos dos valores.

e Enelintervalo (—oo,%) tomamos x = 0y la derivada vale f’(0)=3-0°-4-0+1=1>0.
., 1
La funcién crece en (—00,5).
e Enelintervalo (%1} tomamos x = 0.5 y la derivada vale

f(0.5) =3-0.5*-4-05+1=-0.25<0. La funcion decrece en (%1} .

e Enelintervalo (1,+0) tomamos x = 2y la derivada vale f’(2)=3.2-4-2+1=5>0.La
funcion crece en (1,+).

La funcidn crece en (—oo,%ju(l, +oo) y decrece en (%1} :
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c) Con el estudio de los intervalos de crecimiento y decrecimiento realizado en el apartado anterior
podemos decir que la funcion sigue el esquema siguiente.

N

.

La funcién presenta un maximo relativo en x == y un minimo relativo en x = 1.
3
1) (1Y (1Y 1 4 s s -
Como f|=|=|=| -2|=| +===y f(1)=1"-2-1"+1=0 las coordenadas del maximo
3 3 3 3 27

relativo son (%%j y las del minimo relativo son (1,0).

d) Determinamos una tabla de valores y representamos la grafica de la funcion.

2
)

x | f(x)=x>-2x*+x
0 0
1/3 4127
1/2 1/8 , flx)=x
1 0
2 2

jMdximo!

r

[Minimo!

]

e) La funcion g(x)=(x—2)’~2(x~2)" +x—2 tiene los mismos valores que la funcién

f (x)=x°—2x*+x pero desplazados dos unidades a la derecha. Es decir g(x)= f (x—2).

g(2)=f(2-2)=f(0).
La funcion f(x) tiene un maximo en x = 1/3 y un minimo en x = 1. La funcién g(x) tiene un maximo

en x:%+2:§ yun minimo en x=1+2=3.
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Problema 3. Imagina cinco sillas alineadas 1, 2, 3, 4, 5 y que un individuo esta sentado inicialmente
en la silla central (nGmero 3). Se lanza una moneda al aire y, si el resultado es cara, se desplaza a la
silla situada a su derecha, mientras que si el resultado es cruz, se desplaza a la situada a su izquierda.
Se realizan sucesivos lanzamientos (y los cambios de silla consecutivos correspondientes) teniendo
en cuenta que si tras alguno de ellos llega a sentarse en alguna de las sillas de los extremos (1 o0 5),
permanecera sentado en ella con independencia de los resultados de los lanzamientos posteriores. Se

pide:

a) Dibujar el diagrama de arbol para cuatro lanzamientos de moneda.
b) La probabilidad de que tras los tres primeros lanzamientos esté sentado de nuevo en la silla

central (3).

c) La probabilidad de que tras los tres primeros lanzamientos esté sentado en alguna de las sillas de

los extremos (1 0 5).

d) La probabilidad de que tras los cuatro primeros lanzamientos esté sentado en alguna de las sillas

de los extremos (1 o 5).

a)
Cara-sillas
Silla 5 Silla 5
P(S5) = 0.5
m Cara-sillas
Cara-sillad
Cara-silla4d P(S5)=0.5
P(S4) = 0.5 ara-siia
P(S4) = 0.5 Cruz-silla3
Cruz-silla3 P(S3)=0.5
P(S3)=0.5 Cara-silla3
Cruz-silla2 P(S3)=0.5
P(S2)=0.5 Cruz-sillal
P(S1)=0.5
Cara-sillas
Cara-silla4d P(S5)=0.5
P(S4) = 0.5 Cara-silla3
Cara-silla3 P(S3)=0.5
P(S3)=0.5 Cara-silla3
T Cruz - silla 2 < P(S3)=0.5
Cruz -Silla2
P(S2)=0.5 Cruz -silla 1
P(S2) = 0.5 ruz-stia
P(S1)=0.5
Cruz-sillal _ _
Silla 1 Silla 1
P(S1)=0.5

b) Observando el diagrama de arbol vemos que no es posible. Con tres lanzamientos o estas en la

sillal,2,405.

c) Vemos que ocurre de dos formas distintas tras los dos primeros lanzamientos.

P (Sentadoextremos) = P(S4)P(S5)+P(S2)P(S1)=0.5-0.5+0.5-0.5=0.5
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d) Observando el diagrama de arbol vemos que puede pasar tras los dos primeros lanzamientos o
tras los primeros cuatro lanzamientos.

P (Sentadoextremos) = P(S4)P(S5)+P(S2)P(S1)+P(S4)P(S3)P(S4)P(S5)+
+P(S4)P(S3)P(S2)P(S1)+P(S2)P(S3)P(S4)P(S5)+P(S2)P(S3)P(S2)P(S1)=

3

=2-0.5-0.5+4-0.5-0.5-0.5:0.5= i 0.75
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OPCION B

Problema 1. Determina las matrices X e Y que satisfacen las relaciones siguientes:

X+2Y=A"+B
X-Y =AB
donde A' representa la matriz traspuesta de A y las matrices A y B son
-1 -2 4 4 -2 0
A=2 3 0jyB=|1 2 1].
1 0 2 3 1 0

Resolvemos el sistema matricial.

X+2Y=A'+B :>X+2Y:A‘+B
X-Y=AB X =Y+ AB

}:>Y+AB+2Y:At+B:>3Y:At+B—AB:>

=Y =%[At+B—AB]:» X :%[A‘+B—AB]+AB:%[A%B}—%AB+AB:>

= X =%[A‘+B]+§AB=%[N+B+2AB]

Sustituimos las matrices y realizamos las operaciones indicadas para obtener X e Y.

-1 21 4 -2 0 3 0
A+B=-2 3 0[+|/1 2 1|=|-1 5
4 0 2 3 1 0 7 1

1 -2 4\(4 -2 0\ (-4-2+412 2-4+4 0-2+0 6 2 -2
AB=|2 3 0|1 2 1|=| 843+0 —4+6+0 0+3+0|=[11 2 3
1 0 2/l3 1 0 44046 —2+0+2 0+0+0) (10 0 O
. l301 6 2 -2 1154—3 5 4/3 -1
X=§[AI+B+2AB]=g 1 5 1|+2/11 2 3 -3 21 9 7 1|=|7 3 7/3
7 1 2 10 0 0 27 1 2 9 1/3 2/3
. 1‘301 6 2 -2 1—3—23
Y=—[A‘+B—AB]=— 15 1|-[11 2 3 ||==|-12 3 =2
3 3 3
(7 12)100 0 3 1 2
1 —2/3 1
Y=|-4 1 -2/3
1 1/3 2/3
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Problema 2. Un analista pronostica que el beneficio B(x) en miles de euros de cierto fondo de
inversion, donde x representa la cantidad invertida en miles de euros, viene dado por la siguiente
expresion:

-0,01x* +0,09x +0,1 0<x<8

B(x)= X

1,26 5—+0,02 X>8
X -1

a) Estudia la continuidad de B(x).

b) Calcula los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

c) ¢Que capital, en euros, conviene invertir en este fondo para maximizar el beneficio? ;Cual serd
dicho beneficio maximo?

d) Si se invierte un capital muy elevado, ¢cual seria como minimo su beneficio? ;Por qué?

a) La funcion en el intervalo (0,8) es B(x)=-0,01x*+0,09x+0,1. Como es una funcién
polinébmica es continua.

X
—
x =-1yx =1, pero no estan incluidos en el intervalo, por lo que la funcion es continua.
Estudiamos la continuidad en el cambio de definicion: x = 8.

e Existe B(8)=-0,01-8%+0,09-8+0,1=0,18.
e Existe lim B(x)=lim—0,01x* +0,09x+0,1=-0,01-8” +0,09-8+0,1=0,18

La funcion en el intervalo (8,+x) es B(x)=1,26

1 +0,02 . El denominador se anula en

X—8" X—8"
e Existe limB(x)=lim1,26—"+0,02=126 > +0,02=0,18
x—8" x—8" X =1 8°-1
e Lostres valores son iguales: B(8)= lim B(x)= lim B(x)=0,18.
X—8" x—8"
La funcién es continua en x = 8.
La funcién es continua en su dominio de definicién (O,+oo)
b) Determinamos la derivada de la funcion.
—0,02x+0,09 0<x<8
“(x) = 1-(x*-1)—x-2x 2_1_9y2 2
B(X)=11 26 (X~ 126X 12K 1 s XL g

(x? —1)2 (x? —1)2 (x? —1)2

Igualamos a cero la derivada en busca de puntos criticos.

—0,02x+0,09:0—>x:w:4,5 0<x<8
) 0,02
B (x)=0= 21 ) ) _
1,26 >=0—>-Xx"-1=0—>x =-1->x=+/-1=Noexiste x>8

(-1)
En el intervalo (0,8) tenemos un punto critico: x = 4,5, estudiamos el signo de la derivada antes

y después de este valor.
e Enelintervalo (0, 4,5) tomamos x = 1y la derivada vale

B"(1)=-0,021+0,09=0,07 > 0. La funcién crece en (0, 4,5).
e Enelintervalo (4,5, 8) tomamos x = 6y la derivada vale
B"(6)=-0,02-6+0,09=-0,03<0. La funcién decrece en (4,5, 8).
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2

Enelintervalo (8,+c) la derivadaes B"(x)=1, 26% que siempre es negativa, por lo que
X° =1

la funcion decrece.
X2>0=-x*<0=-x*-1<0

(x2 —1)2 >0

2
}: B (x)=126—% "L 50

(x*-1)
Resumiendo: La funcion crece en (0, 4,5) y decrece en (4,5, + ).

c) Segun el estudio del apartado anterior la funcion beneficio sigue el esquema siguiente.

—————+—
8

-]

5 6 9 10 11 12

0 4,5
La funcidn tiene un maximo absoluto en x = 4,5.
Como B(4,5)=-0,01-4,5° +0,09-4,5+0,1=0.3025 podemos afirmar que el maximo es el
punto de coordenadas (4,5, 0,3025).
Se obtiene un maximo beneficio de 302,5 € invirtiendo 4500 €.

d) Calculamos el limite del beneficio cuando la inversion se hace muy grande.

lim B(x) = lim1,26—*— +0,02= lim 1,26 +0,02= lim 1,26 = +0,02 =

X—>+00 X—>+o0 X2 -1 X—>+0 X X—>+00 X

:1,26£+0,02:1,26-0+0,02:0,02
Q0

El beneficio va decreciendo conforme se invierte mas dinero, pero nunca desciende por debajo
de 20 €.
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Problema 3. Una compafiia de transporte interurbano cubre el desplazamiento a tres municipios
distintos. EI 35% de los recorridos diarios realizados por los autobuses de esta compafiia corresponden
al destino 1, el 20% al destino 2 y el 45% al destino 3. Se sabe que la probabilidad de que, diariamente,
un recorrido de autobus sufra un retraso es del 2%, 5% y 3% para cada uno de los destinos 1, 2y 3,
respectivamente.

a) ¢Que porcentaje de los recorridos diarios de esta compafiia llegan con puntualidad a su destino?
b) ¢Cuél es la probabilidad de que un recorrido seleccionado al azar corresponda al destino 2 y haya
experimentado un retraso?

c) Si seleccionamos un recorrido al azar y resulta que sufrié un retraso, ;cudl era el destino mas
probable de dicho recorrido?

Consideramos los siguientes sucesos:
D1 = autobls al destino 1 D2 = autobus al destino 2 D3 = autobds al destino 3
R = el autobus sufre retraso RC = el autobus no sufre retraso
Realizamos un diagrama de arbol de la eleccion al azar de un recorrido del autobus y la llegada
con retraso 0 no.

Llega con retraso

P(R/D1) = 0.02

Destino 1

P(D1) = 0.35
No llega con retraso

P(R¢/D1) = 0.98

Llega con retraso
. P(R/D2) = 0.05
3 destinos y los Destino 2

retrasos P(D2) = 0.20
No llega con retraso

P(RS/D2) = 0.95

Llega con retraso

P(R/D3) = 0.03
Destino 3

P(D3) = 0.45
No llega con retraso

P(R/D3) = 0.97

a) El porcentaje de recorridos que llegan con puntualidad estara entre el 95% del destino 2 y el 98%
del destino 1. Hallamos con mayor exactitud este porcentaje realizando una media ponderada.

35-98+20-95+45-97
100

=96.95

El porcentaje de los recorridos diarios de esta compafiia que llegan con puntualidad a su destino
es del 96.95%.
También se puede resolver aplicando el teorema de la probabilidad total.
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P(R®)=P(D1)P(R®/D1)+P(D2)P(R°/D2)+P(D3)P(R°/D3)=

=0.35-0.98+0.20-0.95+0.45-0.97 = 0.9695

b) Nos piden calcular P(D2NR).
P(D2nR)=P(D2)P(R/D2)=0.20-0.05=0.01

c) Calculamos P(D1/R); P(D2/R); P(D3/R). Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el
teorema de Bayes.

P(D1nR) P(D1)P(R/D1) 0.35.0.02 14

P(D1/R)= = = =—=0.2295
( ) P(R) 1-P(R%) 1-0.9695 61
p(D2/R)— P(D2nR) _P(D2)P(R/D2) 0.20-0.05 _20_ 13979
P(R) 1-P(R%) 1-0.9695 61
P(D3/R) - P(D3nR) P(D3)P(R/D3) 0.45-0.03 _27 _ 54426 Mayor!
P(R) 1-P(R%) 1-0.9695 61

Es mas probable que el autobus que llegue con retraso haya hecho el recorrido con destino 3.
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