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OPTATIVIDAD: CADA ESTUDIANTE DEBERA ESCOGER TRES PROBLEMAS Y UNA
CUESTION Y DESARROLLARLOS COMPLETOS.

CRITERIOS GENERALES DE EVALUACION

Cada problema se puntuara sobre un maximo de 3 puntos. Cada cuestién se puntuara sobre un maximo
de 1 punto. Salvo que se especifique lo contrario, los apartados que figuran en los distintos problemas
son equipuntuables. La calificacidn final se obtiene sumando las puntuaciones de los tres problemas y
la cuestion realizados. Deben figurar explicitamente las operaciones no triviales, de modo que puedan
reconstruirse la argumentacion légica y los calculos efectuados.

CALCULADORA: Podran usarse calculadoras no programables, que no admitan memoria para texto
ni para resolucion de ecuaciones, ni para resolucion de integrales, ni para representaciones graficas.

Problemas (a elegir tres)

P1.

Una ONG organiza un convoy de ayuda humanitaria con un maximo de 27 camiones para llevar
agua potable y medicinas a una zona devastada por unas inundaciones. Para agua potable dedica un
minimo de 12 camiones y para medicinas debe dedicar un nimero de camiones mayor o igual que
la mitad del nimero de camiones dedicados a llevar agua. Enviar un camion con agua potable tiene
un coste de 9000 euros, mientras que el coste para un camion de medicinas es de 6000 euros.
Calcular, utilizando técnicas de programacion lineal, como debe organizarse el convoy para que su
coste sea minimo ¢Cuanto es el coste de la solucion 6ptima?

P2.
Se considera el sistema de ecuaciones lineales, en funcion del parametro a:

X+y—-z=a
ax+2y—-z=3a
2X+ay—z="6
a) Clasificar el sistema segun su namero de soluciones para los distintos valores de a.
b) Resolver el sistema para a = 2.

P3.
Una cadena local de TV ha determinado, por medio de encuestas, que el porcentaje de ciudadanos que
la ven entre las 6 de la tarde y las 12 de la noche viene dado por la funcion
S(t)=660—231t +27t* —t°
donde t indica las horas transcurridas desde las 12 en punto de la mafana.

a) ¢A qué hora tiene méaxima y minima audiencia la cadena entre las 6 de la tarde y las 12 de la noche?
¢Qué porcentaje de ciudadanos ven la cadena de TV a esas horas de maxima y minima audiencia?

b) Dibujar la gréafica de la funcién S(t) para t comprendido entre las 6 de la tarde y las 12 de la noche.
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P4.

Consideremos la funcion
3x-1 Six<2
f(x)=42x+71
4x+7

a) Aplicar el concepto de limite para estudiar si la funcion es continua.
b) Calcular el area limitada por la funcion f(x) y el eje de abscisas en el intervalo [0, 2], dibujando el
recinto correspondiente.

X>2

P5.

El tiempo que un autobus urbano tarda en realizar su ruta se ajusta a una distribucién normal con
media de 24 minutos y desviacion tipica de 8 minutos. Si cada dia el autobus realiza 40 veces su
ruta:

a) Calcular la probabilidad de que en un dia el tiempo medio de las 40 rutas esté entre 22 y 27
minutos.

b) Calcular la probabilidad de que el autobus emplee méas de 1080 minutos en total cada dia para
realizar su ruta esas 40 veces.

P6.

a) En oposiciones de afios anteriores se ha comprobado que el porcentaje de opositores que aprueban el
primer examen es el 40% de los presentados. Tomando una muestra de 50 opositores presentados al primer
examen en el afio en curso, calcula, utilizando la distribucion normal asociada, la probabilidad de que el
porcentaje de opositores de esa muestra que aprueban el primer examen esté entre el 35% y el 45%.

b) Una vez realizado el examen de esta convocatoria, y con el fin de publicar un avance de resultados, se
toma una muestra aleatoria de 100 opositores y se comprueba que 55 de ellos han aprobado el primer
examen. Determinar un intervalo de confianza del 90 % para el parametro proporcién de opositores que,
en esta convocatoria, aprueban el primer examen.

Cuestiones (a elegir una)

Cl.

1
Se consideran las matrices A= (—2 1) y B =£ 3) Calcular, cuando sea posible, los productos

matriciales AB y BA.

C2.

Calcular el rea limitada por la funcion y = x* y el eje OX entre los puntos x = -1y x = 2.

Cs3.

La ficha técnica del estudio social La vida en la Frontera con Portugal indica que se ha encuestado
a 4450 individuos mayores de 14 afios, residentes en Castilla y Ledn que viven a menos de 25 km
de la frontera con Portugal. La muestra se ha tomado de manera estratificada, con muestreo aleatorio
simple en cada estrato. El error de estimacion de la proporcion de individuos de la poblacién
satisfechos con su zona de residencia es de +1.4 % fijada una confianza del 95 %.

Para esta ficha técnica, identificar los siguientes elementos: Poblacion, disefio muestral, tamafio
muestral, parametro estimado.
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SOLUCIONES

P1.

Una ONG organiza un convoy de ayuda humanitaria con un maximo de 27 camiones para llevar
agua potable y medicinas a una zona devastada por unas inundaciones. Para agua potable dedica un
minimo de 12 camiones y para medicinas debe dedicar un nGmero de camiones mayor o igual que
la mitad del nimero de camiones dedicados a llevar agua. Enviar un camion con agua potable tiene
un coste de 9000 euros, mientras que el coste para un camion de medicinas es de 6000 euros.
Calcular, utilizando técnicas de programacion lineal, como debe organizarse el convoy para que su
coste sea minimo ¢Cuénto es el coste de la solucion dptima?

(Y3

Llamamos “x” al nimero de camiones de agua potable e “y” al nimero de camiones de
medicinas.

Expresamos las restricciones en forma de inecuaciones.

“Una ONG organiza un convoy de ayuda humanitaria con un maximo de 27 camiones” ->
X+y<27

“Para agua potable dedica un minimo de 12 camiones” > x>12

“Para medicinas debe dedicar un nimero de camiones mayor o igual que la mitad del nimero

. . X
de camiones dedicados a llevar agua” > y > 5

“Las cifras de camiones deben ser positivas” > x>0;y>0

Reunimos todas las inecuaciones en un sistema.
X+y<27

X>12

y>>
2

Xx>0;y>0
La funcion objetivo es el coste, que deseamos minimizar:
“Enviar un camion con agua potable tiene un coste de 9000 euros, mientras que el coste para un
camion de medicinas es de 6000 euros™ > C(X, y)=9000x +6000y

Dibujamos la region factible. Empiezo dibujando las rectas que delimitan la region.

X+y=27 x=12 y:g x>0,y>0
y=27-X Recta X |y :g Primer

0 27 vertical o o cuadrante

18 9 181 9

27 0 20| 10
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15
16

5

(SHE

Como las restricciones son:

X+y <27

X>12
X La region factible esta por debajo de la recta roja, a la derecha de la recta azul y por

'=3

x>0;y>0

encima de la recta verde.
Coloreo de rosa la region factible, determino las coordenadas de sus vértices

14 I
- x+y=21/
x =12 -
0 P A | }
¢'(19,9)
‘ A(12,.6) e o
-~ 1 11 P 13 Y 15 15 17 18 | il

Compruebo que el punto P(15, 10) cumple todas las restricciones.
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15+10<27

15>12

105 15 iSe cumplen todas las restricciones! La region factible es correcta.
"2

15>0;10>0
Valoro la funcidn en los tres vértices para determinar el minimo de la funcién coste.

A(12, 6) > C(12,6)=108000+36000 =144000
B(12, 15) » C(12,15) =108000 +90000 =198000
C(18, 6) > C(18,6)=154000+ 36000 =190000

El menor coste se produce en el punto A(12, 6). Significa que se minimiza el coste con 12
camiones de agua y 6 de medicinas, cumpliendo todas las restricciones. Ese minimo coste es de
144000 €.
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P2.

Se considera el sistema de ecuaciones lineales, en funcion del parametro a
X+y—-z=a
ax+2y—-z=3a
2X+ay—z=6

a) Clasificar el sistema seguin su nimero de soluciones para los distintos valores de a.
b) Resolver el sistema para a = 2.

a) Calculo el determinante de la matriz de coeficientes y la igualo a cero.

1 1 -1 1 1 -
A=la 2 -1 :|A|:a 2 -l=-2-2-a’+4+a+a=-a*+2a
2 a -1 2 a —

—a+2:0:>

Distinguimos tres casos diferentes que analizamos por separado.

|A|:0:>—a2+2a:0:>a(—a+2)=0:>{

CASO 1l a#0ya=2
En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, por lo que el rango de la matriz

ampliada A/B también es 3, asi como el nimero de incdgnitas del sistema.
El sistema tiene una solucion unica (COMPATIBLE DETERMINADO).

CASO 2. a=2
X+y—z=2
El sistema queda <2x+2y—z =6, tiene dos ecuaciones iguales, por lo que es equivalente
2X+2y—2=6
al sistema que resulta de quitar la tercera ecuacion. Lo resuelvo y compruebo el nimero de
soluciones:
Ecuacion 22 — 2 - Ecuacion 12
X+y—2=2 2X +2y -1 =6 X+y—-2=2
{2x+2y—z:6:> -2X -2y +2z =-4 j{ z2=2 -
z =2 — Nueva ecuacion 22
Xx=4-t
=SX+Y-2=2=X+y=4=X=4-y=> |y =t
2=2

El sistema tiene infinitas soluciones (COMPATIBLE INDETERMINADO)

CASO 3. a=0
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X+y-z=0

El sistema queda 2y—1z=0 , utilizo el método de Gauss para reducir el sistema a otro

2X —-1=6
equivalente triangular.

Ecuacién 32 — 2 - Ecuacion 12

x;y—z:;) o , _6 x+2y—z=(())
, y_z‘6:’ 2x -2y +2z =0 = Zy_z‘Gj
X 2= -2y +z =6-—> Nueva ecuacion 3? Teyrz=s
Ecuacién 32 + Ecuacion 22 0
-2y +z =6 X+y-z=
= = 2y—z=0 {IMPOSIBLE!
2y -z =0 0-6

0 =6— Nuevaecuacion 32

El sistema no tiene solucion (INCOMPATIBLE)

b) Estéa resuelto en la discusion del sistema. Es un sistema con infinitas soluciones.
x=4-t
Las soluciones son: < y=t  Siendote R
z2=2
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P3.

Una cadena local de TV ha determinado, por medio de encuestas, que el porcentaje de ciudadanos que
la ven entre las 6 de la tarde y las 12 de la noche viene dado por la funcién

S (t) =660— 231t + 27t* —t°
donde t indica las horas transcurridas desde las 12 en punto de la mafana.
a) ¢A qué hora tiene maxima y minima audiencia la cadena entre las 6 de la tarde y las 12de la noche?
¢Qué porcentaje de ciudadanos ven la cadena de TV a esas horas de maxima y minima audiencia?

b) Dibujar la grafica de la funcion S(t) para t comprendido entre las 6 de la tarde y las 12 de la noche.

a) Derivamos la funcion e igualamos a cero para localizar los puntos criticos.

S(t)=660-231t+27t* —t° = S '(t) =—231+54t - 3t°

—54+12 7
54+ ,/542 —4(-3)(-231) _ — =
S(t)=0=-3t*+54t-231=0=>t= J (-3)(-231) _ 54+12 6
—6 -6 —54-12
5 =11

VVemos la evolucion de la funcion antes, entre y despuésdet =7yt =11.

e De 6 a7horastomamost=6.5y laderivada vale
S7(6.5) =—-231+546.5-36.5° =—6.75<0. La funcién decrece en (6, 7)

e De 7 allhorastomamost =8y laderivadavale S (8) =-231+548-38°=9>0. La

funcion crece en (7, 11)
e De 11 a12 horastomamost= 11,5y la derivada vale
$(11,5)=-231+5411,5-3115" =—6.75<0. La funcién decrece en (11, 12)

La funcidn S(t) sigue el siguiente esquema:
6 s B ? w11 12

La funcion decrece en (6,7)(11,12) y crece en (7,11)
La minima audiencia puede ser pasadas 7 horas o pasadas 12 horas. Valoramos la audiencia en
esos dos momentos y decidimos.

S(7)=660-2317+277*-7° =23

S(12) =660-23112+2712° —12° = 48

El menor porcentaje de audiencia se produce pasadas 7 horas, es decir, a las 19 h. Siendo un
porcentaje del 23%.

La maxima audiencia puede ser pasadas 6 horas o pasadas 11 horas. Valoramos la audiencia en
esos dos momentos y decidimos.

S(6)=660—2316+276° —6° =30
S(11) = 66023111+ 27112 ~11° =55

El mayor porcentaje de audiencia se produce pasadas 11 horas, es decir, a las 23 h. Siendo un
porcentaje del 55%.
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b) Tenemos una tabla de valores y como crece o decrece la funcion, asi como los maximos y los

minimos.
S(t)=660-231t + 27t* -t
30
23 Minimo
10 50
11 55 Maximo
12 48
S(£)=660—2317+ 277 —F \

i
h

i
==

Lia
h
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P4.

Consideremos la funcion
3x-1 Six<2
f(x)=42x+71
Ax+7

a) Aplicar el concepto de limite para estudiar si la funcion es continua
b) Calcular el area limitada por la funcion f(x) y el eje de abscisas en el intervalo [0, 2], dibujando el
recinto correspondiente.

> 2

a) La funcién en el intervalo (—o,2]es f(x)=3x—1 que es continua por ser un polinomio.

2X+71 -
- cuyo Unico problema de

Enel intervalo (2,+) es una funcién racional f(x)=

continuidad es cuando se anule el denominador > 4x+7=0= x= —% =-1,75 que no

pertenece al intervalo (2,+). La funcién también es continua en el intervalo (2,+o)

Solo falta comprobar la continuidad en x = 2. Para que sea continua deben coincidir el valor de
la funcion y el valor de los limites laterales.

f(2)=6-1=5

Iinzﬂ f(x):lir?3x—1:5 = f(2)=Ilim f(x)=1lim f(x)=5
x—2~ x—2" X—2 x—>2*

lim f(x)= lim 22X

X2 -2t 4x+7 15

Al ser los tres valores iguales la funcion es continua en x = 2.
La funcion es continuaen R.
b) Enel intervalo [0, 2] la funciénes f(x)=3x-L1.

Vemos si la funcion corta el eje de abscisas.

y=0 1
= 0=3x-1=3x=1=x==¢€[0,2]
f(x)=3x-1 3

El area es la suma del valor absoluto de dos integrales definidas.

Area =

+ +

1/3
_[ 3x—1dx
0

_2[ 3x —1dx
1/3

1/3 2
Jpe-Jlze-
2 0 2 1/3

{88 -o] o304

13

+6-2-=+ +—5:——433u
6 |3

6 3

o3P

1
6
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P5.

El tiempo que un autobus urbano tarda en realizar su ruta se ajusta a una distribucién normal con
media de 24 minutos y desviacion tipica de 8 minutos. Si cada dia el autobus realiza 40 veces su
ruta:

a) Calcular la probabilidad de que en un dia el tiempo medio de las 40 rutas esté entre 22 y27
minutos.

b) Calcular la probabilidad de que el autobls emplee mas de 1080 minutos en total cada dia para
realizar su ruta esas 40 veces.

X = “El tiempo que un autobus urbano tarda en realizar su ruta”. X = N(24, 8)

La distribucién de la media de las 40 rutas X, sigue una distribucion X,, = N (24,%)

a) Nos piden calcular P(22 < Xy < 27)

P(22<X,, <27)

8/40 o 8/440

=P(-158<7<237)=P(Z<237)-P(Z<-158)=P(Z <2.37)-P(Z>158)
=P(Z<2.37)-(1-P(Z <1.58))=0.911-(1-0.9429) =[0.93

{Tipificamos} = P{22_24 SR 27_24}

b) Que la suma de los tiempos sea mas de 1080 minutos es lo mismo que la media sea méas de
1080/40 = 27 minutos.

Nos piden calcular P(X_40 > 27)

oldn  8/40

=1-P(Z < 2.37) =1-0.9911=0.0089

P(X_40 > 27) = {Tipificamos} = P( Xo=# 27_24} =P(2>237)=

000 om 00 0,0z 004 005 0,06

00 | Da00n [UR-TIE ) 05050 05120 05160 05199 05239
0.1 0 5202 05432 04478 05517 D 5557 0 5506 0, 5636
02 | 04793 05832 04371 05910 05948 05957 06026
03| 0g1Ta 06217 0 6255 06293 0,633 0 6368 0, 6406
0.4 | DpA5s54 D.a5a1 06628 06664 06700 06736 06772
0.3 | Dpats 0 Gasn 0 Gess 070149 0, 7054 0, 7088 0.7z
06 | DrisT 0.7za1 07324 07357 0, 7380 0, 7422 0, 7454
0.7 | Drss0 07611 0,764z 07673 0., 7704 07734 0,776

08 | DFest 0.7 0.7eae 07967 0,7995 083023 0.8051
03 | DE15e Dg186 DEz1z 0823 0 2264 02289 0.8315
1.0 02413 [E:2k (EES E-E D, zo0s [IE-3 0, 5554
11 | Da643 0 2665 0 8686 0,870 0,874 0,3748 0,8770
1.2 | Das40 0362 0ages 0,8907 0,8925 03944 0,5962
1.3 | 02032 0,804 09066 09082 0,909 09115 0.9131
09332 0.9236
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0,00 0 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06
D0 | DpODD D509  0.5080 05120 05160  D,5190  D,5230
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P6.

a) En oposiciones de afios anteriores se ha comprobado que el porcentaje de opositores que aprueban el
primer examen es el 40% de los presentados. Tomando una muestra de 50 opositores presentados al primer
examen en el afio en curso, calcula, utilizando la distribucion normal asociada, la probabilidad de que el
porcentaje de opositores de esa muestra que aprueban el primer examen esté entre el 35% y el 45%.

b) Una vez realizado el examen de esta convocatoria, y con el fin de publicar un avance de resultados, se
toma una muestra aleatoria de 100 opositores y se comprueba que 55 de ellos han aprobado el primer
examen. Determinar un intervalo de confianza del 90 % para el parametro proporcién de opositores que,
en esta convocatoria, aprueban el primer examen.

a) El tamafio de la muestra es n = 50 opositores.
La proporcion muestral de aprobados es p =0.40

La media es la proporcion = p=0.4

1-
La desviacion tipica es 0:4/ il . P) = /0;4 =0.069

La distribucion de la proporciénes p=N(0.4, 0.069)

Nos piden calcular P(O.35 <p< 0.45)

P(0.35 < p <0.45) = {Tipificamos} = P[0'35_0'4 _Pu 0-45—0.4]

0069 o  0.069
=P(-0.72572<0.72)=P(Z2 <0.72)-P(Z2 <-0.72) =
=P(2<0.72)-P(Z2 20.72)=P(Z <0.72)-(1-P(Z 0.72)) =

= {miramos en la tabla N(0,1)} = 0.7642—(1-0.7642) =|0.5284

b) El tamafio de la muestra es n = 100 opositores.

La proporcion muestral de aprobados es p = % =0.55

Para un nivel de confianza del 90%

 1.64+1.65

l—a=0.90—>a=0.10—>%=0.05—)l—%=0.95—>ZQ —1.645

Elerrores E=z - fm =1.645- /M =0.08184
s \n 100

El intervalo de confianza es
(p—Error, p+Error) = (0.55-0.08184, 0.5+ 0.08184) = (0.46816, 0.63184)

La proporcion de aprobados esta entre 46.8% y 63.18% para un nivel de confianza del
90%.
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Cuestiones (a elegir una)

C1. (Nameros y algebra)

Se consideran las matrices A:(—2 1) y B =£

matriciales AB y BA.

1
?J . Calcular, cuando sea posible, los productos

1

AB = (-2 1)(_
1><><1—>1><1

C2. (Anélisis)

3]:(—2—3):(—5) BA:(

1 -2 1
Dt
2x|L - x2——>2x2

Calcular el rea limitada por la funcion y = x* y el eje OX entre los puntos x = -1y x = 2.

Es una integral definida con limites de integracion -1y 2. +

j-deX: X_3 2 :2_3_&:§+£:
71 3], 3 3 33

El area es de 3 unidades cuadradas.

3

C3. (Estadistica y probabilidad)

muestral, parametro estimado.

La ficha técnica del estudio social La vida en la Frontera con Portugal indica que se ha encuestado
a 4450 individuos mayores de 14 afios, residentes en Castilla y Ledn que viven a menos de 25 km
de la frontera con Portugal. La muestra se ha tomado de manera estratificada, con muestreo aleatorio
simple en cada estrato. El error de estimacion de la proporcion de individuos de la poblacion
satisfechos con su zona de residencia es de +1.4 % fijada una confianza del 95 %.
Para esta ficha técnica, identificar los siguientes elementos: Poblacion, disefio muestral, tamafio

Poblacion: Individuos mayores de 14 afios, residentes en Castilla y Ledn que viven a menos de

25 km de la frontera con Portugal

Disefio muestral: Muestra estratificada con muestreo aleatorio simple por estratos.

Tamafo muestral: 4450

Parametro estudiado: Proporcion de individuos satisfechos con su zona de residencia.
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