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PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD
UNIVERSIDAD PARA MAYORES DE 25 ANOS Y DE 45 ANOS

VY ~1 2024
DE MURCIA 185—-MATEMATICAS II

OBSERVACIONES IMPORTANTES: Se debe responder a un maximo de 4 cuestiones y no es necesario
hacerlo en el mismo orden en que estan enunciadas. Cada cuestion tiene una puntuacion de 2,5 puntos. Si
se responde a méas de 4 cuestiones, solo se corregiran las 4 primeras, en el orden que haya respondido el
estudiante. Solo se podran usar las tablas estadisticas que se adjuntan. No se podran usar calculadoras
gréaficas ni programables.

1: Considere el siguiente sistema de ecuaciones en funcion del pardmetro a:

X-y+z=1
ax+y+3z=a
X+ay+az=1
a) [0,75 p.] Determine para qué valores de a el sistema es compatible determinado.

b) [1,25 p.] Determine para qué valores de a el sistema es compatible indeterminado. ¢Existe algin valor
de a para el cual el sistema sea incompatible?

¢) [0,5 p.] Resuélvalo paraa = 0.
6 5 1 -3
A= y B= :
el )

a) [1 p.] Compruebe que la matriz A es regular (o invertible) y calcule su matriz inversa.
b) [1,5 p.] Resuelva la ecuacion matricial XA+ B* = A", donde A' denota la matriz traspuesta de A.

2: Considere las matrices

3: Descomponga el nimero 24 como suma de dos nimeros positivos de tal manera que el producto de uno
de ellos por el cubo del otro sea el mayor valor posible. ¢Cual es dicho valor maximo?

4: Considere las funciones f(x):1 =y g(x)= x?, cuya representacion grafica esta esbozada en la
+ X

figura adjunta.

a) [0,75 p.] Calcule los dos puntos de corte de ambas funciones.

b) [1,75 p.] Calcule el area del recinto limitado por ambas curvas.

5: Considere las rectas r y s dadas por las siguientes ecuaciones:
- 2x-y=0
X2 1 y_z+3 y s: y :
2 1 -1 X+2=2

a) [1 p.] Justifique que ambas rectas se cruzan en el espacio.
b) [0,5 p.] Compruebe que el punto del origen O(0,0,0) no esta en ninguna de las dos rectas
c) [1 p.] Calcule la ecuacion de la recta que pasa por el punto del origen y corta a ambas rectas.
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6: Considere los puntos A(-1,2,2), B(1,0,2) y C(—4,5,2).
a) [0,75 p.] Justifique que los tres puntos estan alineados y calcule la ecuacion de la recta que los contiene
(en cualquiera de sus formas).

b) [0,75 p.] Calcule la distancia del punto P(1,1,—1) a dicha recta.

c) [1 p.] Calcule la ecuacidn general (o implicita) del plano que contiene a dicha recta y pasa por el punto
P(11-1)

7: En este ejercicio trabaje con 4 decimales, redondeando el resultado al cuarto decimal si es necesario.
El coeficiente intelectual (Cl) de los individuos de una poblacion sigue una distribucién normal de media
100 y desviacion tipica desconocida s. Se sabe que el 21,19% de ellos tiene un Cl mayor que 110.
a) [0,75 p.] Calcule la probabilidad de que un individuo elegido al azar tenga un CI mayor que 90.
b) [1 p.] Calcule la desviacion tipica de esta distribucién de probabilidad.
¢) [0,75 p.] Calcule la probabilidad de que un individuo elegido al azar tenga un CI menor que 80,625.

8: Se tienen 2 bolsas con el siguiente contenido: la bolsa A tiene 5 bolas blancas y 3 bolas negras; la bolsa
B tiene 2 bolas blancas y 6 bolas negras. Se toma una baraja espafiola de 40 cartas (10 oros, 10 copas,
10 bastos y 10 espadas) y se saca una carta al azar. Si sale oro se saca una bola de la bolsa A; si no sale
oro, se saca una bola de la bolsa B.

a) [0,5 p.] Calcule la probabilidad de que se saque una bola de la bolsa A y la probabilidad de que se
saque una bola de la bolsa B.

b) [1 p.] Calcule la probabilidad de sacar una bola negra.

c) [1 p.] Sabiendo que se ha sacado una bola negra, calcule la probabilidad de que sea de la bolsa B.
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SOLUCIONES

1: Considere el siguiente sistema de ecuaciones en funcién del parametro a:

X-y+z=1
ax+y+3z=a
X+ay+az=1

a) [0,75 p.] Determine para qué valores de a el sistema es compatible determinado.

b) [1,25 p.] Determine para qué valores de a el sistema es compatible indeterminado. ¢Existe algun valor
de a para el cual el sistema sea incompatible?

¢) [0,5 p.] Resuélvalo para a = 0.

Discutimos el sistema y después respondemos a lo planteado en cada apartado.

1 -11
La matriz de coeficientes A asociada al sistema es A=|a 1 3| y la matriz ampliada es
1l a a
1 -1 11
A/lB=|a 1 3 a
1 a al
1 -1 1
El determinante de Aes |Ajl=l]a 1 3=a-3+a’-1+a’-3a=2a’-2a-4.
1 a a
Veamos cuando se anula.
; 143 _2=a
A=05 28° 2040 al—a-2-0m a- MY 74(2) 123 ]
2 =N

Analizamos tres situaciones diferentes.

CASO1l. a=-1lya=#2

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, asi como el de la matriz ampliada
y el nimero de incognitas. El sistema es COMPATIBLE DETERMINADO (tiene una Unica
solucion).

CASO 2. a=-1
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
Estudiamos el rango de A y A/B usando el método de Gauss.

Fila22+ Filal?

/ 1 -1 1 1 11 3 -1

AB=—113—1:>1_111
1 -1 -1 1

0 0O 4 0 — NuevaFila2?
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Fila3*—Fila1?
L 1 1 1 1 -1 1 1
101 1 =0 0 4 0|=
0 0 -2 0 —> NuevaFila3® 00 =20
Fila3i+ = Fila2? —
1 -1 11
-0 0 -2 0 =0 0 40
00 2 O 0 0 0O
0 0 0 00— NuevaFila3® —x

El rango de A es 2 y el de A/B también es 2. Los rangos son iguales a 2, pero menores que el
namero de incdgnitas (3).
El sistema es COMPATIBLE INDETERMINADO (infinitas soluciones).

CASO 3. a=2
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
Estudiamos el rango de A y A/B usando el método de Gauss.
Fila22-2- Filal?
1 -1 11

2 1 3 2
A/B=|2 1 3 2|= 5 2 9 o
1221 0 3 1 0 — NuevaFila?2?
Fila3?—Filal?
1 2 2 1 1 -111
11 1 1 =0 3 1 0|=
0 3 1 0 — NuevaFila3? 0 310
Fila3?—Fila22 — N
03 1 0 1 -1 11
= 0 -3 -1 0 =0 3 10
0 0 0 0-NuevaFilaz| |29 00

A

El rango de A es 2 y el de A/B también es 2. Los rangos son iguales a 2, pero menores que el
namero de incdgnitas (3).
El sistema es COMPATIBLE INDETERMINADO (infinitas soluciones).

a) El sistema es compatible determinado para cualquier valor de a distinto de -1y 2.

b) El sistema es compatible indeterminado para a=-1 y para a=2. No existe ningun valor de

a para el cual el sistema sea incompatible.

¢) Lo resolvemos para a = 0. Sabemos que es compatible determinado (CASO 1).
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X-y+z=1

1-y+z=1 -y+2=0 z=Yy
y+3z=0 ;= = = =>y+3y=0=
<=1 y+3z=0 y+3z=0 y+3z=0

=24y=0=y=0=12z=0

La solucién del sistemaparaa=0esx=1; y=z=0.
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2: Considere las matrices

e[ ey )

a) [1 p.] Compruebe que la matriz A es regular (o invertible) y calcule su matriz inversa.
b) [1,5 p.] Resuelva la ecuacion matricial XA+ B* = A", donde A denota la matriz traspuesta de A.

a) Calculamos el determinante de la matriz A.
6 5
|A| = . =—6+5=-1#0

Como el determinante de A es no nulo la matriz tiene inversa. La calculamos.

A_l_Adj(A‘)_Adj(g :jz(—l —5}(1 5}

b) Despejamos X de la ecuacion matricial.
XA+B?=A' = XA=A' -B*= X =(A'-B*) A"

Determinamos la expresion de la matriz X.

S i oy g S P A

. .., (5 5Y)Y1 5 5-5 25-30) (0 -5
x:(A—B )A - - -
5 2)\-1 —6) |\5+2 25+12) |7 37
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3: Descomponga el nimero 24 como suma de dos numeros positivos de tal manera que el producto de
uno de ellos por el cubo del otro sea el mayor valor posible. ;Cual es dicho valor méximo?

e 9

Llamamos “x” e “y” a cada una de las partes en que descompongo el nimero 24.
X+y=24=y=24-X

La funcion que deseamos maximizar es el producto de uno de ellos por el cubo del otro ->

f(x,y)=y-x.

f(x,y)=y-x°

(xy)=y :>f(x):(24—x)x3:24x3—x4
y=24-Xx
Calculamos los extremos de la funcion f (x) =24x3 —x* usando su funcién derivada.

f(x)=72x*-4x°
(%) }:72x2—4x3:0:>18x2—x3=0:>

f’(x)=0
X’ =0->[x=0]

= x*(18-x)=0=+0
18—-x=0—|x =18

Sustituimos estos dos valores en la segunda derivada y averiguamos cual de ellos es el maximo
relativo de la funcion.

5 , f(0)=144-0-12-0> =0 — Posible punto de inflexion
f7(x)=144x-12x* = ) .
f(18) =144-18-12-18° = -1296 < 0 — j Maximo relativo!

Para x = 18 la funcidn tiene un maximo relativo. Para dicho valor tenemos que y = 24 — 18 = 6.
La descomposicion del nimero 24 que maximiza el valor del producto de uno de ellos por el cubo
del otro es 18 y 6.
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4: Considere las funciones f (x)= >~y g(x)=x?, cuya representacion gréfica esta esbozada en la

1+x
figura adjunta.

a) [0,75 p.] Calcule los dos puntos de corte de ambas funciones.

b) [1,75 p.] Calcule el area del recinto limitado por ambas curvas.

a) Hallamos los puntos de corte de las gréficas.

2
g(x)=x :>1+X2:x2:2:x2(1+x2):>2:x2+x4:>
F(x)=9(x)

:>x4+x2—2=0:{x2=t—>x4=t2}:>t2+t—2=0:>

-1+3
=l=to>x*=1->|x=+1=#1
1+ 1P -4(-2) _1+
=1t= 2 2. 12_3= 1-3
%:—Z:t—mzz—Z—m:\/—Z ilmposible!

Para x =—1 tenemos que g(~1)=(~1)" =1. El punto de corte s el punto A(-11).

Para x=1 tenemos que g (1) =1? =1. El punto de corte es el punto B(l,l).
Los dos puntos de corte de las graficas son A(-1, 1) y B(1, 1).
b) El area del recinto limitado por ambas curvas es el valor de la integral definida entre -1 y 1 de la
diferencia entre las dos funciones. Como f (0)= ﬁ =2y g(0)=0%=0 la funcion f(x) toma
+
valores superiores a la funcion g(x) en el intervalo (-1, 1). El integrando sera f (x)—g(x).

1 L
—xzdx:Z—[ de—J' x2dx =
_11+X -1

Areazf1 f (x)—g(x)dx:ﬁ1

11+ X2

= 2| arctg (X)T_1 - {X;} = 2(arctg (1)-arctg (-1)) - [g - %J -

Y A I B P
4 4 3 3
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Dibujamos las gréficas de las funciones, la region e indicamos cuanto es 1 unidad cuadrada en el
dibujo para comprobar si la solucién obtenida puede ser correcta.

e

(28]

=N
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5: Considere las rectas r y s dadas por las siguientes ecuaciones:
Lx-1_y _z+3 y S:{Zx—y:O |
2 1 -1 X+2=2
a) [1 p.] Justifique que ambas rectas se cruzan en el espacio.
b) [0,5 p.] Compruebe que el punto del origen O(0,0,0) no esta en ninguna de las dos rectas
c) [1 p.] Calcule la ecuacion de la recta que pasa por el punto del origen y corta a ambas rectas.

a) Obtenemos un punto y un vector director de cada recta.

X+2=2 1=2—-X

X=A4
2x—y=0 ([2x= =2 Q,(0,0,2
s:{ *=y :>{ A=y :>{y X =S:qy=24 :s:{ ( )

Los vectores directores de ambas rectas no tienen coordenadas proporcionales y por tanto las rectas
no son ni coincidentes ni paralelas y deben cruzarse o cortarse.

2 1 -
v, =(12,-1) =[uiviRQ |=[1 2 -1=20+1+0-2-5-0=140
PQ, =(0,0,2)~(1,0,-3)=(~10,5) -1 0 5

Como el producto mixto es no nulo las rectas se cruzan en el espacio (distinta direccion y en
planos distintos).

b) Comprobamos si el punto del origen O(0,0,0) pertenece a la recta r.

2 1 1 :s(;o—_1=9=0+3?:>%1¢0¢—3

£0(0,0,0)er? 2 1 -

No se cumplen las igualdades y la recta r no pasa por el punto O.

Comprobamos si el punto del origen O(0,0,0) pertenece a la recta s.

2x—-y=0

S: 2:0-0=0 0=0

X+2=2 = =
0+0=2 0+2

¢0(0,0,0)es?
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No se cumple una de las igualdades y la recta s no pasa por el punto O.

c) Debemos de hallar un punto A de la recta r y otro punto B de la recta s tal que los puntos O, Ay B

estén alineados, es decir, los vectores OA y OB deben tener coordenadas proporcionales.
Obtenemos las ecuaciones paramétricas de las rectas y la expresion genérica de un punto de cada

recta.
Xx=1+21
_ P (1,0,-3
r;x_lzlzz_%:{a( ) =>r:iiy=41 = A(1+24,4,-3-1)
2 1 -1 u, =(2,1,-1) So3_ g
X=«a

=Sy =2«x :>B(a,2a,2—a)

{2x—y=0 {Qs(o,o,z)
S: =S

Ix+z=2 v, =(12,-1)

1=2—-«

Hallamos las coordenadas de los vectores OA y OB vy le aplicamos que deben tener coordenadas
proporcionales.

OB =(a,2a,2—a)—(0,0,0)=(a,2a,2-«)
OA = (L+24,4,-3— 1)~ (0,0,0)= (1424, 4,3- )= & 24 _ 270 _,
1424 A -3-2

OB ||OA
a 2a -2

= =— 5 al=20(1+22) > {a#0} > 1=2+41>-2=381 > |A=—|=

1+224 A 3

20 22—« 2a 2—« 2—a 1
=>—= — = - 3a=———-Ta=2-a->8a=2>la=—|=

A -3-1 =2/3 -3+2/3 -7/3 4
¢Puedeser a =0?Sia=0= 0 =9:i:>0:i:>ilmposible!

1424 A -3-4 -3-1

sii=2op1-222 3.2\ 422227
3 33 3 3'3'3

Sia=t=[ 212 1oL ]
47 \4"8" s 4'2'4

La recta pedida es la recta t que pasa por el punto del origen O y por el punto A de la rectar.

A[_—l’_—z,ijet LTt:(D—A:(__l7__2’__7j_)\7t:(1,2,7) X:A,
3'3'3) o 333 =[t:dy=22
O(0,0,0)Et O(0,0,0)et 772

www.ebaumatematicas.com
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Comprobamos que esta recta t hallada pasa por el punto B de la recta s.

X=A1 Ezﬁ,
t:ly=24 ‘l‘ .
z2=T72 =1 =2A>—=17
2 4
117 7
AE3 )] [Pl
4 2 4 4

Se cumplen las igualdades y la recta t es la recta que pasa por el origen y corta a ambas rectas r y s
en los puntos A y B hallados anteriormente.
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6: Considere los puntos A(-1,2,2), B(1,0,2) y C(—4,5,2).

a) [0,75 p.] Justifique que los tres puntos estan alineados y calcule la ecuacion de la recta que los contiene
(en cualquiera de sus formas).

b) [0,75 p.] Calcule la distancia del punto P(1,1,—1) a dicha recta.

c) [1 p.] Calcule la ecuacion general (o implicita) del plano que contiene a dicha recta y pasa por el punto
P(11-1)

a) Para que los tres puntos estén alineados los vectores AB y AC deben tener coordenadas
proporcionales.

AB=(10,2)-(-12,2)=(2,-2,0)

. }:3@ =—2AC
AC =(-4,5,2)—(~1,2,2)=(-3,3,0)

Se cumple que los vectores tienen coordenadas proporcionales y los puntos A, B y C estan
alineados.
Calculamos la ecuacion de la recta r que contiene los tres puntos.

y=-24
2=2

v, = AB=(2,-2,0

r

B(10,2)er } x=1+24
) =>1r.

b) Hallamos el plano  perpendicular a la recta r que pasa por el punto P. Dicho plano tiene como
vector normal el vector director de la recta.

P(11L-1)ex } 7:2x-2y+D=0

. = =2-2+D=0=D=0=>
n=v, =(2,-2,0) P(LL-1)ex

=>r:2X-2y=0=>7:x-y=0

Hallamos el punto P” interseccion del plano my la rectar.

r:X—y=0
x=1+24 -1
=1+24-(-24)=0=>1+41=0=>41=-1=21=—=
r.qy=-21 4
2=2
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La distancia del punto P a la recta r es la distancia del punto P al punto P".

W:(%,%,2)—(1,1,—1)=(_?1,_?1,3)

2 2
d(P.r)=d(P,P)=[PP|= [ =] +[ =] +3 =|*=5 = 3.08 unidades
2) "2 2

c) Elplano " que contiene a dicha recta y pasa por el punto P(1,1, —1) es el plano (por ejemplo)
que contiene a los puntos P, Ay B.

P(LL-l)exr | P@RL-1)er
A(-12,2)er t=u=AB=(10,2)-(-12,2)=(2,-2,0) =

B(L0.2)ex” | v=AP=(11-1)-(-12,2)=(2,-1-3)

x-1 y-1 z+
=712 -2 0|=0=>6(x-1)+0-2(z+1)+4(z+1)+6(y-1)-0=0=
2 -1 -3

:>6x—6—22—2+4z+4+6y—6:0:>6x+6y+22—10=0:>|7r':3x+3y+z—5=0
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7: En este ejercicio trabaje con 4 decimales, redondeando el resultado al cuarto decimal si es necesario.
El coeficiente intelectual (Cl) de los individuos de una poblacion sigue una distribucién normal de media
100 y desviacion tipica desconocida s. Se sabe que el 21,19% de ellos tiene un Cl mayor que 110.

a) [0,75 p.] Calcule la probabilidad de que un individuo elegido al azar tenga un CI mayor que 90.

b) [1 p.] Calcule la desviacion tipica de esta distribucién de probabilidad.

¢) [0,75 p.] Calcule la probabilidad de que un individuo elegido al azar tenga un CI menor que 80,625.

Si llamamos X = “El coeficiente intelectual (CI) de los individuos de una poblacién” se trata de una
distribucién normal.

X =N(100, s)

Averiguamos el valor de s a partir de los datos del ejercicio.

“E121,19% de ellos tiene un CI mayor que 110” - P(X >110)=0.2119.

Tipificamos 110-100
P(X >110)=0.2119= , _X—u :>P(Z 2;]:0.2119:
= S
S
=1- P(Z <Ej=o.2119:>1—0.2119= P(Z <Ej:»
S S

10 Miramos en la 10
=P Z<—|=0.7881= =—=08=>
S tabla N(O, 1)

=10=0.85s= s:o—:12.5

0.01
0.5040
05438
0.5832
0.6217
0.6591

0.6950
0.729
0.7611
0.7910
0.8186

La distribucion X es una normal N(100, 12.5)

a) Nos piden calcular P(X >90).
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Tipificamos
P(X >90)= X —u :P(Z>%)zP(Z>—O.8):P(Z<O.8):

S

{Miramos enla

= =(0.7881
tabla N(0, 1) }

b) El valor de la desviacion tipica ya lo hemos calculado y tiene un valor de 12.5.

c) Nos piden calcular P(X <80.625).

Tipificamos
P(X <80.625) = X — i

12,5

- P(Z <wjzp(z <-155)=P(Z>155)=

S

Miramos en la
=1- P(Z 31.55) = =1-0.9394 ={0.0606
tabla N(0, 1)

z 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06

0.0 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.523t
0.1 0.5393 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.563¢
0.2 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5487 0.602¢
03 0.6179 06217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6%68 0.640¢
04 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6436 0.677:
05 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7@38 0712
06 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7 0.745¢
0T 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7 0.776¢
08 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8 0.8057
0.9 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8989 0.831¢f
1.0 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8931 0.855¢
11 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8Q49 0.877C
12 0.8849 0.8569 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.896:
1.3 0.9032 0.9049 0.9066 0.5082 0.9009 0.9q15 0.9131
0.9192 0.9207 0.9222 0.5236 0.927¢

0.940¢

0.951f
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saque una bola de la bolsa B.

b) [1 p.] Calcule la probabilidad de sacar una bola negra.
c) [1 p.] Sabiendo que se ha sacado una bola negra, calcule la probabilidad de que sea de la bolsa B.

8: Se tienen 2 bolsas con el siguiente contenido: la bolsa A tiene 5 bolas blancas y 3 bolas negras; la
bolsa B tiene 2 bolas blancas y 6 bolas negras. Se toma una baraja espafiola de 40 cartas (10 oros, 10
copas, 10 bastos y 10 espadas) y se saca una carta al azar. Si sale oro se saca una bola de la bolsa A; si
no sale oro, se saca una bola de la bolsa B.
a) [0,5 p.] Calcule la probabilidad de que se saque una bola de la bolsa A y la probabilidad de que se

Llamamos A al suceso “Sacar oros al elegir una carta de la baraja espafiola (urna A)” y A€ al suceso
contrario “No sacar oros al elegir una carta de la baraja espafiola (urna B)”. También llamamos N a
sacar bola negra de la bolsa” y N° al suceso contrario “sacar bola blanca de la bolsa”.

Realizamos un diagrama de arbol para entender mejor que pasa y con que probabilidad en el

experimento aleatorio del ejercicio.

Una baraja y dos
bolsas

Sale oro (bolsa A)
P(A) = 10/40

No sale oro (bolsa B)
P(AC) =30/40

Bola negra
P(N/A) = 3/8
Bola blanca
P(N¢/A) =5/8
Bola negra

P(N/AC) = 6/8

Bola blanca
P(N¢/AC) = 2/8

a) Nos piden calcular P(A) . Ya lo hemos indicado en el diagrama de arbol. He aplicado la regla de
Laplace. Para sacar bola de la bolsa A debemos sacar una carta de oros (hay 10) de una baraja de

40 cartas.

P(A)=

_ NP°casos favorables 10

N°casos posibles 40

1 =0.25
4

Para calcular la probabilidad de sacar una bola de la urna B usamos que es el suceso contrario o

complementario de A.

P(A%)=1-P(A)=1-0.25=[0.75|

b) Nos piden calcular P(N ) Puede suceder de distintas maneras, aplicamos el teorema de la

probabilidad total.
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P(N)=P(A)P(N/A)+P(A°)P(N /A°)=%§+j—g-g= %=0.6562

c) Nos piden calcular P(AC IN ) . Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de

Bayes.
30 6
P(ACmN) P(AC)P(N/AC) 208 |6
P(AC/N)= PN = PN = 21 =7:0.8571
32
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