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EVALUACION DE BACHILLERATO

PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU/PAU)
CURSO 2023-2024
‘ MATERIA: MATEMATICAS II
BlSligeUniversitario Convocatoria: | JULIO

Cananas

Instrucciones:
Debe responder s6lo una pregunta de cada blogue de contenido. En caso de presentar dos
preguntas de un mismo bloque, se considerara sdlo la primera pregunta respondida.

- En el desarrollo de cada pregunta, detalle y explique los procedimientos empleados para
solucionarla. Se califica todo el proceso.

- Se puede utilizar cualquier calculadora cientifica no programable ni con conexion a Internet.

Blogue 1.- Analisis (seleccione solo una prequnta)

1A. Se considera la funcion:

2
X —sz+9’ $<0
f (X) _ X°+3
ax +2, x>0
e’ -1
a) Estudiar los valores de los pardmetros a y b para que f(x) sea continua y derivable en x=0.

1.75 ptos

b) Para los valores a = 1y b = -2, hallar la ecuacion de la recta tangente a la funcion f(x) en
x=-1 0.75 ptos

1B. El ayuntamiento ha decidido crear una base metalica para una estatua del reconocido fisico
canario Blas Cabrera. Dicha base metalica estard delimitada por las parabolas y= x(3—x) e

y =x* —7x+8, donde la unidad de medida es el metro. Representar un esbozo de la base metalica

y calcular el presupuesto de su construccion si el precio del m? del material para construir la base
metalica es de 65 €. 2.5 ptos

Blogue 2.- Algebra (seleccione solo una pregunta)
2A. Tres amigos, Aythami, Besay y Chamaida deciden hacer un fondo comun con el dinero que
tienen para merendar. La razén (o cociente) entre la suma y la diferencia de las cantidades de
dinero que ponen Aythami y Besay es 11/5. La diferencia entre las cantidades aportadas por
Aythami y Chamaida es el doble de lo que ha puesto Besay. Ademas, el doble de la suma de las
cantidades que ponen Besay y Chamaida excede en 2 euros a la que aporta Aythami. Hallar la

cantidad de dinero que aporta cada uno. 2.5 ptos
k 0 k
2B. Dada la siguiente matrizz: M, =| 0 k 0|, keR
2k-3 0 k
a) Estudiar el rango de la matriz M, dependiendo de los valores del parametro k. 1.25 ptos

—4
0
X que satisface la ecuacion: X -M,+X-M," =B 1.25 ptos

0
b) Tomamos M1 como la matriz anterior parael valork =1,y B =[ 4] , hallar la matriz
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Bloque 3.- Geometria (seleccione solo una prequnta)

3A. En el espacio tridimensional tenemos las rectas siguientes:
1-x

n:

[ x=3y+2z+2=0
2X+y—-32=3
a) Estudiar la posicion relativa de las rectas anteriores.

" Y

_1—2
2

1 pto

b) Hallar la ecuacion de la recta s que tiene direccion perpendicular a ambas rectas y que pasa

1
por P(O’E’Oj' Calcular el punto de corte de la recta s con la recta ri.

3B. Responder a las siguientes cuestiones:
a) Justificar si pueden existir vectores u y v, que comparten el punto de origen, y cumplen que

\ﬁ\zz, M:s y u-v=8

b) En el espacio tridimensional, dados el plano y la recta secantes siguientes:

T X+3y+22+3=0, r:{

2x-3y—-2=4
X+Yy+2z=-3
Calcular el punto de corte de la recta y el plano, asi como el &ngulo que forman.

Bloque 4.- Probabilidad (seleccione solo una prequnta)

1.5 ptos

0.75 ptos

1.75 ptos

4A. Cierta enfermedad puede ser producida por tres tipos de virus A, B, C. En un laboratorio se
tienen tres tubos con el virus A, dos con el B y cinco con el C. La probabilidad de que el virus A

produzca la enfermedad es 1/3, que la produzca B es 2/3 y que la produzca C es 1/7.

a) Se elige uno de los tubos anteriores al azar y se inocula el virus contenido en el tubo a un

animal, ¢cudl es la probabilidad de que al animal le produzca la enfermedad? 1.5 ptos

b) Si se inocula un virus de los anteriores a un animal y no le produce la enfermedad, ¢cuél es la
probabilidad de que se haya inyectado el virus C?

1 pto

4B. El delantero de un equipo de futbol suele marcar gol en tres de cada cinco penaltis lanzados.

Sabemos que realiza 70 lanzamientos en cada entrenamiento.
a) Calcular la probabilidad de marcar entre 40 y 45 penaltis en un entrenamiento. 1.25 ptos

b) Si la probabilidad de que marque mas de la mitad de los penaltis es superior al 90%, se

seleccionard para jugar en una categoria superior. ;Sera seleccionado este delantero?

Justificar la respuesta.

0.75 ptos

c) Si en una temporada lanza 450 penaltis, calcular el nGmero de penaltis que se espera que haya

marcado este jugador durante una temporada.
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0.5 ptos
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SOLUCIONES
1A. Se considera la funcion:
2 —
w X<0
f (X) _ X°+3
ax +2, x>0
e’ -1
a) Estudiar los valores de los parametros a y b para que f(x) sea continua y derivable en x=0.
1.75 ptos
b) Para los valores a = 1y b = -2, hallar la ecuacion de la recta tangente a la funcién f(x) en
x=-1 0.75 ptos

a) Para que la funcién sea continua en x = 0 deben coincidir el valor de la funcién con los
limites laterales.

2_
e Existe f(0)=2 %93
0°+3
2_
o Existe lim f (x)= lim *-2X+9 _3
x—0" Xx—0" X —|—3
Existe i .
e Existe lim f(x)
X— . 0_
lim £ (x) = lim %4 2= |jm &+ 28 —2_20+2¢ -2_0_
x—0" x—0" % —1 x—0* et -1 e’ -1 0

A . a+2e* a+2¢°
= Indeteminacion(L"Hopital) = lim ——=——-—=a+2
x—>0" e e

e Lostresvaloressoniguales >a+2=3->a=1.

2_
La funcion queda f (x)=1 X +3
X
+2, x>0
e’ -1

Para que la funcidn sea derivable en x = 0 deben coincidir sus derivadas laterales.

Calculamos la derivada de la funcién cuando x < 0.

()=  —bx+9 o (2x—b)(x* +3)-2x(x* ~bx+9)

X*+3 ) (x2+3)2 B

B 255 +6x—bx? —3b— 2¢° + 2bx? —18x _ bx*-12x—-3b
- 2 - 2
(x2+3) (x2+3)

Calculamos la derivada de la funcién cuando x > 0.
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f(x)= exx 2o (- 1(e(X 1))2e*x _ ez—l—(;:x
- e’ -1 e’ -1

Calculamos las derivadas laterales en x = 0.

bx?~12x—3b b-0?°-0-3b -3b [-b

f(07)=1lim f" (x)=1 =
S v P R
fr(0")= lim fr(x)= lim eze_xl—_l()ix = eze;l_—l(;zo =9 _ Indeter min acion(L Hopital) =
et —e'x—et —e"X , —X 0 A
= XLT*W_ lim 2(ex —1)e* = XHrgl 2(ex _1) =0 Indeter min acion(L Hopital) =

.o -1 -1
= lim =|—
x—0" 2% 2

Para que sea derivable en x = 0 las derivadas laterales deben ser iguales.

b -1 3
— = =ph==
3 2 2

Los valores que hacen que la funcion sea continua y derivableenx =0sona=1y b= >

2
X +22x+9, X <0
b) Para los valores a =1y b = -2 la funcién queda f (x)= X"+3
X
e -1

2
En un entorno de x = -1 la funcién es f (x) =$X;9
X2 +

+2, x>0

La ecuacion de la recta tangente en x = -1 es y— f (-1)= f "(-1)(x+1).

f(-1)- (—1)2+22(—1)+9 _8_,
(-1)"+3 4
b=-2 2
f,(x):w :>f'(X)=Mj 1y 2D —212(—21)+6=%:1
(xz +3) (X +3) ((_1) +3)

y—f(-1)=f"(-1)(x+1)=> y-2=1(x+1)=> y= x+1+2:>

La ecuacion de la recta tangente a la funcion f(x) en x=-1es y =x+3.

www.ebaumatematicas.com
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1B. El ayuntamiento ha decidido crear una base metalica para una estatua del reconocido fisico canario
Blas Cabrera. Dicha base metalica estara delimitada por las parabolas y = x(3—x) e y=x>—7x+8,

donde la unidad de medida es el metro. Representar un esbozo de la base metalica y calcular el presupuesto
de su construccion si el precio del m? del material para construir la base metalica es de 65 €. 2.5 ptos

a) Averiguamos donde se cortan las dos graficas.

x2—7x+8:x(3—x):> X2 —7x+8=3x-x>=2x*-10x+8=0=

5+3

4=x
5+.(-5)°-4(1)(4) 5+
=X -5Xx+4=0=x= \/( ) ~4)( ):5_3: 2
2 2 5-3
—=1=x
2
Hacemos una tabla de valores de las dos parabolas y representamos la region encerrada entre
ellas. :
; \ o
2 y=x(3—x)

x| y=x(3-x)
1 2
2 2
3 0
4 —4
X|y=x*-7x+8 !
1 2
2 -2
3 -2
4 —4
Calculamos el area de la base
metalica.

Area = J.143x—x2 —(x2 —7x+8)dx=J‘143x—x2 — X2 +7x-8dx =

4 x3 ‘
:L 10X — 2x2 —8dx = | 5x° —23—8x -

1

3 3
:{5-42 —2%—8-4}—{5-12 —2%—8-1} :80—%—32—5+§+8:9 m?

El &rea es de 9 metros cuadrados que al precio de 65 € el metro cuadrado nos supone un coste
de 65 - 9 =585 €.
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2A. Tres amigos, Aythami, Besay y Chamaida deciden hacer un fondo comun con el dinero que
tienen para merendar. La razéon (o cociente) entre la suma y la diferencia de las cantidades de
dinero que ponen Aythami y Besay es 11/5. La diferencia entre las cantidades aportadas por
Aythami y Chamaida es el doble de lo que ha puesto Besay. Ademas, el doble de la suma de las
cantidades que ponen Besay y Chamaida excede en 2 euros a la que aporta Aythami. Hallar la
cantidad de dinero que aporta cada uno. 2.5 ptos

Llamamos “x” al dinero de Aythami, “y” al de Besay y “z” al de Chamaida.

“La razon (o cociente) entre la suma y la diferencia de las cantidades de dinero que ponen Aythami y
Besay es 11/5” X*y_ 1—1

X-y 5
“La diferencia entre las cantidades aportadas por Aythami y Chamaida es el doble de lo que ha puesto
Besay” > Xx—z=2y.
“El doble de la suma de las cantidades que ponen Besay y Chamaida excede en 2 euros a la que aporta
Aythami” > 2(y+2)=x+2.

Reunimos las tres ecuaciones en un sistema y lo resolvemos.

Xx+y 11

x-y 5 5x+5y=11x-11y] 16y =6x
X—2=2Yy = X=2y+12 =>X=2y+12 =
2(y+2)=x+2| 2y+2z=Xx+2 2y +22=X+2

72=2

16y =6(2y+z) 16y =12y +6z — 4y = 67
= =
2y +272=2y+17+2

}:>4y:12:>

=ly=2-3=x=6+2-9

4

Aythami tiene 8 €, Besay tiene 3 € y Chamaida tiene 2 €.
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k 0 k
2B. Dada la siguiente matrizz: M, =| 0 k 0| keR
2k-3 0 k

a) Estudiar el rango de la matriz M, dependiendo de los valores del parametro k. 1.25 ptos

-4 20
b) Tomamos M1 como la matriz anterior parael valork =1,y B =[ 0 0 4] , hallar la matriz

X que satisface la ecuacion: X-M,+X-M," =B 1.25 ptos

a) La matriz M puede tener rango 3, 20 1.
Calculamos su determinante y averiguamos cuando se anula.

k 0 k
M, 0 k 0/=k®>+0+0-k*(2k—-3)-0-0=k®-2k®+3k?* =—k*+3k?
2k-3 0 k

k=0

—k+3=0->[k=3

Distinguimos tres casos diferentes que analizamos por separado.

|Mk|:0:>—k3+3k2:O:>k2(—k+3):O:>{

CASO 1. k=0 y k=3.
En este caso el determinante de la matriz es no nulo y su rango es 3.

CASO 2. k=0.
En este caso el determinante de la matriz es nulo y su rango es menor que 3.
0 0O
La matrizqueda M;=| 0 0 0. Solo existe un término no nulo. El rango de M es 1.
-3 00
CASO 3. k=3.
En este caso el determinante de la matriz es nulo y su rango es menor que 3.
3 03
La matriz queda M, =0 3 0 |. Tomamos el menor de orden 2 que resulta de quitar la fula y
3 03

30
columna tercera > ‘0 3‘ =9=0. Elrango de M3 es 2.

1

b) La matriz M tiene la expresion M, =| 0
-1

Averiguamos las dimensiones de la matriz X.

o O

1
0.
1

X-M,+X-M," =B= X+(M, +M," )=B
m><><3—>m><3
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Para que sea posible el producto debe ser n = 3 y para poder obtener la matriz B de dimensiones
2x3 debe ser m = 2, es decir, la matriz X es de dimensiones 2x3.

, a b c - i -
Si X =(d f] sustituimos en la ecuacién matricial.
e

X-M,+X-M=B=X(M,+M,")=B=

1 01 1 0 -1
a b ¢ -4 2 0
= 0O 1 0|+|0 1 0 |]|= =
d e f 0O 0 4
_—1 0 1 1 0 1
2 00
a b ¢ -4 2 0 2a 2b 2c -4 2 0
= 0 2 0|= = = =
d e f 0O 0 4 2d 2e 2f 0O 0 4
0 0 2
2a=-4—>a=-2
2b=2->b=1
2c=0—->c=0 -2 1 0
= =X =
2d=0—>d=0 0O 0 2
2e=0—->e=0
2f =45 f =2

. -2 10
La matriz buscada es X = )
0 0 2
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3A. En el espacio tridimensional tenemos las rectas siguientes:
X—3y+2z+2=0 1-x 1-z
r,: , hi—=y="—r
2X+y-3z2=3 2 2

a) Estudiar la posicion relativa de las rectas anteriores. 1 pto

b) Hallar la ecuacion de la recta s que tiene direccion perpendicular a ambas rectas y que pasa

1
por P(O,E,O]. Calcular el punto de corte de la recta s con la recta ri.

1.5 ptos

a) Hallamos un vector director y un punto de cada recta.

{x—3y+22+2:0 {x:3y—22—2
; =

r: =2(3y-2z-2)+y-3z=3=
Yl2x+y-3z=3 2x+y-3z=3 (3y )+

=>6y-471-4+y-32=3=>7y-T1=T=>y-z1=1=2y=1+72=>

X=1+1 —
u =(112)
=>x=3(1+2)-22-2=3+3z-27-2=1+z=>r: y=1+1>
5 P (LL0)

1-x 1-7 _x-1 y-0 z-1__|v,=(-21-2)
P =>1r. = = =
2 2 -2 1 -2 |Q,(101)

Los vectores directores de las rectas no tienen coordenadas proporcionales, por lo que no son
ni coincidentes ni paralelas.

U,

(111) }:1 1 1

;- (-21-2)

Las rectas se cortan o cruzan. Hallamos el valor del producto mixto [ujva2 : Ple} .

% =(LL) 1 1 1
v, =(-21-2) =[U,v,PQ, |=]2 1 —2|=1+0+2-0+2-2=3%0
PQ, =(10,1)~(110)=(0,-11) 0 -1 1

Al ser el producto mixto no nulo las rectas se cruzan (distinta direccion en dos planos paralelos).

b) La recta s perpendicular a ambas rectas tiene como vector director el vector que resulta del
producto vectorial de los vectores directores de las rectas.

u, =(111) I L
SR }:ulxvz 1 1 1|=-2i-2j+k+2k+2j-i=-3i+3k=(-30,3)
v, =(-2,1,-2) 51 o

Hallamos la ecuacién de la recta s.
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P(O,%,Ojes X:‘la
. (303) =S yzg;aeR
- u, xVv. 9 Y,
WS= 13 2 _ 3 :(—1,0,1) 7=—a
Hallamos el punto A de corte de la recta s con la recta ry.
X=-a
1
SHyY=% l+1=-«a _
2 lta=—a |2a=-1l>a=—
I=a i1+ A== > 1 = =
X=1+1 ra=5 g2l
=1+ d—u 2 = =
n:qy=1+41
=41
1
X==
2
— y:l jA(l’l’_lj
2 22 2
-1
1=—
2
. - : 11 -1
El punto A de interseccion de la recta s con la recta ry tiene coordenadas A 225 )
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3B. Responder a las siguientes cuestiones:

a) Justificar si pueden existir vectores uvyv, que comparten el punto de origen, y cumplen que
\G\zz, M:B y u-v=8 0.75 ptos

b) En el espacio tridimensional, dados el plano y la recta secantes siguientes:

2Xx—-3y—-z=4

X+y+2z=-3

Calcular el punto de corte de la recta y el plano, asi como el angulo que forman.  1.75 ptos

T X+3y+22+3=0, r:{

a) No es posible pues el producto escalar tiene un valor muy grande.

U-V=‘UHV‘-COS(U,V)

|

‘:2 :>8:2-3-cos(ﬁ,\7):>cos(ﬁ,\7):

o |

=1.333>1 jlmposible!!!

<l

3

v=8

|
</

b) Resolvemos el sistema formado por sus ecuaciones.

T:X+3y+22+3=0 X+3y+2z+3=0

-3-y—-2z+3y+2z+3=0
r_{2x—3y—z:4 =2x-3y-z=4 =

2(-3-y-2z)-3y-z=4
X+Yy+2z=-3 X=-3-y-22 ( y ) y

:>2y:0_’ }:—52=1O:>:>

—-6-2y-4z-3y—-z=4—-5y-52=10

=[x=-3-0-2(-2)=1

El punto de corte de recta y plano es el punto P(1,0,-2).

Hallamos un vector director de la recta y un vector normal del plano.

7z:x+3y+22+3:0:>ﬁ:(1,3,2)

2x—-3y—-z=4 2x—-3y—-z=4
= = 2(-3-y-2z)-3y-z=4=

X+Yy+2z=-3 X=-3-y-22
= —6-2y-4z-3y-7=4=-5y-5:=10=> y+z=-2=|y=-2-17|=

X=-1-4 —
v, =(-1-11)
=>X=-3+2+71-272=-1-71=r:iy=-2-1=

Qr(_l’_z’o)

=4
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Hallamos el angulo que forman el vector director de la recta y el vector normal del plano.

n=(132)

:(_1'_1’1)}3003( )

23.2)(-1.-11)

Ao E

-1-3+2

NG \/_ =(n ﬁ)—cos{%}:?lozo

Si el angulo entre vector normal del plano y vector director de la recta es 72.02° entonces el
angulo entre recta y plano es 90° — 72.02° = 17.98°.

cos(n,vr)
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4A. Cierta enfermedad puede ser producida por tres tipos de virus A, B, C. En un laboratorio se
tienen tres tubos con el virus A, dos con el B y cinco con el C. La probabilidad de que el virus A
produzca la enfermedad es 1/3, que la produzca B es 2/3 y que la produzca C es 1/7.

a) Se elige uno de los tubos anteriores al azar y se inocula el virus contenido en el tubo a un
animal, ¢cudl es la probabilidad de que al animal le produzca la enfermedad? 1.5 ptos

b) Si se inocula un virus de los anteriores a un animal y no le produce la enfermedad, ¢cuél es la
probabilidad de que se haya inyectado el virus C? 1 pto

Llamamos A, B y C a los sucesos “se elige un tubo A, B o C”, respectivamente. Llamamos V
al suceso “El virus produce la enfermedad”
Realizamos un diagrama de arbol descriptivo del experimento aleatorio.

Produce la
enfermedad

Tubo A P(V/A)=1/3

P(A) =3/10 No produce la

enfermedad
P(VS/A) = 2/3

Produce la
enfermedad

Tubo B P(v/B) =2/3

Virus y enfermedad
P(B) = 2/10

No produce la
enfermedad

P(V</B) =1/3

Produce la

enfermedad
Tubo C P(V/C)=1/7
P(B) =5/10 No produce la
enfermedad

P(V/C) = 6/7
a) Nos piden calcular P (V). Aplicamos el teorema de la probabilidad total.

P(V)=P(A)P(V/A)+P(B)P(V/B)+P(C)P(V/C)=

.E: 2:0,3048
7 |105

3

. S
10

10

+ +

wlnN

Wk
Sl

La probabilidad de que el virus produzca la enfermedad es de 32 =0.3048.

b) Nos piden P(C /VC). Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de Bayes.

5 6
P(CAVE) P(C)P(VEIC) 1077 85 _eie
P(V®) - 1-P(V) 32 73 7

105

P(C/V®)=

La probabilidad de que se haya inyectado el virus C, sabiendo que no ha producido la
enfermedad es de % =0.616.
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4B. El delantero de un equipo de fatbol suele marcar gol en tres de cada cinco penaltis lanzados.
Sabemos que realiza 70 lanzamientos en cada entrenamiento.

a) Calcular la probabilidad de marcar entre 40 y 45 penaltis en un entrenamiento. 1.25 ptos

b) Si la probabilidad de que marque més de la mitad de los penaltis es superior al 90%, se
seleccionard para jugar en una categoria superior. ;Sera seleccionado este delantero? Justificar la

respuesta. 0.75 ptos
c) Si en una temporada lanza 450 penaltis, calcular el namero de penaltis que se espera que haya
marcado este jugador durante una temporada. 0.5 ptos

a) Llamamos X a la variable aleatoria que cuenta el nimero de goles marcados de 70 lanzamientos.
Esta variable es dicotémica (gol o no gol) y cada repeticion es independiente de la anterior.

La probabilidad de meter gol en un lanzamiento es p = g =0.6.

La variable es una variable binomial. X = B(70, 0.6).
Nos piden calcular P(40< X <45).

Como el nimero de lanzamientos es muy grande aproximamos esta variable binomial X a una
variable normal Y con media z=np=70-0.6 =42 y desviacion tipica

2105
5

o =npg =/70-0.6-0.4 = =4.0988.

Y = N(42, 4.0988)
Esta aproximacion es buena pues np=42>5y nq=28>5
Calculamos la probabilidad pedida haciendo uso de la aproximacion a la normal.

P(40 < X <45)={Correccion de Yates} = P(39.5<Y <45.5)={Tipificamos} =

39.5-42 <7< 45.5-42

21056~ T 24105

5 5

= P(-0.61<Z <0.85)=P(Z <0.85)-P(Z <-0.61)=

=P(2<0.85)-P(Z>0.61)=P(Z<0.85)-[1-P(Z2<061)]=

tabla N(O, 1)

Miramos en la
:{ }:0.8023—1+ 0.7291=|0.5314

7 06255 06293 062N !
083528 08384 08700 O6&ps
06385 07018 07084 07

08212 08238 0884 D228 0.8
08481 08485 0pg802 08531 08

La probabilidad de marcar entre 40 y 45 penaltis en un entrenamiento es de 0.5314.

b) Calculamos la probabilidad de que marque mas de la mitad de los penaltis (35).
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P(X >35)={CorrecciéndeYates} = P(Y >35.5) = {Tipificamos} =

S 35.5-42

~ 2105
5

=P =P(Z>-159)=P(Z<159)=

Miramos en la
tabla N(0,1)

}: 0.9441

0001 002 003
05000 05040 05080 05120
01 05388 05438 05478 05517
02 05763 05832 05371 05910
03 08179 086217 06256 06263
04 08554 08591 08828 08384
05 06915 06280 06985 07012
06, 07267 07201 07324 0,737
07 07580 07811 07842 07873
08 07881 07910 07938 0,797

© 09 08159 08188 08212 085238
1) 08413 08438 08461 08485

11 08843 08665 08566 08708
12 0£349 08263 08382 02907
13| 0032 09049 05088 09082
14| 08182 08207 08222 09235

E;;. 09452 09483 00474 0,9484

La probabilidad de que marque mas de la mitad de los lanzamientos es de 0.9441, es decir, un
94.41 %. Al ser mayor del 90% este jugador sera seleccionado.

c¢) Llamamos X a la variable que cuenta el nimero de goles marcados en 450 penaltis.
Esta variable es dicotomica (gol o no gol) y cada repeticion es independiente de la anterior.
La probabilidad de marcar es p =0.6. Esta variable es binomial.
X = B(450, 0.6).
Los goles que se espera marcar es la media de la distribucion - x=np =450-0.6 =270.
Se espera marcar 270 goles en los 450 penaltis.
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