PAU 2024 Ordinaria (incidencias) Matemdticas Il en Catalufia Juan Antonio Martinez Garcia

AN Generalitat de Catalunya
U Consell Interuniversitari de Catalunya 2024

Oficina d’Accés a la Universitat

Proves d’accés a la universitat
Matematicas

Serie 5

Responda a CUATRO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique siempre
qué quiere hacer y por que.
Cada cuestion vale 2,5 puntos.

Puede utilizar calculadora, pero no se permite el uso de calculadoras u otros aparatos
gue pueden almacenar datos o que pueden transmitir o recibir informacion.

Puede utilizar las paginas en blanco (paginas 14 y 15) para hacer esquemas,
borradores, etc., 0 para acabar de responder a alguna cuestion si necesita mas espacio. En
este ultimo caso, debe indicarlo claramente al final de la pagina de la cuestion
correspondiente.

1. Considere la funcién f (x)=-2+10(x—1)Inx, definida para x >0.

a) Compruebe que f(x) tiene una raiz en el intervalo [1, 1,5] y busque un intervalo de una
décima de longitud que también contenga esta misma raiz. [0,75 puntos]
b) Sin calcular los puntos criticos, justifique que f(x) es decreciente en el intervalo (0, 1) y
creciente en (1, +o0). ;Qué maximos y minimos tiene esta funcion? [1 punto]
c) Calcule Iirp f(x)y XIim f (x), y haga un eshozo de la grafica de esta funcion. [0,75
X— —+o0

puntos]
2 1 1 2 2 2 1 2 3
2. Considere las matrices P={2 1 0 [,Q={2 2 2| yR=l1 11
10 1 2 2 2 321

a) Decida si la matriz P es invertible y, en caso de serlo, calcule su inversa. Explique
detalladamente el procedimiento seguido. [1,25 puntos]
b) Calcule una matriz X de 3 filas y 3 columnas que cumpla P X + Q = 2R. [1,25 puntos]

3. Considere las parabolas y = f,(x), con f,(x)=ax*+2x+5-a, donde a es un parametro

real.
a) Determine el valor del parametro a para el que la recta tangente a y = f, (x) en el punto

de abscisa x = 1 pasa por el punto (2, 13). [1 punto]
b) Calcule los puntos de corte de las pardbolas y = f,(x) e y = f,(X). [0.5 puntos]

c) Calcule el area de la region situada entre las dos pardbolas y = f,(x) e y=f,(x). 11
punto]
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4. Rut usa el siguiente método para hacer los problemas de matematicas: tira un dado equilibrado
y, si el resultado es como maximo 4, piensa y resuelve el problema ella misma; si el resultado
es 5 0 6, busca la solucién del problema por Internet y la copia. Cuando es ella quien ha
pensado la solucidn, la respuesta es correcta en el 75 % de los casos; cuando copia la solucion
de Internet, la respuesta es correcta solamente en el 40 % de los casos.

a) ¢Cudl es la probabilidad de que la solucién de un problema respondido siguiendo este
metodo sea correcta? [0,75 puntos]

b) ¢Cuél es la probabilidad de que un problema haya sido resuelto por Rut si se sabe que la
solucion es correcta? [0,75 puntos]

c) Mafana Rut tiene que entregar 5 problemas de matematicas. ;Cual es la probabilidad de
que al menos 4 sean correctos? [1 punto]

5. Carles quiere construir un decorado para la obra de teatro de final de curso en forma de un
rectangulo y dos semicirculos, tal como se muestra en la siguiente figura:

a) Determine el perimetro y el area del decorado a construir en funcién de x y de y. [1 punto]

b) Para revestir el perimetro del decorado, Carles tiene material para cubrir hasta 10 m. Si lo
quiere gastar todo, ¢cuéles seran las medidas del decorado de &rea maxima que podra
construir? ¢Cual es el valor de esta area? [1,5 puntos]

X =442k
6. Considere las rectas r: X=5_ y;4: 2_13 ys:<y=3+k
- z=-1

a) ¢Cudl es su posicidn relativa? Calcule la ecuacion implicita de un plano z que sea paralelo
a las dos rectas y que pase por el origen de coordenadas. [1,25 puntos]

b) Calcule la ecuacion de la recta t que corta las dos rectas r y s perpendicularmente. [1,25
puntos]
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SOLUCIONES

1. Considere la funcién f (x)=-2+10(x—1)Inx definida para x> 0.
a) Compruebe que f(x) tiene una raiz en el intervalo [1, 1,5] y busque un intervalo de una décima
de longitud que también contenga esta misma raiz. [0,75 puntos]
b) Sin calcular los puntos criticos, justifique que f(x) es decreciente en el intervalo (0, 1) y
creciente en (1, +o0). ;Qué maximos y minimos tiene esta funcidén? [1 punto]
c) Calcule Iirp f(x)y XIim f (x). y haga un eshozo de la gréfica de esta funcion. [0,75 puntos]
X—> —>+0

a) La funcion es continua en el intervalo [1, 1.5]. La funcién toma valores de distinto signo en
cada extremo del intervalo:

f(1)=-2+10(1-1)In1=-2 f (L5)=-2+10(1.5-1)In1.5=0.02> 0.
Podemos aplicar el teorema de Bolzano y afirmar que existe ¢ €(1,1.5) tal que f(c)=0.

Para reducir la amplitud del intervalo vamos probando el signo de la funciénen 1.1, 1.2, 1.3
y1l4.

f(1.1)=-2+10(1.1-1)In1.1=-1.904 < 0 — jNo nos sirve!

f (L4)=-2+10(1.4-1)In1.4 = -0.65 <0 — Nos sirve!

Si consideramos el intervalo [1.4,1.5] la funcion toma signo negativo en x = 1.4 y signo
positivo en x = 1.5, por lo que podemos aplicar el teorema de Bolzano y afirmar que existe
ce(1.4,15) talque f(c)=0

b) Calculamos la derivada de la funcion.

£7(x)=10In x+10(x—1)% :10(In x+x—_1j =10(In x+1—1j

X X
Inx<0
Sixe(01)=0<x<l=11 1 1 = f'(x):lo(lnx+1—1j<o.
—>1=--1>0=1--<0 X
X X X
Inx>0 .
Si xe(l,40)=> x>1=> = f’(x)=10| Inx+1-=|>0.
( ) l<1::>1—1<O:>-1—1>0 () ( xj
X X X

La funcidn es decreciente en (0, 1) y creciente en (1, +c0).
Como el signo de la derivada no cambia en ningan otro momento la funcién solo tiene un
minimo relativo en x = 1. La funcién no tiene maximo relativo.

c¢) Calculamos los limites pedidos.

lim f (x) = lim-2+10(x~1)In x=-2+10(0~1) lim (In x) = ~2~10(~o0) =[+-0]

x—>0" x—0" x—0"

lim f (x)= lim—2+10(x—1)Inx =~2+10(+00—1)In (+e0) = ~2+ 00 = [+o0]

X—>+00 X—>+00
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Representamos la gréafica de la funcion.

dhl }_

[5¥]
[==]

—
in

—
[==]

S(x)==2+10(x-1)lnx

Lin
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2 1 -1 2 2 2 1 2 3
2. Considere las matrices P={2 1 0 [,Q=/2 2 2| yR=l1 11
10 1 2 2 2 321

a) Decida si la matriz P es invertible y, en caso de serlo, calcule su inversa. Explique
detalladamente el procedimiento seguido. [1,25 puntos]
b) Calcule una matriz X de 3 filas y 3 columnas que cumpla P X + Q = 2R. [1,25 puntos]

a) Para que la matriz sea invertible su determinante debe ser no nulo.

2 1 -1
IP[=)2 1 0[=2+0-0+1-2-0=120
10 1

Existe la matriz inversa de P. La calculamos.

2 21 +1 0 1 0 N 1 1
Adjl 1 1 0 0 1 -11 -1 0 . L1
L Adj(P") 10 1 2 2 1 |2 2 .
= = =| - + - =-2 3 =2
P| 1 0 -114 |-10
-1 1 0
2 1 2 1 2 2
+ - +
10 10 11
b) Despejamos X de la ecuacion matricial.
PX+Q:2R:>PX=2R—Q:X=P‘1(2R—Q)
Sustituimos las matrices y realizamos las operaciones para obtener la matriz X.
1 2 3) (2 2 2 2 4 6 2 2 2 0 2 4
2R-Q=2|1 1 1|-|2 2 2|={2 2 2|-|2 2 2|=|0 0 O
3 2 1) (2 2 2 6 4 2 2 2 2 4 2 0
1 -1 1)0 2 4 4 2+2 4 4 4 4
X=P*(2R-Q)=|-2 3 -2||0 0 0|=|-8 -4-4 -8|=/-8 -8 -8
-1 1 0)\4 2 0 0 -2 4 0 -2 -4
4 4 4
La matriz buscadaes X =| -8 -8 -8].
0 -2 -4
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3. Considere las parabolas y = f,(x), con f,(x)=ax*+2x+5-a, donde a es un pardmetro

real.

a) Determine el valor del pardmetro a para el que la recta tangentea y = f, (x) en el punto de
abscisa x = 1 pasa por el punto (2, 13). [1 punto]

b) Calcule los puntos de corte de las parabolas y = f, (x) e y = f;(x). [0.5 puntos]

c) Calcule el &rea de la region situada entre las dos parabolas y = f,(x) e y = f;(X). [1 punto]

a) La ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcién f, (x)= ax’+2x+5-a enx=1es
y-f.(1)=f. (1)(x-1).

.()=a1+2+5-a=7
J(X)=2ax+2—> f,"(1)=2a+2; = y-7=(2a+2)(x-1)
y—f.(1)=f. @)(x-1)

f
f

Aplicamos que la recta tangente pasa por el punto (2, 13).

y—7=(2a+2)(x-1)
Pasa por(2,13)

}:13—7=(2a+2)(2—1):>6=2a+2:>4=2a:>

Para a = 2 se cumple lo pedido.

b) Obtenemos los puntos de corte de las parabolas.

f1(1)=12+2+4=7—> A(l,?)

=2 =2 =1l x=l=41>

f,(-1)=(-1)" +2(-1)+4=3—|B(-13)

Los puntos de corte de ambas graficas son A(1, 7) y B(-1, 3).

c) El area de la region situada entre las dos parabolas y = f,(x) e y = f,(x) es el valor
absoluto de la integral definida entre —1 y 1 de la diferencia de las dos funciones.

f,(X)=x"+2x+4

:>J'1 3x2+2x+2—(x2+2x+4)dx:'[1 2x% —2dx =
f,(X)=3x"+2x+2 -1 -
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El 4rea de la region situada entre las dos parabolas y = f, (x) e y = f,(x) tiene un valor de

%: 2.667 unidades cuadradas.

=il

l 6
filx)=x"+2x+4
_________ A(0)mar2re
) _] :
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4. Rut usa el siguiente método para hacer los problemas de matematicas: tira un dado equilibrado
y, si el resultado es como maximo 4, piensa y resuelve el problema ella misma; si el resultado
es 5 0 6, busca la solucion del problema por Internet y la copia. Cuando es ella quien ha
pensado la solucidn, la respuesta es correcta en el 75 % de los casos; cuando copia la solucion
de Internet, la respuesta es correcta solamente en el 40 % de los casos.

a) ¢Cual es la probabilidad de que la solucion de un problema respondido siguiendo este método
sea correcta? [0,75 puntos]

b) ¢Cuél es la probabilidad de que un problema haya sido resuelto por Rut si se sabe que la
solucion es correcta? [0,75 puntos]

¢) Mafiana Rut tiene que entregar 5 problemas de matematicas. ;Cual es la probabilidad de que
al menos 4 sean correctos? [1 punto]

Realizamos un diagrama de arbol.

Respuesta correcta

P(C/A) = 0.75
12304

P(A) = 4/6 Respuesta
incorrecta

P(C¢/A) = 0.25

Dado y problema
Respuesta correcta
P(C/B) =0.40
506

P(B) = 2/6 Respuesta
incorrecta

P(C%/B) = 0.60
Respondemos a las preguntas planteadas.

a) Nos piden calcular P(C). Aplicamos el teorema de la probabilidad total.

P(C)=P(A)P(C/A)+ P(B)P(C/B)=%-O.75+%-0_4= %20,633

b) Nos piden calcular P(A/C) . Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de
Bayes.

P(ANC) P(A)P(C/A) 075
P(A/C)= OB =8 =| g = 07895

30

¢) La probabilidad de que al menos 4 sean correctos es la de que sean 4 correctos y 1 incorrecto
o bien los 5 correctos. Llamamos D al suceso “Al menos 4 de los 5 ejercicios son correctos”.
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P(D)=P(C1°nC2nC3NC4NC5)+P(CLNC2°NC3NCANCE)+
+P(C1NC2NC3° NC4NC5)+P(C1NC2NC3NC4° NC5)+

+P(C1NC2nC3NC4NC5°)+P(C1NC2NC3NC4NC5)=

11 19 19 19 19 19 19 19 19 19
—g5.==.=2. 27 27, e Wttt ~[0.3969)
30 30 30 30 30 30 30 30 30 30

OTRA FORMA DE RESOLVERLO

Sea X la variable que cuenta el nimero de ejercicios resueltos correctamente de un grupo de
5. La probabilidad de éxito (ejercicio correcto) es 19/30. EI nimero de repeticiones es 5.

La variable X es una variable binomial. X = B[S, %) .

Nos piden calcular P(X >4).

P(X >4)=P(X =4)+P(X :5):@[%)(%%@(%ﬂ%)o _

51 (19Y*(11) (19Y 19 (11) (19)° 5.19*.11+19°
R N e T e I B ey iy e o
4111130 ) (30) \ 30 30) \30) (30 30
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5. Carles quiere construir un decorado para la obra de teatro de final de curso en forma de un
rectangulo y dos semicirculos, tal como se muestra en la siguiente figura:

a) Determine el perimetro y el area del decorado a construir en funcion de x y de y. [1 punto]

b) Para revestir el perimetro del decorado, Carles tiene material para cubrir hasta 10 m. Si lo
quiere gastar todo, ¢cuéles seran las medidas del decorado de area méxima que podra
construir? ¢Cual es el valor de esta area? [1,5 puntos]

Completamos la informacion del dibujo.

2x

a) El perimetro total es la suma de los lados del rectangulo (2x+2y), la de la
semicircunferencia pequefia (zy) y la de la semicircunferencia grande ( zx).

P(X,y)=2x+2y+7zy+ax=(2+7)(X+Y)

El area es la suma del area del rectangulo (2x-2y =4xy ), el area del semicirculo pequefio (
2 2
. . X
%) y el area del semicirculo grande (”T).
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ry?  xx°

A(X, y)=4xy+7+7:4xy+%(x2+y2)

b) Carles tiene material para cubrir hasta 10 m. Si lo quiere gastar todo - P(x, y) =10.

P(x,y)=10
( y) :>(2+7Z’)(X+y)=10:>x+y:£:>y:i_x
P(x,y)=(2+7)(x+Y) 2+7 2+7

Obtenemos la funcién Area afadiéndole esta nueva condicion.

A(X, y):4xy+%(x2 + yz)

2
= A(x)=4x 10 x|+ E k2 ﬂ_x -
10 2+ 2 2+

247
_ A0 ae i E| e 100 —+X* - 20 =
241 (2+7z) 241

2+

A0 iy 507[2—107[x=( —4)x* +
241 (2+7z) 2+

Calculamos la derivada de la funcion Area y buscamos cuando se anula.

40-10x
2+

, 40-10x7 507
+ X+

A(X)=(7—4)x . (2+ﬂ)2

= A (X)=2(7—4)x+

40-10rx 0= 2(72_4))(2107r—40 -

A(x)=0=2(7r—4)x+ . o

107 — 40
—_— - 10
o 2ex __ 107-40 (z=4) [ 5 0972

2(7-4) 2(z-4)(2+7) 2(z-4) (2+7) |24z

Este valor del punto critico lo sustituimos en la segunda derivada.

A (x)=2(z—4)= A"(0.972)=2(7~4)=-1.7<0

Al ser la segunda derivada negativa la funcidn area es maxima para x = Py =0.972.
+7
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Obtenemos el valor de “y”.

10

y= =X

2+7 _ 105 L5 oo
. 5 247 2+m 2+r1w

2+

Calculamos el valor del area maxima.
2
A( 5 jz(n—4)£ 5 j+40—10;z( 5 j+ 507[2:
2+ 2+ 2+ \2+r7 (2+7z)

_ 257 -100 N 200-507 N 507 _ 100+ 257
(2+7r)2 (2+7z)2 (2+7z)2 (2+7r)2

=6.75 m?

Las medidas para obtener un area maxima son x=y = ZL =0.972 metros.
+

El area méxima tiene un valor aproximado de 6.75 metros cuadrados.

12 de 16 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU 2024 Ordinaria (incidencias) Matemdticas Il en Catalufia Juan Antonio Martinez Garcia

X =442k
6. Considere las rectas r: X5 _ y;4= 2_13 ys:{y=3+k
- z=-1

a) ¢Cudl es su posicion relativa? Calcule la ecuacion implicita de un plano z que sea paralelo a
las dos rectas y que pase por el origen de coordenadas. [1,25 puntos]
b) Calcule la ecuacion de la recta t que corta las dos rectas r y s perpendicularmente. [1,25 puntos]

a) Hallamos un punto y un vector director de cada recta.

X-5 y-4 z-3 {Pr(5’4’3)
r: = = =

4 3 -1 |u =(43-1)

X=4+2k 5(4,3’_1)
S:ay=3+k =4_.

I v, =(2,1,0)

Los vectores directores u, = (43-1)y v, = (2,1,0) no tienen coordenadas proporcionales,
por lo que las rectas no son ni coincidentes ni paralelas.

u=(43-1) 4 3 1
. = F—
V=(210) | 27170

Las rectas se cortan o cruzan.
Hallamos el valor del producto mixto [Jr,vs, P,QSJ .

PQ. =(4.3-1)-(5,4,3)=(-1,-1-4)

U, =(4.3,-1) 4 3 -1
v, =(2,1,0) =[u.v,,PQ [=[2 1 0]|=-16+0+2-1+24-0=9%0
PQ =(-1-1-4) I

Como el producto mixto es no nulo las rectas se cruzan (distinta direccién en planos
paralelos).

El plano 7 que sea paralelo a las dos rectas tiene como vectores directores los vectores
directores de las rectas. Ademas, pasa por el punto (0, 0, 0). Hallamos la ecuacion implicita
de este plano.

G:u—r=(4,3,—l) Xy z
\7=\73=(2,1,0) =714 3 -1=0=>-2y+47-62+x=0=|7:Xx-2y-22=0
02(0,0,0)672' 21 0
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El plano 7 que es paralelo a las dos rectas y que pasa por el origen de coordenadas tiene la
ecuacion implicita siguiente: 7:x—-2y—-2z=0.

b) Larectat que corta las dos rectas r y s perpendicularmente es la recta del dibujo.

Hallamos la ecuacion del plano 7z, que contiene a la recta r y tiene como uno de sus vectores
directores w, =(1,-2,—2). Los vectores directores del plano son w, =(1,-2,-2) y
u, =(4,3,-1), y pasa por el punto P, (5,4,3).

a:Wt:(l’_Z'_z) X-5 y-4 z-3
v=u =(43-1) t=>r: 1 -2 -2|=0=
P.(5,4,3)en, 4 3 -

= 2(x-5)-8(y-4)+3(z-3)+8(z-3)+y—-4+6(x-5)=0=

= 8(x—-5)-7(y—4)+11(z-3)=0=8x-40-7y+28+117-33=0=

= |7 :8X-7y+112-45=0
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Hallamos la ecuacion del plano 7z, que contiene a la recta s y tiene como vector director
w, =(1,-2,~2). Los vectores directores del plano son w, =(1,-2,~2) y v, =(2,1,0), y pasa
por el punto Q, (4,3,-1).

u:Wt:(l’_z’_z) x—4 y-3 z+1
v=v,=(210) =z 1 -2 -2|=0=
Q,(4,3-1)er, 2 1 0

= —-4(y-3)+z+1+4(z+1)+2(x-4)=0=

:>—4y+12+z+1+4z+4+2x—8:0:>|7r2:2x—4y+52+9:0

La recta t es la interseccion de ambos planos, por lo que su ecuacion es:

[8x=7y+11z2-45=0
|2x—4y+52+9=0
OTRA FORMA DE RESOLVERLO
Hallamos un punto A de la recta r y un punto B de la recta s tal que el vector AB sea

perpendicular a ambas rectas. Este vector tiene que tener producto escalar nulo con los vectores
directores de las rectas.

X=5+4a
_ _ _ P (54,3
X2 _y-4 273, _( ) =riy=4+3a= A(5+4a,4+30,3-a)
4 3 -1 u, =(4,3,-1)
1=3-«
X=4+2k Q.(4,3-1)
s:iy=3+k =4_ = B(4+2k,3+k,-1)
I v, =(2,1,0

AB =(4+2k,3+k,~1)—(5+4a,4+3a,3-a)=(-1+2k —4a,-1+k -3a,~4+a)

AB-U, =0=> (-1+2k —4a,~-1+k-3a,~4+a)(4,3,-1)=0=

r

= -4+8k-160-3+3k-9a0+4-a=0=|11k - 260 =3

AB-v, =0=(-1+2k—4a,-1+k-3a,-4+«)(2,1,0)=0=

= 2+4k-8a-1+k-3a=0=|5k -1l =3

Resolvemos el sistema formado por las dos ecuaciones.
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11k~ 260 =3)  x(~5)—> 55k +130 = -15
=
5k—11ar=3 | x(11) - 55k —121 =33

Qa=18=a=2=

=5k-22=3=5k=25=k=5

=2
“ = A(13,10,1)
A(5+4a,4+3a,3-a)
k=5
= B(14,8,-1)
B(4+2k,3+k,-1)

La recta t buscada es la recta que pasa por los puntos A y B.

A(1310,1)et| A(1310,1)et
} T W-AB- (14,8,-1)-(13,10,1) = (1,-2, —2)} -

B(14,8,-1)et
Xx=13+1
=>t:iy=10-21;1€R
z=1-22

La recta t es la interseccion de ambos planos, por lo que su ecuacion es:
Xx=13+41
t:cy=10-24;1€R
z=1-24
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