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MATEMATICAS II

O exame consta de 8 preguntas de 2 puntos, das que pode responder un MAXIMO DE 5, combinadas como
gueira. Se responde mais preguntas das permitidas, sé seran corrixidas as 5 primeiras respondidas.

1. Nameros e Alxebra:
a) Calcule A se (AB)T = (1 O) eB = ( 1 1).

2 1 -1 1
b)Se A = ()31 JZC) é invertible, obtefia os valores de x, y e z sabendo que det(A — 31) = 0, que y # 0 e que
(B2)A™ 1 +1= (_i 2) Enténdase que I é a matriz identidade.
2. Numeros e Alxebra:
(m+ Dx + z = 1,
Discuta, segundo os valores do parametro m, o sistema< (m+ 1)x + y + z = m+1,
m+x + my + (m—-1z = m.

3. Andlise:
a) Enuncie os teoremas de Rolle e do valor medio do célculo diferencial.

b) Explique se f:[0,1] » R, f(x) = V1 — x?, estd ou non nas hipdteses do teorema do valor medio do
calculo diferencial. En caso de que o estea, calcule un valor ¢ para o cal se cumpra a tese dese teorema.

4. Anilise:
a) Calcule mediante cambio de variable as integrais [(sinx)° cosx dx e [(Inx)/x dx.
b) Calcule [(Inx)/x dx empregando o método de integracién por partes. Logo, obtefia algin valor de B tal

que feB(ln x)/xdx = 3/2.

5. Xeometria:

.y , . x—1 z+1
a) Considérense o plano m:ax +y + z = 1, onde a é un pardmetro real, e a recta - = % = Estude a

posicion relativa de m e r en funcidn de a e obtefia o valor de a que fai que 7 e r sexan perpendiculares. Por
ultimo, razoe se r pode estar contida en = ou non.

. -1 1 .
b) Se m: —3x + y + z = 1, diga que valor ten que tomar b para que r: xT =—= % estea contida en .

6. Xeometria:
Considérese o plano m: 2x — y + z = 1. Pidese:
x=24+4 X =U,
a) Calcular a distancia de m ao punto de corte das rectas ry: {y =0, ery: {y =—-1+4+u, (A, u€R).
z=-1-21 z=0,
b) Obter o punto simétrico de P(1,0,0) con respecto a 7.

7. Estatistica e Probabilidade:

a) Calcule P(A|B) se B c A. Logo, se P(C) = 0.5 e P(D) = 0.6, explique se C e D poden ser incompatibles.
Por ultimo, obtefia P(E U F) e P(E N F) se E e F son independentes, P(E) = 0.3 e P(F) = 0.2.

b) Tirase un dado sete veces. Calcule a probabilidade de que saian exactamente dous seises.

8. Estatistica e Probabilidade:

Para un determinado grupo de pacientes, a tensién arterial sistélica (medida en mmHg) segue una
distribucion normal de media 123.6 e desviacién tipica 17.8. Calcule a probabilidade de que un paciente
elixido ao azar tefia unha tension comprendida entre 100 e 120 mmHg. Logo, obtefia o valor da tension que é
superado polo 67% dos pacientes.
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El examen consta de 8 preguntas de 2 puntos, de las que puede responder un MAXIMO DE 5, combinadas
como quiera. Si responde mds preguntas de las permitidas, solo seran corregidas las 5 primeras
respondidas.

1. NGmeros y Algebra:

a) Calcule A si (AB)T = (; 2) yB = (_1 D

b)Si A = (}3] QZC) es invertible, obtenga los valores de x, y y z sabiendo que det(A —31) =0,quey #0y

2 0

-1 —
que (32)A™ +1 = (_1 4

). Entiéndase que I es la matriz identidad.
2. Nimeros y Algebra:

(m+ Dx + 7 = 1,
Discuta, segun los valores del parametro m, el sistema<(m + 1)x + y + z
m+x + my + (m-1)z

I
3
+
e

3. Analisis:

a) Enuncie los teoremas de Rolle y del valor medio del calculo diferencial.

b) Explique si f:[0,1] » R, f(x) = V1 — x?, estd o no en las hipdtesis del teorema del valor medio del
calculo diferencial. En caso de que lo esté, calcule un valor ¢ para el cual se cumpla la tesis de ese teorema.

4. Andlisis:
a) Calcule mediante cambio de variable las integrales [(sinx)® cosx dx y [(Inx)/x dx.
b) Calcule [(Inx)/x dx empleando el método de integracion por partes. Luego, obtenga algin valor de B tal

que feB(ln x)/xdx = 3/2.

5. Geometria:

s 1z . x—1 y z+1
a) Considérense el plano m:ax +y+z =1, donde a es un pardmetro real, y la recta rn-=3=5
Estudie la posicion relativa de m y r en funcién de a y obtenga el valor de a que hace que m y r sean
perpendiculares. Por ultimo, razone si r puede estar contenida en 7 o0 no.

b) Sim: —3x + y + z = 1, diga qué valor tiene que tomar b para que r:xT_1 = 3/3;17 = Z;r—l esté contenida en .
6. Geometria:
Considérese el plano : 2x — y + z = 1. Se pide:
x=2+ A, X =W
a) Calcular la distancia de 7 al punto de corte de las rectas 1y:yy = 0, yry:dy = —1+u, (A, u €R).
zZ = _1 - /1 zZ = OI

b) Obtener el punto simétrico de P(1,0,0) con respecto a 7.

7. Estadistica y Probabilidad:

a) Calcule P(A|B) si B c A. Luego, si P(C) = 0.5y P(D) = 0.6, explique si C y D pueden ser incompatibles.
Por ultimo, obtenga P(E U F) y P(E N F) si E y F son independientes, P(E) = 0.3y P(F) = 0.2.

b) Se tira un dado siete veces. Calcule la probabilidad de que salgan exactamente dos seises.

8. Estadistica y Probabilidad:

Para un determinado grupo de pacientes, la tensidn arterial sistélica (medida en mmHg) sigue una
distribucion normal de media 123.6 y desviacidn tipica 17.8. Calcule la probabilidad de que un paciente
elegido al azar tenga una tensidn comprendida entre 100 y 120 mmHg. Luego, obtenga el valor de la tension
que es superado por el 67% de los pacientes.
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MATEMATICAS II

1.a) AB = ((1) i), deonde A = ((1) i) Bt

Como B = (_i 1), temosquedetB =1+ 1 = 2 e, polo tanto,

1 r 1 —
A )

Finalmente,

=36 DG V=26 D
SOLUCION ALTERNATIVA:
sea=(0 1)

=0 ) J=Ca t1a)
@ =1y cva) =G DelGisZd) o f

=220 ¢ (E24))

sla=3/2, b=1/2, c=1/2 e d=1/2].

Logo

1
1=5( 1)

AT
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1.b) Como A = (f} }Zc> é invertible, sabemos que detA = 3z — xy # 0.

0 X
A—3I—(y z—3>'

Ao ser det(A—31)=—xy =0 e y # 0, necesariamente ten que ser x = 0. En

consecuencia, tamén teremos z # 0, porque detA =3z — xy = 3z # 0. Neste punto,

4=( 2)

con y e z non nulos. Obteremos os valores de y e z da igualdade

sabese que

(BA +1 = (_i Z).

Posto que det A = 3z,

conque

(B2)A™ +1 = (Z t; 2) (29

de onde se deducequey =1ez = 1.

En resumo, os valores pedidos son x = 0, y = 1 e z = 1. Equivalentemente,
(3 0
a=( : 1).

SOLUCION ALTERNATIVA (que evita o célculo da inversa):

. - . 30
Procédase como na resolucidn anterior ata chegar a que A = (y Z) con y e zZ non

nulos. Agora nétese que a igualdade (32)A™1 +1 = (_i 2) implica que (32)A™1 =

(_} g) Polo tanto,

(s s)=06ar=(_1 3)a=( g)(i 2)=(_3+3§ 32)

deondey =1ez = 1.
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2.
m+1 0 1 NF-FF/m+1 0 1 1
m+1 1 1lm+1 — 0 1 0 m
m+1 m m-—1 m/ F3 — F; 0 m m—-2lm-1
m+1 0 1 1
N ( 0 1 0 m).
0 0 m—-2l-m?+m-1
Sistema triangular equivalente:
(m+ 1)x + z = 1,
y = m,
(m-2)z = -m?+m-—1.
Discusion:
e Sem € R\ {—1,2}, entdn o sistema é compatible determinado, xa que a sua
Unica solucién é
_-m?P+m-—1 B 11—z
Z= m—2 Y™ XTLiT
e Sem = —1, o sistema queda
z = 1,
y = —1,
-3z = =3,
gue é compatible indeterminado, porque ten as seguintes infinitas solucidns:
xeER, y=-1, z=1.
e Sem = 2, o sistema é incompatible, xa que a terceira ecuacion queda 0 = —3.
SOLUCION ALTERNATIVA:
m+1 0 1 m+1 0 1 1
A=|m+1 1 1], AA=m+1 1 1lm+1). Sabemos que
m+1 m m-—1 m+1 m m-—1 m

rank A <rankd4* <3 vm € R.

Como

detA4

|(1) 1 =—1+#0, é seguro que rankA >2 Ym e R e que [rank4d =2 &

= 0].
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MATEMATICAS II
m+1 0 1 1 0 1
detA=m+1 1 1l=(m+1)1 1 1
m+1 m m-1 1 m m-—1
=(m+1D)(m-1+m-1-m)=(m+1)(m—-2)=0=m
€ {—1,2}.
Discusion:

e Casome€ R\ {—1,2}: rankA =rank A" = 3 = n.° de incdgnitas, polo que o

sistema é compatible determinado.

0 0 1] 1
e Caso m=-1: rankA=2 e A*'=|0 1 1] 0). Ao ser
0 -1 -2[-1
0 1 1
1 1 0l=—2+1+1=0, tense que rankA* =2 =rankA <3 =
-1 -2 -1
n.° de incégnitas, situacién na que o sistema é compatible indeterminado.
3 0 11 0 1 1
e Cassom=2:rankA=2eA"=|3 1 1|3). Aoser|l 1 3|=6+1-—
3 2 112 2 1 2

2—2=05=0, tense que rank A* =3 > rank A4, situacidon na que o sistema é

incompatible.
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3.3)

Teorema de Rolle: se f: [a,b] = R é continua en [a, b], derivable en (a, b), e tal que
f(a) = f(b), entdn existe algin c € (a, b) tal que f'(c) = 0.

Teorema do valor medio: se f:[a,b] — R é continua en [a, b] e derivable en (a, b),

entén existe algin ¢ € (a, b) tal que f(b) — f(a) = f'(c)(b — a).

3.b) A funcién f:[0,1] » R, f(x) =V1—x?, é claramente continua en [0,1].
Ademais,
—X

1
FO) =50 =) -20) =

conque f é derivable en (0,1).

Logo f si que esta nas hipéteses do teorema do valor medio, polo que ten que existir
algin c € (0,1) tal que f(1) — f(0) = f'(c)(1 — 0).

Ao ser f(1) =0 e f(0) =1, estamos a dicir que f'(c) = —1 para algun c € (0,1).

Neste caso haberd un Unico valor posible para ¢, o cal se pode obter do seguinte xeito:

fllo)=-1 =—1loc=J1-c?S[c2=1-¢? e ¢>0]

—C
V1 —c?

©[2c2=1 e ¢>01©[c*?=1/2 e ¢>0ec=.1/2
Obsérvese que ¢ € (0,1).
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4.a)

Facendo o cambio u = sinx, du = cos x dx, tense

6

N6
u sin x
j(sinx)scosxdx=ju5du=E+C=( )

6

Facendo o cambiou = Inx, du = (1/x) dx, tense

jlnxd —f d —u2+C—1(l 2 +C
x X=]1Uu u—2 =3 nx .

4.b)

Primeira parte:

Tomando
1

u=Ilnx |du=- dx
X
dv=—-—dx| v=lInx
X
vese que

In x In x
f—dx = (Inx)? —f— dx
x x
Logo 2 [(Inx)/x dx = (Inx)? + K e, de ai,
Inx 1
_ —— 2
j p dx 2(lnx) +C.

Segunda parte:

Bln x 1 B 1 1 3
—dx = [_(lnx)z] =-(nB)*->=>< (InB)’-1=3 < (InB)* = 4.
x 2 2 2 2

e e

Unha solucidn sae por tanto de

InB =2 < B = e2.
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5.a) Temosm:ax +y +z = 1er:x7_1:§ zt+1

e 7,(a,1,1)énormalame c?r(2,3,3) ten a direccidon de r. Como

—_ 2

ng-d,=2a+6=0&a=-3,
arecta é paralela ao plano se a = —3 e corta ao plano nun punto se a # —3.

e Para que r e m sexan perpendiculares, 7;(a,1,1) ten que ser paralelo a

d.(2,3,3):

1 3 5 2
e — = —a=-—-.
2 -3¢ 3
e P(1,0,—1) é un punto de r. Para que r estea contida en 7 ten que ser a =

—3 e ,avez, PEm oquenonécerto: —34+0—1=—4+1. Logo r non

pode estar contida en 7.

5.b) Sem: —3x + y + z = 1, pidese o valor de b para que r:xT_1 =2 Z;:—l estea

contida en 7. Xa sabemos polo apartado anterior que 711,(—3,1,1) e d,(2,3,3) son
perpendiculares, de xeito que r estard contida en 1 se, e sé se, un punto calquera
da recta pertence tamén ao plano . Tomando P(1, b, —1),

P(1,b,-1)en<=-3+b—-—1=1<b=>5.
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6.
6.a) Pidese a distancia de m:2x —y+z=1 ao punto de corte das rectas
x =244, X =U,
r1:y =0, erz:{y=—1+u,
z==—1-2 z=0.
Podemos dar por feito que r; e 1, se cortan. De —1 — A4 = 0 deducese que A = —1,
conqgue o punto de corte é P(1,0,0).
Adistanciade P(1,0,0) am:2x —y+z—1=0¢
|2 — 1] 1

d= .
J2Z+(-D2+12 V6

6.b) Punto simétrico de P(1,0,0) con respectoam:2x —y +z = 1:

Ecuacidns paramétricas da recta r que pasa por P(1,0,0) e é perpendicular a m:

R x =14 24,
d, =1,(2,—1,1),cocal r:{y = =4, AER.
z =21,

Corte de r con m:
1
2(1+ZA)+A+A=6A+2=1<:)A=—E.
Postoquex =1+21=1-1/3=2/3,y=-A=1/6ez=1=-1/6, o punto de

2(555)

Punto simétrico de P(1,0,0) con respecto a m:2x —y +z =1: se chamamos

corte é

P'(x',y’,z") ao punto pedido, temos

1+x 2 1
) =§<:>3x +3=4x =§,
Z=l¢)6y'=2(:>y’=l
2 6 3

z' , . 1

EZ—g@6Z:—2@2=—§,

conque
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7.
7.a)
e SeBcA,enton AN B = B, co cal
P(AnB) P(B)
P(A|B) = = = 1.
“WB =56 = r)
(Cando se falade P(A|B), dase por feito que P(B) non é 0.)
e Se P(C)=0.5e P(D)=0.6, entdon C e D non poden ser incompatibles, xa
que, se o fosen, P(C N D) seria igual a 0 e, consecuentemente,
P(CuD)=P({C)+P(D)—P(CNnD)=P(C)+P(D)=05+06=1.1
seria maior que 1, o que non é posible.
e Pidense P(EUF) e P(ENF) se E e F son independentes, P(E) =0.3 e
P(F) = 0.2.
o P(EUF)=P(E)+P(F)—P(ENF)=05—P(ENF). Por ser E e
independentes, P(E N F) = P(E)P(F) = 0.06, cocal P(EU F) = 0.44.
o Daigualdade P(E) = P(ENF) + P(E N F) obtense
P(ENF)=P(E)—P(ENF)=03—0.06 = 0.24.
Ou, doutro xeito, P(ENF) = P(E)P(F) =0.3-0.8=10.24,xaque Ee F
son independentes ao selo E e F.
7.b)

X = “n.° de seises obtidos nas sete tiradas”.

X ->Bn,p),conn=7ep=1/6(logoqg=1—p =5/6).

~ 0.2344.

pix=2=)) (1>2 (5>5 _7-6-5°_7-5° 21875

2/)\6) \6)/ ~(2)-67 ~ 2-66 93312
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8. X = “tension arterial sistdlica en mmHg”.
X —123.6
X > N(123.6,178) = Z = —I7g - N(0,1).
e P(100 < X < 120) =P(MSZSM) ~P(-133<7Z<
17.8 17.8

—0.20) = P(0.20<Z <1.33)=P(Z<1.33)—P(Z <0.20) = 09082 —
0.5793 = 0.3289 é a probabilidade de que un paciente elixido ao azar tefia

unha tension comprendida entre 100 e 120 mmHg.

e Pidese tamén o valor de t tal que P(X > t) = 0.67. Ao ser 0.67 maior que 0.5, é

claro que t tera que ser menor que a media 123.6. Entén
t — 123.6) B ( 123.6 —t

PX>1t) = P(Z ~ 178 17.8

) = 0.67.

Indo a taboa da normal vese que

de onde

t~123.6 -17.8-0.44 = 115.768.




