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Conteste de manera clara y razonada cuatro cuestiones cualesquiera, escogidas de entre las ocho
propuestas.

Dispone de 90 minutos. Cada cuestion se puntla sobre 10 puntos. La calificacion final se
obtiene de dividir el total de puntos entre 4. Solo se tendran en cuenta las respuestas claramente
justificadas y razonadas usando lenguaje matematico, 0 no matematico, segun corresponda. Se
valoraran negativamente los errores de calculo.

Se permite utilizar calculadora cientifica basica. No se permite el uso de calculadoras gréficas
ni programables, ni de dispositivos con acceso a Internet o aparatos que puedan transmitir o

almacenar informacion.
1. Considera las matrices:
1 2 3 1
A= ., B=
10 2 -5

(a) Calcula los determinantes: det(A), det(B). (2 puntos)

(b) Calcula la matriz producto B - A, la matriz traspuesta (B - A)". (3 puntos)

(c) Para que se cumpla la relacion A - X =B - A, ¢cuantas filas y columnas ha de tener la

matriz X? (2 puntos)

(d) Calcula la matriz X que satisface la relacion (3 puntos)
A-X=B-A

2. Una empresa fabrica tres tipos de bombilla: A, B y C. La bombilla tipo A tiene 10 puntos
LED, la tipo B tiene 20 puntos LED y la tipo C tiene 50 puntos LED. EIl nimero de bombillas
de 10 puntos LED fabricadas a diario es veces el nimero de bombillas de 50 puntos LED. A la
empresa le interesa saber cuantas bombillas de cada tipo puede fabricar a diario.

() Si = 2, y esta empresa usa, diariamente, 30000 puntos LED con los que fabrica 1300

bombillas:
() plantea el sistema de ecuaciones lineales de este problema. (3 puntos)
(ii) clasifica el sistema de ecuaciones lineales y, si es posible, determina cuantas bombillas
de cada tipo se pueden fabricar. (4 puntos)
(b) Si =3,y la empresa fabrica a diario 1000 bombillas; clasifica el sistema de ecuaciones
lineales y determina el nimero de puntos LED necesarios. (2 puntos)
En este caso, ¢cuantas bombillas de cada tipo se pueden fabricar? (1 punto)

3. Considera la funcion f :R——IR definida per

e -1
F0) =4 2x Si X# 0.
b si x=0
(a) Estudia la continuidad de la funcion en los puntos x, #0. (3 puntos)
(b) Calcula la relacién que ha de haber entre a 'y b para que f sea una funcién continua en el
punto x, =0. (5 puntos)
(c) Sipara los valoresde a=2yb =1, f esuna funcion derivable en el punto x = 0,
calcula f(0). (2 puntos)
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4. El nmero de individuos de una poblacion en un determinado instante de tiempo, t,
expresado en millones de individuos, viene dado por la funcion

15+t

(t +1)2

donde la variable real t >0 mide el nUmero de afios transcurridos desde el 1 de enero del afio
2000.

(a) Calcula la poblacion que habia el 1 de enero del afio 2000. (2 puntos)

(b) Prueba de que el nimero de individuos de la poblacién alcanza un minimo. ;Qué afio
se alcanza ese minimo? ;Cuantos individuos habra el afio del minimo? (4 puntos)

(c) Calcula el tamafio de la poblacion, esto es el nimero de individuos, que habré a largo
plazo. (4 puntos)

P(t) =

5. Dadas las rectas

_ _ 1
(U{y_x+& Y=

Z=2X+2, X=2743,
(a) Calcula la ecuacion vectorial de cada una de las rectas (1) y (I1). (1 punto)
(b) Si es posible, calcula el plano paralelo a la recta (11) que contiene a la recta (1).
(3 puntos)

(c) Calcula el plano perpendicular a la recta (1) que pasa por el punto (-1, 0, 2).
(3 puntos)

(d) Calcula la recta de direccion perpendicular a las de las rectas (1) y (1) que pasa por el
origen. (3 puntos)

6. Dados los puntos
P=(101), Q=(110) y R=(011).

(a) Comprueba que P, Q y R no estan alineados. (2 puntos)
(b) Calcula la ecuacion vectorial del plano que determinan P, Q y R. (3 puntos)
(c) Calcula el area del triangulo que tiene por vértices P, Q y R. (3 puntos)
(d) Calcula, de forma razonada, la condicion que han de cumplir a, b y ¢ para qué los
puntos P, Q, Ry S = (a, b, ¢) pertenecen a un mismo plano. (2 puntos)

7. En una urna hay 12 bolas rojas, 8 bolas blancas y 5 bolas azules. Se realiza el experimento
aleatorio de extraer dos bolas, consecutivamente y sin devoluciéon en la urna. Calcula la
probabilidad de los siguientes sucesos:

(a) A ="las dos bolas son rojas” (2 puntos)
(b) B = "las dos bolas son del mismo color” (3 puntos)
(c) C = "al menos una bola es roja" (3 puntos)
(d) D = “ninguna de las dos bolas es roja” (2 puntos)

8. La altura de las personas de una clase se distribuye segin una normal de promedio 160 cmy
desviacion tipica 10 cm. Calcula la probabilidad de que, elegida al azar una persona de la clase,
su altura:

(a) sobrepase los 170 cm. (3 puntos)
(b) sea menor que 155 cm. (3 puntos)
(c) esté comprendida entre 155 cmy 170 cm (4 puntos)
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0 1 2 3 1 ) 6 7 8 9
0.0 | 0.5000 | 0.5040 | 0.5080 | 0.5120 | 0.5160 | 0.5199 | 0.5239 | 0.5279 | 0.5319 | 0.5359
0.1 | 0.5398 | 0.5438 | 0.5478 | 0.5517 | 0.5557 | 0.5596 | 0.5636 | 0.5675 | 0.5714 | 0.5753
0.2 1 0.5793 | 0.5832 | 0.5871 | 0.5910 | 0.5948 | 0.5987 | 0.6026 | 0.6064 | 0.6103 | 0.6141
0.3 | 0.6179 | 0.6217 | 0.6255 | 0.6293 | 0.6331 | 0.6368 | 0.6406 | 0.6443 | 0.6480 | 0.6517
0.4 | 0.6554 | 0.6591 | 0.6628 | 0.6664 | 0.6700 | 0.6736 | 0.6772 | 0.6808 | 0.6844 | 0.6879
0.5 | 0.6915 | 0.6950 | 0.6985 | 0.7019 | 0.7054 | 0.7088 | 0.7123 | 0.7157 | 0.7190 | 0.7224
0.6 | 0.7257 | 0.7291 | 0.7324 | 0.7357 | 0.7389 | 0.7422 | 0.7454 | 0.7486 | 0.7517 | 0.7549
0.7 1 0.7580 | 0.7611 | 0.7642 | 0.7673 | 0.7704 | 0.7734 | 0.7764 | 0.7794 | 0.7823 | 0.7852
0.8 | 0.7881 | 0.7910 | 0.7939 | 0.7967 | 0.7995 | 0.8023 | 0.8051 | 0.8078 | 0.8106 | 0.8133
0.9 | 0.8159 | 0.8186 | 0.8212 | 0.8238 | 0.8264 | 0.8289 | 0.8315 | 0.8340 | 0.8365 | 0.8389
1.0 | 0.8413 | 0.8438 | 0.8461 | 0.8485 | 0.8508 | 0.8531 | 0.8554 | 0.8577 | 0.8599 | 0.8621
1.1 | 0.8643 | 0.8665 | 0.8636 | 0.8708 | 0.8729 | 0.8749 | 0.8770 | 0.8790 | 0.8810 | 0.8830
1.2 | 0.8849 | 0.8869 | 0.8888 | 0.8907 | 0.8925 | 0.8944 | 0.8962 | 0.8980 | 0.8997 | 0.9015
1.3 1 0.9032 | 0.9049 | 0.9066 | 0.9082 | 0.9099 | 0.9115 | 0.9131 | 0.9147 | 0.9162 | 0.9177
1.4 | 0.9192 | 0.9207 | 0.9222 | 0.9236 | 0.9251 | 0.9265 | 0.9279 | 0.9292 | 0.9306 | 0.9319
1.5 1 0.9332 | 0.9345 | 0.9357 | 0.9370 | 0.9382 | 0.9394 | 0.9406 | 0.9418 | 0.9429 | 0.9441
1.6 | 0.9452 | 0.9463 | 0.9474 | 0.9484 | 0.9495 | 0.9505 | 0.9515 | 0.9525 | 0.9535 | 0.9545
1.7 | 0.9554 | 0.9564 | 0.9573 | 0.9582 | 0.9591 | 0.9599 | 0.9608 | 0.9616 | 0.9625 | 0.9633
1.8 | 0.9641 | 0.9649 | 0.9656 | 0.9664 | 0.9671 | 0.9678 | 0.9686 | 0.9693 | 0.9699 | 0.9706
1.9 1 0.9713 | 0.9719 | 0.9726 | 0.9732 | 0.9738 | 0.9744 | 0.9750 | 0.9756 | 0.9761 | 0.9767
2.0 1 09772 | 0.9778 | 0.9783 | 0.9788 | 0.9793 | 0.9798 | 0.9803 | 0.9808 | 0.9812 | 0.9817
2.1 1 0.9821 | 0.9826 | 0.9830 | 0.9834 | 0.9838 | 0.9842 | 0.9846 | 0.9850 | 0.9854 | 0.9857
2.2 |1 0.9861 | 0.9864 | 0.9868 | 0.9871 | 0.9875 | 0.9878 | 0.9881 | 0.9884 | 0.9887 | 0.9890
2.3 |1 0.9893 | 0.9896 | 0.9898 | 0.9901 | 0.9904 | 0.9906 | 0.9909 | 0.9911 | 0.9913 | 0.9916
2.4 1 0.9918 | 0.9920 | 0.9922 | 0.9925 | 0.9927 | 0.9929 | 0.9931 | 0.9932 | 0.9934 | 0.9936
2.5 1 0.9938 | 0.9940 | 0.9941 | 0.9943 | 0.9945 | 0.9946 | 0.9948 | 0.9949 | 0.9951 | 0.9952
2.6 | 0.9953 | 0.9955 | 0.9956 | 0.9957 | 0.9959 | 0.9960 | 0.9961 | 0.9962 | 0.9963 | 0.9964
2.7 1 0.9965 | 0.9966 | 0.9967 | 0.9968 | 0.9969 | 0.9970 | 0.9971 | 0.9972 | 0.9973 | 0.9974
2.8 109974 | 0.9975 | 0.9976 | 0.9977 | 0.9977 | 0.9978 | 0.9979 | 0.9979 | 0.9980 | 0.9981
2.9 1 0.9981 | 0.9982 | 0.9982 | 0.9983 | 0.9984 | 0.9984 | 0.9985 | 0.9985 | 0.9986 | 0.9986
3.0 | 0.9987 | 0.9987 | 0.9987 | 0.9988 | 0.9988 | 0.9989 | 0.9989 | 0.9989 | 0.9990 | 0.9990
3.1 10,9990 | 0.9991 | 0.9991 | 0.9991 | 0.9992 | 0.9992 | 0.9992 | 0.9992 | 0.9993 | 0.9993
3.2°1 0.9993 | 0.9993 | 0.9994 | 0.9994 | 0.9994 | 0.9994 | 0.9994 | 0.9995 | 0.9995 | 0.9995
3.3 1 0.9995 | 0.9995 | 0.9995 | 0.9996 | 0.9996 | 0.9996 | 0.9996 | 0.9996 | 0.9996 | 0.9997
3.4 1 09997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9998
3.5 1 0.9998 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9998
3.6 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999
3.71 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999
3.8 1 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999
3.9 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000
4.0 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000
4.1 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000

Taula de la distribucié normal N(0, 1)
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SOLUCIONES
1. Considera las matrices:
1 2 3 1
A= , B=
10 2 -5
(a) Calcula los determinantes: det(A), det(B). (2 puntos)
(b) Calcula la matriz producto B - A, la matriz traspuesta (B - A)". (3 puntos)
(c) Para que se cumpla la relacién A - X =B - A, ¢cuantas filas y columnas ha de tener la
matriz X? (2 puntos)
(d) Calcula la matriz X que satisface la relacién (3 puntos)
A-X=B-A
a)
1 2 3 1
A= =0-2=[-2] |B|= =-15-2=[-17]
1 0 2 -5
b)

a3 3 S S S
(B.A)t:(g _43j

) Sila matriz X tiene “m” filas y “n” columnas, tenemos que:

A-X =B-A
2><><n—>2><n

Para poder realizar el producto A - X debe ser 2 =m, la matriz X debe tener 2 filas.

El resultado del producto de A - X es una matriz de orden 2 x n, como la matriz B - A es de
dimensiones 2 x 2, tenemos que n = 2. La matriz X debe tener 2 columnas.

La matriz X debe ser una matriz cuadrada de orden 2.

d) Despejamos X en la ecuacion matricial.
A-X=B-A=X=A"-B-A

Hallamos la inversa de A.

1 2
|A|:‘ ‘:—27:0
10

1 1
) Adj
o Adi(A) ’(2 0]:_1 0 -2
A -2 2(-1 1
Sustituimos en la ecuacién matricial.

B 1(0 -2\(4 6) 1(6 -8) |(-3 4
X=A'.B-A=—Z= S = =X
2\-1 1 ){-3 4 2\ -7 -2 7/2 1
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2. Una empresa fabrica tres tipos de bombilla: A, B y C. La bombilla tipo A tiene 10 puntos
LED, la tipo B tiene 20 puntos LED vy la tipo C tiene 50 puntos LED. El nimero de bombillas
de 10 puntos LED fabricadas a diario es veces el nimero de bombillas de 50 puntos LED. A la
empresa le interesa saber cuantas bombillas de cada tipo puede fabricar a diario.

(@) Si = 2, y esta empresa usa, diariamente, 30000 puntos LED con los que fabrica 1300

bombillas:

(1) plantea el sistema de ecuaciones lineales de este problema. (3 puntos)

(i) clasifica el sistema de ecuaciones lineales vy, si es posible, determina cuantas bombillas

de cada tipo se pueden fabricar. (4 puntos)
(b) Si = 3, y la empresa fabrica a diario 1000 bombillas; clasifica el sistema de ecuaciones

lineales y determina el nimero de puntos LED necesarios. (2 puntos)
En este caso, (cuantas bombillas de cada tipo se pueden fabricar? (1 punto)

(Y33 (Y=}

(a) Llamamos “x” al nimero de bombillas tipo A, “y” al nimero de bombillas tipo B y “z” al
namero de bombillas tipo C.
Extraemos de la informacion las ecuaciones.

“La bombeta tipus A té 10 punts LED, la tipus B té 20 punts LED, i la tipus C té 50

punts LED. Aquesta empresa usa, diariament, 30000 punts LED” -
10x+ 20y +50z = 30000

“Aquesta empresa fabrica 1300 bombetes” 2> x+ y+z =1300

“El nombre de bombetes de 10 punts LED fabricades diariament és A vegades el
nombre de bombetes de 50 punts LED” - x=Az. Como A= 2, entonces x =2z

(i)

X+Yy+2z=1300 X+Yy+2=1300
10x+20y+50z =30000 p = x+ 2y +5z =3000
X =22 X =22
(i)
X+Yy+2z=1300 X+Yy+2z=1300
X+2y+5z2=3000F= x+2y+5z=3000
X =22 Xx—22=0
11 1
El sistema tiene como matriz de coeficientes A={1 2 5 | con determinante:
1 0 -2
11 1
A=l 2 5|=-4+5+0-2+2+0=1=0
1 0 -2

Como su determinante es no nulo, el rango de A es 3. El rango de la matriz ampliada
también es 3, al igual que el namero de incognitas. El sistema es compatible
determinado, tiene una Unica solucion.

Lo resolvemos.
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X+Yy+2z=1300

2z2+Yy+12=1300 y+3z =1300 y =1300-3z
X+2y+5z=3000; = = = =
=27 272+2y+5z=3000 2y +7z2=3000 2y +7z=3000

| =2-400 =800|

= 2(1300-3z) +7z = 3000 = 2600 - 62 + 7z = 3000 = =
|y =1300-1200 =100

Se fabrican 800 bombillas tipo A, 100 de tipo B y 400 de tipo C.

(b)Si A =3, el nimero de bombillas es 1000 y el nimero de puntos LED es “n” el nuevo
sistema de ecuaciones queda:

X+y+2=1000 X+Yy+2z=1000
10X+ 20y +50z = n :>x+2y+52:%
X=32 x—3z=0
11 1
El sistema tiene como matriz de coeficientes A=|1 2 5 | con determinante:
1 0 -3
11 1
|A|=1 2 5|=-6+5+0-2+3+0=0
1 0 -3

Como su determinante es nulo el rango de A no es 3.
El rango de A es 2 pues el menor de orden 2 que resulta de quitar la fila y columna 32 tiene

1
determinante no nulo > o= 2-1=1+0
1 1 1 1000
La matriz ampliadaes A/B=|1 2 5 n/10 |. Tomamos el menor de orden 3 que se
10 -3 0

obtiene al quitar la columna primera y calculamos su determinante.

1 1 1000

2 5 n/10/=0+0-6000-0-0+on - 00000430
10 10

0 -3 0

%ﬁ=03—60000+3n=03n=20000

Nos planteamos dos posibilidades:

Opciodn 1. Sin = 20000.
En este caso el menor de orden 3 de A/B tiene determinante nulo y el rango de A/B es 2,
al igual que el rango de A, pero menor que el nimero de incdgnitas.
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El sistema es compatible indeterminado, con infinitas soluciones.

Opcidn 2. Si n= 20000
En este caso el determinante del menor de orden 3 de la matriz ampliada es no nulo y el

rango de la matriz ampliada es 3, como el rango de la matriz de coeficientes es 2,
tenemos que los rangos son distintos, por lo que el sistema es incompatible y no tiene

solucion.

Lo resolvemos para n = 20000.

X+Yy+2z=1000 X+Yy+2z=1000
3z+y+2z=1000
10x+ 20y +50z = 20000 ; = x+2y+5z =2000 ; =
3z+2y+5z=2000
X =32 X=3z

+4z =1000 +4z =1000
:y }:y }:> y+4z=1000= |y =1000—-4z

2y +8z =2000 y+4z =1000

Lasoluciones x=3z; y=1000—4z; z=z.

Tomando como partida el nimero de bombillas del tipo C (z) el nimero de bombillas de
tipo A son el triple (3z) y las de tipo B son 1000 — 4z.

Como el nimero de bombillas debe ser positivo tenemos que z no puede ser superior a 250
pues haria que el nimero de bombillas de tipo B fuese negativo.

El namero de bombillas de tipo C no puede ser mayor de 250.

7 de 17 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PBAU 2021 Julio Matematicas Il en Baleares Juan Antonio Martinez Garcia

3. Considera la funcion f :R——R definida per
e -1
F0) =4 2x Sl X# 0.
b si x=0
(a) Estudia la continuidad de la funcion en los puntos x, #0. (3 puntos)
(b) Calcula la relacion que ha de haber entre a'y b para que f sea una funcion continua en el
punto x, =0. (5 puntos)
(c) Sipara los valoresdea=2yb =1, f es una funcion derivable en el punto x = 0, calcula
f(0). (2 puntos)

ax

- e . o :
(a)La funcion para x =0 es f(x)= que es cociente de una funcidn exponencial

(continua) y de una polindbmica (continua), como el denominador no se anula este cociente
es continuo si x =#0.

(b) Para que la funcion sea continua en x = 0 debe cumplirse que f(0)= Iirr01 f (x)

ax

tim  (x) =lim &= =21 _ O _ 11 deter min acion(L Hapital) = lim 22— = 2
x—0 x>0  2X% 0 0 x>0 2 2
£(0)=b

Iingf(x):% :%:b:

£(0) =lim f (x)

x—0
Para que la funcidn sea continua en x = 0 el valor de “a” debe ser el doble del valor de “b”.

(c)Paraa =2yb = 1secumple que a = 2b por lo que la funcién es continua en x = 0.

e —1
La funciones f(x)=< 2x

1 si x=0

si x#0

2(92X2X—2(€2x —1) _4xe” -2e+2  2xe¥ —e¥ +1

La derivadaenx #0es f(x) = > _ - .
(2x) 4x 2X

Calculamos el limite de esta derivada cuando x se acerca a 0 como el valor de f “(0).

2xe” —e”+1 0-1+1 0

f(0) = Iirrg f(x)=lim 0" Indet er min acion(L Hopital) =

x—0 2x2 0
: +4xe™* — _4xe™
:Ilm%{z{ M:hm =lime* =¢® =[1]
x—0 4% x=>0  4X x>0

Se obtiene que f "(0) = 1.

8 de 17 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PBAU 2021 Julio Matematicas Il en Baleares Juan Antonio Martinez Garcia

4. El nmero de individuos de una poblacion en un determinado instante de tiempo, t,
expresado en millones de individuos, viene dado por la funcion

2
P(t) = 15+t2
(t +1)
donde la variable real t >0 mide el nUmero de afios transcurridos desde el 1 de enero del afio
2000.

(a) Calcula la poblacion que habia el 1 de enero del afio 2000. (2 puntos)
(b) Prueba de que el nimero de individuos de la poblacién alcanza un minimo. (Qué afio se
alcanza ese minimo? ;Cuantos individuos habra el afio del minimo? (4 puntos)
(c) Calcula el tamafio de la poblacion, esto es el nimero de individuos, que habré a largo
plazo. (4 puntos)
15+ 07 ] - .
@ P(O)= (0 1)2 =15. Habia una poblacion de 15 millones de personas.
+

(b)Derivamos e igualamos a cero.

P(t) = 2t(t+1) —Z(t-i;l)(15+t2) _ (t+l)[2t(t+1)—42(15+t2)]
(t+1) (t+1)

P(t)= 2t(t+1)_2(15+t2) _ 27 +2t-30- 27 _2t-30

(t +1)3 (t +1)3 (t +1)3

P'(t):O:Hzozﬂt—BO:O:m
t+

3

Estudiamos el signo de la derivada antes y después de los 15 afios.

e En(0,15) tomamost =1y la derivada vale P’(1) = (21_2)03 — - 0. Lafuncion
+
decrece en (0,15).
40-30 10

0. La

e En (15, +oo) tomamos t = 20 y la derivada vale P (20) = 5= >
(20+1)" 9261

funcion crece en (15, +w).

2
Ent = 15 existe un minimo de P(t). P(15) = 15+152 =0.937500.
(15+1)

A los 15 afios hay un minimo de poblacién siendo esta de 937500 habitantes.

(c)Calculamos el limite de P(t) cuando t se acerca a +oo.

2 2
lim P(t) = lim 2 _ jim 24T
t—+o0 t—+o0 (t+1) tototc + 2t +1
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15+t2 15, 15
N G w041
= lim = lim = = =
e S S ] 2 1 2 1 1+0+0
—+ 5+ +—+5 l+—+—
t2 t2 t? t t o o

La poblacion tiende a ser 1 millon de personas.
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5. Dadas las rectas

_ _ 1
<n{y‘x+& Y=

2=2x+2, X=272+3,

(a) Calcula la ecuacién vectorial de cada una de las rectas (1) y (II). (1 punto)
(b) Si es posible, calcula el plano paralelo a la recta (11) que contiene a la recta (). (3 puntos)
(c) Calcula el plano perpendicular a la recta (1) que pasa por el punto (-1, 0, 2). (3 puntos)

(d) Calcula la recta de direccion perpendicular a las de las rectas (1) y (1) que pasa por el
origen. (3 puntos)

(a)

—x+3 x=4 v =(1,1,2
(I){y_x+ ’ y) :{1_(” ):>

=y=3+
71=2X+2, pl(o,3,2)

2=2+2A

=(1)=(xv,2)=(0,3,2)+1(112); 1eR

=342 _
R +1ﬂ 0, =(2,01)

M2 =ly=— = Q(B 10):
:2 2 [
X=22+3 - 2

= (1) =(x, y,z)=(3,_71,oj+/3(2,0,1); BeR

(b)Estudiamos la posicion relativa de las rectas.
Como los vectores directores no tienen coordenadas proporcionales entonces no son ni

paralelas ni coincidentes.
v, =(11,2) 1 1 2
_ =
u,=(2,0,1)
Calculamos el producto mixto de los vectores v, , u, y PQ, .

1 7

@=(3,—E,0J—(0,3,2)=(3,—E,—zj

u, =(2,0.1) 11
v, =(112){=[v,u,,RQ, |=2 0 1]=3-14+4+ =T 50
7 7 2 2
HQ2=(&—§r2j 373 F

Al ser el producto mixto no nulo las rectas se cruzan y es posible hallar el plano pedido.
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—

(m

/ JV
y \ /
() /

Si el plano m es paralelo a la recta (11) entonces tiene como uno de sus vectores directores
el director de la recta u, = (2, 0,1) y al contener a la recta (I) otro de sus vectores directores

es el director de la recta (1) v, =(1,1,2) y pasa por el punto P,(0,3,2) de la recta (1).

G:@:(Z,O,l) X y-3 z-2
v=v,=(112) t=>z=2 0 1 |=0
R(0,32)ex 11 2

y—3+22-4-4y+12-x=0=|r=x+3y-2z-5=0

(c)Si el plano 1" es perpendicular a la recta (I1) entonces su vector normal es el director de la
recta (1) u, =(2,0,1) y pasa por (-1, 0, 2).

n=u,=(2,01)| #'=2x+z+D=0
= ,
(—1,0,2)67[' (—1,0,2) er

}:2(—1)+2+D=0:D=0:>

(d)Si la recta (111) es perpendicular a ambas rectas tendra como vector director el producto
vectorial de los vectores directores de ambas rectas.

u,=(201)] — — _ )k
- =>Ww,=u,xv,=[2 0 1/=(-1-32)
v, =(112) 11 2

(0,0,0) e (1) = |(l1)=4y=-3a, siendoaeR

@:(—1,—3,2>} L
71=2a
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6. Dados los puntos
P=(101), Q=(110) y R=(0,11).

(a) Comprueba que P, Q y R no estén alineados. (2 puntos)
(b) Calcula la ecuacién vectorial del plano que determinan P, Q y R. (3 puntos)
(c) Calcula el area del triangulo que tiene por vertices P, Q y R. (3 puntos)

(d) Calcula, de forma razonada, la condicién que han de cumplir a, b y ¢ para qué los puntos
P, Q,RyS =(a, b, c) pertenecen a un mismo plano. (2 puntos)

(a)Hallamos los vectores PQ y PR. Comprobamos que no tienen coordenadas
proporcionales.
}:

(b) El plano T tendra como vectores directoresa PQ y PR, pasando por P = (1,0,1).

PQ=(110)-(101)=(0,1,-1)

PR=(0,11)—(1,0,1)=(-121,0)

0

1 -1
#* = —
-1 1 0

Por lo tanto, los puntos no estan alineados.

u 1-1) x=1 -p
V=PR=(-110) {=|z={y= a+p
P(L0l)er z2=1-a

(c) El area del triangulo PQR es la mitad del médulo del producto vectorial de PQ y PR.

. i ok
PQ=(01-1)] . __

PQ=(04-1) =PQxPR=[0 1 -1=(111)
PR=(-110) 11 0

) @xﬁ [z 12 12
AreaPQR:‘ 5 ‘: 1+21 +1 :guz

(d) Tenemos la ecuacion z =x+y+z—2=0 del plano que contiene a los puntos P, Q y R, por

lo que el punto S = (a, b, ¢) estd en el mismo plano que los otros puntos cuando el punto S
esta en el plano m y por lo tanto cumple su ecuacion:

T=X+y+2-2=0
S(a,b,C)eﬂ

}:>|a+b+c—2:0|
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probabilidad de los siguientes sucesos:

7. En una urna hay 12 bolas rojas, 8 bolas blancas y 5 bolas azules. Se realiza el experimento
aleatorio de extraer dos bolas, consecutivamente y sin devolucion en la urna. Calcula la

(a) A ="las dos bolas son rojas” (2 puntos)
(b) B ="las dos bolas son del mismo color” (3 puntos)
(c) C ="al menos una bola es roja" (3 puntos)
(d) D = “ninguna de las dos bolas es roja” (2 puntos)
Realizamos un diagrama de arbol.

22 bola roja

(24 bolas y 11 rojas)
11/24

12 bola roja
(25 bolas y 12 rojas)
12/25

22 pola blanca
(24 bolas y 8 blancas)
8/24

12 y 22 extraccion sin

22 bola azul
(24 bolas y 5 azules)
5/24

22 bola roja
(24 bolas y 12 rojas)
12/24

devolucién

12 bola blanca
(25 bolas y 8 blancas)
8/25

22 bola blanca
(24 bolas y 7 blancas)
7/24

22 bola azul
(24 bolas y 5 azules)
5/24

22 bola roja
(24 bolas y 12 rojas)
12/24

12 bola azul
(25 bolas y 5 azules)
5/25

22 bola blanca
(24 bolas y 8 blancas)
8/24

22 bola azul
(24 bolas y 4 azules)
4/24

14 de 17

www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PBAU 2021 Julio Matematicas Il en Baleares Juan Antonio Martinez Garcia

Llamamos R1 y R2 a sacar una bola roja en 1% y 22 extraccion respectivamente.
Anéalogamente llamamos B1 y B2 a sacar blanca en 12 y 22 extraccion. Y, por ultimo, Al y
A2 a sacar azul en 12 y 22 extraccion.

(a)
P(A)=P(R1nR2)=P(R1)P(R2/R1)={Miramos el diagrama de arbol} =

12 11 E=O.22

T 25 24 |50

()
P(B)=P((R1nR2)uU(BLNB2)U(ALNA2))=

=P(RINR2)+P(BLNB2)+P(ALNA2)=

=P(R1)P(R2/R1)+P(B1)P(B2/B1)+P(AL)P(A2/Al)=

_12 1,8 7,5 4 |28 4347
75

25 24 25 24 25 24

(©)
P(C)=P((R1nR2)U(R1NB2)U(R1NA2)U(BINR2)U(ALNR2))=

= P(RLNR2)+P(R1NB2)+P(RLNA2)+P(BLNR2)+P(ALNR2) =

= P(R1)P(R2/R1)+P(R1)P(B2/RL)+P(RL)P(A2/RL)+
+P(BL)P(R2/B1)+P(AL)P(R2/AL)=

21211 12 8 12 5 8 12 5 12 ﬂ:o.m

T25 24 25 24 25 24 25 24 25 24 |50

(d) Que ninguna de las dos bolas sea roja contempla muchos casos favorables, calculamos su
probabilidad usando el suceso complementario que es “Al menos una bola es roja” que ya
tenemos calculada su probabilidad en el apartado c).

37 _[13
P(D)=1-P(C)=1-L=|=2=0.26
(D) (C)=1-55=I54
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8. La altura de las personas de una clase se distribuye segiin una normal de promedio 160 cm y
desviacion tipica 10 cm. Calcula la probabilidad de que, elegida al azar una persona de la clase,

su altura:

(a) sobrepase los 170 cm. (3 puntos)
(b) sea menor que 155 cm. (3 puntos)
(c) esté comprendida entre 155 cm y 170 cm (4 puntos)

X = Altura en cm de una persona. X = N(160, 10)
(a) Nos piden calcular P(X >170).
P(X >170) = {Tipificamos} = P(Z > M] =P(Z2>1)=..
0 1 = 0 _ 0 1

...=1-P(Z <1)={Miramos en la tabla N(0, 1)} =1-0.8413={0.1587

0.1 0. 58098
0.2 | 0.5393
0.3 | 0.GE7T9

-|||_|||. '.I.-

' 0.5 | 0.6915

. 1.2 | () R=4%9 [
(b)Nos piden calcular P(X <155).

P(X <155) = {Tipificamos} = P (Z

155-160
<
10

jzp(z <=05)-=..

0 05

..=P(Z >0.5)=1-P(Z <0.5) = {Miramos en la tabla N(0,1)} =1-0.6915 =|0.3085
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(c) Nos piden calcular P(155< X <170).

P(155< X <170) = P(X <170)-P(X <155)=1-P(X >170)—P(X <155)=

={calculado en los apartados a) y b)} =1-0.1587 —0.3085 = |0.5328
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