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Proba de Avaliaciéon do
Bacharelato Cadigo: 20

COMISION INTERUNIVERSITARIA DE GALICIA

= para o Acceso a Universidade
Ve = XUNO 2017
MATEMATICAS I

(Responde sé os exercicios dunha das opcions. Puntuacién maxima dos exercicios de cada opcion:
exercicio 1 = 2 puntos, exercicio 2 = 3 puntos, exercicio 3 = 3 puntos, exercicio 4 = 2 puntos)

OPCION A

) 111
1. Dada la matriz A= )
111

a) Determina, segun los valores de k, el rango de la matriz AA"'— 11, siendo A' la matriz
traspuesta de A e | la matriz unidad de orden 2.

b) Determina la matriz X =[ J que verifica la ecuacion matricial AA'X =6X .
y

2 2
. Sen“x—3x
2. a) Calcula: lim———

x>0 e* — oS 2X
b) Se desea construir una caja de base cuadrada, con tapa y con capacidad de 80 dm?®. Para la tapa
y la superficie lateral se quiere utilizar un material que cuesta 2 €/dm? y para la base otro que

cuesta 3 €/dm?. Calcula las dimensiones de la caja para que su coste sea minimo.
1
c) Calcula _[0 xIn(1+x)dx.

X=2+A+u
3. Dados los planos 7z, : x+y—-z+2=0; 7,:qy= A+3u
z=-1-1
a) Estudia la posicion relativa de 1 y mo. Si se cortan, calcula el &ngulo que forman.
b) Sea r la recta que pasa por el punto P(1,1,1) y es perpendicular a 1. Calcula la interseccion

de ry m.
c) Calcula el punto simétrico del punto P(1,1,1) con respecto al plano m;

4. a) En un experimento aleatorio, sean A y B dos eventos con P(K) =04, P(B) =0.7.SiAy

B son independientes, calcula P(AuB) y P(A-B). (Nota: A suceso contrario 0

complementario de A).
b) En un grupo de 100 personas hay 40 hombres y 60 mujeres. Se eligen 4 personas al azar del
grupo, ¢cual es la probabilidad de seleccionar mas mujeres que hombres?
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OPCIONB

X+2y—-z=1
1. a) Discute, segun los valores del pardmetro m, el sistema de ecuaciones < x —z=m
X+y—-z=1
b) Resuélvelo, si es posible, cuando m=1.

5 ax’+b si x<3 _
2. @) Calcula los valores a, b para que la funcién f (x)= In(x-2) si x>3 sea derivable en
n(x—2)si x>

x =3 y determina el punto en el que la tangente de f (x) es paralela a larecta x+3y=0.
b) Si P(x) es un polinomio de tercer grado, con punto de inflexion en el punto (0, 5) y un

. 1
extremo relativo en el punto (1, 1), calcula jo P(x)dx.

3. Sea r la recta que pasa por los puntos P(1,0,5) y Q(5,2,3)

a) Calcula la distancia desde el punto A(5, —1,6) a la recta r.

b) Calcula la ecuacién implicita o general del plano que es perpendicular a r y pasa por el punto
A(5, —1,6).

c) Calcula el area del triangulo de los vértices de los puntos P(1,0,5), A(5, —1,6) y el punto de
interseccion de la recta r con el plano 7;2x+y—-z-3=0.

4. En un estudio realizado en un centro de salud se observd que el 30% de los pacientes son
fumadores y de estos, el 60% son hombres. Entre los pacientes que no son fumadores, el 70%
son mujeres. Elegido un paciente al azar,

a) Calcular la probabilidad de que el paciente sea mujer.

b) Si el paciente elegido es hombre, ;cual es la probabilidad de que sea fumador?
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SOLUCIONES

OPCION A

) 111
1. Dada la matriz A= ,
111

a) Determina, segun los valores de k, el rango de la matriz AA' — 11, siendo A' la matriz
traspuesta de A e | la matriz unidad de orden 2.

b) Determina la matriz X =[ J que verifica la ecuacion matricial AA'X =6X .
y

a) Determinamos la expresion de la matriz AA" - A1 .

11

t 111 1 0) (3 3) (42 0) (3-2 3
AA - Al = 11)-2 = - =

111 0 1) {33 (0 24 3 3-1

11

Averiguamos cuando se anula su determinante.
. 3-4 3
AR — 21| =
3

5 l‘=(3—/1)2—9=9+/12—6A—9=/12—6/1

A=0

[AA = 21|=0= 4" -64=0=>1(1-6)=0=

Analizamos las tres situaciones distintas que se nos plantean.

CASO1. A#0y A#6.
En este caso el determinante de AA' — Al es no nulo y su rango es 2.

CASO 2. 1=0.
En este caso el determinante de AA' — Al es nulo y su rango no es 2. Su rango es 1.

CASO 3. 1=6
En este caso el determinante de AA' — Al es nulo y su rango no es 2. Su rango es 1.

Conclusion: Si A0y A=6 elrangode AA'— 1 es2ysi 1=0 0 A=6 elrangoes 1.

b) Obtenemos el sistema de ecuaciones correspondiente a la ecuacion matricial y lo
resolvemos.

11

SR R U
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3x+3y 6X 3X+3y =6x X+ Yy =2X y =X X
= = = = = =X =
3x+3y 6y 3x+3y =6y X+y=2y X=y X
Las matrices solucion de la ecuacion matricial tienen la expresion X = [Xj siendo x
X

cualquier nimero real.
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2. a) Calcula: I|mM

x>0 e* — oS 2X
b) Se desea construir una caja de base cuadrada, con tapa y con capacidad de 80 dm?®. Para la tapa
y la superficie lateral se quiere utilizar un material que cuesta 2 €/dm? y para la base otro que
cuesta 3 €/dm?. Calcula las dimensiones de la caja para que su coste sea minimo.

¢) Calcula _[leln(1+ x)dx.

2y 2 2n . 2 _
a) lim sen X=3X :se2n 0-30"_0 0:gzIndeterminacic’Jn(L’HﬁpitaI):
0¥ _cos2x  €° —cos(0) 1-1 0

lim 23enxcosx 6x 25en0 cos0-6-0_0-0_0 — Indeterminacién(L Hopital) =

=0 2xeX 4 2sen2x  2-0e° +25en(0) T0+0 0

Zcosxcosx+25enx(—senx)—6_2cosO-cosO+ZsenO(—senO)—G 2-6 |-2

=0 26X 1 2x(2x)e" +4c0s 2x 2¢” +0(0)e” +4cos(0) 2+4 |3

b) La caja tiene las dimensiones del dibujo inferior.

El volumen es el producto del area de la base por la altura: V (x,y) = X’y

Volumen =80 , 80
, (=XYy=80=>y=—.
V(x,y)=xy X

Calculamos la superficie de la tapa superior mas los laterales.

s 2
Superficie = x* +4xy 80 , 320

80 = S(X)=x+4x—==x"+"—

y=— X X
X2

El coste de esta superficie es C,(x)=2-S(x)= Z(X +@J =2x2 +@
X X

El coste de la base es C, (x)=3x*.

El coste total de la cajaes C(x)=C,(x)+C,(x)=2x*+ Gio 3x? =5x 6i0
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Derivamos esta funcion y buscamos su minimo.

C(x)=5x + 22 _5x2 4 640x L = C () =10x —640x 2 =10x - 220
X X

Igualamos a cero.

C'(x):O:>10x—6iz():0:10x:6iz():>10x3:640:>
X X

o640 _
10

64 = |x =364 =4

Comprobemos si x =4 es un minimo relativo.

e En(0,4) tomo x=1y laderivada vale C’(1) :10—%:—630<0. La funcién

decrece en (0,4).
e En (4,+0) tomo x=5y la derivada vale C’(5) :SO—%: 24.4>0. La funcion

crece en (4,+oo).

La funcidn sigue el esquema siguiente.

I

4

La superficie tiene un minimoen x=4-> y= i—? =5.

La caja de base cuadrada de volumen 80 dm?® con menor coste tiene 4 dm en el lado del
cuadrado de la base y 5 dm de altura.

c) Calculamos primero la integral indefinida.

Integracion por partes
1 x? Xt 1
len(x+1)dx: u:ln(x+1)—>du:—dx :—In(x+1)— —_~ dx=
X+1 2 2 x+1
X2
dv:xdx—>v:jxdx:—
2
x? X+1
X2 1( x? ) X2 1 1
=—In(x+1)-= dx=|-x"-x x-1==In(x+1)-= | x-1+—dx=
2 2) x+1 . 2 2 X+1
—X
X+1
1
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X2 1[
5 n(x+1) 2|

x? 1
-2 1)-=
5 n(x+1) 5

Ix—ldx+ idx
X+1

X2
?—x+ln(x+1)

Calculamos la integral definida pedida.

Exln(ﬂx)dx{

12

=[E|n(1+1)_

X2

12

N2 1 2 [1

2 4 2

4

2

1
?In(x+1)—xf+§—%ln(x+l)} =

i

}:

2 2
X—In(x+1)—xj+g—%ln(x+l)+c

0

Z+%—%In(l+1)}{%In(0+1)—07:+0—ln(0+1)}:
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X=2+A+u
3. Dados los planos 7z, : x+y—-z+2=0; 7,:qy= A+3u
z=-1-1

a) Estudia la posicion relativa de 7z, y z,. Si se cortan, calcula el angulo que forman.

b) Sea r la recta que pasa por el punto P(1,1,1) y es perpendicular a 7,. Calcula la interseccion
dery z,.

¢) Calcula el punto simétrico del punto P(1,1,1) con respecto al plano 7,

a) Hallamos un vector normal de cada plano.

- (1)

T X+Yy-2+2=0=
P(0,0,2)

X=2+A+u @:(111"1) I
Ty= A+3u=1v,=(13-1)=n,=u,xv,=1 1 -1=
z=-1-4 Q,(2.0,-1) 13

=—i—j+3k-k+j+3i=2i=(2,0,2)

Los vectores normales no tienen coordenadas proporcionales. Los planos no son ni paralelos
ni coincidentes.

n, (1,1,1)} 1 1 -1
- =%
- 270

¢_
. =(202) 2

Los planos se cortan. Determinamos el &ngulo que forman. Lo hallamos usando el producto
escalar, aunque podemos afirmar que forman 90° pues u, = (1,1, —1) es un vector director de

7, Yy el vector normal del plano 7z,.

n=(11-1) _ (11-1)(20.2)

=(20 2>}jC°s(”””2)‘c°s(““”2)_ RN T T

=272 _0— () =cos (0)=90°

NN

Los planos 7, y z, forman un angulo de 90°.

b) Nos piden hallar el punto P” del dibujo.
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+ P

4

O p

Hallamos la recta perpendicular al plano que pasa por el punto P.

- — Xx=1l+a
u =n =(L% —1)}
=>riy=l+oa
P(L1l)er el
El punto P” es el punto de cortede ry 7.
X=1l+a
r.iy=l+a

=l+a+l+o-1+a+2=0=3a=-3=
z=1-«

T X+y—-2+2=0

Xx=1-1=0
:a:%:—lz y=1-1=0=P"(0,0,2)
z=1+1=2

La interseccion de r y 1 es el punto P"(0,0,2).

c) El punto Q simétrico del punto P(1,1,1) con respecto al plano 7, se obtiene sumando al
punto P’ el vector PP’ .

PP’ =(0,0,2)-(1,11)=(-1-11)

Q=P +PP =(0,0,2)+(-1,-11)=(-1,-13)

El punto Q simétrico del punto P(1,1,1) con respecto al plano 7, tiene coordenadas

Q(-1-13).
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4. a) En un experimento aleatorio, sean A 'y B dos eventos con P(K) =0.4; P(B)=0.7.SiAy

B son independientes, calcula P(AuB) y P(A-B). (Nota: A suceso contrario 0

complementario de A).
b) En un grupo de 100 personas hay 40 hombres y 60 mujeres. Se eligen 4 personas al azar del
grupo, ¢cudl es la probabilidad de seleccionar méas mujeres que hombres?

a) Si P(K):OA entonces P(A):l—P(ﬂ):l—OA:O.G.
Si A'y B son independientes se cumple que P(AnB)=P(A)P(B)=0.6-0.7=0.42,
Calculamos P(AUB).

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)=0.6+0.7-0.42=[0.88]
Calculamos P(A-B).

P(A-B)=P(AnB)=P(A)-P(ANB)=06-042=[0.18]

b) Llamamos X a la variable que cuenta el nimero de mujeres en un grupo de 4 personas.
Esta variable es una binomial donde n =4y p = 60/100 = 0.6. X = B(4, 0.6).

Para que haya mas mujeres que hombres deben ser 3 0 4 mujeres en el grupo de 4.
Nos piden calcular P(X >3).

P(X 23)=P(X =3)+P(X :4):(2]0,63.0,41+(2]0,64.0,40 _

=4-0.6°-0.4+0.6" =|0.4752
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OPCION B
X+2y—-z=1
1. a) Discute, segun los valores del pardmetro m, el sistema de ecuaciones < x —z=m
X+y—-z=1
b) Resuelvelo, si es posible, cuando m=1.
1 2 -1
a) Este sistema tiene la matriz de coeficientes A=|1 0 -1|y la matrizampliada
11 -1
12 -1 1
A/B={1 0 -1 m|.
11 -1 1

La matriz A tiene las columnas primera y tercera proporcionales, por lo que su determinante
es nulo y su rango es menor de 3.
Si consideramos el menor de orden 2 que resulta de quitar la fila y columna terceras -

1 2

‘1 N —2=0. El rango de A siempre es 2, independientemente del valor de m.
12 -1 1

Estudiamos elrango de A/B=|1 0 -1 m|. Como tiene la columna primeray tercera
11 -1 1

proporcionales consideramos el menor de orden 3 que resulta de quitar la columna tercera y
averiguamos cuando se anula.

1
m :O+2m+1—0—2—m:m—1:0:>
1

= = =
R O N

Analizamos dos situaciones diferentes.

CASO 1. m=1.
En este caso el determinante del menor es no nulo y el rango de A/B es 3. Ay A/B tiene
rangos distintos y el sistema es incompatible (sin solucion)

CASO 2. m=1
En este caso el determinante del menor de orden 3 de A/B es nulo y su rango es menor de
3. Elrango de A 'y de A/B son iguales a 2, y menores que el nimero de incognitas (3).
El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

Resumiendo: Para m =1 el sistema es incompatible y para m =1 el sistema es compatible
indeterminado.

b) Si m=1 el sistema es compatible indeterminado. Lo resolvemos.
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X+2y—z=1 X+2y—z=1

z+1+2y—-z=1
X -2=1=<X =2+1=>
z+1+y-z=1
X+y-z=1 X+y-z=1
2y=0 x=1l+a

= =:y=0 ;aeR

a

Las soluciones del sistema son x=1+«; y=0; z=«, siendo a eR.
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B ax’+b si x<3 _
2. @) Calcula los valores a, b para que la funcién f (x)= . sea derivable en
In(x—2) si x>3
x =3 y determina el punto en el que la tangente de f (x) es paralela a larecta x+3y=0.

b) Si P(x) es un polinomio de tercer grado, con punto de inflexion en el punto (0, 5) y un

1
extremo relativo en el punto (1, 1), calcula L P(x)dx.

a) Para que la funcién sea derivable en x =3 debe ser continua.

f(3)=In(3-2)=In1=0

n
Iirg f(x)= "rglaX2+b:9a+b
lim f(x)=limIn(x-2)=0 =9a+b=0=[b=-93]
f(3)=lim f (x)=lim f(x)

x—3~ x—3*

2ax Si x<3

La derivada de la funciénen R—{3}es f"(x)=1 1 :
X2 si x>3
X_

Para que la funcion sea derivable en x =3 deben coincidir las derivadas laterales.

f°(37)=lim f"(x)=lim 2ax=6a

X—>3" X—3"
f7(37)=lim f"(x)= lim—=1l=6a=1=la="
x—3* x—>3" X — 2 6

f°(37)=17(3)

Sustituimos este valor en la primera ecuacion obtenida.

Los valores buscados son a = %; b= _73 :
b) Tenemos que P(x) =ax® +bx*+cx+d, con punto de inflexion en el punto (0, 5), lo que

significa que P(0)=5 yque P”(0)=0.

P(x)=ax’+bx*+cx+d

(x) = ax’+bx" + ox+ =5=a-0*+b-0°+c-0+d :>

P(0)=5

P"(x)=3ax*+2bx+c= P”(x)=6ax+2b
P7(0)=0

}:O:6a-0+2b:>2b:0:>
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Nuestro polinomio queda P(x) =ax® +cx+5. Tiene un extremo relativo en el punto (1, 1)
lo que significa que P(1)=1 yque P’(1)=0.

P(x)=ax’ 5

PE;()) 1aX +OX+ }31=3.13+c-1+5:>

P(x)=ax’+cx+5— P’(x)=3ax’+¢
P(1)=0

}:0=3a-12+c:>

Reunimos las dos ecuaciones en un sistema y lo resolvemos.

=
c=-3a

a+c=-4 a+c=-4
3a+c=0

}:a—Ba:—4:>—2a:—4:>

__4_

=la=—=
—2

2|=[c=-3(2)=-6

El polinomio queda P(x)=2x>-6x+5.

Calculamos j: P(x)dx.

4 2 L roa 1
J.lP(x)dx=112x3—6x+5dx: 20X 6% x| =| X _3x245x]| =
0 0 4 2 2

0 L

4 4
1L apisa|-| L s0res0]|=togeso2
2 2 2 2
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3. Sea r la recta que pasa por los puntos P(1,0,5) y Q(5,2,3)

a) Calcula la distancia desde el punto A(5, —1,6) a la recta r.

b) Calcula la ecuacion implicita o general del plano que es perpendicular a r y pasa por el punto
A(5, —1,6).

c) Calcula el éarea del tridngulo de los vértices de los puntos P(1,0,5), A(5, —1,6) y el punto de
interseccion de la recta r con el plano 7;2x+y—-z-3=0.

a) La recta r tiene como vector director v, = PQ..
Hallamos la ecuacion de la recta r.

PQ=(523)-(10,5)=(4,2,-2)

- — X=1+44
=PQ=(4,2,-2
V. =PQ=(4.2 ):>r: y=224

P(l,O,S)er J=5_2)

Hallamos la ecuacion del plano perpendicular a r que pasa por el punto A. Este plano tiene
como vector normal el vector director de la recta.

ﬁ:\7=(4,2,-2)} 7:4x+2y-22+D=0

= =20-2-12+D=0=>
A(5,—1,6)e7r }

=D=-6=7:4x+2y-27-6=0=|7:2x+y—-2-3=0

r

Hallamos el punto B de corte entre recta y plano.

mr:2X+y-2-3=0

x=1+44
r.qy=24

z=5-21

= 2(1+44)+21-(5-21)-3=0=>

:>2+8/1+22—5+2}L—3=0:>12/1=6:>/1=%=%:>

15de 18 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

ABAU Junio 2017 Matemadticas Il en Galicia Juan Antonio Martinez Garcia

X:1+4£:3
2

= y=2%:1 = B(3,14)

Z=5—2l=4
2

La distancia del punto A a la recta r es el mddulo del vector AB.

AB =(3,1,4)—(5,-1,6)=(-2,2,-2)

d(Ar)=d(AB)=[AB|=(-2) +2* +(-2)' =vi2=[23

La distancia desde el punto A(5, —1,6) a la recta r tiene un valor de 2./3 unidades.
b) Lo hemos hallado en el apartado anterior. El plano tiene ecuacion 7z :2x+y—-z-3=0.

¢) El punto de interseccion de la recta r con el plano 7;2x+y—-z—-3=0 esel punto B
calculado en el apartado a) y que tiene coordenadas B(3,1,4) :

El triangulo PAB tiene un area que calculamos como la mitad del médulo del producto
vectorial PAx PB.

PA=(5-16)-(1,05)=(4,-11) i j ok
= PAxPB=[4 -1 1|=
PB=(3,14)-(105)=(2,1-1) 2 1 -

=i+2j+4k+2k+4j—i=6j+6k=(0,6,6)

Area PAB =

ﬁ@ 2 2 2
\ ; \:\/o +6%+6 :\/Z_zzgﬁu2

2

OTRA FORMA DE RESOLVER EL APARTADO c)

r

o
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Como el tridngulo PAB es rectangulo en el vértice B podemos hallar el area como la mitad
de la base (AB) por la altura (‘ﬁ‘).

ﬁ-<s,1,4>_<5,_1,6>_(_2,2,_2)} Base = [AB| = |(-2) +2* +(-2) =12

. =
Altura =[PB| =22 +1° + (1) =6

PB=(314)-(10.5)=(2,1-1)

= Area PAB =

26 [

2
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4. En un estudio realizado en un centro de salud se observo que el 30% de los pacientes son
fumadores y de estos, el 60% son hombres. Entre los pacientes que no son fumadores, el 70%
son mujeres. Elegido un paciente al azar,

a) Calcular la probabilidad de que el paciente sea mujer.

b) Si el paciente elegido es hombre, ;cudl es la probabilidad de que sea fumador?

Supongamos que hay 100 pacientes. Como el 30% de los pacientes son fumadores tenemos que
30 serian fumadores. De estos el 60 % son hombres, es decir, 0.6 - 30 = 18 de los fumadores
son hombres. Por lo que 30 — 18 = 12 de los fumadores son mujeres.

Entre los pacientes que no son fumadores (100 — 30 = 70 pacientes), el 70% son mujeres, es
decir, 0.7 - 70 = 49 son mujeres no fumadoras. Por lo que 70 — 49 = 21 son hombres no
fumadores.

Reunimos todos estos datos en una tabla.

Hombres | Mujeres
Fumadores 18 12 30
No fumadores 21 49 70
TOTALES 100
Completamos la tabla.
Hombres | Mujeres
Fumadores 18 12 30
No fumadores 21 49 70
TOTALES 39 61 100

a) De los 100 pacientes 61 son mujeres, por lo que aplicando la regla de Laplace la

probabilidad de que el paciente elegido al azar sea mujer es de 16—%) =0.61.

b) De los 39 hombres hay 18 que son fumadores, por lo que aplicando la regla de Laplace

tenemos que la probabilidad de que al elegir un hombre este sea fumador es de % =0.4615.
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