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MATEMATICAS Il

El examen presenta dos opciones: Ay B. Elige una de ellas y responde razonadamente a los cuatro
ejercicios de que consta dicha opcion.

OPCION A

1. Determina los valores de a para los que el sistema de ecuaciones tiene solucién. Calcula las
soluciones en los casos posibles.

X + y=1
2X + ay =2
5x +(3a-1)y=6-a

2. Sea la grafica de la parabola y =3x* en el intervalo [1, 2] y m un

valor de dicho intervalo.

a) Halla, en funcion de m, el area de cada una de las partes sombreadas
AyB. (1.5 puntos)

b) ¢Cuél es el valor de m que hace minima la suma de esas areas? (1

punto)

3. Sea el punto A(1, 2, 0) perteneciente a un plano . Calcula:

a) La ecuacion del plano m sabiendo que P(0, 0,—2) pertenece a la recta perpendicular a 1 que
pasa por el punto A. (1 punto)

b) La ecuacion de un plano paralelo a t y que esté a distancia 3 unidades del mismo. (1 punto)

¢) Un punto B perteneciente a my al plano 7z":2x—y =0 y que esta a distancia J45 de A.

(Observacion: Aex’) (0.5 puntos)

4. En una cierta enfermedad el 60% de los pacientes son hombres y el resto mujeres. Con el
tratamiento que se aplica se sabe que se curan un 70% de los hombres y un 80% de las mujeres.
Se elige un paciente al azar.

a) Calcula la probabilidad de que se cure de la enfermedad. (1.25 puntos)
b) Si un paciente no se ha curado, ¢cual es la probabilidad de que sea mujer? (1.25 puntos)
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OPCION B
1 0 -1
1. Dada lamatriz A=| 0 x 3 | donde x es un namero real. Halla:
4 1 —X
a) Los valores de x para los que la matriz A posea inversa. (1 punto)
b) La inversa de A para x = 2. (1 punto)

c) Conx =5, el valor de bR para que la matriz b -A tenga determinante 1. (0.5 puntos)

2

2. Dada la funcién f (x)= X 2
X_
a) Estudia su dominio de definicion y calcula sus asintotas. (1 punto)
b) Halla, si existen, los maximos, minimos y puntos de inflexion. Intervalos de crecimiento y
decrecimiento, concavidad y convexidad. (1 punto)
¢) Haz un esbozo de su grafica. (0.5 puntos)
X—y+2z=1
3. Dada larecta r: yelplano 7:ax—y+z+1=0
2X+y—-52=2
a) Halla el valor de a para que sean paralelos. (1.5 puntos)

b) Para a = 2, calcula la ecuacion del plano " que contiene a r y es perpendicular a . (1 punto)

4. De una baraja espafiola Daniel y Olga extraen 8 cartas: los cuatro ases y los cuatro reyes. Con
esas 8 cartas Olga da dos cartas a Daniel y posteriormente una para ella. Calcula:

a) La probabilidad de que Daniel tenga dos ases. (0.75 puntos)
b) La probabilidad de que Daniel tenga un as y un rey. (0.75 puntos)
c) La probabilidad de que Olga tenga un as y Daniel no tenga dos reyes. (1 punto)
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SOLUCIONES

OPCION A

1. Determina los valores de a para los que el sistema de ecuaciones tiene solucién. Calcula las
soluciones en los casos posibles.

X + y=1
2X + ay =2
5x +(3a-1)y=6-a

Obtenemos un sistema equivalente mas sencillo de estudiar aplicando el método de Gauss.

Ecuacion 22—2-Ecuacion1?
2X +ay =2
—2X =2y =-2
(a—2)y =0 — Nuevaecuacion 2

X + y=1
2X + ay=2 =
5x +(3a-1)y=6-a

Ecuacién 32 —-5-Ecuaciénl1?

=1
5x +(3a-1)y =6-a X + y
—5x 5y __5 = (a-2)y =0
(33—6)y =1-—a — Nuevaecuacion 3? 3(3—2) y=1-a

Nos planteamos dos situaciones diferentes.
CASO 1. a=#2

En este caso podemos despejar en las ecuaciones 22 y 32,

X 4 y= X + y=1
(a-2)y=0 ={a-240}= -—2--0
3(3—2) =1-a ~ 1-a

y_3(a—2)

Vuelven a surgir dos situaciones distintas, en funcién del valor de a.

CASO 1l a#2ya=l

El sistema es incompatible pues obtenemos dos soluciones distintas para la incognita “y”.

CASO 12 a=2y a=1
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X + y=1 a1 X +y=1
y=0 :»{1 _a—o}j y=0 =x+0=1=[x=1]
yo—"8 ) y=0
3(a-2)

El sistema es compatible determinado, siendo su solucion: x=1e y=0.

CASO 2. a=2
X + y=1 X+ y=1
(a-2)y=0 =172 1.1 o0
a-2=0
3(a-2)y=1-a 0=-1

Tenemos una igualdad imposible. El sistema es incompatible.

Resumiendo: Si a=1 el sistema es compatible determinado, siendo su solucion: x=1e y=0.
Y si a=1 el sistema es incompatible.
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2. Sea la gréafica de la parabola y =3x* en el intervalo [1, 2] y m un

valor de dicho intervalo.

a) Halla, en funcién de m, el area de cada una de las partes sombreadas
AyB. (1.5 puntos)

b) ¢Cuél es el valor de m que hace minima la suma de esas areas? (1

punto)

a) Afadimos un poco de informacion a la imagen proporcionada.

x| y=3x
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2 12
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El area de la zona A es el valor de la integral definida entre 1y m de la funcion y = 3x?.
A _ 24y _[+3 1™ _ 3 13 _ m3 _
AreaA_'lfSX dx_[x l_m "=m"-1

El area de la zona B es el valor de la integral definida entre m y 2 de la diferencia entre las
funciones y =12 e y=3x.

AreaB = .|2.12—3x2dx = [12x—x3]; = [12-2—23]—[12-m—m3] =16-12m+m?
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b) La suma de las 4reas tiene la expresion: f (m)=m’-1+16-12m+m’=2m’-12m+15.
Buscamos los puntos criticos de esta funcion.

f(m)=2m’-12m+15= f"(m)=6m*-12

f'(M)=0=6m*-12=0=>m*-2=0=>m?=2=>|m=+/2

Sustituimos este valor en la segunda derivada para comprobar si es maximo o minimo.

f7(m)=6m’—12= £~ (m)=12m= f "(y2)=12y2>0

Para m=++2 la segunda derivada es positiva y la suma de las areas es minima para dicho
valor m=++2 =1.4142 .
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3. Sea el punto A(1, 2, 0) perteneciente a un plano . Calcula:

a) La ecuacion del plano t sabiendo que P(0, 0,—2) pertenece a la recta perpendicular a T que
pasa por el punto A. (1 punto)

b) La ecuacion de un plano paralelo a 1t y que esté a distancia 3 unidades del mismo. (1 punto)

c) Un punto B perteneciente a my al plano 7: 2x—y =0 y que esta a distancia J45 de A.
(Observacion: Ae ') (0.5 puntos)

a) La situacion planteada es la del dibujo.

T

Por tanto, un vector normal del plano es el vector AP .
Hallamos la ecuacion del plano 1 que pasa por el punto A y tiene como vector normal PA.

n=PA=(120)-(0,0,-2)=(12,2)] m:x+2y+2z+D=0
= =
A(l, 2,0)67[ A(l,Z,O)Gﬂ'

=1+440+4D=0=>D=-5=|7:x+2y+22-5=0)

El plano buscado tiene ecuacion z:x+2y+2z-5=0.

b) Un plano n” paralelo a 7:Xx+2y+2z2—-5=0 tiene ecuacion z": x+2y+2z+D=0.

Como debe estar a distancia 3 unidades del plano T debe estar a distancia 3 unidades del punto
A perteneciente al plano .

7 X+2y+2z+D=0
[1+4+0+D| 5+ D|
= =3=—=3=

A(L2,0) N
3
d(A,;z')=3 1°+2°+2

5+D=9->D=4-|7"x+2y+2z+4=0)

=[5+D|=9=
5+D=-9—>D=-14—|z"1x+2y+2z-14=0)|

Existen dos planos que cumplen lo pedido: 7": x+2y+2z+4=0y 7. x+2y+2z-14=0.

¢) Un punto B(a,b,c) perteneciente a 7 :x+2y+2z—-5=0 debe cumplir su ecuacion.
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a+2b+2c-5=0

El punto B también pertenece al plano 7:2x-y=0 > 2a-b=0—>b=2a.
Reunimos las dos condiciones obtenidas y obtenemos la expresion del punto B.

a+2b+2c-5=0

:>a+4a+2c—5:0:>2c:5—5a:>c=§—§a
b=2a 2 2

El punto B tiene coordenadas B(a, 2a,g—gaj :
Este punto B est4 a distancia /45 de A, por lo que el médulo del vector AB debe ser /45 .

AB = a,2a,§—§a -(12,0)=|a-12a- ZE—Ea
2 2 2 2

‘ﬁ‘:ﬁ:\/(a—l)2+(2a—2)z (g——a) =J45=

=a’+1*-2a+4a*+4- 8a+? %az—z—;a 45 =

= 4a*+4-8a+16a’° +16—32a+25+25a* —50a =180 =

= 453> -90a+45=180=a’-2a+1l=4=a*-2a-3=0=>
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4. En una cierta enfermedad el 60% de los pacientes son hombres y el resto mujeres. Con el
tratamiento que se aplica se sabe que se curan un 70% de los hombres y un 80% de las mujeres.
Se elige un paciente al azar.

a) Calcula la probabilidad de que se cure de la enfermedad. (1.25 puntos)
b) Si un paciente no se ha curado, ¢cual es la probabilidad de que sea mujer? (1.25 puntos)

Realizamos un diagrama de arbol con los datos del problema. Llamamos H al suceso “ser
hombre”, H® a “ser mujer”, C a “curarse de la enfermedad” y C® a “no curarse de la
enfermedad”.

Curarse

Hombre P(C/H) = 0.70
P(H) = 0.60 No curarse

Género y
enfermedad

P(C¢/H) =0.30
Curarse

Mujer P(C/HS) = 0.80

P(H®) = 0.40 No curarse

P(CS/H) =0.20

a) Nos piden calcular P(C). Aplicamos el teorema de la probabilidad total.
P(C)=P(H)P(C/H)+P(H®)P(C/H®)=0.6-0.7+0.4-0.8=[0.74]
La probabilidad de que se cure de la enfermedad es de 0.74.

b) Nos piden calcular P(H c/ce ) Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de
Bayes.

P(H®nC®) P(H®)P(C/H®) 04.02 4 _ o077

C C\ _
P(H®/CY)= P(c) 1-P(C) 1-074 |13

La probabilidad de que sea mujer una persona gque se ha curado tiene un valor aproximado de
0.3077.
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OPCION B

1 0 -1

1. Dada lamatriz A={0 x 3 | donde x es un nimero real. Halla:

4 1 -—x

a) Los valores de x para los que la matriz A posea inversa.

b) La inversa de A para x = 2.

(1 punto)
(1 punto)

c) Conx =5, el valor de bR para que la matriz b -A tenga determinante 1. (0.5 puntos)

a) Para que la matriz A tenga inversa su determinante debe ser distinto de cero.

1 0 -1

|A=10 x 3|=-x"+0+0+4x-0-3=-x"+4x-3

4 1 —x

4+2
—:3:
4i,/—42—12 +
/=0 - + 4x=3=0 x — x4 3= 0 x = VA 1242 _J 2
2 4-2
—:1:
2
La matriz A tiene inversa para cualquier valor de “x” distinto de 1 y de 3.
10
b) Para x =2 lamatrizqueda A={0 2 3 | ytiene inversa. La calculamos.
4 1
1 0 4 0 2‘
Adjl 0 2 1 3 24
Adj (AT -1 3 -2 10| | .
g i( )= : =12 2 -3
A —2°+4.2-3 3
-8 -1 2
10
0 2
10

c) Para x=5 la matrizqueda A=|0 5 3 | ysudeterminante vale —5° +4-5—-3=-8.

4 1

Al ser la matriz A de orden 3 el determinante de la matriz b -A vale b® {A/=-80°. Si

queremos que este determinante valga 1 planteamos y resolvemos la igualdad —8b° =1.

—8b3:l:b3:%:>b:3_:

Para b = _?1 la matriz b -A tiene determinante 1.
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X2

X—4
a) Estudia su dominio de definicién y calcula sus asintotas.

2. Dada la funcién f (x)=

(1 punto)

b) Halla, si existen, los maximos, minimos y puntos de inflexion. Intervalos de crecimiento y

decrecimiento, concavidad y convexidad.
¢) Haz un esbozo de su grafica.

(1 punto)
(0.5 puntos)

a) El dominio de una funcidn racional son todos los valores reales menos los que anulan el

denominador. El dominio es R —{4}.

Asintota vertical. x=a
i X =4 es asintota vertical?

X2 4 16

0

lim f (x) =lim =
x—4 x—4 X —4 4—-4
X =4 es asintota vertical.

Asintota horizontal. y=b

X2

2 V2
im £ (x) = lim -~ lim -2~ lim =T :%:oo
X—>0 X*)OOX_ X—>00 X—>00 a
o0

x> x° X x2 o

La funcidn no tiene asintota horizontal.

Asintota oblicua. y=mx+n

XZ

o f(x) . . X X
m = lim ():Ilmx 4 _ lim =lim— =
Xow X Xow X X—>0 X(X — 4) x>0 X° —4X

4x
. 4x . X . 4 4 4
= = = —:—:—:4
Lt L it e e

X X X 0

La funcion tiene la asintota oblicua de ecuacion y=x+4.
b) Buscamos los puntos criticos de la funcion.

X2 C2x(x—4)-1x* 2x* -8x—x* X

—8x

f(X)_X_4:> f'(X)— (X—4)2 (X—4)2 (X—4)2
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Xx=0

x—8=0—[x=§]

Tenemos dos puntos criticos: x=0 y x=8. Usamos la segunda derivada para averiguar de
que tipo son.

2
(X _f)xz :O:>x2—8x:0:>x(x—8):0:>{
X_

f'(x)=0=

- 2 _8x i :(2x—8)(x—4)2—2(x—4)(x2—8x):
== 0 T

(2x-8)(x—4)-2(x*-8x) 24 —8x—8x+32- 2 +16x __ 32
(x=4) (x=4) (x=4)

“(0)= 32 ~=-0.5<0— Maximo
£7(x) =2 (0-4)
(x—4y . 32 -
f7(8)= oy =0.5>0— Minimo

La funcion presenta un maximo relativo en x =0 y un minimo relativo en x=8.
Estudiamos la evolucion de la funcion antes, entre y después de estos valores afiadiendo el
valor excluido del dominio: x=4.

~1)° —8(-1

e En (-«,0) tomamos x=-1y la derivada vale f"(-1) :% =% >0.La

funcion crece en (—«,0).

1°-8(1) -

e En (0,4) tomamos x =1y la derivada vale f,(l):(l—i()z):??d)' La funcion

decrece en (0,4).

2 —_ —

e En (4,8) tomamos x=6 Y la derivada vale f"(6)= 6(6 84(;) = iz <0. La funcién

decrece en (4,8).
2 f—
e En (8,+x) tomamos x =10 y la derivada vale f"(10)= 10—8(18) ~90.0.1a
(10-4)" 36

funcion crece en (8,+o).

La funcion crece en (—o,0)\(8,+00) y decrece en (0,4)(4,8).

. . 32 .
La segunda derivada es f"(x)=———, por lo que nunca se anula y por tanto la funcién no

(x-4)
presenta puntos de inflexién.

Estudiamos los intervalos de concavidad y convexidad analizando el signo de la segunda
derivada antes y después de x=4.
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e Enelintervalo (—x,4) tomamos x =0 y la segunda derivada vale

f7(0)= is =-0.5<0. La funcion es céncava (N) en (—,4).

(0-4)
e Enelintervalo (4,+) tomamos x=5 y la segunda derivada vale

f7(5)= i3 =32>0. La funci6n es convexa (U) en (4,+o).

(5-4
La funcion es concava (N) en (—o0,4) y convexa (U) en (4,+o).

c) Obtenemos algunos puntos de la funcién y esbozamos su gréfica utilizando todo lo obtenido
hasta el momento.

Minimo s

" Asintota oblicua y=x+4

RS SR S NS INJRIEE BN e P Py SN (o0 &
i

X2

X | f(x)=

(X)="=
-1 -0.2
0 0 Maximo
1 -0.33
5 25
8 16 Minimo
9 | 16.2
/-
: 1, .-
5 1 i
9 \ A
LN

6
&
4
4;
1
5
tia
YMdaximo
IEGESE4IREZELI0- .25 il =Bl 10111213141516.171819202122 2328
. .
3 2
= 3
" ’ ,J, 4 \
e P 5.
Y & | .
52 it ‘Asintota vertical x =4
) ; 7
flx)=
x—4

Mo G d e OO ND 00

S T i e By e Ty
i

D ND 00 - Ch

13de 16



EBAU Julio 2017 Matemadticas Il en Asturias Juan Antonio Martinez Garcia

X—y+2z=1

2X+y—-52=2
a) Halla el valor de a para que sean paralelos. (1.5 puntos)
b) Para a = 2, calcula la ecuacion del plano " que contiene a r y es perpendicular a . (1 punto)

3. Dada la recta r:{ yelplano 7:ax—y+z+1=0

a) Para que recta y plano sean paralelos el vector normal del plano y el director de la recta deben
ser perpendiculares y la recta no debe estar contenida en el plano.

Hallamos un vector normal del plano: z:ax—y+z+1=0=>n=(a,-11)
Hallamos un vector director de la recta y un punto de la misma.

X—-y+2z=1 X+2z-1=y
: = = 2X+X+22-1-52=2=
2X+Yy—-52=2 2X+Yy—-52=2

=>3X-3z=3=x-2=1=x=1+2=>y=1+2+22-1=31=>
=>ry=314 =
z=21

v, =(131)

Vector normal del plano y director de la recta son perpendiculares por lo que su producto
escalar debe ser nulo.

=

=(a,-11)

.=(131) t=(a-11)(131)=0=>a-3+1=0=[a=2]

v. =0

r

|

Sl <

Para a =2 larecta es paralela al plano o esta contenida en él. Comprobamos si el punto
P.(1,0,0) de la recta pertenece al plano 7:2x—y+z+1=0.

m:2X-y+2+1=0

P.(10,0)ex? }362—0+0+1=0?iNosecumple!
(R (L0 0)er:

El punto Pr no pertenece al plano y por tanto, recta y plano son paralelos para a=2.

b) El plano n” que es perpendicular a « tiene como vector director el vector normal del plano .
Al contener a la recta r otro vector director del plano n” es el vector director de la recta:

v, =(1,3,1). También debe contener al punto P, (1,0,0).

i=n=(2-1)]  per y s
Q:\Tr:(l,3,l) =212 -1 1=0=>-Xx+1+y+62+2-2y-3x+3=0=>
P (10,0)ex 1 31

= AX-y+72+4=0=|7":4x+y-72-4=0

La ecuacion del plano " que contiene a r y es perpendicularames 7:4x+y—-7z2-4=0.
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4. De una baraja espafiola Daniel y Olga extraen 8 cartas: los cuatro ases y los cuatro reyes. Con
esas 8 cartas Olga da dos cartas a Daniel y posteriormente una para ella. Calcula:

a) La probabilidad de que Daniel tenga dos ases. (0.75 puntos)
b) La probabilidad de que Daniel tenga un as y un rey. (0.75 puntos)
c) La probabilidad de que Olga tenga un as y Daniel no tenga dos reyes. (1 punto)

Realizamos un diagrama de arbol del experimento aleatorio.

[ Daniel-As 2
(4Ry3A)
Daniel-As 1 ‘ P(DA2/DA1) = 3/7
(4Ry4A) .
P(DA1) = 4/8 Daniel-Rey 2
(4Ry3A)
P(DR2/DA1) = 4/7
2 cartas para Daniel
Daniel-As 2
(3Ry4A)
Daniel-Rey 1 P(DA2/DR1) = 4/7
(4Ry4A)
P(DR1) = 4/8 Daniel-Rey 2
(3Ry4A)
. P(DR2/DR1) =3/7

a) Nos piden calcular la probabilidad de P(DALNDA2).

3

P(DALNDA2) = P(DAL)P(DA2/ DAT) = == = |~ = 02143

|
~ | w

b) Este suceso puede ocurrir de dos formas: primero un as y segundo un rey o viceversa.

P((DALNDR2)u(DRLNDA2)) = P(DALN DR2)+ P (DR1N DA2) =

|4 =0.5714
7

— P(DAL)P(DR2/DAL) + P(DRL)P(DA2/ DRL) === +

S
~N | A
(e J N
~N |

c¢) Construimos un diagrama de arbol nuevo afiadiendo la extraccion de la tercera carta para
Olga.
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Daniel-As 2
(4Ry3A)
P(DA2/DA1)=3/7

Daniel-As 1
(4Ry4A)
P(DA1)=4/8

2 cartas para Daniel

Daniel-Rey 2
(4Ry3A)
P(DR2/DA1) = 4/7

Daniel-As 2
(3Ry4A)
P(DA2/DR1) =4/7

Daniel-Rey 1
(4Ry4A)
P(DR1) = 4/8

Daniel-Rey 2
(3Ry4A)
P(DR2/DR1) = 3/7

/N /N /N /N

Olga-As
(4Ry 2 A)
P(OA/D)=2/6

Olga-Rey

Olga-As
(3Ry3A)
P(OA/D)=3/6

Olga-Rey

Olga-As
(3Ry3A)
P(OA/D)=3/6

Olga-Rey

Olga-As
(2Ry 4 A)
P(OA/D) = 4/6

Olga-Rey

El suceso del cual tenemos que hallar su probabilidad ocurre en las 3 ramas superiores.

P((DRLADR2)NOA| = P(DAL DA2NOA) + P(DAL DR2NOA) +

432,443 443 [6_ o

+P(DRINDAZNOA)= oot oo =
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