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W Generalitat de Catalunya -
Y Consell Interuniversitari de Catalunya Convocatoria 2017

Oficina d’Accés a la Universitat

Proves d’accés a la universitat

Matematicas

Serie 2

Responda a CINCO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique siempre queé
quiere hacer y por qué.

Cada cuestion vale 2 puntos.

Puede utilizar calculadora, pero no se autorizara el uso de calculadoras u otros aparatos que

permitan almacenar datos o que puedan transmitir o recibir informacion.

1. Considere el plano 7 :x+y+z =1y larecta r que pasa por los puntos P =(0,0,6) y

Q=(123).
a) Estudie la posicion relativa de la recta r y el plano .
[1 punto]
b) Calcule la distancia entre la recta r y el plano .
[1 punto]
NOTA: Puede calcular la distancia de un punto de coordenadas (X,, . Z,) al plano de ecuacion
| A%, + By, +Cz, +D|
Ax + By + Cz + D =0 con la expresion :
JA? 4+ B2 +C?
1 1 1 3 4 -1
2. Sean las matrices A=|0 -2 1|yB=|-1 -4 3
1 11 0 4 4

a) Compruebe que satisfacen la igualdad A’ —%A-B =1, donde I es la matriz identidad de

orden 3.
[1 punto]

b) Haciendo uso de la anterior igualdad, encuentre la matriz inversa de A: A™,
[1 punto]

3. Considere el siguiente sistema de ecuaciones lineales:
X+y+z=3
X+y-z=1
2Xx+ay =2a
a) Discuta el sistema para los distintos valores del parametro real a.
[1 punto]
b) Resuelva el sistema para el caso a=2.
[1 punto]
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4. Dadas las funciones f(x), f "(x), g(X) y g "(x) se conocen los siguientes valores:
x| f(x)| f(x) x|g(x)|g'(x)
0| 2 1 0| 1 1
1] 0 -6 1] 3 3
a) De la funcidn f(x) se sabe también que la pendiente de la recta tangente a un punto de abscisa
x es 4x> —9x* — 2x+1. Encuentre f(x).
[1 punto]
b) Calcule (g f)(1).

[1 punto]

z2=2
5. En R?, sean la recta r:{ yelpunto P=(0,1,-1).
2y+z1=4

a) Calcule la ecuacion general (es decir, la que tiene la forma Ax + By + Cz = D) del plano =
perpendicular a la recta r y que pasa por el punto P.

[1 punto]

b) Calcule el punto simétrico del punto P respecto del plano x +y + z =-3.
[1 punto]

6. Sea la funcion f (x)= ser;x .
COS” X

a) Calcule una primitiva de la funcién f(x).
[1 punto]

b) Calcule el area limitada por la funcion f(x) y el eje de abscisas entre las abscisas x=0 y
x==2.

4

[1 punto]

2de 11



PAU septiembre 2017 Matemdticas Il en Catalufia Juan Antonio Martinez Garcia

SOLUCIONES

1. Considere el plano 7 :x+y+z =1y la recta r que pasa por los puntos P =(0,0,6) y

Q=(123).
a) Estudie la posicion relativa de la recta r y el plano .
[1 punto]
b) Calcule la distancia entre la recta r y el plano .
[1 punto]
NOTA: Puede calcular la distancia de un punto de coordenadas (X,, Y,,Z,) al plano de ecuacion
., |A%,+By,+Cz,+D
Ax+By+Cz+D:Oconlaexpreswn| 0 T 5o T -2 |
JA? 4+ B? +C?

a) Hallamos un vector director y la ecuacién de la recta.

P(0,0.6)er] P(0,0,6)er =4
o =r:iiy=21 ;1eR
12.3)er| v, =PQ=(123)-(0,0,6)=(12-3) 63,

Realizamos el producto escalar del vector director de la recta y el normal del plano.

X z=1->n=(111)] . _
Ty re=lon =] (110)(L2,-3)~142-3-0
v, =(12,-3)

Al ser el producto escalar nulo los vectores son perpendiculares, por lo que recta y plano son
paralelos o la recta esta contenida en el plano.
Comprobamos si el punto P = (O, 0, 6) de la recta pertenece al plano.

riX+y+z=1

P=(0,0,6) 7}Z>¢0+0+6=1?:>iNoescierto!
¢F =YL, ETT!

Como el punto P no pertenece al plano podemos afirmar que recta y plano son paralelos.

p—"

]|
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b) Como recta y plano son paralelos la distancia de la recta al plano es la distancia de cualquier
punto de la recta al plano.

T X+y+z-1=0
P:(0,0,6)el’

0+0+6-1 5
=d(r,7)=d(P,7)="——= =—==2.887u
} (nm)=d(P.7) 2112422 B

La distancia de la recta r al plano m tiene un valor de > = 2.887 unidades.

Ve
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1 1 1 3 4 -1
2. Sean las matricess A=|0 -2 1|yB=|-1 -4 3
1 -11 0 -4 4

1

a) Compruebe que satisfacen la igualdad A? —EA-B =1, donde I es la matriz identidad de orden

3. [1 punto]
b) Haciendo uso de la anterior igualdad, encuentre la matriz inversa de A: A™. [1 punto]

a) Realizamos los célculos indicados en la expresion A? —% AB=1.

1 1 1)1 1 1 1+0+1 1-2-1 1+1+1 2 -2 3
A’=/0 -2 1|0 -2 1|=|0+0+1 0+4-1 0-2+1|=1 3 -1
1 -1 1){1 11 1+0+1 1+2-1 1-1+1 2 2 1

1 1 1)(3 4 -1) (3-140 4-4-4 -1+3+4) (2 -4 6
AB=|0 -2 1||-1 -4 3 |=[0+2+0 0+8-4 0-6+4 |=|2 4 -2
1 -1 1){l0 -4 4) (3+140 4+4-4 -1-3+4) |4 4 0

1 2 -2 3 1 2 4 6 2 -2 3 1 -2 3 1 00
AZ—EA-Bz 1 3 -1 ~3 2 4 -2|=11 3 -1|-j1 2 -1|=/0 1 O|=I
2 2 1 4 4 0 2 2 1 2 2 0 0 01

b) Sacamos A como factor comun de la igualdad.

AZ—%A-B: I :A(A—%B]:I

La matriz inversa de A es A—% B.

Hallamos la expresién de la matriz inversa.

1 1 1 1 1 3 4 -1
Afle—EBz 0 21 ~3 -1 4 3 |=
1 -11 0 4 4

1-3/2 1-2 1+1/2 -1/2 -1 3/2
= 1/2 -2+2 1-3/2|=11/2 0 -1/2
1 -1+2 1-2 1 1 -1
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3. Considere el siguiente sistema de ecuaciones lineales:
X+y+z=3
X+y—-z=1
2Xx+ay =2a

a) Discuta el sistema para los distintos valores del pardmetro real a. [1 punto]
b) Resuelva el sistema para el caso a=2. [1 punto]

11 1
a) La matriz de coeficientes del sistemaes A=|1 1 -1|y la matrizampliada es
2 a 0
11 13
A/B=|1 1 -11
2 a 0 2a

Averiguamos cuando se anula el determinante de la matriz de coeficientes.

1 1 1
|A|=1 1 -1=0-2+a-2-0+a=2a-4
2 a 0

|A=0=2a-4=0=2a=4=[a=2]
Analizamos los dos casos distintos que se nos plantean.

CASO 1. a=2
En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3. El rango de la matriz
ampliada también es3, al igual que el nimero de incognitas. El sistema es compatible
determinado (una unica solucion).

CASO 2. a=2
En este caso el determinante de A es nulo y su rango es menor de 3.
11 1
La matriz de coeficientes queda A={1 1 -1|. Consideramos el menor de orden 2 que
2 2 0

1 -1
resulta de quitar la primera fila y la primera columna -> ‘1 0 ‘ =1+#0. Elrango de A es 2.

11 13
La matriz ampliada queda A/B=1 1 -1 1|. Consideramos el menor de orden 3 que
2 2 04
resulta de quitar la primera columna (igual que la segunda columna) ->
1 1 3
1 -1 1|=-4+2+0+6-4-0=0. Como este determinante es nulo el rango de A/B es
2 0 4

menor de 3, por lo que es 2, igual que el rango de A, pero menor que el nimero de incdgnitas.
El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).
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b) Para a =2 el sistema es compatible indeterminado. Lo resolvemos.

X+y+z=3 X+y+z=3
X+2-X+2=3 z=3-2=1
X+y—-z=1=>x+y-z=1 = = =
X+2-x-z=1 2-1=z2
2X+2y=4 X+y=2—>y=2-X

X=A
=lz=1=|{y=2-1; 1eR
z=1

Para a =2 las infinitas soluciones del sistema tienen la expresion x=41; y=2-4; z=1,
siendo 1 eR.
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4. Dadas las funciones f(x), f "(x), g(x)y “(x) se conocen Ios S|gmentes valores:

x|f | (%) x|g |g
0 2 1 0 1 1
1 0 -6 1 3 3

a) De la funcidn f(x) se sabe también que la pendiente de la recta tangente a un punto de abscisa x
es 4x> —9x* —2x+1. Encuentre f(x). [1 punto]
b) Calcule (g f)(1). [1 punto]

a) Si la pendiente de la recta tangente a un punto de abscisa x es 4x> —9x* —2x+1 se cumple que
la derivada de la funcién es f'(x)=4x3 —9x*—2x+1. Hallamos la funcién calculando la

primitiva de la derivada.

f7(x)=4x°-9x* - 2x+1= f ( I4x —Ox? —2x+1ldx=x*-3x - x> +x+ K

x| f(x)| f(x)
Determinamos el valor de K. Usando los valores de la tabla 0 ‘ 2 ‘ 1 sabemos que
11 0

F(0)=2y f(1)=

f(x):x4—gx3—x2+x+K , s
3 =2=0'-3-0-0?+0+K = [K=2]

£(0)=2

La funcion tiene la expresion f (x)=x*—3x> —x* + x+2.
Esta funcion cumple también que f (1)=0.

f(x)=x"-3-x"+x+2= f(1)=1"-3 -1 +1+2=1-3-1+1+2=0

b) Usamos que (go f)(1)= g'( f (1)) f"(1) y los datos proporcionados en las tablas del
enunciado.

(92 1Y0=0'(f (1) 1) o
Tebla o (D=6 1=(ge 1)(1)= g'<o>-<—6>={;'?é>=1}:1-<—6>=—6

Tabla— f (1)=0

Hemos comprobado que (g f J(1)=—6.

8dell




PAU septiembre 2017 Matemdticas Il en Catalufia Juan Antonio Martinez Garcia

X—2=2
5. En R?, sean larecta r: yelpunto P=(0,1,-1).
2y+z1=4

a) Calcule la ecuacion general (es decir, la que tiene la forma Ax + By + Cz = D) del plano =
perpendicular a la recta r y que pasa por el punto P. [1 punto]
b) Calcule el punto simétrico del punto P respecto del plano x +y +z=-3. [1 punto]

a) Si el plano es perpendicular a la recta el vector director de la recta es un vector normal del plano.
Hallamos un vector director de la recta.

X=2+4
— X=2+1 1 P (2.2,0)
: = 4 1 =riqy=2—-—A=4_. -1
2y+z=4 2y=4-71>y=—-=1 2 v.=|1,—,1
2 2 z=41

Hallamos la ecuacion del plano que pasa por P = (0,1, —1) y con vector normal \7, = (1%1)

P=(01-1)ex P=(01-1)ex

. -1 = 1 :>0—£1—1+D=O:>
n=v = 1,7,1 n:x—§y+z+D:0 2

:—%+D:O:>D:g:wz:x—%y+z+g:0:> m:2X-y+22+3=0

La ecuacion del plano buscado es 7:2x—y+2z+3=0.

b) Obtenemos el punto P” simétrico de P respecto del plano usando los pasos indicados en el
dibujo.

r

__.__‘O

Hallamos la recta r perpendicular al plano x+ y+z = -3 que pasa por el punto P. Sabemos que
el vector normal del plano es un vector director de la recta.
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x+y+z=-3=n=(L11)

P(O,l,—l)er} X=a
r

- Ry=l+a
V. =n :(1,1,1) s—1ig

Hallamos el punto Q interseccion de recta y plano.

X=a
riy=l+a
s a+l+a-1l+a=-3=3a=-3=
Z=-1+a
X+y+z=-3
x=-1
:a:%=—1=> y=1-1=0 :’Q(_LO’_Z)
z=-1-1=-2

El punto P” se obtiene sumando al punto Q el vector @

Q(-10,-2)

P'=Q+PQ=(-10,-2)+(-1-1-1)=(-2,-1,-3)

El punto P~ simétrico del punto P respecto del plano x +y + z = -3 tiene coordenadas
P (-2,-1,-3).
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senx
cos® X
a) Calcule una primitiva de la funcion f(x). [1 punto]

6. Sea la funcion f (x) -

b) Calcule el &rea limitada por la funcion f(x) y el eje de abscisas entre las abscisas x=0 y x = %

. [1 punto]

a) Calculamos la primitiva de la funcion usando un cambio de variable.

Cambiode variable serd
F(x):jf(x)dx:f serlx dx ={cosx =t — —senxdx =dt — = —ZX-—t:
cos? X t?  —senx
dt
—>dx=
—senx
-1
=—j%-dt=—jt‘2-dt=—t—=rl=}=L+K
t -1 t cosx
b) Buscamos los puntos de corte de la funcion con el eje de abscisas.
senx a
f(x)= X=7
(%) cos’ X :ﬂ:O:senx:O: s
EjeOX »y=0] X X=er

La gréfica de la funcidn no corta el eje de abscisas entre x=0 y x= %

Como en el intervalo pedido la funcion es positiva el
area limitada por la funcion f(x) y el eje de abscisas

. T
entre las abscisas x=0y x= " es el valor de la

integral definida entre x=0y x:% de la funcion.

. 14 714 SeNX 1 T
Area:J.0 f (x)dx :IO os dx :{cosxl =

_ b v vl 2 g B0
s €00 2 1 2
4 2

El area limitada por la funcion f(x) y el eje de abscisas

. /2
entre las abscisas x=0 y X:Z tiene un valor de

—1+\/§= 0.41 unidades cuadradas.
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