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W Generalitat de Catalunya -
Y Consell Interuniversitari de Catalunya Convocatoria 2018

Oficina d’Accés a la Universitat

Proves d’accés a la universitat

Matematicas
Serie 3

Responda a CINCO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique siempre qué
guiere hacer y por que.

Cada cuestion vale 2 puntos.

Puede utilizar calculadora, pero no se autorizara el uso de calculadoras u otros aparatos que
permitan almacenar datos o que puedan transmitir o recibir informacion.

1. Considere la funcién polindmica f (x)=x*—ax*+bx+c.

a) Calcule los valores de los parametros a, b y ¢, sabiendo que la funcidn tiene un extremo
relativo en el punto de abscisa x = 1 y que la recta tangente a la grafica de la funcion en el
punto de abscisa x =0 es larectay =x + 3.

[1 punto]

b) Para los valores a =2, b = 1 y ¢ = 3, calcule las abscisas de los extremos relativos de la
funcion y clasifiquelos.
[1 punto]

2. Considere el siguiente sistema de ecuaciones lineales, que depende del parametro real a.
X+y+z=3
X+y-z=1
2x+ay =2a
a) Discuta el sistema para los distintos valores del parametro a.
[1 punto]
b) Resuelva el sistema para el caso a = 1.
[1 punto]

3. Considere el plano que tiene como vectores directores u = (-1, 3, 2) yv=(2, 1, 0) y que pasa
por el punto A = (1, 0, 3).
a) Calcule la ecuacion de la recta que es perpendicular al plano y pasa por el punto A.
[1 punto]
b) Calcule la distancia del punto P = (1, 5, 0) al plano.
[1 punto]
NOTA: Puede calcular la distancia de un punto de coordenadas (X,,Y,.Z,) al plano de

|Ax, + By, +Cz, + D|

ecuacion Ax + By + Cz + D = 0 con la expresion
JA? +B?+C?
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1 0 «

4.Sealamatriz A=|« 0 -1, enlaque « esun pardmetro real.
2 -1 1
a) Existe algin valor « IR de tal que A no tenga inversa para este valor?
[1 punto]
b) Calcule la matriz inversa de A2 para o =0.
[1 punto]

5. Considere los puntos del espacio tridimensional A=(1,1,0),B=(3,50yC=(1,0,0)yla
recta r:x= y—lzi.

a) Encuentre el punto de interseccidn de la recta r con el plano que pasa por los puntos A, By
C

[1 punto]
b) Encuentre los puntos P de la recta r para los cuales el tetraedro de vértices P, A, By C tiene
un volumen de 2u®.
[1 punto]
NOTA: El volumen de un tetraedro de vértices P, Q, Ry S puede calcularse con la expresion

|aet(Pa.PR,PS)).

6. Sean las funciones f(x)=x*-1y g(x)=3-x".

a) Esboce las gréficas de las parabolas y = f (x) e y=g(x) en un mismo sistema de ejes
cartesianos y encuentre los puntos de corte con el eje de abscisas, los vértices y los puntos
de corte entre las dos gréficas.

[1 punto]

b) Calcule el area de la region del semiplano y > 0 comprendida entre las graficas de f(x) y g(x).

[1 punto]
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SOLUCIONES

1. Considere la funcién polindmica f (x)=x*—ax*+bx+c.

a) Calcule los valores de los parametros a, b y ¢, sabiendo que la funcion tiene un extremo relativo
en el punto de abscisa x = 1 y que la recta tangente a la gréfica de la funcién en el punto de
abscisax=0es larectay =x + 3. [1 punto]

b) Para los valores a =2, b =1y ¢ = 3, calcule las abscisas de los extremos relativos de la funcion
y clasifiquelos.  [1 punto]

a) Si funcién tiene un extremo relativo en el punto de abscisa x = 1 significa que f“(1)=0.

f7(x)=3x*-2ax+b
f°(1)=0

}:0=3-12—2a-1+b:> 3-2a+b=0

Si la recta tangente a la gréafica de la funcion en el punto de abscisa x =0 es larectay =x + 3
significa que la funcién y la recta tienen la misma pendiente y coinciden en x = 0.

f(x)=x*-ax’
(x)=x ax+bx+c}:>f(0)=0+3:>o3—a-oz+b-0+c:3:>

y=X+3
f(x)=3x*-2ax+b— f(0)=b
() =3 =2ax+b> T(0)=b| ) 4 [y
y =1-x+3 — pendiente =1
Juntando todo lo obtenido obtenemos el valor de a.

3-2a+b=0
b=1

}:3—2a+1:0:>4=2a:>

Los valores que cumplen lo pedido sona=2,b=1yc =3.

b) Para los valoresa=2,b =1y c =3 la funcion queda f (x) =x*—2x* +x+3.
Hallamos los puntos criticos de la funcion usando la derivada.

f7(x)=3x2—4x+1 4+ .(-4) -4-31 1=x
(x) =37~ =32 —4x+1=0= x = (=4) _4r2 6

£(x)=0 2.3 6 |4-2 [1_

B 3

Clasificamos los puntos criticos usando el signo de la segunda derivada.

f7(1)=6(1)-4=2>0— Minimo
f7(x)=3x"—4x+1= f " (x)=6x-4= f”(l 1

_):6(_j_4:_2<0_) Maximo
3 3

La funcion presenta un maximo relativo en x = 5 y un minimo relativo en x=1.
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2. Considere el siguiente sistema de ecuaciones lineales, que depende del parametro real a.
X+y+z=3
X+y—-z=1
2Xx+ay =2a

a) Discuta el sistema para los distintos valores del parametro a. [1 punto]
b) Resuelva el sistema para el caso a = 1. [1 punto]

11 1
a) El sistema tiene asociada la matriz de coeficientes A=|1 1 -1| y la matriz ampliada
2 a o0
11 1 3
A/B=|1 1 -11
2 a 0 2a

Averiguamos cuando se anula el determinante de la matriz de coeficientes.

1 1 1
|Al=[1 1 -Y=0-2+a-(2+0-a)=-4+2a
2 a 0

|A=0=-4+2a=0=2a=4=[a=2]

Estudiamos por separado las dos situaciones distintas que se nos plantean.

CASO 1. a=2

En este caso el determinante de la matriz A es no nulo y su rango es 3, al igual que el rango
de la matriz ampliada y el numero de incognitas. El sistema es compatible determinado (una

Unica solucién).

CASO 2. a=2
En este caso el determinante de la matriz A es nulo y su rango es menor de 3.

111

La matriz de coeficientes queda A=|1 1 -1|. Esta matriz tiene rango 2 pues tiene un

2 2 0

menor de orden 2 con determinante no nulo, consideramos el menor que resulta de quitar la

fila y columna primeras -

_l‘=2¢0.
0

11 13

La matriz ampliada queda A/B=1 1 -1 1|. Consideramos el menor de orden 3 que

2 2 04

resulta de quitar la primera columna (igual que la segunda columna) ->

1 1 3

1 -1 1|=-4+2+0+6-4-0=0. Alser nulo el determinante de este menor el rango de

2 0 4
la matriz ampliada no es 3. El rango de A/B es 2.
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Rango de la matriz ampliada igual al rango de la matriz de coeficientes (2) menor que el
namero de incdgnitas (3). El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

X+y+z=3
b) Para a =1 el sistema queda < x+y—z=1. Lo resolvemos.
2X+y=2

X+y+z=3 [X+y+z=3
{x+2—2x+z:3 {—x+z=1

X+y—-z=1=X+y-z=1= = =
X+2-2x-z=1 —X-z=-1
2X+y=2 y=2-2X
7=1+Xx __Z=l+O=l
= = X-1-Xx=-1=-2x=0=[x=0|=
—Xx—z=-1 ly=2-2.0=2|

La solucion del sistemaparaa=1esx=0,y=2,z=1.
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3. Considere el plano que tiene como vectores directores u = (-1, 3, 2) yv =(2, 1, 0) y que pasa
por el punto A = (1, 0, 3).

a) Calcule la ecuacion de la recta que es perpendicular al plano y pasa por el punto A. [1 punto]

b) Calcule la distancia del punto P = (1, 5, 0) al plano. [1 punto]

NOTA: Puede calcular la distancia de un punto de coordenadas (X,, Y,.Z,) al plano de ecuacion
|Ax, + By, +Cz, + D|
JA B +C?

Ax + By + Cz + D = 0 con la expresion

a) Hallamos la ecuacién del plano m que tiene como vectores directores u= (—1,3,2) y V= (2,1, 0)
y que pasa por el punto A (1, 0, 3).

G:(—l,3,2) x-1 'y z-3
v=(210) t=z:[-1 3 2 |=0=4y—(z-3)-6(z-3)-2(x-1)=0=
A(1,0,3) 2 1.0

:>4y—z+3—6z+18—2x+2:O:>|7z:—2x+4y—72+23:0

La recta r perpendicular al plano 7 :—2x+4y—7z+23=0 tiene como vector director el vector
normal del plano v, =n=(-2,4,-7).

Xx=1-21
=(—2,4,—7)}
=>r:qy=414 ;AeR

2=3-71
b) Usamos la formula de la distancia de un punto a un plano.

m—2X+4y—-72+23=0
P(1,5,0)

_ _ :|—2-1+4-5—7-0+23|: 41
} A(P.7) \/(_2)2+02+(_7)2 J63

La distancia del punto P al plano tiene un valor de 4 =4.94 unidades.

J63
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l1 0 «
4.Sealamatriz A=|« 0 -1, enlaque « esun pardmetro real.
2 -1 1

a) Existe algin valor « R de tal que A no tenga inversa para este valor? [1 punto]
b) Calcule la matriz inversa de A? para o =0. [1 punto]

a) Para que la matriz no tenga inversa su determinante debe ser nulo.

1 0 «
|A=la 0 -1=0+0-a’-0-0-1=—a’-1
2 -1 1

A=0=-a’-1=0=a’=-1=« — J—1 = Noexiste

El determinante de la matriz A nunca se anula y por tanto, no existe ningun valor de o para el
cual la matriz A no tenga inversa.

1 0 O
b) Para « =0 la matrizqueda A=|0 0 -1].
2 -1 1

Determinamos la expresion de la matriz A2,

1 0 0)yy1 0 O 1+0+0 0+0-0 0+0+0 1 0 O
A=0 0 -1{/0 0 -1({=/0+0-2 0+0+1 0+0-1|=-2 1 -1
2 -1 1){2 -1 1 2-0+2 0+0-1 O0+1+1 4 -1 2

Calculamos la matriz inversa de AZ2.

1 - 0 - 0 1
+ - +

-1 2| o 2| o -

2 4 1 4 1 -2

1 -2 4 -1 2 0 2 0 -1

Adj|0 1 -1 2 4 |1 4] 1 -2
T J + - + 1 0O
(2)1_AdJ(A)_ 0 -1 2) U1 4 o4 o 1)) |

N 2l 1 o0 o] 1 -
[#] s 1 1 211
4 -1 2
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5. Considere los puntos del espacio tridimensional A=(1,1,0),B=(3,50yC=(1,0,0)yla
z
recta r:x=y-1=—.
y 2

a) Encuentre el punto de interseccion de la recta r con el plano que pasa por los puntos A, By C.
[1 punto]

b) Encuentre los puntos P de la recta r para los cuales el tetraedro de vértices P, A, B'y C tiene un
volumen de 2u®. [1 punto]

NOTA: El volumen de un tetraedro de vértices P, Q, R y S puede calcularse con la expresion

<|cet(PQ.PR.PS).

a) Hallamos la ecuacion del plano que pasa por los puntos A, B 'y C.

A(11,0) {a

B(3,50)=1{__
c(o0)| (AC=(20.0)-(210)=(0.-10)
U=AB=(2,4,0) 1y 2
v=AC=(0,-10){=7:| 2 4 0=0=-2z=0=|z:2=0]
C(l,O,o)eﬁ 0 -10

Obtenemos las ecuaciones parameétricas de la recta r.

G -w12) %4
r:XIO:yl_lzzgoz{ T S ridy=141;1€eR
P (0,1,0) o

Hallamos el punto de interseccién de recta y plano resolviendo el sistema formado por sus
respectivas ecuaciones.

7:2=0
x=0
X=A
=21=0=>1=0=>:y=1+0=1=|R,(0,1,0)
r-ay=1+41
z=2-0=0
1=2A

El punto de corte de recta y plano es el punto P, (0,1,0).

b) Un punto de la recta r tiene coordenadas (A,1+4,24).
Utilizamos la formula del volumen del tetraedro para los puntos P, A, By C.

A(11,0) AB =(3,5,0)—(11,0)=(2,4,0)
ey {00010t
Pgﬂ:,1,+),1,2,1) AP =(1,1+4,24)~(11,0) =(1-1,4,24)
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2 4 0
det(ﬁ,ﬁ:’,ﬁ) =l 0 -1 0|=-44
A=-1 A 24
Volumen PABC = 1 det(ﬁ, AC, ﬁ)‘ = 1|—4/1| = M = M
6 6 6 3

Obtenemos los valores del parametro A para los cuales este volumen vale 2 unidades cubicas.

21| A=-3
VolumenPABC =2 = ——=2=|1|=3=
3 A=3

Para A =-3 el punto buscado es P,(-3,1-3,2(-3))=(-3,-2,-6).
Para 4 =3 el punto buscado es P,(3,1+3,2:3)=(3,4,6).
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6. Sean las funciones f(x)=x*-1y g(x)=3-x".
a) Eshoce las gréficas de las parabolas y=f (x) e y=g(x) en un mismo sistema de ejes

cartesianos y encuentre los puntos de corte con el eje de abscisas, los vértices y los puntos de
corte entre las dos gréficas. [1 punto]
b) Calcule el area de la region del semiplano y > 0 comprendida entre las graficas de f(x) y g(x).
[1 punto]

a) Las graficas de las dos funciones son dos parabolas. Hallamos los puntos de corte de ambas
graficas.

f(x)=x*-1
g(x)=3-X* =X -1=3-X =22 =4=>x" =2 |x=+2

f(x)=9(x)

Hallamos los puntos de corte con el eje de abscisas.

— 2_
f-(x)_x. . =x*-1=0=x* =1=> x=1=+1= A(-10) y B(10)
Ejeabscisas >y =0

_Q_ 2
9_()()_3_ X }:)3_)(2:0:>3:x2:>x:i\/§:>C(—\/§,0)yD(\/f:_’,O)
Ejeabscisas > y=0

Hallamos los vertices de las parabolas usando la derivada.

— 2_ ’ =
f(X)=x"-1=>f (,X) 2X :2)(:0:)(:0:\&(0,_1)
f"(x)=0

—2_ 2 - J—
9(x)=3-x"=g"(x) 2X}:>—2X:0:>X=0:>Vg(0,3)

9’ (x)=0
Obtenemos una tabla de valores y dibujamos
ambas graficas. \ 4 [
x | f(x)=x"-1 \
_2 3 .............................. -g{.\‘)=3—(\-3
Hi \
0 -1 =
1 0
3
X | g(x)=3-x"
-2 -1 i
-1
flx)=x"-1
2 /
-1 ! 2 L}
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b) Nos piden calcular el area de la zona coloreada del dibujo.

\

g(x)=3-x°

{ﬁ'--

Calculamos el area hallando el area de la region del plano limitada por ambas gréaficas menos
el area de la region limitada entre el eje de abscisas y la grafica de la funcion f(x) = x*—1.

| | ]
| 0 ]
] l |
5 4 !
w2 o w2
MENOS ¢ flx)=+"-1

NG
. B 2 B 2 2 (2 _ V2 o2y _g 3 B
Areagrande—J._\ﬁg(x)—f(x)dx_'[_\ﬁS x* —(x 1)dx_.[_ﬁ4 2X dx_{4x 3X:|_ﬁ_

=[4f_§ﬁ3}_[4(_ﬁ)-§(-ﬁﬂ=4f 2422 %

, T ' X T e (-’ 4| 4
Area pequenaz‘ f(x)dx‘z‘ xz—ldx‘z {——x} = {__1}_ (- =‘_ _
-[—l I—l 3 o 3 3 3 3

El &rea de la region del semiplano y > 0 comprendida entre las graficas de f(x) y g(x) tiene un

valor de %—g =6.21 unidades cuadradas.
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