PevAU 2024 Extraordinaria (Reserva) Matemdticas Il en Andalucia Juan Antonio Martinez Garcia

’ PRUEBA DE EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL

ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS DE ADMISION 1A 1eMATICAS 11
ANDALUCIA, CEUTA, MELILLAY CENTROS en MARRUECOS
CURSO 2023-2024

Instrucciones: a) Duracion: 1 horay 30 minutos

b) Todas las cuestiones deben responderse en el papel entregado para la
realizacion del examen y nunca en los folios que contienen los enunciados.

c) Este examen consta de 8 ejercicios distribuidos en 4 bloques de 2 ejercicios
cada uno.

d) Cada ejercicio tiene un valor maximo de 2.5 puntos.

e) Se realizaran Unicamente un ejercicio de cada bloque. En caso de responder a
dos ejercicios de un bloque, sélo se corregira el que aparezca fisicamente en primer

lugar.

f) Se permitira el uso de calculadoras que no sean programables, ni gréaficas ni con
capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos
conducentes a la obtencidn de resultados deben estar suficientemente justificados.

g) En la puntuacion maxima de cada ejercicio estan contemplados 0,25 puntos para
valorar la expresion correcta de los procesos y métodos utilizados.

IBLOQUE A. | Resuelve s6lo uno de los siguientes ejercicios:

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)
De entre todos los rectangulos de area 25 cm?, determina las dimensiones de aquel en el que el
producto de las longitudes de sus dos diagonales sea el menor posible.

EJERCICIO 2 (2.5 puntos)

3

a;< tx-1 ,para x?+bx—3=0.
X“+bx—3
a) [1,5 puntos] Calcula a'y b para que y =x—2 sea una asintota oblicua de la grafica de f.

b) [1 punto] Estudia y halla las asintotas verticales de la grafica de f cuando a=0y b=2.

Considera la funcion f (x)=

IBLOQUE B. | Resuelve s6lo uno de los siguientes ejercicios:

EJERCICIO 3 (2.5 puntos)
Considera la funcion

f(x)— 1-e* si x<0
B xcos(X) si x>0

Calcula I_” f(x)dx.

EJERCICIO 4 (2.5 puntos)

Jx—l
2

Calcula una primitiva de la funcion f :(1,+00)——IR definida por f (x) :(x—l)2 In

cuya gréafica pase por el punto (5, —7/2), donde In denota la funcién logaritmo neperiano.
(Sugerencia: efectta el cambio de variable x—1=t?).
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PRUEBA DE EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL

U ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS DE ADMISION /A TEMATICAS 11
ANDALUCIA, CEUTA, MELILLAY CENTROS en MARRUECOS
CURSO 2023-2024

IBLOQUE C. | Resuelve sélo uno de los siguientes ejercicios:

EJERCICIO 5 (2.5 puntos)

X y z
Considera las matrices A=|3 0 2|, B=(1 y z)y C=(3 0 0).
111
x-1 y-1 z-
a) [1 punto] Sabiendo que el determinante de A es 5, calcula | 1 1 1 |, indicando
4 1 3

las propiedades que utilizas.
b) [1,5 puntos] Calcula los valores (x 'y z) talesque B-A=C.

EJERCICIO 6 (2.5 puntos)
Considera el sistema

5 -2 -3)\(x X
2 0 2| yl=mly]|.
3 -2 -1)\z Z

a) [1,75 puntos] Determina los valores de m para los que el sistema es compatible
indeterminado.
b) [0,75 puntos] Para m=2 resuelve el sistema, si es posible.

IBLOQUE D. | Resuelve s6lo uno de los siguientes ejercicios:

EJERCICIO 7 (2.5 puntos)

X—2y=3a
Considera las rectas r=x = y+a:Z—le ys= Y :
2 X+2=2

a) [1,25 puntos] Calcula a para que las rectas se corten.
b) [1,25 puntos] Para a=-1, halla la recta que corta perpendicularmente a r y s.

EJERCICIO 8 (2.5 puntos)
Considera los vectores u=(1a,2) y v=(-21a).

a) [1 punto] Calcula a para que ambos vectores formen un angulo de = /3 radianes.
b) [1,5 puntos] Calcula a para que el vector (Gx\?)—\? sea ortogonal a u.
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SOLUCIONES

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)
De entre todos los rectangulos de area 25 cm?, determina las dimensiones de aquel en el que
el producto de las longitudes de sus dos diagonales sea el menor posible.

x d

}!
El &rea del rectangulo es el producto de la longitud de la base por la altura y sabemos que
debe valer 25 cm?,

Area:xy=25:>y=§
X

Las dos diagonales del rectangulo miden lo mismo, por lo que el producto de las mismas
vale d?.
Aplicamos el teorema de Pitagoras al triangulo rectangulo de catetos x e y del dibujo.

X2+y2:d2

Sustituimos y por §
X

2
d2=x2+(§j _x 9B
X
2+£25.

X

Buscamos sus puntos criticos averiguando cuando se anula la derivada.

Debemos minimizar la funcién f (x)=x

1250

X3

f(x)=x* +6—225: x* +625x7 = f7(x)=2x+625x"°(-2)=2x—
X

1250 0= 2% 1250

x3 x3

= 2x* =1250 = x* =625 =[x = /625 =5

f(x)=0=2x-

Solo nos interesa el valor positivo de la raiz. Estudiamos el signo de la segunda derivada
para X=5.

3750

X4

= f"(5):2+3750:8>0

54

f7(x)=2x-1250x" = f "(x)=2-1250(-3)x " =2+

Al ser la segunda derivada positiva la funcion tiene un minimo para x=5. Para este valor
25
tenemos que y = 5 =5.

Para que el producto de las longitudes de sus dos diagonales sea el menor posible debe ser
un cuadrado de lado 5 cm.
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EJERCICIO 2 (2.5 puntos)

ax +x-1

?_3, para X2+bx—3¢0.
X" +DX—

a) [1,5 puntos] Calcula a 'y b para que y = x—2 sea una asintota oblicua de la gréfica de f.
b) [1 punto] Estudia y halla las asintotas verticales de la grafica de f cuando a=0y b=2.

Considera la funcion f (x) =

: ] , » : . f(x
a) Si y =x—2 es una asintota oblicua de la funcion se debe cumplir que Ilmﬁ =1yque
X—>»00 X

lim(f(x)-x)=-2.

X—»00

ax® +x-1
3
X2+bX—3 =lim ax’ +x-1

)

li =i =
an T em X EUNCTSORE T =[a=1]
f
im0 g
X—0 X

8 _ 3 1 v3 _hy?
fim (£ (x)-x) = (X+—X1—xj=|im[X 1o +3x]=
X—>0 X + X—

Los valores buscados son a=1y b=2.

X —_
X* +2x-3
dominio son todos los nimeros reales menos los que anulan el denominador.

b) Cuando a=0 y b=2 la funcioén queda f (x) = . Esta funcion es racional y su

-2+4 T—x
2 _[=
4oy 30 xo 2ENZAW(B) 224 | 2
2 2 |-2-4
T, =X

El dominio de la funcién es R —{-3,1}.
¢ X =-3 es asintota vertical?

. . x-1 -3-1 -4
lim f (x)=lim — =—
x—>-3 x>-3 X°+2X—3 (_3) +2(_3)_3 0

X =—3 es asintota vertical.

¢ Xx=1 es asintota vertical?
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lim f (x) =lim 2x—1 = 1-1 :Q:Indeterminaci(')n:
X1 olx*4+2x-3 1°4+2(1)-3 0

x—1 .1 1

1
o1 (x-1)(x+3) *1x+3 1+3 4
x =1 no es asintota vertical.

La funcién tiene una asintota vertical: x =-3.
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EJERCICIO 3 (2.5 puntos)
Considera la funcion

f(x)— 1-e* si x<0
B xcos(X) si x>0

Calcula [ f (x)dx.

En el intervalo (—7z7z) la funcion cambia de definicidn por lo que la integral definida pedida
la expresamos como la integral definida entre —mt y 0 més la integral definida entre O y .

fﬂ f(x)dx= LO” f (x)dx+I0” f(x)dx= Ifﬂl—exdx+joﬁxcos(x)dx = [x—exfﬂ +...

Integracion por partes
Ixcosxdx: U=X-—du=dx =xsen(x)—_|'sen(x)dx:

dv =cos(x)dx »>v = Jcos(x)dx =sen(x)

= xsen(x)—(—cos(x)) = xsen(x)+cos(x)+K

= [x—eX]: +[xsen(x)+cos(x)]g =

=[0-e"]-[-7—e ™ |+[ sen(z)+cos(z)]-[0-sen(0)+cos(0)] =

=—1+7r+i”—1—1= 7r+iﬂ—3
e e
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EJERCICIO 4 (2.5 puntos)

Calcula una primitiva de la funcién f :(1,+00)——R definida por f (x):(x—l)2 In ‘Xz_l

cuya grafica pase por el punto (5, —7/2), donde In denota la funcién logaritmo neperiano.
(Sugerencia: efectta el cambio de variable x —1=t?).

Calculamos la integral de la funcion.

F(x)=]f (X)dx=J(x—1)2 n \/?dx {Camblo de variable }

X—1=1t> — dx = 2tdt

2
- (tz)zln£2tdt= eintadi=2(tintdt=..
2 2 2

Integracion por partes

Jflnldt: u=int 5du=12q - Lg =—| ——f—-dt_—ml—ljtf’dt:
2 2 020 276

6
dv:tSdt—>v:jt5dt:t—
6

5 teI t t° t6| t 8 tﬁ(l t 1] X—1=t> >x-1=t
e — - 1n—-—|=—MmM-———-= n———
6 2 36 3 2 18 3 2 6 t6=(t2) (X 1)

= (X_1)3 (In m—l}r K
3 6

2

Como debe pasar por el punto (5, —7/2) debe cumplirse que F(5)= _—27

F(5)-—
(x=1)"(, Jx-1 1 _?7_(531) {In 52_1—%)+K:>
F(x)= [In ——J K
3 2 6
3
i 4(In1—lj K Zl__ 54 T_64 7,84 1
A 2 18 2 18 2 18 18
La primitiva buscada tiene la expresion F(x)= (x- 3 )( M 2_ é] T
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EJERCICIO 5 (2.5 puntos)
X y z
Considera las matrices A=|3 0 2|, B=(1 y z)y C=(3 0 0).
111
x-1 y-1 z-
a) [1 punto] Sabiendo que el determinante de A es 5, calcula | 1 1 1 |, indicando las
4 1 3
propiedades que utilizas.
b) [1,5 puntos] Calcula los valores (x 'y z) tales que B-A=C.

X y z
a) Sabemos que |A| =13 0 2|=5. Calculamos el determinante pedido.
1 11
x-1 y-1 z- . S . .
N ! 1= La primera fila tiene una diferencia de elementos |
4 X 3 ~ | el determinante es diferencia de dos determinantes |
y z1 |11 11 . . o
B 11l 1 oqle El segundo determinante tiene dos filas iguales|
B | por lo que su determinante vale cero B
3 4 1 3
Resto a la 32 fila la 22
y z 4 1 3 Xy z
= 1 1/-0= -1 -1 -1 =1 1 1=
1 3 3 0 2 3 0 2
el determinante no cambia de valor
. : X y 2
Intercambio las filas 22y 32
= _ ) i =—|3 0 2/=—|A=-5
el determinante cambia de signo
1 11
b) Resolvemos la ecuacion matricial B-A=C..
Xy
B-A=C=(1 y z)|{3 0 2|=(3 0 0)=
11
X+3y+z=3
= (x+3y+z y+0+z z+2y+z)=(3 0 0)=>4y+z=0 =
2y+2z2=0
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X+3y+z=3

X+3y+z=3
=4Y+2=0 = = X+3y-y=3=>x+2y=3=
+z2=0—>|z2=-
s lyrzm0of=oy]
Xx=3-24
SE=32=1y=4  AeR
z2=-1
X=3-21
El sistema tiene infinitas soluciones: <y =4 i AeR.
z2=-1
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos)
Considera el sistema

5 -2 -3)\(x X
2 0 =2|ly|=mly]|.
3 -2 -1)\z Z

a) [1,75 puntos] Determina los valores de m para los que el sistema es compatible
indeterminado.

b) [0,75 puntos] Para m=2 resuelve el sistema, si es posible.

a) Obtenemos la expresion del sistema que se nos plantea.

5 -2 -3\(x X 5x—2y—-3z =mx 5x—2y—-3z-mx=0

2 0 -2|ly|=m|ly|=>2x-2z=my = 2X—-2z-my=0 =

3 2 -1)\z z 3X—-2y—z=mz 3X—2y—-z-mz=0

(5—-m)x-2y-3z=0 5-m -2 -3 \(x) (0

= 2Xx—-my—-2z=0 = 2 -m 2 y|=10
3x—2y+(-m-1)z=0 3 -2 -m-1)\z 0

El sistema que se nos plantea es un sistema homogéneo que siempre es compatible. Sera
indeterminado cuando el rango de la matriz de coeficientes sea menor de 3, es decir,
cuando su determinante sea nulo.

5-m -2 -3 5-m -2 2-m

2 -m -2 |={Columna3*+Columnal?}= 2 -m 0 |=

3 -2 -m- 3 -2 2-m
2-m 0 0

={Filal*-Fila3*}=| 2 -m 0 :(2—m)(—m)(2—m):—m(2—m)2
3 -2 2-m

Averiguamos cuando se anula el determinante.

5-m -2 -3
2 -m 2 =o:>—m(2—m)2=o:>{
3 2 -m-

m=20

2-m=0[m=2

El sistema es compatible indeterminado cuando m=0 0 m=2.

b) Hemos visto en el apartado anterior que para m=2 el sistema es compatible indeterminado.
Obtenemos la expresion de sus soluciones.
(5—m)x—-2y—-3z=0 3x-2y-3z=0

2x-my—2z=0 = 2x—-2y—2z=0;= {Ecuacién1®= Ecuacién3?} =
3x—2y+(-m-1)z=0 3x-2y-3z=0
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3x—2y—3z:0} 3x-3z=2y
=

= = 2x—(3x-3z)-2z=0=
2Xx—-2y-22=0 2x—-2y-22=0

:2x—3x+3z—22:0:>—x+z:0:>:>2y:3z—3z:03

X=A4
= ={y=0;1eR
z2=1
X=A1
Las soluciones del sistema tienen la expresion <y =0, siendo A cualquier nimero real.
=41
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EJERCICIO 7 (2.5 puntos)

. X—2y=3a
Considera las rectas r=x = y+a=z—+1 ys= Y :
2 X+2=2

a) [1,25 puntos] Calcula a para que las rectas se corten.
b) [1,25 puntos] Para a=-1, halla la recta que corta perpendicularmente arys.

a) Obtenemos un vector director y un punto de cada recta.

_ u, =(112
poX O:y+a:z+1:>{ur ( )

1 1 2 |p(o-a-1)

S

Xx—2y=3a X=2y+3a
{ y :>{:>2y+3a+z:2:>|z=2—3a—2y:>

X+2=2 X+7=2

X=3a+24 {\22(2,1,—2)
—> S = y:/l
Z:2_3a—2ﬂ, Qs(3a,0,2—3a)

Los vectores directores no tienen coordenadas proporcionales, por lo que las rectas no son
ni paralelas ni coincidentes. Las rectas se cortan o se cruzan.

Calculamos el valor del producto mixto [Jr\z P,QSJ :
P (0,—a,-1)

Q. (32,0, 2—3a)} = PQ, =(3a,0,2-32)-(0,-a,-1)=(3a,a,3-3a)

u=(112) 1 1 2
v, =(21,-2) =[u.v,PQ =2 1 -2 |=
PQ. =(3a,a,3-3a) 32 a 3-3a

=3-3a-6a+4a—6d -6+ 64 +2a=-3-3a

Para que las rectas se corten el producto mixto [I\TS P,QS] debe valer cero.

[0,.7.P0.]--3-3a

o —-3-3a=0=3a=-3=[a=-1]
[ur,vs,PrQJ:O

Las rectas se cortan cuando a=-1.

b) Para a=-1 las rectas tienen los siguientes vectores directores:
Xx=0_y-1_z+1_ Ju =(112)
1 1 2 P (0,1-1)

r
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x-2y=-3 |[v,=(21-2)
_{ - Q.(-3,0,5)

Para este valor hemos comprobado que las rectas se cortan. La recta que corta
perpendicularmente ambas rectas pasa por el punto de corte de ambas rectas y tiene como
vector director el producto vectorial de los vectores directores de las rectas.

Hallamos el punto A de corte de las rectas.

1 [u=112) x=4
erIO:yl_lzzg :>{ Y S r=ly=1+2
P(0.8,-1) z2=-1+22
_{X—Zy:—B
Cx+z=2
A-2(1+2)=-3 (1-2-22=-3
X=A = =
A=1+21=2 31=3
r=qy=1+41
z2=-1+21
x=1
-A=-1
= 11 =y=1+1=2 =|A(121)
- z=-1+2=1
Hallamos el vector director de la recta t perpendicular arys.
i j kK
w=v,xu, =(2,1,-2)x(L12)=2 1 -2|=
11 2
=2i-2j+2k-k-4j+2i=4i-6j+k=(4,-6,1)
Hallamos la ecuacion de la recta t.
— X=1+4«a
w, =(4,-6,1)
=>t={y=2-6a;aelR
A(L,2,1)et ) —lig
X=1+4a

La recta que corta perpendicularmente a r y s tiene ecuacion t =1y =2-6«, siendo
=1+«

aeR.
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EJERCICIO 8 (2.5 puntos)

Considera los vectores u=(1a,2) y v=(-21a).

a) [1 punto] Calcula a para que ambos vectores formen un angulo de = /3 radianes.
b) [1,5 puntos] Calcula a para que el vector (Gx\?)—\? sea ortogonal a u.

a) Utilizamos la formula del producto escalar.

COS(G,G)— u-v (La,2)(-21a) _ —2+a+2a 3a-2

] JE et 127 (-2) +1 +a’ “5raisial 5+a

El &ngulo debe ser de 7 /3 radianes = 60° entonces el cos60° = 1/2.

3a-2
2 _
5+a :1_361 2

2 5+a’

cos(ﬁ,9)=
=5+a’=6a-4=a*-6a+9=0=

(ﬁ,\?) :%radianes

= la= 83
2

Para a=3 los vectores u y v forman un angulo de = /3 radianes.

b) Determinamos la expresién del vector (G x\?) —v.

u=(1a,2) Pk e - .
. =uxv=|1 a 2/=a‘i-4j+k+2ak—-aj-2i=
v=(-21a) 2 1 a

:(a2 —2)i+(—4—a)j+(1+2a)k :(az—z,—4—a,1+2a)

(uxv)-v=(a’-2-4-a1+2a)-(-2La)=(a’,~5-al+a)
Para que el vector (Gx\?)—\? sea ortogonal a U su producto escalar debe ser nulo.

[(ﬁx\?)—ﬂ-ﬁ =0=(a’,-5-al+a)(La2)=0=a’+a(-5-a)+2(1+a)=0=

— & -5a- a2 +2+2a=0=-3a+2=0=3a=2> a=§

El valor buscado es a = %
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