PevAU 2024 Extraordinaria (Suplente) Matemadticas Il en Andalucia Juan Antonio Martinez Garcia

’ PRUEBA DE EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL

ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS DE ADMISION 1A 1eMATICAS 11
ANDALUCIA, CEUTA, MELILLAY CENTROS en MARRUECOS
CURSO 2023-2024

Instrucciones: a) Duracion: 1 horay 30 minutos

b) Todas las cuestiones deben responderse en el papel entregado para la
realizacion del examen y nunca en los folios que contienen los enunciados.

c) Este examen consta de 8 ejercicios distribuidos en 4 bloques de 2 ejercicios
cada uno.

d) Cada ejercicio tiene un valor maximo de 2.5 puntos.

e) Se realizaran Unicamente un ejercicio de cada bloque. En caso de responder a
dos ejercicios de un bloque, sélo se corregira el que aparezca fisicamente en primer

lugar.

f) Se permitira el uso de calculadoras que no sean programables, ni gréaficas ni con
capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos
conducentes a la obtencidn de resultados deben estar suficientemente justificados.

g) En la puntuacion maxima de cada ejercicio estan contemplados 0,25 puntos para
valorar la expresion correcta de los procesos y métodos utilizados.

IBLOQUE A. | Resuelve s6lo uno de los siguientes ejercicios:

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)

X% +1
X

Sea la funcién f :(0, +oo)——>R, definida por f (x) = In{ j donde In denota la funcion

logaritmo neperiano.

a) [1 punto] Calcula los intervalos de crecimiento y de decrecimiento.

b) [1,5 puntos] Estudia y halla los extremos relativos y absolutos de f (abscisas donde se
obtienen y valores que alcanzan).

EJERCICIO 2 (2.5 puntos)
Calcula a y b sabiendo que
a(Iln(1+x)—x)+b(e*—=1)+1-cos(x
i 20 rb(e"D)1ocos(x)
x>0 sen“(x)
donde In denota la funcién logaritmo neperiano.

‘BLOQUE B. ‘ Resuelve s6lo uno de los siguientes ejercicios:

EJERCICIO 3 (2.5 puntos)
Considera la funcion f :R——IR definida por

f(x) :joxcos(t)senz(t)dt.
Determina las ecuaciones de la recta tangente y de la recta normal a la grafica de f en el punto

de abscisa X = %

EJERCICIO 4 (2.5 puntos)

Calcula JL
4+ 4e*

(Sugerencia: efectta el cambio de variable t =+/1+¢*).
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IBLOQUE C. | Resuelve s6lo uno de los siguientes ejercicios:

EJERCICIO 5 (2.5 puntos)
Considera el sistema de ecuaciones lineales

ax+ y +z = 1l+a
X+ 2y -z = 1-a
x+ (l+a)y -az = 0

a) [1,5 puntos] Calcula a para que el sistema sea compatible indeterminado.
b) [1 punto] Resuelve el sistema, si es posible, para a=0.

EJERCICIO 6 (2.5 puntos)

-2 5 1
a) [1,5 puntos] Sabiendo que A verifica la identidad (A+al )2 =bl, hallaayb.

1 3 01
Considera las matrices A=( j M =( J e | la matriz identidad de orden 2.

b) [0,75 puntos] Resuelve la ecuacion MX +M? =1 .

‘BLOQUE D. ‘ Resuelve s6lo uno de los siguientes ejercicios:

EJERCICIO 7 (2.5 puntos)

Considera el plano 7=x-y=0 ylarecta r EXT_1=%= z-2.
a) [1,25 puntos] Calcula, si es posible, el plano perpendicular a 1t que contiene a r.
b) [1,25 puntos] Calcula, si es posible, la recta perpendicular a r, contenida en 1 y que pasa

por el origen.

EJERCICIO 8 (2.5 puntos)

Considera los puntos 0(0,0,0),A(a,-1,2) y B(a,1,0).

a) [1,5 puntos] Determina a para que el triingulo OAB tenga area 3 unidades cuadradas.
b) [1 punto] Calcula a para que O, A y B sean coplanarios con el punto C(l,l,O) :
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SOLUCIONES

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)

X% +1
X

Sea la funcion f :(0,+00)——RR, definida por f (x)= In( J donde In denota la funcion

logaritmo neperiano.

a) [1 punto] Calcula los intervalos de crecimiento y de decrecimiento.

b) [1,5 puntos] Estudia y halla los extremos relativos y absolutos de f (abscisas donde se
obtienen y valores que alcanzan).

a) Hallamos los puntos criticos de la funcion averiguando donde se anula su derivada.

2x 1

x2+1 X

f(x)= |n(xzx+lj= In(x*+1)-Inx= f"(x)=

F(x)=0= 2 Lo 2 1 oe o o1s k=it
X +1 X X“+1 X

Solo nos sirve el valor positivo de la raiz. Estudiamos el signo de la derivada antes y
después de este punto critico: x=1.

e Enelintervalo (0,1) tomamos x=0.5 Y la derivada vale
2-0.5 1

f(05)=222 =

( ) 05°+1 05

e Enelintervalo (1,+0) tomamos x =2 y la derivada vale

f(2)= 23'21—%=0.3>0. La funcion crece en (1,+0).
+

=-1.2<0. La funcion decrece en (0,1).

La funcion decrece en (0,1) y crece en (1,+).

b) Por lo visto en el apartado anterior la funcidn sigue el esquema siguiente.

s
0 1

2
La funcion tiene un minimo relativo y absoluto en x=1. Como f (1) = In(1 1+1j =In2 el

minimo relativo y absoluto de la funcidn tiene coordenada (1, In 2).
Calculamos los limites de la funcion cuando x tiende a 0 y a +oo.

lim  (x)= lim |n(xz+1J: lim In(x+%j:|n(+oo+0):+oo

X—>+00 X—>+00 X X—>+00

2
lim f (x)=lim In(x +1}: lim In(x+1j:In(0+i+jzln(+oo)=+oo
x—0" x—0" X X—>+o0 X 0

La funcién no tiene maximos relativos ni absolutos.
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EJERCICIO 2 (2.5 puntos)
Calcula a 'y b sabiendo que
a(In(1+x)—x)+b(e*—1)+1-cos(x
im0 x)4b(e D) 41oos()
x>0 sen“(x)
donde In denota la funcion logaritmo neperiano.

Calculamos la expresion del limite.

i a(In(1+x)—x)+b(e* —1)+1-cos(x) B a(In(1+0)-0)+b(e’~1)+1-cos(0) B
XILT(] sen’(x) - sen’(0) -

_a0+ b0'20+1_1 = % = Indeterminacion (L Hopital) =

1

_lim a(—1)+b(ex)—(—sen(x)) iy a(1—1j+b(ex)+sen(x)

1+x _ 1+x _
x>0 2sen(x) cos(x) x>0 2sen(x) cos(x)

1 0
a(1+0—1J+b(e )+sen(0) 20+b+0 b_

2sen(0)cos(0) 2-0-1 0

Como el limite debe valer 5 el valor de b debe ser cero, pues, en caso contrario, el limite
valdria co.
Le damos a b el valor 0 y seguimos calculando el limite.

a[(l_l'l)zJ+b(ex)+cos(x)
0 A +X —fh=0l=
=57 Indeterminacion(L"Hopital) = lem 2005(x) cos(x)+23en(x)(—sen(x)) ={b=0}=

1 1
n —a{(lJrX)z}cos(x) ) _a[(1+0)2 ]+cos(0) _avi [T

=0 200s(x)—2sen®(x)  2cos?(0)—2sen’(0)  2-0 [ 2

Como queremos que este limite valga 5 igualamos el resultado obtenido a este valor.
1_Ta:5:>1—a:10:>1—10=a:>

Los valores buscados son a=-9 y b=0.
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EJERCICIO 3 (2.5 puntos)
Considera la funcion f :R——IR definida por

f(x) :joxcos(t)senz(t)dt.
Determina las ecuaciones de la recta tangente y de la recta normal a la gréfica de f en el punto

de abscisa X = %

Obtenemos el valor de f (%) )

(2)- ety =[S o] -

Obtenemos el valor de f (%j )

f(x)= J'Oxcos(t)senz (t)dt = f"(x)=cos(x)sen’(x)=

= ff@:COS(%)senz[zj:Q[ﬁT |2

4 2 2 4

Obtenemos la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = %

g
L I S I e
(8- (5

i
62 rigtbads
Ty G I

"
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EJERCICIO 4 (2.5 puntos)

Calcula JL
V4 +4e*

(Sugerencia: efectta el cambio de variable t = v1+e*).

Calculamos la integral pedida.

Cambio de variable

t=l+e* >t>=1+¢"

dx J' J 1 2 X
= ——dx=4t"-1=e =
V4 +4e / 1+e 2\1+e” V1l+e 2tdt=exdx=(t2—1)dx
dx — 22t
t°-1
_lj}ZZt _ZJZ dt—fl
2)tt°-1 2) t°-1 t? -1
Descomposicion en fracciones simples
1 1 A, B CA(t-1)+B(t+1)
-1 (t+1)(t-1) t+1 t-1  (t+1)(t-1)
t:1—>1:ZB—>B:1
—1=A(t-1)+B(t+1)= 2 = 211:_1/12+1/21
t=-1o1--2A—>A=— t-1 -

-1/2
t+1

12, -1
t-1 2

1
t+1

1

2

1

= [T | |

:{tzm}z%lln(\/HT+1)+%ln(\/l+T—l)

t-1

%ln(\/u X —1)—%In(1+«/1+ X )+ K

—dt=_—1ln
2

u+n+%mu_g:
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EJERCICIO 5 (2.5 puntos)
Considera el sistema de ecuaciones lineales

ax+ y +z = l+a
X+ 2y -z = 1-a
x+ (1+a)y -az = 0

a) [1,5 puntos] Calcula a para que el sistema sea compatible indeterminado.
b) [1 punto] Resuelve el sistema, si es posible, para a=0.

a 1 1
a) El sistema tiene asociada la matriz de coeficientes A={1 2 -1 |y la matriz
1 1+a -a

a 1 1 1+a
ampliada A/B={1 2 -1 l-a|.
1 1+4a -a O

Para que el sistema sea compatible indeterminado las dos matrices deben tener el mismo
rango y se menor de 3. Para ello lo primero que debe ocurrir es que el determinante de la
matriz A sea nulo.

a 1 1
|Al=l1 2 -1=-2a’-1+l+a-2+a+a(l+a)=
1 1+a -a

=-2a’-1+1+a-2+a+a+a*=-a’*+3a-2

-3+1
o i=a
|A|=0:>—a2+3a—2:0:>a:_3i\/32_4(_1)(_2):_Bilz -2
2(-1) 2 |3-1_p
_—2: :a

Analizamos estos dos casos por separado.

Si a=1 el determinante de la matriz de coeficientes es nulo y su rango es menor de 3.

11 1
La matriz queda A=|1 2 -1|. Observamos que la fila 22 y 32 son iguales.
12 -1
Consideramos el menor de orden 2 que resulta de quitar la tercera fila y la tercera columna
1 1
> v =2-1=1#0.Elrango de A es 2.
11 12
La matriz ampliada queda A/B={1 2 -1 0 |.Observamos que la fila 22 y 32 son
12 -10

iguales, por lo que su rango no puede ser 3y es 2 como el rango de la matriz A.
Rango de A = Rango de A/B = 2 < 3 = Numero de incognitas. El sistema es compatible
indeterminado.
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Si a=2 el determinante de la matriz de coeficientes es nulo y su rango es menor de 3.

2 1 1
La matrizqueda A={1 2 -1|. Consideramos el menor de orden 2 que resulta de quitar
1 3 =2

2 1
la tercera fila y la tercera columna -> ‘1 2‘ =4-1=3+0.Elrango de A es 2.

21 1 3

La matriz ampliadaqueda A/B={1 2 -1 -1|. Consideramos el menor de orden 3
13 -20

que resulta de quitar la primera columna (columna 12 = columna 22 + columna 3?%) >

1 1 3

2 -1 -1I=0-3-6+9+0-2=-2=0. Elrango de la matrizampliada es 3.

3 -2 0

Rango de A =2 # 3 = Rango de A/B. El sistema es incompatible.
El sistema es compatible indeterminado para a=1.

b) Para a =0 el sistema es compatible determinado, pues es un valor distinto de 1y 2 por lo
que el determinante de la matriz de coeficientes es no nulo y su rango es 3, al igual que el
rango de la matriz ampliada y el nimero de incognitas.

y+ z =1
El sistema queda < x+ 2y— z 1. Lo resolvemos.
X+ Yy =0

y+ z =1 z=1-y
X+ 2y— 7 = 1=iXx+2y-72=1=-y+2y-1l+y=1=>
X+ Y =0 X=-Yy

2

Para a=0 la solucion del sistemaesx=-1,y=1yz=0.
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos)

1 3 01
Considera las matrices A=( ) 5], M =(1 J e | la matriz identidad de orden 2.

a) [1,5 puntos] Sabiendo que A verifica la identidad (A+al )2 =bl, hallaayb.

b) [0,75 puntos] Resuelve la ecuacion MX +M? =1,

2

a) Hallamos la expresion de la matriz (A+al )

1 3 10 l1+a 3
A+al = +a =
(2 o6 HZ o)

(A+al)2:(1+a 3](1+a 3){ (1+a) -6 3+3a+15+3a}

-2 5+a) |-2-2a-10-2a —6+(5+a)

_(1+a*+2a-6 6a+18 _(a*+2a-5 6a+18
—da-12 —6+25+a°+10a —4a-12 a’+10a+19

Resolvemos la ecuacion matricial.

2 - 10 b 0
(A+a|)2=b|:> a“+2a-5 26a+18 b _ N
-4a-12 a“+10a+19 0 1 0 b

a’+2a-5=b a’+2a-5=b

6a+18=0 a+3=0 (-3)° +2(-3)-5=b {_2:b
= = = 5 =

—4a-12=0 a+3=0-[a=-3  |(-3)+10(-3)+19=b |-2=b

a’+10a+19=b a’+10a+19=h
Para a=-3 y b=-2 se cumple lo pedido.
b) Despejamos X de la ecuacion: MX +M?* =1 = MX =1 -M?= X =M *(1-M?)
Comprobamos que la matriz M tiene inversa y la calculamos.

01

|M|:‘ ‘zO—lz—l;tO—)ExisteMl
1

Ml_Adj(MT)_Adj((l) 3_(1 —1)2(—1 1}

oM -1 0

Determinamos la expresion de la matriz X.
I_M2_10_0101_10_11_0—1
o 1) (1 1la 1) (o1) 1 2) (1
-1 10 -1 -1 1-1 -1 0
X=M*(1-M?)= _ _
1 0){-1 -1 0 -1 0 -
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EJERCICIO 7 (2.5 puntos)

x-1 =Y. z-2.
3
a) [1,25 puntos] Calcula, si es posible, el plano perpendicular a 1 que contiene a r.
b) [1,25 puntos] Calcula, si es posible, la recta perpendicular a r, contenida en 1 y que pasa

por el origen.

Considerael plano z=x—y=0 ylarecta r =

a) El plano " que contiene a la recta r tiene como uno de sus vectores directores el vector
director de la recta. Como también debe ser perpendicular al plano 7z el otro vector director
es el vector normal del plano 1. Ademas, como contiene a la recta el plano contiene los
puntos de la recta.

1 v_0 7- P (10,2 3
x-1_y-0_z 2:{ ( ) r=x-y=0=>n=(1-1,0)

2 3 1 u, =(2,31)
P(L0.2)ex x-1 y z-2
u=u,=(231) =72 3 1|=0=
v=n=(1-10) 1 -1 0

=0+y-2(z2-2)-3(z2-2)+0+x-1=0=

= y—22+4—32+6+x—1:0:>|7r’:x+ y—-52+9=0

El plano perpendicular a t que contiene a r tiene ecuacion z”: x+y—-5z+9=0.

b) Como la recta s que nos piden hallar debe ser perpendicular a la recta r su vector director
debe ser perpendicular a I =(2,3,1). También debe estar contenida en el plano  por lo que
su vector director debe ser perpendicular al vector normal del plano. Un vector director de
la recta s es el producto vectorial de u, =(2,3,1) y n=(1,-1,0).

TRV R R
( ):>v5:u,><n=2 3 1|=j-2k-3k+i=i+j-5k=(11-5)
=(1,-1,0

T 1 10

S S

A
A 1eR
-51

=(1L,-5) }:

v,
0(0,0,0)es

(%)
I

N < X
Il

La recta perpendicular a r, contenida en 1 y que pasa por el origen tiene ecuacion

X=A
s=qy=4 ;A1eR.
z=-51
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EJERCICIO 8 (2.5 puntos)

Considera los puntos 0(0,0,0),A(a,—1,2) y B(a,1,0).

a) [1,5 puntos] Determina a para que el triangulo OAB tenga area 3 unidades cuadradas.
b) [1 punto] Calcula a para que O, A y B sean coplanarios con el punto C(l,l,O) :

a) Hallamos la expresion del area del triangulo OAB.

0(0,0,0) .
OA=(a,-12)-(0,0,0)=(a,-12)
A(a,—1,2) =9 . B
8(2.10) 0B-B(a10)-(0.0.0)=(a10)
i j ok
OAxOB=la -1 2|=2aj+ak+ak-2i=-2i+2aj+2ak =(-2,2a,2a)
a 1 0
O_A ()_B' _ 2 2 2
srenong  OAXO0B]_(-2)' +(2a)" +(2a)" _

2

2 2 2 [|4(1+2a°
:\/4+4a +4a :\/4+8a :«} ( 2 ): e

2 2

Igualamos este resultado a 3.

2
J1+2a° =3:»(\/1+2a2) =32:>1+2a2=9:>2a2=8:>a2=%=4:> a=4 =12

Los valores buscados son a=+2.

b) Hallamos la ecuacién del plano  definido por los puntos O(0,0,0), A(a,—1,2) y B(a,1,0)
. Hemos hallado en el apartado anterior el vector normal de dicho plano como
n=0AxOB =(-2,2a,2a).

ﬁ:(—2,2a,2a)} 7—-2x+2ay+2az+D=0

= =0+D=0=
O(0,0,0)Eﬂ' O(0,0,0)Gﬂ' }

=D=0=7:-2x+2ay+2az=0=|7:x—ay—az=0)

Para que los puntos O, A, B y C sean coplanarios el punto C debe pertenecer al plano .

ZiX—ay-—az=
C(110)exr

0
}:1—a+0:0:>1:a: r:X—y—-2=0

Para a=1 los puntos O, A, By C son coplanarios.
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