PAU 2024 Mayores 25 afios Matemdticas Il en Aragon Juan Antonio Martinez Garcia

i Universidad rrueas pe acceso pans wavoncs oe zsafos
100 Zaragoza EJERCICIO DE: MATEMATICAS

TIEMPO DISPONIBLE: 1 hora 30 minutos

1542

PUNTUACION QUE SE OTORGARA A ESTE EJERCICIO: (véanse las distintas partes del examen)

Elija una de las dos opciones propuestas, A o B. En cada pregunta se sefiala la puntuacion maxima.
OPCION A
Al
a) (1,25 puntos) Obtener a, b, ¢, nimeros reales, para que la funcion f (x) =a+bx+cx®+x°

tenga un maximo para x =—4, un minimo para x =0 y pase por el punto (1,1).

b) (1 punto) Calcular los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x).
c) (0,25 puntos) Hallar los puntos de inflexion si existen.

sen(x)+a/25en(x)+1

2sen(x)+1

a) (1 punto) legg( f (X))o .
b) (0,5 puntos) XIirr)z[f (x)-1].
¢) (1 punto) [cot g (x)[ f(x)—1]dx Calcular

A2. Para | (X) = , calcular:

1 2 0
-1
A3. Dadas las matrices A:( 5 j y B=|-2 m 0 | conmun namero real.
m
3 2 m

a) (1,25 puntos) Encontrar los valores de me R para los que A y B tienen el mismo rango.

b) (1,25 puntos) Para m =1 obtener la inversa de una matriz C que cumple 2BC —B*C =1
con | la matriz identidad de dimension 3.

A4. La jefa de recursos humanos de una empresa de transporte privado de viajeros (UPER)
entrevista a 4 candidatos para una plaza de conductor. Les pregunta en la entrevista los afios de

antiguedad en su permiso de conducir y el nimero de multas que tiene cada uno en el Gltimo afio.
Los datos recogidos son:

X (Afos) 3 4 |5]6
Y (Multas) 4 3 (2|1

a) (1,25 puntos) Calcular el coeficiente de correlacion lineal.
b) (1 punto) Hallar la recta de regresion de Y sobre X.
¢) (0,25 puntos) ¢Cuantas multas se estima que tendran a los 7 afios?
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OPCION B

Jx+1

X—2 —

a) (1 punto) Obtener su dominio de definicion.
b) (1,5 puntos) Hallar lim f (x) y lim f7(x).

a—-x, x<0
B2. Dada la funcion f(x)=42, 0<x<1
X —2x+b, x>1
a) (1,25 puntos) Obtener los valores de a, b e R para los cuales f(x) es una funcién continua.

0
b) (1,25 puntos) Calcular I f (x)e*dx
-1

B3. (2,5 puntos) Discutir, segun los valores del parametro real m, cuando existe una, ninguna o
infinitas soluciones del sistema lineal:
—-mx+my+z=0

X-my+3z=4
2x—2y-2=0
Obtener la solucion para m=-1.

B4. La probabilidad de que un estudiante llegue puntual al comienzo de sus clases es 3/4. Entre
los estudiantes que llegan tarde, la mitad va en transporte pablico. Calcular la probabilidad de que:
a) (0,75 puntos) Un estudiante elegido al azar llegue tarde a clase y vaya en transporte publico.
b) (0,75 puntos) Si se eligen 3 estudiantes al azar, al menos uno de ellos llegue puntual. Suponer
gue no viajan juntos, es decir que la puntualidad de cada uno de ellos es independiente de la
del resto.
¢) (0,75 puntos) Un estudiante que usa transporte publico, llegue tarde; sabiendo ademas que 3
de cada 4 estudiantes usan transporte publico.
d) (0,25 puntos) Razona si son independientes los sucesos “llegar puntual” y “usar transporte
publico”.
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SOLUCIONES

Al.
a) (1,25 puntos) Obtener a, b, ¢, nimeros reales, para que la funcion f (x) =a+bx+cx®+x°
tenga un maximo para x =—4, un minimo para x =0 y pase por el punto (1,1).

b) (1 punto) Calcular los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x).
c) (0,25 puntos) Hallar los puntos de inflexion si existen.

a) Si la funcidn tiene un méaximo en x =—4 y un minimo en x =0 entonces la derivada de la
funcion se anula para ambos valores > f“(-4)=0y f’(0)=0.

f(x):a+bx+cx2+x3—>f'(x):b+20x+3x2 ,
3 b+2c(—4)+3(-4)" =0
f(-4)=0 = ) =
b-8c+48=0
= = 48-8c=0=48=8c=[c=6|
}

La funcion queda f (x) =a+6x*+x>. Como la funcién pasa por el punto (1, 1) entonces
f(1)=1.

f(x)=a+6x*+x°

fgl)) . }:1:a+6-12+13:>1:a+6+1:>
Los valores buscados son a=-6, b=0y c=6.

b) Averiguamos cuando se anula la derivada (puntos criticos).

f(x)=-6+6x"+x= f"(x)=12x+3x’

Xx=0

4+x:0—>

Estudiamos el signo de la derivada antes, entre y después de estos dos valores.

f’(x)=0=12x+3x’ :0:3x(4+x):0:>{

e Enelintervalo (—oo,—4) consideramos x =-5 y la derivada vale
f"(-5)=12(-5)+3(-5)" =15> 0. La funcién crece en (—oo,~4).

e Enelintervalo (—4,0) consideramos x =-1y la derivada vale
f"(~1)=12(-1)+3(-1)" =-9<0. La funcién decrece en (—4,0).

e Enelintervalo (O,+oo) consideramos x =1y la derivada vale
f’(1)=12-1+3:1* =15>0. La funcién crece en (0,+).

La funcion crece en (—o0,—4)U(0,+00) y decrece en (—4,0).
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c) Averiguamos cuando se anula la segunda derivada (candidatos a puntos de inflexion).

f7(x)=12x+3x* = f7(x)=12+6x

f7(x)=0=12+6x=0=6x=-12=[x=-2|
Sustituimos este valor en la derivada tercera y vemos si su valor es nulo o no.
f7(x)=12+6x= f " (x)=6= " (-2)=6=0

La funcidn tiene un punto de inflexién en x =-2.
Como f(-2)=-6+6(-2)"+(-2)’ =10 las coordenadas del punto de inflexién son (-2,10).

F ¥

[3%)
[35]

[3%)
[==]

i
(=]

Madximo

o [s%]
- (=%

\

\ 1 I
\ f(x)=—6+6x"+x
\

\

Crece

Minimo
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sen(x)+«/23en(x)+1

2sen(x)+1

A2 Para | (X) = , calcular:

a) (1 punto) legg( f (x))ﬁ(x)
b) (0,5 puntos) Xlirrllz[f (x)-1].
¢) (1 punto) Icotg (x)[ f(x)-1]dx

a) lim( f ())Senl(x)“m[sen X)+ \/23en(x T” [sen 0)+ \/25en(0 Jsen _

x>0 x>0 2sen(x)+1 2sen(0)+1

1 {sen x)+1/25en(x +1 ]

sen(x h 1
=1” = Indet er min aC|on(n°e)—Imge ) sen(x)+ =
X—>
1 (sen (X)+J2sen(x)+1- \/Zsen X)+1 1 ( senfx)
_ Iimesen(x)L \J2sen(x) _ Ilmeﬁnfiﬂ 2sen(x)+1 _
x—0 x—0
1 1
_ !(i_r)Tge\l/Zsen(x)ﬂ _ e\/Zsen(O)+1 _ e1 _ EI
sen( x +ﬂ/25en X)+1
b) lim [ f(x)-1]=f(x)= lim () ) ~1|=
xonlz X2 2sen(x)+1

_im [sen(x)+\/25en(x)+1—\/23en(x)+1}_ Iim[ sen(x) ]_
X2 2sen(x)+1 o2l [2sen(x)+1

| cos( W cos(x)
c) Icotg(x)[f(x)1]dx_{mmdx_de

{Camblo de variable

e
sen(x) =t — cos(x)dx = dt \/ﬂ 2\2t+1

dt :\/2t+1=\/25en(x)+1+ K
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1 2 0
A3. Dadas las matrices A:£_2 J y B=|-2 m 0 | conmun ndmero real.
m
3 2 m

a) (1,25 puntos) Encontrar los valores de me R para los que A y B tienen el mismo rango.
b) (1,25 puntos) Para m =1 obtener la inversa de una matriz C que cumple 2BC —B°C =1 con |
la matriz identidad de dimension 3.

a) La matriz B es una matriz cuadrada de orden 3, por lo que su rango puede ser 3. La matriz A es
una matriz cuadrada de orden 2 por lo que su rango como maximo puede ser 2. Para que las
matrices A y B tengan el mismo rango el determinante de B debe ser nulo (su rango menor de

3).
1 2 0
|B|:—2 m 0/=m>+0+0-0+4m—-0=m’+4m
3 2 m
=0
Bj[=0=m?’+4m=0=>m(m+4)=0= m
m+4=0—|m=—4

Para m=0 y m=-4 el determinante de B es nulo y su rango es menor de 3.
Estudiamos estos dos casos que son los unicos candidatos a cumplir lo pedido.

1 2
-1 2
e Para m=0 las matrices quedan A:(z ij B=(-2 0 0.
3 20

2
=0-4=-4=0.
0

La matriz A tiene rango 2 pues su determinante es no nulo: |A| = ‘_2

La matriz B tiene la columna tercera nula y su rango es 2. Si consideramos el menor de orden

2
2 que resulta de quitar la fila tercera y la columna tercera -> N 0+4=4+0.
Para m=0 las matrices A y B tienen el mismo rango (2).
1 2 1 2 0
e Para m=-—4 las matrices quedan A:( 5 4] yB=-2 -4 0
3 2 4
. . . -1 2
La matriz A tiene rango 1 pues su determinante es nulo: |A| = s _4 =4-4=0.

La matriz B tiene rango 2. Si consideramos el menor de orden 2 que resulta de quitar la fila

primera y la columna tercera > 5 ‘ =-4+12=8+0.

Para m=—4 las matrices A y B tienen distinto rango.

El Unico valor para el que las matrices A y B tienen el mismo rango es m=0.
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b) Despejamos C de la igualdad.
2BC-B’C=1=(2B-B*)C=I

La igualdad obtenida nos indica que la inversa de la matriz C es la matriz 2B—B?.

1 20
Calculamos su expresion. Para m=1 la matriz B queda B=| -2 1 0|,
3 21
1 20 1 2 0)1
C'=2B-B°=2[-2 1 0|-|-2 1 0} -2 =
3 21 3 2 1)\l3 21
2 40 1-4 2+2 0 2 4 0) (-3 4 0 5 0 0
=\-4 2 0|-| 2-2 441 O0|=|-4 2 0|-|4 -3 0|=|0 5 O
6 4 2) (3-4+3 6+2+2 1 6 4 2 2 10 1 4 6 1
5 0 0
La matriz inversade Ces lamatriz |0 5
4 -6 1
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A4. La jefa de recursos humanos de una empresa de transporte privado de viajeros (UPER)
entrevista a 4 candidatos para una plaza de conductor. Les pregunta en la entrevista los afos de
antigliedad en su permiso de conducir y el namero de multas que tiene cada uno en el Gltimo
afio. Los datos recogidos son:

X (Afios) 3 4 |56
Y (Multas) 4 31211

a) (1,25 puntos) Calcular el coeficiente de correlacion lineal.
b) (1 punto) Hallar la recta de regresion de Y sobre X.
¢) (0,25 puntos) ¢Cuantas multas se estima que tendrén a los 7 afios?

a) Realizamos una tabla para obtener las medias, las desviaciones tipicas y la covarianza.

%; Yi XY, Xi2 yi2
3 | 4 12 9 16
4 | 3 12 16 9
5 | 2 10 25 4
6 | 1 6 36 1
TOTALES | 18 | 10 | 40 86 | 30

Hallamos la media de ambas distribuciones.

18
4

10

X="—"=45 y=—
=3

=25

Hallamos las desviaciones tipicas de ambas distribuciones.

2 f—
o2 = =X ~(x) = 8:3 45 =125= 0, =1.2 _£

N

2_Zyi2 _2_30 2 _ _ _\/g
o) == ~(y) = 25 =125 0, =\125="2

Hallamos la covarianza.

40

_2X%Y, _;.yzz_4.5-2.5:—1.25

O'Xy N

El coeficiente de correlacion lineal es el cociente entre la covarianza y el producto de las

desviaciones tipicas.
o, _ -125

r=—2x

_GX.Gy_M.M:—
2 (x=x).

X

Q

b) La recta de regresion de Y sobre X tiene ecuacion y—y =

Q

-1.25
1.25

y—25= (x—45)=>y-25=—(x—45)=>y-25=-x+45=|y=—x+7

¢) A los 7 afos es de esperar que tenga y =—7+7 =0 multas.
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Jx+1
Jx-2-3
a) (1 punto) Obtener su dominio de definicion.
b) (1,5 puntos) Hallar mlo f(x) ylimf"(x).

X—2

B1.Sea f(x)=

a) El dominio de definicion de la funcion son todos los valores que hacen positivos los radicandos
y que no anulen el denominador.

X+1>0—->x>-1
=IX=2>20>x>2 =

VX=2-320>Jx-2#3>5x-2#9 > x=11

f(x):—m
Jx-2-3

X=>2
:{ = x e€[2,11)U(11,+x)
x=11

El dominio de definicion de la funcién es [2,11)(11,+0).

b) Calculamos el valor del primer limite.

lim f (x )_Ilm\/_‘ 3_I|m
X—0 X—>00 X—0 X

|
N%I

Il

3
< | X

+

> |
|

5
e
I ]
8
i?:q
< o
|
e

1+1 1+l [
—i X _ o _ V10 -[
orpo2 3 o2 3 N1-0-0
X X o0 00

La derivada de la funcion es:

N o s ) 5 e e
f(x _

x—2( x—2—3)— X +1x+1

_ 21X -2 _ (x=2)-3Jx-2-(x+1) _
(Vx—2-3) 2x+Ix—2(Vx—2-3)
X-2-3x-2-X-1 _ —3-3J/x-2

2Jx+1Jx—2(Jx—2—3f 24x+1¢x—2(Jx—2—3f

Calculamos el segundo limite. Dado que el dominio es [2,11)u(11, +oo) el limite pedido es
realmente el limite cuando x se acerca por la derecha de 2 (2%).
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i £(x)= lim (x) = fim a2
X—2 X—2 X2 2,\/X+1\/X—2('\/X—2—3)
3-32-2 5.

) 2/2+132-2 (V22 —3)2 o

Para comprobar el valor de este segundo limite calculamos la expresion de la derivada para un
valor préximo a 2, pero superior a 2, por ejemplo 2.0001.

—6-6+/2.0001-2

2
42.0001+1+/2.0001-2 (J2.0001—2 —3)

=-0.78

El limite se acerca a —o, pero muy despacito.
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a-x, x<0
B2. Dada la funcion f(x)=42, 0<x<1
x> —2x+b, x>1
a) (1,25 puntos) Obtener los valores de a, b e R para los cuales f(x) es una funcidn continua.

0
b) (1,25 puntos) Calcular j f (x)edx
-1

a) Para que la funcién sea continua debe serloen x=0 yen x=1.

f(0)=a-0=a

Iir!)jf(x)z Iirpa—x=a
lim £ (x) = lim 2=2 =la=2
£(0)=lim f (x)=lim f ()

x—0" x—0"

f(1)=12—2+b=h-1
lim f (x)=Ilimx*-2x+b=b-1

x—1* x—1*
lim f (x)= lim2=2 =b-1=2=[p=3

@)= lim £ (x)=m 3
Los valores buscados son a=2 y b=3.

2—-X%X, X<0
b) La funcion tiene la expresion f(x)=<2, 0<x<1 .Enelintervalo (-10) tiene la
x> —2x+3, x>1
expresion f (x)=2-x.

i f (x)e*dx = j).(Z—x)exdx =...

-1

Integracion por partes
I(Z—x)exdx: 2—X=U—>—-dx=du :(2—x)ex—j—exdx:

exdx=dv—>v:jexdx =ge"

:(2—x)ex+_[exdx:(2—x)eX +e"=(3-x)e"+K

=[(3-x)e* ], =(3-0)e" ~(3-(-1))e* =[3-=
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B3. (2,5 puntos) Discutir, segun los valores del parametro real m, cudndo existe una, ninguna o
infinitas soluciones del sistema lineal:
-mx+my+z=0

X—my+3z=4

2Xx—-2y-12=0
Obtener la solucion para m=-1.
-m m 1
El sistema tiene asociada una matriz de coeficientes A=| 1 —-m 3 | y una matriz ampliada
2 -2 -1
-m m 10
A/IB=| 1 -m 3 4.
2 -2 -10
Averiguamos cuando se anula el determinante de A.
-m m 1
A=|1 -m 3|=-m’+ 6 —2+2m+m- 6l =-m*+3m-2
2 -2 -
-3+1 —m
3+ -4(-1)(-2) -_3+ o ==
Al=0=—m’+3m-2=0=m= FA(2) 8|7
-2 -2 -3-1
-2

Analizamos por separado tres situaciones diferentes.

CASO1l. m#2y m=1
En este caso el determinante de A es no nulo y el rango de A es 3, al igual que el rango de
A/B y el nUmero de incognitas. El sistema tiene una unica solucion.

CASO 2, m=2.
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3. Estudiamos su rango usando el
método de Gauss.

2-Fila 22 + Fila 12

2 2 10 2 -4 68
AlB=| 1 -2 3 4|=¢, , |
2 =2 -0 0 -2 7 8- Nuevafila2?
Fila 3 + Fila 12 — N
s 9 10 2 2 10
2 92 1 0 =0 -2 7 8
0 0 0 O— Nuevafila3d? LAO,_/O 0

El rango de A es 2, igual que el de A/B, pero menor que el nimero de incgnitas (3), por lo
que el sistema tiene infinitas soluciones.
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CASO 3. m=1.
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3. Estudiamos su rango usando el
metodo de Gauss.

11 10 Fila 22 + Fila 12
A/B _1 1 34 1 134
= - 1211 10

2 2 -10

0 O 4 4— Nuevafila2?

Fila 32 +2- Fila 12

s 2 10 1110
2 92 2 0 =0 0 4 4|>
0O O 1 O0—>Nuevafila3? 0010
4-Fila 3® —Fila 22 — AE
00 4 0 1110

0 0 4 4 =0 0 4 4

0 0 0 —4— Nuevafila3® S :)ﬂo -

El rango de A es 2 y el de A/B es 3. Los rangos son distintos y el sistema no tiene solucion.

Lo resolvemos para m=-1.
Es un valor que entra dentro del CASO 1, por lo que tiene una Unica solucion. Lo resolvemos
utilizando el método de Gauss.

X-y+z=0 X=y-12
y—-z+y+3z=4
X+y+3z=4 }=>Xx+y+3z=4 ;> }:

2y—-271-2y-1=0
2x-2y—-7=0 2x-2y—-z=0

2y+2z2=4

= 37205 [z=0]

Lasolucionesx=2;y=2;z=0.

}:>2y+0:4:> y=2|=|x=2-0=2
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B4. La probabilidad de que un estudiante llegue puntual al comienzo de sus clases es 3/4. Entre
los estudiantes que llegan tarde, la mitad va en transporte publico. Calcular la probabilidad de
que:

a) (0,75 puntos) Un estudiante elegido al azar llegue tarde a clase y vaya en transporte publico.

b) (0,75 puntos) Si se eligen 3 estudiantes al azar, al menos uno de ellos llegue puntual. Suponer
que no viajan juntos, es decir que la puntualidad de cada uno de ellos es independiente de la del
resto.

c) (0,75 puntos) Un estudiante que usa transporte publico, llegue tarde; sabiendo ademas que 3 de
cada 4 estudiantes usan transporte publico.

d) (0,25 puntos) Razona si son independientes los sucesos “llegar puntual” y “usar transporte
publico”.

Llamamos A al suceso ‘el alumno llega puntual” y B al suceso “el alumno va en transporte
publico”.

Con los datos del ejercicio podemos establecer que P(A)=

NG V)

=0.75, P(B/Z):%:os.
a) Nos piden calcular P(ﬂm B).

P(AnB)=P(A)P(B/A)=(1-0.75)0.5=[0.125]

b) El suceso “al menos uno llegue puntual” es el contrario del suceso “ninguno llega puntual”.
Como la probabilidad del suceso contrario es mas facil de calcular hallamos la probabilidad
pedida usando este suceso complementario.

P (Ningunollega puntual ) = P (E NA N E) = {Sucesosindependientes} =

=P(A)-P(A,)-P(A;)=(1-0.75)(1-0.75)(1-0.75) = 6—14 =0.015625

Si se eligen 3 estudiantes al azar, la probabilidad de que al menos uno de ellos llegue puntual

es de 1—i = @ =0.984375.
64 64

c) Si 3 de cada 4 estudiantes usan transporte pablico entonces P(B) = % =0.75. Nos piden
calcular P(K/ B). Usamos el teorema de Bayes.
_ P(ANB
P(A/B)= ( )20'125= 1 0.1667
P(B) 075 |6

d) Para que sean independientes los sucesos A = “llegar puntual” y B = “usar transporte publico”
debe cumplirse la igualdad P(AnB)=P(A)-P(B).

P(B)=P(ANB)+P(ANB)=P(ANB)=P(B)-P(ANB)=0.75-0.125=0625

P(A)-P(B)zO.?S-O.?Sz%:0.5625

Como P(ANB)=0.625+0.5625=P(A)-P(B) los sucesos no son independientes.
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