PAU junio 2017 (Serie 1) Matemadticas Il en Catalufia Juan Antonio Martinez Garcia

W Generalitat de Catalunya -
Y Consell Interuniversitari de Catalunya Convocatoria 2017

Oficina d’Accés a la Universitat

Proves d’accés a la universitat
Matematicas

Serie 1

Responda a CINCO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique siempre queé
quiere hacer y por qué.

Cada cuestion vale 2 puntos.

Puede utilizar calculadora, pero no se autorizara el uso de calculadoras u otros aparatos que

permitan almacenar datos o que puedan transmitir o recibir informacion.

1. Considere el siguiente sistema de ecuaciones lineales, que depende del pardmetro A:
AX+y—-2=0
y+z=10
2AX—-y+512=30
a) Estudie para qué valores del parametro A el sistema es incompatible.
[1 punto]
b) Resuelva el sistema para el caso 1 = 1.
[1 punto]

2. Considere los planos 7z, :5x—-y—-7z=1y x,:2X+3y+z=5.
a) Determine la ecuacion general (es decir, la que tiene la forma Ax + By + Cz = D) del plano
que pasa por el origen de coordenadas y es perpendicular a los planos 7z, y 7, .
[1 punto]
b) Calcule el angulo que forman los planos 7, y 7,.
[1 punto]

3. Sea la funcion f (x)=— o donde k es un parametro real distinto de 0. Para los distintos
X —

valores del parametro k:

a) Calcule el dominio y las asintotas de la funcién.
[1 punto]

b) Calcule los puntos con un maximo o un minimo relativo.
[1 punto]
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4. Se sabe que el siguiente sistema de ecuaciones lineales tiene una Unica solucion:

Xx+ay=1
Xx+az=1.
y+z=a
a) Compruebe que a=0.
[1 punto]
b) Encuentre la solucion del sistema en funcion del parametro a.
[1 punto]

X -1

5. Considere las matrices cuadradas de orden 2 de la forma M =( 2 4 J con x e y nimeros
y +1 X

reales.

a) Compruebe que la matriz M es siempre invertible, independientemente de los valores de x y
dey.
[1 punto]

b) Parax =1ey=-1, calcule M.
[1 punto]

6. Considere un cono de 120 cm® de volumen que tiene una altura h, un radio de la base x y una
arista a, como el de la siguiente figura:

a) Compruebe que a’® = 360

[1 punto]

b) Calcule la altura del cono que tiene la arista de longitud minima.
[1 punto]

NOTA: Recuerde que el volumen del cono es un tercio del volumen del cilindro recto que tiene
la misma base y la misma altura que el cono.
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SOLUCIONES

1. Considere el siguiente sistema de ecuaciones lineales, que depende del pardmetro A:
AX+y—-2=0
y+z=10

2AX—-y+512=30

a) Estudie para qué valores del pardmetro 4 el sistema es incompatible. [1 punto]
b) Resuelva el sistema para el caso A = 1. [1 punto]

A1 -1
a) El sistema tiene asociado la matriz de coeficientes A=| 0 1 1 |y la matriz ampliada
24 -1 52
A 1 -10
A/B=| 0 1 1 10].
24 -1 51 30

Averiguamos cuando se anula el determinante de la matriz A.

A1 -1
|Al=|0 1 1|{=54°+22+0+21-0+1=51"+54
24 -1 52
A=0
|Al=0=54*+52=0=51(1+1)=0=
A+1=0-[1=-1]

Estudiamos los tres casos diferentes que se nos plantean.

CASO1. A0y A=-1.
En este caso el determinante de A es distinto de cero y su rango es 3. El rango de Ay el
rango de la matriz A/B es 3, igual que el nimero de incdgnitas. El sistema es compatible
determinado.

CASO 2. 1=0.
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
0 1 -1
La matriz de coeficientes queda A={0 1 1 |. Consideramos el menor de orden 2 que
0 -1 0

. . . 1
resulta de quitar la fila y columna primeras > ‘

1
O‘=1¢o. El rango de A es 2.
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0 1 -10
La matriz ampliada queda A/B={0 1 1 10 |. Consideramos el menor de orden 3
0 -1 0 30
que resulta de quitar la primera columna (nula) >
1 -1 0
1 1 10/=30+10+0-0+30-0=70=0. Elrango de A/B es 3.
-1 0 30

El rango de A es 2 distinto del rango de A/B (3). El sistema es incompatible.

CASO3.4=-1
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
-1 1 -1
La matrizqueda A=| 0 1 1 |.Consideramos el menor de orden 2 que resulta de
-2 -1 -5

1 1
quitar la fila y columna primeras - ‘ 5‘ =-5+1=—-4+0. Surango es 2.

-1 1 -10
La matriz ampliada queda A/B=| 0 1 1 10 |. Consideramos el menor de orden 3
-2 -1 -530
que resulta de quitar la primera columna -
1 -1 0
1 1 10/{=30+10+0-0+30+50=120=0. El rango de A/B es 3.
-1 -5 30

El rango de A es 2 distinto del rango de A/B (3). El sistema es incompatible.
El sistema es incompatible para A=0 0 A=-1.

b) Resolvemos el sistema para 4 = 1. Sabemos que es compatible determinado.

X+y-z=0 X+y-2=0
X+10-z-z=0 x=2z-10
y+z=10 =.y=10-z2 = = =
2x-10+2z+52=30 2X+6z =40
2X—Yy+52=30 2X—Yy+52=30
60 x=2.6-10=2|
=2(22-10)+62=40=>4z-20+62=40=>10z=60=>|z=—=6|=
10 y=10-6=4

La solucion del sistemaes x=2, y=4, z=6.
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2. Considere los planos 7, :5x—y—7z=1 Yy 7,:2x+3y+z=5.
a) Determine la ecuacidn general (es decir, la que tiene la forma Ax + By + Cz = D) del plano que
pasa por el origen de coordenadas y es perpendicular a los planos 7, y z,. [1 punto]

b) Calcule el angulo que forman los planos 7z, y z,. [1 punto]

a) Si el plano 7, es perpendicular a los planos 7, y =, su vector normal es el producto vectorial
de los vectores normales de los dos planos.

rosx-y-T2=1n=(5-1-7)] _ _ _ |* 1 K
— =>n=nxn,=5 -1 7=
7, 12x+3y+2=5->n,=(2,31) 5 3 1

= —i—14j+15k + 2k =5 +21i = 20i —19j +17k = (20,~19,17)

El plano que buscamos pasa por el origen de coordenadas y tiene como vector normal el
vector n, =(20,-19,17).

n, = (20, 1917)} 7,:20x-19y +172+ D =0

( ) :(OOO) }:20-0—19-0+17-O+D:0:>
€T, U U) €T,

=D=0=|r,:20x-19y+172=0

El plano buscado tiene ecuacion r,:20x—19y+17z=0.

b) El angulo formado por los planos es el angulo formado por sus vectores normales.

n=(5-1-7) (5-1-7)(2,31)

-2 }:“’S(”””) W] Far oy et

~10-3-7

el Tk

Los planos 7z, y 7, forman un angulo de 90°. Son planos perpendiculares.

=0= éngulo(ﬁ;, n,

) =cos(0)=90°
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3. Sea la funcion f(x): ! o donde k es un pardmetro real distinto de 0. Para los distintos

2

X
valores del pardmetro k:

a) Calcule el dominio y las asintotas de la funcion. [1 punto]

b) Calcule los puntos con un maximo o un minimo relativo. [1 punto]

a) El dominio de una funcion racional son todos los nimeros reales menos los que anulan el
denominador.

k<0—>x=\/E:Im posible - Dominio =R

X*-k=0=>x*=k=>
k>0—>x=i\/f—> Dominio=R—{—\/E,+\/E}

Si k <0 el dominio de la funcion es Dominio=R.
Si k > 0 el dominio de la funcion es Dominio :R—{—\/F, +\/E}

Determinamos las asintotas de la funcion.

Asintotas verticales.
Si k <0 la funcién no tiene asintotas verticales. Si k > 0 la funcién tiene dos asintotas

verticales: x:—\/E y x:+\/E.

Asintota horizontal.

lim £ (x)=lim—~— =2 =0

X—>00 X—>0 X — o0

Para cualquier valor de k la funcion tiene una asintota horizontal: y=0.

Asintota oblicua.
Al tener asintota horizontal la funcién no tiene asintota oblicua.

b) Obtenemos los puntos criticos de la funcién usando la derivada.

O-(x2 —k)—1-2x 2

I

—k:>f’(x):

f'(x):O:%:O:—2x=0:
X~ —k

La funcion tiene un punto critico en x =0. Sustituimos este valor en la segunda derivada para
averiguar si es maximo, minimo o punto de inflexién.

S P!

(xz—k)4 (xz—k)3

22 +2k+8x*  6x°+2K

() Kk

60742k 2k -2

S

£ (0)
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Al ser la segunda derivada negativa la funcién presenta un maximo relativo en x=0,

independientemente del valor de k.

Como f(0)= 021 ”

La funcién no tiene minimos relativos.

:_?1 el méaximo relativo tiene coordenadas (0, _?lj

No lo pide, pero representamos la grafica parak = 1y para k = -1.

Para k = 1.

FS
v

Para k = -1.

FS
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4. Se sabe que el siguiente sistema de ecuaciones lineales tiene una Unica solucion:
Xx+ay=1
X+az=1.
y+z=a

a) Compruebe que a=0. [1 punto]
b) Encuentre la solucién del sistema en funcion del pardmetro a. 1 punto]

a) Si el sistema tiene una Unica solucién el determinante de la matriz de coeficientes debe ser no
nulo para que su rango sea 3.

1 a 0
La matriz de coeficienteses A={1 0 a |. Determinamos la expresion de su determinante.
011
1 a 0
|Al=]1 0 a|=0+0+0-0-a-a=-2a
011

Para que su determinante sea no nulo debe ser a=0.
Con a =0 el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el rango de la matriz
ampliada y el nimero de incdgnitas. El sistema tiene una dnica solucion.

b) Si a =0 el sistema tiene una Unica solucion. Determinamos la solucion usando el método de
Cramer.

1 a 0
1 0 a
(a1l =O+a3+0—0—a—a=a3—2a=6‘(612—2)=2—a2
1 a 0 —2a —2a —2a 2
1 0 a
011
1 10
1 1 a
0 a 1 1+0+0-0-1-a° -a* a
Y=t a o 2a " 2a 2
1 0 a
011
1 a1l
1 0 1
,_0 1 a_0+0+1-0-a°-1_-a’_a
1 a o0 —2a —-2a 2
1 0 a
011
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La solucion del sistema si a =0 es x=2_a , y=g, z=%
Sia=0elsistemaqueda <x=1 =y=-z=iy=—a;ack.

Para a =0 el sistema tiene infinitas soluciones: x=1, y=—a, z=«a, siendo a eR.
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X -1

5. Considere las matrices cuadradas de orden 2 de la forma M =( 2 4 J con x e y nimeros
y°+1 X

reales.

a) Compruebe que la matriz M es siempre invertible, independientemente de los valores de x y de
y. [1 punto]

b) Parax =1ey=-1, calcule M. [1 punto]

a) Calculamos el determinante de la matriz M.

X —
|M|:y2 . XJ":x2+y2+1
_l’_
x*>0
, 0}:>x2+y220:>x2+y2+121
y2 >

Esta expresion del determinante nunca se anula pues cada cuadrado es positivo o cero pero al
sumarle 1 siempre daré un resultado mayor o igual que 1. Por tanto, existe la inversa de M para
cualquier valor de x e y.

b | d Lo
Parax=1ey=-1 la matrizqueda M = = )
) g | ()" +1 1 (2 1]
Calculamos la inversa de la matriz M.
1 -1
IM|= =1+2=3%0
2 1

M_ledj(MT)_Adj(—ll 3_1[1 1)_[1/3 1/3}

M 3 3l-2 1) \-2/3 w3
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6. Considere un cono de 120 cm® de volumen que tiene una altura h, un radio de la base x y una
arista a, como el de la siguiente figura:

a) Compruebe que a® =— 0t h?.  [1 punto]
T

b) Calcule la altura del cono que tiene la arista de longitud minima. [1 punto]
NOTA: Recuerde que el volumen del cono es un tercio del volumen del cilindro recto que tiene la
misma base y la misma altura que el cono.

a) Considerando el tridngulo de hipotenusa “a” y catetos “x” y “h” aplicamos el teorema de
Pitagoras.
a’=x"+h’

El volumen de un cilindro es el 4rea de la base (circulo de radio “x”) por la altura (h) >
Volumencilindro = zx* -h
Como el volumen del cono tiene un valor de 120 cm? aplicamos la formula del volumen.

- 2
Volumen conO:VOIumen Cilindro _ 7x"h 7x°h o = 120-3 _ 360
3 3 = =120 = X

Volumencono =120

7z-h 7zh

Sustituimos en la primera expresion.

a’=x’+h’ 360
, _ 360 —a’="—"+h?
X o z+h

/.

b) Debemos hacer maxima la arista (a). Despejamos en la expresidn obtenida.

, 360 1 360 1

a’=""—"-—+h*=a(h) = +h?
7 h 7 h
Buscamos los puntos criticos de la funcidn.

360 1

+2h
a(h) = 360 1 TN (h)_

360 1 R

7 h
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30 L,
3

a’(h)=0:>L=0:> =300 oh-0= M:o:

360 1, zh? 7h

2,222 4

7 h

:—360+27zh3:o:zzzh3:360:>h3:32ﬂ:> h= 3280 ~ 3855
T T

Estudiamos el signo de la derivada antes y después de este valor h =3 /@ 3.855.
T

e Enelintervalo (0,3.855) tomamos h =1y la derivada vale

360 -1 49 -360 49
a’ ()=—=% g =—Z =-5<0. La funcién decrece en (0,3.855).
360 1 5 360
2 +1° 2 —+1

e Apartirde h= '/18 = 3.855 consideramos h=4 y la derivada vale

360 -1 .8 -360 .8
2
a’(4)=—2=L 4 = 167 =0.06 > 0. La funcidn crece a partir de
2\/360 Lo 29,16
T 4 Vs
h=3 180 =3.855.
T

Como la funcidn decrece antes y crece después podemos afirmar que para una altura del cono

de h=3 /@ 3.855 hay un minimo de la longitud de la arista.
T
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