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MATEMATIKA II MATEMATICAS II
OPCION A

Ejercicio Al

Determinar el rango de la matriz A(a) segun los valores de a.

1 1 a+1 1
A(a)=|a 0 0 2
0 a 2 0

Ejercicio A2

Sea m el plano de ecuacion x+y+z=1, sea r la recta de ecuaciones paramétricas
{x=1y=t,z=t} yseaP el punto (1,1,0).
a) Hallar la ecuacion del plano perpendicular a r y que contenga a P.

b) Hallar el punto simétrico de P respecto al plano .
Ejercicio A3

Dada la funcién f (x) = x%e™* estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento y la

existencia de maximos, minimos y asintotas.
Ejercicio A4
Calcular la siguiente integral indefinida

f x*e >dx
Ejercicio A5

Calcular el &rea maxima que puede tener un triangulo rectangulo cuya hipotenusa mide 8.
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MATEMATIKA 11 MATEMATICAS I

OPCION B
Ejercicio B1

a) Discutir el siguiente sistema S(a) en funcion de a
X + ay -z =2
S(a)=12x + y + az =0
3 + (a+l)y - z =a-1
b) ¢Hay solucion para a=1? En caso afirmativo calcular dicha solucién. En caso negativo
razonar la respuesta.

Ejercicio B2

Determinar el punto simétrico de A(—3, 1, —7) respecto a la recta r de ecuaciones paramétricas
{x=—1+t,y=3+2t,z=-1+2t}.

Ejercicio B3

De la funcion f (x) =x*+ Ax® + Bx+C se sabe que su grafica pasa por el punto (1, 0) y que

tiene un extremo en x =0 de valor 1.
a) Hallar A, By C.
b) ¢El extremo situado en el punto x =0 es maximo o es minimo?

Ejercicio B4

Lacurva y=4x"y lacurva y=4x—x* delimitan un recinto finito del plano.
Dibujar dicho recinto y calcular su area.

Ejercicio B5

Hallar razonadamente el Gltimo digito del nimero P =(2018)"" (3)™"
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SOLUCIONES

Ejercicio Al

Determinar el rango de la matriz A(a) segun los valores de a.

1 1 a+1 1
A(a)=|a 0 0 2
0 a 2 0

La matriz A(a) es de dimensiones 3x4, por lo que su rango puede ser como maximo 3 y como

minimo 1 pues tiene un elemento no nulo.

Si consideramos el menor de orden 2 que resulta de quitar la primera fila y la primera y

segunda columnas su determinante es no nulo.

0 2
=0-4=-4=0
2 0

El rango de la matriz A(a) es2 0 3.
Consideramos el menor de orden 3 que resulta de quitar la tercera columna y averiguamos
cuando se anula.

=0+0+a’-0-0-2a=a’-2a

o 9
O O -
o N B

a-2=0-[a=2]

Consideramos tres situaciones diferentes que estudiamos por separado.

a2—2a:0:>a(a—2):0:>{

CASO1l. a=0ya=2.
En este caso el determinante del menor de orden 3 elegido es no nulo y por tanto el rango de
la matriz A(a) es 3.

CASO 2. a=0.
En este caso el determinante del menor de orden 3 elegido es nulo.
1111
La matriz queda A(O) =0 0 0 2/|.Observamos que las columnas primera y segunda
0020

son iguales. Consideramos el menor de orden 3 que resulta de quitar la primera columna.

=0+0+0-0-0-4=-4=0

o O -
N O -
o N B
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Al ser no nulo el determinante del menor de orden 3 elegido el rango de A(0) es 3.

CASO 3. a=2.
En este caso el determinante del menor de orden 3 elegido es nulo.
1131
La matriz queda A(2) =12 0 0 2]|.Observamos que las columnas primera y cuarta son
0220

iguales. Consideramos el menor de orden 3 que resulta de quitar la primera columna.

1
0 =0+12+0-0-0-4=8=0
2

N O W
o N B

Al ser no nulo el determinante del menor de orden 3 elegido el rango de A(2) es 3.

Conclusion: El rango de la matriz A(a) es 3 para cualquier valor de a.
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Ejercicio A2

Sea m el plano de ecuacion x+y+z=1, sear la recta de ecuaciones parameétricas
{x=1y=t,z=t} yseaP el punto (1,1,0).
a) Hallar la ecuacidn del plano perpendicular a r y que contenga a P.

b) Hallar el punto simétrico de P respecto al plano .

a) El plano m” perpendicular a r tiene como vector normal el vector director de la recta.

x=t {\Tr ~(01,)

r<y=t=
s —t P (1,0,0)

?:vf:(o,l,l)} 7y+2+D=0

= i =1+0+D=0=>D=-1=z:y+z-1=0
P(l,l,O)Eﬂ" P(l,l,O)Eﬂ'

La ecuacion del plano " perpendicular a r y que contieneaPes 7:y+z-1=0.
b) Para obtener el punto P~ simétrico de P respecto al plano m determinamos la recta que pasa

por Py es perpendicular al plano. Luego determinamos el punto Q de corte de recta y plano y
por ultimo hallo P” sumando a Q el vector PQ.

) ' P’

Hallo la ecuacion de la recta. Como es perpendicular al plano su vector director es el vector
normal del plano.

r=x+y+z=1=n=(111)

P(LL10)es x=lva
- =>s=1y=1+1
v, =n=(111) .

Hallo el punto Q de corte de la recta s y el plano resolviendo el sistema formado por sus
ecuaciones.
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r=X+y+z=1

Xx=1+A4
=21+ A+1+ A+ A=1=231=-1=
S=qy=1+41
=1
x:l—lzg
3 3
I S (VPR S S i |
3 3 3 33 3
-1
71=—
3
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Ejercicio A3

Dada la funcién f (x)=x’e" estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento y la

existencia de maximos, minimos y asintotas.

2
—X

X .
6 == es IR, pues el denominador no se puede anular.
e

El dominio de la funcién f (x)=x
Asintota vertical. x=a
No tiene pues el dominio de la funcién son todos los nimeros reales.

Asintota horizontal. y=b
Cuando x tiende a +oo.
2
b=lim f(x)= lim 2 =2 = % _ |ndeter min acion(L Hopital) = lim 2_i<:
0

X—>+00 x—>+0 @% et” X—+0 @

-2 _ Indeter min acion(L"Hoépital) = lim % = 2 =0
o0 X—>+00 o0

Larecta y =0 es asintota horizontal de la funcién cuando x tiende a +co.

Cuando x tiende a —oo.
b= lim f(x)= lim x%™ = (—o0)’ & = (+00)(+0) = +o0

La funcién no tiene asintota horizontal cuando x tiende a —oo.

Asintota oblicua. y=mx+n

Cuando x tiende a +o0 no tiene pues existe una asintota horizontal.
Cuando x tiende a —o lo comprobamos.

o f(x X B -
m:x“ﬂl E()ZXILTO . :XILleexz(—m)e+ :(—oo)(+oo)=—oo

No existe asintota oblicua cuando x tiende a —oo.

Conclusidn: La funcion solo tiene una asintota horizontal cuando x tiende a +oo: y =0.
Hallamos la derivada de la funcion y averiguamos cuando se anula.
f(x)=x’e"= f’(x)=2xe"+x*(-1)e* =(2x—x")e”*
x=0
2-x=0

Hemos encontrado dos puntos criticos de la funcion. Estudiamos el signo de la derivada antes,
entre y después de estos valores.

f’(x)=0:>(2x—x2)e‘X =0=2x-x"=0=Xx(2-x)=0=
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e Enelintervalo (—oo,O) consideramos x =-1 Y la derivada vale

f(-1)= (2(—1)—(—1)2)el =—3e <0. La funcién decrece en (—x,0).
e Enelintervalo (0,2) consideramos x =1y la derivada vale f"(1)=(2-1")e™ = 1o

e
La funcion crece en (0,2).

e Enelintervalo (2,+) consideramos x =3 y la derivada vale

f(3)=(2-3-3? e’S:_—3<O. La funcion decrece en (2,+).
eS

La funcién sigue el esquema siguiente.

1 I :
1 0 1 P 3 4

La funcién decrece en (—o0,0)U(2,+00) ycrece en (0,2).
La funcion tiene un minimo relativo en x =0 y un méaximo relativo en x=2.

f(0)=0%°=0 f(2)=2e =

El minimo relativo tiene coordenadas (0, 0) y el maximo relativo es el punto (2,—2)

e
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Ejercicio A4

Calcular la sigui

ente integral indefinida

f x%e ¥ dx

Calculamos la integral usando el método de integracion por partes.

I x2e 3 dx =

ef3

x? (_—1
3

u=x?— du=2xdx

dv=e*dx >v= je“’“dx = _—1e

Xj—J_—le“Zxdx:
3 3

e

-3x

X2 20 e
3X+§Ixe dx =

u=Xx—du=dx

dv=e¥dx >v=—=e

X 1l¢ B
3X+§Ie dx}—

- - . -
x(—lesxj—f—le”dx = ); +E{
L3 3 3e™ 3|3
-x 1(-1 -x* 22X 2
3X 71 3¢ = 3x 3x 3x +
3e 30 3 3e %e 27¢e

-3x
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Ejercicio A5

Calcular el &rea maxima que puede tener un tridngulo rectangulo cuya hipotenusa mide 8.

X

Aplicando el teorema de Pitagoras se cumple que x> +y* =8 = y? =64— x> = y=+/64—x?
siendo 0<x<8.
El &rea del tridngulo rectangulo es la mitad del producto de la base (x) por la altura (y).

Xy
A(X,y)=— —x2
(xy)=71 A(K) = xx/64; X
y =+/64-x2
Derivamos esta funcidn y buscamos cuando se anula la derivada.

A<X>=Xm=m=im:m>=zm
i ? 2 2 2064 —x*

128x —4x3

A(X)=0> ——"_=-0=128x-4x*=0=32x-x*=0=
() 464%% — x*

= x(32-%)=0= x=0

32-x2=0->x*=32—|x=+/32=5.66

Estudiamos el signo de la derivada antes y después de x = J32.

e Enelintervalo (Ox/ﬁ) consideramos x =1y la derivada vale

128-4 124 .
A (1) = = >0. La funcién crece en (0,/32).
() 464-1 4463 ( )

e Enelintervalo (@8) consideramos x =6 Y la derivada vale

| 1286-4-6° 247

= = < 0. La funcién decrece en \/5,8 .
4«/64-62—64 7 ( )

A'(6)

Como la funcidn crece antes y decrece después existe un maximo relativo en x =+/32.

\32,[64-(V32)

=16 u?.
2

El valor del area maxima es A(\/\’E) =
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Ejercicio B1
a) Discutir el siguiente sistema S(a) en funcion de a
X + ay -z =2
S(a)=12x + y + az =0
3 + (a+l))y - z =a-1

b) ¢Hay solucién para a=1? En caso afirmativo calcular dicha solucion. En caso negativo
razonar la respuesta.

1 a -1
a) La matriz de coeficientes asociada al sistemaes A={2 1  a |y lamatrizampliada es
3 a+l -1
1 a -1 2
A/B=|2 1 a o0
3 a+l -1 a-1
El determinante de A es:
1 a -
|Al=2 1 a|=-1+3a’-2(a+1)+3+2a-a(a+l)=
3 a+l -

——1+3a’- 28 —2+3+ 24 —a’—a=2a’-a

Veamos cuando se anula.

2a-1=0—>2a=1-|a=

|Al=0=2a’-a=0=a(2a-1)=0=

N |-

Analizamos tres casos diferentes.

CASO 1. a0 ya;t%

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, asi como el de la matriz
ampliada y el nimero de incdgnitas. El sistema es COMPATIBLE DETERMINADO
(tiene una Unica solucién).

CASO 2. a=0
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
Estudiamos su rango y la compatibilidad del sistema usando el método de Gauss.

Lo 12 Fila32—-3-Filal?

A/BZl_OO sl -A

= 130 3 -6
31 -1 -1

0 1 2 —7— NuevaFila3?
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Fila22—2-Filal?

5 1.0 0 1 0 -1 2

20 2 -4 =01 2 4 |=>
01 2 -7

0 1 2 —4— NuevaFila2?

A/B

Fila3®-Fila 22 SR A,
01 2 -7 Loz
0o 1 2 4 =0 1 2 -4
0 0 0 -3—NuevaFila3® m -3

A

Elrango de A es 2y el de A/B es 3, los rangos son distintos.
El sistema es INCOMPATIBLE (sin solucion).

CASO 3. a:%

En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
Estudiamos su rango usando el metodo de Gauss.

s 4 Fila3*—3-Filal?
A/B=|2 1 1_/2 0 3 32 -1 A2
= ~1.3 -3/2 3 -6

8 32 -1 -l2) 2 13/2 NuevaFila3®

Fila22—2-Filal? I 5
2 1 1/2 0 1l ‘/12
0 1 92 a4 =0 0 5 -4 | =

0 0 2 -13/2

0 0 5/2 —-4— NuevaFila2?

A/B

1 1/2 -1 2

5-Fila32—-4- Fila2?
0 0 10 -65/2
=|0 0 5/2 -4

0 0 -10 16
0 O 0 -33/2

0 0 0 -33/2— NuevaFila3? —_—

El rango de A es 2y el de A/B es 3, los rangos son distintos.
El sistema es INCOMPATIBLE (sin solucidn).

Resumiendo: Para a=1y a = = el sistema es compatible determinado (una Unica solucién),
2
1 . . . L
paraa=0y a= 5 es incompatible (sin solucion).

b) Para a =1 estariamos en el caso 1 estudiado en el apartado anterior y el sistema tiene
solucion. Resolvemos el sistema.

www.matematicaspau.com
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X + y -z =2 X+y—-2=2

S()=42x + y + z =0=>9z=-2x-y

X+Yy+2X+y=2
= =
0 3X+2y+2x+y=0

3X + 2y - z =0 3X+2y-z=

3X+2y=2 5y 10x
—5x :>3X—2?:2:>3x—T:2:>9X—lOX:6:>

{3x+2y=2
=
3

=
5x+3y=0 y

= -x=6=[x=-6]=|y= ~5(-6) =10|=|z=-2(-6)-10=2

La soluciones x=-6, y=10, z=2.
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Ejercicio B2

Determinar el punto simétrico de A(—3,1, —7) respecto a la recta r de ecuaciones paramétricas
{x=—1+t,y=3+2t,z=-1+2t}.

Vamos a determinar las coordenadas del punto A" simétrico de A respecto de la recta r calculando
previamente el plano 1 perpendicular a la recta, después el punto M de corte de recta y plano.

Por ultimo, hallamos el punto A" suméandole al punto M el vector AM ya que M es el punto
medio del segmento AA".

Hallamos la ecuacion del plano 1. Su vector normal es el vector director de la recta.

X=-1+t —
u =(12,2)
ro{x=-1+t,y=3+2t,z=-1+2t} =>r:<y=3+2t =

Qr(_l’s’_l)

z=-1+2t

ﬁ:@:(i,z,z)} Z=X+2y+22+D=0

= =-3+2-14+D=0=>D=15=
A(-3L-T)ex| A(8L-T)ex }

= |7 =x+2y+27+15=0|

Hallamos el punto M de corte de recta y plano.

T=X+2y+2z+15=0

X=-1+t
:>—1+t+2(3+2t)+2(—1+2t)+15:0:>
r:qy=3+2t
z=-1+2t

=-1+t+6+4t-2+4t+15=0=9t+18=0=

X=-1-2=-3
S>t=-2=:y=3-4=-1 =M (—3,—1,—5)
z2=-1-4=-5
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Hallamos las coordenadas del punto A"

AM =(-3,-1,-5)(-3,1,-7)=(0,-2,2)

A=M +AM =(-3,-1,-5)+(0,-2,2) =(~3,-3,-3)

El punto simétrico de A respecto de la recta r tiene coordenadas A" (-3,-3,-3).
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Ejercicio B3

De la funcion f (x) =x*+ Ax® + Bx+C se sabe que su grafica pasa por el punto (1, 0) y que

tiene un extremo en x =0 de valor 1.
a) Hallar A, By C.
b) ¢El extremo situado en el punto x =0 es maximo o es minimo?

a) Si la gréfica pasa por el punto (1, 0) se cumple que f (1) =0. Como tiene un extremo en

x =0 de valor 1 se cumple que f(0)=1yque f’(0)=0. Utilizamos toda esta informacion
para obtener la expresion de la funcién.

f(x)=x"+Ax*+Bx+C
f(x)=3x"+2Ax+B 0=1*+A1"+B-1+C
f(1)=0{=:1=0°+A-0°+B-0+C =
f(0)=1] |0=3-0+2A-0+B
f7(0)=0

0=1+A+B+C
=4[1=C = 0=1+A+0+1=[A=—2]

Los valores buscados son A=-2, B=0 y C =1.

b) La funcién tiene la expresion f (x)=x>—2x*+1. Su derivada es f’(x)=3x"-4x y la
derivada segunda es f (x) =6x—4. Sustituimos x =0 en la segunda derivada y obtenemos

susigno: f (0) =6-0—-4=-4<0. Al ser negativo el valor de la segunda derivada la funcién
presenta un maximo relativoen x=0.
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Ejercicio B4

Lacurva y=4x"ylacurva y=4x—x* delimitan un recinto finito del plano.

Dibujar dicho recinto y calcular su area.

Hallamos los puntos de corte de las graficas.

= 4x?
y . ) = A2 =4x—Xx* =5x° —4x=0=>
y =4X—X

x=0

= x(5x-4)=0= 4
5-4=0—->5x=4—> x=€:0.8

Obtenemos una tabla de valores de cada funcién y dibujamos la grafica de ambas funciones.

X | y=4x? X | y=4x-x*
1] 4 -1 -5

0 0 0 0
0.8 256 0.8 2.56
1 4 1 3

FN

-
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Como se puede observar en el dibujo el valor del area del recinto limitado por las graficas va a
tener un valor pequefio, va a ser menor de 1 unidad cuadrada (1 cuadradito del dibujo).
Calculamos su valor exacto como la integral definida entre 0 y 0.8 de la diferencia de las
funciones.

; 0.8 0.8 5X3 0.8
Area = I4x—x2—4x2dx: I4X—5X2dx:{2x2—7} -
0 0

0

3

. 3 " 3
= 2-0.82—5 08 |_ 2-02—5 0 = §=0.4267u2
3 75

El &rea tiene un valor aproximado de 0.4267 unidades cuadradas.
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Ejercicio B5

Hallar razonadamente el Gltimo digito del ndmero P =(2018)"" (3)™"

Las potencias tienen el mismo exponente por lo que podemos expresar este producto como
P =(2018)"" (3)™" = 60542,

La Gltima cifra de esta potencia es la Gltima cifra de la potencia 4°°'®. Obtenemos la expresion
de las potencias sucesivas de 4 buscando una regularidad en ellas.

4 =4 42 =16 4° =64 4* = 256

4° =1024 4% = 4096 4" =16384 4% = 65536

Observamos que las potencias de exponente impar acaban 4 y las potencias de exponente par
acaban en 6, por lo que 4°*® acaba en 6 (2018 es par).

Podemos afirmar que la Gltima cifra de P =(2018)"" (3)"" es 6.
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