PAU 2024 Mayores 25 afios Matemdticas en Castilla-Ledn Juan Antonio Martinez Garcia

= Pruebas de acceso a ensefianzas EJERCICIO
= universitarias oficiales de grado MATEMATICAS

e Mayores de 25 y 45 afios ,
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INDICACIONES: 1.- OPTATIVIDAD: El alumno debera escoger una de las dos opciones, pudiendo
desarrollar los cuatro ejercicios de la misma en el orden que desee.

2.- CALCULADORA: Se permitird el uso de calculadoras no programables (que no admitan
memoria para texto ni representaciones graficas).

CRITERIOS GENERALES DE EVALUACION: Cada ejercicio se puntuara sobre un maximo de
2,5 puntos. Se observaran fundamentalmente los siguientes aspectos: Correcta utilizacion de los
conceptos, definiciones y que se aporten para el desarrollo de las respuestas. Claridad y coherencia en
la exposicion. Precision en los calculos y en las notaciones. Deben figurar explicitamente las
operaciones no triviales, de modo que puedan reconstruirse la argumentacion ldgica y los célculos.

OPCION A

E1.- a) Discutir segun los valores del pardmetro A el siguiente sistema de ecuaciones lineales:
X—y+Az=1

y+Az=1 (1,5 puntos)
X—Ay+A*z=1
b) Resolverlo para 4 =1. (1 punto)

E2.- Hallar la recta que corta perpendicularmente a la recta r = 1= TA' y pasa por el punto
P=(111). (2,5 puntos)

X y+5 z+
2

senx

. - - —,si x#0
E3.- Se considera la funcion definida por f (x)=9 x . Contestar, razonando las
1, si x=0
respuestas, a las siguientes preguntas:
a) ¢Es f(x) continuaen x=07? (1 punto)
b) ¢Es f(x) derivableen x=07? (1,5 puntos)

E4.- a) Dada la funcion f (x)=x*—|x|, determinar los puntos del intervalo [-11] en los que el valor

de f(x) es >0. (1 punto)
b) Calcular el area de la parte del plano limitada por la grafica de f(x) y el eje de abscisas.
(1,5 puntos)
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OPCIONB

1 2
El.- Dada la matriz A= (1 J, encontrar todas las matrices X tales que AX = XAy X =—X",

donde X' denota la matriz traspuesta de X. (2,5 puntos)

E2.- Determinar la recta r que contiene al punto P = (1, 0, —1) y es paralela a los planos

T =X+2y+22=0Yy 7,=X+y+z=0. (2,5 puntos)
E3.- a) Enunciar el teorema de Bolzano. (1 punto)
b) Demostrar que la ecuacion
NP
In x
tiene al menos una solucién en el intervalo (2,3). (1,5 puntos)

E4.- Se considera la funcién f (x)=e™(x-1),
a) Determinar su dominio de definicidn, intervalos de crecimiento y decrecimiento, y sus maximos y

minimos relativos. (1 punto)
b) Calcular el area de la region limitada por la grafica de la funcion f 'y el eje de abscisas en el
intervalo [0,2]. (1,5 puntos)
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SOLUCIONES
OPCION A
E1.- a) Discutir segun los valores del pardmetro A el siguiente sistema de ecuaciones lineales:
X—y+Az=1
y+Az=1 (1,5 puntos)
X—Ay+A%z=1
b) Resolverlo para 2 =1. (1 punto)
1 -1 4
a) La matriz de coeficientes asociada al sistemaes A={0 1 1 | yla matrizampliada es
1 -1 A7
1 -1 421
A/B=0 1 1 1|
1 -2 A% 1
Buscamos cuando se anula el determinante de A.
1 -1 A
|Al=l0 1 A|=2"-2+40-1-0+2%=24"-24
1 -2 A°

A=0
A=0=212-21=0=24(1-1)=0=
A e R

Se nos plantean tres situaciones diferentes que analizamos por separado.

CASO1 2#0y A=#1
En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que de la matriz ampliada

A/B y el nUmero de incognitas. El sistema es compatible determinado (una Unica solucion).

CASO 2. 1=0
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3. Estudiamos su rango y el de la

matriz ampliada usando el método de Gauss para obtener un sistema equivalente mas sencillo.

Fila3? —Fila1?
1101 1 00 1
A/B:0101:>_110_1 =
1 001 0 1 0 0 — Nuevafila3?
Fila3? — Fila22 — N
1 -1 01 01 0 0 1 -1 0
:>0101:>0_10_1 =0 1 O
0 1 00} 1670 0 1o Nuevafila3 L‘z_q -1
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El rango de A es 2 y el rango de A/B es 3. Los rangos son distintos y el sistema es
incompatible (sin solucion)

CASO 3. 21=1
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3. Estudiamos su rango y el de la
matriz ampliada.

Fila3® — Fila1? A

AN Vi 1 111
AIB=[0 1 11|=47 T ~lo 1 11
V11 190 0 0o Nuevafilaze| |20 90

A

El rango de A y el de A/B son iguales a 2, menor que el nimero de incognitas (3) y el
sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

Conclusion: Si 220y A =1 el sistema es compatible determinado (una Gnica solucién), si
A =0 el sistema es incompatible y si 2 =1 el sistema es compatible indeterminado (infinitas
soluciones).

b) Para A =1 el sistema es compatible indeterminado. Resolvemos el sistema.

X—y+z=1
., ., X-y+z=1
y+ 2 =1= {Ecuacién3*=Ecuacién1?} = { =
+2=
X—y+z=1 y
X =2t
X—-y+z=1
:>{ 1 =S>X-y+l-y=1l=x=2y=qy=t ;teR
z=1-
y z=1-t
X =2t
Las infinitas soluciones del sistema tienen la expresion s y=t ;teR.
z=1-t
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E2.- Hallar la recta que corta perpendicularmente a la recta r = % = yT+5 = %4 y pasa por el

punto P=(111). (2,5 puntos)

Hallamos la ecuacion del plano perpendicular a la recta r que pasa por el punto P.
Si el plano es perpendicular a la recta su vector normal es el director de la recta v, = (1, 2,3).

n=v,=(123)| 7:x+2y+3z+D=0
=1+2+3+D=0=

=
P(Lll)erx P(Lll)ex

= D=-6=|7:x+2y+32-6=0)

Hallamos el punto C de corte de recta y plano.

Ir =

X=A
Q,(0,-5,-4
_y;5=_2+4:>{~( ):rz y=-5+241
VI‘

X
1 3 =(£23) 71— 4432

T:X+2y+32-6=0

X=A
= A+2(-5+21)+3(-4+31)-6=0=
r=qy=-5+241
z=-4+31

=>1-10+41-12+91-6=0=141-28=0=>1=2=>

X=2
=y=-5+4=-1=C(2,-1,2)
z=-4+6=2

La recta que corta perpendicularmente a la recta r y pasa por el punto P es la recta que pasa
por los puntos Py C.

P(L1l)es P(L1l)es x-1_ y-1 z-1
C(2-12)es] u,=PC=(2,-1,2)-(111)=(1L-21) 1 =2 1
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senx .
. - .. —, si x=0
E3.- Se considera la funcién definida por f (x)= . Contestar, razonando las
1, si x=0
respuestas, a las siguientes preguntas:
a) ¢Es f(x) continuaen x=07? (1 punto)
b) ¢Es f(x) derivableen x=07? (1,5 puntos)

a) Comprobamos la continuidad de la funcionen x=0.

lim £ (x) = lim ™ = 0 _ ¢ “Hepiital) = lim 25X - €950 _4
x—0 x=>0 X 0 x>0 1 1

La funcion es continuaen x=0.

b) La funcion es derivable en R —{0}, siendo su derivada
_ XCosXx—1-senx  XCOS X —senx

f'(X)— 2 2

X X

Comprobamos la derivabilidad de la funcionen x=0.

xcosx—senx 0-cosO—sen0 0

f (O)ZIXILQ f (X)ZIXILT(} N 02 0
) . . COSX+X(—senx)—cosx . —
= Indeter minacion(L"Hépital) = lim ( ) =lim XSenX _
x>0 2X x>0 2X
i =SENX _ —sen0 _[0]
x—0 2 2
La funcion es derivable en x =0, siendo su derivada f“(0)=0.
T
T -3 2 1 3 7 g
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E4.- a) Dada la funcién f (x)=x*—|x|, determinar los puntos del intervalo [-11] en los que el valor

de f(x) es >0. (1 punto)
b) Calcular el &rea de la parte del plano limitada por la gréfica de f(x) y el eje de abscisas.
(1,5 puntos)

a) Obtenemos la expresion de la funcién como una funcién definida a trozos.

x>+ xsi x<0

(=]

x> —xsi x>0
Buscamos cuando la funcién se anula.

x=0¢ (-,0)
x=-1

x=0

x=1

x2+x:0—>x(x+1)=0—>{
f(x)=0=

xz—x=0—>x(x—1):0—>{

La funcion es continua y se anulaen x=-1, x=0y x=1.
Dividimos el intervalo [-1,1] en dos intervalos y estudiamos el signo de la funcién en cada

uno de ellos.

e Enelintervalo (—1,0) consideramos x =-0.5 y la funcion vale
f(-0.5)= (—0.5)2 —0.5=-0.25<0. La funcion es negativa en (-1,0).

e Enelintervalo (0,1) consideramos x=0.5 y la funcion vale
f(0.5)=0.5”-0.5=-0.25<0. La funcion es negativa en (0,1).

La funcionvale0en x=-1, x=0 y x=1, en el resto de puntos del intervalo [—1,1] es
negativa.

[:¥]

S(x) :EJ{E |
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b) Hemos visto que la gréafica de la funcion corta el eje de abscisas en tres puntos: x=-1, x=0
y x=1. El rea de la region del plano limitada por la gréafica de f(x) y el eje de abscisas. es la
suma del valor absoluto de la integral definida de la funcion entre —1 y 0 mas el de la integral

definidaentre O y 1.

3 270 3 2 (L 1)2 B
IO X2+XdX: X_+X_ — O_+0_ _ ﬂ+(_1) zl_lz_l
1 32, 2 |73 2 6

2 3 2 3

il

[y

El area de la region del plano limitada por la grafica de f(x) y el eje de abscisas tiene un valor
de 0.333 unidades cuadradas. Como se aprecia en el dibujo el area tiene un valor muy pequefio,

menor de 1 unidad cuadrada (1 cuadradito del dibujo).
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OPCION B

1
El.- Dada la matriz A= (1

donde X' denota la matriz traspuesta de X.

2
J, encontrar todas las matrices X tales que AX =XA y X =-X

T

(2,5 puntos)

a b
Sea X :(C dJ.Averiguamos cuando X =—X".

La matriz X queda X =(

a=—a—>2a:0—>

a by (-a -c b=-c
= = =
c d b —d c=-b
0 b
b 0)

d=-d—>2d=0-[d=0]

Aplicamos la primera condicion AX = XA

O A (A A A

(—ZD
=
b

b] [b _bj -2b=b—>-3b=0->b=0
= =
b) (b -2b —b=b—>-2b=0-[b=0]

00
La Unica matriz X que cumple lo pedido es la matriz nula: X =( ] .

0 0
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E2.- Determinar la recta r que contiene al punto P =(1,0,-1) y es paralela a los planos
T, =X+2y+22=0Y 7,=X+Yy+2=0. (2,5 puntos)

Hallamos el vector director de la recta s que definen ambos planos.

nlsx+2y+22:0} X=-2y-22
=

}:>—2y—22+y+z:0:>
T, =X+y+2=0

X+y+z=0
x=0
=>-y-71=0=2y=-7=>X=+422-27=0=>s:{y=-1; leR:\Z:(O,—l,l)

=41

La recta paralela a los planos tiene como vector director \75 =(0,-1, 1).

La recta que buscamos contiene al punto P = (1, 0, —1) y tiene como vector director
v, =(0,-11).

P(1,0,-1)er x=1
- — =|r:
u, =v, =(0,-11)

r
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E3.- a) Enunciar el teorema de Bolzano. (1 punto)
b) Demostrar que la ecuacion
N
In x
tiene al menos una solucion en el intervalo (2,3). (1,5 puntos)

a) Teorema de Bolzano. Sea f(x) una funcién continua en un intervalo cerrado [a, b] y que toma
valores de signo contrario en los extremos, entonces existe al menos un valor ce(a,b) tal

que f(c) = 0.

. ., 1
b) Consideramos la funcion f (x)=x*-x-7 e
nx
Esta funcion es continua en el intervalo [2,3] , pues el denominador se anula para x=1 que
no pertenece al intervalo [2,3].

Calculamos el valor de la funcion en los extremos del intervalo [2,3] )

1

f(2)=2°-2-7-—=-244<0
In2

f(3):33—3—7—i:16.09>0
In3

La funcidn es continua en [2,3] y toma valores de distinto signo en los extremos del intervalo.

Podemos aplicar el teorema de Bolzano y afirmar que existe ¢ e (2,3) tal que f(c) = 0. Para

1 1 .
este valor se cumple f(c)=c3—c—7—m:0:> CS_C_7=H , por lo que existe

., ., 1
c e(2,3) que es solucion de la ecuacion x* —x—7 = s
nx
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E4.- Se considera la funcion f (x)=e™(x-1),
a) Determinar su dominio de definicidn, intervalos de crecimiento y decrecimiento, y sus

maximos y minimos relativos. (1 punto)
b) Calcular el &rea de la region limitada por la gréafica de la funcion f y el eje de abscisas en el
intervalo [0,2]. (1,5 puntos)

a) El dominio de la funcion son todos los nimeros reales, pues es el producto de una funcién
exponencial y una polindmica.
Utilizamos la derivada para obtener los puntos criticos de la funcion.

f(x)=e"(x-1)= f'(x)=—"(x-1)+e™ (1) = (-x+2)

1‘'(x):O:e’X(—x+2):O:>{e’X ;tO}:>—x+2:O:>
Estudiamos el signo de la derivada antes y después de x=2.

e Enelintervalo (—o,2) tomamos x =0y la derivada vale f’(0)=e°(-0+2)=2>0
. La funcion crece en (—o,2).
e Enelintervalo (2,+) tomamos x =3y la derivada vale

f'(3)=e*(-3+2)= ;—3 <0. La funci6n decrece en (2,+w).
La funcion crece en (-, 2) y decrece en (2,+o0).

La funcién tiene un maximo relativo en x =2. No tiene minimos relativos.

b) Averiguamos si la funcidn corta el eje OX entre 0 y 2.
= —X —1
(x) =€ (x )}:eX(x—l):0:>{ex¢0}:>x—1:0:>

Solo corta el eje en x = 1 que pertenece al intervalo [0, 2] :

Calculamos la primitiva de la funcion.
Integracion por partes

J.f(x)dx:'[e’x(x—l)dx: U=X-1—du=dx =

X

dv=edx—>v= J'e‘xdx =—e

=(x —1)(—e’X ) —I—e’xdx =e(1-x)+ Ie’xdx =e*(1-x)-e*=—xe+K

Calculamos el area como la suma del valor absoluto de dos integrales definidas.
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J‘oleix (X_l) dx = [—Xe’x}z - [_1_e—1]_[_0.e,0] _ _?1

X x _ _ -2 1 =2
Lze (x—l)dx:[—xe ]f:[—z-ezj—[—l-el]:e—z+gz e:—e

El valor del area es la suma del valor absoluto de los dos valores obtenidos.

-1

e

e—2_1+e—2_e+e—2_ 2e—2

e? e ¢° e’ e?

Area=|—|+ =0.46 u?

e

flx)=e"(x-1)

=0
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