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UNIVERSIDAD COMPLUTENSE DE MADRID
PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD
2R PARA MAYORES DE 25 ANOS

ANO 2024
MATERIA: MATEMATICAS II

INSTRUCCIONES GENERALES Y VALORACION
El alumno contestara a los cuatro ejercicios de una de las dos opciones (A o B) que se le ofrecen. Nunca
deberé contestar a unos ejercicios de una opcion y a otros ejercicios de la otra opcién. En cualquier
caso, la calificacion se calculara sobre las respuestas dadas a una de las dos opciones. No se permite el
uso de calculadoras gréficas ni simbolicas.
Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.
CALIFICACION: La valoracion de cada ejercicio se especifica en el enunciado.
TIEMPO: 90 minutos.

OPCION A

A.l. Calificaciébn maxima: 2.5 puntos.

Haciendo el inventario en una tienda se ha encontrado un cajon con cubiertos. En esa caja, el nimero
de tenedores menos el nimero de cuchillos excede en 10 el doble del namero de cucharas. Pero al
doble del nimero de cuchillos le falta 30 para ser igual al doble del nimero de tenedores menos el
triple del numero de cucharas. La suma de cubiertos es igual a 50.

¢Cuantas cucharas y cuantos tenedores hay? ;Cual es el mayor nimero de juegos completos de cuchara,
tenedor y cuchillo que podemos rehacer con el contenido de la caja?

A.2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

\ll—x, x<0
\/x+1, x>0

a) (0,5 puntos) Determine la paridad de la funcion y su continuidad.

b) (1 punto) Determine si la funcidn es diferenciable en el dominio. Discutase si se puede aplicar
el teorema de Rolle en el intervalo (—2,2).

c) (1 punto) Calcule el area de la region acotada comprendida entre la grafica de f(x) y la recta

y=v2.

Se considera la funcion f :R——R definida como f(x):{

A.3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Un dispositivo que emite un rayo laser esta situado en el punto del espacio P(1,2,4).
a) (1,25 puntos) El dispositivo emite un rayo hacia el punto 0(2,3,0). Halle el punto en donde incide
el rayo en el plano 7 :x+2y+2z=1 asi como el &ngulo de incidencia.
b) (1,25 puntos) El dispositivo se coloca ahora en otro punto P’ de forma que O sea simétrico de P’
respecto de m. Determine las coordenadas del punto P'.

A.4. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

y

Wk

. . 7 =
De los sucesos A y B de cierto espacio muestral se sabe que P(A) =1 P(Am B) =

P(ZmB):%.

a) (1.5 puntos) Calcule P(AUB) y P(ANB). ;Son Ay B sucesos incompatibles? ;Son Ay B
sucesos independientes?

b) (1 punto) Si de otro suceso C se sabe que P(A/C) :% y P(AuC):%. Calcule P(C).
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OPCION B

B.1. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Se considera la matriz

a 1 0
A=l-1 a+l1 -2
1 a 2
a) (2 puntos) Discutase, segun el valor del parametro ae R, el sistema de ecuaciones
X 3
Aly|=|2a
z 1

b) (0.5 puntos) Resuelva ese sistema para el caso a = —1.

B.2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Se considera la funcion definida en su dominio f (x)=
x>0

2 )
X +2
a) (1 punto) Determine el dominio de la funcion, asi como su continuidad y diferenciabilidad.
b) (0,75 puntos) Determine las asintotas verticales, horizontales u oblicuas de la funcién.
c) (0,75 puntos) Calcule el area de que determina la funcion con el eje X en el intervalo [-1,0].

B.3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Se consideran en el espacio los puntos A(1,2,0) y B(—2,2,4) asi como la recta r:(1 ,4 ,1+4).
a) (0,75 puntos) Determine la posicion relativa de la recta r con la recta que pasa por Ay B.
b) (0,75 puntos) Determine si hay algun punto C de la recta  que forme junto con Ay B un
triangulo equilatero.
¢) (1 punto) Determine la ecuacidn de una recta s que corte perpendicularmente a r y que pase por
A.

B.4. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Una nueva maquina hiladora fabrica madejas de lana. La longitud de la lana desenrollada de una madeja
se distribuye como una normal de media 200m y desviacidn tipica de 5m.
a) (1,25 puntos) Calcule la probabilidad de que la lana desenrollada de una madeja extraida al azar
esté entre 196m y 202m.

b) (1,25 puntos) Una madeja se considera inadmisible si la longitud de su lana es inferior a
195m.Calcule la probabilidad de que entre 10 madejas extraidas al azar haya 2 0 mas madejas
inadmisibles.
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DisTRIBUCION NORMAL

Fjemplo: si % tiene distribucicn N0, 1), P{Z « 0,£5) = 0,576,

om0 ool o0 003 0404 005 06 007 008 009
0,0 | 05000 05040 05080 05120 05160 05199 00,5200 05279 05910 05150
0,1 | 05398 05438 05476 05517 05557 05506 05636 05675 05714 05753
0,2 | 0,573 0,5632 05671 05810 05948 05987 06026 06064 06103 06141
03 | 0,617 06217 06255 06203 06331 06368 06406 0,643 06480 06517
04 | 06554 06591 06626 06664 06700 06736 06772 0688 06844 06870
0,5 | 0,6915 06950 06085 07019 07054 07088 O,7123 07157 07190 07224

[

06 | 0,7257 0,7291 07124 07357 07389 07422 0,7454 0,746 07517 0,7540
0,7 | 0,7580 07611 07642 07673 07704 077 07764 0,77%4 07823 07852
02 | 0,7881 0,70010 07039 07967 0,795 08023 08051 08078 01D 08133
09 | 0,815 08186 08212 088 0824 08289 08515 0,E340 0865 0,5380
1,0 | 0,3413 08438 08461 08485 08508 08531 08554 0B5TT 08599 0,8621

1,1 | 08643 08665 08686 08708 08729 08749 0OE7TT0 O0OET™ 08310 08630
1,2 | 0,3840 0,660 08886 08007 0,8025 08944 08962 0,980 0,F997 09015
1,3 | 09032 09048 09066 09082 09099 09115 09131 09147 09162 09177
1,4 | 0@192 09207 09222 09236 09251 09265 09279 00202 09906 09319
1,5 | 0,9332 0985 09357 09370 09382 0930 0,406 00418 09420 09441

1,6 | 0,8452 09463 09474 00484 00495 09505 00515 009525 09535 0,0545
1,7 | 0,9554 09564 00573 00582 009501 09500 09608 00616 09625 0,0631
1,8 | 0,9641 09640 09656 009664 09671 09678 00686 00603 09690 0,9706
1,9 | 0,9713 09719 09726 09732 09738 09744 09750 05756 09761 09767
20 [ 09772 09778 09781 09788 09793 09798 09803 00808 0,9812 09817

2,1 | 09821 09826 09830 09634 09838 09842 09846 00850 09854 09857
22 | 09861 09864 00868 09671 009875 00578 009881 00884 00887 0,9800
23 | 09833 09896 00E9E 09801 09004 09906 0,900 09911 09913 0,996
24 | 09918 09020 09022 09925 09927 09929 09331 09937 09934 0,9936
25 | 09938 09040 09041 09043 09945 009945 009948 00040 09951 09052

26 | 09953 09055 09056 09957 09959 09960 09961 090962 09963 0,9964
2,7 | 09965 09066 09067 009068 09969 09970 09971 09972 09973 09974
28 | 09974 09075 090976 09077 09977 009978 009979 00079 09980 09981
29 | 09981 09082 009087 00083 00084 00984 00985 00085 09986 00086
2,0 | 09987 09087 009087 00088 00085 (0989 00980 00080 09990 09000
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SOLUCIONES

OPCION A

A.1. Calificacién méxima: 2.5 puntos.

Haciendo el inventario en una tienda se ha encontrado un cajon con cubiertos. En esa caja, el nimero
de tenedores menos el nimero de cuchillos excede en 10 el doble del nimero de cucharas. Pero al
doble del nimero de cuchillos le falta 30 para ser igual al doble del nimero de tenedores menos el
triple del nimero de cucharas. La suma de cubiertos es igual a 50.

¢Cuéntas cucharas y cuantos tenedores hay? ;Cudl es el mayor nimero de juegos completos de cuchara,
tenedor y cuchillo que podemos rehacer con el contenido de la caja?

(Y3 (Y=}

Llamamos “x” al nimero de cuchillos, “y” al nimero de tenedores y “z” al nimero de cucharas.
Obtenemos las ecuaciones asociadas a la informacién proporcionada en el problema.

e El nimero de tenedores menos el nimero de cuchillos excede en 10 el doble del niimero de
cucharas =2 y—-x=2z+10.

e Al doble del nimero de cuchillos le falta 30 para ser igual al doble del nimero de tenedores
menos el triple del nimero de cucharas -2 2x+30= 2y—3z.
e Lasuma de cubiertos esiguala50 > x+y+z=50.

Reunimos las tres ecuaciones en un sistema y lo resolvemos.

y—-x=2z+10 y=Xx+2z+10
2x+30=2(x+2z+10)-3z
2X+30=2y-3z2;=2x+30=2y-3z; = =
X+X+22+10+2 =50
X+Yy+2z=50 X+Yy+2z=50

:>,24+30:2(+4z+20—32

2Xx+3z=40

_,110=2 — 2X+30=40=>
2X+3z=40

= 2x=10=[x=5|=|y =5+2-10+10 = 35|

En el cajon de los cubiertos hay 5 cuchillos, 35 tenedores y 10 cucharas.
El nimero mas pequefio es el de cuchillos (5). S6lo se pueden hacer 5 juegos completos de cuchara,
tenedor y cuchillo.
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A.2. Calificacién méxima: 2.5 puntos.

\ll—x, x<0
\/x+1, x>0

a) (0,5 puntos) Determine la paridad de la funcion y su continuidad.

b) (1 punto) Determine si la funcion es diferenciable en el dominio. DiscUtase si se puede aplicar el
teorema de Rolle en el intervalo (—2,2).

¢) (1 punto) Calcule el area de la region acotada comprendida entre la grafica de f(x) y la recta

y=v2.

Se considera la funcion f :R——R definida como f(x):{

a) Estudiamos la paridad de la funcion.

Como f(—x)= f(x) la funcién es par.

Para x <0 la funcién tiene la expresion f (x)= J1-x que es continua pues el radicando es
siempre positivo.

Para x >0 la funcién tiene la expresion f (x)= Jx+1 que es continua pues el radicando es

siempre positivo.
Estudiamos la continuidad en x=0.

:Xlim 1-x=+1-0=1;= f(0)=lim f (x)=lim f (x)=1

-0 x—0" x—0"

La funcién es continuaen R.

-1
, X<0
b) La funcién es diferenciable en R {0}, siendo su derivada f"(x)= 2 “11_ X
, X>0
2x+1
Estudiamos la derivabilidad en x=0.
f,(o_)z I”El f,(X)z IIr(T)] \/_1 = \/_1 :_?1 . .
241-x  241-0 :>f'(07)=_—¢—=f’(0+)
1 1 2 2

£7(07) = lim " (x) = lim

1
x>0 o0 2Yx+1 2J0+1 2
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La funcién no es derivable en x=0.

El teorema de Rolle establece que si una funcion es continua en un intervalo cerrado y
diferenciable en el intervalo abierto, y los valores de la funcion en los extremos son iguales,
entonces la derivada de la funcion se anula en al menos un punto del intervalo.

No podemos aplicar el teorema de Rolle a nuestra funcién en el intervalo [—2, 2] pues la funcion
no es derivable en x=0¢e(-2,2).

c) Obtenemos los puntos de corte entre la gréfica de f(x) ylarectay = J2.
J1- 1- 2 1
f (X) N \/E \/_ 2> X=2—> n
x+1=12 5 x+1=2> -

Tenemos dos puntos de corte y el area de la region acotada comprendida entre la grafica de
f(x)ylarecta y= J2 es el valor de la integral definida entre —1 y 1 de la diferencia de las dos

funciones. Por el cambio de definicion en x =0 calculamos esta integral como la suma de dos

integrales definidas: unaentre -1y 0, y laotraentre 0y 1.
0
1- x)

0 0 12 1241 (
j_l*/g—\/l—_XdXZL\/E—(l—x) dx = [\/_x—?’/—z _—(1_ ) } \/_X_T

-1

_ \/5(_1)__2 (1_(_1))3 \/5 2\/_ ~0.195 U2

(x+1) l

J'\/E Jx+1dx = J'\/_ (x+1)"dx = [\/_x——(x 1)1'2”} N7 A

2./(1+1)° 2./(1+0)
:\/5.1_%_ ﬁ-o-% _- 2‘/_ 2_0195u

El area de la region acotada comprendida entre la grafica de f(x) y larectay = J2 es lasuma
de los dos valores obtenidos: 0.195 + 0.195 = 0.39 unidades cuadradas.

]\."'ﬁ\ 0
lm x=0

2 -1 ‘

Sflx)=
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A.3. Calificacién méxima: 2.5 puntos.
Un dispositivo que emite un rayo laser esté situado en el punto del espacio P(1,2,4).

rayo en el plano z:x+2y+z =1 asi como el &ngulo de incidencia.

respecto de 7. Determine las coordenadas del punto P'.

a) (1,25 puntos) El dispositivo emite un rayo hacia el punto 0(2,3,0). Halle el punto en donde incide el

b) (1,25 puntos) El dispositivo se coloca ahora en otro punto P’ de forma que O sea simétrico de P’

a) Hallamos la ecuacion de la recta r que une los puntos Py O.

P(LZ4)€V P(LZ4)er x=1-4
- =>riqy=2-1
0(2,3,0)er Vr:OP:(1,2,4)—(2,3,0):(—1,—1,4) s —A4+4)

Hallamos el punto de corte de la recta obtenida (laser) y el plano 7z :x+2y+z=1.

TiX+2y+z2=1
x=1-41

r.-ay=2-4
z2=4+44

:>1—}L+2(2—/1)+4+4/1:1:>1—/1+4—21+4+4/1:1:>

=10 =[A(9,10,-28)

El punto de incidencia es A(9,10,—28).
Hallamos el angulo formado por el vector normal del plano y el director de la recta.

TiX+2y+z=1

x=1-1 jﬁ=(1,2,1) . cos{f 7)) - nv,
rqy=2-1 v, =(-1-14) o ‘ﬁ v,
z2=4+41
_ (L21)(-1,-14) _-1-2+4 J’

—_—
|

v, ) =84.48°

\/12+22+12\/(—1)2+(— 1) + 47 - 68
El angulo formado entre recta y plano es 90° — 84.48° = 5.52°,

b) Nos piden hallar el punto P” simétrico de O respecto del plano 7:x+2y+z=1.

Para obtener el punto P” determinamos la recta que pasa por O y es perpendicular al plano. Luego
determinamos el punto M de corte de recta y plano y por dltimo hallo P sumando a M el vector

OM .
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M

3

|

|

|

l

|

s P
Hallo la ecuacion de la recta. Como es perpendicular al plano su vector director es el vector
normal del plano.

zix+2y+z=1=n=(121)

0(2,3,0)es } x=2+4
- - =S=<y=3+21
v,=n=(121) 044

Hallo el punto de corte de la recta s y el plano (lo llamamos M) resolviendo el sistema
formado por las ecuaciones de recta y plano.

T=X+2y+2-1=0

X=2+1
:>2+/1+2(3+2/1)+/1—1:O:2+/1+6+4l+l—1:0:>
S=qy=3+21
z=A1
x:Z—Z:E
6 6
:6/1:—7:>/1:_—7:> y:3+2_—7:£:>M Efi
6 6 6 6 6 6
-7
71=—
6

Las coordenadas del punto simétrico P~ las hallamos sumando al punto M el vector OM .

M(E 4 ;7)
658 )| w0 -2 ) 202,247
0(2,3,0)

orowaon (3 4 D)L A7) (2 o ) (45 )
6 6 6 6 6 6 6 6 6 3 3 3

El punto simétrico de O respecto del plano 7 es P'(_l, - , _7].
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A.4. Calificacién méxima: 2.5 puntos.

: : 7 =
De los sucesos A y B de cierto espacio muestral se sabe que P(A)= o P(Am B) =

Wk

y

P(ZmB):%.

a) (1.5 puntos) Calcule P(Au B) y P(Am B). ¢Son A'y B sucesos incompatibles? ;Son Ay B
sucesos independientes?

b) (1 punto) Si de otro suceso C se sabe que P(A/C) :% y P(AuC):%. Calcule P(C).

Tenemos que P(A):%, P(Amﬁ):%:% y P(Zm B):%.

Hacemos una tabla de contingencia para obtener el resto de valores que nos dan las probabilidades.

A | A
B 5
B 4
7 12
Completamos la tabla.
A | A
B 3 5 8
B 4 0 4
7 5 12

a) Observando la tabla tenemos que P(ANB)= % = % =0.25.

Usamos la formula de la probabilidad de la unién de dos sucesos.

7 8 3 12
P(AUB):P(A)+P(B)—P(AGB):E+E—E:E:1

¢Son Ay B sucesos incompatibles?
Para ello su interseccion debe ser vacia y debe ser P(AnB)=0.Pero P(AnB)=0.25=0.

Los sucesos no son incompatibles.

¢Son Ay B sucesos independientes?

3 7 8
,P(ANB)=P(A)P(B)?= {—=——2
(P(ANB)=P(A)P(B)?= ¢ o=

Como no son iguales los sucesos A 'y B no son independientes.

b) Usamos el teorema de Bayes y la formula de la probabilidad de la unién de dos sucesos.
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P(ANC
p(A/C)=1 (P—C“)% 4P(ANC)=P(C)
= T ~ T ip(c)-P(AnC)=L[
L 7 —+ - NC)=—
P(AUC)=2 P(A)+P(C)-P(ANC)=2| 12 8
:>1+4P(AmC)—P(AmC)=Z:>3P(AmC):Z—1:l:>
12 8 8 12 24
:P(AmC):ﬂzlz P(C):4l:1
3 72 7218

10de 19 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU 2024 Mayores de 25 afios (UCM) Matemdticas Il en Madrid Juan Antonio Martinez Garcia

OPCION B
B.1. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Se considera la matriz
a 1 0
A=l-1 a+l1 -2
1 a 2
a) (2 puntos) Discutase, segun el valor del pardmetro ae R, el sistema de ecuaciones
X 3
Aly|=|2a
z 1

b) (0.5 puntos) Resuelva ese sistema para el caso a = —%.

a 1 0
a) El sistema dado tiene asociado la matriz de coeficientes A=| -1 a+1 -2
1 a 2
a 1 0 3
y la matrizampliada A/B=| -1 a+1 -2 2a|.
1 a 2 1
Averiguamos cuando se anula el determinante de la matriz de coeficientes A.
a 1 0
|A=|-1 a+1 -2[=2a(a+1)-Z+0-0+2Z+2a’=2a’+2a+2a’=4a’+2a
1 a 2

|Al=0=4a*’+2a=0=2a(2a+1)=0= )
2a+1=0—>2a=-1->a=—

Analizamos tres casos por separado.
CASO1l a=0 vy a;t%l

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3. El rango de la ampliada A/B
también es 3, asi como el numero de incognitas. El sistema tiene solucidn Unica.

CASO 2. a=0
0 1 0 0 1 0 3
Para a=0 las matrices quedan A=| -1 1 -2 |y A/B=|-1 1 -2 0].
1 0 2 1 0 2 1

La matriz A no tiene rango 3 pues su determinante vale cero.
La matriz A tiene rango 2 pues al considerar el menor de orden 2 que resulta de eliminar la

3% fila y la 32 columna tiene determinante no nulo -

t‘=0+1=1¢0
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El menor de orden 3 que resulta de quitar la 12 columna (proporcional a la 32) tiene

1 0 3
determinante distintode 0 > |1 -2 0|=-2+6=4=0.Elrango de A/B es 3.
0 2 1

El rango de A/B (3) es distinto al rango de A (2). El sistema no tiene solucion.

CASO 3. az?
-1/2 1 0 -1/2 1 0 3
Para a=1 las matrices quedan A= -1 1/2 -2|yA/B=| -1 1/2 -2 -1].
1 -1/2 2 1 -1/2 2 1

La matriz A no tiene rango 3 pues su determinante vale 0.
La matriz A tiene rango 2 pues si consideramos el menor de orden 2 que resulta de eliminar

-1/2 1‘ -1 3

la 32 fila y la 32 columna tiene determinante no nulo - 1 U2 =—+1=—=%0

4 4

Observamos que la 32 fila es proporcional a la 22 fila. El rango de A/B es 2
Como rango de A (2) es igual al rango de A/B (2), pero menor que el nimero de incognitas
(3) el sistema tiene infinitas soluciones.

1 . . . .
b) Lo resolvemos para a = 5 Sabemos, por lo visto en el primer apartado que el sistema tiene

infinitas soluciones.

1
——X+y=3
“1/2 1 0)(x) (3 21 ~X+2y=6
Elsistemaqueda | -1 1/2 -2|y|=|-1 :>—X+Ey—22:—1 = -2X+y-41=-2;.
1 -1/2 2 )\z 1 1 2X—-y+4z=2
X—=y+2z=1
2
—-X+2y=6 2y—-6=X —2(2y—6)+y—4z:—2
—2X+Yy—-41=-2,= -2X+Yy—-41=-2 :22 6 472 =
2X—-y+4z=2 2Xx—y+4z=2 (2y-6)-y+4z=

—4y+124+y-47=-2 -3y-4z=-14
= =3y+4z7=14=

4y-12-y+47=2 3y+4z=14
X=-6+21
14 3
:>4z:14—3y:>z:z—zy:> y=4 yAeR

z=35-0.751

X=-6+21

Las soluciones son <y =4 ;AeR.
z=3.5-0.751
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B.2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

X

XZ

, Xx<0

Se considera la funcion definida en su dominio f (x) = ;
x>0

2 )
X“+2
a) (1 punto) Determine el dominio de la funcidn, asi como su continuidad y diferenciabilidad.
b) (0,75 puntos) Determine las asintotas verticales, horizontales u oblicuas de la funcién.
c) (0,75 puntos) Calcule el area que determina la funcion con el eje X en el intervalo [-1,0].

a) El denominador de la funcién se anula para x =—+/2 . El dominio de la funcion es R—{—ﬁ} :
Estudiamos la continuidad de la funcion en cada intervalo de definicion.

La funcion en el intervalo (—,0) es f(x)= que es una funcion fraccionaria cuyo

X -2
denominador se anula para x =—+/2 . Es continua en (—oo,—\/i)u(—ﬁ,o) .

3

La funcién en el intervalo (0,+x) es f(x)= que es una funcion fraccionaria cuyo

X2 +2

denominador no se anula. La funcion es continua en (0,+oo).
Estudiamos la continuidad en x=0.

. 0°

e Existe f(0)=——=0
(0) 0°+2

. . . X 0

e Existe )!LI’(T)] f (X)_XILT o =0
X3 0°
o Existe lim f (x)=lim——=——=
x->0" x>0 X"+2 0742
o Los tres valores son iguales: f (0)=lim f (x)=lim f (x)=1
x—0~ x—0"

La funcién es continuaen x=0.
La funcidn es continua en R—{—\/E} :

Estudiamos la derivabilidad.

La funcién en el intervalo (—,0) es f(x)= X 5 Su derivada es:

T i e O B
(x2 —2)2 (x2 —2)2 (x2 —2)2 '

3

La funcién en el intervalo (0,+x) es f(x)= . Es derivable y su derivada es:

X2 +2

X (x* +2)-x3(2x 4 2_oyd yh 2
£(x)= ( +) ( )=3x +6x"—2x" _ X" +6X

(x2+2)2 (x2 +2)2 (x2+2)2

Estudiamos si es derivable en x =0 comprobando si sus derivadas laterales son iguales:
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Nt e . =x*=2
FO)=lim =i |
. :>f’(0‘)=7¢0=f’(0+).
£7(0%) = lim £7(x) = lim 2——_ OX o
x—0* x—0" (XZ + 2)

Al tener valores distintos las derivadas laterales en x =0 la funcion no es derivable en x=0

Resumiendo: La funcion es continua en R—{—ﬁ} y derivable en R—{O, —ﬁ} .

b) Asintota vertical. x=a

i X =—+/2 es asintota vertical?
. . X —/2
lim_f(x)= lim — =i:oo
X—)—ﬁ x—=>—2 X —2 2—2
X =—+/2 es asintota vertical
Asintota horizontal. y=b
3 X3
b= lim f (x)=lim —— = lim = = lim x =+
X—>+00 X—+0 X +2 X—+0 X X—>+00
. . . X .1 1
b=lim f(x)=lim ——=lim == lim==—=0
X—>—00 X——o X5 —2 x>0 X x>0 X —o0

Cuando x tiende a +oo la funcion no tiene asintota horizontal.
Cuando x tiende a —o la funcion tiene como asintota horizontal y =0.

Asintota oblicua. y=mx+n
Cuando x tiende a —o la funcion tiene asintota horizontal y no tiene oblicua.

Cuando X tiende a +oo estudiamos si tiene asintota oblicua.
3

X
o f(x 2 . 3 X
m=|lm(—)=|lmx—+2=|lm - = lim = = lim1=1
X—>+00 X X—>+0 X Xx—+0 X 4 2X X+ X X—> 400
3 3 3
) . X . XT=X"=2X . —2X . —2X
nzllm(f(x)—mx):llm ———X|=lim ———=lim ———=lim —
X—>+00 X—+0| X +2 X—>+00 X _|_2 X—+0 X _|_2 X—+0 X
. =2 =2
= lim —=—=0

X—>+00 X _lr_w
La funcion tiene una asintota oblicua cuando X tiende a +oo: y =X.

c) En el intervalo [-1,0] la funci6nes f (x) = 2X > Averiguamos si la funcion corta el eje OX.
X

f(x)= X 2=O:>x=0

Para el calculo del area de la region comprendida entre la funcion y el eje OX en el intervalo
[-1,0] calculamos la integral definida de la funcion entre -1y 0.
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0 0 0
jo f(x)dx:j 2X dx:lf 22X dx:[lln‘xz—Zﬂ =
-1 1 X —2 2 1 X —2 2 1

~Zin|o? —2\—lln‘(—1)2—2‘=3|n2—3|n1= Lin2=034u?
2 2 2 T2 T2

El &rea de la region que determina la funcion con el eje X en el intervalo [-1,0] tiene un valor

de 1 In2 = 0.34 unidades cuadradas.

.
.
.
K
.
...
Asintota oblicnay =x ,o*
-
“

=

%]
i
.
.
.
.
.
.

Asintotavertical 1 ..'. /
x=—2 z el

e
.
.
.
~
-
-
I
"
- e
b
~J
= =
v A
[=] o

. .
H .
.
: .
H .
.
3 . - .
Asintota herizontal y = 0 . _.'_/

X
-4 - -2 F | : 1 v
"——-l-—-._____- E -
: 1
: 2
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B.3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Se consideran en el espacio los puntos A(1,2,0) y B(-2,2,4) asi como la recta r:(4 ,4 ,1+21).

a) (0,75 puntos) Determine la posicion relativa de la recta r con la recta que pasa por Ay B.

b) (0,75 puntos) Determine si hay algin punto C de la recta r que forme junto con A y B un triangulo
equilatero.

¢) (1 punto) Determine la ecuacion de una recta s que corte perpendicularmente a r y que pase por A.

a) Determinamos la ecuacién de la recta t que pasa por Ay B.

A(1,2,0) et } A(1,2,0) et } t X:12‘3“
R =ltiqy=
B(-2.2,4)et| v, =AB=(-2,2,4)-(12,0)=(-3,0,4) 1
X=A4
El vector director de larecta r:qz=4  esu, =(L11) yeldelarectates v, =(-3,0,4),
z=1+21

Estos vectores no tienen coordenadas proporcionales, por lo que las rectas no son paralelas ni
coincidentes. Las rectas se cortan o cruzan.

\7t=(3,0,4)}:> 30 4

Averiguamos el valor nulo o no del producto mixto [\ZI AR].

X=A
P(0,01)]
rsz=1 =P (0,01) ( ):APr=(0,0,1)—(1,2,0)=(—1,—2,1)
A(1,2,0)
z=1+1
v, =(-3,0,4) 3 0 4
u, =(111) =[V.u AR |=[1 1 1/=-3+0-8+4-0-6=-130
AP, =(-1,-2,1) -1 21

Al ser distinto de cero el producto mixto sabemos que las rectas se cruzan.

X=A4
b) Unpunto Cdelarecta r:<z=A4 tiene coordenadas C(4,4,1+1).
z=1+1
Para que el triangulo ABC sea equilatero deben tener todos los lados del triangulo la misma
longitud: ‘ﬁ‘:‘ﬁ‘:‘%‘
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B

C

A
AL20) |
B(-2, 2,4)} = AB=(-2,24)-(12,0)=(-3.04)
A(1,2,0) .
ot = (102012230
C(AA1+A)]
8(-2,2.4) }: BC =(4,A1+4)—(-2.2,4)=(A+2,4-2,4-3)

e[|

= (3 +07 447 = J(A-1) + (-2 +(1+2) =\(A+2)' +(4-2) +(2-3) =

=

5=\JA2+1-24 + A2 +4—44+1+ 22+ 24 [5=\312-41+6
= =
S5=\A?+4+ 4 + 27 +4— 4L + 27 +9-6A  |5=+31"—64+17

0=312-42-19—> A= 4%\(-4)" -4(3)(-19) 4+

25-31% 4116 - -2
2534762417 \/ > =
T 6:+./(—6) —4(3)(-8
0-32% 618 1 2EN(6) ~4(3)(-8) _6+4132

6 6

4++244 2+461
L4247 T3
6 4-244 2-.l61
6 3

=
6++132 3++/33
,_8\132 | 6 3
6 6-+/132 3-433
6 3

No existe ningun valor de A que haga cumplir las dos igualdades, por lo que no existe ningun
punto C de la recta r que haga que el triingulo ABC sea equilatero.
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c) Hallamos el plano perpendicular a la recta r que pasa por A. Este plano tiene como vector normal
el vector director de la recta.

n=u =(L11)| 7:x+y+z+D=0
= =1+24+0+D=0=>D=-3=|7r:x+y+2z-3=0
2 A(L2,0)ex

Hallamos el punto Q de corte de la recta r y el plano.

T:X+y+2-3=0

X=4
i > A+1+1+41-3=0=231-2=0=31=2=
z=1+1
2
X=—
3
2 2 225
S>A=—=y=— =Q|=,=,=
3 Y 3 Q(3 3 3)
z:1+g:§
3 3

La recta s que buscamos es la recta que pasa por los puntos Ay Q.

225 — 225 14 -5 — —
—,—,—|€s A=(12,0)-| =,—, = |=| ==, — | > W, =3-QA=(14,-5
Q[333)E _, A=l )(33?,)(333) QA=(L4-5)[
A(1,2,0)es A(1,2,0)es
Xx=1+p
=S:iy=2+4p; feR
Z2=-50
La ecuacion de la recta s que corte perpendicularmente a r y que pasa por A es
Xx=1+p
S:qy=2+4p; peR.
z2=-54
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B.4. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Una nueva méquina hiladora fabrica madejas de lana. La longitud de la lana desenrollada de una madeja

se distribuye como una normal de media 200m y desviacion tipica de 5m.

a) (1,25 puntos) Calcule la probabilidad de que la lana desenrollada de una madeja extraida al azar
este entre 196my 202m.

b) (1,25 puntos) Una madeja se considera inadmisible si la longitud de su lana es inferior a 195m.

Calcule la probabilidad de que entre 10 madejas extraidas al azar haya 2 o mas madejas
inadmisibles.

Llamamos X = La longitud de la lana desenrollada de una madeja. X = N(200,5)

a) Nos piden calcular P(196 < X <202).

Tipificamos
P(196 < X <202) = X —u

<Z<
5 5

B P(196—200 202—200)_

o

=P(-08<7<04)=P(Z<04)-P(Z<-0.8)=P(Z<0.4)-P(Z2>0.8)=

—P(2<04)-[1-P(Z< 0IS)JZ{Miramos enla

=0.6554—[1-0.7881] =|0.4435
tabla N(0,1)

b) Calculamos la probabilidad de que una madeja sea inadmisible, es decir P(X <195).

Tipificamos

P(X <195)= , _X—u :P[ZSM

5

J: P(2<-1)=P(Z21)=1-P(Z <1)=

o

{Miramos en la

= =1-0.8413=0.1587
tabla N(0,1)

Consideramos la variable binomial Y = Numero de madejas inadmisibles de un grupo de 10.
Sabemos que n=10y p = 0.1587. Y = B(10, 0.1587).

Nos piden calcular P(Y >2). Lo calculamos.

P(Y22)=1-[P(Y =0)+P(Y =1)] =1—mojo.15870 :0.8413" +EO]0.15871.0.84139} =

=1-[0.8413" +10.0.1587-0.8413° | =

La probabilidad de que entre 10 madejas extraidas al azar haya 2 o mas madejas inadmisibles
tiene un valor aproximado de 0.4873.
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