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UNIVERSIDAD COMPLUTENSE DE MADRID 

PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD 

PARA MAYORES DE 25 AÑOS 

AÑO 2024 

MATERIA: MATEMÁTICAS II 

 

 

INSTRUCCIONES GENERALES Y VALORACIÓN 

El alumno contestará a los cuatro ejercicios de una de las dos opciones (A o B) que se le ofrecen. Nunca 

deberá contestar a unos ejercicios de una opción y a otros ejercicios de la otra opción. En cualquier 

caso, la calificación se calculará sobre las respuestas dadas a una de las dos opciones. No se permite el 

uso de calculadoras gráficas ni simbólicas. 

Todas las respuestas deberán estar debidamente justificadas. 

CALIFICACIÓN: La valoración de cada ejercicio se especifica en el enunciado. 

TIEMPO: 90 minutos. 
 

OPCIÓN A 
 

A.1. Calificación máxima: 2.5 puntos. 

Haciendo el inventario en una tienda se ha encontrado un cajón con cubiertos. En esa caja, el número 

de tenedores menos el número de cuchillos excede en 10 el doble del número de cucharas. Pero al 

doble del número de cuchillos le falta 30 para ser igual al doble del número de tenedores menos el 

triple del número de cucharas. La suma de cubiertos es igual a 50. 

¿Cuántas cucharas y cuántos tenedores hay? ¿Cuál es el mayor número de juegos completos de cuchara, 

tenedor y cuchillo que podemos rehacer con el contenido de la caja? 
 

A.2. Calificación máxima: 2.5 puntos. 

Se considera la función :f ⎯⎯→  definida como ( )
1 , 0

1, 0

x x
f x

x x

 − 
= 

+ 

 

a) (0,5 puntos) Determine la paridad de la función y su continuidad. 

b) (1 punto) Determine si la función es diferenciable en el dominio. Discútase si se puede aplicar 

el teorema de Rolle en el intervalo (−2,2). 

c) (1 punto) Calcule el área de la región acotada comprendida entre la gráfica de 𝑓(𝑥) y la recta

2y = .  

 

A.3. Calificación máxima: 2.5 puntos. 

Un dispositivo que emite un rayo láser está situado en el punto del espacio 𝑃(1,2,4). 

a) (1,25 puntos) El dispositivo emite un rayo hacía el punto 𝑂(2,3,0). Halle el punto en donde incide 

el rayo en el plano : 2 1x y z + + =  así como el ángulo de incidencia. 

b) (1,25 puntos) El dispositivo se coloca ahora en otro punto 𝑃′ de forma que 𝑂 sea simétrico de 𝑃′ 

respecto de 𝜋. Determine las coordenadas del punto 𝑃′. 
 

A.4. Calificación máxima: 2.5 puntos. 

De los sucesos A y B de cierto espacio muestral se sabe que  ( ) ( )
7 1

,
12 3

P A P A B=  =  y 

( )
5

12
P A B = . 

a) (1.5 puntos) Calcule ( )P A B  y ( )P A B . ¿Son A y B sucesos incompatibles? ¿Son A y B 

sucesos independientes? 

b) (1 punto) Si de otro suceso C se sabe que ( ) ( )
1 7

/
4 8

P A C y P A C=  = . Calcule ( )P C .  
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OPCIÓN B 
 

B.1. Calificación máxima: 2.5 puntos. 

Se considera la matriz 

1 0

1 1 2

1 2

a

A a

a

 
 

= − + − 
 
 

 

a) (2 puntos) Discútase, según el valor del parámetro a , el sistema de ecuaciones 

3

2

1

x

A y a

z

   
   

=   
   
   

 

b) (0.5 puntos) Resuelva ese sistema para el caso 
1

2
a = − . 

 
 

B.2. Calificación máxima: 2.5 puntos. 

Se considera la función definida en su dominio ( )
2

3

2

, 0
2

, 0
2

x
x

x
f x

x
x

x


 −

= 
 
 +

 

a) (1 punto) Determine el dominio de la función, así como su continuidad y diferenciabilidad. 

b) (0,75 puntos) Determine las asíntotas verticales, horizontales u oblicuas de la función. 

c) (0,75 puntos) Calcule el área de que determina la función con el eje 𝑋 en el intervalo [-1,0]. 
 

B.3. Calificación máxima: 2.5 puntos. 

Se consideran en el espacio los puntos 𝐴(1,2,0) y 𝐵(−2,2,4) así como la recta 𝑟:(𝜆 ,𝜆 ,1+𝜆). 

a) (0,75 puntos) Determine la posición relativa de la recta 𝑟 con la recta que pasa por 𝐴 y 𝐵. 

b) (0,75 puntos) Determine si hay algún punto 𝐶 de la recta 𝑟 que forme junto con 𝐴 y 𝐵 un 

triángulo equilátero. 

c) (1 punto) Determine la ecuación de una recta 𝑠 que corte perpendicularmente a 𝑟 y que pase por 

𝐴. 
 

B.4. Calificación máxima: 2.5 puntos. 

Una nueva máquina hiladora fabrica madejas de lana. La longitud de la lana desenrollada de una madeja 

se distribuye como una normal de media 200m y desviación típica de 5m. 

a) (1,25 puntos) Calcule la probabilidad de que la lana desenrollada de una madeja extraída al azar 

esté entre 196m y 202m. 

b) (1,25 puntos) Una madeja se considera inadmisible si la longitud de su lana es inferior a 

195m.Calcule la probabilidad de que entre 10 madejas extraídas al azar haya 2 o más madejas 

inadmisibles.  
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SOLUCIONES 
 

OPCIÓN A 
 

A.1. Calificación máxima: 2.5 puntos. 

Haciendo el inventario en una tienda se ha encontrado un cajón con cubiertos. En esa caja, el número 

de tenedores menos el número de cuchillos excede en 10 el doble del número de cucharas. Pero al 

doble del número de cuchillos le falta 30 para ser igual al doble del número de tenedores menos el 

triple del número de cucharas. La suma de cubiertos es igual a 50. 

¿Cuántas cucharas y cuántos tenedores hay? ¿Cuál es el mayor número de juegos completos de cuchara, 

tenedor y cuchillo que podemos rehacer con el contenido de la caja? 
 

Llamamos “x” al número de cuchillos, “y” al número de tenedores y “z” al número de cucharas. 

Obtenemos las ecuaciones asociadas a la información proporcionada en el problema. 

 

• El número de tenedores menos el número de cuchillos excede en 10 el doble del número de 

cucharas → 2 10y x z− = + . 

• Al doble del número de cuchillos le falta 30 para ser igual al doble del número de tenedores 

menos el triple del número de cucharas → 2 30 2 3x y z+ = − . 
• La suma de cubiertos es igual a 50 → 50x y z+ + = . 

 
Reunimos las tres ecuaciones en un sistema y lo resolvemos. 

 

( )
2 10 2 10

2 30 2 2 10 3
2 30 2 3 2 30 2 3

2 10 50
50 50

2

y x z y x z
x x z z

x y z x y z
x x z z

x y z x y z

x

− = + = + + 
+ = + + −   

+ = −  + = −    
+ + + + =  + + = + + = 


30 2x+ = 4 20 3 10

2 30 40
2 3 40 2 3 40

2 10 5 5 2·10 10 35

z z z
x

x z x z

x x y

+ + − = 
  + =  

+ = + =  

 =  =  = + + =

 

 

En el cajón de los cubiertos hay 5 cuchillos, 35 tenedores y 10 cucharas. 

El número más pequeño es el de cuchillos (5). Sólo se pueden hacer 5 juegos completos de cuchara, 

tenedor y cuchillo.  
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A.2. Calificación máxima: 2.5 puntos. 

Se considera la función :f ⎯⎯→  definida como ( )
1 , 0

1, 0

x x
f x

x x

 − 
= 

+ 

 

a) (0,5 puntos) Determine la paridad de la función y su continuidad. 

b) (1 punto) Determine si la función es diferenciable en el dominio. Discútase si se puede aplicar el 

teorema de Rolle en el intervalo (−2,2). 

c) (1 punto) Calcule el área de la región acotada comprendida entre la gráfica de 𝑓(𝑥) y la recta

2y = .  

 

a) Estudiamos la paridad de la función. 

 

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

1 1 1 2

1 1 1 2

2 1 2 3

2 2 1 3

f

f

f

f

− = − − = 


= + = 

− = − − = 


= + = 

 

 

Como ( ) ( )f x f x− =  la función es par. 

Para 0x   la función tiene la expresión ( ) 1f x x= −  que es continua pues el radicando es 

siempre positivo. 

Para 0x   la función tiene la expresión ( ) 1f x x= +  que es continua pues el radicando es 

siempre positivo. 

Estudiamos la continuidad en 0x = . 

 

( )

( )

( )

( ) ( ) ( )
0 0 0 0

0 0

0 0 1 1 1

lim lim 1 1 0 1 0 lim lim 1

lim lim 1 0 1 1

x x x x

x x

f

f x x f f x f x

f x x

− − − +

+ +

→ → → →

→ →


= + = = 


= − = − =  = = =


= + = + =


 

 

La función es continua en . 

 

b) La función es diferenciable en  0− , siendo su derivada ( )

1
, 0

2 1
´

1
, 0

2 1

x
x

f x

x
x

−


−
= 
 
 +

. 

Estudiamos la derivabilidad en 0x = . 

 

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

0 0

0 0

1 1 1
´ 0 lim ´ lim

22 1 2 1 0
´ 0 ´ 0

1 1 1
´ 0 lim ´ lim

22

2

1 2

1

2

0 1

1x x

x x

f f x
x

f f

f f x
x

− −

+ +

−

→ →
− +

+

→ →

− − − 
= = = = 

− − 
 = =

= = = =
+



+

−


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La función no es derivable en 0x = . 

El teorema de Rolle establece que si una función es continua en un intervalo cerrado y 

diferenciable en el intervalo abierto, y los valores de la función en los extremos son iguales, 

entonces la derivada de la función se anula en al menos un punto del intervalo. 

No podemos aplicar el teorema de Rolle a nuestra función en el intervalo  2,2−  pues la función 

no es derivable en ( )0 2,2x =  − . 

 

c) Obtenemos los puntos de corte entre la gráfica de 𝑓(𝑥) y la recta 2y = . 

( )
1 2 1 2 1

2
1 2 1 2 1

x x x
f x

x x x

 − = → − = → − =
=  

+ = → + = → =

 

Tenemos dos puntos de corte y el área de la región acotada comprendida entre la gráfica de 

𝑓(𝑥) y la recta 2y =  es el valor de la integral definida entre –1 y 1 de la diferencia de las dos 

funciones. Por el cambio de definición en 0x =  calculamos esta integral como la suma de dos 

integrales definidas: una entre –1 y 0, y la otra entre 0 y 1. 

( ) ( )
( )

( )
( )

( )( )

0
30

0 0 1/2 1/2 1

1 1
1

1

33

2

2 11 1
2 1 2 1 2 · 1 2

3 / 2 1 3

2 1 12 1 0 2 2 8
2·0 2 1 2 0.195

3 3 3 3

x
xdx x dx x x x

u

+

− −
−

−

 − −   − − = − − = − − = −   − 
 

 
− − −− −  = − − − − = + −

 
 
 

 

 

 

( ) ( )
( )

( ) ( )

1
31

1 1 1/2 1/2 1

0 0
0

0

3 3

2

2 11
2 1 2 1 2 1 2

3 / 2 3

2 1 1 2 1 0 2 8 2
2·1 2·0 2 0.195

3 3 3 3

x
x dx x dx x x x

u

+
 +   − + = − + = − + = −    
 

 + +
 = − − − = − +
 
 

 

 

El área de la región acotada comprendida entre la gráfica de 𝑓(𝑥) y la recta 2y =  es la suma 

de los dos valores obtenidos: 0.195 + 0.195 = 0.39 unidades cuadradas. 
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A.3. Calificación máxima: 2.5 puntos. 

Un dispositivo que emite un rayo láser está situado en el punto del espacio 𝑃(1,2,4). 

a) (1,25 puntos) El dispositivo emite un rayo hacía el punto 𝑂(2,3,0). Halle el punto en donde incide el 

rayo en el plano : 2 1x y z + + =  así como el ángulo de incidencia. 

b) (1,25 puntos) El dispositivo se coloca ahora en otro punto 𝑃′ de forma que 𝑂 sea simétrico de 𝑃′ 

respecto de 𝜋. Determine las coordenadas del punto 𝑃′. 
 

a) Hallamos la ecuación de la recta r que une los puntos P y O. 

 

( ) ( )

( ) ( )

1,2,41,2,4

2,3,0) 1,2,4 2,3,0) 1, 1,4

1

: 2
( (

4 4r

x
P rP r

r y
O v OP

z
r







= −
    

  = −  
= = −   = +

 = −


−
 

 

Hallamos el punto de corte de la recta obtenida (laser) y el plano : 2 1x y z + + = . 

 

( )

( )

( )

( )

( )

: 2 1

1 2 2 4 4 1 1 4

8

1

: 2

4 4

1 8 9

2 8 10 9,10, 2

4 4 8 2

2 4 4 1

8

8

x y

x

r y

z

x

y A

z

z

     









+ + = 



+
= −


= −

 = +

= − − =


= − − =  −


= +

+ − − + + =  − + − + = 




= −



−

= − 

 

 

El punto de incidencia es ( )9,10, 28A − . 

Hallamos el ángulo formado por el vector normal del plano y el director de la recta. 

 

( )

( )
( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

2 22 2 2 2

: 2 1

1,2,1 ·
cos ,

1, 1,4

1,2,1 1, 1,4 1 2 4 3
, 84.48º

186 181 2 1

1

: 2

1 1 4

4 4

r
r

rr

r

x y z

n n vx
n v

n v

v

r y

n

z

v









+ + = 
 = 
  = = 

= − − 



− − − − +
= = = 

+ +

= −


=

−

−


+ +

+

−

=

 

 

El ángulo formado entre recta y plano es 90º – 84.48º = 5.52º. 

 

b) Nos piden hallar el punto P´ simétrico de O respecto del plano : 2 1x y z + + = . 

Para obtener el punto P´ determinamos la recta que pasa por O y es perpendicular al plano. Luego 

determinamos el punto M de corte de recta y plano y por último hallo P´ sumando a M el vector 

OM . 
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Hallo la ecuación de la recta. Como es perpendicular al plano su vector director es el vector 

normal del plano. 

( )

( )

( )

1,2,1

2
2,3,0

3 2
1,2,1

0

: 2 1

s

y n

x
O

x z

s
s y

v n
z









 =

= +
  

  = + 
= =   = +

+



+ =

 

 

Hallo el punto de corte de la recta s y el plano (lo llamamos M) resolviendo el sistema 

formado por las ecuaciones de recta y plano. 
 

( )

2 1 0

2
2 2 3 2 1 0 2 6 4 1 0

3 2

7 5
2

6 6

7 7 4 5 4 7
6 7 3 2 , ,

6 6 6 6 6 6

7

6

x y z

x

s y

z

x

y M

z




     





 

 + + − = 


= + 
 + + + + − =  + + + + − =  

 = + 
 = 


= − =


− − −  

 = −  =  = + =   
 

−
=



 

 

Las coordenadas del punto simétrico P´ las hallamos sumando al punto M el vector OM . 
 

( )
( )

5 4 7
, , 5 4 7 7 14 7

6 6 6 , , 2,3,0 , ,
6 6 6 6 6 6

2,3,0

5 4 7 7 14 7 2 10 14 1 5 7
´ , , , , , , , ,

6 6 6 6 6 6 6 6 6 3 3 3

M

O

P M OM

OM

−  
− − − −     

 = − =     
   



− − − − − − − − − −       
= + = + = =       

       

 

 

El punto simétrico de O respecto del plano π es 
1 5 7

´ , ,
3 3 3

P
− − − 

 
 

. 
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A.4. Calificación máxima: 2.5 puntos. 

De los sucesos A y B de cierto espacio muestral se sabe que ( ) ( )
7 1

,
12 3

P A P A B=  =  y 

( )
5

12
P A B = . 

a) (1.5 puntos) Calcule ( )P A B  y ( )P A B . ¿Son A y B sucesos incompatibles? ¿Son A y B 

sucesos independientes? 

b) (1 punto) Si de otro suceso C se sabe que ( ) ( )
1 7

/
4 8

P A C y P A C=  = . Calcule ( )P C . 

 

Tenemos que ( ) ( )
7 1 4

,
12 3 12

P A P A B=  = =  y ( )
5

12
P A B = . 

Hacemos una tabla de contingencia para obtener el resto de valores que nos dan las probabilidades. 

 

 A A   

B  5  

B  4   

 7  12 

 

Completamos la tabla. 

 

 A A   

B 3 5 8 

B  4 0 4 

 7 5 12 

 

a) Observando la tabla tenemos que ( )
3 1

0.25
12 4

P A B = = = . 

Usamos la fórmula de la probabilidad de la unión de dos sucesos. 

 

( ) ( ) ( ) ( )
7 8 3 12

1
12 12 12 12

P A B P A P B P A B = + −  = + − = =  

¿Son A y B sucesos incompatibles? 

Para ello su intersección debe ser vacía y debe ser ( ) 0P A B = . Pero ( ) 0.25 0P A B =  . 

Los sucesos no son incompatibles. 

 

¿Son A y B sucesos independientes? 

( ) ( ) ( )
3 7 8

¿ ? ¿ · ?
12 12 12

P A B P A P B =  =  

 

Como no son iguales los sucesos A y B no son independientes. 

 

b) Usamos el teorema de Bayes y la fórmula de la probabilidad de la unión de dos sucesos. 
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( )

( )

( )

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

11
4/

44
7 7

7 7
12 8

8 8

7 7 7 7 7
4 3

12 8 8 12 24

7 / 24 7 7 7
4

3 72 72 18

P A C
P A C P CP A C

P C

P C P A C
P A C P A P C P A C

P A C P A C P A C

P A C P C

 
=  = =   

    
+ −  =   = + −  =   

 +  −  =   = − = 

  = =  = =
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OPCIÓN B 
 

B.1. Calificación máxima: 2.5 puntos. 

Se considera la matriz 

1 0

1 1 2

1 2

a

A a

a

 
 

= − + − 
 
 

 

a) (2 puntos) Discútase, según el valor del parámetro a , el sistema de ecuaciones 

3

2

1

x

A y a

z

   
   

=   
   
   

 

b) (0.5 puntos) Resuelva ese sistema para el caso 
1

2
a = − . 

a) El sistema dado tiene asociado la matriz de coeficientes 

1 0

1 1 2

1 2

a

A a

a

 
 

= − + − 
 
 

 

 y la matriz ampliada 

1 0 3

/ 1 1 2 2

1 2 1

a

A B a a

a

 
 

= − + − 
 
 

. 

Averiguamos cuando se anula el determinante de la matriz de coeficientes A. 

( )

1 0

1 1 2 2 1 2

1 2

a

A a a a

a

= − + − = + − 0 0 2+ − +

( )

2 2 2 2

2

2 2 2 2 4 2

0

0 4 2 0 2 2 1 0 1
2 1 0 2 1

2

a a a a a a

a

A a a a a
a a a

+ = + + = +

 =


=  + =  + =   −
+ = → = − → =



 

 

Analizamos tres casos por separado. 

CASO 1. 
1

0
2

a y a
−

   

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3. El rango de la ampliada A/B 

también es 3, así como el número de incógnitas. El sistema tiene solución única. 

 

CASO 2. 0a =  

Para 0a =  las matrices quedan 

0 1 0

1 1 2

1 0 2

A

 
 

= − − 
 
 

 y 

0 1 0 3

/ 1 1 2 0

1 0 2 1

A B

 
 

= − − 
 
 

. 

La matriz A no tiene rango 3 pues su determinante vale cero. 

La matriz A tiene rango 2 pues al considerar el menor de orden 2 que resulta de eliminar la 

3ª fila y la 3ª columna tiene determinante no nulo →
0 1

0 1 1 0
1 1

= + = 
−

 

http://www.ebaumatematicas.com/


PAU 2024 Mayores de 25 años (UCM) Matemáticas II en Madrid        Juan Antonio Martínez García 

12 de 19   www.ebaumatematicas.com  

El menor de orden 3 que resulta de quitar la 1ª columna (proporcional a la 3ª) tiene 

determinante distinto de 0 → 

1 0 3

1 2 0 2 6 4 0

0 2 1

− = − + =  . El rango de A/B es 3. 

 

El rango de A/B (3) es distinto al rango de A (2). El sistema no tiene solución. 

 

CASO 3. 
1

2
a

−
=  

Para 1a =  las matrices quedan 

1/ 2 1 0

1 1/ 2 2

1 1/ 2 2

A

− 
 

= − − 
 − 

 y 

1/ 2 1 0 3

/ 1 1/ 2 2 1

1 1/ 2 2 1

A B

− 
 

= − − − 
 − 

. 

La matriz A no tiene rango 3 pues su determinante vale 0. 

La matriz A tiene rango 2 pues si consideramos el menor de orden 2 que resulta de eliminar 

la 3ª fila y la 3ª columna tiene determinante no nulo →
1/ 2 1 1 3

1 0
1 1/ 2 4 4

− −
= + = 

−
 

Observamos que la 3ª fila es proporcional a la 2ª fila. El rango de A/B es 2 

Como rango de A (2) es igual al rango de A/B (2), pero menor que el número de incógnitas 

(3) el sistema tiene infinitas soluciones. 
 

b) Lo resolvemos para 
1

2
a = − . Sabemos, por lo visto en el primer apartado que el sistema tiene 

infinitas soluciones. 

El sistema queda 

1
3

21/ 2 1 0 3 2 6
1

1 1/ 2 2 1 2 1 2 4 2
2

1 1/ 2 2 1 2 4 2
1

2 1
2

x y

x x y

y x y z x y z

z x y z

x y z


− + = 

− − + =     
     

− − = −  − + − = −  − + − = −     
     − − + =     

− + = 


.  

 

( )

( )

2 6 2 6
2 2 6 4 2

2 4 2 2 4 2
2 2 6 4 2

2 4 2 2 4 2

4 12 4 2 3 4 14
3 4 14

4 12 4 2 3 4 14

6 2
14 3

4 14 3
4 4

3.5 0.75

x y y x
y y z

x y z x y z
y y z

x y z x y z

y y z y z
y z

y y z y z

x

z y z y y

z







− + = − = 
− − + − = −   

− + − = −  − + − = −    
− − + =   − + = − + = 

− + + − = − − − = − 
   + =  

− − + = + = 

= − +

 = −  = −  =

= −

; 








 

 

Las soluciones son 

6 2

;

3.5 0.75

x

y

z



 



= − +


= 
 = −

.  
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B.2. Calificación máxima: 2.5 puntos. 

Se considera la función definida en su dominio ( )
2

3

2

, 0
2

, 0
2

x
x

x
f x

x
x

x


 −

= 
 
 +

 

a) (1 punto) Determine el dominio de la función, así como su continuidad y diferenciabilidad. 

b) (0,75 puntos) Determine las asíntotas verticales, horizontales u oblicuas de la función. 

c) (0,75 puntos) Calcule el área que determina la función con el eje 𝑋 en el intervalo [-1,0]. 
 

a) El denominador de la función se anula para 2x = − . El dominio de la función es  2− − . 

Estudiamos la continuidad de la función en cada intervalo de definición. 

La función en el intervalo ( ),0−  es ( ) 2 2

x
f x

x
=

−
 que es una función fraccionaria cuyo 

denominador se anula para 2x = − . Es continua en ( ) ( ), 2 2,0− −  − . 

La función en el intervalo ( )0,+  es ( )
3

2 2

x
f x

x
=

+
 que es una función fraccionaria cuyo 

denominador no se anula. La función es continua en ( )0,+ . 

Estudiamos la continuidad en 0x = . 

• Existe ( )
3

2

0
0 0

0 2
f = =

+
 

• Existe ( ) 2 2
0 0

0
lim lim 0

2 0 2x x

x
f x

x− −→ →
= = =

− −
 

• Existe ( )
3 3

2 2
0 0

0
lim lim 0

2 0 2x x

x
f x

x+ +→ →
= = =

+ +
 

• Los tres valores son iguales: ( ) ( ) ( )
0 0

0 lim lim 1
x x

f f x f x
− +→ →

= = =  

La función es continua en 0x = . 

La función es continua en  2− − . 

 

Estudiamos la derivabilidad. 

La función en el intervalo ( ),0−  es ( ) 2 2

x
f x

x
=

−
, su derivada es: 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 2 2

2 2 2
2 2 2

1· 2 2 2 2 2
´

2 2 2

x x x x x x
f x

x x x

− − − − − −
= = =

− − −
. 

 

La función en el intervalo ( )0,+  es ( )
3

2 2

x
f x

x
=

+
. Es derivable y su derivada es: 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 3 4 2 4 4 2

2 2 2
2 2 2

3 2 2 3 6 2 6
´

2 2 2

x x x x x x x x x
f x

x x x

+ − + − +
= = =

+ + +
 

 

Estudiamos si es derivable en 0x =  comprobando si sus derivadas laterales son iguales: 
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( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

2

2
20 0

4 2

2
20 0

2 1
´ 0 lim ´ lim

22
´ 0 ´ 0

6
´

1
0

´ 0 li im
2

m l 0
2

x x

x x

x
f f x

x
f f

x x
f f x

x

− −

+ +

−

→ →

− +

+

→ →

− − −
= = = 

− 
 = =

+ = = =


+


−
 . 

Al tener valores distintos las derivadas laterales en 0x =  la función no es derivable en 0x =  

 

Resumiendo: La función es continua en  2− −  y derivable en  0, 2− − . 

 

b) Asíntota vertical. x a=  

¿ 2x = −  es asíntota vertical? 

( ) 2
2 2

2
lim lim

2 2 2x x

x
f x

x→− →−

−
= = = 

− −
 

2x = −  es asíntota vertical 

 

Asíntota horizontal. y b=  

  

( )

( )

3 3

2 2

2 2

lim lim lim lim
2

1 1
lim lim lim lim 0

2

x x x x

x x x x

x x
b f x x

x x

x x
b f x

x x x

→+ →+ →+ →+

→− →− →− →−

= = = = = +
+

= = = = = =
− −

 

 

Cuando x  tiende a +  la función no tiene asíntota horizontal. 

Cuando x  tiende a −  la función tiene como asíntota horizontal 0y = . 

 

Asíntota oblicua. y mx n= +  

Cuando x  tiende a −  la función tiene asíntota horizontal y no tiene oblicua. 

Cuando x  tiende a +  estudiamos si tiene asíntota oblicua. 

( )

( )( )

3

3 32

3 3

3 3 3

2 2 2 2

2lim lim lim lim lim 1 1
2

2 2 2
lim lim lim lim lim

2 2 2

2 2
lim 0

x x x x x

x x x x x

x

x
f x x xxm

x x x x x

x x x x x x
n f x mx x

x x x x

x

→+ →+ →+ →+ →+

→+ →+ →+ →+ →+

→+

+= = = = = =
+

  − − − −
= − = − = = = 

+ + + 

− −
= = =

+

 

La función tiene una asíntota oblicua cuando x  tiende a +∞: y x= . 

 

c) En el intervalo [-1,0] la función es ( ) 2 2

x
f x

x
=

−
. Averiguamos si la función corta el eje OX. 

 

( ) 2
0 0

2

x
f x x

x
= =  =

−
 

 

Para el cálculo del área de la región comprendida entre la función y el eje OX en el intervalo  

[-1,0] calculamos la integral definida de la función entre –1 y 0. 
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( )

( )

00 0
0

2

2 21
1 1 1

22 2

1 2 1
ln 2

2 2 2 2

1 1 1 1 1
ln 0 2 ln 1 2 ln 2 ln1 ln 2 0.34

2 2 2 2 2

x x
f x dx dx dx x

x x

u

−
− − −

 
= = = − = − −  

= − − − − = − =

 
 
 

 

 

El área de la región que determina la función con el eje 𝑋 en el intervalo [-1,0] tiene un valor 

de 
1

ln 2 0.34
2

 unidades cuadradas. 
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B.3. Calificación máxima: 2.5 puntos. 

Se consideran en el espacio los puntos 𝐴(1,2,0) y 𝐵(−2,2,4) así como la recta 𝑟:(𝜆 ,𝜆 ,1+𝜆). 

a) (0,75 puntos) Determine la posición relativa de la recta 𝑟 con la recta que pasa por 𝐴 y 𝐵. 

b) (0,75 puntos) Determine si hay algún punto 𝐶 de la recta 𝑟 que forme junto con 𝐴 y 𝐵 un triángulo 

equilátero. 

c) (1 punto) Determine la ecuación de una recta 𝑠 que corte perpendicularmente a 𝑟 y que pase por 𝐴. 
 

a) Determinamos la ecuación de la recta t que pasa por A y B. 

 

( )

( )

( )

( ) ( ) ( ),

1 3

: 2
3,02 ,4

4

1,2,01,2,0

2,2,4 2,4 1,2,0t

x
A tA t

t y
B t v AB

z





= −
    

  =  
 = = − = −  −  =

−


 

 

El vector director de la recta :

1

x

r z

z







=


=
 = +

 es ( )1,1,1ru =  y el de la recta t es ( )3,0,4tv = − . 

Estos vectores no tienen coordenadas proporcionales, por lo que las rectas no son paralelas ni 

coincidentes. Las rectas se cortan o cruzan. 

 

( )

( )

3,0,4 3 0 4

1 1 11,1,1

t

r

v

u

= − −
  

= 

 

 

Averiguamos el valor nulo o no del producto mixto , ,t r rv u AP 
 

. 

 

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

3,0,4 3 0 4

1,1,1 , , 1 1 1 3 0 8 4 0 6 13 0

0,0,1
: 0,0,1 0,0,1 1,2,0 1, 2,1

1,2,0
1

2 1 2 11, ,1

r

t

r t r r

r

r

r

x
P

r z AP

v

u v u AP

A

P

z

P

A







=

= − −


 =  = = − + − + − − = −  





=
 

=  − = −

 − −= 

− 
 = +

− −

 

 

Al ser distinto de cero el producto mixto sabemos que las rectas se cruzan. 

 

b) Un punto C de la recta :

1

x

r z

z







=


=
 = +

 tiene coordenadas ( ), ,1C   + . 

Para que el triángulo ABC sea equilátero deben tener todos los lados del triángulo la misma 

longitud: AB AC BC= = . 
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( )

( )
( ) ( ) ( )

( )

( )
( ) ( ) ( )

( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 22 2

3,0,4

, ,1 1, 2,1
, ,1

, ,1
, ,

1, 2,0
2,2,4 1,2,0

2,2

2
1 2, 2

1

,4

1,2,0
1,2,0

2,2,4
,2,4

, 3

3 0 4 1 2

A
AB

B

A
AC

C

C
BC

B

AB AC BC

     
  

  
     

   

−
−

−
−

+


 = − = −




 = + − = − − +

+ 

+ 
 = + − = + − −



= = 

 − + + = − + − + + = ( ) ( ) ( )
2 2 2

2

2 2 3

5 1 2

 

 

+ − + − 

= + −


2 24 4 1 2   + + − + + +

25 4 4 = + + 2 4 4 + + −

( ) ( )( )

( ) ( )( )

2

22

2

2
2

2 2

2

5 3 4 6

5 3 6 179 6

4 4 4 3 19 4 244
0 3 4 19

25 3 4 6 6 6

25 3 6 17 6 6 4 3 8 6 132
0 3 6 8

6 6

4 244 2 61

4 244 6 3

6 4 244 2 61

6 3

6 132

6 132 6

6

 

  

  
 

 
  





  = − + 
  

= − + + + − 

  − − −  = − − → = =
 = − + 

   
= − +   − − − 

= − − → = =


 + +
=

 
= = 

− −
=




+
=


= =

3 33

3

6 132 3 33

6 3









 +
 

 
− − 

= 

 

 

No existe ningún valor de   que haga cumplir las dos igualdades, por lo que no existe ningún 

punto C de la recta r que haga que el triángulo ABC sea equilátero. 
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c) Hallamos el plano perpendicular a la recta r que pasa por A. Este plano tiene como vector normal 

el vector director de la recta. 

 

( )

( ) ( )

: 01,1,1
1 2 0 0 3 : 3

1
0

1,2,0,2,0

r
x y z Dn u

D D x y z
AA






 + + + == =  
  + + + =  = −  + + − = 

 

 

 

Hallamos el punto Q de corte de la recta r y el plano. 
 

: 3 0

1 3 0 3 2 0

3

:

1

1

3 2

2

3

2 2 2 2 5
, ,

3 3 3 3 3

2 5

3

x

r z

z

x

y Q

z

x y z









  



=


=
 = +


=


  

=   
 


=

+ + − = 


 + + + − =  − =  = 

+









=

=



 

 

La recta s que buscamos es la recta que pasa por los puntos A y Q. 
 

( )

( ) ( )

( )

2 2 5 2 2 5 1 4

0

5
, , , , , ,

3 3 3 3 3 3 3
1,2,0 3· 1,4, 5

1,2,0 1,2,

1

: 2 4 ;

5

3 3
sQ s QA w QA

x

s y

A s A

z

s



 



      
 = = → = = −      

       
 


−
−

  

= +


 = + 
 = −

 

 

La ecuación de la recta 𝑠 que corte perpendicularmente a 𝑟 y que pasa por 𝐴 es  

1

: 2 4 ;

5

x

s y

z



 



= +


= + 
 = −

.  
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B.4. Calificación máxima: 2.5 puntos. 

Una nueva máquina hiladora fabrica madejas de lana. La longitud de la lana desenrollada de una madeja 

se distribuye como una normal de media 200m y desviación típica de 5m. 

a) (1,25 puntos) Calcule la probabilidad de que la lana desenrollada de una madeja extraída al azar 

esté entre 196m y 202m. 

b) (1,25 puntos) Una madeja se considera inadmisible si la longitud de su lana es inferior a 195m. 

Calcule la probabilidad de que entre 10 madejas extraídas al azar haya 2 o más madejas 

inadmisibles. 

 

Llamamos X = La longitud de la lana desenrollada de una madeja. X = N(200,5) 

 

a) Nos piden calcular ( )196 202P X  . 

 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )  

196 200 202 200
196 202

5 5

0.8 0.4 0.4 0.8 0.4 0.8

Miramos en la
0.4 1 0.8 0.6554 1 0.7881 0.4435

tabla N(0,1)

Tipificamos

P X P ZX
Z

P Z P Z P Z P Z P Z

P Z P Z





 
− −   

  = =   =−   
=   

 

= −   =  −  − =  −  =

 
=  − −  = = − − =    

 

 

 

b) Calculamos la probabilidad de que una madeja sea inadmisible, es decir ( )195P X  . 

 

( ) ( ) ( ) ( )
195 200

195 1 1 1 1
5

Miramos en la
1 0.8413 0.1587

tabla N(0,1)

Tipificamos

P X P Z P Z P Z P ZX
Z





 
−   

 = =  =  − =  = −  =−   
=   

 

 
= = − = 
 

 

 

Consideramos la variable binomial Y = Número de madejas inadmisibles de un grupo de 10. 

Sabemos que n = 10 y p = 0.1587. Y = B(10, 0.1587). 

Nos piden calcular ( )2P Y  . Lo calculamos. 

 

( ) ( ) ( ) 0 10 1 9

10 9

10 10
2 1 0 1 1 0.1587 ·0.8413 0.1587 ·0.8413

0 1

1 0.8413 10·0.1587·0.8413 0.4873

P Y P Y P Y
    

 = − = + = = − + =       
    

 = − + 

 

 

La probabilidad de que entre 10 madejas extraídas al azar haya 2 o más madejas inadmisibles 

tiene un valor aproximado de 0.4873. 
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