PAU 2024 Mayores 25 afios Matemdticas en Navarra Juan Antonio Martinez Garcia

Pruebas de Acceso a la Universidad. Mayores de 25 afos

Unibertsitatean sartzeko probak 25 hurtes gorakoentzat u p n a
Universidad Piblica ce Navarra

CURSO / IKASTURTEA: 2023-2024 Natarreak nietsits Puolios

ASIGNATURA/ IRAKASGAIA: Matematicas/ Matematika

Responde a dos opciones de las cuatro que se presentan.

Opcion A
Al) Dadas las matrices
2 -1 0 0 -1 1
A=l1 -2 -1|yB=|2 2 5
4 0 O 0 -2 3
calcula el determinante de AB. (5 puntos)

A2) Calcula el area de la region del plano encerrada por las graficas de las curvas f (x) =1-x*y
g(x)=x*-1.

(5 puntos)
Opcion B
B1) Halla la ecuacion del plano que pasa por el punto P = (1,1,0) y contiene a la recta
x-1 y+1 z-3
2 1 2
(5 puntos)

B2) Calcula el maximo relativo, el minimo relativo y el punto de inflexion de la curva f (x) =x*-3x.
(5 puntos)

1de 12 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU 2024 Mayores 25 afios Matemdticas en Navarra

Juan Antonio Martinez Garcia

Opcién C

C1) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro a 'y resuélvelo en los

casos en que es compatible:
X—y+2=2
2X+ay+z=>5
—(a+2)y+az=2

C2) Calcula los siguientes limites:
_ x’senx
lim—
x=0 X* 45X

-7
_ (n+5Y
lim| —
n—oo n

Opcion D
DI) Halla el punto de la recta

x-1 y-1 z-3
2 -1 2
que equidista de los puntos P=(3,1,1) y Q=(1,-11)

D2) Calcula la derivada de cada una de las funciones siguientes:

_ cos(x2 —1)

_ In(x+3)
sen(x—1)

(5 puntos)

(5 puntos)

(5 puntos)

(5 puntos)
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SOLUCIONES
Opcion A
Al) Dadas las matrices
2 -1 0 0 -1 1
A=l1 -2 -1|yB=|2 2 5
4 0 O 0 -2 3
calcula el determinante de AB. (5 puntos)

Obtenemos la expresion de la matriz AB.

2 -1 00 -1 1 0-2+0 —-2-2+0 2-5+0 -2 -4 -3
AB=|1 -2 -1(|l2 2 5(=/0-4+0 -1-4+2 1-10-3|=|-4 -3 -12
4 0 0){0 -2 3 0+0+0 -4+0+0 4+0+0 0O -4 4

Calculamos el valor del determinante de la matriz AB.

2 -4 -3
|AB|=|-4 -3 —12|=24+0-48-0-64+96=8
0 -4 4
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A2) Calcula el &rea de la region del plano encerrada por las graficas de las curvas f (x) =1-x*y

g(x)=x*-1.
(5 puntos)

Hallamos los puntos de corte de ambas curvas.

f(x)=g(x)=>1-x*=x"-1=0=2x"-2= X2 —1=0=>x*=1=x=1=+1

En el intervalo [-1,1] tomamos x =0 y se cumple = f(0)>g(0). Eneste
intervalo se cumple que f(x)>g(x).

El area de la region del plano encerrada por las gréficas de las curvas f (x) y g(x) es el valor de la
integral definida de -1 a1 de f(x)—g(x).

f(x)—g(x):l—x2—(xz—l):—2x2+2

1

Area=| f de= [ -2x +2dx=| 2 sox| =
rea=[, F(x)-g(x)dx=[ -2 rade=) =% x| =

-3 . - 3
_ -2-1 +21 |- 2( 1) +2(_1) :_2+2_§+2: §z2.667 u?

A

g(x)= -1
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Opcion B
B1) Halla la ecuacion del plano que pasa por el punto P = (1,1,0) y contiene a la recta
x-1 y+1 z-3
2 -1 2

(5 puntos)

Hallamos un punto y un vector director de la recta.

x-1 y+1 z-3 B(1,-1,3) e recta
= = =<
2 -1 2 v=(2,-12)

El plano que pasa por el punto P =(1,1,0) y contiene a la recta tiene como vectores directores el

vector director de la recta v y el vector que une el punto P con cualquier punto de la recta PB.

P(l,l,O)en’ x-1 y-1 z
PB=(1-13)-(110)=(0,-23)}=>z:| 0 -2 3=0=
v=(2,-12) 2 -1 2

= —4(x-1)+6(y-1)+0+4z-0+3(x-1)=0=

= —4X+4+6y-6+4z+3x-3=0=-X+6y+4z-5=0=|7:x-6y—-4x+5=0
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B2) Calcula el mé&ximo relativo, el minimo relativo y el punto de inflexion de la curva f (x) =x*-3x.
(5 puntos)

Utilizamos la derivada para hallar los puntos criticos de la funcién.

f7(x)=3x*-3
f(x)=0

Sustituimos estos valores en la segunda derivada y vemos si son maximos o minimos.

}:3x2—3=0:>x2—1=0:>x2=1:> X=+1=+1

f7(-1)=6(-1)=-6 <0 — Esmaximo
f'(x)=3x"-3= f"(x)=6x= ( )=6(-1) ) _) _
f”(1)=6-1=6>0— Esminimo

3

Como f(-1)=(-1)
(-1,2) y el minimo relativo es (1,-2).
Para obtener el punto de inflexion utilizamos la segunda derivada.

-3(-1)=2vy f(1)=1°-3-1=-2 el maximo relativo tiene coordenadas

f(x)=6x
f7(x)=0

}:» =0
Comprobamos si la derivada tercera es no nula en este valor.
f(x)=6=f"(2)=6+0

La funcion presenta un punto de inflexion en x = 0. Como f (0) =0°—-3-0=0 el punto de inflexion

tiene coordenadas (0,0).

Maximo relativo

e (%) = o3y

Punto de inflexion x

Minimo relativo

6de 12 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU 2024 Mayores 25 afios Matemdticas en Navarra Juan Antonio Martinez Garcia

Opcién C
C1) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro a y resuélvelo en
los casos en que es compatible:

X—y+2=2
2X+ay+z=5
—(a+2)y+az=2

(5 puntos)
1 -1 1
Este sistema tiene asociadas la matriz de coeficientes A=| 2 a 1 | y la matriz ampliada
0 -a-2 a
1 -1 12
A/B=|2 a 15
0 -a-2 a?2
Estudiamos cuando se anula el determinante de A.
1 -1 1
Al=]2 a 1j=a’+0+2(-a-2)-0+2a+a+2=a’-2d -4+ 28 +a+2=a’+a-2
0 -a-2 a
-1+3
, ~1£ 1 -4(-2) _1+3 2 =l=a
|A=0=a’+a-2=0=a= = =
2 2 -1-3
_— —2:
2

Analizamos por separado tres situaciones diferentes.

CASO1l. a#1lya=#-2
En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el rango de A/B y el
namero de incognitas. El sistema es compatible determinado (una Unica solucion).

Lo resolvemos.

X—y+2=2 X=Yy-7+2 2(y-2+2)+ay+7-5
2x+ay+z=5 ={2x+ay+z=5 = , =
—(a+2)y+az=2 -{a+2)y+a222 —{a+ )y+az_

{2y—22+4+ay+z=5 {(a+2)y—z:l—>(a+2)y:z+1
=

- —(a+2)y+az=2 —-(a+2)y+az=2

=>—(z+l)+az=2=>-z-1+az=2=(a-1)z=3={a-1=0}

_3+a-1 _a+?2

:z:% :>(a+2)y=i+1:>(a+2)y_ ] :>(a+2)y_az>

a-1 a-—
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a+2 1 1 3 1-3+2a-2 2a-4
=|Y= = > X=—-—+2= =
(a-1)(a+2) a-1 a-1 a-1 a—1 a—1
Para a=1y a=—-2 lasolucion del sistema es x=2a_4,y: ! , 2= 3 :
a-1 a-1 a-1

CASO 2. a=1
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3. Estudiamos su rango y el de la

ampliada usando el método de Gauss.

Fila22 — 2 - Fila1?

= :>_22_2_4 =0 3 -1 1|=>
0O 31 2 0O 3 1 2

0 3 -1 1 — NuevaFila2?

Fila 32 +Fila 28 —aB
0 a1 9 1 -1 1 2
0 03 11 —~lo0 3 -11
0 0 0 3- NuevaFilaz| |2 ° 03

A
El rango de A es 2 y el rango de A/B es 3. Los rangos son distintos y el sistema es incompatible.

CASO 3. a=-2
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3. Estudiamos su rango y el de la

ampliada usando el método de Gauss.

Fila2® — 2 - Fila 1?

AlB ; _; 1 2 S
S1c T 12 2 2 -4
0 0 22

0 0 -1 1 — NuevaFila2?2

Fila3® — 2 - Fila 22 —AE

1 -1 12 00 -2 2 1 -1 12
:>00—11:>002_2 =0 0 -11
° 0 22 1070 0 0-Newriaz| (2% 0°

A

El rango de A es 2 y el rango de A/B también es 2, son iguales pero menores que el nimero de
incdgnitas (3). El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

Lo resolvemos a partir del sistema equivalente obtenido con el método de Gauss.
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1 -1 12 ) X—y+7=2
X—y+2z= - =
A/B=|0 0 -11|= y }3 }jx—y—1:23
-z=1 z=-1
0 0 0O
X=3+41
=>xXx=3+y=>y=4 ;1R
z=-1
X=3+A1
Para a=-2 las soluciones del sistemason sy=4 ;AeR.
z=-1
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C2) Calcula los siguientes limites:
_ x%senx
lim—
x>0 X* 45X

-7
 (n+5Y
lim| ——
n—oo n

(5 puntos)
Calculamos el primer limite.
2 2 2
x“senx 0°sen0 O i . 2XSenx+ X cos X
3 =— = — = Indeterminacion (L "Hépital) = lim > =
-0 x*+5x 0°+5-0 O X0 3X°+5
_2-0-sen0+020030_0_@
3.0°+5 5
Calculamos el segundo limite.
n-7
n+5Y)" n 5\ 5\ 1
Iim(—j = im(—+—j =Iim(1+—j =lim|1+— =
n—o0 n n—wo\ N n n—o0 n n—o0 n
5
_ _5n-35
e Jh
) 1 . lim 2N=35 tim 2135 lims—>> 532 .
=lim| 1+— =lim| |1+ =g " =g " =g "=g ”=¢

N—o0

1
nN—oo E
5

(&2l =]
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Opcién D

DI) Halla el punto de la recta
x-1 y-1 z-3
2 -1 2
que equidista de los puntos P=(3,1,1) y Q=(1,-11) (5 puntos)

Obtenemos las ecuaciones paramétricas de la recta.

r:X; :y_l :Z; :{r_ T srily=1-2
A(LL3)er 3404

Las coordenadas de un punto cualquiera de la recta es B(1+ 24,1- 1,3+ 2/1) :

Para que el punto B de la recta r equidiste de los puntos P y Q debe ser‘@‘ = ‘@‘ :

P(3.11)

Q(L-11)
B(1+22,1-1,3+24

PB=(1+22,1-4,3+24)~(311)=(22-2,-,2+22)
=
) QB =(1+24,1- 4,3+22)—(L,-11) = (24,2 2,2+ 24)

[PB|=|QB| = \(22-2)" +(~2) +(2+24)" =\(24) +(2-2) +(2+22) =

= (24-2) +(-2) + (2+27) =(24) +(2-2) + (2 =
:M+)(—8/1+\/&:M+>(+\/t{—4/1:>

=0=41=1=0=|B(113)

El punto B de la recta que equidista de los puntos P y Q es B(1,1,3).

11de 12 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU 2024 Mayores 25 afios Matemdticas en Navarra Juan Antonio Martinez Garcia

D2) Calcula la derivada de cada una de las funciones siguientes:
y= cos(xz—l)
_ In(x+3)
- sen(x-1)
(5 puntos)
Para el célculo de la primera derivada aplicamos la regla de la cadena.
y'= e -(—sen (x? —1)) 2% = —2xsen (x* —1)e°°5(xz_l)
Para el célculo de la segunda derivada aplicamos la regla de derivacion de un cociente.
1
,_X—Hsen(x—l)—cos(x—l)In(x+3)_ sen(x—1) cos(x-1)In(x+3)
y= sen’(x—1) _(x+3)sen2(x—1) sen’(x—1) -
1 cos(x—1)In(x+3)

(x+3)sen(x—1) sen’(x—1)
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