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T UNIVERSIDAD COMPLUTENSE DE MADRID
SomR PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD
) - s PARA LOS MAYORES DE 25 AROS
2 ARO 2023
| MATERIA: MATEMATICAS APLICADAS A LAS CIENCIAS SOCIALES I

INSTRUCCIONES GENERALES Y VALORACION
INSTRUCCIONES: El alumno deberé elegir una de las dos opciones A o B que figuran en el presente examen
y contestar razonadamente a los cuatro ejercicios de que consta la opcion elegida. Para la realizacion de esta
prueba puede utilizarse calculadora cientifica, siempre que no disponga de capacidad de representacion
grafica o de calculo simbdlico.
PUNTUACION: La puntuacion maxima de cada ejercicio se indica en el encabezamiento del mismo.
TIEMPO: 1 Hora y 30 minutos

OPCION A
Ejercicio 1. (3 puntos)
Dado el sistema de ecuaciones.
3X+y+2z=1
X+my—-z=2.
X+y+z=1

a) Estudiese la compatibilidad del sistema en funcion de los valores de m.
b) Resuélvase el sistema para m = 1/3.
) Resuélvase el sistema param = 1.

Ejercicio 2. (2,5 puntos) El incremento en beneficio de una empresa segun la inversion en publicidad
(en miles de euros) viene representada por la funcion f (x)=—x’+6x, conx<[0,6].

a) Indiquese de qué tipo de funcion se trata, y represéntese graficamente.
b) Obténganse los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion.
c) ¢Qué inversion proporciona el maximo beneficio? ;Cudl es ese beneficio?

Ejercicio 3. (2 puntos) Sea el experimento aleatorio consistente en extraer dos bolas al azar
(secuencialmente y sin reemplazamiento) de una urna que contiene 4 bolas blancas y 5 bolas rojas.
a) ldentifiquese el espacio muestral.

b) Calculese la probabilidad de que se obtengan dos bolas rojas.
c) Calculese la probabilidad de que se extraiga al menos una bola blanca.
d) Calculese la probabilidad de extraer dos bolas del mismo color.

Ejercicio 4. (2,5 puntos) El peso de las sandias de una determinada cosecha se puede aproximar por una
variable aleatoria con distribucion normal de media 11 Kg. y desviacion tipica 2 Kg.

a) Calculese la probabilidad de que una sandia tomada al azar de entre las cosechadas pese mas de 14 Kg.
b) Si se toma una muestra aleatoria simple de 100 sandias, calculese la probabilidad de que la media
muestral sea inferior a 10.5 Kg.
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OPCION B

Ejercicio 1. (2,5 puntos) Se quieren determinar dos medidas a, b > 0 tales que dos veces la primera
mas tres veces la segunda no supere las 12 unidades, y dos veces la primera mas la segunda no supere
las 8 unidades. ;Qué valores se deben escoger para que la suma de las dos medidas sea maxima?
Represéntese graficamente el problema y obténgase la solucién 6ptima.

Ejercicio 2. (3 puntos)

g : 5X° +2

a) Sea la funcién real de variable real f (x)= 7
X

b) Un capital produce intereses durante 8 afios al 6% de interés compuesto. El capital al cabo de estos

8 afos es de 3187,7 euros. (Cudl era el capital inicial?

. Determinese el dominio de f(x) y de f "(x).

Ejercicio 3. (2 puntos)

En una determinada poblacion, el 85% de las personas de al menos 45 afios son diestras, el 10% son
zurdas y el 5% son ambidiestras. Entre los menores de 45 afios el 75% son diestras, el 15% son zurdas
y el 10% son ambidiestras. Un 60% de las personas en esta poblacion tienen al menos 45 afios.

a) Si se elige al azar una persona de esa poblacion, ¢Cual es la probabilidad de que sea zurda?

b) Si se elige al azar una persona y es ambidiestra, ¢Cual es la probabilidad de que tenga menos de 45
afios?

Ejercicio 4. (2,5 puntos)

En un instituto se desea estudiar la relacion entre las notas de Matematicas (X) y Economia (Y) de los
alumnos de segundo de bachillerato. Se han realizado 14 observaciones, y se han obtenido los
siguientes datos:

14 14 14 14 14
N=14.>"x =72, >y, =805 > x*=4225 > y?=503.752, > Xy, =4495
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

a) Obtengase el coeficiente de correlacion lineal entre X e Y.

b) Determinese la recta de regresion para predecir la nota en Economia (Y) con respecto a la nota en
Matematicas (X).

c) Estimese la nota en Economia de un estudiante que ha obtenido un 7 en Matematicas.
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SOLUCIONES
OPCION A

Ejercicio 1. (3 puntos)
Dado el sistema de ecuaciones.

3X+y+2z=1

X+my—-z=2.

X+y+z=1
a) Estudiese la compatibilidad del sistema en funcion de los valores de m.
b) Resuélvase el sistema para m = 1/3.
c) Resuélvase el sistema param = 1.

3 1 2
a) La matriz de coeficientes A asociada al sistemaes A=|{1 m -1|y la matrizampliada es
31 1
31 21
A/B={1 m -1 2].
31 11
3 1 2
El determinante de Aes [A=[1 m -1=3m-Z+2-6m-1+ 2 =-3m+1.
31 1

Veamos cuando se anula.

|Al=0=-3m+1=0=1=3m=|m=

Analizamos dos situaciones diferentes.

CASO 1. m;t%

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, asi como el de la matriz
ampliada y el nimero de incdgnitas. El sistema es COMPATIBLE DETERMINADO
(tiene una Unica solucién).

CASO 2. m =%

En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
Estudiamos el rango de A y A/B usando el método de Gauss.

3-Fila22-Fila1?

A/B :131/13 21; 31 =30
= - ~1.3 -1 -2 -1
3 1 1 1

0 0 -5 5 —> NuevaFila?2?
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Fila32—Filal?

s 1 1 1 31 2 1
3 1 2 1 =0 0 -5 5|
0 0 -1 0 —>NuevaFila3? 00 -0
5Fila3?—Fila2? — MB
00 5 0 31 2 1
= 00 5 -5 =0 0 -5 5
0 0 0 5. NuevaFilaze| |22 O =

A

El rango de A es 2 y el de A/B es 3. Los rangos son distintos.
El sistema es INCOMPATIBLE (sin solucion).

b) Para m = 1/3 el sistema es incompatible. No existe solucion del sistema.
c) Lo resolvemos para m = 1. Sabemos que es compatible determinado (CASO 1).

3X+y+2z=1 3X+y+2z=1

X+y—2=2 ;=>y=2-X+7 ;>

3X+2—-x+2+2z=1 2X+3z=-1
= =
X+2-x+z+z=1 2X+22=-1

X+y+z=1 X+y+z=1
2X+3z=-1
= = -1-27+37=-1=37=0=[z=0]=
2x=-1-2z2
=2x=-1-2-0=-1= X=_—1 :>y:2—_—1+0:> y:E
2 2 2

La solucion del sistema param =1 es x:?; y:g, z=0.
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Ejercicio 2. (2,5 puntos) El incremento en beneficio de una empresa segun la inversién en
publicidad (en miles de euros) viene representada por la funcion f (x)=-x*+6x, conxe[0,6].
a) Indiquese de qué tipo de funcidn se trata, y represéntese graficamente.

b) Obténganse los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion.
c) ¢Qué inversidn proporciona el maximo beneficio? ;Cual es ese beneficio?

a) La funcion es una funcion cuadratica de segundo grado. Como su intervalo de definicién es
[0, 6] su grafica es un trozo de parabola.
Averiguamos su vertice.

b 6

f(x) =% +6x, 0,6]=x=-=—"-=
(x)=—x*+6x, conxe[0,6]= X, 2=

Como f(3)=-3%+6-3=9 el vértice es el punto (3, 9).
Hacemos una tabla de valores y representamos graficamente la funcion.

y =—x° +6X
0
5
9 Vértice
5

0 / \ Sx)=—"+6x

[Mdximo!

E=}

=2}

o O W Of X

\
e

b) A partir de la grafica podemos afirmar que el beneficio crece de 0 a 3y decrece de 3 a 6.
Hallamos los intervalos de crecimiento y decrecimiento usando la derivada de la funcion.

f'(x)=—2x+6

i :—2x+6:0:>2x:6:>x:§:3
f (x):O 2

En x = 3 hay un punto critico, estudiamos el signo de la derivada antes y después de este
valor.
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e Enelintervalo [0,3) tomamos x = 1y la derivada vale f’(1)=-2+6=4>0, la funcién
crece en [0,3).
e Enelintervalo (3,6] tomamos x = 4y la derivada vale f’(4)=-2-4+6=-2<0, la
funcion decrece en (3,6].
La funcion crece en [0,3) y decrece en (3,6].

c) La funcion beneficio tiene un maximo relativo que es maximo absoluto en x = 3.
La inversion que proporciona el maximo beneficio es de 3000 €.
Como el maximo relativo (vértice) tiene coordenadas (3, 9) el beneficio maximo que se
consigue es de 9000 €.
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Ejercicio 3. (2 puntos) Sea el experimento aleatorio consistente en extraer dos bolas al azar
(secuencialmente y sin reemplazamiento) de una urna que contiene 4 bolas blancas y 5 bolas rojas.
a) ldentifiquese el espacio muestral.

b) Calculese la probabilidad de que se obtengan dos bolas rojas.

c) Calculese la probabilidad de que se extraiga al menos una bola blanca.

d) Calculese la probabilidad de extraer dos bolas del mismo color.

a)

b)

d)

Llamamos B1 y B2 a sacar bola blanca en primera y segunda extraccion respectivamente. De
forma anéloga llamamos R1 y R2 a sacar bola roja en primera y segunda extraccion
respectivamente.

El espacio muestral es: E ={B1R2, R1B2,RIR2, B1B2}

Si aplicamos la regla de Laplace la probabilidad de sacar una primera bola roja es 5/9. Esa
primera bola roja extraida se deja fuera de la urna y quedan 4 bolas blancas y 4 negras dentro
de la urna. La probabilidad de sacar una segunda bola roja habiendo dejado fuera de la urna la
primera bola roja sacada es 4/8.

La probabilidad de que se obtengan dos bolas rojas es el producto de las anteriores

probabilidades.

P(RLNR2)=P(RL)P(R2/Rl)=>-- =|>=0.278

oo
o

Calculamos esta probabilidad usando el suceso contrario a C = “extraer al menos una bola
blanca” que es C© = “No extraer ninguna bola blanca” = “Extraer dos bolas rojas”.

5 |13
P(C)=1-P(C®)=1-P(R1NR2)=1-==|—==0.722

Este suceso D = “Extraer dos bolas del mismo color” se produce sacando dos bolas rojas o dos
bolas blancas. La probabilidad del suceso D es la suma de los sucesos RLnR2 y BInB2.

P(D)=P(B1nB2)+P(RlNR2)=

=P(R1)P(R2/R1)+P(R1)P(R2/R1)=

ML 0.444
9

(o[-
ol w
+
oo
0|
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Ejercicio 4. (2,5 puntos) El peso de las sandias de una determinada cosecha se puede aproximar por una
variable aleatoria con distribucion normal de media 11 Kg. y desviacion tipica 2 Kg.

a) Calculese la probabilidad de que una sandia tomada al azar de entre las cosechadas pese mas de 14 Kg.
b) Si se toma una muestra aleatoria simple de 100 sandias, calctlese la probabilidad de que la media
muestral sea inferior a 10.5 Kg.

Consideramos X = El peso de las sandias de una determinada cosecha expresado en kg.
X =N(11, 2)

a) Nos piden calcular P(X >14).

P(X >14) = {Tipificamos} = P(Z > 14—;11): P(z>1)=

Miramos en la
=1- P(Z sl) = =1-0.8413=10.1587
tabla N (0,1)

b) Si X = N(11, 2) la distribucion de la media muestral de las muestras de tamafo 100 es
Xyo =N (11,L]:>m= N (11,0.2).

V100

Nos piden calcular P(f00 <10.5).

10.5-11
0.2

P (X0 <10.5) = {Tipificamos} = P(Z < j: P(Z<-25)=

Miramos en la

=P(Z>25)=1-P(Z<25)= {tabla N(0,1)

} =1-0.9938 =0.0062
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OPCION B

Ejercicio 1. (2,5 puntos) Se quieren determinar dos medidas a, b > 0 tales que dos veces la primera
mas tres veces la segunda no supere las 12 unidades, y dos veces la primera mas la segunda no
supere las 8 unidades. ¢Qué valores se deben escoger para que la suma de las dos medidas sea
maxima? Represéntese graficamente el problema y obténgase la solucién dptima.

Es un problema de programacion lineal.

Las restricciones son:

“Dos veces la primera mas tres veces la segunda no supere las 12 unidades” > 2a+3b<12.
“Dos veces la primera mas la segunda no supere las 8 unidades” > 2a+b<8.

2a+3b <12
Reunimos las restricciones en un sistema de inecuaciones: 2a+b <8
a,b>0
La funcidén a maximizar es f (a,b) =a+b.
Dibujamos las rectas que delimitan la region factible.
2a+3h=12 ¢
2a+b=8 a,b>0 ~ '
al8-2a .
Primer ? 2a+b=8§
0 8 drant
cuadrante
4 0 5 N
N
P, 1 2a+3b=12
! a( ) ™
N
-1
i \

La region factible es la region del primer cuadrante situada por debajo de las rectas azul y roja.
Comprobamos que el punto P(1, 1) perteneciente a esta region cumple las restricciones.
2+3<12
2+1<8 iSe cumplen todas!
1>0,1>0
Coloreamos de rosa la regidn factible e indicamos las coordenadas de sus vértices.
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54 N-2a+b=8

2g+3h —12 =

Valoramos la funcion f (a, b) =a+b en cada vértice en busca de su valor maximo.

e A(0,0)> f(0,0)=0

e B(0,4)> f(0,4)=0+4=4

e C(3,2) > f(32)=3+2=5 jMaximo!
e D(4,0)> f(40)=4+0=4

Para que la suma de las dos medidas sea maxima se deben escogera =3y b = 2.
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Ejercicio 2. (3 puntos)

a) Sea la funcién real de variable real f (x)

5 +2

G

. Determinese el dominio de f(x) y de f "(x).

b) Un capital produce intereses durante 8 afios al 6% de interés compuesto. El capital al cabo de
estos 8 afos es de 3187,7 euros. ;Cual era el capital inicial?

a)

b)

El dominio de la funcion son todos los niumeros reales positivos (debe existir Jx ) menos los
que anulan el denominador.

Dominio f (x) = (0,+w).

Calculamos la derivada de la funcién.

_5*+2 5% 2

f (X) \/; X1/2 + X1/2

:5X271/2 +2X71/2 :5X3/2 +2X71/2

3 -1 15 15 1
£ (x)=52 ¥ | 2(_} wveve _ e g 9 o 1
( ) 2 2 2 2 Vx X

El dominio de la funcion derivada son todos los nimeros reales positivos (debe existir Jx )
menos los que anulan el denominador.
Dominio f’(x) = (0,+w).

Llamamos Co al capital inicial. Aplicamos la férmula del interés compuesto C =C, (1+ i)8 :

31877

06°

=2000€

3187.7=C, (1+0.06)’ = C,

El capital inicial es de 2000 €.
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Ejercicio 3. (2 puntos)

En una determinada poblacion, el 85% de las personas de al menos 45 afios son diestras, el 10% son
zurdas y el 5% son ambidiestras. Entre los menores de 45 afios el 75% son diestras, el 15% son zurdas
y el 10% son ambidiestras. Un 60% de las personas en esta poblacion tienen al menos 45 afios.

a) Si se elige al azar una persona de esa poblacién, ¢Cudl es la probabilidad de que sea zurda?

b) Si se elige al azar una persona y es ambidiestra, ;Cuél es la probabilidad de que tenga menos de 45
afios?

Realizamos un diagrama de arbol.

Diestra
P(D/M) = 0.85

Mayor de 45 afios Zurda
P(M) =0.60 P(z/m)=0.10

Ambidiestra
P(A/M) = 0.05

La edad y diestras
o zurdas

Diestra
P(D/MC) = 0.75

Menor de 45 afios Zurda
P(MC) =0.40 P(z/M€) =0.15
Ambidiestra

P(A/MS) = 0.10

a) Nos piden calcular P(Z) . Aplicamos el teorema de la probabilidad total.

P(Z)=P(M)P(Z/M)+P(M®)P(Z/M®)=

=0.6-0.1+0.4-0.15=

b) Nos piden calcular P(M ¢ /A) . Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de
Bayes.
P(M®NA) P(M®)P(A/M®)

P(M®/A)= P(A)  P(M)P(A/M)+P(M)P(A/ME) "

0401 2 —05714

T 06-005+04-01 |7
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Ejercicio 4. (2,5 puntos)

En un instituto se desea estudiar la relacion entre las notas de Matematicas (X) y Economia (Y) de
los alumnos de segundo de bachillerato. Se han realizado 14 observaciones, y se han obtenido los
siguientes datos:

14 14 14 14 14
nN=14.>"x =72, >y, =805 > x*=4225 > y?=503.752, > Xy, =449.5
i=1 i=1 i=1 i=1

i=1

a) Obténgase el coeficiente de correlacion lineal entre X e Y.

b) Determinese la recta de regresion para predecir la nota en Economia (YY) con respecto a la nota
en Matematicas (X).

c) Estimese la nota en Economia de un estudiante que ha obtenido un 7 en Matematicas.

a) Calculamos las medias, las desviaciones tipicas y la covarianza.

14
_ XX 7y 5
X=——= = —
n 14 7

14
2V g5 23

VR

14

X Yi _
covarianzazcrxy:L—x-y:%—§-§:ﬂ=2.5357
n 14 7 4 28

2
_ _422'5_(§j ~1.9312
%\ 7

= —(3) = 2L —(éjz ~1.7087
14 4 '

Calculamos el coeficiente de correlacion lineal.

Coeficiente de correlacion lineal =r = Ty _ 2.5357 =10.7684
0,0, 1.9312-1.7087

b) Determinamos la recta de regresion de Y sobre X.

. . iy - O -
La férmula que nos permite obtener la recta de regresion es y—y =— (x— x) .

Oy

13de 14 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU Mayores 25 afios 2023 Matemdticas aplicadas a las CC. SS. Il en Madrid Juan Antonio Martinez Garcia

c)

- 36
X=—
7
- 23
v
o, =1.9312 B 2'53572 (x—ﬁ = |y=0.68x+2.25
4 19312 7
o, =2.5357

La recta de regresion de Y (Economia) sobre X (Matemaéticas) es y =0.68x +2.25.

Utilizamos la recta de regresion de Y (Economia) sobre X (Matematicas) para estimar la nota
en Economia de un estudiante que ha obtenido un 7 en Matematicas.

y =0.68x+2.25

}:> y=0.68-7+2.25=7.01
X=7

La nota estimada en Economia es de 7.01 puntos.
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