PAU 2025 Mayores de 25 afios (UC3M) Matemdticas Il en Madrid Juan Antonio Martinez Garcia

UNIVERSIDAD CARLOS Il DE MADRID
PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD PARA MAYORES DE 25 ANOS
Curso 2024-2025
MATERIA: MATEMATICAS 11

INSTRUCCIONES Y CRITERIOS GENERALES DE CALIFICACION
Hay que contestar a una de las dos opciones que se ofrecen (A o B) y solo a una. Las respuestas han
de ser concisas y se deben justificar los argumentos empleados.
CALIFICACION: La puntuacion de cada ejercicio, asi como la de cada apartado, se indican en el
encabezamiento de los mismos.
TIEMPO: 90 minutos.

OPCION A

Ejercicio 1. (2.5 ptos.)
a) 1.25 ptos. Estudiar la compatibilidad y solubilidad del siguiente sistema segun los valores de K:

—X+2y+3z=7
y—-2z=0
X+y+Kz=4
b) 1.25 ptos. Calcular la solucion en el caso de K =2.

Ejercicio 2. (2.5 ptos.)
a) 1.25 ptos. Obtener el plano 1 que contiene a las dos rectas paralelas siguientes:

x=1+1
r:x+2:y—+1:E Siky=2-4
-1 2
z=-1+21

b) 1.25 ptos. Hallar la recta perpendicular a dicho plano que pasa por el punto P = (1, 2,—1).

Ejercicio 3. (2.5 ptos.)
a) 1.25 ptos. Obtener el dominio y calcular las asintotas horizontales y verticales de la funcion:

2x+1
f(X)=————
(x) X —4x+3
b) 1.25 ptos. Hallar la recta tangente a dicha funcion en el punto de abscisa x, =2.

Ejercicio 4. (2.5 ptos.)
a) 1.25 ptos. Encontrar los maximos y minimos y los puntos de inflexion de la funcion:

g(x)=xe*
b) 1.25 ptos. Calcular la integral

I3x+1 )sen(x)dx
0
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OPCION B

Ejercicio 1. (2.5 ptos.)
a) 1.25 ptos. Calcular el producto A'BC, donde A" es la traspuesta de A, siendo:

2 1 1 K 0 3 2
A=0 1, B=-1 0 2|, C=l1 -1
10 3 -1 2 0 4

b) 1.25 ptos. Estudiar para qué valores de la constante K la matriz B tiene inversa.

Ejercicio 2. (2.5 ptos.)
a) 1.25 ptos. Construir el plano 1 perpendicular a la rectar r que pasa por el punto P = (3, —1,0),
donde:
r: x+2 = y_—3 z=3
2 -1
b) 1.25 ptos. Obtener el plano paralelo al anterior que pase por el punto Q =(5,1, —1) y hallar la

distancia entre los dos planos.

Ejercicio 3. (2.5 ptos.)
a) 1.25 ptos. Hallar la relacion entre las constantes A y B para que sea continua la funcion:
B .
—, sil<x

Ax—x?, si x<1
f(x)=
X

b) 1.25 ptos. Calcular los valores de A y B para los que f(x) es también derivable en toda la recta.

Ejercicio 4. (2.5 ptos.)
a) 1.25 ptos. Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento y encontrar los maximos y
minimos de la funcion:

X3
g(x):§—2x2 +1

JX2+3dx
X +1

b) 1.25 ptos. Calcular la primitiva:
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SOLUCIONES
OPCION A

Ejercicio 1. (2.5 ptos.)
a) 1.25 ptos. Estudiar la compatibilidad y solubilidad del siguiente sistema segun los valores de K:

—X+2y+3z=7
y—-2z=0
X+y+Kz=4
b) 1.25 ptos. Calcular la solucién en el caso de K =2.

-1 2 3
a) La matriz de coeficientes asociada al sistemaes A=| 0 1 -2 |y lamatrizampliada es
1 1 K
-1 2 3 7
A/IB=|0 1 -2 0.
1 1 K 4
Buscamos cuando se anula el determinante de A.
-1 2 3
|Al=|0 1 -2/=-K-4+0-3-0-2=-K-9
1 1 K

|A=0=-K-9=0=[K=-9

Se nos plantean dos situaciones diferentes que analizamos por separado.

CASO 1. K=#-9
En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el de la matriz
ampliada A/B y el nimero de incognitas. El sistema es compatible determinado (una Unica
solucién).

CASO 2. K=-9
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3. Estudiamos su rango y el de la
matriz ampliada usando el método de Gauss para obtener un sistema equivalente mas sencillo.

Fila3? + Filal?

-1 2 37 1 1 9 4 -1 2 3 7
A/B:01—20:>_1237 =0 1 -2 0|=
1194 0 3 —6 11— Nuevafila3? 0 3 61l
Fila3® —3-Fila2? PR CR—
0 3 -6 11 12 37
o 3 6 0 =0 1 -2 0
0 0 0 IloNuevafilaz| |29 01U

A
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Elrango de A es 2 y el rango de A/B es 3. Los rangos son distintos y el sistema es incompatible
(sin solucién)

Conclusion: Si K = -9 el sistema es compatible determinado (una Unica solucién) y si K =-9
el sistema es incompatible.

b) Para K =2 el sistema es compatible indeterminado (CASO 1). Resolvemos el sistema.

—X+2y+3z=7 —X+2y+3z=7

—X+4z+32=7 —X+72="7
y-2z=0= y=2z = =
X+22+22=4 X+4z=4
X+y+2z=4 X+y+2z=4
—X+7z2=7 y=2:1=2
{ = A4+47+72=T=11z=11=z=1|=
X=4-4z Xx=4-41=0

La solucion del sistemaes x=0, y=2, z=1.

4 de 13 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU 2025 Mayores de 25 afios (UC3M) Matemdticas Il en Madrid Juan Antonio Martinez Garcia

Ejercicio 2. (2.5 ptos.)
a) 1.25 ptos. Obtener el plano T que contiene a las dos rectas paralelas siguientes:

x=1+1
r:x+2:y—+1:E Siiy=2-4
-1 2
z2=-1+21

b) 1.25 ptos. Hallar la recta perpendicular a dicho plano que pasa por el punto P = (1, 2,—1).

a) Hallamos un punto y un vector director de cada recta.

Xx=1+1 {Qs (1'2,_1)
=

Siky=2-4 _
ro1v2n  U=(-12)

El plano buscado contiene el punto P, (—2,—1,0) y tiene como vectores directores vT y PQ,

P(-2-10)ex X+2 y+1 z
u=v, =(1-12) Sz:1 -1 2/=0=
v=PQ, =(12,-1)—(-2,-1,0)=(3,3,-1) 3 3 -

= X+2+6(y+1)+32+3z+y+1-6(x+2)=0=

= X+2+6y+6+32+32+y+1-6Xx-12=0=|7:-5x+7y+62-3=0

El plano m que contiene a las dos rectas paralelas r y s tiene ecuacién 7 :-5x+7y+6z—-3=0.
b) La recta perpendicular a  tiene como vector director el vector normal del plano.

7:-5x+7y+62-3=0=n=(-57,6)

P=(12-1)er x=1-54
) =>|riqy=2+74, 1eR

v, =n=(-5.7.6 z=-1+61
Xx=1-54
La recta perpendicular al plano T que pasa por el punto P = (1, 2,—1) esriiy=2+71 ,1eR.
z=-1+61
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Ejercicio 3. (2.5 ptos.)
a) 1.25 ptos. Obtener el dominio y calcular las asintotas horizontales y verticales de la funcion:
f (x) _ 2x+1
x> —4x+3
b) 1.25 ptos. Hallar la recta tangente a dicha funcion en el punto de abscisa x, =2.

a) El dominio de esta funcion racional son todos los reales menos los valores que anulan su
denominador.

4+2

’ 2 _—= 3:X
x2—4x+3:0:>x:4J_r (+4) _4'3:4i2: 2
2 2 4-2
2

El dominio de la funcién es R—{1,3}.

Asintotas verticales. x=a
¢ x=1 es asintota vertical?

] . 2X+1 2+1 3
lim f (x)=lim— =— 2 _
x-1 x>l X —4x+3 1°-4+3 O
x =1 es asintota vertical.
¢ X =3 es asintota vertical?
. ) 2X+1 2-3+1 7
I|mf(x):I|m - =— L
x->3 >3 X" —-4x+3 3 -43+3 O
X =3 es asintota vertical.
Asintota horizontal. y=b
b=lim  (x)=lim 2" _jimZX _im2-2_¢
X—»00 X—® ¥ _4x+3 x> X X0 X 0

Larecta y =0 es asintota horizontal de la funcién.

b) La recta tangente a la funcion en el punto de abscisa x, =2 tiene ecuacion
y—f(2)=f"(2)(x—2). Determinamos la expresion de esta recta tangente.

2y +1 2(x* —4x+3)—(2x+1)(2x—4)
f(X)=m———==1(x)= ( 2) 7 =
X" —4x+3 (x —4x+3)
_2X B +6-4x"+ 8K —2x+4 _ —2x* —2x+10 f,(2)=—2-22—2-2+1o=_
(x2—4x+3)2 (x2—4x+3)2 (22—4-2+3)2
2:2+1
@)=3 423"

f'(2)=-2 = y+5=-2(x-2)= y+5=-2x+4=|y=-2x-1
y-f(2)=1(2)(x-2)

La recta tangente a la funcion en el punto de abscisa x, =2 es y =-2x-1.
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Ejercicio 4. (2.5 ptos.)
a) 1.25 ptos. Encontrar los maximos y minimos y los puntos de inflexion de la funcion:

g(x)=xe*
b) 1.25 ptos. Calcular la integral

(3x+1)sen(x)dx

[Sh e

a) Hallamos los valores que anulan la derivada de la funcién.

g(x)=xe™ = g’(x)=e +2xe™ =e*(1+2x)

9’(x)=0=e” (1+2x)=0=>{e” # 0} = 1+2x=0= 2x = -1= x=_?1

. [ ., -1 o
Hemos obtenido un punto critico de la funcionen x = > Sustituimos este valor en la segunda

derivada.

9’ (x)=e*(1+2x)= g (x) =2 (1+2x)+e”2=e" (2+4x+2) =4e* (1+ x) =

La funcién presenta un minimo relativo en x = _?1 Como g (_?l) = %el = ;—1 el minimo
e

L -1 -1
relativo tiene coordenadas | —,— |.
2 2e
Para hallar los puntos de inflexién averiguamos cuando se anula la segunda derivada.

“(x)=4e”(1+x)

“(x)=0

Comprobamos que la derivada tercera es no nula para x =-1.

}:4e2x(1+x)=0:>{e“¢O}:>1+x=0:>

07 (X) = 4e™ (1+X) = g () =8e™ (L+ x) +4e% = g (~1) =8¢ (1-1) + 4e 2 :;izi 0

e : i o -1
La funcion tiene un punto de inflexién en x =—1. Como g(—1)=-e” =— el punto de
e

inflexion tiene coordenadas (—1, _—21]
e

7de 13 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU 2025 Mayores de 25 afios (UC3M) Matemdticas Il en Madrid Juan Antonio Martinez Garcia

Ay

-2

Pro inflexion  prinimo

b) Para calcular el valor de la integral definida pedida hallamos primero la integral indefinida
usando el método de integracion por partes.

(3x+1)sen(x)dx =...

Oty y

I(3x+1)sen(x)dx={

U=3x+1— du=3dx
dv:sen(x)dx—>v:J'sen(x)dx=—cosx

=—c0s X (3X +1)—j—cosx-3dx =—C0s x(3x+1)+3_|'cos xdx =—(3x+1)cos x +3senx+ K

.. =[~(3x+1)cosx+3senx | =[ (37 +1)cos 7 +3senz |—[ —(0+1)cos0+3sen0 | =

=37 +1+0-[-1+0]=[37+2

8de 13 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU 2025 Mayores de 25 afios (UC3M) Matemdticas Il en Madrid Juan Antonio Martinez Garcia

OPCION B

Ejercicio 1. (2.5 ptos.)
a) 1.25 ptos. Calcular el producto A'BC, donde A" es la traspuesta de A, siendo:

2 1 1 K 0 3 2
A=|0 1|, B=|-1 0 -2, C=/1 -1
10 3 -1 2 0 4

b) 1.25 ptos. Estudiar para qué valores de la constante K la matriz B tiene inversa.

a) Realizamos el producto A"BC .

2 1

L (201
A=|0 1|=A =
110
10
1 K 0)3 2 3 2
: 2 0 1 2-0+3 2K+0-1 0+0+2
A"BC = 1 0 2|1 1= 1=
110 1-140 K+0+0 0-2+0
3 -1 2){0 4 0 4

2x[3 - 3|3 >2x3

3 2
(5 2K-1 2 L1l 15+2K-1+0 10-2K+1+8) (14+2K 19-2K
o K =22 0 | 0+K+0 0-K-8 | | K K-8

2><><2—>2><2

b) Para que la matriz tenga inversa su determinante debe ser no nulo. Averiguamos cuando se
anula el determinante de B.

1 K 0
B|=|-1 0 -2|=0-6K+0-0+2K-2=-4K-2
3 -1 2
-2 -1
B|=0=-4K-2=0=-4K=2= Ks—r=—

. . . . . -1
La matriz B tiene inversa para cualquier valor de K distinto de >

9de 13 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU 2025 Mayores de 25 afios (UC3M) Matemdticas Il en Madrid Juan Antonio Martinez Garcia

Ejercicio 2. (2.5 ptos.)
a) 1.25 ptos. Construir el plano m; perpendicular a la rectar r que pasa por el punto P :(3, —1,0),
donde:
r: x+2 = y_—3 z=3
2 -1
b) 1.25 ptos. Obtener el plano paralelo al anterior que pase por el punto Q:(5,1, —1) y hallar la

distancia entre los dos planos.

a) El plano perpendicular a la recta tiene como vector normal el vector director de la recta.

}:2-3+1+D:O:>D:—7:> 7 2X=y-7=0

p :(3,—1,0)672’1 P:(3,—1,0)€7T1
| =
ity 7 :2x—y+D=0

El plano 1 perpendicular a la rectar r que pasa por el punto P = (3, —1,0) tiene ecuacion
implicita 7, :2x—y—-7=0.

b) El plano 7, paralelo a 7, :2x—y—7=0 tiene ecuacion z, :2x—y+K =0. Determinamos el
valor de K sabiendo que debe pasar por el punto Q = (5,1, —1).

Q= (5,1, —1) e,

=25-1+K=0=>K=-9=|r,:2x-y-9=0)
7, 2X—y+K=0

La distancia entre los dos planos paralelos es la distancia del plano 7, al punto Q perteneciente

al plano z,.
7, 2X—y-7=0 25-1-7] |2 )
d(z,7,)=d(7,Q)=—F—==|—==0.89
Q:(511|_1) }j (ﬂ.l 7[2) (ﬂl Q) 22+(_1)2 \/g u
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Ejercicio 3. (2.5 ptos.)

a) 1.25 ptos. Hallar la relacion entre las constantes A 'y B para que sea continua la funcién:
Ax—x?, si x<1

-, sil<x

b) 1.25 ptos. Calcular los valores de A y B para los que f(x) es también derivable en toda la recta.

a) Para que sea continua la funcion debe serlo en x=1.

f(1)=A-12=A-1
lim f (x)=lim Ax—x* = A-1

X—1" X—1"
=|B=A-1
lim f (x)=lim>=2 -8
x—1* x—1" X 1
)= (-l £ 1)

La relacion entre las constantes A y B que hace que la funcion sea continuaes B=A-1.

b) Para ser derivable la funcion debe ser continua y debe cumplirse que B= A—1. La funcidn
Ax—x?, si x<1
queda f(Xx)=1A-1

2 sil<x
X
A-2x, si x<1
La funcion es derivable en R—{1}, siendo su derivada f"(x)= ~(A-1) 1-A :
v = vl sil< X

Para que f(x) sea derivable en todo R debe serlo en x=1 y para ello deben coincidir las
derivadas laterales: f"(1°)=f"(1").

(1) =lim £7(x) = lim A-2x = A-2

x—1" x—1"

1-A

2

f7(17) = lim £7(x) = lim 1-A = A-2=1-A=2A=3=|A=

x—1" x—-1" X

fr(1)="f(1)

N | W

3,1
B=S-1==,
Y BRI

N W

Los valores que hacen que la funcion sea derivable son A=
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Ejercicio 4. (2.5 ptos.)
a) 1.25 ptos. Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento y encontrar los maximos y minimos

de la funcion:
3

g(x):%—sz +1
b) 1.25 ptos. Calcular la primitiva:
J X+3
—dX
X“+1

a) Hallamos los valores que anulan la derivada.

9"(x)=x*—4x
9’ (x)=0

Xx=0

X—4=0->[x=4]

Estudiamos el signo de la derivada antes, entre y después de estos dos puntos criticos.

}:x2—4x=0:>x(x—4)=0:>{

e Enelintervalo (—,0) tomamos x =1y la derivada vale g"(~1)=(~1)" —4(-1)=5>0.
La funcion crece en (—x,0).

e Enelintervalo (0,4) tomamos x =1y la derivada vale g"(1)=1°-4-1=-3<0. La funcién
decrece en (0,4).

e Enelintervalo (4,+0) tomamos x=5 y la derivada vale g"(5)=5°-4-5=5>0. La

funcion crece en (4,+w).

La funcidn sigue el esquema siguiente:

La funcion crece en (—o,0)(4,+x) y decrece en (0,4).

La funcion tiene un maximo relativo en x =0 y un minimo relativo en x=4. Como
3

3 —_—
g(0) :%—2-02 +1=1y g(4) :%—2-42 +1=? el maximo relativo tiene coordenadas

(0,1) y el minimo relativo es (4, _ngj
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LM dximo

.‘(‘3 7
X)=—-2x"+1
g(x) 3

HESETE

S

b) Resolvemos la integral.

fx;rsdx:f 2X dx+J 23 dx =
X +1 X +1 X +1

1 2X 1 1
== dx+3 dx=|=In(x?+1)+3arctg (x)+ K
fo2+l Jx2+1 2 ( ) 9(x)
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