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SOLUCIONES

Cuestién 1 [2.5 puntos] Consideremos la matriz:

se pide:

(a) [1.5 puntos]| Estudiar el rango de la matriz para los diferentres valores del pardmetro \.

SOLUCION:

En primer lugar calcularemos el determinante para determinar aquellos valores del pardmetro que

hacen que la matriz no tenga rango méximo. Asi:

1 1 0
det(A)=[A]=]3 X 1 |=X-3\+2
0 —2 A

Por tanto, nos interesan aquellos valores que anulan dicho determinante, en estos casos el rango de

la matriz A serd menor que 3.

Al =0=X-3\+2=0= )\

3+l
Bi\/983i1{ 7 =2
e

Luego:
e SiA#£ 1y A#2, el rango de la matriz A serd 3.

e Si A =1, tenemos:
1 1 0
A= 3 1 1
0 -2 1

como el menor _12 i ' # 0 la matriz A tendrd rango 2.
e Si A =2, se tiene:
1 1 0
A=13 2 1
0 -2 2
2 1 . )
como el menor | 9 9 # 0 la matriz A tendrd rango 2.
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(b) [1.0 puntos] Calcular la inversa de la matriz A para A = —1.

SOLUCION:
En este caso (A = —1) tenemos:
1 1 0 1 1 0
A=13 -1 1 =det(A)=|3 -1 1 |=6
0 -2 -1 0 -2 -1
Por tanto:
N 3 1 1 i Ll
A1 (Adj(A)) 1 3 -1 -1 — i fl fl
= 2 6
det(4d) 6\ o o5 _y S _g

Cuestién 2 [2.5 puntos] Considere el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

ar+z =1
r+yt+az =1
r—y+z =1

Se pide:

(a) [1.5 puntos| Discutir el sistema para los diferentes valores del pardmetro a.

SOLUCION:

En primer lugar, calcularemos el determinante asociado a la matriz de los coeficientes :

a 0 1 a 0 1
A=[1 1 a |=2det(A)=A=|1 1 a|=d*+a—2.
1 -1 1 1 -1 1
Entonces, si det(A) # 0 el sistema serd compatible determinado (teorema de Rouché-Frobenius).
Por tanto:
21 —12+3 =1
—14 /12 —4(-2 —1+3
a>+a—-2=0,2>=a= ( ): =
2 2 ~1-3 _ _o
2
e Luegosia#1ya# —2 el sistema es compatible determinado.
1 0 1|1
e Para a =1, la matriz de los coeficientes A y la ampliada serdn: A|b = 1 1 1|1
1 -1 1|1

Como se observa, la primera, tercera y cuarta coluna coinciden. Por otro lado, el rango de la

matriz A y el de la ampliada es 2 ya que tenemos una submatriz 2x2 con determinante no nulo,
1

1 #0.

Entonces, como el rango es 2 y es menor que el niimero de incégnitas, que es 3, el sistema serd

compatible indeterminado (infinitas soluciones).

por ejemplo

-2 0 1|1
e Para a = —2, la matriz de los coeficientes A y la ampliada serd: A|b = 1 1 -2]1
1 -1 1|1
a partir de aqui, se observa que el rango de A es 2, pero el rango de la ampliada es 3 ya que
0 1 1
hay un menor de orden 3 con determinante nonulo| 1 —2 1 | = —3 # 0. Por tanto en este
-1 1 1

)

caso el sistema serd incompatible.
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(b) [1.0 puntos] Resolverlo para a = 1.

SOLUCION:

e Para a = 1 sabemos que el sistema tendr4 infinitas soluciones ya que se anulaba el determinante
de la matriz de los coeficientes. Para este caso, el sistema queda de la siguiente forma:

T+ 2z =1
r+y+z =1
r—y+z =1

Sistema que se puede resolver de manera sencilla, ya que si sumamos la segunda y tercera fila
se obtiene 2 veces la primera. Asi, eliminando la primera fila (es combinacién lineal de las otras
dos) obtenemos:

r+y+z =1 suma de ambas filas 204+ 2z =2
r—y+z =1 diferencia de ambas filas 2y =0

por tanto, las soluciones serd de la forma: (x =1— 2,y =0, 2)

Cuestién 3 [2.5 puntos] Para hacer una caja abierta por arriba, recortamos de una ldémina de cartén
cuadrada de 10u. de lado, cuatro cuadrados, uno en cada uno de los vértices. Determinar el lado de cada
cuadrado para que el volumen de la caja sea maximo.

L

SOLUCION:
A partir del dibujo, sabemos que la caja tendra una base cuadrada de lado 10 — 2z y altura x (con
z € (0,5)).
10-2x
X X

10-2x

X |

Por tanto, el volumen sera:

V(z) =z (10 — 22)* = 2(10 — 22)? = 423 — 402? + 100z
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Con el fin de encontrar los extremos de dicha funcién, resolvemos:

: ) 80+ /302 — 4(12-100) 80 + 40 Trt =5
V(@) = 0= 1227 — 802 + 100 = 0 = z = = =

2-12 24 80-40 _ 5

24 — 3

Por otro lado, como z € (0,5) solo debemos comprobar que en x = % se alcanza un madximo, bien

estudiando la monotonfa de V’(z) o bien analizando V" (z) en z = 2. Como V() = 24z —80, V(5/3) <0

y por tanto en x = % se alcanzard un méximo.

Cuestién 4 [2.5 puntos] Calcular el drea de la regién del plano encerrada entre las representaciones

graficas de las funciones:
f@)y=23-3x-2 glx)=2-2

(a) SOLUCION:
En primer lugar, calcularemos el punto de corte de ambas funciones. Asi:

f(x):g(l'):>SU3*3SU—2:$—2:>:E3—4:E:O:>:E-(:c2—4):O

cuyas soluciones son:
z=0 T =2 T = —2

Por tanto existen 3 puntos de corte entre ambas funciones. Luego, como f(z) — g(z) = 23 — 4z, se
tiene:

drea = /_22|f<m>g<x>|dx= / (@) — gl + / (@) — gl =

0 2
= / |:L’34:r|d:c+/ |23 4:c|d:c—/ (3 4x)dsc+/ (4z — 2%)dx =
_9 —2 0

R AR el U N R e

= 4+4=8u?

Gréaficamente:
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Cuestién 5 [2.5 puntos] Dadas las rectas:

x =542\
mr+l=y—a=—=z st y=-3
z=2—-A

se pide:

(a) [1.5 puntos| Determinar el valor de la constante a para que ambas rectas se corten, y determinar
dicho punto de corte.

SOLUCION:
A partir de las expresiones anteriores, en primer lugar calcularemos la solucién del sistema de
ecuaciones formado por ambas rectas. Asi, a partir de la ecuacién de la recta s sustituyendo en la
recta r se tiene:

: l=y—a=-
o =519\ T+ y—a z

: __ 4 _ _3_ _8))=
s: Zy_—273>\ = 514l —-3_a =a=-3—(6+2(-8)="7

5+220+1=-24A=A=-8

Luego, sustitutyendo en la recta s, el punto de corte de ambas rectas sera: (—11,—3,10)

(b) [1.0 puntos] Halla la ecuacién del plano que pasa por el punto P(8,—7,2) y contiene a la recta s.

SOLUCION:

El plano que contiene a la recta s tendrd como uno de sus vectores directores, al vector director
de la recta s y el otro vector lo podemos obtener tomando un punto cualquiera de la recta s (Ps)y
calculando el vector que lo une con el punto P. Por tanto:

z =542\
‘ ° Po=(5-32) 53 o oo r aor o
si{ y=-3 j{a}qzu1)gp_@’zm (5,—3,2) = (3, —4,0)

z=2-A
Luego el plano solicitado vendra dado por:

T—8 y+7 z2-2
2 0 -1 |=0=>7:27T—-3y—82z—4x =0
3 —4 0

Cuestién 6 [2.5 puntos]Consideremos los planos:

™ 3x—2y+z2+5=0

T YTt TYE Ty

Se pide:

(a) [1.0 puntos] Determinar un vector perpendicular al plano 7 y un punto del mismo.

SOLUCION:

En primer lugar sabemos que los vectores normales (perpendicular) a un plano viene dado por los
coeficientes de la ecuacién, por tanto, un vector perpendicular al plano 7 sera:

/U—Tr) - (37 _27 1)

Por otro lado, cualquier punto que verifique la ecuacién pertenecerd al plano m, por ejemplo (0, 0, —5):
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(b) [1.5 puntos] Determinar la posicién relativa de ambos planos, asi como la distancia entre ellos.

SOLUCION:

Si calculamos un vector perpendicular al plano 7’ observamos que:
;3 +1 21:>,_3 +1 21_O
Tiy=grtgr— migT oYt gr- =

Luego ambos planos son paralelos.

Por otro lado, para calcular la distancia, es sufiente tomar un punto de uno de los planos y calcular
la distancia de ese punto al otro plano. Por ejemplo, tomando el punto (0,0, —5) del plano , la
distancia de dicho punto al plano 7’ vendra dada por:

]30-1-044-(=5) %] _i:i’»l\/ﬂ

d(A, ') = =
VO +)? i B

Cuestién 7 [2.5 puntos]Una determinada empresa farmaceutica estd interesada en desarrollar un test que
permita determinar si un individuo ha consumido una determinada sustancia. En las pruebas de laboratorio,
en el 98% de los casos, el test clasifica como consumidor de dicha sustancia a aquellos que realmente la han
consumido y también, en el 60% de los casos, el test clasifica como no usuarios a aquellos que no la han
consumido. Ademads, se sabe que 15 de cada 100 personas a las que se les va a pasar el test son consumidores
de dicha sustancia. A partir de esta informacioén, se pide:

(a) [1.5 puntos] Calcular la probabilidad de que se obtenga un resultado positivo, independientemente
de si es consumidor o no.

SOLUCION:
Definamos los sucesos:

A = "El test da positivo"

C = "El usuario es consumidor"
A partir del enunciado, tenemos las siguientes probabilidades:
Pr(C)=0.15  Pr(C¢) =0.85
Pr(A/C)=0.98 Pr(A°/C)=0.02
Pr(A/C°%) =0.6 Pr(4A°/C°) =04
Como nos piden Pr(C), aplicando el teorema de la probabilidad total, tenemos:

Pr(A) = Pr(A/C) - Pr(C) + Pr(A/C°) - Pr(C®) = 0.98 - 0.15+ 0.5 - 0.85 = 0.572

(b) [1.0 puntos] ;Cudl es la probabilidad de que una persona realmente consuma la sustancia si ha
dado positivo en el test?

SOLUCION:
Aplicando el teorema de Bayes, tenemos:

_ Pr(CnA) Pr(A/C) - Pr(C)
Pr(C/4) = Pr(A)  Pr(A/C)-Pr(C) + Pr(A/C¢) - Pr(C®)
_ 0.98-0.15 0957

0.98-0.1540.5-0.85
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Cuestién 8 [2.5 puntos] Un estudiante ha comprobado que el tiempo, en minutos, que le cuesta llegar
desde su casa a la universidad sigue una distribuciéon normal de media 30 minutos y desviacién tipica 5. A
partir de esta informacién, se pide:

(a)

[0.75 puntos]| ;Cudl es la probabilidad de que tarde menos de 40 minutos en llegar a la universidad?

SOLUCION:
Definamos la variable:

X = "Tiempo (minutos) que tarda en llegar a la universidad"

Nos indican que X sigue una distribucién normal de media 30 minutos y desviacién tipica 5 minutos,
esto es: X ~ N (30,0 =5).

Ast:
Tipificando 40 — 30
—_— prg

Pr(X < 40) Pr(Z < z

) =Pr(Z < 2) =0.9772

[0.75 puntos] ;Cuadl es la probabilidad de que tarde entre 20 y 40 minutos?

SOLUCION:
En este caso tenemos X ~ N(u = 30,0 = 5) y nos piden:

Tipificando 40 — 30 20 — 30
— =

Pr(X € (20,40)) = Pr(X < 40) — Pr(X < 20) Pr(Z < =) ~Pr(Z < =)

= Pr(Z<2)—-Pr(Z<-2)=Pr(Z<2) —(Pr(Z>2)=Pr(Z<2)—(1-Pr(Z<2) =

= 2.Pr(Z<2)—1=2-0.9772—1=0.9544

[1.0 puntos] Calcular la probabilidad de que en una semana (5 dias) solo un dia tarde entre 29 y
40 minutos en llegar a la universidad.

SOLUCION:

En este caso debemos definir la variable aleatoria Y ="Numero de dias en el que tarda entre
20 y 40 minutos". Sabemos que en este caso, como Pr(X € (20,40)) = 0.9544, se tiene que
Y ~ B(4,p = 0.9544).

Nos piden:

Pr(Y = 1)= (?) 0.9544%(1 — 0.9544) =

= 5-0.95445(1 — 0.9544) = 0.181



Antonio
Rectángulo

Antonio
Rectángulo

Antonio
Rectángulo


