PAU 2025 Mayores 25 afios Matemdticas en Navarra Juan Antonio Martinez Garcia

Prueba de Acceso a la Universidad para Mayores de 25 afios u n a
Curso: 2024-2025 p

Universidad Piblica ce Mavarra
Nafarroake Uninertsitas Publkos

Asignatura: MATEMATICAS Il

Responde a dos opciones de las cuatro que se presentan: A, B, Cy D.

(Examen sobre 20 puntos)

OPCION A
Al) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del pardmetro real a y resuélvelo
en los casos en que sea compatible.

ax+y-z=1
ax+2y+(a—4)z=2
—ax—-2y+z=a-2

(5 puntos)
A2) Calcula las siguientes integrales indefinidas: (5 puntos)
(i) Jxﬁidx (i) [(xsin(x)+3)dx
OPCION B
B1) Encuentra la ecuacion del plano IT paralelo al plano TT=2x+y—2z+3=0 que dista 3 unidades
del punto P(4,3,-2) (5 puntos)
B2) Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
(i) f(x)=(x*+1)arctg(x) (ii) g(x)=sin(x*+2x)-e™
(5 puntos)
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OPCION C

1

. 1 2 3
C1) Sean las matrices A= y B=|0
2 10 A

=)

Calcula ( A- B)_l. Calcula las dimensiones de B-A.

(5 puntos)

C2) Calcula los siguientes limites: (5 puntos)

- x*-cos(X)—x . (x—4jx+5

) Iim——————— i) lim| ——

() x—0 X3+4X ( ) X—>+00 X
OPCION D
DI) Los puntos A(1,0,-2), B(3,2,—1) y C(0,2,—4) son tres vértices de un cuadrado. Encuentra el

cuarto vértice. (5 puntos)

D2) Calcula los maximos y minimos relativos y los puntos de inflexion de la siguiente curva:

f (x)=2x>-9x* +12x -5
(5 puntos)
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SOLUCIONES
OPCION A

Al) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a y resuélvelo
en los casos en que sea compatible.
ax+y-z=1
ax+2y+(a—4)z=2 (5 puntos)

—ax—2y+z=a-2

a 1 -1
Este sistema tiene asociadas la matriz de coeficientes A=| a 2 a-—4 | y la matrizampliada
-a -2 1

a 1 -1 1
A/B=|a 2 a-4 2
-a -2 1 a-—2

Utilizamos el método de Gauss para triangular el sistema y estudiar con mas comodidad su
compatibilidad.
Fila 22 — Fila 1?

a 2 a-4 2
-a -1 1 -1
0 1 a-3 1 — NuevaFila22

A/B=|a 2 a-4 2 =

Fila 32+ Fila 18 )
a4 2 1 a-2 g _3
a 1 -1 1 = a- =

0 -1 0 a-1— NuevaFila3?

Fila 32+ Fila 22 . L1
0 -1 0 a-1 ‘3 ) _3 )
0 1 a-3 1 = a-

0 0 a-3 a

0 0 a-3 a — NuevaFila3?

Nos planteamos tres situaciones diferentes que analizamos por separado.

CASO1l. a=3ya=0
En este caso el sistema tiene una unica solucion. La obtenemos, a partir del sistema triangular

equivalente obtenido.

al -1 1 ax+y—-z=1 ax+y-z=1
0 1 a-3 1|=>y+(a-3)z=1;={a-3=0}=y+(a-3)z=1;=
0 0 a-3 a (a_g)zza z—i

a-3
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ax+l-a=1
y+(a—3)%:l :y+a:1 :}: i =

Sax=a={a#0}= x:gzl

- . a
Para a=3 y a=0 lasolucion del sistemaes x=1, y=1-a, z:—3.

a—
CASO 2. a=3
31 -11
La matriz ampliadaqueda |0 1 O 1 |.Elsistema asociado es:
00 0 3
31 -11 X+y-z=1
01 0 1= y=1
00 0 3 0=3

Queda una igualdad imposible. Para a =3 el sistema es incompatible.

CASO 3. a=0
01 -11
La matriz ampliadaqueda |0 1 -3 1 |.Lacolumna primeraes nulay la columna segunday
00 30

la cuarta son iguales, por lo que el rango de la matriz ampliada y la matriz de coeficientes es 2,
menor que el nimero de incognitas (3). El sistema asociado es compatible indeterminado
Determinamos la expresion de sus infinitas soluciones-

01 -11 y—-z=1 y—-z=1 _ X=4
01 3 1|=y-3z=1;}=2y-3z=1,= }: y=1,1€R

=1
00 -30) -32=0 2=0

X=A4
Para a =0 las soluciones del sistema tienen la expresion <y=1, A eR.
z=0
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A2) Calcula las siguientes integrales indefinidas:

(i) Jxﬁidx (i) [(xsin(x)+3)dx

(5 puntos)

Calculamos la primera integral utilizando el método de descomposicion en fracciones simples.

1
j);+ dx =...
X°—4

Descomposicion en fracciones simples

x+1  x+1 A B x+1  A(x+2)+B(x-2)

x:2—>3:4A—>A=§

= X+1=A(x+2)+B(x-2)= 1:>
x:—2—>—1:B(—4)—>B:Z

x+1 3/4 1/4
x—4 X — 2 X+ 2

X4 (x-2)(x+2) x-2 x+2  (x-2)(x+2) _ (x-2)(x+2)

:JB/—A' 1/—4d _JBMd Jll—4dx_gln(x—2)+%ln(x+2)+K

X—2 X+2 X—2 X+ 2

Calculamos la segunda integral utilizando el método de integracion por partes.

I(xsin(x)+3)dx :Ixsin(x)dx+j3dx =..

I3dx =3X

U=X—du=dx

IXSin(X)dX:{dv:sin( X)dx — v = _[sm )dx = —cos(X )}_

—cos( J.cos x)dx = —xcos(x jcos )dx =—xcos(x)+sen(x)

...=|—xcos(x)+sen(x)+3x+K
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OPCION B

B1) Encuentra la ecuacion del plano IT paralelo al plano IT=2x+y—2z+3=0 que dista 3 unidades
del punto P(4,3,-2) (5 puntos)

El plano IT paralelo al plano IT'=2x+y—2z+3=0 tiene ecuacion I[T=2x+y—-2z+D=0.
Determinamos el valor de D usando que el plano IT dista 3 unidades del punto P(4, 3 —2).

[M=2x+y—-2z+D=0

2:4+3-2(-2)+D
P(4,3,-2) :| +3-2( )+2 |=3:—|8+3J;4+D|:3:>
2 2
d(I1,P)=3 241 +(-2)
:|15+D|=3:>|15+D|=9: 15+D=9—>D=-6—I1,=2x+y—-22-6=0

15+D=-9—>D=-24—I1,=2x+y—27-24=0)

Los dos planos que cumplen lo pedido son IT, =2x+y—-2z2—-6=0 y I1, =2x+Yy—-2z2-24=0.
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B2) Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
(i) f(x)=(x*+1)arctg(x) (ii) g(x)=sin(x*+2x)-e”
(5 puntos)

(i) Calculamos la expresion de la primera derivada.

f(x)= (x2 +1) arctg (x) = f"(x)=2xarctg (x)+(x2 +1)1+1x2 =1+ 2xarctg (X)

(ii) Calculamos la expresion de la segunda derivada.

g(x)=sin(x*+2x)-e ™ = g"(x)=[ (2x+2)cos (X" +2x) |-e* —e *-sin(x* +2x) =

=g [(2x+ 2)cos(x2 +2x)—sin(x2 +2x)}
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OPCION C
10
. 1 2 3
C1) Sean las matrices A=( } yB=|0 1
2 10
11
Calcula (A-B)_l. Calcula las dimensiones de B-A. (5 puntos)

Determinamos la matriz A-B .

10
1 2 3 1+0+3 0+2+3 4 5
210 11 2+0+0 0+1+0 2 1
2x[3 - 3x2———>2x2
Comprobamos si esta matriz es invertible. Para ello obtenemos su determinante.

4 5
|A-B|=‘ ‘:4—10=—6¢0
2 1

Al ser su determinante no nulo la matriz A-B tiene inversa. La calculamos.

(A_B)ledj((A'B)T)_Ade ij:—_l[l —5j:[—1/6 5/6}

AB] -6 62 4) \(1/3 -2/3

Calculamos las dimensiones de la matriz B-A.

10 - -
1 2 3
B-A= 0 1|=|- - -
2 10
11 - -

3><><3—>3><3

La matriz B- A tiene 3 filas y 3 columnas, es una matriz cuadrada de orden 3.
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C2) Calcula los siguientes limites: (5 puntos)
. x*-cos(x)—x . 4\
(1 Ilm# (i) lim (X—4j
x>0 X*+4X x>l X

(i) Calculamos el primer limite.

x?-cos(x)—x 0%-cos(0)-0
lim 5 (x) =— (0) :Q:Indeterminacic')n (L"Hopital) =
x>0 X° 44X 0°+4-0 0

_iim 2x-cos(X)+x (—sen(x))-1 _ 2:0-c0s0-0%sen0-1 _[-1
x>0 3C+4 3.0°+4 4

OTRA FORMA DE RESOLVERLO

x?-cos(x)—x . X(x-cos(x)-1) y x-cos(x)-1_0-cos(0)-1 [—1

x>0 X% 44X x>0 /)((x2+4) x>0 X244 0% +4 4

(ii) Calculamos el segundo limite.

X+5
- X—4 X+5 - x 4 X+5 - A X+5 . 1
im|— | =Ilim|———| =Ilim|l+— | =Ilim|l+— | =
X X =t X X X—>+00 X X—>+00 X
—4
- —(x+5) =%
(X+5);4l L (X+5) X
X —4 4
P 1 . 1 lim (x+5)_—4 lim —4X=20
= Ilm 1+— = ||m 1+_ — exeﬁo X — eX%M X —
X0 X—>+00
_4 _4
lim —4——0 747£

9de 13 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU 2025 Mayores 25 afios Matemdticas en Navarra Juan Antonio Martinez Garcia

OPCION D

DI) Los puntos A(1,0,-2), B(3,2,—-1) y C(0,2,—4) son tres vértices de un cuadrado. Encuentra el
cuarto vértice. (5 puntos)

No sabemos en que orden estan dispuestos los tres vértices A, By C.

Determinamos las coordenadas de los vectores AB y AC. Comprobamos si son paralelos o
perpendiculares.

Qg’ 2’ __21)) _ {ﬁ ~(3,2,-1)-(1,0,-2)=(2,2,1) .
C(01, 2’, —4) AC =(0,2,-4)-(1,0,-2) = (-1,2,-2)

= AB-AC =(2,2,1)(-1,2,-2)=-2+4-2=0

Como el producto escalar de los vectores AB y AC es nulo los vectores son perpendiculares y el
cuadrado a considerar es ABDC.

A B

C D

Para determinar las coordenadas del vértice D aplicamos que los vectores AB y CD deben ser iguales.

A(L0,-2) AB =(3,2,-1)~(10,-2)=(2,2,1)
Egij)) :>@=(a,b,c)—(0,2,—4):(a,bgig =(ab-2.c+4)=(221)=
D(a,b,c) )

a=2
=>1b-2=2->b=4 =|D(2,4,-3)
c+4=1->c=-3

El cuarto vértice del cuadrado tiene coordenadas D(2,4, —3) .
Comprobamos que el lado CD tiene la misma longitud que los lados AC y BD.
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A(1,0,-2)
B(3,2,-1)
C(0,2,4)
D(2,4,-3)

s =

AC =(0,2,-4)~(L0,-2) = (~1,2,-2) — |AC| = (1) + 22 +(-2)" =3

2

3

BD =(2,4,-3)-(3,2,-1)

(-1.2,-2) [BD| = {/(-1)* + 2 +(-2)

CD=(2,4,-3)-(0,2,-4)=(2,21) > |CD| =V2* +2* +1* =3

7
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D2) Calcula los maximos y minimos relativos y los puntos de inflexién de la siguiente curva:

f(x)=2x>-9x* +12x -5 (5 puntos)

Utilizamos la derivada para hallar los puntos criticos de la funcién.

f’(x):6x2—18x+12 , ,
=6X -18Xx+12=0=x"-3x+2=0>

f'(x):0
3+1
3+./(=3)* —4- — - =l2=x
e J(=3) 42 3+1_| 2
2 2 3-1
—=1=x
2

Sustituimos estos valores en la segunda derivada y vemos si son maximos o minimos.

f(1)=12-1-18=-6 <0 — Esméaximo

f(x)=6x*-18x+12= f"(x)=12x-18=4 o
f”(2)=12-2-18=6>0— Esminimo

Como f(1)=2°-91°+12.1-5=0y f(2)=2.2°-9-2°+12-2-5=—1 el maximo relativo tiene
coordenadas (1,0) y el minimo relativo es (2,-1).
Para obtener el punto de inflexion utilizamos la segunda derivada.

f”(x)=12x-18
f7(x)=0

Comprobamos si la derivada tercera es no nula en este valor.

}312X—18=0:> X="—=—

£ (x)=12= 17| 2 | =120
2

. - : - 3
La derivada tercera es no nula y la funcion presenta un punto de inflexionen x = >

3 2
Como f(§j=2(§j —Q(Ej +12(§j—5:£—§+18—5:_—1 el punto de inflexion tiene
2 2 2 2 4 4 2

coordenadas (§_—1j
2 2
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EH
»
»

”
==

Midxime relativo

-

Pio inflexion

-

Minimo relativo

i8]

S(x)=2x-9x" +12x-5

391
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