Prueba de acceso a la Universidad (PAU)
CURSO 2024-2025

MATEMATICAS APLICADAS A LAS CIENCIAS SOCIALES Il (Examen resuelto y criterios de correccion)

> Responda en el pliego en blanco a una opcion (A o B) de cuatro de las cinco preguntas cualesquiera que se proponen. Todas las preguntas se calificaran con un maximo de 2.5 puntos.

> Agrupaciones de preguntas que sumen mas de 10 puntos o no coincidan con las indicadas conllevaran la anulacion de la(s) ultima(s) pregunta(s) seleccionada(s) y/o respondida(s).

Examen resuelto

Pregunta 1. Opcion A.

a) Al tratarse de una funcion definida a trozos, estudiamos el crecimiento en cada tramo.

= En el primer tramo,

fix)=—x+7<0 & x>7
Por tanto, en el primer tramo, la funcién es creciente en el intervalo (0,7) y decreciente en (7,12) y
tiene un maximo relativo en (7,1(7)) = (7,24.5).

= En el segundo tramo, f'(x) = —55x% + 3x — 34.

—31—6x2+3x—34=0 & —x2+108x—1224=0

Esta ecuacién tiene como soluciones

X =54 +6V47 ~ 95.134 X =54 — 6V47 ~ 12.866

El primer valor no esta en el dominio. Estudiamos si el segundo es minimo o maximo. La segunda
derivada es f(x) = —1‘—8x + 3, de modo que en el segundo punto esta derivada toma un valor positivo
y, por tanto, f alcanza un minimo relativo en x = 54 — 6/47 ~ 12.866.

Por tanto, f es

m creciente en el intervalo (0, 7),
m decreciente en (7,54 — 6+/47), es decir, aproximadamente en el intervalo (7, 12.866) y

= creciente para x > 54 — 6147 ~ 12.866.

Asi, la velocidad aumenta entre los 0 y los 7 segundos, decrece entre los 7 y los 12.866 segundos aproxi-
madamente y vuelve a crecer entre los 12.866 segundos y los 20 segundos.

b) En el segundo 1 la velocidad es f(1) = 71512 +7-1=6.5km/h. A partir de ahi la velocidad crece hasta el
segundo 7 y luego decrece hasta el segundo 12. En este instante la velocidad es f(12) = —%122 +7-12=
—72 +84 = 12 km/h. De modo que en el primer tramo de definicion la velocidad no baja a 5 km/h en ningun
instante después del segundo 1.

En el segundo tramo la velocidad comienza en f(12) = —11@ 1234 2122 —34-12+220 = 12 km/h. El minimo
se alcanza en el punto x = 54 — 61/47 ~ 12.866, es decir, a los 12.866 segundos, donde la funcién vale

f(12.866) ~ 11.137 km/h y después, segun hemos visto en el apartado anterior, la velocidad crece.
Por tanto, en ningun instante después del segundo 1 la velocidad se reduce hasta los 5 km/h.

Respecto a si supera los 70 km/h en algin momento, en el primer tramo, la funcién tiene maximo en
(7,24.5), por lo que no supera los 70 km/h. En el segundo tramo, la funcion es creciente desde x = 12.866
hasta x = 20. Si evaluamos f en x = 20:

—1
f(20) = mzos + gzo2 — 34 .20+ 220 ~ 65.9259,

por lo que podemos afirmar que la montana rusa no superara los 70 km/h en los 20 primeros segundos.

c) A partir del estudio realizado en los dos apartados anteriores, sabemos que f tiene un maximoenx =7y
un minimo en x = 12.866, aspecto que se verifica en las tres funciones. Sabemos, ademas que (7) = 24.5,
lo que nos hace descartar la figura (ii). Podemos fijarnos también en el valor f(12.866) para descartar la
grafica (iii). Alternativamente, la grafica (iii) también se puede descartar porque el punto en el que cambia
la curva es x = 10, que no se corresponde con la expresion de la funcién. Por lo tanto, la grafica adecuada
tiene que ser la (i).

Pregunta 1. Opcion B.

a) Puesto que f(x) = —];xz + 6x — 30, entonces F(x) = [f(x)dx = —% +3x2 — 30x + C. Por otro lado, como se
indica que F(2) = 2, se tiene que F(2) = —% +3:22-30-2+C=—-2-48+C=2,conloque C=50+% = 132

y, por tanto, la primitiva buscada es F(x) = —% +3x% — 30x + %

b) El area limitada por la curva fy el eje X entre x = 10 y x = 16, teniendo en cuenta la representacion grafica
y la expresion obtenida para F en el apartado anterior, es igual a:
16
/ f(x)dx = F(16) — F(10) = (—1516%+3-162 —30- 16+ 132) — (—510%+3-10%2 — 30 - 10 + 132)
1

0

= —5(16° — 10%) + 3(162 — 102) — 30(16 — 10) = 30 m2.

De modo que harian falta 2 botes de pintura.
Pregunta 2. Opcién A.

a) Hay varias estrategias posibles para identificar el patron del nimero total de puntos, por ejemplo, si nos
fijamos en que para cada figura se construye un cuadrado cuyo lado tiene un niumero de puntos igual al
de la figura mas uno. Por lo tanto en la figura n-ésima habra un cuadrado de lado n + 1 puntos. En conse-
cuencia, el nimero total de puntos sera 4n. O, lo que es lo mismo: 4(n + 1) — 4 si multiplicamos el nimero



de puntos en cada lado por 4 y le restamos 4, para evitar que cada vértice del cuadrado lo contemos dos
veces.

Asi, en la figura nimero 17 habra 68 puntos en total.

También podriamos haber comenzado por identificar el nimero de puntos de cada color y, posteriormente,
sumarlos. Asi, por ejemplo, contando los puntos vemos que:

n.2 figura 1

n.? puntos negros | 3

n.? puntos blancos

el patron es una secuencia de impares en los puntos negros, que obedece al impar inmediatamente su-
perior al doble del nimero de la figura, y el el nimero de puntos blancos al impar inmediatamente menor
al doble del nimero de la figura. Por ello, sin necesidad de obtener la generalizacion, para la figura 17
tendriamos que hay 35 puntos negros y 33 puntos blancos, lo que hacen un total de 68 puntos.

La forma de llegar a la generalizacién para los puntos blancos y negros par ala figura n seria expresar
esta relacién en lenguaje algebraico. El nimero de puntos negros es el impar inmediatamente superior al
doble del nimero de la figura n, es decir: 2n + 1. El nUmero de puntos blancos es el impar inmediatamente
inferior: 2n — 1.'Y el nimero total de puntos, la suma de ambos: 2n+1 + (2n — 1) = 4n.

b) A partir de la observacion del patrén, se constata que el nimero de puntos negros siempre es impar, ya
que obedece a la expresién 2n + 1, por lo que es imposible que sea par.

Pregunta 2. Opcién B.

a) Si representamos por x e y el nimero de viajes en el dragdn rojo y en gran loop, respectivamente, las
condiciones impuestas llevan al siguiente sistema de inecuaciones:

6x+8y < 120 3x+4y < 60
x < 2y x < 2y
—
y > 1 y > 1
x > 0 x > 0

Si se sube 8 veces en el dragon rojo, puesto que se tiene que subir al menos la mitad de veces en gran
loop (x < 2y), se tiene que al menos y > 4. Por otro lado, la restriccion 3x+4y < 60 lleva ay < 9. Por tanto,
se podria subir entre 4 y 9 veces al gran loop.

Si puede subirse 6 veces a cada atraccion ya que sustituyendo (x,y) = (6, 6) en el sistema de inecuaciones

vemos que se verifica:

3-6+4-6=42 < 60
6 < 2-6=12
6 > 1
6 > 0
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b) Los puntos que cumplen todas estas restricciones son todos los pares de niumeros enteros dentro del
recinto delimitado por los extremos A = (0,15), C = (12,6), G=(2,1) y E = (0, 1).

c) La funcién de gastos es z(x,y) = 5x + 3y. Los valores en los extremos del recinto son:

z(A) =5-0+3-15 =45 euros
z(C)=5-12+3-6 =78 euros
(G)=5-2+3-1=13euros
z(E)=5-0+3-1=3euros

z

por lo que la mayor cantidad la gastaria si se subiese 12 veces al dragén rojo y 6 veces al gran loop.
El menor gasto corresponde a un viaje en gran loop y ninguno en el dragén rojo.

Pregunta 3. Opcion A.

a) Sim = 15 se tiene que el sistema es:

90
225

X + 3y
2x + 15y
Se puede resolver por cualquier método, por ejemplo, por Gauss:

1 3
2 15

90 1 3
—
225 0 9

90
45

Por lo que y = 45/9 = 5y, en consecuencia, x = 90 — 3 - 5 = 75. Por lo tanto, el precio de cada pase vip
(«x») es 75 € y el de cada pase normal («y») es de 5 €.

b) Una forma de obtener una solucion al sistema que no sea valida en el contexto del problema es que alguno
de los valores de x o de y en la solucién sea negativa o nula (x < 0 o y < 0); también podria ser que el
precio del pase vip fuera inferior al del pase normal (es decir, x < y). Podemos intentar resolver el sistema
para cualquier valor de my ver qué valores de m nos dan una solucion negativa o en la que x < y.

90
15m

X + 3y

2x + my

Aplicando, por ejemplo, Rouché-Frébenius, tenemos que :

1 3
|A| = =m-6=0<= m=6
2 m
se tiene que:
m Param =6, como:ran(A) =1y:

1 3 1 90
= =—90 = ran(A') = 2,
-12 -9 2 90

por lo que ran(A) < ran(A’) y el sistema no tendria solucién



= Param # 6, el sistema es compatible y determinado, por lo tanto, cualquier valor m < 0 el sistema, pe-
ro no tendria sentido en el contexto del problema porque m representa el nimero de pases normales
que se compran y deberia ser una cantidad positiva. Para m > 0 (m # 6) podemos buscar soluciones
con x 0 y negativas, puesto que ran(A) = 2 y por tanto ran(A) = ran(A’) = n.? incégnitas.

90

15m m

90
2 15m

A = =45m y A=

‘:15m180.

por lo tanto, las soluciones en (x,y) serian de la forma (:15—_”% W) Asi, por ejemplo, para m = 1

tendriamos que la solucién en x es negativa.

Otra alternativa, mas sencilla, es razonar que careceria de sentido que el nimero de pases normales que
se compran (el valor m) fuera negativo. En este caso, como ademas m # 6, el sistema tendria también
solucion (es compatible determinado).

¢) Como hemos visto en la discusién anterior, si m = 6, el sistema no tiene solucion, es incompatible.
Pregunta 3. Opcion B.

a) Puesto que:

A. B -1 —-m [ m -3 _ —2m 3
3 -8-m 1 0 2m -8 -9
A.B.C< —-2m 3 R _ —-2mx  + 3y '
2m -8 -9 y (2m—-8)x — 9y
Por otra parte,
1 1 4 0
~D+E=_ +
2 2 (6m——8> ( —zn)

con lo que el sistema se puede escribir como:

entonces:

1}
/o~
w
3
| N
N
N———
+
/-
b o
3
N————
1}
-~
3
| N
N
N————

2m — 8)x 9 = m-4

{ omx + 3y = 2
(

b) Dos de las posibles formas de realizar la discusién de este sistema son:

= Gauss.

—-2m 3 2 —-2m 3
—
2m-8 -9 | m-4 -4m -8 0

Como —4m — 8 =0 < m = -2, se tiene que:

2
m+2

+ Sim=-2,laultimafilaes (0 0]0), con lo que el sistema es compatible indeterminado.

* En otro caso, sim # —2, el sistema es compatible y determinado.
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= Rouché-Frobenius. Como:

—2m 3
|A| = =12m+24=0<= m=-2
2m -8 -9
se tiene que:
* Param = -2, como:
4 3 4 2
= =0 = ran(A') = ran(A) =1,
-12 -9 -12 -6

por lo que el sistema es compatible indeterminado.

« Para m # -2, el sistema es compatible y determinado, puesto que ran(A) = 2 y por tanto
ran(A) = ran(A’) = n? incognitas.

Asi pues, el Unico valor de m para el que el sistema tiene infinitas soluciones es m = —2.

Pregunta 4. Opcion A.

a) Si denotamos por P el suceso «peluche gigante», por R el suceso «sobre rojo» y por V el suceso «sobre

verde», se tiene que:

2 3
P(P/R) = 0° 0.05 P(P/V)= 30 =
de modo que es mas probable ganar un peluche gigante si se elige un sobre verde. Por otra parte, aplican-

do el teorema de la probabilidad total,

0.1

4 3

P(P) = P(R)- P(P/R) + P(V)- P(P/V) = 0%+?Ojﬂmﬁ4

~|

de modo que la probabilidad de ganar un peluche gigante es 0.0714.
Esta pregunta se puede resolver mas rapidamente observando que si en sobres rojos hay 2 peluches y en
sobres verdes hay 3, en total hay 5 peluches gigantes. Asi,

mm=%=awm.

b) Sidenotamos por O el suceso «otro premio», es decir, un premio que no sea ni un peluche gigante, ni «siga

jugando», se tiene que de los 40 sobres rojos, 8 tienen «otro premio». De los 30 sobres verdes, 4 tienen
«otro premio». Empleando el teorema de Bayes, se tiene que la probabilidad de que el sobre sea verde si

el premio ha sido «otro» es
P(V)-P(O/V)

P(V/0)==—F55,
Se tiene que
P(O) = P(R)- P(O/R)+ P(V)-P(O/V) = ; : 4%+$ % = %
Por tanto,
3.4 4
Pu70)=7§§’=§

35



Si se hace el ejercicio construyendo una tabla, la asociada a estos datos seria proporcional a:

SJ|P|O
R|30|2 |8 |40
V| 23|3|4 |30

Pregunta 4. Opcion B. Denotaremos E el suceso «persona empleada que estudia» y por M el suceso «persona
empleada menor de 30 afos». Entonces, si se elige un empleado al azar, la informacién del enunciado se puede
traducir como:

P(M)=0.8 P(E/M)=0.6 P(E)=12=06

a) Aplicando la definicién de probabilidad condicionada y la probabilidad del suceso contrario llegamos a que:

P(MNE)=P(E/M)-PM)=(1—-P(E/M)PM)=(1—-0.6)0.8=0.32.
Puesto que hay 200 personas empleadas, el 32 % se corresponde con 64 personas que tienen menos de
30 anos y no estudian.

b) La probabilidad pedida se corresponde con P(M/E). Podemos aplicar el teorema de Bayes o la definicion
de probabilidad condicionada para deducir que:

puuyE) = ZELE D 0888 g,

c) Se trata de comprobar la independencia entre los sucesos E y M. Si fueran independientes, deberia cum-
plirse que:
P(E/M) = P(E)

y en este caso podemos comprobar que:
P(E/M)=0.6 = P(E)
por lo que serian independientes. Alternativamente, podriamos comprobar que
P(EnM) = P(E) - P(M)
y se comprueba que:

P(E N M) =P(E/M)-P(M)=0.6-0.8=0.48 = 0.6 - 0.8 = P(E) - P(M).

Si se hace el ejercicio construyendo una tabla, la asociada a estos datos seria proporcional a:

M | M
E|96 |24 |120
E|64 |16]80

160 | 40 | 200
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Pregunta 5. Opcion A.

a) A partir de la expresion del intervalo de confianza, al nivel de confianza (1 — «) - 100 %, para la media po-
blacional de una variable aleatoria con distribucion normal y desviacién tipica conocida que se proporciona
en el enunciado, en este caso se tiene que: o = 8 y como el nivel de confianza es del 90 %, entonces
Z,2 =1.64

Por lo tanto, el error de estimacién seria:
8

=1.64—
MRV

Como queremos que sea, como maximo 2, debemos hacer:

8 8\ 2
> . —_— > . —_ = .
2164\m@n(1642> 43.0336

y, asi, el tamano muestral minimo para el que se cumple esta condicion es n = 44.
Si, con el mismo nivel de confianza, queremos obtener un intervalo con menos error, habra que aumentar
el tamafo obtenido, ya que, al incrementarse la n en la expresion:

e=1.64i

Vvn
se reducira el error de estimacién.
b) A partir del intervalo numérico (11.0947,12.9053) y de la expresiébn general del intervalo

(Y — za/zﬁ, X+2Z4/2 %) identificamos el gasto medio como el punto medio del intervalo, es decir:

% < 11.0947;12.9053 _1oe.

El error de estimacion es la semiamplitud del intervalo, por lo tanto:

o 12.9053 — 11.0947

5 = 0.9053.

Como el intervalo se determind con una confianza del 95 %, el valor z, >, = 1.96 y, en consecuencia, el

tamano muestral utilizado fue, aproximadamente:

8 2
n= (1 960.9053) ~ 299.99 ~ 300.

c) Sielintervalo se calcul6 a partir de la misma muestra, pero con mayor nivel de confianza (situacion (i)) debe
estar centrado en 12, por lo que podemos desechar el intervalo (A). Como tiene mas confianza, debe ser
mas amplio que (11.0947, 12.9053), lo que solo ocurre con el intervalo (B). Ademas, se puede comprobar
que la confianza de (10.9238, 13.0762) es, aproximadamente, del 98 %.

Si seguimos examinando la situacion (ii), en este caso, la media muestral es la misma, por lo que tam-

bién desechariamos (A). Ademas, el nivel de confianza es el mismo pero el tamafo muestral es mayor, lo



que obliga a que el intervalo obtenido sea menos amplio que (11.0947, 12.9053), lo que solo ocurre con
el intervalo (C). Adicionalmente, se puede verificar que el tamano de muestra a partir del que se obtuvo
(11.216, 12.784) es de n = 400.

La situacién (iii), con distinta media muestral, necesariamente se corresponde con (A), por descarte. Se
puede comprobar, ademas, que se verifica que la media muestral es 11.

Pregunta 5. Opcion B.

El intervalo de confianza, al nivel de confianza (1 — «) - 100 %, para una proporcién poblacional en muestras

grandes es:

(b B0 = P) b 7 o [PC - m)

donde p representa la proporcion muestral, n el tamafio de muestra 'y z,, /» el valor que cumple P(|Z] < z,/5) =

1 — « para una variable Z con distribucion N(0, 1).

a)

Los dos intervalos que correspondan a la misma muestra deben tener el mismo punto medio, que es la

proporcién muestral. Para los tres intervalos dados, los puntos medios y los errores de estimacién son:

(0.6102,0.7898) —p=0.7 e=0.0898
(0.5565, 0.7435) — p=0.65 e=0.0935
(0.6248,0.7752) —p=0.7 e=0.0752

Por tanto los que corresponden a la misma muestra deben ser el primero y el tercero.

Por otra parte, si uno es al 90 % de confianza y otro al 95 % de confianza, el correspondiente al 90 % de
confianza debe ser menos amplio (menor confianza permite mayor precision en la estimacion, es decir,
menor error). Por tanto, el intervalo correspondiente al 90 % de confianza es el tercero: (0.6248, 0.7752).

El intervalo obtenido a partir de la segunda muestra debe ser el segundo, (0.5565, 0.7435), que es el que
se obtiene a partir de una proporciéon muestral diferente, p = 0.65, como ya se razon6 arriba.
Para obtener el tamafio muestral,

A_I_A za 2
e=za/2w — n=<e/2)p(1—p)

Si el nivel de confianza es el 95 %, se tiene que z,,» = 1.96. Ademas, e = 0.0935 y p = 0.65. Entonces,
2
n= (Zﬂ) p(1 —p) = (%)2 0.65(1 — 0.65) ~ 99.97. De modo que el tamafio muestral fue n = 100.

e

Por consiguiente, el nimero de personas en esa muestra que realizé compras fue de:

np =100 - 0.65 = 65 personas.
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Criterios de correccion

Pregunta 1. Opcion A.

a) Responder justificada y correctamente a la pregunta: 1 punto.

b) Responder justificada y correctamente a la primera pregunta: 0.5 puntos.

Responder justificada y correctamente a la segunda pregunta: 0.5 puntos.

c) Explicar qué figura se corresponde con la funcién: 0.5 puntos.

Pregunta 1. Opcion B.

a) Calcular correctamente la integral: 1 punto.

b) Calcular correctamente la integral definida 1 puntos.

Determinar el nimero necesario de botes de pintura: 0.5 puntos.

Pregunta 2. Opcion A.

a) Determinar el numero total de puntos y el nimero de cada tipo en la figura17: 1 punto.

Encontrar la formula general y explicar como se ha obtenido: 1 punto.

b) Argumentar correctamente sobre la pregunta planteada: 0.5 puntos.

Pregunta 2. Opcion B.

a) Responder justificadamente a ambas preguntas: 1 punto.
b) Identificar los vértices de la region factible: 1 punto.

c) Responder justificadamente a ambas preguntas: 0.5 puntos.

Pregunta 3. Opcion A.

a) Responder correcta y justificadamente a la pregunta: 1 punto.
b) Encontrar un valor de m adecuado y justificarlo: 1 punto.

¢) Responder justificada y correctamente: 0.5 puntos.

Pregunta 3. Opcion B.

a) Plantear correctamente el sistema: 1.5 puntos.

b) Encontrar el valor de m y justificar la respuesta: 1 punto.
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Pregunta 4. Opcion A.
a) Responder justificada y correctamente a la primera pregunta: 1 punto.
Responder justificada y correctamente a la segunda pregunta: 0.5 puntos.

b) Calcular la probabilidad solicitada: 1 punto.

Pregunta 4. Opcion B.

a) Responder correcta y justificadamente a la pregunta: 1 punto.
b) Calcular la probabilidad solicitada: 1 punto.

¢) Responder correcta y justificadamente a la pregunta: 0.5 puntos.

Pregunta 5. Opcion A.

a) Calcular el tamano muestral y responder correcta y justificadamente a la pregunta:1 punto.
b) Responder justificada y correctamente a las tres preguntas: 0.5 puntos.

c) Emparejar correctamente los intervalos y justificarlo adecuadamente: 1 punto.

Pregunta 5. Opcion B.

a) Determinar el intervalo que no se corresponde con la primera muestra: 0.5 puntos.

Identificar justificadamente el que tiene nivel de confianza 90 %: 1 punto.

b) Determinar el tamano muestral: 0.5 puntos.

Determinar el nimero de visitantes: 0.5 puntos.



