PAU 2025 Mayores 25 afios Matemdticas en Castilla-Ledn Juan Antonio Martinez Garcia

= Pruebas de acceso a ensefianzas EJERCICIO
= universitarias oficiales de grado MATEMATICAS

e Mayores de 25 y 45 afios ,

2 Castilla y Le6n Ne Paginas: 2

I,’v
S

INDICACIONES: 1.- OPTATIVIDAD: El alumno debera escoger una de las dos opciones, pudiendo
desarrollar los cuatro ejercicios de la misma en el orden que desee.

2.- CALCULADORA: Se permitird el uso de calculadoras no programables (que no admitan
memoria para texto ni representaciones graficas).

CRITERIOS GENERALES DE EVALUACION: Cada ejercicio se puntuara sobre un maximo de
2,5 puntos. Se observaran fundamentalmente los siguientes aspectos: Correcta utilizacion de los
conceptos, definiciones y que se aporten para el desarrollo de las respuestas. Claridad y coherencia en
la exposicion. Precision en los calculos y en las notaciones. Deben figurar explicitamente las
operaciones no triviales, de modo que puedan reconstruirse la argumentacion ldgica y los célculos.

OPCION A
ELl.-
a) En funcion del parametro m, discutir la solucion del sistema de ecuaciones lineales:
X+y+z=1
2x—-3y+z=4 (1,5 puntos)
3X—my-mz=7
b) Resolverlo para m=1. (1 punto)

E2.- Sea r la recta que pasa por los puntos (2,1,2) y (—2,0,—3).

a) Determinar el plano que contiene a la recta r y al punto P = (1,1,1). (1,5 puntos)
b) Calcular la distancia del plano 7 =x+y—-z-1=0 al punto Q =(0,0,1) (1 punto)
. - ax+e*  six<l |
E3.- Consideramos la funcién f (x) = _ , siendo a,b e R . Calcular a, b para que f
x> —x+b six>1
sea derivable y por tanto continuaen x=1. (2,5 puntos)

E4.-
a) Calcular el area limitada por las gréaficas de las funciones f (x) =x’yg (x) =x>. (1,25 puntos)
2
e —1-x-2
b) Calcular lim— 2 (1,25 puntos)

x—0 X—Senx
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OPCION B
. 1+m 1 . .
El.- Sea la matriz B = e | la matriz identidad.
1 1-m
a) Hallar para que valores de m se verifica que B> =2B+1 . (1,5 puntos)

b) Calcular B para m=—1. (1 punto)

E2.- Dados el punto A:(—].,Z,O) y los vectores a=(—1,2,0) y \7=(2,—1,—1),
a) Hallar las ecuaciones paramétricas e implicita del plano m que pasa por el

punto Ay tiene como vectores de direccién U y V.

(1,25 puntos)
X=-24
b) Estudiar la posicion relativa de la recta r:<y=-7-31 con el plano
z=5-31
7.-2X—Yy—-32= 0. En el caso de que tengan algtin punto en comtn, calcularlo
explicitamente. (1,25 puntos)
X2
E3.- Sea la funcion f (x)= :
X+2
a) Hallar sus maximos relativos, minimos relativos y puntos de inflexion.
(1,25 puntos)
b) Estudiar sus asintotas. (1,25 puntos)
E4.- Calcular:
X—In(1+x
a) Calcular lim # . (1,25 puntos)
=0( x:In(1+x)
b) Calcular j cos® xdx. (1,25 puntos)
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SOLUCIONES
OPCION A
El.-
a) En funcién del pardmetro m, discutir la solucion del sistema de ecuaciones lineales:
X+y+z=1
2x—-3y+z=4 (1,5 puntos)
3X—my—-mz=7
b) Resolverlo para m=1. (1 punto)
1 1 1
a) La matriz de coeficientes asociada al sistemaes A={ 2 -3 1 | ylamatrizampliada es
3 —-m —-m
1 1 1 1

A/B=|2 -3 1 4].
3 - m -m 7
Buscamos cuando se anula el determinante de A.

1 1 1
|Al=]2 -3 1|=3m+3-2M +9+2M +m=4m+12
3 -m -m

|A=0=4m+12=0=4m=-12=[m =3

Se nos plantean dos situaciones diferentes que analizamos por separado.

CASO 1. m=-3
En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que de la matriz ampliada
A/B y el numero de incognitas. El sistema es compatible determinado (una unica solucion).

CASO 2. m=-3
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3. Estudiamos su rango y el de la
matriz ampliada usando el método de Gauss para obtener un sistema equivalente mas sencillo.

Fila3? —3-Filal?
1111 3 3 3 7
A/IB=|2 -3 14| 3 .3 _3 _3 =
3.3 37 0 0 O 4 —Nuevafila3?
Fila2?2 —2-Fila1 — 22
2 -3 1 4 i1l
9 9 o o =0 -5 -1 2
0 -5 -1 2 — Nuevafila?2? M,_q 4

A

El rango de A es 2 y el rango de A/B es 3. Los rangos son distintos y el sistema es
incompatible (sin solucion)
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Conclusion: Si m= -3 el sistema es compatible determinado (una Unica solucién) y si m=-3
el sistema es incompatible.

b) Para m=1 el sistema es compatible indeterminado (CASO 1). Resolvemos el sistema.

X+y+z=1 z=1-x-y
2X—3y+2=4=:2x-3y+z=4

{2x—3y+1—x—y:4
=
3X-y—-z=7 3X—-y—-z=7

X-y-1+x+y=7

=2-4y=3=-l=4y=>|y=—|= Z=1_2+Z:T

4x=8>x=7 1

{X—4y=3 -1 1 -3

La solucidon del sistema es x=2, y = Z=—.
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E2.- Sea r la recta que pasa por los puntos (2,1,2) y (—2,0,-3).
a) Determinar el plano que contiene a la recta r y al punto P = (1,1,1). (1,5 puntos)
b) Calcular la distancia del plano 7 =x+y—-z-1=0 al punto Q =(0,0,1) (1 punto)

a) Hallamos la ecuacion del plano que contiene a los puntos P = (1,1,1), (2,1,2) y (-2,0,-3).

=-3y+Z -2+ +4y-A+x-1=0=|z:x+y-z-1=0|

El plano que contiene a la recta r y al punto P = (1,1,1) tiene ecuacion 7:x+y—-z-1=0.

b) Hallamos la distancia del plano m al punto Q.

T:X+y-2-1=0

Q(0,0,2)

040178 12 5

41+ (<17 V3

=a(n0)-
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E3.- Consideramos la funcion f (x) =
x2—x+b six>1

sea derivable y por tanto continua en x=1.

ax+e*  six<l .
, siendo a,b e R . Calcular a, b para que f

(2,5 puntos)

La funcién debe ser continuaen x=1.

f(l)=a+e'=a+e
lim f (x)=limax+e*=a+e

X—1" Xx—1"

) . :-a+e:b
lim f (x)=limx*-x+b=1*-1+b=b
x—1" x—1"

f(1)=lim f(x)=lim f (x)

X—1" x—1"

La funcion es derivable en R—{1}, siendo su derivada f"(x)= a+e S_' X <1.
2x-1 si x>1

La funcion es derivable en x =1, por lo que deben coincidir sus derivadas laterales.

(1) =limf'(x)=lima+e*=a+e'=a+e
f’(1+)=lir11f’(x)=|irp2x—1=2—1=1 —a+e=1=[a=1—¢|

fr(1)=f(1)

Sustituimos este valor en la primera ecuacién obtenida.

a=1-e
b=a+e

}:>|b:1—e+e:1|

Los valores buscados son a=1—-e y b=1.
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E4.-
a) Calcular el area limitada por las gréficas de las funciones f (x)=x*y g(x)=x".
2
A
2 .

b) Calcular lim
x>0 X —senx

(1,25 puntos)

(1,25 puntos)

a) Hallamos los puntos de corte de ambas gréficas.

g(x)=x° :>x2:x3:>x3—x2:O:>x2(x—1):0:>{x:0
f

x—1:0—>

El 4rea limitada por las graficas de las funciones f (x)= Xy g (x)= x* es el valor de la

integral definida de O a 1 de la diferencia de las dos funciones.

2 3

Como f(0.5)=0.5"=0.25>¢(0.5)=0.5" =0.125 tomaremos f (x)—g(x)=x"-x>.

c R S o A B S o O S0
Area=[ 1 (x)-g(x)ox= x _de{?_fl{g_z 13 4] |12

N

b) Calculamos el limite pedido.

2 2

X X 0
e -l-x—"- &-1-0-— 14 g
0

] 1
lim = =
x>0 X —Senx 0—sen0 0-

X 0
= Indeter min acién(L’ Hopital) = lim > 1-x_e-1-0_1
x>0]1—-cosx 1-cosO 1

X 0 __ _
:Indeterminacién(L’H(‘)pitaI):Iime 1 e-1 1-1 0_
x>0senx sen0 0 O

X 0
= Indeter min acién(L"Hdpital) = lim € _°€ :}:
x>0cosx cosO 1

1 =0.0833u?
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OPCION B
. 1+m 1 . .
El.- Sea la matriz B = e | la matriz identidad.
1 1-m
a) Hallar para que valores de m se verifica que B> =2B+1 . (1,5 puntos)
b) Calcular B para m=—1. (1 punto)

a) Resolvemos la ecuacion matricial planteada.

I
H

M

1
1-m

1
1-m

1+m
1

|-

2
3-2m

|-

1+m 1+m

BZ:ZB+h3[
1

-

3-2m

3+2m

M

3+2m
2

(1+m)2+12 1+m+1-m

l+m+l-m 1+(1-m)’

3+2m
2

1+m? +2m+1
2

2
3-2m

m? +2m+2
2

2
m? —2m+2

-

1
1-m

10
01

Mo 1)

B

m? +2m+2=3+2m

m’-1=0

- 0:>m2=1:>
m —-1=

-]

Se cumple lo pedido para m==+1.

|

01
b) Para m=-1 la matriz queda B = (1 2]. Calculamos su inversa.

, - =
m-—-2m+2=3-2m

01

|H=‘ ‘:0—1=—1¢0
1 2

01
1 2
-1

_Adi<BT)_Ad"[
8]

2 -1
-1 0

-2 1
1 0

-1

s
|

OTRA FORMA DE RESOLVER EL APARTADO b)
Como para m=-1 se cumple que B*=2B+1, entonces B>~2B=1—>B(B-21)=1, por

lo que la inversa de B es la matriz B—2I .
Fo i1 ol

M

1

Pmam:—lhanzMwmmmBesBl:( 0

01

01} _, 10
m=-1—->B= —B'=B-2I=
12 12

01

-2 1
1 0
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E2.- Dados el punto A:(—l,Z,O) y los vectores a=(—1,2,0) v \7=(2,—1,—1),
a)Hallar las ecuaciones paramétricas e implicita del plano m que pasa por el

punto Ay tiene como vectores de direccion u vy V.

(1,25 puntos)
X=-21
b) Estudiar la posicion relativa de la recta r:<y=-7-31 con el plano
2=5-31

m.—2X—y—-32= 0. En el caso de que tengan alglin punto en comin, calcularlo
explicitamente. (1,25 puntos)

a) El plano m que pasa por el punto Ay tiene como vectores de direccion U y V
tiene las siguientes ecuaciones paramétricas:

l_j:(—l,Z,O) X:—l—a+2,6’
v=(2,-1-1) |=>z:{y=2+2a-p
A(-1,2,0)erx z= -B
Hallamos la ecuacion implicita del plano .
u=(-12,0) x+1 y-2 z
\7=(2,—1,—1) > -1 2  0/=0=>-2(x+1)+0+z-4z-(y-2)-0=0=
A(-12,0)ex 2 -1 -

:>—2x—Z+z—4z—y+Z:0:>—2x—y—3z:O:> m:2X+Yy+32=0

b) Para determinar la posicion relativa de recta y plano calculamos el producto escalar del vector
director de la recta y el vector normal del plano.

X=-21
riiy=-7-31=v, =(-2,-3,-3) o
7=5-31 =V, -n=(-2,-3,-3)(-2,-1,-3)=4+3+9=21+0

7i-2x-y-3z= 0=>n=(-2,-1,-3)

Como el producto escalar es no nulo la recta y el plano son secantes. Hallamos el punto de
corte resolviendo el sistema formado por sus ecuaciones.

X=-24
rqy=-7-34
S 5.3 = -2(-24)—-(-7-32)-3(5-34)=0=44+7+31-15+91=0=

mr:-2Xx—-y-3z=0
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2
PP T PR I S
16 2 >~ 55
;-5 31_7
272

El punto de corte de recta y plano es P(—l,_Tl?,Zj.
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2

E3.- Sea la funcion f (x)= X,
X+2
a)Hallar sus maximos relativos, minimos relativos y puntos de inflexion.
(1,25 puntos)
b) Estudiar sus asintotas. (1,25 puntos)

a) Averiguamos cuando se anula la derivada.

f(x)- X2 = (x)= 2x(x+2)-1-x? _ 2 +4x—x" _ X’ +4x
X+2 (x+2)2 (x+2)2 (x+2)2
£ (x) =02 XX 023 4 dx= 0= x(x+4) = 0= | 22
(x+2)2 x+4:0—>

Estudiamos el signo de la derivada antes, entre y después de los puntos criticos: x=0, x=—4.
También incluimos el valor excluido del dominio x =-2.

e Enelintervalo (—o,—4) tomamos x =-5 y la derivada vale

2
f(-5)= M =3, 0. La funcién crece en (—o0,—4).

(-5+2)" 9
e Enelintervalo (—4,—-2) tomamos x=-3 Yy la derivada vale
2
_ 4(—
f’(-3)= M =-3<0. La funcién decrece en (—4,-2).
(-3+2)
e Enelintervalo (—2,0) tomamos x=-1 y la derivada vale
~1)* +4(-1
f'(-1)= L(Z) =-3<0. La funcién decrece en (-2,0).
(-1+2)
2
e Enelintervalo (0,+c) tomamos x =1y la derivada vale f"(1)= 21+g)21 :g>0. La
+

funcién crece en (0,+).

La funcion sigue el esquema siguiente.

— TS,

4 - -2 -1 0 1 2 3
La funcidn tiene un maximo relativo en x =—4 y un minimo relativo en x=0.

Averiguamos cuando se anula la derivada segunda.
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" W2 4 Ax ey =(2x+4)(x+2)2—2(x+2)(x2+4x)=
= W —

(2x+4)(x+2)—2(x2+4x) }X{JerLg_}X{_&: 8

(x+2)3 (x+2)3 (x+2)3

Esta expresion de la segunda derivada nunca se anula, por lo que no existen puntos de
inflexion.

b) Asintota vertical x=a
¢ X =—2 es asintota vertical?
2 ) 2
lim £ (x)= im X (2 _4_
x—>-2 x>2X+2 -2+2 0
X =—2 es asintota vertical.

Asintota horizontal. y=b

2 2

) ¢ X .

b:I|mf(x):I|m =lim=—=limx=ow
X—>0 X0 X 4 2 X—0 X X—>00

No tiene asintota horizontal.

Asintota oblicua. y=mx+n
2 2

X2
. f(x . . X . X
m:|lmL):|lmXL2:|lm2—:|lm—=1
X—>0 X x—o X X—0 ¥ +2X X0 X

2 2 2

. . X XS =X"=2X . =2X . —2X

nzllm(f(x)—x):llm —x=1lim =lim = lim—=2=-2
X—>00 X—>00 X+2 X—>00 X+2 X—>00 X+2 x>0 X

Larecta y =Xx—2 es asintota oblicua de la funcion.
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E4.- Calcular:
—In(1
a) Calcular lim L(H) . (1,25 puntos)
=0( x:In(1+x)
b) Calcular [cos® xdx. (1,25 puntos)

a) Calculamos el limite pedido.

lim x=In(1+x) :0_In(1+0):9:Indeterminacién(L’HﬁpitaI):
x>0\ x-In(1+x) 0:In(1+0) 0

11 1+x-1 X
:|ing 1+x :"ng 1+Xx - :“ng . I1+1X
TlLm@ex) x| T In@ex) | (L+x)In(1+x)+X

1+X 1+X 1+ X

B m((u x)ln)((1+ X)+ xJ ~ (1+0)In(1+0)+0

= % = Indeter min acion(L Hépital) =

) 1 1 1
1-In(l+ x)+(1+x)m+l In(1+0)+(0+1)m+1

b) Calculamos la integral.

Cambio de variable
Icos3 xdx = Icos2 X C0S XdX = I(l— senzx)cos xdx = { } =

t = senx — dt = cos xdx

3 3

:I(l—tz)dt :t—%:{t = senx} = |senx — Sl

X+C
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