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Cod 29- MATEMATICAS

Cuestién 1 [2.5 puntos]| Consideremos la matriz:

se pide:

(a)

k1 -1
A=10 2 &k
4 -0 —k

[1.5 puntos| Estudiar el rango de la matriz para los diferentres valores del pardmetro k.
SOLUCION:

En primer lugar calcularemos el determinante para determinar aquellos valores del pardmetro que
hacen que la matriz no tenga rango méximo. Asi:

E 1 -1
det(A)=|Al=|0 2 &k |=-2k>+4k+38
4 -0 —k

Por tanto, nos interesan aquellos valores que anulan dicho determinante, en estos casos el rango de
la matriz A serd menor que 3.

1+\/5
—4+ /16 + 64
A0:>2k2+4k+80:>k6+6{

10 15
Luego:
o Sik#14+/5 el rango de la matriz A sers 3.
e Si A =1+ /5, tenemos que el menor 2 0 # 0, por tanto, la matriz A tendrd rango 2.
[1.0 puntos| Calcular la inversa de la matriz A para k = 1.
SOLUCION:
En este caso,
1 1 -1
det(A)=|Al=|0 2 1 |=10
4 -0 -1

y por tanto, sabemos que tiene inversa, siendo esta:

1 1 -1 L2103
y 0 2 1 =— | 4 3 -1
4 -0 -1 0\ g4 2
1 1 3
_ P G
I R
5 5 5
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Cuestion 2 [2.5 puntos| Considere el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

z+k-y+k-z =k
k-z4+y+2z =k
Y+ 2z =k

Se pide:

(a) [1.5 puntos] Discutir el sistema para los diferentes valores del parametro k.
SOLUCION:

En primer lugar, calcularemos el determinante asociado a la matriz de los coeficientes :

A=

[

k
1
1

(NI

1 k k
=det(A)=|A|=|k 1 1|=1-k
01 2

Entonces, si det(A) # 0 el sistema serd compatible determinado (teorema de Rouché-Frobenius).
Por tanto:

1-k?>=0,=k==1

e Luego si k # +£1 el sistema es compatible determinado.

1 1 1|1
e Para k =1, la matriz de los coeficientes A y la ampliada serdn: Alb = 1 1 11
01 2|1

Como se observa, la primera y segunda fila coinciden. Por otro lado, el rango de la matriz A y
el de la ampliada es 2 ya que tenemos una submatriz 2x2 con determinante no nulo, por ejemplo

11 . a1 . . .
1 9 ‘ = 0. Luego el sistema serd compatible indeterminado, siendo las soluciones de la forma

(A1 =2\ 0)
1 -1 -1]-1
e Para k = —1, la matriz de los coeficientes A y la ampliada seran: Ajp=| -1 1 1 |-1
o 1 2 |-1
Como se observa, sumado la primer y segunda fila se tiene:
1 -1 -1]-1 1 -1 -1]|-1
-1 1 1 |-1 — 0 0 0 |-2
o 1 2 |-1 01 2 |-1
Por otro lado, el rango de la matriz A seria 2 y de la ampliada es 3, por tanto, el sistema seria
incompatible.

(b) [1.0 puntos] Resolverlo para k = 2.
SOLUCION:

2

T+2y+2z =2 3
2

2r4+y+z =2 =< y =-—=
y+ 2z =2 43
3
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Cuestion 3 [2.5 puntos| Calcular el drea de la regién del plano encerrada entre la funcién

f(@) = (z = 2)e”

el eje de abscisas y las rectas x =1 y x = 3.
SOLUCION:
Gréficamente:

f(@) = (x —2)e”

Luego, el drea pedida serd:

2 3
Area = / (r —2)edx + / (z — 2)e"dr = 2¢* + 2¢
1 2

ya que, aplicando integracién por partes, tenemos:

/(m—Z)exdx:{uz(m_Q)HdUde}:(x—2)ez—/exdx:(m—3)ez

dv = e*dx — v = €%
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Cuestién 4 [2.5 puntos]Disefiar un recipiente cilindrico de chapa con 101 (10.000 cm?) de capacidad con
el fin de que el gasto de chapa sea minimo. (Justificar tanto el planteamiento como la resolucién)

SOLUCION:
Sabemos que el volumen del cilindro viene dado por

10000

Vol =1 xr?%h=10000 — h = =
TxT

&,
O

Chapa =h*2%mxr+2*%m*7

por otro lado, el gasto de chapa seré:

2

de donde:

1
Chapa(r) = WOSSS*Q*W*T+2*W*T2
2
_ 0,

Para buscar los candidatos a extremos, resolveremos:

Chapa(r)’ = 0
20000
drr — —5— = 0= dmr? = 20000
5/20000
r o= —ocm
4
Se trata de un minimo ya que:
4 2
Chapa(r)" = 47 + 0200 >0enr =y 0000
r 4dT
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Cuestién 5 [2.5 puntos] Dada la siguiente recta y plano:

—1
r:$3 :%:z—él m:3r—2y+z2=3

Se pide:

(a) [1.0 puntos] Determinar un vector director de la recta r y un vector normal al plano 7.

SOLUCION:
Un vector director de la recta r viene dado por (3,2,1), mientras que un vector normal al plano 7 serd
(3,—2.1).

(b) [1.5 puntos|Determinar su posién relativa.

SOLUCION:
Por otro lado, sabemos que dos vectores son perpendiculares si su producto escalar es 0. Asi:

(3,2,1)-(3,-2,1)=9—4+1=6#£0

Luego ambos vectores no son perpendiculares y por tanto, la recta y el plano no serfan paralelos cortdndose en
el punto solucién del sistema de ecuaciones formado por la recta y el plano. Asi:

-1 =143\
r: 3 :%:2—4—> y=042\
z=44+ A

sustituyendo en la ecuacién del plano, se tiene:
3x—2y+2=3—-3(14+3\)—-22\)+ 4+ =3—->1=-2/3
Luego el punto de corte seréa:
(_17 _4/37 10/3)
Cuestién 6 [2.5 puntos| Dados los siguientes puntos:
A=1(0,1,1) B=(0,1,2)
C=(-21,3) D= (a,a0—1,2)

Se pide:

(a) [1.5 puntos] Hallar el plano que contiene a los puntos A, By C.
SOLUCION:

—

Calulemos en primer lugar los vectores correspondientes AB = (0,0,1) y AC = (—2,0,2). A partir de aqui,
un vector normal a estos dos viene dado por:

l
0

k
1| =-2—(0,-2,0)
-2 2

O O .

: —27 Por tanto, la ecuacion del palno que pasa por esos tres puntos viene dada por:
—2y=k

Como debe pasar por los puntos dados, caluclamos el valor de k para que cualquiera de los tres puntos cumpla
dicha ecuacién, por ejemplo el punto A. Asi:

2xl=k—k=-2

Por tanto, el plano que contiene a los puntos A, By C serd el plano 7w :y =1
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(b) [1.0 puntos| Hallar el valor del pardmetro @ para que los cuatro puntos sean coplanarios.

SOLUCION:
Para que sean coplanarios, es suficiente con imponer que el punto D verifique la ecuacién del plano anterior,
por tanto, la segunda coordenada debe ser 1,

a—1l=1—-a=2

Otra opcién serfa ver que los vectores AB , AC'y AD, son linealmente dependientes, siendo AD = (o, o —
2,1), luego el determinate formado por dichos vectores deberia ser nulo. Ast:

a a—2 1
0 0 1| =4-2aa=0—-a=2
-2 0 2

Cuestion 7 [2.5 puntos] Los operarios A, B y C producen, respectivamente, el 50%, el 30% y el 20% de
las resistencias que se utilizan en un laboratorio de electrénica. Resultan defectuosas el 6% de las resistencias
producidas por A, el 5% de las producidas por B y el 3% de las producidas por C.

A partir de esta informacion, se pide:

(a) [1.5 puntos] Calcular razonadamente la probabilidad de que una resistencia seleccionada al azar
resulte defectuosa.

SOLUCION:
Definamos los sucesos:

A = "El producto es producido por A"
B = "El producto es producido por B"
C = "El producto es producido por C"
D = "El producto es defectuoso"

A partir del enunciado, tenemos las siguientes probabilidades:

Pr(A)=05 Pr(B)=030 Pr(C)=0.20

Pr(D/A) =006 Pr(D/B)=005 Pr(D/C)=0.03
Pr(D°/A) =094 Pr(D°/B)=0.95 Pr(D°/C)=0.97

Graficamente:
006 _» D
oA <,
MAD 094 *D
005 ,
7030 . g D
LIRS <
_ 0,95
003 . D
0.20 ™, e
= . C .::::_‘-__ c
097 *D

Como nos piden Pr(D), aplicando el teorema de la probabilidad total, tenemos:

Pr(D) = Pr(D/A)-Pr(A)+ Pr(D/B) Pr(B) + Pr(D/C) - Pr(C) =
= 0.06 %0.54+ 0.05*%0.30 + 0.03 x 0.20 = 0.051
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(b) [1.0 puntos] Si se ha seleccionado una resistencia defectuosa, ;Cudl es la probabilidad de que
provenga del operario A?

SOLUCION:
Aplicando el teorema de Bayes, tenemos:
Pr(A/D) = Pr(DNA) Pr(D/A) - Pr(A)
g ~ " P(D)  Pr(DJA)-Pr(A) + Pr(D/B) - Pr(B) + Pr(D/C) - Pr(C)
0.06 % 0.5
= ool 0.588

Cuestiéon 8 [2.5 puntos] Se sabe que el tiempo necesario para la finalizacién de un determinado proceso
industrial se puede modelar como una distribucién normal de media 15 minutos y desviacién tipica 5 minutos.
A partir de esta informacion, se pide:

(a) [0.75 puntos] ;Cudl es la probabilidad de que tarde més de 20 minutos en finalizarse la tarea?
SOLUCION:
Definamos la variable:

X = "Tiempo (minutos) dedicado al proceso industrial"

Nos indican que X sigue una distribucién normal de media 15 minutos y desviacién tipica 5 minutos,
esto es: X ~ N(15,0 =5).
Asi:

ipifican 20—1
Pr(X > 20) PG pyy o 2015

= 1-0.8413 = 0.1587

)=Pr(Z>1)=1-Pr(Z<1)=

(b) [0.75 puntos] ;Cuél es la probabilidad de que tarde entre 10 y 20 minutos?
SOLUCION:
En este caso tenemos X ~ N(u = 15,0 = 5) y nos piden:

ipificando 20 —1 10—-1
Pr(X € (10,20)) = Pr(X < 20) — Pr(X < 10) "P2"C= pr(z < 05 %) _Pr(Z < 05 >

)

= Pr(Z<1)—Pr(Z<1)=08413 — (1 — 0.8413) = 0.6826

(c¢) [1.0 puntos] Determinar el percentil 25, es decir, el tiempo = que determinara que el 25% de las
veces el procedimiento ha finalizado.

SOLUCION:
Nos piden determinar el valor x que verifica:

ipific 15
Pr(X <z) =025 "oG"- prz < 2

) = 0.25

Por tanto, por simetria de la N(0, 1), tenemos:

20.25 — —R0.75 — —0.675

Luego:
z—15

5 —0.675 — . =15—-5%0.675 = 11.625
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