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En este cuaderno de ejercicios se recopilan los enunciados y las soluciones de los 33 examenes
de matematicas Il propuestos en las pruebas de acceso a la universidad de Andalucia desde el
afio 2017 al 2025. Los examenes estan resueltos por Juan Antonio Martinez Garcia. Ha sido
profesor de matematicas en distintos institutos de educacion secundaria.

En la web www.ebaumatematicas.com hay un banco de ejercicios de matematicas Il resueltos
de otras comunidades autonomas de Espafia, asi como distintas formas de recopilar los
ejercicios que aparecen en todas las pruebas de acceso a la universidad realizadas en todas las
comunidades espafiolas.
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PAU 2025 Extraordinaria Matematicas II
’ PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y

PRUEBA DE ADMISION MATEMATICAS ]
ANDALUCIA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS
CURSO 2024-2025

Instrucciones:
a) Duracion: 1 horay 30 minutos

b) Todas las cuestiones deben responderse en el papel entregado para la realizacion del examen y
nunca en los folios que contienen los enunciados.

c) Este examen consta de siete ejercicios distribuidos en un blogue con un ejercicio obligatorio y
tres blogues con dos ejercicios optativos cada uno.

d) Debera resolver el ejercicio obligatorio y solamente un ejercicio de cada uno de los tres bloques
con optatividad.

e) En caso de responder a dos ejercicios de un bloque, sélo se corregira el que aparezca fisicamente
en primer lugar.

f) Cada ejercicio tiene un valor maximo de 2.5 puntos.

g) En la puntuacion maxima de cada ejercicio estan contemplados 0,25 puntos para valorar la
expresion correcta de los procesos y métodos utilizados.

h) Se permitira el uso de calculadoras que no sean programables, ni graficas ni con capacidad para
almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos conducentes a la obtencion de
resultados deben estar suficientemente justificados.

i) Se proporcionara la tabla de la distribucién Normal. Se permite el uso de regla.

‘BLOQUE OBLIGATORIO. | Resuelve el siguiente ejercicio:

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)

Se sabe que la suma de tres nimeros naturales es 22 y que la suma de cuatro veces el primero
mas el triple del segundo més el doble del tercero es 61. ;Puede ser 15 uno de los tres nimeros?
En caso afirmativo, calcula los restantes. ¢Existen otras opciones?

IBLOQUE CON OPTATIVIDAD 1. | Resuelve sélo uno de los siguientes ejercicios:
EJERCICIO 2 (2.5 puntos)

Considera la funcion f:R — R definida por f(x)=

> . Calcula una primitiva de f
X" +2X+2

cuya gréafica pase por el punto (0%}

EJERCICIO 3 (2.5 puntos)
Calcula el valor de k para que fe” (x— 2)dx =2.
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’ PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y

PRUEBA DE ADMISION MATEMATICAS ]
ANDALUCIA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS
CURSO 2024-2025

\BLOQUE CON OPTATIVIDAD 2. | Resuelve sdlo uno de los siguientes ejercicios:

EJERCICIO 4 (2.5 puntos)
X—y+z=3

Considera la recta rz{ A yelplano z=mx—-y-2z=5.

X+2y—-2=
a) [1,5 puntos] Halla m para que r y m sean paralelos.
b) [1 punto] Para m=-8, calcula la distancia de la recta r al plano .

EJERCICIO 5 (2.5 puntos)

x=1-1
Sean las rectas r = X+1= y;:2= 2_12 ys={y=2+41
- 7=-3-22

a) [1 punto] Estudia la posicion relativa de las rectas r y s.
b) [1,5 puntos] Halla la ecuacion de un plano que contiene a r y a una recta perpendicular a las
rectasrys.

‘BLOQUE CON OPTATIVIDAD 3. | Resuelve sélo uno de los siguientes ejercicios:

EJERCICIO 6 (2.5 puntos)
Calcula a y b sabiendo que

xsen(x)+a(e*—1)+sen(x
00 (e ) o)
x>0 bx* + x —sen(x)

EJERCICIO 7 (2.5 puntos)

La velocidad méaxima a la que puede circular un vehiculo sobre un determinado puente del rio

Guadalete es de 70 km/h.

a) [1 punto] En uno de los sentidos de circulacion, la velocidad de los vehiculos sigue una
distribucién normal de media 64 km/h y desviacion tipica 4 km/h. Si el radar de control salta
a partir de 72 km/h, ¢cuél es el porcentaje de vehiculos que se sancionan?

b) [1,5 puntos] En el sentido contrario, también sigue una distribucion normal de la que sabemos
que la velocidad media es de 63,6 km/h y que el 5,05% de todos los vehiculos viaja a mas
de 80 km/h. En este caso, ¢cuanto vale la desviacion tipica?
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FUNCION DE DISTRIBUCION N(0,1)

z 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09
0,0 | 05000 05040 05080 0,5120 0,5160 0,5199 05239 0,5279  0,5319  0,5359
0,1 05308 05438 05478 05517 058557 0559 05636 05675 05714 0,5753
0,2 05793 05832 05871 05910 05948 05987 06026 06064 06103 06141
0,3 0,617 06217 06255 06293 06331 06368 06406 06443 06480 06517
0,4 | 06554 06591 06628 06664 06700 06736 06772 06808 06844 06879
0,5 | 0,6915 06950 0,6985 0,7019 0,7054 0©,7088 07123 07157 07190 0,7224
0.6 0,7257  0,7291 0,7324 0,7357 0,738%9 07422 07454 07486 0,7517 0,7549
0,7 | 07580 07611 0,7642 0,7673 0,7704 0,7734 07764 07794 0,7823 0,7852
0,8 07881 07910 00,7939 0,7967 00,7995 08023 08051 08078 08106 08133
0,9 | 0,8159 08186 0,8212 0,8238 0,8264 0,828% 08315 08340 08365 0,8389
1,0 | 0,8413 08438 08461 0,8485 08508 0,8531 0,8554 0,8577 08599 0,8621
1,1 | 08643 (0,8665 O0,8686 0,8708 0,8729 0,8749 08770 08790 0,8810 0,8830
1,2 | 08849 08869 0,8888 0,8907 0,8925 0,8944 0,8962 0,8980 0,8997 0,9015
1,3 09032 0904% 09066 09082 0909% 09115 09131 09147 09162 09177
1,4 09192 09207 05222 09236 09251 09265 09279 09292 09306 09319
1,5 09332 09345 09357 09370 09382 09394 059406 05418 09429 09441
1,6 | 09452 09463 09474 0,9484 09495 0,9505 09515 09525 09535 0,9545
1,7 | 09554 09564 09573 0,9582 09591 0,9599 09608 09616 09625 0,9633
1,8 | 09641 09649 09656 09664 09671 0,9678 09686 0,9693 0,9699 0,9706
1,9 09713 0971% 05726 059732 09738 09744 09750 059756 09761 09767
2,0 09772 0977&8 009783 09788 09793 09798 09803 092808 09812 09817
2,1 09821 09826 059830 09834 09838 09842 098456 09850 09854 09857
2,2 | 09861 09864 0,9868 0,9871 0,9875 09878 09881 09884 09887 0,9890
2,3 | 09893 09896 0,9898 0,9901 0,9904 (©,9906 09909 09911 09913 0,9916
2,4 | 09918 09920 09922 0,9925 09927 09929 09931 09932 09931 0,9936
2,5 | 09938 09940 09941 0,9943 0,9945 09945 09948 09949 09951 0,9952
2,6 09953 09955 09956 09957 09959 09960 0991 0992 09963 0,9964
2,7 | 0,99653 0,09664 0,99674 0,99683 0,99603 0,99702 099711 099720 0,99728 0,99736
2,8 | 099744 0,99752 0,99760 0,99767 0,99774 0,99781 0,99788 0959795 0,99801 0,99807
2,9 | 0,99813 0,99819 0,99825 0,99831 0,99836 0,99841 0,99846 099851 0,99856 0,99861
3,0 | 099855 0,99869 0,99874 0,99878 0,99882 0,99886 0,99889 0,99893 0,99896 0,99900
3,1 | 0,99903 099906 0,99910 0,99913 0,99916 0,99918 0,99921 0,99924 0,99926 0,99929
3,2 | 099931 099934 0,99936 099938 099940 0,99942 0,99944 099946 0,99948 0,99950
3.3 | 099952 099953 0(,99955 0,99957 099958 0,99960 099961 099962 0,99964 0,99965
3.4 | 099966 099968 0,99969 099870 099971 099972 099973 099974 0,99975 0,99976
3,5 | 099977 099978 0,99978 099979 099980 099981 099981 099982 0,99983 0,99983
3,6 | 0,90981 0,90085 0,99985 0,099086 0,99986 0,99087 0,09987 000088 O0,99988 0,09989
3,7 | 0,99980 0,99990 0,99990 0,99990 0,99991 0,99991 (0,99992 0,99992 0,99992 0,99992
3,8 | 0,99993 0,99993 0,99993 0,99994 0,99994 0,99994 (0,99994 0,99995 0,99995 0,99995
3,9 | 099995 0,99995 0,99996 099996 0,99996 0,99996 0,99996 0,99996 0,99997 0,99997
4,0 | 0,99997 0,99997 0,99997 0,99937 0,99997 0,99997 0,99998 0,99998 0,99998 0,99993

Nota: En el interior de |la tabla se da la probabilidad de que la variable aleatoria Z | con distribucidn M(0,1), esté
por debajo del valor z .
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SOLUCIONES

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)

Se sabe que la suma de tres nimeros naturales es 22 y que la suma de cuatro veces el primero
mas el triple del segundo més el doble del tercero es 61. ;Puede ser 15 uno de los tres nimeros?
En caso afirmativo, calcula los restantes. ¢Existen otras opciones?

a) Llamamos “x”, “y”, “z” a los tres nimeros naturales.
Obtenemos las ecuaciones que cumplen los nimeros con los datos del problema.
“La suma de tres nimeros naturales es 22” > x+y+z =22

“La suma de cuatro veces el primero mas el triple del segundo mas el doble del tercero
es61” > 4x+3y+2z=61

Reunimos las dos ecuaciones en un sistema y lo intentamos resolver.

=
4x+3y+2z=061

X+y+z2=22 y=22-X-12
4x+3y+22=061

}:>4x+3(22—x—z)+22 =6l=

= 4X+66-3X-32+22=61=>X-72=-5=7=Xx+5=

X=4
=>Yy=22-X-Xx-5=17-2x=|qy=17-24; AeN
Z=5+41

Las soluciones son infinitas. Comprobamos si alguna de estas soluciones tiene un nimero
que sea 15.

X=A
Xx=A1=15
y=17-24 y=17-2:15=-13¢ N jMal!
=1y=17-21=>
Z2=5+1 z=5+15=20
Z2=5+1
x=15
X=A1
X=1
y=17-2A x=1
=>:y=17-21=15>-21=-2>1=1=> =jijoOK!
2=5+1 z=5+1=6
z=5+1
y=15
X=1
X=A
y=17-21 x=10
=.y=17-24 =
Z=5+1 y=17-20=-3¢ N jMal!
15 z=5+1=15—->1=10
7=

Existe una solucién con uno de los nimeros valiendo 15 es la solucién x=1, y=15, z=6.
Esta combinacion de nameros naturales cumple lo pedido.
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X=A
Las soluciones tienen la expresion < y=17-24; 1 € N. Damos valores a A y obtenemos
Z=5+41
las restantes opciones.
x=1 X=2
A=1=1{y=17-21=15 A=2=1y=17-2.2=13
z=5+1=6 72=5+2=7
A=3=4y=17-2-3=11 A=4=y=17-2:-4=9
z=5+3=8 z=5+4=9
A=5=3y=17-2-5=7 A=6=>:y=17-2.6=5
z=5+5=10 z=5+6=11
X=7 Xx=8
A=T=:y=17-2.7=3 A=8=4y=17-2.8=1
z2=5+7=12 z=5+8=13
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EJERCICIO 2 (2.5 puntos)

Considera la funcion f:R — R definida por f(x)=

1

> . Calcula una primitiva de f
X"+ 2X+2

cuya grafica pase por el punto (0, %)

Comprobamos si se puede descomponer la fraccion en fracciones simples.

2+ 2242 244" .
X2 +2x+2=0=x= _ 2% 4:NoeX|ste

2 2

No podemos descomponer la fraccion en otras fracciones mas sencillas. Utilizamos otro método
de integracion.

B 1 B 1
X2 42x42 _(x+1)2+1

f(x)

F(x):f f(x)dx:J(

1 {Cambio de variable}
= dx
x+1) +1

B X+1l=t=dx=dt

=j1+1t2 dt =arctg (t) = arctg (x+1)+ K

La primitiva de la funcién es F (x) = arctg (x+1)+ K . Determinamos el valor de K para que

T
4 =2 —arctg(0+1)+K =2 =2+ K = [K =0
F(x)=arctg(x+1)+K 4 4 4

La primitiva de la funcion que cumple lo pedido es F(x)=arctg(x+1).
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EJERCICIO 3 (2.5 puntos)
Calcula el valor de k para que fe” (x—2)dx=20

Calculamos la integral indefinida.

Integracion por partes
Iex—k (x—=2)dx=qu=x-2—du=dx —(x—2)e** —Iex‘kdx=

dv=e“*dx > v= Iex‘kdx =g*X

=(x-2)e*" —e** =(x-3)e" +C
Aplicamos este resultado al calculo de la integral definida.
3 X—= X— 3 —| — _
[[e (x=2)dx=[(x-3)e"* | =(3-3)e"* —(1-3)e"* = 2¢"*
Averiguamos el valor de k para que esta integral definida valga 2.
L3exfk(x—2)dx:2:> 2 =2 e =1=e"=1-k=0=[k =1]

Para que se pueda cumplir lo pedido debe ser k =1.
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EJERCICIO 4 (2.5 puntos)
X—y+z=3

yelplano z=mx—-y-2z=5.
X+2y—-z=4

a) [1,5 puntos] Halla m para que r y 1 sean paralelos.
b) [1 punto] Para m=-8, calcula la distancia de la recta r al plano .

Considera la recta r z{

a) Hallamos un punto, un vector director y las ecuaciones paramétricas de la recta.

X—y+z=3 Z=3+y—X
r= = = X+2y-3-y+Xx=4=

X+2y—z=4 X+2y—z=4

=2X+y=T=y=7-2X=272=3+7-2X-Xx=10-3x=

=>r y=7-2a =
2=10-3a

e {vﬁ ~(1-2,-3)

P (0,7,10)

Para que la recta y el plano sean paralelos el vector normal del plano y el vector director de
la recta deben ser perpendiculares y para ello su producto escalar debe ser nulo.
v, =(1,-2,-3)
r=mx-y-2z=5-n=(m-1-2)}=(L-2,-3)(m-1-2)=0=

V. Ln—>v,n=0

=>m+2+6=0=|m=-8|

Para m=-8 el plano queda 7 =-8x—y—2z=5. Con esta condicion sabemos que la recta
es paralela al plano o esta contenida en él. Vemos si el punto P, (0, 7,10) de la recta pertenece
al plano.
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r=-8x-y—-2z=5

P(O?lO) 5 }:>(,—8-0—7—2-1025?:>&—7—2025?iNO!
¢P.(0,7,10)e 77

El punto Pr no pertenece al plano por lo que la recta no esta contenida en el plano y podemos
afirmar que para m=-8 la recta es paralela al plano.

b) Para m=-8 el plano queda 7 =-8x—y—2z=5 y larecta es paralela al plano. La distancia
de la recta al plano es la distancia de cualquiera de sus puntos al plano.

r

P

=-8X-y-2z-5=0|  _  _  |-8.0-7-2: —
Tey }:d(r,n):d P )= 20777210°5] _|32V69
P (0,7,10) \/(—8) +(-1) +(-2) 69

32./69
69

Para m=-8 la distancia de la recta r al plano = vale unidades.
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EJERCICIO 5 (2.5 puntos)

x=1-4
Sean las rectas r = X+1= y;rzz 2_12 ys=<y=2+41
- z=-3-22

a) [1 punto] Estudia la posicién relativa de las rectas r y s.
b) [1,5 puntos] Halla la ecuacién de un plano que contiene a r y a una recta perpendicular a las
rectasrys.

a) Hallamos un punto y un vector director de cada recta.

r

X+l y+2 7-2 - Pr(_l’_z’z)
4 3 -1 v, =(4,3,-1)

S=qy=2+4 =
1=-3-21

Xx=1-4 Q. (1’2’_3)
{us =(-11-2)

Los vectores directores no tienen coordenadas proporcionales, por lo que las rectas no son
ni coincidentes ni paralelas.

Vr

(4,3,-1) }: 4 3 -1

5 -(-11-2)

_

Las rectas se cortan o cruzan. Calculamos el valor del producto mixto [\Tr u PQSJ :

PEsY

V=431 4 3 -1
v, =(-13:2) =[vuPQ]=l1 1 -2-
PQ, =(12,-3)-(-1,-2,2)=(2,4-5) 2 4 -5

= —20=T2 +4+2-15+ 37 =—7=0

El producto mixto tiene un valor distinto de cero. Las rectas se cruzan.

b) Una recta perpendicular a las rectas r y s tiene como vector director el producto vectorial
de los vectores directores de las rectas.

vi=<4,s,1>} i

=w =V, xU =4 3 -1U=-5i+9j+7k=(-509,7)
(-1.1,-2)

U, 11 -2
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El plano que contiene a r y a una recta perpendicular a las rectas r y s contiene el punto
P(-1,-2,2) de la recta r y tiene como vectores directores v, =(4,3,-1) vy

P(-1-22)ex X+1 y+2 z-2

v, =(4,3,-1) >zl 4 3 -1|=0=
w=vxu=(-597) |15 9 7

= 21(x+1)+5(y+2)+36(z—-2)+15(z-2)-28(y+2)+9(x+1)=0=

= 30(x+1)-23(y+2)+51(z—2)=0=>30x+30-23y—46+517 -102 =0 =

= |7:30x—23y +517-118=0|

El plano buscado tiene ecuacion 7 :30x—23y+51z2-118=0.
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos)
Calcula a 'y b sabiendo que

xsen(x)+a(e* —1)+sen(x)

li =1
il bx* + x —sen(x)
Calculamos el limite indicado.
i xsen(x)+a(e —1)+sen(x) 0-sen(0)+a(e’—1)+sen(0) o
a bx? + x—sen () B b-0?+0-sen(0) 0

= Indeter min acion(L"Hopital) = lim sen (x) + xcos(x) +ae" +cos(x) =
x>0 2bx+1-cos(x)

_sen(0)+0-cos(0)+ae’ +cos(0) 0+0+a+l l+a

- 2b-0+1-cos(0) ©0+1-1 0
Para que este limite no valga co debe ser el numerador igual a cero para que surja una
indeterminacion y sigamos con su calculo. Es decir, debe ser a =—1. Seguimos con el célculo
del limite considerando que a=-1.

. sen(x)+xcos(x)—e*+cos(x) 0
{a } il 2bx+1—cos(x) 0

= Indeter minacion(L"Hépital) = lim COS(X)+COS(X)_ xsen(x)—e” - sen(x) =
x—0 2b+Sen(X)

_ cos(0)+cos(0)-0-sen(0)—e’—sen(0) 2-1 |1

2b+sen(0) ~2b [2b

Igualamos el valor del limite a 1 y obtenemos el valor de b.

. xsen(x)+a(e* —1)+sen(x)
lim =1
x—0 bx2+x_sen(x) :)2—b=1:1:2b:> b=

N |-

a=-1

Los valores buscados son a=-1y b= %
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EJERCICIO 7 (2.5 puntos)

La velocidad méxima a la que puede circular un vehiculo sobre un determinado puente del rio

Guadalete es de 70 km/h.

a) [1 punto] En uno de los sentidos de circulacion, la velocidad de los vehiculos sigue una
distribucion normal de media 64 km/h y desviacion tipica 4 km/h. Si el radar de control salta
a partir de 72 km/h, ¢cuél es el porcentaje de vehiculos que se sancionan?

b) [1,5 puntos] En el sentido contrario, también sigue una distribucion normal de la que sabemos
que la velocidad media es de 63,6 km/h y que el 5,05% de todos los vehiculos viaja a mas
de 80 km/h. En este caso, ;cuénto vale la desviacion tipica?

a) X = velocidad de los vehiculos en uno de los sentidos de circulacion. X = N(64, 4).
Calculamos la probabilidad de que un vehiculo supere los 72 km/h: P(X >72).

72-64

P(X >72)={Tipificamos} = P(Z >

j:p(bz):

Buscamos en la

=1-P(Z2<2)= =1-0.9772=0.0228
tabla N(0,1)

El porcentaje de vehiculos que se sancionan es del 2.28 %.

b) Y = velocidad de los vehiculos en el otro de los sentidos de circulacion. Y = N(63.6, o).
Sabemos que P(Y >80)=0.0505. Determinamos el valor de o usando esta informacion.

80-63.6

P(Y >80)=0.0505= {Tipificamos} = P(Z >
O

j =0.0505=

16.4 Miramos en la
= P|Z<——|=1-0.0505=0.9495 =
o tabla N(0, 1)
16.4 16.4
I YR PR T
o 1.64

z 0.00 001 0.02 0.03
0.0 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5)60
01 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5p57
02 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5p48
03 06179 0.6217 0.6255 0.6203 0.6p31
04 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 D.GFDD
05 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7p54
06 07257 07291 0.7324 0.7357 0.7R&9
07 0.7580 07611 0.7642 0.7673 0.7F04
08 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7p95
09 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.
10 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485
11 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708
12 0.8849 0.8869 0.88388 0.8907
13 0.9032 0.5049 0.9066 0.%082
14 0.9192 0.8207 0.9222 0.8236

0.9332 0.8345 0.9357 0.8370
16 a0 IR= 0 Toa S Oty

17

N GRR4

N GRA4

Nas73

La desviacidn tipica tiene un valor de 10 km/h.

N g9RA7

ng

=y
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PAU 2025 Extraordinaria suplente 1 Matematicas II
’ PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y

PRUEBA DE ADMISION MATEMATICAS ]
ANDALUCIA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS
CURSO 2024-2025

Instrucciones:
a) Duracion: 1 horay 30 minutos

b) Todas las cuestiones deben responderse en el papel entregado para la realizacion del examen 'y
nunca en los folios que contienen los enunciados.

c) Este examen consta de siete ejercicios distribuidos en un blogue con un ejercicio obligatorio y
tres blogues con dos ejercicios optativos cada uno.

d) Debera resolver el ejercicio obligatorio y solamente un ejercicio de cada uno de los tres bloques
con optatividad.

e) En caso de responder a dos ejercicios de un bloque, sélo se corregira el que aparezca fisicamente
en primer lugar.

f) Cada ejercicio tiene un valor maximo de 2.5 puntos.

g) En la puntuacion maxima de cada ejercicio estan contemplados 0,25 puntos para valorar la
expresion correcta de los procesos y métodos utilizados.

h) Se permitira el uso de calculadoras que no sean programables, ni graficas ni con capacidad para
almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos conducentes a la obtencién de
resultados deben estar suficientemente justificados.

i) Se proporcionara la tabla de la distribucién Normal. Se permite el uso de regla.

‘BLOQUE OBLIGATORIO. | Resuelve el siguiente ejercicio:
EJERCICIO 1 (2.5 puntos)

x3+1
x?+1

Sea f:R — R lafuncion definida por f (x) = . Calcula una primitiva de f cuya grafica

pase por el punto (0, 5).

IBLOQUE CON OPTATIVIDAD 1. | Resuelve sélo uno de los siguientes ejercicios:

EJERCICIO 2 (2.5 puntos)
Considera la funcion f :(-1,1) - R definida por f(x)=

1

(11"
a) [1,25 puntos] Estudia la continuidad y derivabilidad de la funcién f.

b) [1,25 puntos] Halla, si existen, sus extremos absolutos (abscisas donde se obtienen y valores
que se alcanzan).

EJERCICIO 3 (2.5 puntos)

2
Sean las funciones f:(~1,0)u(0,1) >R y g:R — R definidas por f(x)zln{x—j y

g(x)=x>+2.
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a) [1,5 puntos] Calcula a =0 de forma que en el punto (a, f (a)) la recta normal a la gréfica

de la funcion f sea paralela a la recta tangente a la grafica de g en el punto (a, g (a)).
b) [1 punto] Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de la funcion f.

\BLOQUE CON OPTATIVIDAD 2. | Resuelve sdlo uno de los siguientes ejercicios:

EJERCICIO 4 (2.5 puntos)
0 -1
Considera la matriz A= (1 j

0
a) [1,25 puntos] Calcula A" y A*,
b) [1,25 puntos] Halla razonadamente el determinante de la matriz 4A* (At )4.

EJERCICIO 5 (2.5 puntos)

. 2 2 31
Sean las matrices A= y B= :
3 4 2 2

a) [1 punto] Halla razonadamente el determinante de una matriz X que verifica X°>AX?* = B?.
b) [1,5 puntos] Determina, si existe, una matriz Y que verifique A’YB™ = A?,

‘BLOQUE CON OPTATIVIDAD 3. | Resuelve sélo uno de los siguientes ejercicios:

EJERCICIO 6 (2.5 puntos)
X+y+z=0
y—z=0
a) [1,25 puntos] Halla la distancia del punto P a la recta r.

b) [1,25 puntos] Calcula la ecuacion del plano que contiene a la recta r y al punto P.

Considera la recta r z{ yel punto P(2,1,0).

EJERCICIO 7 (2.5 puntos)

Una empresa fabrica boligrafos en tres provincias: Almeria, Barcelona y Caceres. El porcentaje

de produccion total de boligrafos que se fabrica en cada provincia es, respectivamente, del 20%,

50% y 30%. Ademas, el porcentaje de boligrafos defectuosos en cada una de ellas es del 7%,

6% Yy 2%, respectivamente.

a) [1 punto] ¢Cual es la probabilidad de que un boligrafo, tomado al azar, sea defectuoso?

b) [1,5 puntos] Si se ha escogido un boligrafo no defectuoso, ¢cual es la probabilidad de que
provenga de Almeria?

17 de 571 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU 2025 Extraordinaria Suplente 1 Matemdticas Il en Andalucia

FUNCION DE DISTRIBUCION N(0,1)

z 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09
0,0 | 05000 05040 05080 0,5120 0,5160 0,5199 05239 05279 05319 0,5359
0,1 05398 05438 05478 0,5517 0,5557 00,5596 05636 05675 05714 05753
0,2 05793 05832 05871 05910 05948 00,5987 06026 06064 06103 06141
0,3 06179 06217 06255 0,6293 06331 06368 06406 06443 06480 06517
0,4 | 06554 06591 0,6628 06664 06700 06736 06772 06808 06844 0,6879
0,5 | 06915 06950 0,6985 0,7019 0,7054 0,7088 07123 07157 07190 0,7224
0,6 0,7257 00,7291 0,7324 00,7357 00,7389 0Q,7422 07454 07486 00,7517 0, 7549
0,7 | 07580 07611 0,7842 0,7673 0,7704 0,7734 07764 07794 07823 0,7852
0,8 07881 07910 0,793%9 00,7967 0,7995 0Q,8023 08051 08078 08106 08133
0,9 | 08150 0,818 0,8212 0,8238 08264 0,8280 08315 08340 08365 0,8389
1,0 | 08413 08438 0,8461 0,8485 0,8508 0,8531 0,8554 08577 08599 0,8621
1,1 | 08643 0,8665 0,86B6 0,8708 0,8729 0,8749 08770 08790 0,8810 0,8830
1,2 | 08849 0,880 0,8888 0,8007 0,8925 0,8944 089652 08980 0,8997 0,9015
13 09032 0,904% 09066 00,9082 090989 09115 09131 098147 08162 09177
1.4 09152 09207 09222 09236 09251 09265 09279 09292 059306 09319
1,5 09332 09345 09357 059370 09382 09391 09406 09418 09429 09441
1,6 | 09452 08463 0,9474 0,9484 09495 09505 09515 09525 09535 0,9545
1,7 | 09554 09564 0,9573 09582 09591 0,9599 09608 09616 09625 0,9633
1,8 | 09641 09649 0,9556 0,9664 09671 09678 09686 09693 09699 0,9706
1,9 09713 04871% 049726 09732 09738 09744 059750 0975 089761 09767
2,0 09772 09778 09783 09788 09793 09798 09203 09208 09812 09817
2,1 09821 09826 09830 09834 09838 09842 09846 09850 09854 0,9857
2,2 | 09861 0,984 0,988 09871 09875 0,9878 09881 09884 009887 0,9890
23 | 09893 09896 0,9898 0,9901 0,9904 09906 09909 09911 09913 0,9916
2,4 | 09918 09920 0,992 0,9925 09927 0,9929 09931 09932 09934 0,9936
2,5 | 09938 09940 0,9941 0,9943 0,9945 0,9946 09948 09949 09951 0,9952
2.6 09953 09955 09956 09957 09959 09960 05991 09962 09963 0,9964
2,7 | 0,99653 099664 0,99674 0,99683 0,99693 0,99702 0,99711 099720 0,99728 0,99736
2,8 | 090744 099752 0,99760 0,99767 0,99774 0,99781 0,09788 0,09795 0,90801 0,99807
2,9 | 099813 0,99819 0,99825 0,99831 0,99836 0,99841 099846 0,99851 0,99856 0,99861
3,0 | 0,99865 099869 0,99874 0,99878 0,99882 0,99886 0,99889 0,99893 0,99896 0,99900
3,1 | 099903 099906 0,99910 0,99913 0,99916 0,9991% 0,99921 099924 0,99926 0,99929
3,2 | 099931 099934 0,99936 099938 099940 0,99942 099944 0,99946 0,99948 0,99950
3.3 | 099952 099953 0,99955 0,99957 (99958 099960 099961 09%962 0,99964 (,99965
34 | 099966 0,99968 0,99969 0,99970 0,99971 099972 099973 099974 0,99975 0,99976
3,5 | 099977 099978 0,99978 099979 0,99980 099981 099981 099982 0,99983 0,99983
3,6 | 0,99984 099985 0,99985 0,99986 0,99986 0,99987 0,99987 0,99988 0,99988 0,99989
3,7 | 099989 099990 0,99990 0,99990 0,99991 0,99991 0,99992 0,99992 0,99992 0,99992
3,8 | 0,99993 099993 0,99993 0,99994 0,99994 0,99994 0,99994 0,99995 0,99995 0,99995
3,9 | 099995 0,99995 0,99996 0,99996 0,99996 0,99996 0,99996 0,99996 0,99997 0,99997
4,0 | 0,99997 0,99997 0,99997 0,99997 0,99997 0,99997 0,99998 0,99998 0,99998 0,99993

Nota: En el interior de |a tabla se da la probabilidad de gque la variable aleatoria Z | con distribucién N(D,1), esté
por debajo del valer z .
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SOLUCIONES

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)

3

Sea f:R—>R lafuncion definida por f (x)= Xz+1
X"+

. Calcula una primitiva de f cuya gréfica

pase por el punto (0, 5).

Calculamos la integral indefinida de la funcién.

3 3
F(x)=J.f(x)dx=JX +1dx:jL_Xde:

x2+1 x?+1
3
:JX2+de+f 21 dx—f 2X dx =
X +1 X°+1 X +1
x(x*+1
= de+j 21 dx—lj 22X dx =
X +1 X +1 2) x°+1

:dex+f 21 dx—lf 22X dx =
X +1 2) x°+1

2

:X?Jrarctg(x)—%ln(x2 +1)+C

Determinamos el valor de C aplicando que F(0)=5.

_x e )
F(x)= > +arctg (x) 2In(x +1)+C :5:%+arctg(0)—%ln(02+l)+C:>

F(0)=5

2

X 1
=5=C= F(x):?+arctg(x)—gln(x2+1)+5

2
La primitiva buscada es F(x)= X?+arctg (x)—%ln(x2 +1)+5.
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EJERCICIO 2 (2.5 puntos)
Considera la funcion f :(-1,1) - R definida por f(x)=

1

=

(1-[x]

a) [1,25 puntos] Estudia la continuidad y derivabilidad de la funcion f.

b) [1,25 puntos] Halla, si existen, sus extremos absolutos (abscisas donde se obtienen y valores
que se alcanzan).

a) Obtenemos la expresion de la funcién como una funcién definida a trozos.

si—1<x<0

si0<x<l

Esta expresion racional tiene un denominador que no se anula en el intervalo de definicién
de la funcién siendo continua y derivable en (-1,0)(0,1).

Estudiamos la continuidad de la funciébnen x=0.

1
f(0)= =1
lim f (x)=lim 1 S = L ~=1p= f(0)=Ilim f (x)=lim f (x)=1
X—0~ x>0~ (1+ X) (l+ O) x—0~ x—0"
. . 1 1
lim f(x)=Ilim = =1
x—>0" ( ) x—>0* (1+ X)2 (1_0)2

La funcién es continua en x=0. La funcién es continuaen (-1,1).
—2
(1+x)

si-1<x<0

3
La derivada de la funcién en (—-1,0)u(0,1) es f'(x)=
si0<x<l

3

(1-x)
Estudiamos la derivabilidad de la funcionen x=0.

_ 2 -2
£7(07)=1lim £ (x)=1 = =2
(0)=lim () S0 (Lex) (Le0) £(07)=—242=1(0)
= =—LF L=
£7(07) = lim f"(x) = lim 2 5= 2 7 =2
x—0" x—>0" (1+ X) (1+ O)

Las derivadas laterales no coinciden y la funcion no es derivable en x=0.
La funcion es derivable en (—1,0)u(0,1).

b) La funcién en el intervalo (—1,0) tiene la expresion f(x):(#)2 y su derivada es
1+x

5 . Esta expresion de la derivada nunca se anula y siempre es negativa en el

M=t

intervalo (—1,0). La funcién es decreciente en (—1,0).
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La funcién en el intervalo (0,1) tiene la expresion f(x)=ﬁ y su derivada es
1-x
f7(x)= ﬁ Esta expresion de la derivada nunca se anula y siempre es positiva en el
1-x
intervalo (0,1). La funcién es creciente en (0,1).

La funcién decrece antes de x =0 Yy crece después. La funcidn tiene un minimo relativo en
x =0. En este punto la funcion vale f(0)=1

Valoramos la funcion en x =0 y hallamos los limites de la funcion cuando se acerca a los
extremos del intervalo de definicion (-1,1).

1 1
ot (x) o (14 x)2 0"
1
1 1
I. f :I. _— =
erp (X) anlf! (l— X)2 0" 0

La funcién tiene un minimo absoluto en x =0, siendo f (0) =1. La funcidn no tiene
maximos absolutos.

N

Minimo
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EJERCICIO 3 (2.5 puntos)

2
Sean las funciones f :(~1,0)u(0,1) >R y g:R — R definidas por f(x)zln[x—j y
e
g(x)=x>+2.
a) [1,5 puntos] Calcula a # 0 de forma que en el punto (a, f (a)) la recta normal a la gréfica

de la funcién f sea paralela a la recta tangente a la gréfica de g en el punto (a, g (a)).
b) [1 punto] Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de la funcion f.

a) Para que sean paralelas dos rectas deben tener la misma.

f"(a)

La pendiente de la recta normal a la grafica de la funcion f es . La pendiente de la

recta tangente a la gréficade g es g’(a).

Debemos buscar cuando se cumple la igualdad ) =g'(a).
a

2

f(X)='n(x—]=ln(x2)—lne:2|nx—1_> f'(x)=§

e

g(x)=x+2—>9g"(x)=3x’ :>7=3a2:>
1
—q’ a
t(a) 9'(a)
:>—1:3a23:>—1=6a:> a:__l
a 6

Para a = %1 se cumple lo pedido.

b) La derivada de la funcion f(x) es f "(x) = 2 . Esta expresion de la derivada nunca se anula.
X

Enel intervalo (—1,0) tomamos x =-0.5 y la derivada vale f"(-0.5)= % =-4<0.La

derivada es negativa en (—1,0) y la funcidn es decreciente.

Enelintervalo (0,1) tomamos x=0.5 y laderivada vale f“(0.5)=—=4>0. Laderivada

2
0.5

es positiva en (—1,0) y la funcién es creciente.

La funcion es decreciente en (—1,0) y creciente en (0,1).
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EJERCICIO 4 (2.5 puntos)

0 -1
Considera la matriz A= (1 0 j

a) [1,25 puntos] Calcula A" y A*,

b) [1,25 puntos] Halla razonadamente el determinante de la matriz 4A* (At )4.

a) Calculamos las potencias pedidas.
, (0 -1)0 -1 -1 0
A = = :_I
1 0MA1 O 0 -1
10
A= NN =(=1)(-1)=1=
(nEn=1-(g )

1
A31=A4-7+3=(A4)7A2A=|7.(_I)A=_A=(O )

-1 0

. (10 w (0 1

Tenemos que A" = y A" = .
01 -1 0

b) Calculamos el determinante de A.

0 -1
1 0
Calculamos el determinante pedido aplicando las propiedades de los determinantes.

(&)

3

‘4AZ5(A‘ )4‘ ~[4A%.

{AZS es una matriz 2x 2

‘4A25‘:42‘A25‘ }:42‘A25HAt‘4:

={|A'|=[Al} =16|A"" A" =16| A" =161 = 16]

OTRA FORMA DE RESOLVERLO
Obtenemos la expresion de la matriz 4A% (At )4 y luego calculamos su determinante.

AE = A= (AY) A =10 A= 1A= A
A P i e P
() =(RY () ~()(-1) -

& o)

4pB(A) =4A1 =4A:4((1) _01J=

‘4A25 (A)

=116

o -4
14 0
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EJERCICIO 5 (2.5 puntos)

. 2 2 31
Sean las matrices A= y B= :
3 4 2 2

a) [1 punto] Halla razonadamente el determinante de una matriz X que verifica X°>AX?* = B?.
b) [1,5 puntos] Determina, si existe, una matriz Y que verifique A’YB™ = A?,

a) Calculamos el determinante de las matrices Ay B.

2

-

2 31
‘=8—6=2 |B|:‘ ‘:6—2:4
4 2 2

Aplicamos las propiedades de los determinantes.

P _g=[x|=8

XA =B X [A] X =[B = 2{x[ =4 =[x =22

b) Despejamos Y de la ecuacion matricial.

AYB' = A= ATAAYB T = AAA=S AYB = A= ATAAYB T = ATAS

— AYBl=1= ATAYB =AY = YBL=AT = YBB=A'B =y = A'B]

La matriz Y cumpliendo lo pedido existe. La calculamos.

A 2 2
v _ gl 4 -2\(3 1) 1(12-4 4-4) 1(8 0) ( 4 0
B 213 2 l2 2) 2\-9+4 3+4) 2|5 1) |-5/2 1/2

. 4 0
La matriz buscada es Y = )
-5/2 1/2

A—ledj(AT)_ Adj@ jj_1(4 -2j

“2l-3 2
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos)
X+y+z=0
y—z=0

a) [1,25 puntos] Halla la distancia del punto P a la recta r.

b) [1,25 puntos] Calcula la ecuacion del plano que contiene a la recta r y al punto P.

Considera la recta r z{ yel punto P(2,1,0).

a) Para hallar la distancia del punto P a la recta r hallamos el punto P~ proyeccion ortogonal
de P sobre la recta. La distancia de P a la recta ser la distancia de P a P".

P r

Hallamos las ecuaciones paramétricas de la recta.

{x+y+z:0 {x+y+z:0
r= =

—2a

0 = X+2+2=0=>X=-2z=]|r
y—z= y=z2

IIl
N < X
Il

o
a

El punto P” pertenece a la recta r, por lo que sus coordenadas son P'(—Za, a,a).

El vector PP’ debe ser ortogonal al vector director de la recta v, = (-2,1,1). Su producto
escalar debe ser nulo.
v, =(-2.11)
PP’ =(-2a,a,a)-(2,1,0)=(-2¢-2,a -La) = (-2a - 2,a~La)(-2,1,1) =0 =
PP”.v, =0

:>4a+4+a—1+a=0:>6a+3=0:>a:_—3=_—1:> P’ 1,_—1,_—1
6 2 2 2

La distancia de P a la recta es la distancia de P a P” y esta distancia es el modulo del vector

PP’
P—P’=(l,_—l,_—1j—(2,1,0):(—1,_—3,_—1j
22 22

Nﬁl
IS

d(P,r)=d(P,P")=|PP]= \/(—1)2 +(%3]2 +(%1j2 =2 218710

La distancia del punto P a la recta r tiene un valor de g =1.871 unidades.
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b) El plano que contiene a la recta r y al punto P tiene como uno de sus vectores directores el
vector director de la recta. Otro vector director del plano es el vector que une un punto
cualquiera de la recta con el punto P.

X=—2a {Qr (0,0,0)
r=<y=a =1_

g v, =(-2,11)
v=v, =(-2,11) Xy 2
u=QP=(210)-(0,00)=(210)}=>7z:|-2 1 1=0=
Qr(0,0,0)Eﬂ' 2 10

=2y-221-22-x=0=—X+2y-47=0=|7:x-2y+42=0

La ecuacion del plano que contiene a la recta r y al punto P.es 7:x—2y+4z=0.
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EJERCICIO 7 (2.5 puntos)

Una empresa fabrica boligrafos en tres provincias: Almeria, Barcelona y Caceres. El porcentaje

de produccion total de boligrafos que se fabrica en cada provincia es, respectivamente, del 20%,

50% y 30%. Ademas, el porcentaje de boligrafos defectuosos en cada una de ellas es del 7%,

6% Yy 2%, respectivamente.

a) [1 punto] ¢Cual es la probabilidad de que un boligrafo, tomado al azar, sea defectuoso?

b) [1,5 puntos] Si se ha escogido un boligrafo no defectuoso, ¢cual es la probabilidad de que
provenga de Almeria?

Realizamos un diagrama de arbol.

Defectuoso
P(D/A) = 0.07

Almeria
P(A) =0.20

No defectuoso
P(D¢/A) =0.93

Defectuoso

Boligrafos y sus Barcelona P(D/B) = 0.06
f —-—
defectos P(B) = 0.50 No defectuoso

P(DS/B) = 0.94

Defectuoso
P(D/C) =0.02

Caceres

P(C) =0.30 No defectuoso

P(D¢/C) = 0.98

a) Nos piden calcular P(D) . Aplicamos el teorema de la probabilidad total.
P(D)=P(A)P(D/A)+P(B)P(D/B)+P(C)P(D/C)=

—=0.2-0.07+0.5-0.06 +0.3-0.02 =

b) Debemos calcular P(A/ D¢ ) Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de

Bayes.

AND®) P(A)P(D°/A) 02.093 [93

- = =|—= =0.1958
P(D°) 1-P(D) 1-0.05 |475

OTRA FORMA DE RESOLVER EL PROBLEMA
Pasamos los datos porcentuales a absolutos. Suponemos que se fabrican un total de 1000
boligrafos. En Almeria se fabrican 0.20 - 1000 = 200, en Barcelona 0.50 - 1000 = 500 y en
Caceres 0.3” - 1000 = 300. De los fabricados en Almeria hay 0.07 - 200 = 14 defectuosos,
de los fabricados en Barcelona hay 0.06 - 500 = 30 defectuosos y de los fabricados en
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Caceres hay 0.02 - 300 = 6 defectuosos. Hay un total de 14 + 30 + 6 = 50 boligrafos
defectuosos de un total de 1000 boligrafos fabricados.

a) Hay 50 boligrafos defectuosos de un total de 1000 boligrafos fabricados. Aplicando la
regla de Laplace la probabilidad de que al elegir al azar un boligrafo este sea defectuoso

vale i =0.05.
1000

b) Hay 50 boligrafos defectuosos, por lo que hay 1000 — 50 = 950 boligrafos no
defectuosos. Siendo 200 — 14 = 186 los boligrafos no defectuosos fabricados en
Almeria. Aplicando la regla de Laplace la probabilidad de que al elegir un boligrafo no

defectuoso este haya sido fabricado en Almeria vale 186 = B =0.1958.
950 475
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PAU 2025 Extraordinaria suplente 2 Matematicas II
’ PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y

PRUEBA DE ADMISION MATEMATICAS ]
ANDALUCIA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS
CURSO 2024-2025

Instrucciones:
a) Duracion: 1 horay 30 minutos

b) Todas las cuestiones deben responderse en el papel entregado para la realizacion del examen 'y
nunca en los folios que contienen los enunciados.

c) Este examen consta de siete ejercicios distribuidos en un blogue con un ejercicio obligatorio y
tres blogues con dos ejercicios optativos cada uno.

d) Debera resolver el ejercicio obligatorio y solamente un ejercicio de cada uno de los tres bloques
con optatividad.

e) Encaso de responder a dos ejercicios de un bloque, sélo se corregira el que aparezca fisicamente
en primer lugar.

f) Cada ejercicio tiene un valor maximo de 2.5 puntos.

g) En la puntuacion maxima de cada ejercicio estdn contemplados 0,25 puntos para valorar la
expresion correcta de los procesos y métodos utilizados.

h) Se permitira el uso de calculadoras que no sean programables, ni graficas ni con capacidad para
almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos conducentes a la obtencion de
resultados deben estar suficientemente justificados.

i) Se proporcionara la tabla de la distribucién Normal. Se permite el uso de regla.

‘BLOQUE OBLIGATORIO. | Resuelve el siguiente ejercicio:
EJERCICIO 1 (2.5 puntos)

y-2 z7-k ys= X+2 y+3 z-1
-1 2 a1 2 1
a) [1,5 puntos] Determina k sabiendo que ambas se cortan en un punto.
b) [1 punto] Para k =0, halla la ecuacion general del plano que contiene a r y es paralelo a s.

; X
Considera las rectas r = T =

IBLOQUE CON OPTATIVIDAD 1. | Resuelve sélo uno de los siguientes ejercicios:

EJERCICIO 2 (2.5 puntos)
Un naufrago se encuentra en una isla situada en el punto de coordenadas (2, 0) de un plano. Se
sabe gue un ferry navega en el mismo plano siempre en la trayectoria dada por la gréafica de la

funcion f (x) =/x+1. ¢Hacia qué punto de la trayectoria debe nadar el naufrago para recorrer
la menor distancia posible? Calcula dicha distancia.

EJERCICIO 3 (2.5 puntos)

Sea la funcién f :(-1,1) > R definida por f(x):1

a) [1,5 puntos] Estudia la derivabilidad de f.
b) [1 punto] Halla los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f.
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’ PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y

PRUEBA DE ADMISION MATEMATICAS ]
ANDALUCIA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS
CURSO 2024-2025

\BLOQUE CON OPTATIVIDAD 2. | Resuelve sdlo uno de los siguientes ejercicios:

EJERCICIO 4 (2.5 puntos)

8, @, ay

Se considera la matriz M =| a,, a,, a,; | con determinante igual a —5.
8 8 Ay
ail.l a31 Za21

a) [1,25 puntos] Calcula (33, 3a,, 6a,|.
2a13 2a33 4a23
2311 _3331 2312 _3a32 4a13 - 6a33

b) [1,25 puntos] Calcula a,, a,, 2a,,
8y 8 28,
EJERCICIO 5 (2.5 puntos)
1 1
. a 3
Sean las matrices A:(b J yB=|-1 2]|.
1 1

a) [1,5 puntos] Determina a y b para que A*> =41, donde | es la matriz identidad de orden 2.
b) [1 punto] Para a=-1y b=1, calcula, si es posible, la matriz X que cumple A°’X =B".

IBLOQUE CON OPTATIVIDAD 3. | Resuelve sélo uno de los siguientes ejercicios:

EJERCICIO 6 (2.5 puntos)
Considera las funciones f,g:R — R definidas por f(x)=—e*y g(x)=—e.
a) [1 punto] Esboza las graficas de dichas funciones.

b) [1,5 puntos] Calcula la suma de las areas de los recintos acotados y limitados por las
gréaficas de dichas funciones y las rectas x=-1y x=1.

EJERCICIO 7 (2.5 puntos)

El peso de las manzanas producidas en una granja sigue una distribucion normal de media 200

gramos Yy desviacion tipica desconocida.

a) [1,25 puntos] Si el 33% de las manzanas pesan mas de 230 gramos, calcula la desviacion
tipica del peso de las manzanas.

b) [1,25 puntos] Si la desviacion tipica es de 50 gramos, calcula el porcentaje de manzanas que
pesan entre 160 y 220 gramos.
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FUNCION DE DISTRIBUCION N(0,1)

i 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09
0,0 | 05000 05040 05080 0,5120 05160 0,5199 05239 05279 05319 0,5359
0,1 05398 05438 05478 00,5517 05557 00,5596 05636 05675 05714 0,5753
0,2 05793 05832 05871  0,5910 05948 0,5987 06026 06064 06103 06141
0,3 06179 06217 06255 06293 06331 06368 06406 06443 06480 06517
0,4 | 05554 06591 06628 06664 06700 06736 06772 06808 06844 0,6879
0,5 | 06915 06950 06985 0,7019 07054 0,7088 0,7123 0,7157 07190 0,7224
0,6 07257 07291 07324 0,7357 0,7389% 0,7422 07454 0,748 0,7517 0.754%
0,7 | o7s80 07611 0,7642 0,7673 0,7704 0,7734 0,7764 0,7794 0,7823 0,7852
0,8 07881 07910 0,793%9 0,7967 0,7995 08023 08051 08078 08106 0,8133
0,9 | 08150 08186 08212 O0,8238 08264 08280 08315 08340 08365 0,8380
1,0 | 08413 08438 0,8461 O0,8485 0,8508 0,8531 0,8554 0,8577 0,8599 0,8621
1,1 | 08643 08665 0,8686 0,8708 0,8729 0,8749 08770 08790 0,8810 0,8830
1,2 | 08849 08869 0,8888 0,8907 0,8925 0,8944 0,8962 08980 0,8997 0,9015
1.3 09032 0904% 05066 09082 0909% 00,9115 09131 09147 09162 09177
1,4 09192 09207 09222 09236 09251 09265 09279 09292 09306 09319
1,5 09332 09345 09357 09370 09382 09394 09406 09418 09429 09441
1,6 | 09452 09463 0,9474 09484 0,9495 0,9505 09515 09525 0,9535 0,9545
1,7 | 09554 09564 09573 0,9582 0,9591 0,9599 09608 09616 09625 0,9633
1,8 | 09641 09649 09656 09664 09671 0©,9678 09686 09693 09599 0,9706
1,9 09713 059719 09726 09732 09738 09744 09750 09756 09761 0,9767
2,0 09772 09778 09783 09788 09793 09798 009803 09808 09812 09817
2,1 09821 09826 09830 09834 09838 09842 09816 09850 09851 (09857
2,2 | 09861 09864 09868 09871 09875 09878 09881 0,9884 09887 0,9890
23 | 09893 09896 09898 0,9901 00,9904 0,9906 09909 0,9911 0,9913 0,9916
2,4 | 09918 08920 09922 09925 0,9927 0,9929 00931 09932 0,9934 00,9936
2,5 | 09938 09940 00,9941 0,9943 0,9945 09946 09948 09949 0,9951 0,9952
2,6 09953 09955 0,9956 0,9957 09959 09960 0991 0,992 09963 0,9964
2,7 | 0,99653 0,99664 0,99674 0,99683 0,99693 0,99702 0,99711 0,99720 0,99728 0,99736
2,8 | 0,99744 0,99752 0,99760 0,99767 0,89774 0,99781 0,99788 0,95795 0,99801 0,99807
2,9 | 0,99813 0,99819 0,99825 0,99831 0,99836 0,99841 0,99846 0,99851 0,99856 0,99861
3,0 | 0,99855 0,99869 0,99874 0,99873 0,99882 0,99886 0,99889 0,99893 0,99896 0,99900
3,1 | 0,99903 0,99905 0,99910 0,99913 0,99916 0,9991% 0,99921 0,99924 0,99926 0,99929
3,2 | 099931 099934 0,99936 0,99938 099940 0,99942 0,99944 099946 0,99948 0,99950
2.3 | 099952 (99953 0,99955 (,99957 099958 099960 099961 099962 099964 0,099965
3.4 | 099966 0,99968 0,99969 0,99970 0,99971 0,99972 099973 099974 0,99975 0,99976
3,5 | 099977 099978 0,99978 099979 0,99980 0,99981 099981 099982 0,99983 0,99983
3,6 | 0,99984 0,99985 0,99985 0,99986 0,99986 0,99987 0,99987 0,99988 0,99988 0,9998%
3,7 | 099985 099990 0,99990 0,99990 0,99991 0,99991 0,99992 0,99992 0,99992 0,99992
3,8 | 0,99993 0,99993 0,99993 0,99994 0,99994 0,99994 0,99994 0,99995 0,99995 0,99995
3,9 | 0,99995 0,99995 0,99996 0,99996 0,99996 0,99996 0,99996 0,99996 0,99997 0,99997
4,0 | 0,99907 0,99997 0,99997 0,99997 0,89997 0,990907 0,99998 O0,00008 0,90998 0,99998

Nota: En el interior de la tabla se da la probabilidad de que la variable aleatoria £ , con distribucién N(D, 1], esté
por debajo del valor z.
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SOLUCIONES

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)
Considera las rectas r = X = ¥Y=2 _2=K ys= xt2 _y+3_z-1
1 -1 2 -1 2 1
a) [1,5 puntos] Determina k sabiendo que ambas se cortan en un punto.
b) [1 punto] Para k =0, halla la ecuacién general del plano que contiene a r y es paralelo a s.

a) Hallamos un punto y un vector de cada recta.

_ _ v, =(1,-1,2
=X_Y 2 _1 k:>{vr ( )

1 -1 2 " |p(02k)

S

X+2 _y+3_z-1 u, =(-121)
-1 2 1 Q. (-2,-31)

Estas rectas no son paralelas ni coincidentes pues sus vectores directores no tienen
coordenadas proporcionales.

Para que las rectas se corten en un punto el producto mixto [\/TuaS P,QSJ debe ser nulo.

R (0.2K) }:@=(—2,—3,1)-(o,2,k):(—z,—s,l—k)
Qs(_z’_3’l)

v, =(1-12) 1 -1 2

u, =(-1,2,1) =[vu,PQ =11 2 1 |=

PQ, =(-2,-51-k) -2 =5 1-k
=2-2k+2+10+8-1+k+5=26-k

[V, PQ, | =0= 26—k =0=[k = 26]

Para k =26 las rectas se cortan en un punto.

X -2 z X+ 2 z-1
b) Para k =0 las rectas quedan rz—zy—:—ysE hl :y+3: :
1 -1 2 -1 2 1
El plano que contiene a larecta r y es paralelo a s tiene como vectores directores los vectores

directores de ambas rectas y pasa por el punto P, (0, 2,0) de larectar.

‘72\22(1’_1’2) X y-2 z
u=u,=(-121)t=>7:|1 -1 2/=0=-X-2y+4+2z-2-y+2-4x=0=
R(O,Z,O)en -1 2 1

= -5x-3y+z+6=0=|7:5x+3y—z-6=0|

El plano que cumple lo pedido tiene ecuacion 7z :5x+3y—z—-6=0.
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EJERCICIO 2 (2.5 puntos)
Un naufrago se encuentra en una isla situada en el punto de coordenadas (2, 0) de un plano. Se
sabe que un ferry navega en el mismo plano siempre en la trayectoria dada por la gréafica de la

funcién f (x) =/x+1. ¢(Hacia qué punto de la trayectoria debe nadar el naufrago para recorrer
la menor distancia posible? Calcula dicha distancia.

Dibujamos la situacion planteada.

4
4

/
F(\ m) /
4
/
/ ;
'
F /
! I
s\‘\ [’
-~ t
\.. ¥4
‘\‘ /
~. 7 <
1 N(2,0)

Obtenemos la expresion de la distancia del naufrago a un punto de la trayectoria del barco.
Un punto de la trayectoria tiene coordenadas (x, J1+ x), siendo x>-1.

NF =(xv1+x)~(2,0) = (x—2,v1+x]

d(x)=d (Naufrago, Ferry) = ‘W‘

d(x):\/(x—Z)2 +(\/m>2 U +4—4x+1+Xx =X2—3x+5

Calculamos la derivada de la funcion distancia a recorrer por el naufrago y averiguamos
cuando se anula.

2X—3
d(x)=vx*-3x+5=d"(X)= —————
() () 24x? —3x+5

2X-3 3
d(x)=0 —————==0=2x-3=0=|x=—=15
() 2Ux% —=3x+5 2

Estudiamos el signo de la derivada antes y después de x=1.5.
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e Enelintervalo [-1,1.5) tomamos x =0 y la derivada vale
2:0-3
d’"(0
0= 2,J0°~3.0+5 ZJ_
e Enelintervalo (1 5, +oo) tomamos x =2 vy la derivada vale
2:2-3

()= 222 -3.2+5 2«/_

< 0. La funcion decrece antes de x =1.5.

> 0. La funcién crece después de x=1.5.

La distancia tiene un minimo en x=1.5.
Para este valor tenemos que y = J1+15=+/25=1.58.

El punto hacia el que debe nadar tiene coordenadas (1.5, \/2.5) . La distancia minima que

debe recorrer tiene un valor de d (1.5) = ~/1.52 -315+5= g ~1.6583 unidades.

[35]

(15.V25)

(58]
~q
=
-~ =
\ o

1 ' 20 l
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EJERCICIO 3 (2.5 puntos)

. - 1+|x|
Sea la funcién f :(-1,1) > R definida por f(x)=1—|x|.

a) [1,5 puntos] Estudia la derivabilidad de f.
b) [1 punto] Halla los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f.

a) Obtenemos la expresion de la funcién como una funcién definida a trozos.

1_—X si —1<x<0
1:()()Z:L-|-|X|= 1+ X

LY |irx si 0<x<1
1-x

La funcién es continua en (—1,0)u(0,1).
Estudiamos la continuidad en x=0.

140 _

f(0)=""Hl=1

. 1-x_1-0 . .

i (=i £ 011 1(0)= i 0= 1 (-
lim £ (x)=lim =% =20y

x—0* x»0"1—Xx 1-0

La funcién es continua en x =0. La funcion es continua en todo su dominio (—1,1) )

9 : : i 1-x : :
La funcién en el intervalo (—1,0) tiene la expresién f (x)= TR derivable siendo su
+X

derivada f'(X) — _1'(1+ X)_l'(l_ X) _—1l-x-1+x 2
W) @)t (@ex)

9 : : i 1+X : :
La funcion en el intervalo (0,1) tiene la expresion f (x)= R derivable siendo su
- X

derivada f’(x):l'(l_x)_(_l)'(“x):1—X+1+x: 2

(1-x)° (1-x)"  (@-x)°

Estudiamos la derivabilidad en x =0.

2 2

R A e = I
£(07)=lim f"(x)=lim—2 =——2___5 e
X0 x—0~ (1+ )()2 (1+ 0)2

Las derivadas laterales no coinciden y la funcion no es derivable en x=0.
La funcion es derivable en (—1,0)u(0,1).
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. ., i i ., , -2
b) La derivada de la funcién en el intervalo (—1,0) tiene la expresion f(x)= W . Esta
+X
expresion de la derivada siempre es negativa. La funcion decrece en (—1,0) :
La derivada de la funcion en el intervalo (0,1) tiene la expresién f’(x)=———.Esta

(2-x)
expresion de la derivada siempre es positiva. La funcion crece en (0,1) :

La funcion decrece en (—1,0) y crece en (0,1).

-~
¥
16
P

K=

[=2]

=1

(=)

i

i

[F¥]
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EJERCICIO 4 (2.5 puntos)

8, @, ay
Se considera la matriz M =| a,, a,, a,; | con determinante igual a —5.
a‘31 a32 a33
all a31 2a21
a) [1,25 puntos] Calcula (3a,, 3a,, 6a,,|.
2a13 2a33 4a23
2a11 _3a31 2a12 _3a32 4a13 - 6a33
b) [1,25 puntos] Calcula a,, a,, 2a,,
8 83, 284

a) Aplicamos las propiedades de los determinantes.

2a 3 2
3a11 3a31 6a21 —{\At\—IAI}— % 3:12 2:“ _ [Sacamos 3 de la 22 columna|
B Ve B SURITIANT & e S8 oo amos 2 de la 3 columna |
2a13 2a33 4a23 2a‘21 6a‘22 4a23
4, a, aj 8, &, a;
=3.2|a, a, ay|={Sacamos2dela3fila}=12la, a, ay|=
2a21 2a22 2a23 aZl a22 a23
: : 8; &, a5
Intercambiamos la fila 22 y 32
= =12(-1)ja, a, a,/=-12(-5)=
{el determinante cambia de signo} CYP 22 % (=5)
83 8y 8y

b) Calculamos el determinante aplicando las propiedades de los determinantes.

2311 _3331 2312 _3332 4a13 _6333 2311 2a12 4a13 3a31 3a32 63-33
8y 8y 28, |=|8y 8y 285|388 285=
a5 a;, 2333 a; Ay 2a33 a; 4y 2a33

2 2 4
En el 2° determinante la 12 fila = 3x 3 % e sl g camos 2
= . =lay @, 2a,= - =
El determinante vale O de la 1@ fila
& Ay, 28y
2
a; @&, <85 Sacamos 2 a; 4, da;

=20, a, 2a,l= de 1a 2% columna | = 2:20a, @, a,|=4(-5)=[=20

Ay A, 23, a; 43 Ay
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EJERCICIO 5 (2.5 puntos)

1 1
a 3
Sean las matrices Az(b Jy B=|-1 2].
1 1

a) [1,5 puntos] Determina a y b para que A*> =41, donde | es la matriz identidad de orden 2.
b) [1 punto] Para a=-1y b=1, calcula, si es posible, la matriz X que cumple A*X =B'.

a) Determinamos el valor de ay b.
3 3 10 2 4 0
XTI a a _4 N a“+3b 3a+3 _ -
b 1){b 1 01 ab+b 3b+1 0 4

a’+30=4

3a+3:0—>3a:—3—>:> (-1)* +3-1=4 — jOk!
ab+b=0 (-1)-1+1=0—Ok!

3b+1=4—->3b=3-[b=1]

Para que se cumpla lo pedido debe ser a=-1y b=1.

1 1
-1 3
b) Para a=-1y b=1 las matrices quedan A:[ 1 1] y B=|-1 2. Hemos visto enel
1 1

apartado anterior que A* =41 .
Despejamos X de la ecuacion matricial.

A’X =B'=4IX =B' = 4X =B'= X =%Bt

Determinamos la expresion de la matriz X.

1 1
(1 11
B=|-1 2|=B'=
1 2 1
1 1
w_lgi_1 1 -1 1) (1/4 -1/4 1/4
4 4l 2 1) (174 1/2 1/4

L ., 1/4 -1/4 1/4
La matriz tiene la expresién X = :

1/4 1/2 1/4
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos)
Considera las funciones f,g:R — R definidas por f (x)=—e*y g(x)=—¢
a) [1 punto] Esboza las graficas de dichas funciones.

b) [1,5 puntos] Calcula la suma de las &reas de los recintos acotados y limitados por las
gréaficas de dichas funciones y las rectas x=-1y x=1.

X

a) La derivada de la funcion f es f (x) =—e*. Esta derivada nunca se anula y siempre es
negativa. La funcion f es decreciente en R .

—X

. L , 1 . :
La derivada de la funcion g es g (x) =e~" =—-. Esta derivada nunca se anula y siempre es
e

positiva. La funcion g es creciente en R.
Determinamos los puntos de corte de las dos graficas.

f(x):g(x):—ex:—e‘X:>eX:e‘x:exze%:exeleze“ﬂ:Zx:O:

Las gréficas coinciden en el punto (0,-1).
Hacemos una pequefia tabla de valores y dibujamos las graficas de las dos funciones.

x | f(x)=—¢ X |g(x)=—e"
2| -1/¢? -2 —e°
-1 -1/e -1 —e
-1 -1
—e -1/e
—e° ~1/¢€?
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b) Dibujamos la situacion planteada.

.-

G g(x)=—-€"

ecinto 1 % *“‘Recinto 2

-

Los recintos son simétricos, y por tanto el area del recinto 1 es igual que la del recinto 2.
Calculamos el area del recinto 1.

AreaRecintol= jol—e‘x —(—ex)dx = jol—e‘x +e'dx =

:[e‘X +eX]:J =[e‘1+e1}—[e‘°+e°] = %+e—2:1.0861 u?

La suma de las areas de los recintos acotados y limitados por las graficas de las dos funciones

y las rectas x=—1 y x=1 es el doble del &rea del recinto 1: §+2e—4= 2.1723 unidades

cuadradas.
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EJERCICIO 7 (2.5 puntos)

El peso de las manzanas producidas en una granja sigue una distribucion normal de media 200

gramos Yy desviacion tipica desconocida.

a) [1,25 puntos] Si el 33% de las manzanas pesan mas de 230 gramos, calcula la desviacion
tipica del peso de las manzanas.

b) [1,25 puntos] Si la desviacion tipica es de 50 gramos, calcula el porcentaje de manzanas que
pesan entre 160 y 220 gramos.

a) Sea X = Peso en gramos de las manzanas producidas en una granja. X = N(200, o).
Nos dicen que P(X >230)=0.33. Utilizamos esta informacién para obtener el valor de o.

230-200

P(X >230)=0.33= {Tipificamos} = P(Z >
O

j: 0.33=

= P[Z >@j:0.33:>1—P(Z S@):O.%: P(Z S@):1—0.33:0.67:
o o o

Buscamos en la
= N :@:0.44: a=ﬂ=@=68.1818
tabla N(0, 1) o 044 11

z 0,00 0,01 0,02 0,03
0,0 0,5000 05040 0,5080 05120
0,1 05398 05438 0,5478 05517
0,2 0,5793 0,5832 0,5871 0,5910

06179 06217 06255 06293
0,4 e—————r
[ R ngRAsN N RARG n7ma

La desviacion tipica vale o = % = 68.1818.

N

b) Tenemos que X = N(200, 50). Calculamos P(160 <X< 220).

P(160 < X <220) = {Tipificamos} = P(lGOS_OZOO <7< 2205_()2()0) -

=P(-08<Z2<04)=P(Z2<04)-P(2<-08)=P(Z2<04)-P(2>08)=

Buscamos en la

=P(2<04)-[1-P(2<08)]= {tabla N, 1) }: 0.6554-1+0.7881=

0,65
0,72
0,7¢
0,7¢
nal

El porcentaje de manzanas que pesan entre 160 y 220 gramos es del 44.35 %.
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PAU 2025 Ordinaria Matematicas Il
’ PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y

PRUEBA DE ADMISION MATEMATICAS ]
ANDALUCIA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS
CURSO 2024-2025

Instrucciones:
a) Duracion: 1 horay 30 minutos

b) Todas las cuestiones deben responderse en el papel entregado para la realizacion del examen 'y
nunca en los folios que contienen los enunciados.

c) Este examen consta de siete ejercicios distribuidos en un blogue con un ejercicio obligatorio y
tres blogues con dos ejercicios optativos cada uno.

d) Debera resolver el ejercicio obligatorio y solamente un ejercicio de cada uno de los tres bloques
con optatividad.

e) En caso de responder a dos ejercicios de un bloque, sélo se corregira el que aparezca fisicamente
en primer lugar.

f) Cada ejercicio tiene un valor maximo de 2.5 puntos.

g) En la puntuacion maxima de cada ejercicio estdn contemplados 0,25 puntos para valorar la
expresion correcta de los procesos y métodos utilizados.

h) Se permitira el uso de calculadoras que no sean programables, ni graficas ni con capacidad para
almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos conducentes a la obtencion de
resultados deben estar suficientemente justificados.

i) Se proporcionara la tabla de la distribucién Normal. Se permite el uso de regla.

‘BLOQUE OBLIGATORIO | Resuelve el siguiente ejercicio:

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)

Juan ha gastado 80€ por la compra de un jersey, una camisa y un pantalon. Sabemos que el

precio del jersey es un tercio del precio de la camisa y el pantalon juntos.

a) [1,25 puntos] ¢Es posible determinar de forma Unica el precio del jersey? ;Y el de la camisa?
Razona la respuesta.

b) [1,25 puntos] Si Juan hubiera esperado a las rebajas se habria gastado 57€, pues el jersey, la
camisa y el pantalon tenian un descuento del 30%, del 40% y del 20%, respectivamente.
Calcula el precio de cada prenda antes de las rebajas.

IBLOQUE CON OPTATIVIDAD 1. | Resuelve sélo uno de los siguientes ejercicios:

EJERCICIO 2 (2.5 puntos)
sen(x)—ax+2-2cos(X)
e’ —xcos(x)—1

Sabiendo que Iirrg es finito, calcula a y el valor del limite.
X—

EJERCICIO 3 (2.5 puntos)

In(x).

Sea la funcion f :(0,+00)——R definida por f(x)=a+—;
X

a) [1 punto] Calcula a para que y = 1 sea una asintota horizontal de la grafica de f.

b) [1,5 puntos] Para a =0, calcula los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f.
Estudia y halla los extremos relativos de f (abscisas donde se obtienen y valores que se
alcanzan).
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’ PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y

PRUEBA DE ADMISION MATEMATICAS ]
ANDALUCIA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS
CURSO 2024-2025

\BLOQUE CON OPTATIVIDAD 2. | Resuelve sdlo uno de los siguientes ejercicios:

EJERCICIO 4 (2.5 puntos)

Sean los puntos O(0, 0, 0), A(0, 2,-2), B(1, 2,m) y C(2, 3, 2).

a) [1,25 puntos] Halla los valores de m para que el tetraedro determinado por los puntos O, A,
B y C tenga un volumen de 3 unidades cubicas.

b) [1,25 puntos] Para m =0, calcula la distancia del punto O al plano que pasa por los puntos
A ByC.

EJERCICIO 5 (2.5 puntos)
Considera el punto P(1, 1, 1) y larecta r =

x-1 y-2 z-3
2 2
a) [1 punto] Halla el plano que pasa por el punto P y contiene a la recta r.
b) [1,5 puntos] Halla la recta que pasa por el punto P y corta perpendicularmente a la recta r.

‘BLOQUE CON OPTATIVIDAD 3. | Resuelve sélo uno de los siguientes ejercicios:

EJERCICIO 6 (2.5 puntos)
Halla la funcién f :(0,+00)——R que pasa por los puntos (2,e—2—2|n(2)) y (1L0),y

x-1_ +

verificaque f”"(x)=e -

EJERCICIO 7 (2.5 puntos)
En la tabla siguiente se recoge el nimero de coches y motos que se presentaron a la ITV en el
afio 2023:

Coches | Motos
Aptos 116.383 | 160.667
No aptos 2.679 3.447

Se elige un vehiculo al azar de entre los coches y motos que se presentaron a dicha inspeccion.

a) [1,25 puntos] ¢Cuél es la probabilidad de que el vehiculo elegido sea una moto o haya
resultado apto?

b) [1,25 puntos] Si el vehiculo elegido es un coche, ¢cuél es la probabilidad de que haya
resultado no apto?
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FUNCION DE DISTRIBUCION N(0,1)

z 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09
0,0 | 05000 ©05040 05080 0,5120 0,5160 0,5199 05239  0,5279 05319 0,5359
0,1 0,5398 05438 05478 05517 0,5557 05596 05636 05675 05714 05753
0,2 05793 05832 05871 05910 05948 05987 06026 06064 06103 0,6141
0,3 06179 06217 06255 06293 06331 06368 06406 06443 06480 0,6517
0,4 | 06554 06591 0,6628 06664 06700 0,6736 06772 06808 06844 0,6879
05 | 06915 06950 0,6985 0,7019 0,7054 0,7088 07123 0,7157 07190 0,7224
0,6 07257 07291 00,7324 0,7357 0,7389 Q7422 07454 07486 00,7517 0,7549
07 | 07580 07611 07642 0,7673 0,7704 0,7734 07764 0,7794 0,7823 0,7852
0,8 07881 0,/910 0,793% 07967 0,7995 08023 08051 08078 08106 08133
0,9 | 08158 08186 0,8212 0,8238 0,8264 0,8289 08315 0,8340 08365 0,8389
1,0 | 0,413 08438 0,8461 0,8485 0,8508 0,8531 0,8554 0,8577 0,8599 0,8621
1,1 | 08643 08665 0,8686 0,8708 0,8729 0,8749 08770 0,8790 08810 0,8830
1,2 | 08849 08860 0,8888 0,8007 0,8925 0,8944 08962 08980 0,8997 0,9015
13 08032 09049 09066 09082 09098 09115 09131 09147 09162 0,9177
1,4 09192 059207 09222 09236 09251 09265 09279 09292 09306 00,9319
1,5 0,9332 09345 09357 09370 09382 09394 059406 09418 09429 0,9441
1,6 | 0,9452 09463 0,9474 0,9484 0,9495 00,9505 09515 0,9525 09535 0,9545
1,7 | 09554 09564 0,9573 0,9582 0,9591 0,9599 09608 09616 09625 0,9633
1,8 | 09641 09649 09656 0,9664 0,9671 09678 09686 09693 09699 0,9706
1,9 09713 0971% 09726 05732 09738 09744 09750 049756 09761 0,9767
2,0 09772 09778 09783 009788 09793 09798 09803 09808 09812 09817
2,1 09821 09826 09830 0959834 09838 09842 09816 09850 09854 0,9857
2,2 | 0981 09864 0,988 09871 0,9875 09878 09881 0,9884 09887 0,9890
2,3 | 09893 09896 09898 0,9901 0,9904 09906 09909 0,9911 09913 0,9916
2,4 | 09918 09920 09922 09925 0,9927 00,9929 009931 0,9932 09934 0,9936
25 | 09938 09940 0,9941 0,9943 0,9945 00,9946 09948 0,9949 09951 0,9952
2,6 09953 09955 09956 09957 09959 09960 09%1 09962 09963 0,9964
2,7 | 099653 0,90664 0,99674 0,99683 0,09693 0,99702 009711 0,95720 0,99728 0,99736
2,8 | 099744 099752 0,99760 0,99767 0,99774 0,99781 0,09788 0,00795 0,90801 0,99807
2,9 | 099813 099819 0,99825 0,99831 0,99836 0,99841 0,99846 099851 0,99856 0,99861
3,0 | 099865 099869 0,99874 0,99878 0,99882 0,99886 0,99889 0,99893 0,99896 0,99900
3,1 | 099903 099906 0,99910 0,99913 0,99916 0,99918 099921 099924 0,99926 0,99929
3,2 | 099931 099934 0,99936 0,99938 099940 099942 099944 099946 0,99948 0,99950
3,3 | 099952 099953 0,99955 099957 (,99958 0,99960 099961 099962 099964 (099965
34 | 099966 099968 0,99969 099970 0,99971 099972 099973 099974 0,99975 0,99976
3,5 | 0,99977 099978 0,99978 0,99979 0,99980 059981 099981 099982 099983 0,99983
3,6 | 099984 0,90085 0,99985 090986 0,00086 0,99987 0,00087 O0,00088 0,90988 0,09980
3,7 | 099980 0,99900 0,99990 0,99990 0,99991 0,99991 0,09992 0,98092 0,99992 0,99992
3,8 | 099993 099993 0,99993 0,99994 0,99994 0,99994 0,99994 0,99995 0,99995 0,99995
3,9 | 099995 099995 0,99996 0,99996 0,99996 0,99996 0,99996 0,99996 0,99997 0,99997
4,0 | 099997 099997 0,99997 0,99997 0,99997 0,99997 0,99998 0,99998 0,99998 0,99993

Nota: En el interior de la tabla se da la probabilidad de que la variable aleatoria Z , con distribucién N(D,1), esté
por debajo del valer z .
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SOLUCIONES

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)

Juan ha gastado 80€ por la compra de un jersey, una camisa y un pantalon. Sabemos que el

precio del jersey es un tercio del precio de la camisa y el pantalon juntos.

a) [1,25 puntos] ¢Es posible determinar de forma Unica el precio del jersey? ;Y el de la camisa?
Razona la respuesta.

b) [1,25 puntos] Si Juan hubiera esperado a las rebajas se habria gastado 57€, pues el jersey, la
camisa y el pantalén tenian un descuento del 30%, del 40% y del 20%, respectivamente.
Calcula el precio de cada prenda antes de las rebajas.

a) Llamamos “x”, “y” y “z” al precio de un jersey, una camisa y un pantalon.
Obtenemos las ecuaciones que podamos obtener de los datos del problema.
“Juan ha gastado 80€ por la compra de un jersey, una camisa y un pantalon” -
X+Yy+2=80.

“El precio del jersey es un tercio del precio de la camisa y el pantalon juntos” > x = %

Reunimos las ecuaciones en un sistema y lo intentamos resolver.

X+Yy+2=80 y=80—x—7
Y47 = }:>3x=80—x—/+/:>4x:80:>
X = 3X=y+2
3
80 X =20
:>x:7:20:>y:80—20—z:60—z:> y=60-4;0<4<60
z=1

Hemaos obtenido el precio del jersey: 20 euros, pero del precio de la camisa y del pantalon
solo sabemos que sus precios suman 60 €, por lo que no podemos determinar el precio de
la camisa, solo que su precio esta entre 0 y 60 euros.

b) Obtenemos la nueva ecuacion.
“Si Juan hubiera esperado a las rebajas se habria gastado 57€, pues el jersey, la camisa y el
pantalon tenian un descuento del 30%, del 40% y del 20%, respectivamente” el descuento
que hubiese obtenido en las rebajas es de 80 — 57 = 23 euros > 0.3x+0.4y +0.2z = 23.

Afadimos esta ecuacion al sistema anterior y lo resolvemos.
y=80-x-2 y=80—x-12
X=Yy+z2 =>3X=y+12
0.3x+0.4y+0.22=23 3X+4y+2z2=230

3x=80-x-z2+z
= =
3x+4(80—x—z)+22:230

80
4x =80 =—=2
N ST L 2027200
3X+320—-4x—-4z2+22=230
-Xx—-2z2=-90
70
=70=2z1> z=?=35 =|y=80-20-35=25

El jersey cuesta 20 €, la camisa cuesta 25 € y el pantalon 35 €.
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EJERCICIO 2 (2.5 puntos)
i . sen(x)—ax+2-2cos(X)
Sabiendo que lim .
x>0 e’ —xcos(x)-1

es finito, calcula a y el valor del limite.

Calculamos el limite indicado.

lim sen(x)—ax+2—2cos(x) ~ sen(0)—a-0+2-2cos(0) 0
x>0 e —xcos(x)-1 e’ —0-cos(0)-1 0
cos(x)—a+2sen(x)

= Indeter min acion(L"Hopital) = lim — =
x>0 @* —cos(X)+ xsen(x)

_ cos(0)-a+2sen(0) 1-a 1-a
¢’ —cos(0)+0-sen(0) 1-1+0 0

Para que este limite no valga oo debe ser el numerador igual a cero para que surja una
indeterminacion y sigamos con su calculo. Es decir, debe ser a=1. Seguimos con el célculo

del limite tomando a=1.

...={a:1}:9: Indet er min acion(L Hépital) = lim —sen(x)+2cos(x) =
0 x>0 e* +sen(x)+sen(x)+xcos(x)
iim —sen(x)+2cos(x)  —sen(0)+2cos(0) 2 _[2

x>0 e* + 2sen (X ) + X cos(X) s +2sen(0)+0-cos(0) T110+0

El valor de a necesario para que el limite sea finito es a=1. Para este valor el limite vale 2.

www.ebaumatematicas.com

46 de 571


http://www.ebaumatematicas.com/

PAU 2025 Ordinaria Matemadticas Il en Andalucia

EJERCICIO 3 (2.5 puntos)

. . In(x
Sea la funcién f :(0,+w0)——IR definida por f(x):a+#.
X
a) [1 punto] Calcula a para que y = 1 sea una asintota horizontal de la grafica de f.
b) [1,5 puntos] Para a=0, calcula los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f.
Estudia y halla los extremos relativos de f (abscisas donde se obtienen y valores que se
alcanzan).

a) Para que y = 1 sea una asintota horizontal debe cumplirse lim f (x)=1.

X—0

lim f (x) = Iima+w:a+ Iimw:a+£: Indet er min acién(L"Hopital) =

X—>0 X—>0 X X=X o0
1
X -1 1
=a+lim==a+lin—=a+—=a
x>0 2X x>0 2X 00

Como este limite debe valer 1 entonces debe ser a=1.

» In(x . -
b) Para a=0 la funcién queda f (x)= Lz) Buscamos los puntos criticos de la funcion.

X
In(x) )1(x2—2xln(x) x—2xIn(x) 1-2In(x)
f(x)= 2 = f(x)= X - X - e
£(x)=0 #W:O:l—ZIn(x):Ozlzmn(x):In(x):%:

Estudiamos el signo de la derivada antes y después de punto critico x =e”* =1.65.

1-2In(1
e Enelintervalo (0,e*?) tomamos x=1y la derivada vale f’(1) :1—4() =1>0.
La funcion crece en (0,e"?).

e Enelintervalo (el’2

£7(2) :&?(Z) =-0.024 <0. La funcion decrece en ("%, +).
2

,+oo) tomamos x =2 y la derivada vale

1/2

La funcion crece en (0,e”*) y decrece en (&%, +).

Con esta evolucion de la funcién podemos decir que la funcién tiene un maximo relativo y

1
1/2 1/2 |n(e1/2) E 1 AX]
absoluto en x=¢e"“. Como f (e ): =% = __ |as coordenadas del maximo son
e

(euz )2 2e
[#%)
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EJERCICIO 4 (2.5 puntos)

Sean los puntos O(0, 0, 0), A(0, 2,-2), B(1, 2,m) y C(2, 3, 2).

a) [1,25 puntos] Halla los valores de m para que el tetraedro determinado por los puntos O, A,
B y C tenga un volumen de 3 unidades cubicas.

b) [1,25 puntos] Para m =0, calcula la distancia del punto O al plano que pasa por los puntos
A ByC.

a) Hallamos la expresion del volumen del tetraedro OABC.

0(0, 0, 0)

( 0A=(0,2,-2) N
A0, 2,-2)| | | OA,0B,0C |
= 0B =(1,2,m) =Volumen OABC =*————= =
B(L 2,m) o 6
0C =(2,3,2)

C(2 3, 2)

0 2 -2 o
=%1 2 m =%|0+4m—6+8—4—0|=| m6_ |

2 3 2

Buscamos el valor de m para el que dicho volumen vale 3 unidades cubicas.
4m6_2 —35>4m-2=18 - 4m=20 > [m=5|

_4n;+2:3_>_4m+2:18—>—4m=16—>

dm-2
Volumen OABC =3 = % =3=

Para m=—4 y m=5 el tetraedro determinado por los puntos O, A, B y C tiene un
volumen de 3 unidades cubicas.

b) Para m=0 los puntos quedan O(0, 0, 0), A(0, 2,-2), B(1, 2, 0) y C(2, 3, 2).
Hallamos el plano m determinado por los puntos A, By C.

A(0,2,-2)] [u=AB=(120)-(0,2-2)=(10,2)

B(L2,0) |={v=AC=(232)-(0,2,-2)=(214)=

C(2,3,2) A(0,2,-2)ex
X y—-2 742

=zl 0 2 (=0=4(y=7)+2+2- 4(y=7) -2x=0=[z:-2x+2+2=0)
2 1 4

Hallamos la distancia del punto 0(0,0,0) al plano 7 :—2x+z+2=0.

mi—-2X+2+2=0 |-2:0+0+2] 2 2.5

0(0.0,0) }jd(o””mﬁ?

Para m=0 la distancia del punto O al plano que pasa por los puntos A, By C tiene un

2\5

valor de ? unidades.
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EJERCICIO 5 (2.5 puntos)
Considera el punto P(1, 1, 1) y larecta r =

x-1 y-2 z-3
2 2
a) [1 punto] Halla el plano que pasa por el punto P y contiene a la recta r.
b) [1,5 puntos] Halla la recta que pasa por el punto P y corta perpendicularmente a la recta r.

a) Hallamos un punto y un vector director de la recta.

x-1 y-2 z-3 {Qr(l’z’g)
- = =N

r —
1 2 2 v =(122)

El plano 1 que pasa por el punto P y contiene a la recta r tiene como vectores directores
v, (L2,2) y PQ,.

u=v, =(12,2) x-1 y-1 z-1
v=PQ, =(123)-(111)=(012)=x:| 1 2 2 |=0=
P(L1l)er o 1 2

= 4(x-1)+z-1-2(y-1)-2(x-1)=0=

= Ax-4+2-1-2y+2-2x+2=0=[7:2x-2y+7-1=0

El plano que pasa por el punto P y contiene la recta r tiene ecuacion 7 :2x—2y+z-1=0.

b) Seguimos los pasos del dibujo.

*~
P
“»

Hallamos el plano " perpendicular a la recta r que pasa por P. Este plano tiene como vector
normal el director de la recta.

F:I:(Lz,z)} 7 X+2y+2z+D=0

= , =1+2+2+D=0=>
P(l,l,l)en' P(l,l,l)en }

= D:—5:>|7z':x+2y+22—5:0|
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Hallamos el punto A de corte del plano 7z":x+2y+2z—-5=0 y larectar.

7 X+2y+22-5=0
x=1l+a
=>1+a+2(2+2a)+2(3+2a)-5=0=

-2

:>1+a+4+4a+6+4a—5=0:>9a+6=0:>a=_?6— 3

x:l—z:1
3 3
= yzz_ﬂzng E’2'§
3 3 333
2:3—ﬂ=E
3 3

La recta s que buscamos pasa por los puntos P y A.

A(z,zé}es ﬁ:(l,l,l)_[l,zéjz(z,z,;zj

3'3'3 = 3'3'3) \3'3'3 )=

P(L11)es P(L11)es
\Z:3ﬁ=3(g,l,;2j:(2,1,_2) X=1+24

- 333 =|s1yy=1+1 ;1eR
P(L1l)es o122

La recta que pasa por el punto P y corta perpendicularmente a la recta r tiene ecuacion
X=1+21

paramétrica s:<y=1+1 ;1eR.
z2=1-24
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos)
Halla la funcién f :(0,+w0)——>IR que pasa por los puntos (2,e—2—2|n(2)) y (L0),y
X

verifica que f"(x)=e

Integramos la derivada segunda para obtener la derivada primera de la funcion.

f'(x):J.f”(x)dx:Jex‘l—édx:ex‘l—ln X+ A

Integramos la primera derivada para obtener la funcion (salvo dos parametros a determinar).

f (x)z.[ f '(x)dx:je“—ln x+Adx=eX’l—jIn XdX + AX =...

Integracion por partes

Ilnxdx= u=|nx—>du=1dx =x|nx—fx1dx=xInx—J.dx=xInx—x
X X

dv:dx—>v:_[dx:x

=7 —(xInx=x)+Ax=e""—xInx+(A+1)x+B

Sabemos que la funcion tiene la expresion f (x)=e*"—xInx+(A+1)x+B, falta por
determinar Ay B.

Si la funcién pasa por los puntos (2,e—2—2|n(2)) y (1,0) se debe cumplir:
f(2)=e-2-2In2y f(1)=0.

f(x)=e"—xInx+(A+1)x+B
f(2)=e-2-2In2
f(1)=0

{e—2—2ln2:e21—2In2+(A+1)2+B
=

0=e"-Inl+(A+1)+B

= =
0=1-0+A+1+B 0=A+2+B 0=A+2+B

j{\&—z—m:\&—%ﬁf+2A+2+Bj{—4=2A+B {—4—2A=B

=0=A+2-4-2A=0=-A-2=[A=-2|=|B=-4-2(-2)=0

Hemos obtenido que debe ser A=-2yB =0.
La funcion que cumple todo lo pedido es f (x)=e""—xInx—x.
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EJERCICIO 7 (2.5 puntos)
En la tabla siguiente se recoge el nimero de coches y motos que se presentaron a la ITV en el
afio 2023:

Coches | Motos
Aptos 116.383 | 160.667
No aptos | 2.679 3.447

Se elige un vehiculo al azar de entre los coches y motos que se presentaron a dicha inspeccion.

a) [1,25 puntos] ¢Cual es la probabilidad de que el vehiculo elegido sea una moto o haya
resultado apto?

b) [1,25 puntos] Si el vehiculo elegido es un coche, ¢cuél es la probabilidad de que haya
resultado no apto?

Completamos la tabla proporcionada afiadiendo los totales.

Coches | Motos | TOTALES
Aptos 116.383 | 160.667 | 277050
No aptos 2.679 3.447 6126
TOTALES | 119062 | 164114 283176

a) Acudieron a la ITV 164114 motos y resultaron aptos 116383 coches, por lo que la
probabilidad de que el vehiculo elegido sea una moto o haya resultado apto vale
164114 +116383 4921 0.9905

283176 4968

b) De los 119062 coches que acudieron a la ITV resultaron no aptos 2679, por lo que la

probabilidad de que al elegir un coche este haya resultado no apto vale 153(7)22

=0.0225.
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PAU 2025 Ordinaria suplente 1 Matematicas Il
’ PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y

PRUEBA DE ADMISION MATEMATICAS II
ANDALUCIA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS
CURSO 2024-2025

Instrucciones:
a) Duracion: 1 horay 30 minutos

b) Todas las cuestiones deben responderse en el papel entregado para la realizacion del examen 'y
nunca en los folios que contienen los enunciados.

c) Este examen consta de siete ejercicios distribuidos en un blogue con un ejercicio obligatorio y
tres blogues con dos ejercicios optativos cada uno.

d) Debera resolver el ejercicio obligatorio y solamente un ejercicio de cada uno de los tres bloques
con optatividad.

e) Encaso de responder a dos ejercicios de un bloque, sélo se corregira el que aparezca fisicamente
en primer lugar.

f) Cada ejercicio tiene un valor maximo de 2.5 puntos.

g) En la puntuacion maxima de cada ejercicio estdn contemplados 0,25 puntos para valorar la
expresion correcta de los procesos y métodos utilizados.

h) Se permitira el uso de calculadoras que no sean programables, ni graficas ni con capacidad para
almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos conducentes a la obtencién de
resultados deben estar suficientemente justificados.

i) Se proporcionaré la tabla de la distribucion Normal. Se permite el uso de regla.

‘BLOQUE OBLIGATORIO. | Resuelve el siguiente ejercicio:

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)
Considera la funcion f :R——R definida por f(x)=(x-1)e".
a) [1,5 puntos] Determina la ecuacion de la recta tangente y la ecuacion de la recta normal a la

gréfica de f en el punto de inflexion.
b) [1 punto] Estudia y calcula las asintotas de la funcion.

IBLOQUE CON OPTATIVIDAD 1. |Resuelve solo uno de los siguientes ejercicios:

EJERCICIO 2 (2.5 puntos)
Sea la funcion f :R——R definida por f(x)=(x-1)
a) [0,75 puntos] Esboza el recinto acotado y limitado por la gréfica de f y la recta y=a con

a>0.
b) [1,75 puntos] Calcula a > 0 para que el area del recinto acotado y limitado por la gréafica de

2

fylarecta y=a sea g unidades cuadradas.

EJERCICIO 3 (2.5 puntos)
Considera la funcion

xsen (2x) si x<0
X) = .
cos(;rx)—l si x>0

Calcula Il” f (X)dx.
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’ PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y

PRUEBA DE ADMISION MATEMATICAS ]
ANDALUCIA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS
CURSO 2024-2025

\BLOQUE CON OPTATIVIDAD 2. | Resuelve s6lo uno de los siguientes ejercicios:

EJERCICIO 4 (2.5 puntos)

Sean los puntos A(3, -1, 1), B(1, 3, -3) y C(-2, -2, 1).

a) [1 punto] Calcula el area del triangulo de vértices A, B 'y C.

b) [1,5 puntos] Halla los puntos D pertenecientes al eje OZ para que el tetraedro de vértices
A, B, Cy D tenga un volumen de 20 unidades cubicas.

EJERCICIO 5 (2.5 puntos)
Considera el plano 7 =2x+y+2z+5=0.

a) [1,5 puntos] Calcula el punto simétrico de P(1, 0, 1) respecto de .
b) [1 punto] Calcula los planos paralelos a © y que disten 2 unidades de m.

BLOQUE CON OPTATIVIDAD 3. | Resuelve sélo uno de los siguientes ejercicios:

EJERCICIO 6 (2.5 puntos)
a a+4 0

Sea la matriz A=| 1 a 1
0 a+4 «

a) [1 punto] Indica para qué valores de a la matriz A admite inversa.
b) [1,5 puntos] Para « =1 determina, si es posible, la matriz inversa de A.

EJERCICIO 7 (2.5 puntos)

Los rodamientos de las ruedas de un coche se configuran con unas bolas cuyos didmetros siguen

una distribucion normal de media 13 mm Yy desviacion tipica 0,1 mm. Para que el

funcionamiento del rodamiento sea optimo el didmetro debe estar entre 12,9 mm y 13,15 mm.

No obstante, la maquina que los elabora es muy sensible a los cambios de temperatura y pierde

eficacia cuando ésta sube considerablemente. El 15 de julio, tras una rotura del sistema de

refrigeracién, la maquina configura bolas cuyos diametros siguen una distribucion normal de

media 12,9 mm y desviacion tipica 0,2 mm.

a) [1,25 puntos] En circunstancias ideales, ;cual es la probabilidad de que la maquina elabore
piezas con rodamiento 6ptimo?

b) [1,25 puntos] ¢Cual es la probabilidad de que el 15 de julio la maquina elabore piezas con
rodamiento éptimo?
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FUNCION DE DISTRIBUCION N(0,1)

z 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09
0,0 | 05000 00,5040 00,5080 0,5120 0,5160 0,5199 0,523 0,5279 0,5319 0,5359
0,1 05398 05438 05478 00,5517 05557 0,559 05636 05675 05714 0,5753
0,2 05793  0,5832 0,5871 00,5910 05948 00,5987 06026 06064 06103 06141
0,3 06179 06217 06255 0,6293 06331 06368 06406 06443 06480 06517
0,4 | 06554 06591 0,6628 0,6664 0,6700 0,6736 0,6772 0,6808 0,6844 0,6879
0,5 | 0,915 06950 0,6985 0,7019 0,7054 0,7088 0,7123 0,7157 0,7190 0,7224
0,6 07257 07291 0,7324 0,7357 07389 07422 00,7454 07486 0,7517 0,7549
0,7 | 07580 07611 0,7842 0,7673 O0,7704 0,7734 07764 0,7794 07823 0,7852
0,8 07881 07910 00,7939 0,796y 0,7995 0,8023 08051 08078 081068 08133
0,9 | 08159 0,818 0,8212 0,8238 0,8264 0,8289 0,8315 0,830 0,8365 0,8389
1,0 | 08413 0,8438 0,8461 0,8485 0,8508 0,8531 0,8554 0,8577 0,8599 0,8621
1,1 | 08643 0,8665 O0,8686 0,8708 00,8729 08749 08770 0,8790 08810 0,8830
1,2 | 08849 10,8869 0,888 0,8907 0,8925 0,8944 08962 0,8980 0,8997 0,9015
1,3 09032 0904% 09066 0,9082 09099 09115 09131 09147 09162 09177
1.4 09192 09207 09222 09236 09251 09265 09279 09292 09306 00,9319
1,5 09332 09345 059357 05370 09382 09394 09406 09418 09429 09441
1,6 | 09452 09463 0,9474 0,9484 09495 0,9505 09515 0,9525 0,9535 0,9545
1,7 | 09554 09564 0,9573 0,0582 0,09591 0,9590 09608 0,9616 0,9625 0,9633
1,8 | 09641 09649 09656 0,9664 0,9671 0,9678 09686 09693 09699 0,9706
1,9 09713 0971% 059726 05732 09738 09744 09750 09756 09761 09767
2,0 09772 09778 0459783 05788 09793 09798 09203 09808 09812 09817
2,1 09821 09826 09830 09834 09838 09842 09846 09850 09851 00,9857
2,2 | 09861 09864 0,988 0,9871 0,9875 09878 09881 0,9884 09887 0,9890
23 | 09893 09896 0,9898 09901 0,9904 0,9906 09909 09911 09913 0,9916
24 | 09918 o0g920 09922 09925 0,9927 0,9929 09931 0,9932 09934 0,9936
2,5 | 09938 09940 09941 0,9943 0,9945 0,9946 09948 0,9949 09951 0,9952
2,6 09953 09955 09956 0,9957 09959 0,990 09961 09962 09963 0,9964
2,7 | 0,99653 099664 0,99674 099683 0,99603 0,80702 0,99711 0,96720 0,99728 0,99736
2,8 | 099744 099752 0,99760 0,99767 0,99774 0,99781 099788 0,99795 0,99801 0,99807
2,9 | 099813 099819 0,99825 0,99831 0,99836 0,99841 0,99846 0,99851 0,99856 0,99861
3,0 | 0,99855 099869 0,99874 009878 0,09882 0,00886 0,99880 0,90893 0,99896 0,99900
3,1 | 099903 099906 0,99910 0,99913 0,99916 0,99918 099921 0,09924 0,99926 0,99929
3,2 | 099931 099934 0,99936 0,99938 099940 0,99942 099944 099946 0,99948 0,99950
3.3 | 099952 099953 0,99955 0,99957 099958 099960 099961 099962 099964 0[,99965
34 | 09996 099968 0,99969 0,99970 0,99971 0,99972 099973 099974 0,99975 0,99976
3,5 | 099977 099978 0,99978 0,99979 099980 0,99981 099981 0,99982 0,99983 0,99983
3,6 | 099984 0,98985 0,99985 0,99986 0,99986 0,99987 0,99987 0,99988 0,99988 0,99989
3,7 | 099980 099990 0,99990 099920 0,99991 0,99991 0,99992 0,99992 0,99992 0,99992
3,8 | 099993 0,99993 0,99993 0,99994 0,99994 0,99994 (,99994 0,99995 0,99995 0,99995
3,9 | 099995 099995 0,99996 099996 0,99996 0,99996 0,99996 0,99996 0,99997 0,99997
4,0 | 0,90097 0,99997 0,009997 0,99997 0,999097 0,00907 0,09098 0,00008 0,00998 0,00998

Nota: En el interior de |a tabla se da la probabilidad de que la variable aleatoria Z |, con distribucién N(D,1), esté
por debajo del valor z .
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SOLUCIONES

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)

Considera la funcién f :R——>R definida por f(x)=(x-1)e".

a) [1,5 puntos] Determina la ecuacion de la recta tangente y la ecuacion de la recta normal a la
gréafica de f en el punto de inflexion.

b) [1 punto] Estudia y calcula las asintotas de la funcion.

a) Hallamos la segunda derivada de la funcion y averiguamos cuando se anula (candidato a
punto de inflexion).

f(x)=(x-1)e* = f'(x)=1-e" +(x-1)e* = (x-1+1)e" =xe" =
= f7(x)=e"+xe* =(x+1)e"

f7(x)=0=(x+1)e" :Oz{exio}:x+1:0:

Sustituimos x =-1 en la tercera derivada y vemos si no se anula.
£77(x) =€ +(x+1)e" = (x+2)e" = f"’(—1)=(—1+2)e‘1=%¢0

La funcion tiene un punto de inflexionen x=-1.
Hallamos el valor de la funcion y de su derivada para x =-1.

f(X)=(x-D)e" = F (1) = (-1-1)e* ==

() =3’ = £(-1)=(-D)e* ==

Hallamos la ecuacion de la recta tangente y la ecuacion de la recta normal a la grafica de f
en el punto de inflexion x=-1.

Recta tangente > y — f (-1) = f"(-1)(x—(-1)) = y—%zzil(xﬂ):
2 -1 1 -1 1 2 -1 3
Sy+o=—x-"oy=—x---So|y=—x-32
e e e e e e e e
Rectanormal —» y— f (-1)= f,tl)(x—(—l)): y___:__l(x+l):>
e

2 2
= y+g:e(x+1):> y=ex+e-—=|y=ex+
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b) Asintotas verticales. x=a
La funcién tiene como dominio todos los nimeros reales. No tiene asintotas verticales.

Asintota horizontal. y=b

Estudiamos la situacion cuando x tiende a +co.
N H I _ X _ Hoo

b_XILer f (x)_XILer(x 1)e (+oo)e +00

La funcién no tiene asintota horizontal cuando x tiende a +oo.

Estudiamos la situacion cuando x tiende a —oo.

b= lim £ (x)= lim (x~1)e* = lim 2= = =2 = ® _ Indeterminacion (L'Hopital)=
X—>—00 X——00 X—>—0 @ e 0
Cim Lo L1
X—>—0 —@ —e —0

La recta y =0 es asintota horizontal cuando x tiende a —o.

Asintota oblicua. y=mx+n
Estudiamos la situacion cuando x tiende a +o0. Como no tiene asintota horizontal puede
tener asintota oblicua.

m= fim 0 _ i D (f-ljex -

X—o+0 X X—>+0 X X—>+0

= lim (1—1)@ :(1—+%Oje*°° =(1-0)(+x) =+

X—>+00 X

La funcién no tiene asintota oblicua cuando x tiende a +oo.

Estudiamos la situacion cuando x tiende a —eo. Como la funcidn tiene asintota horizontal no
puede tener asintota oblicua.

r /|

FN

flx)=(x-1)e"

"

Pto inflexion
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EJERCICIO 2 (2.5 puntos)
Sea la funcién f :R——R definida por f(x)=(x-1)
a) [0,75 puntos] Eshoza el recinto acotado y limitado por la grafica de fy la recta y=a con

a>0.
b) [1,75 puntos] Calcula a > 0 para que el area del recinto acotado y limitado por la grafica de

2

fylarecta y=a sea g unidades cuadradas.

a) Hallamos los puntos de corte de la recta y la parébola.

x—1=\/5—> x=1+\/5
x—1=-Ja>|x=1-a

Dibujamos la grafica de la pardbola y dibujamos la recta y = 4 para hacer una aproximacion
de la situacién planteada.

(x =(X—1)2}:5(x_1)2 —a={a>0) > x-l=t/a=

X | f(x)=(x-2)’ x |y=4
-1 4 -1| 4
0 1 0 4
1 0 1 4
2 1 2 4
3 4 3 4
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b) Hallamos la expresion del area como la integral definida de 1—+/a a 1++/a de la diferencia
entre la recta y la pardbola.

J_ (X 13 l+«E

- 1+/a —

Area=.|‘lﬁa—(x—1)2dx={ax— 3 } -
1-Va

(1+J5—1)3
3

= a(1+\/5)— _ a(l_\/a)_(l_—

:/a{+a\/_—€—,a(+a\/_—\/a_3:2a\/5—£:

3

3
o 2 (22 [

. . 4
Averiguamos cuando el area vale 3"

Areaazgzgx/a_3=§:>\/a_3=1:>a3=1:> a=31=1

Para a=1 se cumple lo pedido.

\

[ E5]
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EJERCICIO 3 (2.5 puntos)
Considera la funcion

{xsen(Zx) si x<0
X) =

cos(zx)-1 si x>0

Calcula .[_lz f (x)dx.
4

La funcién en el intervalo {%1} tiene un cambio de definicion por lo que la integral

definida la dividimos en suma de dos integrales definidas.

I_l;, f(x)dx = J._OZ f (x)dXJrIO1 f(x)dx= J._OZ xsen(2x)dx+J.:cos(7zx)—1dx =...

Integracidn por partes
Ixsen(Zx)dx: U=Xx—du=dx =

dv =sen(2x)dx »v = jsen(2x)dx = %cos(Zx)

_ X._?lcog(Zx)—J_?lCOS(ZX)dX = %Xcos(Zx)+%Icos(2x)dx =

:_?Xcos(Zx)+%-%sen(2x) :_?Xcos(Zx)+%sen(2x)+C

1

= [%Xcos(Zx)+%sen(2x)Iﬂ {% sen(zx)— xl -

= [%OCOS(Z-O)+%SGH(Z-O)}—[HTMCOSLZ%j+%S€ﬂ(2%ﬂ+

J{l Sen(ﬂ"l)—1:|—|:£S€FI(7Z'-0)—O:| =

T T
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EJERCICIO 4 (2.5 puntos)

Sean los puntos A(3, -1, 1), B(1, 3, -3) y C(-2, -2, 1).

a) [1 punto] Calcula el &rea del triangulo de vértices A, B 'y C.

b) [1,5 puntos] Halla los puntos D pertenecientes al eje OZ para que el tetraedro de vertices
A, B, Cy D tenga un volumen de 20 unidades cubicas.

a) El area del triangulo de vértices A, B y C es la mitad del mddulo del producto vectorial
ABxAC .

AG) T 45 (13-9)-(3-L0)~ (-2,4-4)
B(1,3,-3) :{_, 3-3)-(3-1)=(-24
Caan) (Ae=(22)-(-11)=(5-10)
ik
ABxAC=|-2 4 —4=20]+2k+20k—4i =—4i+20j+22k = (~4,20,22)
5 -1 0
AB x AC 2
Area ABC = ‘ABX AC‘ = \/(_4) +207 22 =15 u?

2

El area del tridngulo de vértices A, B y C tiene un valor de 15 unidades cuadradas.

b) El punto D tiene coordenadas D(0,0,c). El volumen del tetraedro ABCD se obtiene como

la sexta parte del valor absoluto del producto mixto [ﬁﬁﬁ]

g((z”of))}:»E:(o,o,c)_(s,_u):(_3,1,c_1)
AB =(-2,4,-4) 2 4 -4
AC=(-5,-1,0) ;= | AB,AC,AD|=|-5 -1 0 |=
AB =(-3,1c-1) 31 e

=2(c-1)+0+20+12+20(c-1)-0=2c—2+ 20 +12+20c - 20 = 22c+10

AB, AC, AD]‘ _|22c+10] |ftlc+5|
6 6 | 3

Volumen ABCD = ‘[

Averiguamos cuando el volumen vale 20 unidades cubicas.

55
11
_ 65
11

1llIc+5=60—|cC 5

[11c+5|
Volumen ABCD =20 = — - 20 =[l1c+5|=60

11c+5=-60 —|c

El valor buscado puede ser ¢, =5 y el punto del eje Z que cumple lo pedido es D1(0,0,5).

O bien ¢, = _1—615 y el punto del eje Z que cumple lo pedido es D, (0,0,1—(515) :
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EJERCICIO 5 (2.5 puntos)
Considera el plano 7 =2x+y+2z+5=0.

a) [1,5 puntos] Calcula el punto simétrico de P(1, 0, 1) respecto de .
b) [1 punto] Calcula los planos paralelos a @ y que disten 2 unidades de =.

a) Buscamos la recta perpendicular al plano que pasa por el punto P, luego determinamos el
punto Q de corte de recta y plano. Por ultimo, determinamos el punto P ~ simétrico de P
respecto de 7.

Determinamos la recta r perpendicular al plano T que pasa por el punto P. Esta recta tiene
como vector director el vector normal del plano.

7=2X+Yy+22+5=0=n=(212)

r.-ay=4 AelR

— - x=1+24
V. = n:(2,1,2)}
=
1 z2=1+24

Hallamos el punto Q de corte de recta y plano.

x=1+24
r.-ay=A4 ;AeR

z2=1+21
T=2X+y+22+5=0

= 2(1+24)+2+2(1+21)+5=0=

=2+41+A+2+41+5=0=294+91=0=291=-9=>1=-1=

x=1+2(-1)=-1
=y=-1 =1Q(-1,-1,-1)
Z :1+2(—1):—l

Obtenemos el punto P * sumando al punto Q el vector PQ.

PQ=(-1-1,-1)-(1,0,1)=(-2,-1,-2)
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P'=Q+PQ=(-1-1-1)+(-2,-1-2)=(-3,-2,-3)
El punto simétrico de P(1, 0, 1) respecto de m es el punto P"(—3,-2,-3).
b) Un plano paralelo a 7 =2x+y+2z+5=0 tiene ecuacién 7z'=2x+y+2z+D=0.
Como estos planos son paralelos la distancia entre ellos es el valor de la distancia entre un

punto del plano mt y el plano mt "

T=2X+y+22+5=0
X=-2 :>2(—2)—1+22+5:0:>—4—1+22+5:O:>
y=-1

=27=0=7=0=> A(—2,—1,0)e7r

A(—2,—1,0)e7z
n’=2Xx+y+2z+D=0

2(-2)-1+2:0+D| |-5+D|

22 117 4 22 3

}:d(ﬁ,ﬁ')=d(A,ﬁ')=

Averiguamos cuando esta distancia vale 2.

|-5+D|
3—

d(z,z")=2 =2:>|—5+D|=6:>

~5+D=6—>D=11-{7,:2X+y+22+11=0|

=

~5+D=-6—>D=-1->7,:2X+y+22-1=0)

Los planos paralelos a © y que distan 2 unidades de mw son 7, : 2X+Yy+2z+11=0y
7, 2X+Yy+22-1=0.

T

e -
e
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos)
a a+4 0
Sealamatriz p—|1 o 1

0 a+4 «

a) [1 punto] Indica para qué valores de a la matriz A admite inversa.
b) [1,5 puntos] Para « =1 determina, si es posible, la matriz inversa de A.

a) Para que la matriz A tenga inversa su determinante debe ser distinto de cero.
Averiguamos cuando se anula el determinante de A.
a a+4 0

A=]1 a 1|=a’+0+0-0-a(a+4)-a(a+4)=a’-2a(a+4)=
0 a+4 «

=a[a2—2(a+4)]=a[a2—2a—8}

ZL: 4=a

A=0=a|a’-2a-8]=0=i=""—=

N ‘
N

6
—6: -2=a
2

La matriz A tiene inversa para cualquier valor de a distinto de -2, 0y 4.

b) Como hemos visto en el apartado anterior para « =1 existe la inversa de la matriz A. La

150
matriz queda A=|1 1 1. Calculamos la inversa de A.
0 51
150
|Al=]1 1 1/=1+0+0-0-5-5=-9%0
0 51
110 15 55 5 1
+ - +
Adj|5 1 5 11 01 01
Adj(A") 011) -1 po Lo |11 D
e = =—| - + - =—|-1 1 -1
A -9 9| L 1 01 oy 9
5 -5 -4
1 0 10 11
+ - +
1 5 55 5 1
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EJERCICIO 7 (2.5 puntos)

Los rodamientos de las ruedas de un coche se configuran con unas bolas cuyos diametros siguen

una distribucion normal de media 13 mm y desviacion tipica 0,1 mm. Para que el

funcionamiento del rodamiento sea 6ptimo el diametro debe estar entre 12,9 mmy 13,15 mm.

No obstante, la maquina que los elabora es muy sensible a los cambios de temperatura y pierde

eficacia cuando ésta sube considerablemente. El 15 de julio, tras una rotura del sistema de

refrigeracion, la maquina configura bolas cuyos diametros siguen una distribucion normal de

media 12,9 mm y desviacion tipica 0,2 mm.

a) [1,25 puntos] En circunstancias ideales, ¢cual es la probabilidad de que la maquina elabore
piezas con rodamiento 6ptimo?

b) [1,25 puntos] ¢Cual es la probabilidad de que el 15 de julio la maquina elabore piezas con
rodamiento 6ptimo?

Sea X = Diametro de las bolas de los rodamientos de las ruedas de un coche en milimetros.
X = N(13, 0.1).

Sea Y = Diametro de las bolas de los rodamientos de las ruedas de un coche en milimetros el
15 de julio con mucho calor y la maquina funcionando mal. Y = N(12.9, 0.2).

a) En circunstancias ideales el diametro de las bolas sigue la ley normal X = N(13, 0.1). Nos
piden calcular la probabilidad P(12.9< X <13.15).

Tipificamos
12.9-13 13.15-13
P(12.9< X <13.15)= - =Pl —/—/————<Z<—/——— |=
( )=12 :% ( 0.1 0.1 j

Buscamos en la
=P(Z<15)-[1-P(z<1)]= {tabla N, 1) }: 0.9332—(1-0.8413) =|0.7745

z
00
01
02
03
04

05
06
07
08
09

10 0

11 0

12 08845
0
0

. 13 |
. 14 142

1.0 HCI.8413
TERTT 32

En circunstancias ideales, la probabilidad de que la maquina elabore piezas con rodamiento
optimo es de 0.7745.

o
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b) EI 15 de Julio el diametro de las bolas sigue la ley normal Y = N(12.9, 0.2).. Nos piden
calcular la probabilidad P(12.9<Y <13.15).

P(12.9<Y <13.15)=

Tipificamos
7 _ X -12.9
0.2

_p (12.9 -12.9

=P(0<Z <125)=P(Z<1.25)-P(2<0)=

{

0.2

Buscamos en la

<7< 13.15—12.9) _

0.2

} =0.8944-0.5=0.3944

tabla N(O, 1)

z 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04
00 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160
01 0.53058 0.5438 0.5478 0.65517 0.5557
02 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948
03 0.6179 0.6217 0.6265 0.6293 0.6331
04 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700
05 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054
06 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389
07 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704
08 0.7881 0.7910 0.7939 0.7987 0.7995
09 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264
1.0 0.6413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508

: 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729
12 = -r e T e
nanae LLD0AG N QNRR n anes N Gnaoc

El 15 de Julio la probabilidad de que la maquina elabore piezas con rodamiento optimo es

de 0.3944.
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PAU 2025 Ordinaria suplente 2 Matematicas II
’ PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y

PRUEBA DE ADMISION MATEMATICAS ]
ANDALUCIA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS
CURSO 2024-2025

Instrucciones:
a) Duracion: 1 horay 30 minutos

b) Todas las cuestiones deben responderse en el papel entregado para la realizacion del examen 'y
nunca en los folios que contienen los enunciados.

c) Este examen consta de siete ejercicios distribuidos en un blogue con un ejercicio obligatorio y
tres blogues con dos ejercicios optativos cada uno.

d) Debera resolver el ejercicio obligatorio y solamente un ejercicio de cada uno de los tres bloques
con optatividad.

e) Encaso de responder a dos ejercicios de un bloque, sélo se corregira el que aparezca fisicamente
en primer lugar.

f) Cada ejercicio tiene un valor maximo de 2.5 puntos.

g) En la puntuacion maxima de cada ejercicio estdn contemplados 0,25 puntos para valorar la
expresion correcta de los procesos y métodos utilizados.

h) Se permitira el uso de calculadoras que no sean programables, ni graficas ni con capacidad para
almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos conducentes a la obtencion de
resultados deben estar suficientemente justificados.

i) Se proporcionara la tabla de la distribucién Normal. Se permite el uso de regla.

‘BLOQUE OBLIGATORIO. | Resuelve el siguiente ejercicio:

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)
Sea f :[0,2]——RR la funcién definida por

f(X):{l—e sio<x<1

2x—1-e sil<x<2

a) [1 punto] Estudia la derivabilidad de f.
b) [1,5 puntos] Halla los extremos absolutos de f (abscisas donde se obtienen y valores que se
alcanzan).

IBLOQUE CON OPTATIVIDAD 1. | Resuelve sélo uno de los siguientes ejercicios:
EJERCICIO 2 (2.5 puntos)

2

Calcula J #dx . (Sugerencia: efectlia el cambio de variable t = x* —3).
BX —6x°+10

EJERCICIO 3 (2.5 puntos)

Sean las funciones f,g:R — R definidas por f(x)=x>-xy g(x)=-x*+1.

a) [1 punto] Halla los puntos de corte (abscisas donde se obtienen y valores que se alcanzan)

de las gréficas de f y g. Realiza un esbozo del recinto acotado y limitado por dichas gréaficas.
b) [1,5 puntos] Calcula el area del recinto acotado y limitado por las graficas de fy g.
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’ PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y

~ PRUEBA DE ADMISION MATEMATICAS Il
ANDALUCIA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS
CURSO 2024-2025

\BLOQUE CON OPTATIVIDAD 2. | Resuelve sdlo uno de los siguientes ejercicios:

EJERCICIO 4 (2.5 puntos)

0 3 4
Considera la matriz A=| 1 -4 -5].
-1 3 4

a) [1,5 puntos] Comprueba que A®+1 =0, siendo | la matriz identidad y O la matriz nula.
Calcula A,
b) [1 punto] Calcula A,

EJERCICIO 5 (2.5 puntos)

a b c
Sabiendo que [x y z|=1, calcula razonadamente:
u v w

a+x b+y c+z
a) [1,5 puntos] | a b c
2a+u 2b+v 2c+Ww,
Z ¢ W
b) [1 punto] [x a u
y b v

BLOQUE CON OPTATIVIDAD 3. | Resuelve s6lo uno de los siguientes ejercicios:

EJERCICIO 6 (2.5 puntos)

Considera el plano 7 =x+y+z+1=0 y los puntos A(1, 2, 0) y B(3, 1, 0).

a) [1,5 puntos] Calcula el punto simétrico del punto A con respecto al plano 7.

b) [1 punto] Halla el plano que contiene a los puntos A y B y es perpendicular al plano 7.

EJERCICIO 7 (2.5 puntos)
Se hace un estudio sobre el café que se consume en la cafeteria de una estacion. Segun el tipo
de taza tenemos tres opciones: expreso, medio y americano; con porcentajes, respectivamente,
de 29 %, 51% y 20 %. Por otra parte, también sabemos que el café puede ser de la variedad que
tiene cafeina o ser descafeinado. En concreto, las tazas de café con cafeina presentan, para cada
uno de los tipos de taza establecidos antes, los porcentajes 18 %, 31% y 11 %, respectivamente.
a) [0,75 puntos] ¢Cuél es la probabilidad de que una persona adquiera un café expreso

descafeinado?
b) [1,75 puntos] Si sabemos que el café es descafeinado, ;cual es la probabilidad de que sea un

expreso?
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SOLUCIONES

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)
Sea f :[0,2]——RR la funcién definida por

f(x)—{l_e si0<x<1

2x—1-e sil<x<2

a) [1 punto] Estudia la derivabilidad de f.
b) [1,5 puntos] Halla los extremos absolutos de f (abscisas donde se obtienen y valores que se
alcanzan).

a) Enel intervalo [0,1) la funcion tiene la expresion f (x)=1—e* que es una funcién continua
y derivable, siendo su derivada f"(x)=—e".
En el intervalo (1,2] la funcion tiene la expresion f (x)=2x—1—e que es una funcion

continua y derivable, siendo su derivada f (x) =2.
Estudiamos la continuidad de la funcibnen x=1.

f(1)=21-1-e=1-e
lim f (x)=lim2x-1-e=1-e = lim f (x)=lim f (x)=f (1)=1-e

x—1* x—1" x—1* x—1"
lim f (x)=liml-e*=1-¢'=1-¢
x—1" x—1"

La funcién es continua en x=1. La funcién es continua en [O, 2).

—* si0<x<1

La derivada de la funcién en [0,1) (1, 2] tiene la expresion f(x)= _ .
2 Sil<x<2

Estudiamos la derivabilidad de la funcionen x=1.

/(1) =lim f"(x)=lim-e* =—e' =-e

ey e = f(r)=er2=1(r)
F)=fim £(x)=lim2-2

No coinciden las derivadas laterales en x =1. La funcién no es derivable en x=1.
La funcion es continua en [0,2) y derivable en [0,1)U(1,2].

—* si0<x<l1
2 sil<x<2
En el intervalo [0,1) la derivada tiene la expresion f (x) =—e" y siempre es negativa. La

b) La derivada de la funcion tiene la expresién f“(x) :{

funcion decrece en [0,1).
En el intervalo (1,2] la derivada tiene la expresion f“(x)=2 y siempre es positiva. La

funcién crece en (1,2].

Valoramos la funcion en los extremos del intervalo de definicién y en el cambio de
definicion x=1.
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f(0)=1-€"=0
f(1)=2-1-1-e=1-e=-1.71 Minimo
f(2)=2-2-1-e=3-e=0.28 Méaximo

La funcion decrece en [0,1) desde 0 a—1.71. Luego crece en (1,2] desde —1.71a 0.28.

El maximo absoluto de la funcion es 3—e y se alcanzaen x=2.
El minimo absoluto de la funciones 1—e y se alcanzaen x=1.

bt

1-¢  sio<x<l
£x)=1

2xr—1-e sil<x<2 /

=t

(3]
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EJERCICIO 2 (2.5 puntos)

2
Calcula J #dx : (Sugerencia: efecttia el cambio de variable t = x*—3).
B X —6x°+10

Hallamos primero la integral indefinida usando el cambio de variable sugerido.

t:x2—3—>t2:(x2—3)2:x4+9—6x2:x4—6x2+10—1
J‘%dx: X4—6X2+1O:t2+1 =
X —bX +

dt:2xdx—>ﬂ:dx
2X

4x dt 1
= —=2 dt = 2arctg (t) = 2arctg (x> —3)+C
Jt2+1 2X Jt2+1 9() g( )

Utilizo este resultado para obtener la integral definida pedida.

2 4 , 2
L@W:%lo dx = [Zarctg (x? _3)1ﬁ ~ 2arctg (2 -3) - 2arclg ((J§ ) _3) _

= 2arctg (1) 2arctg (0) = 2%—2-0 =
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EJERCICIO 3 (2.5 puntos)
Sean las funciones f,g:R — R definidas por f(x)=x’-xy g(x)=—-x*+1.
a) [1 punto] Halla los puntos de corte (abscisas donde se obtienen y valores que se alcanzan)

de las gréficas de f y g. Realiza un eshozo del recinto acotado y limitado por dichas graficas.
b) [1,5 puntos] Calcula el area del recinto acotado y limitado por las gréficas de fy g.

a) Hallamos los puntos de corte de las dos graficas.

f(x)=x*-x
g(x)=—x+1; = -x=-x"+1=>x"+x* -x-1=0

F(x)=9(x)

11 -1 -1
1 1 2 1=x+x—x-1=(x-1)(X" +2x+1)
112 1[0

X2 +2Xx+1=0=x=

—2++2° -4 _ -2
2

7=—1:> X3+ x? —x—l=(x—1)(x+1)2

Los dos puntos de corte de las graficas estanen x=-1y x=1.

Tenemos que f(-1)=(-1)’~(-1)=0y f(1)=2*~1=0. Los puntos de corte tienen
coordenadas (—1,0) y (1,0).

Hacemos una pequefia tabla de valores y dibujamos las graficas en el intervalo (-1, 1).

x | f(x)=x-x /
-2 10 :
-1 0
0 0
0 g(x)=—2*+1
6
X | g(x)=-x*+1
-2 -3
1 0 : 1
0 1
0 Sf(x)=rx
-3
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b) El &rea del recinto es el valor de la integral definida entre -1y 1 de g(x)— f (x).

J‘ig (x)—f(x)dx= Jlll—X2 -i-l—(X3 —X)dx = J:ll—x?’ —X*+x+1dx =

4 =1.3333u°
3
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EJERCICIO 4 (2.5 puntos)

0 3 4
Considera la matriz A=| 1 -4 -5].
-1 3 4

a) [1,5 puntos] Comprueba que A®+1 =0, siendo | la matriz identidad y O la matriz nula.
Calcula A,
b) [1 punto] Calcula A,

a) Comprobamos la igualdad.

0 3 4)0 3 4 0+3-4 0-12+12 0-15+16 -1 0 1
A=|1 -4 5|1 -4 5|=|0-4+5 3+16-15 4+20-20|=|1 4 4
-1 3 4)(-1 3 4 0+3-4 -3-12+12 -4-15+16 -1 -3 -3

-1 0 1 0O 3 4 0+0-1 -3+0+3 -4+0+4
A=A’A=|1 4 4|1 -4 -5|=|0+4-4 3-16+12 4-20+16
-1 -3 -3)\-1 3 4 0-3+3 -3+12-9 -4+15-12

-1 0 O -1 0 O 1 00 0 00O
A=0 -1 0|=>A+lI={0 -1 0|+/0 1 0|=|0 0 0|=0
0O 0 -1 0 0 -1) (0 0 1 0 0O

Queda demostrado que se cumple la igualdad A*+1 =0

b) Hemos visto en el apartado anterior que A*+1 =0, lo que implica que A’ =—I. Esto nos
lleva a decir que A° = A’A’=(-1)(-1)=1. Calculamos A**.
2025 6
-18 337
225 -1 0 O
_18 _ AR5 _ pB33743 :(AG )337 AR =(| )337 AN A==l 0 -1 0
45 0O 0 -1
—42
-1 0 O
Hemos visto que A** =/ 0 -1 0
0 0 -1
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EJERCICIO 5 (2.5 puntos)
a b c

Sabiendo que [x y z|=1, calcula razonadamente:
u v w
a+x b+y c+z
a) [1,5 puntos] | a b c
2a+u 2b+v 2c+Ww,
Z ¢ W
b) [1 punto] [x a u
y b v

a) Aplicamos las propiedades de los determinantes.

a+x b+y c+z

a b c A lafila 12 le restamos la fila 22
~ | Con esta operacion el determinante no cambia |
2a+u 2b+v 2c+Ww,
X y z . : .
. b c A lafila 32 le restamos la fila 22 multiplicada por 2
- ~ | Con esta operacion el determinante no cambia -

2a+u 2b+v 2c+w

X y z| |Siintercambiamos de posicion dos filas a b c
=la b c|=1el determinante cambia de signo =—|Xx y z|=
u v w |Fila2®«< Fila12 u v w

b) Calculamos el segundo determinante.

Z C W z Xx y| |[Siintercambiamos de posicion dos filas
X a u :{‘AT‘=|A|}: c a b|={el determinante cambia de signo =
y b v w u v| |Filal<Fila2
c a b| [Siintercambiamos de posicién dos columnas
=—|z X y|=<el determinante cambia de signo =
w u v| |[Columnal<« Columna?2
a ¢ b| [Siintercambiamos de posicion dos columnas a b c
=+|X z y|=<el determinante cambia de signo =—|Xx Yy z|=
u w vl |[Columna2« Columna3 u v w
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos)

Considera el plano 7 =x+y+z+1=0 y los puntos A(1, 2, 0) y B(3, 1, 0).

a) [1,5 puntos] Calcula el punto simétrico del punto A con respecto al plano 7.

b) [1 punto] Halla el plano que contiene a los puntos A y B y es perpendicular al plano 7.

a) Buscamos la recta perpendicular al plano que pasa por el punto A, luego determinamos el
punto C de corte de recta y plano. Por Gltimo, determinamos el punto A" simétrico de A
respecto de 7.

Determinamos la recta r perpendicular al plano 1 que pasa por el punto A. Esta recta tiene
como vector director el vector normal del plano.

nsx+y+z+1:0:>ﬁ:(1,1,l)

— - x=1+1
v, =n=(111)

=>|rqy=2+4;1eR
AL 2, 0)er 122

Hallamos el punto C de corte de recta y plano.

X=1+1
r.ay=2+4
=41

T=X+y+2+1=0

:>1+/1+2+/1+l+1:0:>3/1+4:0:>/1:%4:

-1

3
= y=2—f=3 = C(_—l
3 3 3

wIN

3)

Obtenemos el punto A" sumando al punto C el vector AC .

(355 Fuao-(323)
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wocemo (22 AN(E 222
3 3 3 3 3 3 3 3 3

o (-5 -2 —
El punto simétrico de A(1,2,0) respecto de m es el punto A (35??8)
b) El plano " que contiene a los puntos A y B y es perpendicular al plano r, tiene como
vectores directores el vector AB vy el vector normal del plano .

u'=AB=(310)-(120)=(2-10) X-1 y-2 z
V=n=(111) =72 -1 0=0=
A(1,2,0)e7z" 1 1 1

= X+1+22+72-2y+4=0=>-Xx-2y+32+5=0=|7":x+2y-32-5=0

El plano " que contiene a los puntos A y B y es perpendicular al plano 7 tiene ecuacion
7 Xx+2y-3z-5=0.

77 de 571 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU 2025 Ordinaria Suplente 2 Matemdticas Il en Andalucia

EJERCICIO 7 (2.5 puntos)

Se hace un estudio sobre el café que se consume en la cafeteria de una estacion. Segun el tipo

de taza tenemos tres opciones: expreso, medio y americano; con porcentajes, respectivamente,

de 29 %, 51% y 20 %. Por otra parte, también sabemos que el café puede ser de la variedad que

tiene cafeina o ser descafeinado. En concreto, las tazas de café con cafeina presentan, para cada

uno de los tipos de taza establecidos antes, los porcentajes 18 %, 31% y 11 %, respectivamente.

a) [0,75 puntos] ¢Cuél es la probabilidad de que una persona adquiera un café expreso
descafeinado?

b) [1,75 puntos] Si sabemos que el café es descafeinado, ¢cudl es la probabilidad de que sea un
expreso?

Realizamos un diagrama de arbol.

Con cafeina
Expreso P(CC/E) =0.18
P(E) = 0.29 Descafeinado
P(SC/E) = 0.82
Con cafeina
Medio P(CC/M) =0.31
Cafés y cafeina _
P(M) = 0.51 Descafeinado
P(SC/M) = 0.69
Con cafeina
Americano P(CC/A) =0.11
P(A) =020 Descafeinado
P(SC/A) = 0.89

a) Debemos calcular P(ENSC).
P(ENSC)=P(E)P(SC/E)=0.29-0.82=[0.2378

b) Debemos calcular P(A/ D). Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de
Bayes.
P(EmSC)_ P(E)P(SC/E)

P(E/SC)= P(SC)  P(E)P(SC/E)+P(M)P(SC/M)+P(A)P(SC/A)

0.2378 2378

= = =0.31
0.2378+0.51-0.69+0.2-0.89 |7677
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PevAU 2024 Extraordinaria Matematicas I1

PRUEBA DE EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL

U ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS DE ADMISION 1 a1emATICAS I
ANDALUCIA, CEUTA, MELILLAY CENTROS en MARRUECOS
CURSO 2023-2024

Instrucciones: a) Duracion: 1 horay 30 minutos

b) Todas las cuestiones deben responderse en el papel entregado para la
realizacion del examen y nunca en los folios que contienen los enunciados.

c) Este examen consta de 8 ejercicios distribuidos en 4 bloques de 2 ejercicios
cada uno.

d) Cada ejercicio tiene un valor maximo de 2.5 puntos.

e) Se realizaran Unicamente un ejercicio de cada bloque. En caso de responder a
dos ejercicios de un blogue, sélo se corregira el que aparezca fisicamente en primer

lugar.

f) Se permitira el uso de calculadoras que no sean programables, ni graficas ni con
capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos
conducentes a la obtencidn de resultados deben estar suficientemente justificados.

g) En la puntuacion maxima de cada ejercicio estan contemplados 0,25 puntos para

valorar la expresion correcta de los procesos y métodos utilizados.

IBLOQUE A. | Resuelve s6lo uno de los siguientes ejercicios:

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)
Sea f:R — R lafuncion definida por

f (x) =a+bcos(x)+csen(x)

Halla a, b y ¢ sabiendo que su grafica tiene en el punto de abscisa x :% alarecta y=1 como

recta tangente, y que la recta y = x—1 corta a la grafica de f en el punto de abscisa x=0.

EJERCICIO 2 (2.5 puntos)
Sea la funcion f :R — R dada por f(x):(x—%jexz :

a) [1,5 puntos] Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f.
b) [1 punto] Halla los extremos absolutos de f (abscisas donde se obtienen y valores que se
alcanzan).

‘BLOQUE B. ‘ Resuelve s6lo uno de los siguientes ejercicios:
EJERCICIO 3 (2.5 puntos)

sean f,g:R—R las funciones definidas por f(x)=-x"+7y g(x)=|x"-1.

a) [1 punto] Halla los puntos de interseccién de las graficas de f y g. Realiza un esbozo del
recinto acotado y limitado por dichas gréaficas.
b) [1,5 puntos] Calcula el area de dicho recinto.

EJERCICIO 4 (2.5 puntos)
Halla Ioze cos(x)dx.
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PRUEBA DE EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL

U ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS DE ADMISION  \11reiATicas I
ANDALUCIA, CEUTA, MELILLAY CENTROS en MARRUECOS
CURSO 2023-2024

IBLOQUE C. | Resuelve s6lo uno de los siguientes ejercicios:

EJERCICIO 5 (2.5 puntos)

-1 0
Considera la matriz A =( 0 J.

a) [1,25 puntos] Halla todas las matrices X que cumplen XA=—-AX"'y X? =1, donde I es la
matriz identidad de orden 2.

b) [1,25 puntos] Halla todas las matrices Y que cumplen YA= AY, la suma de los elementos
de su diagonal principal es cero y tienen determinante —1.

EJERCICIO 6 (2.5 puntos)

Un proveedor de perfumerias vende a sus comerciantes tres tipos de perfumes A, By C. Enun

primer pedido una tienda ha encargado 20 perfumes de tipo A, 30 de tipo B y 15 de tipo C, por

un importe de 2200 euros. En un segundo pedido ha comprado 15 perfumes de tipo A, 10 de

tipo B y 10 de tipo C, por un importe de 1250 euros.

a) [1,25 puntos] ¢Cuanto tendremos que pagar por un pedido de 25 perfumes de tipo A, 10
perfumes de tipo B y 16 de tipo C?

b) [1,25 puntos] Si afiadimos que el precio de un perfume de tipo C es % del precio de una

unidad de tipo A, ¢cudl es el precio de cada tipo de perfume?

IBLOQUE D. | Resuelve s6lo uno de los siguientes ejercicios:

EJERCICIO 7 (2.5 puntos)

Xx=1+21
Considerael plano 7=x-2y+z—2=0ylarectar=sy=41 LeR.
z=1

a) [1 punto] Estudia la posicion relativade my r.
b) [1,5 puntos] Calcula la ecuacién de la recta contenida en 1 que pasa por el punto

P(2,—1,—-2) y es perpendicular a r.

EJERCICIO 8 (2.5 puntos)
Considera los puntos A(4, 0,0) y B(0,2,0). Calcula los puntos del plano OXZ que forman

un triangulo equilatero con Ay B.
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SOLUCIONES

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)
Sea f:R — R la funcién definida por

f (x) =a+bcos(x)+csen(x)

Halla a, b y ¢ sabiendo que su gréfica tiene en el punto de abscisa x =% alarecta y=1 como

recta tangente, y que la recta y = x—1 corta a la grafica de f en el punto de abscisa x=0.

Silarecta y =1 es recta tangente en x =% significa que la funcion vale 1 para ese valor >

f (%} =1y la pendiente de la recta tangente (recta horizontal = pendiente = 0) es el valor

VA

2

de la derivada para x=% -> f’( =0.

f(x) =a+bcos(x)+csen(x)

:>1:a+bcos(%j+csen(%j:>

f“(x) = —bsen(x)+c-cos(x)

f,(ﬂ'j 0 :>O:—bsen[%)m-cos(%}:m:—b:

2

Larecta y=x-1 corta a la gréfica de f en el punto de abscisa x =0 por lo que el valor de la
funcién para x=0es y=0-1=-1 > f(0)=-1.

f(x) =a+bcos(x)+csen(x)
f(0)=-1

}:—1=a+bcos(0)+csen(0):>

Reunimos las tres ecuaciones obtenidas en un sistema y lo resolvemos.

a+c=1
a+c=1
= =-1+c=1=c=2
gt

Los valores buscados sona=-1,b=0yc=2.
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EJERCICIO 2 (2.5 puntos)
Sea la funcién f :R — R dada por f(x)z(x—ae‘xz.

a) [1,5 puntos] Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f.
b) [1 punto] Halla los extremos absolutos de f (abscisas donde se obtienen y valores que se
alcanzan).

a) Buscamos cuando se anula la derivada de la funcion.

fr(x)=(1)e™ +(x—%j(—2x)e‘xz —e* +(—2x2 + x)e‘xz = (—2x2 + x+1)e‘Xz

1"(x):0:>(—2x2+x+1)e’Xz =0=-2X*+x+1=0=

-1+3 |[-1 «
—1+ 12 -4(=2)(1) — 1 |~
e \/2( 2() )@ _ 14:3: 4|2

La funcidn presenta dos puntos criticos: x = _?1 y x=1.

Estudiamos el signo de la derivada antes, entre y despues de estos valores.

e Enelintervalo (—0,—1/2) tomamos x =-1y la derivada vale

f(-1)= (—2(—1)2 —1+1)e’(’1)2 =—2e <0. La funcién decrece en (—o0,—1/2).
e Enelintervalo (—1/2,1) tomamos x =0 y la derivada vale

f7(0)= (—2(0)2 +O+1)e’02 =1>0. La funcién crece en (-1/2,1).
e Enelintervalo (1, +oo) tomamos x =2 vy la derivada vale

f7(2) =(—2-22 +2+1)e‘22 =-5e* <0. La funcion decrece en (1,+x).

™~

2

La funcidn sigue el esquema siguiente.

&
1

~

~

[ %)
=~

La funcién decrece en (—oo,_?l)u(l, +0) y crece en (%llj
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b) Observando el esquema anterior sabemos que la funcion tiene un minimo relativo en
-1 L. .
X= > y un maximo relativo en x=1.

Para estos valores determinamos el valor de la funcion.

x= 2 [ o[ oL )etos” Z_gom - 7788
2 2 )72 72

x=1—f (1):(1—%je‘12 :%e‘l :%:0.1839
e

Calculamos los limites de la funcion cuando x tiende a +o y a —oo para determinar si son
maximos y minimos absolutos.

1

. . 1) e . 73
lim f(x)= lim X_E e = lim

2

=— = Indeter min acién(L"Hopital) =
X—>—00 eX o0

% _ Indeter min acion(L Hopital) =
o0

El minimo absoluto de la funcion es —e % = —0.7788 y se alcanza en x = —

El méaximo absoluto de la funcion es S =0.1839 yse alcanzaen x=1.
e
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EJERCICIO 3 (2.5 puntos)
Sean f,g:R—R las funciones definidas por f(x)=-x"+7y g(x)=|x"-1.
a) [1 punto] Halla los puntos de interseccion de las gréaficas de f y g. Realiza un esbozo del

recinto acotado y limitado por dichas gréficas.
b) [1,5 puntos] Calcula el area de dicho recinto.

a) Hallamos los puntos de corte.
f(X)=-x*+7
g(x)z‘xz—q :>—x2+7=‘x2—1‘:>

F(x)=9(x)

f(-2)=- —22 7=3
=

X +7=-x*+1>7=1—{lmposible!

Los puntos de corte de ambas graficas son A(-2,3) y B(2,3).
La gréfica de la funcion f es una parabola. Hallamos su vértice.

f(x)=-2x
( ) =-2Xx=0=>
f’(x)=0

Hallamos la expresion de la funcion g como una funcion a trozos.

X-1=0=>x2=1=x=1==+1

x*-1 si x<-1
g(x)z‘xz—l‘: —x*+1si —1<x<1
x> -1 si x>1

Hacemos una tabla de valores y representamos el recinto acotado y limitado por dichas
gréficas.
x> -1 si x<-1
f(x)=—x*+7 g(x)=4-x*+1 si —-1<x<1
x> -1 si x>1

X |y=-x*+7 X | y=9(x)
) 3 2] 3
-1 6 -1 0
0 7 0 1

6 1 0

3 2 3
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\ flx)==+7 /

"
"-.____-

4
Zona 1 Zopa 2 Zamzv
3

(i8]

g(x)=4-x"+1si -1<x<1

2]
I

b) Hallamos el area pedida obteniendo por separado el area de cada zona.
Area de zona 1.

-1
E—xz +7—(x*-1)dx = E—sz +8dx = {—2§+8x} =

-2

3

El area de la zona 1 tiene un valor de % unidades cuadradas.
Area de zona 2.

I_ll—xz +7 —(—x2 +1) dx = J‘_l16dx = [6x]171 =6-6(-1)=12

EI area de la zona 2 tiene un valor de 12 unidades cuadradas.
Area de zona 3.

IZ—XZ +7—(X2 —l)dx=r—2x2 +8dx={—2x—3+8x}2 =
1 1 3

1

3 3
= —22—+8-2 - —21—+8-1 =—E+16+2—8=E
3 3 3 3 3

El area de la zona 3 tiene un valor de % unidades cuadradas.

El area del recinto acotado y limitado por las graficas de f y g es la suma de las areas

obtenidas: % +12 +% = % =18.667 unidades cuadradas.
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EJERCICIO 4 (2.5 puntos)

Halla _[feX cos(x)dx.

Calculamos la integral indefinida.

Integracidn por partes
Iex cos(x)dx =4u =cos(x)— du=—sen(x)=e"cos(x)— [—sen(x)e*dx=

dv:exdx—>v:'[exdx:eX

Integracion por partes
=e* cos(x)+'|'sen(x)exdx =<u=sen(x)—du=cos(x) ;=

dv:exdx—>v:J.ede:eX
=e*cos(x)+sen(x)e” —.[cos(x)exdx:>

:Jex cos(x)dx:ex(cos(x)+sen(x))—jcos(x)exdx:>

X

=S ZJ.eX cos(x)dx =e*(cos(x)+sen(x))= J'ex cos(x)dx = %(COS(X)+S€”(X))+ K

Aplicamos este resultado al calculo de la integral definida.

Io;ex cos(x) dx = {e—zx(cos(x)Jr sen(x))f -

0

T T T

[zl [gtmremn] -

Hemos obtenido que Eex cos(x)dx =
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EJERCICIO 5 (2.5 puntos)

Considera la matriz A =( ! OJ.
0 1
a) [1,25 puntos] Halla todas las matrices X que cumplen XA=—-AX"'y X? =1, donde I es la
matriz identidad de orden 2.
b) [1,25 puntos] Halla todas las matrices Y que cumplen YA= AY, la suma de los elementos
de su diagonal principal es cero y tienen determinante —1.

a) La matriz X es una matriz 2x2. Consideramos X = [a ZJ
c

Debe cumplirse XA=—-AX".

“a-a-[a=0
-a b -a —C -a b a ¢ b=c
= =— = = =
- d b d - d b —d —c=-b
d=-d=[d=0]

. 0
La matriz X queda X :[

C
. Oj . También debe cumplirse X?=1.

c 0O)lc O 01 0 ¢2) (01

rofe 2 1 96 2 e

. : 01 0 -1
Las matrices X que cumple lo pedido son X, :[1 OJ y X, :( 1 0 ]

b
b) Consideramos Y :(: d]'

La suma de los elementos de su diagonal principal es cero > a+d=0=d =-a.

b
La matriz queda Y :[i aj' Debe cumplir YA=AY .

VAo ay o [® b \(-1 0)_(-1 0)(a b _ (@ b _(-a —bjbz—b—)
c -a/)l0 1 0 1)lc -a - -a c -a c=-Cc—|c=0]

La matriz queda vy :(Z 0 J Su determinante es —1.
-a
a 0 5 )
Y=-1=| _|=-l=-a'=-1=a"=1=> a=1=+1

1 0 -1 0
Las matrices que cumplen lo pedido son Y, = (O J ey, :[ 0 lj'
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos)

Un proveedor de perfumerias vende a sus comerciantes tres tipos de perfumes A, By C. En un

primer pedido una tienda ha encargado 20 perfumes de tipo A, 30 de tipo B y 15 de tipo C, por

un importe de 2200 euros. En un segundo pedido ha comprado 15 perfumes de tipo A, 10 de

tipo B y 10 de tipo C, por un importe de 1250 euros.

a) [1,25 puntos] ¢Cuénto tendremos que pagar por un pedido de 25 perfumes de tipo A, 10
perfumes de tipo B y 16 de tipo C?

b) [1,25 puntos] Si afiadimos que el precio de un perfume de tipo C es % del precio de una

unidad de tipo A, ¢cuél es el precio de cada tipo de perfume?

(Y3 (Y3}

a) Llamamos “x” al precio de una unidad de perfume A, “y” al precio de una de B y “z” al
precio de una de C.

“Una tienda ha encargado 20 perfumes de tipo A, 30 de tipo B y 15 de tipo C, por un
importe de 2200 euros” = 20x+ 30y +15z = 2200 .

“En un segundo pedido ha comprado 15 perfumes de tipo A, 10 de tipo B y 10 de tipo C,
por un importe de 1250 euros” = 15x+10y +10z =1250.

Reunimos las ecuaciones en un sistema y obtenemos sus soluciones.

20x+30y +15z = 2200 N 4x+6Yy+3z =440 -
15x+10y+10z =1250 3X+2y+2z =250

x3—>12x+18y+9z =1320
= =
x(—4) — —12x -8y —8z = —-1000

10y+ z=320=|z=320-10y|=> 3x+2y+2(320-10y)=250=

= 3Xx+2y+640-20y =250 = 3x—-18y =-390 = x—-6y =-130= [x =6y —130

Veamos cuanto se pagaria por un pedido de 25 perfumes de tipo A, 10 perfumes de tipo B
y 16 de tipo C.

x=6y-130

= 25x+10y +16z = 25(6y -130)+10y +16(320-10y) =
2:320—10y} y (6y )+10y+16( y)

=150y 3250 + 18y +5120— 160y =[1870]

Tendremos que pagar 1870 euros por el tercer pedido.
b) Afiadimos al sistema la ecuacion que nos proporciona el dato: “el precio de un perfume de

tipo C es % del precio de una unidad de tipo A” =2 z = g X.

Dado que hemos resuelto el sistema con las dos ecuaciones afiadimos esta tercera ecuacion
a las soluciones obtenidas y lo resolvemos.
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x=6y-130 Xx=6y-130
z=320-10y; =2
2

Z==X
5

— 6y—130=800-25y = 31y =930 =

X =
j—
EX=320—10y 2x=1600-50y

6y 130

=

930

Y

30(=

Xx=6y-130
=
x =800-25y

|x=6-30-130 = 50|
|2=320-10-30 = 20|

Una unidad del perfume A cuesta 50 €, una de B cuesta 30 € y una de C cuesta 20 €.
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EJERCICIO 7 (2.5 puntos)

Xx=1+21
Considerael plano z=x-2y+z-2=0ylarecta r={y=41 AeR.
z=1
a) [1 punto] Estudia la posicion relativade y r.
b) [1,5 puntos] Calcula la ecuacion de la recta contenida en m que pasa por el punto
P(2,-1,-2) y es perpendicular a .

a) Hallamos un vector normal del plano y un vector director de la recta.

r=x-2y+2-2=0=n=(1-21)

X=1+24 —
{v, =(2,1,0)
r=<y=4
L1 P.(1,0,1)

Comprobamos si los vectores n y \7, son perpendiculares.
n-v, =(1-2,1)(2,1,0)=2-2+0=0

Como el producto escalar es nulo los vectores son perpendiculares, por lo que plano y recta
son paralelos o la recta esta contenida en el plano.

Comprobamos si el punto P, (l, 0,1) de la recta pertenece al plano.

r=X-2y+7-2=0

P (L01)r? }3¢1—2-0+1—2=0?
¢ \bY '

La igualdad es cierta y la recta esta contenida en el plano.

b) La recta s contenida en m que es perpendicular a r es perpendicular también al vector normal
del plano. Por lo que nos sirve como vector director de dicha recta el producto vectorial de

nyv,.

£y

Hallamos la expresién del vector director de la recta s.
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i ok
U =nxv, =1 -2 1=2j+k+4k—i=—-i+2j+5k=(-125)
2 1 0

Hallamos la ecuacion de la recta s que pasa por el punto P(2,—L —2) y tiene vector director
u, =(-12,5).

_ =2-
U, =(-1,2,5) } x=e-d
=s:qy=-1+21 1eR
P(2,-1-2)es ;- 2.5

La ecuacion de la recta s contenida en 1 que pasa por el punto P (2, -1, —2) y es perpendicular

X=2-1
ares s:«y=-1+21 1eR.
z2=-2+51
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EJERCICIO 8 (2.5 puntos)
Considera los puntos A(4,0,0) y B(0,2,0). Calcula los puntos del plano OXZ que forman
un tridngulo equilatero con Ay B.

El plano OXZ tiene ecuacion y =0.

PLANO OYZ

PLANO OXZ

PLANO OXY

X

Un punto C del plano OXZ tiene coordenadas C(a,0,c).
B

C
A

El triangulo ABC debe ser equilatero y para ello las distancias entre sus vértices debe ser la
misma. Obtenemos la distancia del punto A al punto B.

A(4,0,0)

B(o,z,o)}:> AB=(0,2,0)-(4,0,0)=(-4,2.0)=

= d(AB)=|AB|=\/(-4) +2° +0* =20

Obtenemos la expresion de la distancia del punto A al punto Cy la del punto B al punto C.

A(4,0,0)]
C(a,O,c)}: AC =(a,0,c)-(4,0,0)=(a—4,0,c)=

=d(AC)=[AC|=(a-4) +0% +c? =/’ +16-8a+c’

B(0,20)]
C(a,O,c)}: BC =(a,0,c)-(0,2,0)=(a,2,c)=

:d(B,C):‘ﬁ‘:\/aZJrZZJFCZ —J4+a?+c?

92 de 571 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PevAU 2024 Extraordinaria Matemadticas Il en Andalucia

Igualamos estas distancias a 20 y resolvemos el sistema.

d(B,C)=v20 = V4+a?+c? =20 = 4+a%+¢? =20
—
d(A,C)=+20=+a? +16-8a+c? =/20 = a?+16-8a+c? =20

a’+c?=16

= =16-8a=4=-8a=-12= a:g—
a’+c’-8a=4 8

N | W
U

2
:(gj +c° =16:>%+c2 =16=9+4c*=64=

+
:>4C2=55:>CZ=5745:> C:‘/%S:_\é%

3 . —/55 3 55
Los puntos buscados son Cl[E’O’T\/_J y C, [EOgJ
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PevAU 2024 Extraordinaria (suplente) Matematicas II
PRUEBA DE EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL

U ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS DE ADMISION 4 A TEMATICAS 1

ANDALUCIA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS
CURSO 2023-2024

Instrucciones: @) Duracion: 1 horay 30 minutos

b) Todas las cuestiones deben responderse en el papel entregado para la
realizacion del examen y nunca en los folios que contienen los enunciados.

c) Este examen consta de 8 ejercicios distribuidos en 4 bloques de 2 ejercicios
cada uno.

d) Cada ejercicio tiene un valor maximo de 2.5 puntos.

e) Se realizaran Unicamente un ejercicio de cada bloque. En caso de responder a
dos ejercicios de un blogue, sélo se corregira el que aparezca fisicamente en primer
lugar.

f) Se permitira el uso de calculadoras que no sean programables, ni graficas ni con
capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos
conducentes a la obtencion de resultados deben estar suficientemente justificados.

g) En la puntuacion maxima de cada ejercicio estan contemplados 0,25 puntos para
valorar la expresion correcta de los procesos y métodos utilizados.

IBLOQUE A. | Resuelve s6lo uno de los siguientes ejercicios:

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)

X2 +1
X

Sea la funcion f:(0,+00)——R, definida por f (x)= In{ } donde In denota la funcion

logaritmo neperiano.

a) [1 punto] Calcula los intervalos de crecimiento y de decrecimiento.

b) [1,5 puntos] Estudia y halla los extremos relativos y absolutos de f (abscisas donde se obtienen
y valores gque alcanzan).

EJERCICIO 2 (2.5 puntos)
Calcula a y b sabiendo que

- a(In(1+ x)—x)+b2(eX —1)+1—cos(x) .
x—0 sen”(x)

donde In denota la funcion logaritmo neperiano.

‘BLOQUE B. ‘ Resuelve sdlo uno de los siguientes ejercicios:

EJERCICIO 3 (2.5 puntos)
Considera la funcion f:R——R definida por

f(x)= joxcos(t)sen2 (t)dt.

Determina las ecuaciones de la recta tangente y de la recta normal a la grafica de f en el punto

de abscisa x = %.

EJERCICIO 4 (2.5 puntos)

Calcula JL (
V4 +4e*

Sugerencia: efectuia el cambio de variable t =+1+¢€").

94 de 571 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PevAU 2024 Extrardinaria (suplente) Matemdticas Il en Andalucia

PRUEBA DE EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL

U ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS DE ADMISION /A TEMATICAS 11
ANDALUCIA, CEUTA, MELILLAY CENTROS en MARRUECOS
CURSO 2023-2024

IBLOQUE C. | Resuelve sélo uno de los siguientes ejercicios:

EJERCICIO 5 (2.5 puntos)
Considera el sistema de ecuaciones lineales

ax+ y +z = l+a
X+ 2y -z = l-a
x+ (l+a)y —-az = 0

a) [1,5 puntos] Calcula a para que el sistema sea compatible indeterminado.
b) [1 punto] Resuelve el sistema, si es posible, para a=0.

EJERCICIO 6 (2.5 puntos)

1 3 01
Considera las matrices A=( ) 5], M :(1 1] e | la matriz identidad de orden 2.

a) [1,5 puntos] Sabiendo que A verifica la identidad ( A+ al )2 =bl, hallaayh.
b) [0,75 puntos] Resuelve la ecuacion MX +M? =1 .

‘BLOQUE D. ‘ Resuelve s6lo uno de los siguientes ejercicios:

EJERCICIO 7 (2.5 puntos)

Considera el plano z=x—-y=0 y larecta erT_lzgz z-2.

a) [1,25 puntos] Calcula, si es posible, el plano perpendicular a Tt que contiene a r.

b) [1,25 puntos] Calcula, si es posible, la recta perpendicular a r, contenida en 1t y que pasa por
el origen.

EJERCICIO 8 (2.5 puntos)

Considera los puntos 0(0,0,0),A(a,-12) y B(a,1,0).

a) [1,5 puntos] Determina a para que el triingulo OAB tenga area 3 unidades cuadradas.
b) [1 punto] Calcula a para que O, A y B sean coplanarios con el punto C(l,l, O) :
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SOLUCIONES

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)

X2 +1
X

Sea la funcion f :(0,+0)——R, definida por f(x)zln(

logaritmo neperiano.
a) [1 punto] Calcula los intervalos de crecimiento y de decrecimiento.

b) [1,5 puntos] Estudia y halla los extremos relativos y absolutos de f (abscisas donde se obtienen

y valores gque alcanzan).

], donde In denota la funcién

a) Hallamos los puntos criticos de la funcion averiguando donde se anula su derivada.

x?+1 2x 1
f(x)=1 —In(x2+1)-1 fr(x)=—2 -2
() n[ . j n(x*+1)-Inx= f’(x) T
f(x)=0= 22x —1:0: 22)( :1:>2x2:x2+l:x2:1:>
X“+1 X X“+1 X

x:\/izl

Solo nos sirve el valor positivo de la raiz. Estudiamos el signo de la derivada antes y

después de este punto critico: x=1.

e Enelintervalo (0,1) tomamos x=0.5 y la derivada vale

205 1
05°+1 05

e Enelintervalo (1, +00) tomamos x =2 y la derivada vale f"(2)=

f(0.5)= ——1.2<0. Lafuncién decrece en (0,1).

. La funcién crece en (1,+).

La funcién decrece en (0,1) y crece en (1,+).

b) Por lo visto en el apartado anterior la funcion sigue el esquema siguiente.

I\‘/
cl’ 1 2 3

La funcion tiene un minimo relativo y absoluto en x=1. Como f (1)=1In

minimo relativo y absoluto de la funcion tiene coordenada (1,In2).
Calculamos los limites de la funcion cuando x tiende a 0 y a +oo.

2
lim f(x)= lim In(X +lj= lim In(x+1j=ln(+oo+0)=+oo
X—>+00 X—>+00 X X—>+00 X

2741 2

2:2 1

lim f (x) = lim |n[x2 +1]= lim In[x+1j= |n(0+0i+)= In (+<0) = +o0

x—0" x—0" X—>+00

X X
La funcién no tiene maximos relativos ni absolutos.
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EJERCICIO 2 (2.5 puntos)
Calcula a 'y b sabiendo que

i a(In(1+ x)—x)+b2(ex —1)+1—cos(x) .
x>0 sen(x)

donde In denota la funcion logaritmo neperiano.

Calculamos la expresion del limite.

y a(In(L+x)-x)+b(e* ~1)+1-cos(x) a(In(1+0)-0)+b(e’~1)+1-cos(0)
i sen?(x) - sen’(0) -

_a0+ b0-20+1—1 _ % = Indeterminacion (L"Hopital) =

— lim a(l_l}rb(ex)_(_sen(x)) L a(l—lj+b(ex)+sen(x)

1+x _ 1+Xx _
x>0 2sen(x) cos(x) x>0 2sen(x)cos(x)

1 0
a(m—l}rb(e )+sen(0)_ 204640 b

2sen(0)cos(0) 2:0-1 0

Como el limite debe valer 5 el valor de b debe ser cero, pues, en caso contrario, el limite valdria
(0 0)

Le damos a b el valor 0 y seguimos calculando el limite.

11 )
a( 2J+b(e )+cos(x)

0 Indeterminacion(L"Hopital) = lim (1+x) ={b=0}=
0 x>0 2¢0s(x) cos(X) + 2sen(x)(—sen(x))

1 1
_ ma[<1+x>2]“°s(x)a[(nof}c"s(o)-au s

=0 2c0s?(x)—2sen?(x)  2cos?(0)—2sen’(0)  2-0 2

Como queremos que este limite valga 5 igualamos el resultado obtenido a este valor.
1_Ta=5:>1—a=10:1—10=a:>

Los valores buscados son a=-9 y b=0.

97 de 571 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PevAU 2024 Extrardinaria (suplente) Matemdticas Il en Andalucia

EJERCICIO 3 (2.5 puntos)
Considera la funcion f:R——R definida por

X
_ 2
f(x)= IO cos(t)sen (t)dt.
Determina las ecuaciones de la recta tangente y de la recta normal a la gréfica de f en el punto

de abscisa x = %.

Obtenemos el valor de f (%

N—

Obtenemos el valor de f (%)

f(x)= Joxcos(t)senz (t)dt= f"(x)=cos(x)sen’(x)=

= f'(%)zcos(%jsenz(%]:%{%T _ g

Obtenemos la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = .
f (ﬁ] - Q
4) 12
f'(Z):Q jy_ﬁzﬁ(x_z]: yzﬂx+ﬁ_&
4 4 12 4 4 4 12 16
{5 Ed)
4 4 4

52
L S A=
y—f(%j:f,_lﬂ (X_%j 4

)

98 de 571 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PevAU 2024 Extrardinaria (suplente) Matemdticas Il en Andalucia

EJERCICIO 4 (2.5 puntos)

Calcula JL (
V4 +4e”

Sugerencia: efectta el cambio de variable t =+1+¢€").

Calculamos la integral pedida.

Cambio de variable

t=v1+e* >t*=1+¢"

J dx _J’ dx _J dx  _1( 1 o ) i ~
X X X 2 X
Ja+4e \/4(1+e ) J2ive Jl+e 21t e — (£ 1)
dx = 2 dt
t°-1
:ljl 2 dt:zj = dt:J L odt=..
2)tt°-1 2)t°-1 t°-1
Descomposicion en fracciones simples
1 1 _A B _A(t-1)+B(t+1)
-1 (t+1)(t-1) t+1 t-1  (t+1)(t-1)
t—1—>1—ZB—>B—i
=1=A(t-1)+B(t+1)= 2 1:>t211=_tl/12+;“21
t=-1-1=2A->A=—" Ml

...:J_llzdwfllzdt:_—l idt+ljidt=_—l|n(t+1)+1|n(t—1):
t+1 t-1 2)t+1  2)t-1 2 2

{t=\/1+7}=%1ln(\/1+7+1)+%ln(x/1+7—1)=

- %In(\/1+ & —1)—%In(1+\/1+ex)+ K
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EJERCICIO 5 (2.5 puntos)
Considera el sistema de ecuaciones lineales

ax+ y +z = l+a
X+ 2y -z = l-a
x+ (l+a)y —-az = 0

a) [1,5 puntos] Calcula a para que el sistema sea compatible indeterminado.
b) [1 punto] Resuelve el sistema, si es posible, para a=0.

a 1 1
a) El sistema tiene asociada la matriz de coeficientes A={1 2 -1 yla matriz ampliada
1 1+a -a

a 1 1 1+a
A/B={1 2 -1 1-al.
1 1+4a -a O

Para que el sistema sea compatible indeterminado las dos matrices deben tener el mismo rango
y se menor de 3. Para ello lo primero que debe ocurrir es que el determinante de la matriz A
sea nulo.

a 1 1
|Al=]1 2 -1=-2a’-1+l+a-2+a+a(l+a)=
1 1+a -a

=-2a’-1+1+a-2+a+a+a’=-a’*+3a-2

-3+1
3+ [ —a(-1)(=2) _ — —=I1=a
Al=0=-a’+3a-2=0=a-= ¥ 4((2) 31|
2(-1) 2 |8-1_p
_—2: =a

Analizamos estos dos casos por separado.

Si a=1 el determinante de la matriz de coeficientes es nulo y su rango es menor de 3.

11 1
La matriz queda A=|1 2 -1]|. Observamos que la fila 22 y 32 son iguales. Consideramos
12 -1

el menor de orden 2 que resulta de quitar la tercera fila y la tercera columna -

11
) =2-1=1+0.Elrango de Aes 2.

1
11 1 2

La matriz ampliada queda A/B=|1 2 -1 0 |.Observamos que la fila 22 y 32 son iguales,
12 -10

por lo que su rango no puede ser 3y es 2 como el rango de la matriz A.
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Rango de A = Rango de A/B = 2 < 3 = NUmero de incdgnitas. El sistema es compatible
indeterminado.

Si a=2 el determinante de la matriz de coeficientes es nulo y su rango es menor de 3.

2 1 1
La matriz queda A=|1 2 -1|. Consideramos el menor de orden 2 que resulta de quitar
1 3 2

2 1
la tercera fila y la tercera columna -> ‘1 2‘ =4-1=3+#0.Elrango de Aes 2.

21 1 3
La matriz ampliada queda A/B=|1 2 -1 -1|. Consideramos el menor de orden 3 que
13 -20

resulta de quitar la primera columna (columna 12 = columna 22 + columna 3%) -
1 1 3

2 -1 -1=0-3-6+9+0-2=-2+0. Elrango de la matriz ampliada es 3.
3 -2 0
Rango de A =2 # 3 = Rango de A/B. El sistema es incompatible.

El sistema es compatible indeterminado para a=1.
b) Para a=0 el sistema es compatible determinado, pues es un valor distinto de 1 y 2 por lo

que el determinante de la matriz de coeficientes es no nulo y su rango es 3, al igual que el
rango de la matriz ampliada y el nimero de incognitas.

y+ z =1
Elsistema queda < X+ 2y— z = 1. Lo resolvemos.
X+ Yy =0
y+ z =1 z=1-y
X+ 2y— 7 = 1={Xx+2y-72=1=-y+2y-1+y=1=

X+ Yy 0 X=-y

o ry2mfe

Para a=0 la solucion del sistemaesx=-1,y=1yz=0.
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos)

3
-2 5

a) [1,5 puntos] Sabiendo que A verifica la identidad ( A+ al )2 =bl, hallaayh.

01
Considera las matrices Az( j M = (1 1] e | la matriz identidad de orden 2.

b) [0,75 puntos] Resuelve la ecuacion MX +M? =1 .

-, - 2
a) Hallamos la expresion de la matriz (A+al )”.

1 3 10 l+a 3
A+al = +a =
(—2 5) (0 J (—2 5+aj
l+a 3 j[ua 3 j( (1+a) -6 3+3a+15+3a}

(A+al)2:£ 2
-2 5+a)l -2 5+a) [(-2-2a-10-2a -6+(5+a)

_(1+a2+2a—6 6a+18 ]

a’+2a-5 6a+18
—4a-12 —6+25+a’+10a

—4a-12 a’+10a+19

Resolvemos la ecuacion matricial.

2 - 10 b 0
(A+al)2=b|:> a‘+2a-5 26a+18 b _ -
—4a-12 a“+10a+19 01 0 b

a’+2a-5=b a’+2a-5=b

6a+18=0 a+3=0 (-3)" +2(-3)-5=b {_2=b
= = = ) =

—4a-12=0 a+3=0-[a=-3 " |(-3/+10(-3)+19=b |-2=b

a’+10a+19=>b a?+10a+19=>b

Para a=-3 y b=-2 se cumple lo pedido.

b) Despejamos X de la ecuacion: MX +M? =1 = MX =1-M?= X =M (1 -M?)
Comprobamos que la matriz M tiene inversa y la calculamos.

M=l ]

‘:0—1:—1:&0» Existe M ™

M_l_Adj(MT)_Adj((l) 3_(1 —1}_[—1 1}

oM 1 -1 0) (1 0

Determinamos la expresion de la matriz X.
owzo(r 0)_(0 1o 1y_(1 0y (1 1) (0 -1
lo1) (1 1){x 1) o 1)1 2) (-1
-1 10 -1 -1 1-1 -1 0
X=M*(1-M?)= _ _
1 0)\-1 -1 0 -1 0 -1
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EJERCICIO 7 (2.5 puntos)
_x-1_y

Considerael plano z=x—-y=0 ylarecta r = =3 z-2.
a) [1,25 puntos] Calcula, si es posible, el plano perpendicular a  que contiene a r.
b) [1,25 puntos] Calcula, si es posible, la recta perpendicular a r, contenida en 1 y que pasa por

el origen.

a) El plano " que contiene a la recta r tiene como uno de sus vectores directores el vector director
de la recta. Como también debe ser perpendicular al plano 77 el otro vector director es el
vector normal del plano m. Ademas, como contiene a la recta el plano contiene los puntos de
la recta.

1 v-0 7- P (10,2 B,
X 1:y O:Z 2:{ ( ) ﬁEX—yZODHZ(l,—l,O)

2 3 1 ufz(z,al)
P(L0,2)ex x-1 y z-2
u=u,=(231)t=7:2 3 1|=0=>
v=n=(1-1,0) 1 -

=0+y-2(z-2)-3(z-2)+0+x-1=0=

= y-22+4-32+6+Xx-1=0= |7 :x+y-52+9=0

El plano perpendicular a Tt que contiene a r tiene ecuacion z”: x+y—-5z+9=0.

b) Como la recta s que nos piden hallar debe ser perpendicular a la recta r su vector director debe
ser perpendicular a u—r =(2,3,1). También debe estar contenida en el plano T por lo que su
vector director debe ser perpendicular al vector normal del plano. Un vector director de la
recta s es el producto vectorial de u, =(2,3,1) y n=(1,-1,0).

Sl <

u=31y] - — - |' ! ' L
(1-10) =V,=uxn=[2 3 1|=j-2k-3k+i=i+j-5k=(11-5)
T 1 -10

— X=A
v, =(11,-5)

= |S= y:ﬂ, ,ﬂ,ER
O(0,0,0)es s_ 5]

La recta perpendicular a r, contenida en 1 y que pasa por el origen tiene ecuacion
X=A1

s=<y=4 ;1eR.
z=-51
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EJERCICIO 8 (2.5 puntos)

Considera los puntos O(0,0,0),A(a,—1,2) y B(a,1,0).

a) [1,5 puntos] Determina a para que el triangulo OAB tenga area 3 unidades cuadradas.
b) [1 punto] Calcula a para que O, A y B sean coplanarios con el punto C(l,l, O) :

a) Hallamos la expresion del area del triangulo OAB.

ing’fl) :>{Fi\‘(a"l’z)‘(o’o’o)—(a’—1,2) B
s(ang) | (0B=B(210)-(000)=(aL0)
i j k
OAxOB=|a -1 2|=2aj+ak+ak—2i=-2i+2aj+2ak :(—2,2a,2a)
a 1 o0
OAxOB 2 2 2
AreaOAB:‘OAXOB‘:\/(_z) +(2a) +(2a) _

2

2 2 2 4(1+2a?
=\,"4+4a +4a =\/4+8a :»\/ (sz )= N oa?

2 2

Igualamos este resultado a 3.
2
1+ 222 =3:>(\/l+2a2) —3 = 1+2a° =9 2a’ =8 = a’ =§=4: a=+4=12

Los valores buscados son a=+2.

b) Hallamos la ecuacion del plano  definido por los puntos 0(0,0,0), A(a,—12) y B(a,1,0)
. Hemos hallado en el apartado anterior el vector normal de dicho plano como
n=0AxOB=(-2,2a,2a).

ﬁ_(—2,2a,2a)} w.-2Xx+2ay+2az+D=0

= =0+D=0=
0(0,00)ez | ©0(0,00)ex }

=>D=0=>7:-2x+2ay+2az=0=|7r:x—ay—-az=0

Para que los puntos O, A, B y C sean coplanarios el punto C debe pertenecer al plano .

r:Xx—ay—-az=0
C(LL0)ex

}:1—a+0=0:>1=a:> r:X-y-2=0

Para a=1 los puntos O, A, By C son coplanarios.
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PevAU 2024 Extraordinaria (reserva) Matematicas II
PRUEBA DE EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL
U ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS DE ADMISION 4 ATEMATICAS |1

ANDALUCIA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS
CURSO 2023-2024

Instrucciones: @) Duracion: 1 horay 30 minutos

b) Todas las cuestiones deben responderse en el papel entregado para la
realizacion del examen y nunca en los folios que contienen los enunciados.

c) Este examen consta de 8 ejercicios distribuidos en 4 bloques de 2 ejercicios
cada uno.

d) Cada ejercicio tiene un valor maximo de 2.5 puntos.

e) Se realizaran Unicamente un ejercicio de cada bloque. En caso de responder a
dos ejercicios de un blogue, sélo se corregira el que aparezca fisicamente en primer
lugar.

f) Se permitira el uso de calculadoras que no sean programables, ni graficas ni con
capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos
conducentes a la obtencion de resultados deben estar suficientemente justificados.

g) En la puntuacion maxima de cada ejercicio estan contemplados 0,25 puntos para
valorar la expresion correcta de los procesos y métodos utilizados.

IBLOQUE A. | Resuelve s6lo uno de los siguientes ejercicios:

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)
De entre todos los rectangulos de area 25 cm?, determina las dimensiones de aquel en el que el
producto de las longitudes de sus dos diagonales sea el menor posible.

EJERCICIO 2 (2.5 puntos)

ax®+x-1
x> +bx—3
a) [1,5 puntos] Calcula a y b para que y = x—2 sea una asintota oblicua de la grafica de f.
b) [1 punto] Estudia y halla las asintotas verticales de la gréfica de f cuando a=0y b=2.

Considera la funcién f (x)= , para x? +bx—3=0.

IBLOQUE B. | Resuelve s6lo uno de los siguientes ejercicios:

EJERCICIO 3 (2.5 puntos)
Considera la funcion

f(X)_{lex si x<0

xcos(x) si x>0°
Calcula f f(x)dx.

T

EJERCICIO 4 (2.5 puntos)

Calcula una primitiva de la funcion f :(L+0)——R definida por f (x)=(x-1)"In

Jx-=1
2

cuya gréafica pase por el punto (5, -7/ 2), donde In denota la funcién logaritmo neperiano.
(Sugerencia: efectlia el cambio de variable x —1=t?).
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PRUEBA DE EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL

ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS DE ADMISION  \ ATEMATICAS I1
ANDALUCIA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS
CURSO 2023-2024

IBLOQUE C. | Resuelve s6lo uno de los siguientes ejercicios:

EJERCICIO 5 (2.5 puntos)

Considera las matrices A= , B=(1 y z)yC=(3 0 0).

= W X
R O <
P N N

x-1 y-1 z-1
a) [1 punto] Sabiendo que el determinante de A es 5, calcula | 1 1 1 |, indicando las
4 1 3
propiedades que utilizas.
b) [1,5 puntos] Calcula los valores (X Yy z) tales que B-A=C.

EJERCICIO 6 (2.5 puntos)
Considera el sistema

5 -2 -3)(x X
2 0 2| yl=mly].
3 -2 -1)\z Z

a) [1,75 puntos] Determina los valores de m para los que el sistema es compatible
indeterminado.
b) [0,75 puntos] Para m=2 resuelve el sistema, si es posible.

IBLOQUE D. | Resuelve sélo uno de los siguientes ejercicios:

EJERCICIO 7 (2.5 puntos)

z+1

. Xx—2y=3a
Considera las rectas r = x = y+ra=—- ys= :

X+z2=2

a) [1,25 puntos] Calcula a para que las rectas se corten.
b) [1,25 puntos] Para a =—1, halla la recta que corta perpendicularmente a r y s.

EJERCICIO 8 (2.5 puntos)
Considera los vectores u=(1,a,2) y v=(-2,1a).

a) [1 punto] Calcula a para que ambos vectores formen un angulo de = /3 radianes.
b) [1,5 puntos] Calcula a para que el vector (GX\_})—\_} sea ortogonal a u.
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SOLUCIONES

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)
De entre todos los rectangulos de area 25 cm?, determina las dimensiones de aquel en el que el
producto de las longitudes de sus dos diagonales sea el menor posible.

}:
El &rea del rectangulo es el producto de la longitud de la base por la altura y sabemos que
debe valer 25 cm?,

Area=xy=25:>y=§
X

Las dos diagonales del rectangulo miden lo mismo, por lo que el producto de las mismas
vale d?.
Aplicamos el teorema de Pitagoras al triangulo rectangulo de catetos x e y del dibujo.

x> +y* =d’

Sustituimos y por §'
X

625

Debemos minimizar la funcion f (x) =x2+ —
X

Buscamos sus puntos criticos averiguando cuando se anula la derivada.

625

f(x)= x* +——=x*+625x" = f(x)= 2x+625x‘3(—2): 2x—1250
X

X3

f(x)=0= 2x—12§O =0= 2x=12§0 = 2x* =1250 = x* =625 = |x = /625 =5
X X
Solo nos interesa el valor positivo de la raiz. Estudiamos el signo de la segunda derivada
para X=5.

375

X4

3750

f7(x)=2x-1250x° = f(x)=2-1250(-3)x* = 2+ o —8>0

= f7(5)=2+

Al ser la segunda derivada positiva la funcion tiene un minimo para x=5. Para este valor
tenemos que y = % =5.

Para que el producto de las longitudes de sus dos diagonales sea el menor posible debe ser
un cuadrado de lado 5 cm.
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EJERCICIO 2 (2.5 puntos)

ax+x-1
X* +bx -3
a) [1,5 puntos] Calcula a y b para que y = x—2 sea una asintota oblicua de la grafica de f.

b) [1 punto] Estudia y halla las asintotas verticales de la grafica de f cuando a=0y b=2.

Considera la funcién f (x)= ,para x? +bx—3=0.

f(x)

a) Si y=x—2 es una asintota oblicua de la funcién se debe cumplir que IimT =1lyque
X—00

lim( f (x)—x)=-2.

X—»00

ax®+x-1
. F(x . 2 ) 3 L y—
Ilm—( )=|Imx +bX=3 _ jim ?X +;( L _a
Xom X X X x>0 X* 4+ PX* —3X =la=1
f(x
Iim—( ):1
X—>00 X
3 3 3 2
. ) X" +x-1 . [ X+ Xx=1-x"—bx"+3x
Ilm(f(x)—x):llm —————x|=lim . —
X x>»| X +bx—-3 x>0 X" +bx -3

- ) b
o ~b=-2=[b=2
lim(f (x)—x)=-2 - -

X—0

Los valores buscadosson a=1y b=2.

o x-1
x> +2x-3
dominio son todos los nimeros reales menos los que anulan el denominador.

b) Cuando a=0y b=2 la funcion queda f (x) . Esta funcion es racional y su

-2+4 T«
2 _h=
X2+2X—3=0:>X=_2i 2 _4(1)(_3)=—2i4: 2
2 2 —2-4
T:_3=X

El dominio de la funcion es R—{-3,1}.

¢ X =—3 es asintota vertical?

. . x—-1 -3-1 —4
lim f (x)=lim — = >
x—>-3 x>-3 X +2X—3 (_3) + 2(_3)_3 0

X =—3 es asintota vertical.

¢ X =1 es asintota vertical?
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lim f (x)=1lim Zx—l == 1-1 =9=Indeterminacién:
ol 1xX’+2x-3 1+2(1)-3 0
Xx-1 ) 1 1

=|- _— = _—
L (x-1)(x+3) *ix+3 113

x =1 no es asintota vertical.

1
4

La funcién tiene una asintota vertical: x =-3.
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EJERCICIO 3 (2.5 puntos)
Considera la funcion

f(X):{lex si x<0

xcos(x) si x>0

Calcula '[_7; f(x)dx.

En el intervalo (—72', 72') la funcion cambia de definicidn por lo que la integral definida pedida
la expresamos como la integral definida entre —mt y 0 més la integral definida entre 0 y .

j’; f(x)dx = j_oﬂ f (x)dx+_[0” f(x)dx= _[fﬂl—exdx+j0”xcos(x)dx = [x—eX]: +...

Integracion por partes
Ixcosxdx: U=Xx—du=dx :xsen(x)—jsen(x)dx:

dv = cos(x)dx —>v='[cos(x)dx=sen(x)

= xsen(x)—(—cos(x)) = xsen(x)+cos(x)+K

= [x—eX]: +[xsen(x)+cos(x)]g =

=[0-e"]-[~7~e~ ]+ [sen(x)+cos(z)]-[0-sen(0)+cos(0)]=

:—1+7z+i”—1—1: 7z+i”—3
e €

110de 571 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PevAU 2024 Extrardinaria (reserva) Matemadticas Il en Andalucia

EJERCICIO 4 (2.5 puntos)

Calcula una primitiva de la funcién f :(1,+00)——R definida por f (X) =(x—1)2 In ,x2—1

cuya gréfica pase por el punto (5,—7/2), donde In denota la funcion logaritmo neperiano.
(Sugerencia: efectlia el cambio de variable x —1=t?).

Calculamos la integral de la funcion.

F(X)=_[f(X)dX=J(x—l)2In‘/?dx {Camblo de variable }

X—1=t> — dx = 2tdt

2
=J(t2)2 Inthdt =Jt4 In%tht . zft5 In%dt _

Integracion por partes

th’m%dt: u:In%—>du=1;—§dt_Edt —| ——J——dt_—l —-—jtSdt

6
dv = t3dt —>v=jt5dt U
6

ot t°) t° ot t° t° t 1 Xlt—>\/_t
...:2 _In——— =—|n_—_ (In___j
6 2 36) 3 2 18 3 2 6 tez(tZ) ~ (x-1y

= (X_1)3 [In m—£)+ K
3 6

2

Como debe pasar por el punto (5, 71 2) debe cumplirse que F(5)= _77

F(5)=_77
(x-1)°(, x=1 1 3__27:( 3)( 2_ _E}FK:
F(x)= [In X= ——j+K
3 2 6
3
= 4(|n1—1J P A S N . QN [ QL S
2 3 2 18 2 18 2 18 18

x-2)'( Jx=1 1) 1
La primitiva buscada tiene la expresion F(X)=( 3 ) {In ERTE

111de 571 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PevAU 2024 Extrardinaria (reserva) Matemadticas Il en Andalucia

EJERCICIO 5 (2.5 puntos)

X y z
Considera las matrices A=|3 0 2|, B=(1 y z)yC=(3 0 0).
1 11
x-1 y-1 z-1
a) [1 punto] Sabiendo que el determinante de A es 5, calcula | 1 1 1 |, indicando las
4 1 3

propiedades que utilizas.
b) [1,5 puntos] Calcula los valores (X 'y ) talesque B-A=C.

X Yy z
a) Sabemos que |A|=|3 0 2|=5. Calculamos el determinante pedido.
1 11
Xx-1 y-1 z- . o . .
L L 1= La primera fila tiene una diferencia de elementos |
4 L 3 ~ |el determinante es diferencia de dos determinantes|
y z 1 11 _ . o
~ 11l 11 El segundo determinante tiene dos filas iguales|
- | por lo que su determinante vale cero -
1 3 4 1 3
Resto a la 32 fila la 22
y z 4 1 3 Xy z
=1 1 1/-0= -1 -1 -1 =1 1 1=
1 3 3 0 2 3 0 2
el determinante no cambia de valor
. : Xy z
Intercambio las filas 22 y 32
= . . . +=—3 0 2=-|A]=-5
el determinante cambia de signo 11
b) Resolvemos la ecuacion matricial B-A=C..
y z
B-A=C=(1 y z)|3 0 2|=(3 0 0)=

11
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X+3y+z=3
= (x+3y+z y+0+z z+2y+z)=(3 0 0)={y+z=0 =
2y+22=0
X+3y+z=3 {x+3y+z=3
=3y+2z=0 = =>X+3y-y=3=x+2y=3=>
:O = —
eyl
X=3-21
=(=32y|={y=4 iick
Z=—-1
X=3-24
El sistema tiene infinitas soluciones: 1y =1 AeR.,
z2=-41
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos)
Considera el sistema

5 -2 -3)x X
2 0 2| yl=mly].
3 -2 -1)\z Z

a) [1,75 puntos] Determina los valores de m para los que el sistema es compatible indeterminado.
b) [0,75 puntos] Para m=2 resuelve el sistema, si es posible.

a) Obtenemos la expresion del sistema que se nos plantea.

5 -2 -3\(x X 5X—2y -3z =mx 5X—2y—-3z—-mx=0
2 0 2||ly|=m|y|=2x-2z=my =2X-2z-my=0 =
3 2 -1)\z z 3X-2y—-z=mz 3X-2y—-z-mz=0
(5—m)x—-2y-3z=0 5-m -2 -3 \(x) (0
= 2X—-my—-2z=0 = 2 -m =2 y|=|0
3x—2y+(-m-1)z=0 3 -2 -m-1){z 0

El sistema que se nos plantea es un sistema homogéneo que siempre es compatible. Sera

indeterminado cuando el rango de la matriz de coeficientes sea menor de 3, es decir, cuando
su determinante sea nulo.

5-m -2 -3 5-m -2 2-m

2 -m -2 |={Columna3*+Columnal?}= 2 -m 0 |=

3 -2 -m- 3 -2 2-m
2-m O 0

={Filal*-Fila3®}=| 2 -m 0 |=(2-m)(-m)(2-m)=-m(2-m)’
3 -2 2-m

Averiguamos cuando se anula el determinante.

5-m -2 -3
2 m:O
2 -m -2 |=0=>-m(2-m) :O:{

s o m_ 2-m=0-[m=2]

El sistema es compatible indeterminado cuando m=0 o0 m=2.

b) Hemos visto en el apartado anterior que para m=2 el sistema es compatible indeterminado.
Obtenemos la expresion de sus soluciones.

(5-m)x—-2y-3z=0 3x-2y-3z=0
2X—my—2z=0 = 2x-2y-2z=0;= {Ecuacién1?= Ecuacion3*} =
3x—2y+(-m-1)z=0 3x-2y-3z=0
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3x—2y—32:0} 3x-3z=2y
=

= = 2x—(3x-3z)-2z=0=
2Xx-2y-22=0 2x—-2y—-22=0

— 2X—3X+32-27=0=—X+2=0=[x=2]=2y=37-37=0=

X=A
= —Jly=0;1eR
=1
X=A1
Las soluciones del sistema tienen la expresion 1y =0, siendo A cualquier nimero real.
Z=A
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EJERCICIO 7 (2.5 puntos)

Considera lasrectas r=x=y+a=-—=Y S=
2 X+2=2

a) [1,25 puntos] Calcula a para que las rectas se corten.
b) [1,25 puntos] Para a =—1, halla la recta que corta perpendicularmente arys.

z+1 {X—Zy:Ba

a) Obtenemos un vector director y un punto de cada recta.

r

x-0_y+a_ z+1:> UT=(1,1,2)
1 1 2 P (0,-a,-1)

X—2y=3a X=2y+3a
s={ y :{:2y+3a+z:2:>|z:2—3a—2y:>

Cx+z2=2 X47=2

v -(21-2)

X=3a+24
=>s=qy=41 {
1-2-3a-2, |&(%20.2-33)

Los vectores directores no tienen coordenadas proporcionales, por lo que las rectas no son ni
paralelas ni coincidentes. Las rectas se cortan o se cruzan.

Calculamos el valor del producto mixto [u_'rv: PrQS].

P.(0,-a,-1)

Q,(3a,0,2- 3a)} = PQ, =(3a,0,2-3a)—(0,-a,-1)=(3a,a,3—3a)

u, =(112) 1 1 2
v, =(21-2) =[uvPQ =2 1 2=
PQ, =(3a,a2,3-3a) 3a a 3-3a

=3-3a-6a+4a— 64 -6+ 64 +2a=-3-3a
Para que las rectas se corten el producto mixto [u_r'\Ts RQS] debe valer cero.

[P0 ] = -3-3a

o = -3-3a=0=3a=-3=[a=—1
|:ur’vs’PrQs:|:0

Las rectas se cortan cuando a =-1.

b) Para a=—1 las rectas tienen los siguientes vectores directores:
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_ _ u =(112
X 0:y 1z+1:>{ur ( )

r

11 2 |p(01-1)
{x—2y=—3 v, =(2,1,-2)
= =
X+z=2 Q,(-3,0,5)

Para este valor hemos comprobado que las rectas se cortan. La recta que corta
perpendicularmente ambas rectas pasa por el punto de corte de ambas rectas y tiene como
vector director el producto vectorial de los vectores directores de las rectas.

Hallamos el punto A de corte de las rectas.

1 oz41 [U=(112) =4
rleozyl_ =Z; :>{ T o r=dy =144
R(01-1) z=-1+2A
X—2y=-3
S= y
{x+z:2
A-2(1+2)=-3 [1-2-21=-3
X=A = = =
A-1+21=2 31=3
r=qy=1+41
z=-1+21
x=1
-A=-1
:{l—l =1 y=1+1=2 =|A(121)
- z=-1+2=1

Hallamos el vector director de la recta t perpendicular arys.

i j ok
W=V, xu, =(2,,-2)x(L12)=2 1 -2|=
11 2

—2i-2j+2k—k—4j+2i=4i-6]j+k=(4,-6,1)

Hallamos la ecuacién de la recta t.

— X=1+4«a

w, =(4,-6,1) N _
=>t=qy=2-6a;aeR

A(1,2,1)et 71t g

X=1+4«a

La recta que corta perpendicularmente a r y s tiene ecuacién t=1y=2-6«, siendo aeR.
=1+«

www.ebaumatematicas.com

117 de 571


http://www.ebaumatematicas.com/

PevAU 2024 Extrardinaria (reserva) Matemadticas Il en Andalucia

EJERCICIO 8 (2.5 puntos)

Considera los vectores U =(1,a,2) y v=(-2,1,a).

a) [1 punto] Calcula a para que ambos vectores formen un angulo de = /3 radianes.
b) [1,5 puntos] Calcula a para que el vector (G x\7) —v sea ortogonal a u.

a) Utilizamos la formula del producto escalar.

LUy (La,2)(-21a) _ —2+a+2a 3a-2

()= @22 +lra Jrabra 5+d

El &ngulo debe ser de 7 /3 radianes = 60° entonces el cos60° = 1/2.

cos(G,Q)zg L 3a_o
S+a’ | 1_ — =>5+a’=6a-4=a’-6a+9=0=
- -\ T . 2 5+a
(u,v):—radlanes
3
6++/(-6)° —4(1)(9
R o4O 6

Para a =3 los vectores u y v forman un angulo de = /3 radianes.
b) Determinamos la expresion del vector (GXQ)_Q.
i j ok
}:axv_ 1 a 2|=a%i-4j+k+2ak—aj—2i=
) -2 1 a

=(La,2)

:(az—z)i+(—4—a) j+(1+2a)k :(a2—2,—4—a,1+2a)

(uxv)-v=(a’-2,-4-a1+2a)-(-21a)=(a",-5-a1+a)
Para que el vector (GXG)_Q sea ortogonal a u su producto escalar debe ser nulo.

[(Gx\?)—ﬂ-ﬁ:O:>(az,—5—a,l+a)(1,a,2):0:>a2+a(—5—a)+2(1+a):0:>

— a7 ba-af +2+2a=0= 3a+2=0=>3a=2=|a=

2
3

El valor buscado es a = %
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PevAU 2024 Ordinaria Matematicas II
PRUEBA DE EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL
U ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS DE ADMISION 1 ATEMATICAS Il

ANDALUCIA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS
CURSO 2023-2024

Instrucciones: @) Duracion: 1 horay 30 minutos

b) Todas las cuestiones deben responderse en el papel entregado para la
realizacion del examen y nunca en los folios que contienen los enunciados.

c) Este examen consta de 8 ejercicios distribuidos en 4 bloques de 2 ejercicios
cada uno.

d) Cada ejercicio tiene un valor maximo de 2.5 puntos.

e) Se realizaran unicamente un ejercicio de cada bloque. En caso de responder a
dos ejercicios de un blogue, sélo se corregira el que aparezca fisicamente en primer
lugar.

f) Se permitira el uso de calculadoras que no sean programables, ni graficas ni con
capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos
conducentes a la obtencion de resultados deben estar suficientemente justificados.

g) En la puntuacion maxima de cada ejercicio estan contemplados 0,25 puntos para
valorar la expresion correcta de los procesos y métodos utilizados.

IBLOQUE A. | Resuelve s6lo uno de los siguientes ejercicios:

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)

Sea la funcion f :(0,+%0)—R definida por f(x)=In(x), donde In denota la funcion

logaritmo neperiano, y los puntos de su grafica A(1, 0) y B(e, 1).

a) [1,5 puntos] Determina, si existen, los puntos de la grafica de f en los que la recta tangente a
la gréfica es paralela a la recta que pasa por los puntos Ay B.

b) [1 punto] Determina la ecuacién de la recta normal a la grafica de f en el punto A.

EJERCICIO 2 (2.5 puntos)
Considera la funcién continua definida por
xcos(x)—asen(x)
f(x)= X3
bcos(x)-1 si x>0

si x<0

Calculaayhb.

‘BLOQUE B. ‘ Resuelve s6lo uno de los siguientes ejercicios:

EJERCICIO 3 (2.5 puntos)

3
X*+2
Considera la funcion definida por f (X) = 21’ para x = —1, x =1. Calcula una primitiva de

f cuya gréfica pase por el punto (0, 1).

EJERCICIO 4 (2.5 puntos)
Halla la funcion f : R — R tal que f”(X)=xcos(x) y cuya gréfica pasa por los puntos

(O%J y (7,27).
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PRUEBA DE EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL

U ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS DE ADMISION 1 a1eMATICAS I
ANDALUCIA, CEUTA, MELILLAY CENTROS en MARRUECOS
CURSO 2023-2024

IBLOQUE C. | Resuelve sélo uno de los siguientes ejercicios:

EJERCICIO 5 (2.5 puntos)

1 1/8 1/8
Considera lamatrizA={0 1 0
0 O 1

a) [1 punto] Calcula A**.
b) [1,5 puntos] Halla la matriz X, si es posible, que verifica A>XA+1 =0, donde Iy O son la
matriz identidad y la matriz nula de orden 3, respectivamente.

EJERCICIO 6 (2.5 puntos)

y+z=1
Considera el sistema < (k —1)x+ y+z=k,
x+(k-1)y+z=0

a) [1,75 puntos] Discute el sistema segun los valores de k.
b) [0,75 puntos] Para k =1 resuelve el sistema, si es posible. ;Hay alguna solucién en la que
y = 07? En caso afirmativo, calctlala. En caso negativo, justifica la respuesta.

IBLOQUE D. | Resuelve s6lo uno de los siguientes ejercicios:

EJERCICIO 7 (2.5 puntos)

-2 =2
a) [1,25 punto] Halla el punto simétrico de P(2,2,1) respecto de larecta r = {); zy—+12 .
b) [1,25 puntos] Halla el punto simétrico de Q(l, -1, —3) respecto del plano

T=X—-2y+2+6=0.

EJERCICIO 8 (2.5 puntos)

) y=0 X+y+7=0
Considera las rectas r = ys=
2Xx—-2=0 z=0
a) [1 puntos] Estudia la posicién relativa de r y s.
b) [1,5 puntos] Calcula la ecuacion del plano paralelo a r y s que equidista de ambas rectas.
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SOLUCIONES

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)

Sea la funcion f :(0,+%0)—R definida por f(x)=In(x), donde In denota la funcion

logaritmo neperiano, y los puntos de su grafica A(1, 0) y B(e, 1).

a) [1,5 puntos] Determina, si existen, los puntos de la grafica de f en los que la recta tangente a
la grafica es paralela a la recta que pasa por los puntos Ay B.

b) [1 punto] Determina la ecuacion de la recta normal a la gréfica de f en el punto A.

a) La funcion logaritmo neperiano es continua y derivable con derivada f“(x)= 1
X
La pendiente de la recta que pasa por los puntos Ay Bes m= 1;(1) = il .
e— e—

La pendiente de la recta tangente en X =2 es el valor de la derivada en ese punto f '(a) :
Para que la recta tangente sea paralela a la recta que pasa por A 'y B deben tener la misma

pendiente, lo que implica la igualdad f'(a)zil :
e_
Averiguamos para que valores de a ocurre.
1
f(x)==
(x)=3
1 1 1
m=—— =>-—=——=]a=e-1
e-1 a e-1
1
f(a)=—
(a)=2—

Como f(e—1)=In(e-1) el punto de la grafica de la funcion donde la recta tangente a la
gréfica es paralela a la recta que pasa por los puntos A 'y B es el punto de coordenadas

(e-1In(e-1)).

-1
f,(1)(x—1).

b) La recta normal a la grafica de f en x = 1 tiene ecuacion y — f (1) =

f(1)=In(1)=0
fr(x):§—> f’(1):%:1 =y- :_Tl(x_l): y=-x+1
y-1(1)= ff(ll)(x_l)

La recta normal a f en el punto A tiene ecuacion y = —x+1.
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EJERCICIO 2 (2.5 puntos)
Considera la funcién continua definida por

xcos(x)—asen(x)
f(x)= X3
bcos(x)—1 si x>0

si x<0

Calculaayhb.

La funcion debe ser continua en x = 0. Para ello debe existir la funcion y su valor debe coincidir
con el valor de los limites laterales.

o Existe f(0)=bcos(0)-1=b-1.

e Existe lim f(x)-
x—0"
lim f(x): lim bcos(x)—l=b—1

x—0" x—0"

e Existe lim f(x).

Xx—0"

fim £ (x) = lim xcos(x)—asen(x) _0-cos(0)—asen(0)

x>0 X—>0" x3 0°

= Indeterminacion(L Hopital) = lim COS(X)_Xseg(;()_aCOS(X) -
Xx—0" X

_ cos(0)—0-sen(0)—acos(0) 1-0-a 1-a
- 3.0° 0 o0 7

Para que pueda existir el limite debe ser a = 1 pues en caso contrario el limite valdria co y
la funcion no seria continua en x = 0.

fa=1 = lim cos(x)—xsengx)—cos(x) _ i —xsenz(x) _ lim —sen(x) _
x—0~ 3x x—0" 3x x—0" 3X

—cos(x) —cos(0) —
:Qzlndeterminaci()n (L"Hépital) = lim ( ): ( ):—l
0 x>0 3 3 3

-1

e Lostres valores deben seriguales > b-1=—=|b=1-

Wl
w|N

Los valores necesarios para que la funcion sea continuason a=1y b= %
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EJERCICIO 3 (2.5 puntos)

X2 +2
1 para x = —1, x =1. Calcula una primitiva de

Considera la funcién definida por f (X)=

f cuya grafica pase por el punto (0, 1).

Calculamos la primitiva F(x) de la funcion.

F(x):.[f(x)dx:JXijdex:...

X -1
X3 +2 |x*-1
2 +X X
X+2

2
...:Jx+ dx J.dx+'[x+2dx=x—+sz+2dx=...
X’ X" -1 2 X" -1

Descomposicion en fracciones simples

X+2 X+2 A B A(x+1)+B(x-1)
= = + =

x*-1 (x-1)(x+1) x-1 x+1 (x=1)(x+1)

x=-1-1=B(-2)>B=—
X+2=A(x+1)+B(x-1)= 3
X=1->3=2A—> AZE

x+2 3/2 1/2
x2-1 x-1 x+1

2
j3/—2—1/—2 =X 3 idx—lf—d :—+—In|x 1|——In|x+]j+C
2 x-1 x+1 2 2J) x-1 2) x+1 2

2
Hemos obtenido la primitiva: F(X) =%+gln|x—ﬂ—%ln|x+ﬂ+C .

Como esta primitiva debe pasar por el punto (0, 1) debe cumplirse que F(0) = 1.

F(x):X—+—In|x—]4—%ln|x+1|+c 02

:1:?+_'”|0 14-%|n|0+1|+c:>

2
La primitiva buscada es F(X) :X?+gln|x—]4—%ln|x+]j+1_
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EJERCICIO 4 (2.5 puntos)
Halla la funcion f : R — R tal que f”(x)=xcos(x) y cuya gréfica pasa por los puntos

(O%j y (7,27).

La integral de la segunda derivada es la derivada primera y la integral de la derivada primera es
la funcion.

Integracion por partes
f’(x)=jf”(x)dx=jxcos(x)dx: U=X—du=dx =
dv:cos(x)dx—>v:jcos(x)dx:sen(x)

= xsen(x)—jsen(x)dx= xsen(x)+cos(x)+ A

f (x):J' f '(x)dx:J.xsen(x)+cos(x)+Adx:jxsen(x)dx+Icos(x)dx+J'Adx =...

Integracion por partes
Ixsen(x)dx= u=x—du=dx :—xcos(x)—j—cos(x)dx:

dv:sen(x)dx—>V:Isen(x)dx=—cos(x)

=—xcos(x)+_[cos(x)dx=—xcos(x)+sen(x)

...=—XC0s(X)+sen(x)+sen(x)+ Ax =—xcos(x)+2sen(x)+ Ax+B
La funcion buscada, a falta de determinar los dos parametros Ay B tiene la expresion:
f (x)=—xcos(x)+2sen(x)+ Ax+B

Como pasa por el punto (0, 7z/2) debe cumplirse que f (0)= %

f(O)zﬂ/Z}

f (x):—xcos(x)+25en(x)+Ax+ B

:%z—o-cos(0)+23en(0)+ A0+B=[B=Z

2
La funcion queda f (x)=—xcos(x)+2sen(x)+ Ax+ /2. Como pasa por el punto (ﬂ, 27r)
debe cumplirse que f(7)=27.
f(r)=2x

f(x):—xcos(x)+25en(x)+Ax+g = 27 =-r-cos(z)+2sen(z)+A-r+B=
2

:>27r:7z+7rA+%:>27z—7z—£:A7z:%:A7r: AZE

La funcion buscada tiene la expresion f (x) =—xcos(x)+ 25en(x)+§+% :
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EJERCICIO 5 (2.5 puntos)

1 1/8 1/8
Considera la matrizA={0 1 0
0 O 1

a) [1 punto] Calcula A****.
b) [1,5 puntos] Halla la matriz X, si es posible, que verifica A>XA+1 =0, donde I y O son la
matriz identidad y la matriz nula de orden 3, respectivamente.

a) Calculamos varias potencias de la matriz A hasta encontrar alguna regularidad.

1 1/8 1/8)(1 1/8 1/8 1+0+0 1/8+1/8+0 1/8+0+1/8
A=l0 1 010 1 0 |= 0 1 0
0O 0 1 )]0 O 1 0 0 1
1 2/8 2/8
A=0 1 0
0 O 1
1 2/8 2/8)\(1 1/8 1/8 1+0+0 1/8+2/8+0 1/8+0+2/8
A=AA=|0 1 0 (|0 1 0 (= 0 1 0
0 O 1 )0 0 1 0 0 1
1 3/8 3/8
A=|0 1 0
0 O 1

Observamos que lo Unico que cambia en cada potencia son los nUmeros rojos.

1 n/8 nl/8
A'=10 1 0
0 O 1

Demostramos que si se cumple para n también se cumple para n + 1.

1 n/8 n/8)1 1/8 1/8 1+0+0 1/8+n/8+0 1/8+0+n/8
A" =A"A={0 1 0 0 1 0 |= 0 1 0
0 O 1 0 O 1 0 0 1

1 (n+1)/8 (n+1)/8
A" =10 1 0
0 1

o

La formula es correcta y asi tenemos que:
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1 2024/8 2024/8) (1 253 253
A®% —1 0 1 0 =0 1 0
0 0 1 0 0 1

b) La matriz A tiene determinante no nulo y por tanto existe la inversa. La calculamos.

1 1/8 1/8 1 1/8 1/8
A=/0 1 0 |=|A=0 1 0[=1#0
0 0 1 0 0 1
1 00 +1 0 1/8 0 +1/8 1
Adj|1/8 1 0 0 1 1/8 1 1/8 0
L, Adj(AT) 1/8 0 1 00 |1 0o |1 o0
= = =| — + —
Al 1 0 1 [1/8 1] /8 0
0 0 1 0 1 0
+ - +
1 0 [1/8 0o /8 1
1 -1/8 -1/8
At=l0 1 0
0 0 1

Despejamos X en la ecuacion matricial.

A*XA+1=0= A’XA=—I = {Multiplico por A} = A"AAXA=-1A" =

Multiplico por A™

= AXA=-A'=
por ambos lados

} = AAXAAT = - ATATAT = X = (AT )3

Calculamos la expresion de la matriz X.

1 -1/8 -1/8\(1 -1/8 -1/8\(1 -1/8 -1/8
X:—(A’l)3:—0 1 o llo 1 o llo 1 0 |=
0 0 1 Jlo o 1 Jlo o 1

1 -2/8 -2/8)(1 -1/8 -1/8 1 -3/8 -3/8 -1 3/8 3/8

=—|0 1 0 ||0 1 0 [=-|0 1 0 (=0 -1 O

0 0 1 0 0 1 0 0 1 o 0 -1
-1 3/8 3/8
La matriz X solucién de la ecuacion matricial tiene la expresion X ={ 0 -1 0
o 0 -1
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos)

y+z=1
Considera el sistema < (k —1)x+ y+z=k,
x+(k-1)y+z=0

a) [1,75 puntos] Discute el sistema segun los valores de k.
b) [0,75 puntos] Para k =1 resuelve el sistema, si es posible. (Hay alguna solucién en la que
y = 0? En caso afirmativo, calctlala. En caso negativo, justifica la respuesta.

0 1 1
a) La matriz de coeficientes A asociada al sistemaes A=| k-1 1 1|y la matrizampliada
1 k-11
0 1 11
es A/IB=lk-1 1 1Kk|.
1 k-110
El determinante de A es:
0 1 1
A=k-1 1 2U=0+Z+(k-1) -2 -k+1+0=k*+1-2k —k +1=k>-3k+2
1 k-11

Veamos cuando se anula.

|Al=0=>k*-3k+2=0=k = = = .

32 (-3 -4(1)(2) _sx1 STHZZZK
2=k

Analizamos tres casos diferentes.

CASO1l k#1lyk=2

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, asi como el de la matriz
ampliada y el nimero de incdgnitas. El sistema es COMPATIBLE DETERMINADO
(tiene una Unica solucién).

CASO 2. k=1
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
Estudiamos su rango y la compatibilidad del sistema usando el método de Gauss.

0111 1 010
A/B=|0 1 1 1|={Fila®®*-Filal?}=|0 1 11
1010 0111
Fila3?—Fila 22 P R,
01 1 1 1 010
0 -1 -1 -1 =01 11
0 0 0 0 — NuevaFila3? LQ_QO

A
El rango de A y de A/B son iguales a 2, menor que el nimero de incgnitas (3).
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El sistema es COMPATIBLE INDETERMINADO (infinitas soluciones).

CASO 3. k=2
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
Estudiamos su rango usando el método de Gauss.

0111 110
A/B=|1 11 2 :>{Fi|a3a<—>FiIala}= 1112
1110 0111
Fila22-Filal?
1 1 1 2 111
1 1 10 =0 0 0 =
0 0 O 2-—NuevaFila2? 0111
A/B
1110
:>{Fi|a3a<—>FiIa Za}:> 0111
0 002
—x

El rango de A es 2 yel de A/B es 3, los rangos son distintos.
El sistema es INCOMPATIBLE (sin solucidn).

Resumiendo: Para k =1y k = 2 el sistema es compatible determinado (una Unica solucion),

para k =1 el sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones) y para k =2 es
incompatible (sin solucion).

b) Lo resolvemos para k = 1. Sabemos que es compatible indeterminado (CASO 2)

y+z=1 X=-4

., ., y+z=1 y=1-z
y+2=1={Ecuacién1®=Ecuacion 22} = = =J{y=1-1;1eR
X+2=0 X=-Z
X+z2=0 z=1
X=-4
Las solucionesson {y=1-4; 1R,
=1

¢Hay alguna solucién en la que y = 0?
Ponemos este valor en las soluciones y vemos si es posible.

X=-4 X=-4

Xx=-1
0=1-A1=>:1=1 :>{ _
=4 =4

Existe la solucion pedida siendo la solucién x=-1, y=0, z=1.
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EJERCICIO 7 (2.5 puntos)

-2 =2
a) [1,25 punto] Halla el punto simétrico de P(2,2,1) respecto de la recta r = {); Zy:;z :
b) [1,25 puntos] Halla el punto simétrico de Q(l, -1, —3) respecto del plano

T=X—-2y+2+6=0.

a) Vamos a determinar las coordenadas del punto P" simétrico de P respecto de la recta r
calculando previamente el plano & perpendicular a la recta que pasa por P, después el punto
M de corte de recta y plano. Por ultimo, hallamos el punto P* suméandole al punto M el vector

PM ya que M es el punto medio del segmento PP’

Hallamos la ecuacion del plano w. Su vector normal es el vector director de la recta.

X—2y+2=2 X=2y—-7+2
r= = =>X=2+422-2+2=4+1=>

y-z=1 y=1+z2
X=4+1
=r=1y=1+1=v,=(111)
=41

=v,=(111)] 7=x+y+z+D=0
=2+2+1+D=0=D=-5=

f =
P(Z,Z,l)eﬂ' P(2,2,l)e7r

=|r=X+y+7-5=0)

Hallamos el punto M de corte de recta y plano.

T=X+y+z-5=0

X=4+1
=244+ 1+1+1+1-5=0=231=0=>
r=qy=1+4
z2=1
x=4+0=4
=>A=0=>4y=1+0=1 =M (4,1,0)
z=0

129 de 571 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PevAU 2024 Ordinaria Matemdticas Il en Andalucia

Hallamos las coordenadas del punto P".

PM =(4,1,0)-(2,2,1)=(2,-1,-1)
P’=M +PM =(4,1,0)+(2,-1,-1)=(6,0,-1)
El punto P” simétrico de P respecto de la recta r tiene coordenadas P”(6,0,-1).

b) Para obtener el punto Q" simétrico de Q respecto de
un plano determinamos la recta que pasa por Q y es
perpendicular al plano. Luego determinamos el
punto M de corte de recta y plano y por ultimo hallo

*
Q" sumando a M el vector QM . lM 7
?

Hallo la ecuacion de la recta. Como es
perpendicular al plano su vector director es el
vector normal del plano.

ﬂzx—2y+z+6=0:>ﬁ=(1,—2,l)

=>s=qy=-1-24

Q(L-1-3)es } x=1+a
v ) 7=-3+A1

Hallo el punto de corte de la recta s y el plano (lo llamamos M) resolviendo el sistema
formado por las ecuaciones de recta y plano.

T=X-2y+2+6=0

X=1+41
=1+1-2(-1-24)-3+1+6=0=
S=qy=-1-24
z2=-3+41

=1+A+2+41-3+1+6=0=61=-6=

x=1-1=0
=>A=-1= y=—1—2(—1)=1:> M (0,1,—4)
z=-3-1=-4

Las coordenadas del punto simétrico Q" las hallamos sumando al punto M el vector Q—M
M (0,1,-4)

Q(L-1, _3)} =QM =(0,1,-4)~(1-1-3)=(-1.2.-1)

Q=M +QM =(0,1,4)+(-1,2,-1)=(~1,3,-5)

El punto simétrico de Q respecto del plano mes Q"(—1,3,-5).
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EJERCICIO 8 (2.5 puntos)

. =0 X+y+7=0
Considera las rectas r = y ys= Y
2x—2=0 z=0
a) [1 puntos] Estudia la posicion relativa de r y s.
b) [1,5 puntos] Calcula la ecuacidn del plano paralelo a r y s que equidista de ambas rectas.

a) Obtenemos un punto y un vector de cada recta.

=1
{y:O {y:O X {R(QQO)
r= =>r=.y=0 =<_.
2x—2=0 7=2X Y u, =(10,2)
=7-2
{x+y+7:0 {x:—7—y X Q.(-7.0,0)
= =s=qy=4 =9
z2=0 = v, =(-110)
z=0

Los vectores directores no tienen coordenadas proporcionales, por lo que las rectas no son
ni coincidentes ni paralelas. Las rectas se cortan o cruzan.

u, =(10,2) 1 0 2
. =
v, =(-110)

Averiguamos si el producto mixto [LTrV: RQS] es nulo o no. Con ello decidimos si se

cortan o cruzan.

7 (0.0.0) PQ, =(~7,0,0)-(0,0,0)=(~7,0,0)
= =\—1nVY, - 1 Yy =\—nhVY
Q,(~7,0,0) T
u, =(10,2) 1 0 2
v,;=(-110) t=[u.v,,RQ |=|-1 1 0=0+0+0+14-0-0=14%0
RQ=(-7.0,0) o

Como el producto mixto es no nulo las rectas r y s se cruzan en el espacio.

b) Hallamos la ecuacion de un plano paralelo a ambas rectas. El vector normal de este plano es
perpendicular al vector director de las dos rectas. EI vector normal del plano es el producto
vectorial de los dos vectores directores.

a-a,o,z)} R L

= =Sn=uxv,=|1 0 2=-2j+k-2i=-2i-2j+k=(-2,-21)
v, =(-11,0) 110

La ecuacion de un plano paralelo a las dos rectas es 7 :—2x—2y+z+D =0.
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Debemos hallar el valor D tal que el plano sea equidistante de las dos rectas. Debe cumplir

que d(r,ﬂ')=d(3,ﬂ).

Como las rectas son paralelas al plano la distancia de la recta al plano es la distancia de uno

cualquiera de sus puntos al plano.

d(r,7)=d(s,z7)=d(P,z)=d(Q,,7)

mi-2X-2y+z2+D=0
D]

|14+ D|

P (0,0,0) = =

=

Q.(~7,0,0) \/(—2)2 +(-2)" +2° \[(—2)2 +(=2)" +12

D =14+D — 0=14 jImposible!
= |D|=[14+D|=

El plano buscado tiene ecuacion z:-2x—-2y+z—-7=0.

~D=14+D—>-14=2D—>D=-

7:>|7r:—2x—2y+z—7:0
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PevAU 2024 Ordinaria (suplente) Matematicas Il
PRUEBA DE EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL
U ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS DE ADMISION 1A TEMATICAS Il

ANDALUCIA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS
CURSO 2023-2024

Instrucciones: a) Duracion: 1 horay 30 minutos

b) Todas las cuestiones deben responderse en el papel entregado para la
realizacion del examen y nunca en los folios que contienen los enunciados.

c) Este examen consta de 8 ejercicios distribuidos en 4 bloques de 2 ejercicios
cada uno.

d) Cada ejercicio tiene un valor maximo de 2.5 puntos.

e) Se realizaran Unicamente un ejercicio de cada bloque. En caso de responder a
dos ejercicios de un blogue, sélo se corregira el que aparezca fisicamente en primer

lugar.

f) Se permitira el uso de calculadoras que no sean programables, ni graficas ni con
capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos
conducentes a la obtencidn de resultados deben estar suficientemente justificados.

g) En la puntuacion maxima de cada ejercicio estan contemplados 0,25 puntos para
valorar la expresion correcta de los procesos y métodos utilizados.

IBLOQUE A. | Resuelve s6lo uno de los siguientes ejercicios:
EJERCICIO 1 (2.5 puntos)

ax® +bx* +x—1

x> -1
tiene una asintota oblicua que pasa por el punto (0, 1) y es paralela a la recta y = 2x, calcula la
asintota oblicua y los valores de a y b.

Sea f la funcion definida por f(X)= , para x # +1. Sabiendo que su grafica

EJERCICIO 2 (2.5 puntos)
Considera la funcién f:R — R definida por f(x)=arctg(x+7z), donde arctg denota la

funcion arcotangente.
a) [1,5 puntos] Calcula los intervalos de concavidad y convexidad de f. Estudia y halla, si existen,
los puntos de inflexion de f (abscisas donde se obtienen y valores que se alcanzan).

. arctg(x+ )
b) [1 punto] Calcula lim ————
x>-z sen(x)

‘BLOQUE B. ‘ Resuelve s6lo uno de los siguientes ejercicios:
EJERCICIO 3 (2.5 puntos)

Halla la funcion f :(2,+%0)—R que pasa por el punto (3,-4In5) y verifica

iy X HAX+12 y _ _
f“(x)==————— donde In denota la funcién logaritmo neperiano.
4

EJERCICIO 4 (2.5 puntos)
Sea f:R — R lafuncién definida por f (x)= (x2 —3x+5)ex. Halla una primitiva de f cuya

gréafica pase por el punto (0, 5).
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CURSO 2023-2024

IBLOQUE C. | Resuelve s6lo uno de los siguientes ejercicios:

EJERCICIO 5 (2.5 puntos)

1 0 1 -4 8 0
Considera las matrices A=m 1 0|y B=| 0 4 4
1 -1 2 4 12 20

a) [0,75 puntos] Determina los valores de m para los que la matriz A® tiene inversa.
b) [1,75 puntos] Para m=0 calcula, si es posible, la matriz X que verifica A?X = %(A+ B).

EJERCICIO 6 (2.5 puntos)

Determina un numero natural de tres cifras sabiendo que la suma de sus digitos es 9, que la
diferencia de dicho namero con el que se obtiene al intercambiar la cifra de las centenas por la
de las unidades es 198, y que si consideramos la suma entre ambos nimeros, es decir, entre el
namero a determinar y el que se obtiene al intercambiar sus cifras, el resultado es 828.

‘BLOQUE D. ‘ Resuelve s6lo uno de los siguientes ejercicios:

EJERCICIO 7 (2.5 puntos)
Considera los puntos P(1,0,1) y Q(3,-2,1).
a) [1 punto] Calcula el plano perpendicular al segmento PQ que pasa por su punto medio.

b) [1,5 puntos] Calcula el plano paralelo a larecta r=1—x = yT—Z =z+1 que pasa por Py Q.

EJERCICIO 8 (2.5 puntos)
Considera los puntos A(1,1,2), B(10,1) yC(1,-1,2)
a) [1,25 puntos] Determina el area del triangulo de vértices A, By C.

b) [1,25 puntos] Calcula D para que los puntos A, B, C y D sean los vértices consecutivos de un
paralelogramo.

134 de 571 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PevAU 2024 Ordinaria (suplente) Matemdticas Il en Andalucia

SOLUCIONES

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)

ax® +bx* +x—1

x> -1
tiene una asintota oblicua que pasa por el punto (0, 1) y es paralela a la recta y = 2x, calcula la
asintota oblicua y los valores de a y b.

Sea f la funcion definida por f(X)= , para X = +1. Sabiendo que su grafica

La asintota oblicua es paralela a la recta y = 2x por lo que tiene la misma pendiente y su
ecuacion serd y =2x+c.

Como la asintota pasa por el punto (0, 1) tenemosque 1=2-0+c > c=1.
La asintota oblicua tiene ecuacion y = 2x +1.

f(x)

Por ser esta la asintota oblicua debe cumplirse que 2=m=lim——= y que
X—0 X

1=n=1i_r)2(f(x)—2x).

ax® +bx? +x-1
. f(x . 2 . 3 2 —
m = tim ) i =1 _lim f (x) = XXX

¢ X—00 X X—00 x® —X

={a=0}=

= {Grado de numerador = Grado de denominador} = % =a=

5 23 +bx? + x-1 , _
Con a = 2 la funcion queda f(x)= T 1 . Aplicamos que 1=n=lim( f (x)—2x).

— X—>00

n=lim(f(x)-2x)=lim

X—00 X—>00

(2x3+bx2+x—1_2XJ_Iim(}%’(+bx2+x—l—}x’“{+2xJ_

x> -1 x> -1

X—00

=lim

X—00 2

bx? +3x—1
X =1

J ={b = 0} = {Grado de numerador = Grado de denominador} =

=2 b= =1

1"

Los valores buscados sona=2yb =1.

135de 571 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PevAU 2024 Ordinaria (suplente) Matemdticas Il en Andalucia

EJERCICIO 2 (2.5 puntos)
Considera la funcion f:R — R definida por f(x)=arctg(x+7z), donde arctg denota la

funcién arcotangente.
a) [1,5 puntos] Calcula los intervalos de concavidad y convexidad de f. Estudia y halla, si existen,
los puntos de inflexion de f (abscisas donde se obtienen y valores que se alcanzan).

. arctg(x+7)
b) [1 punto] Calcula lim ———=
x>-z sen(x)

a) Calculamos la segunda derivada de la funcion y averiguamos cuando se anula (posibles
puntos de inflexion).

O-(1+(x+7r)2)—2(x+7z)-1

1
f(x)=arctg(x+7)= f (X)=————= f "(x)= =
(x) g (x+7) (x) 1+(x+7z)2 (x) 1+(x+7z)2
5 —2(x+7r)
f7(x)=————= _
() 1+(x+7z)2 :%zO:—Z(xwz):O:xwz:O:
+(x+7

£7(x)=0

La funcidn tiene un posible punto de inflexion en X=-7 . Estudiamos la concavidad y
convexidad antes y después de este valor.

e Enelintervalo (—o0,—7) tomamos x =-27 y la derivada segunda vale
—2(27+7) 2z

> = ~>0. La funcion es convexa (U) en (—00,—72').
1+(27+x) 1+7

f ”(—27r) =

e Enelintervalo (—7,+o) tomamos x =0 y la derivada segunda vale

f”(O)z —2(0+7Z') _ -2

= <0. Lafuncién es concava (n) en (—7,+e).
2 2
1+(0+7z) 1+7

La funcién es convexa (U) en (—o0,—7) y céncava (n) en (—7,+00).
La funcion presenta un punto de inflexién en X=—=7 . Como
f (-z)=arctg (-7 +7)=arctg0=0 el punto de inflexién tiene coordenadas (-7,0).

b) Calculamos el valor del limite.

arctg(x+7) _arctg(-z+z) _arctg(0) 0

lim =— = Indeterminacion (L"Hopital)=
x>z sen(X) sen(—r) 0 0
1
2
—im 1) 1 _ 1 1
oo cos(X) oo (L4 (x+7)?)cos(x)  (1+ (-7 +7)°)cos(-7) —1

f(x) =aretg(x+x)
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EJERCICIO 3 (2.5 puntos)
Halla la funcion f :(2,+%0)—R que pasa por el punto (3,—4In5) y verifica

3x% +4x+12 y _ .
f (x) = T4 donde In denota la funcion logaritmo neperiano.

La funcién f(x) es la integral de su derivada f “(x).

3x2 +4x+12

f(x):jf'(x)dx:fvdx:...

32 +4x+12 |x2-4
—3x? +12 3

4x+ 24

...:13+4X+24dx:Ide+j4X+24dx:...

X -4 X -4

Descomposicion en fracciones simples
4x+24  4x+24 A B A(x+2)+B(x-2)

X4 (x-2)(x+2) x-2 x12  (x-2)(x+2)

X=-2—>-8+24=B(-4)—>16=—-4B —> B=—4
4x+24=A(x+2)+B(x-2)=
X=2->58+24=4A—>32=4A—> A=8

4X+24_ 8 B 4
x2—4 x-2 x+2

=3X4 L—idx:3x+8 de—4 de:
X—2 X+2 X—2 X+2

=3x+8In(x-2)-4In(x+2)+C

Como sabemos que la funcién pasa por el punto (3,—4In5) entonces debe cumplirse que
f (3) =-4In5,

f(x)=3x+8In(x-2)-4In(x+2)+C
f (3)=—4In5

}:—4In5:9+8ln1—4ln5+C:>

La funcién tiene la expresion f (x)=3x+8In(x-2)—-4In(x+2)-9
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EJERCICIO 4 (2.5 puntos)
Sea f:R — R lafuncion definida por f(x)=(x*-3x+5)e*. Halla una primitiva de f cuya

grafica pase por el punto (0, 5).

Calculamos la primitiva pedida.

Integracion por partes
F(x):J‘ f (x)dx='[(x2—3x+5)exdx: u=x"-3x+5—du=(2x-3)dx =

dv=exdx—>v=jexdx=eX

Integracion por partes
=(x2—3x+5)ex—f(Zx—B)ede= u=2x-3-du=2dx =

dv:exdx—>v=J'ede:eX
:(x2 —3x+5)eX —[(2x—3)eX —IZede] :(x2 —3x+5)eX ~(2x-3)e* +2¢" =

:(x2—3x+5—2x+3+2)eX =(x2—5x+10)eX+C

La primitiva de f(x) es F(x)= (x2 —5x +1O)eX +C . Si pasa por el punto (0, 5) entonces debe
cumplirse F(0) = 5.

=5=(0"-5:0+10)e”+C =5=10+C = [C =—5|

F(x)=(x2 —5x+10)eX +C
S

F(0)

La primitiva buscada es F (x)=(x*—5x+10)e*—5.

138 de 571 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PevAU 2024 Ordinaria (suplente) Matemdticas Il en Andalucia

EJERCICIO 5 (2.5 puntos)

1 0 1 -4 8 0
Considera las matrices A=m 1 O0jyB=|0 4 4
1 -1 2 4 12 20

a) [0,75 puntos] Determina los valores de m para los que la matriz A® tiene inversa.
b) [1,75 puntos] Para m=0 calcula, si es posible, la matriz X que verifica A?X = %(A+ B).

a) Calculamos la expresion de A®.

1 0 1yYy1 0 1 1+0+1 O0+0-1 1+0+2
A’=m 1 O|m 1 O|=[m+m+0 0+1+0 m+0+0
1 -1 2){1 -1 2 1-m+2 0-1-2 1+0+4

2 -1 3
A=l 2m 1
3-m -3 5

Averiguamos cuando se anula el determinante de A®.

2 -1 3
‘AZ‘: 2m 1 m=10-m(3-m)-18m-3(3-m)+10m+6m=
3-m -3 5

=10—- 3mM +m? —-18m—9+ 3mM +10m+6m=m?—2m+1

2:+\J(-2) -4(1)(1)

2

\A2\=o:>m2—2m+1=o:»m= :%:1

Para m = 1 se anula el determinante de A’ y por tanto no existe la inversa. Para cualquier
valor m #1 el determinante es no nulo y existe la inversa de A”.

b) Para m=0 existe la inversa de A*. La calculamos.

2 -1 3 2 -1 3
A2={0 1 0:\A2\=o 1 0/=10+0+0-9-0-0=1=0
3 35 3 35
2 0 3
. Adj|-1 1 -3
-1 Adj((Az)) 3 0 5
(A) - ‘Az‘ = 1 =
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1 -3 -1 -3 -1 1
+ - +

0 5 3 5 3 0
5 -4 -3

-1 0 3 2 3 2 0
(A%) =] - + - =10 1 0

05 35 30
-3 3 2

+O 3 2 3 2 0

1 -3 -1 -3 -1 1

Hallamos la expresion de X.
1 0 1 -4 8 O -3 8 1

A+B=/0 1 0|+ 0 4 4 =0 5 4
1 -1 2 4 12 20 5 11 22

5 —4 -3)(-3 8 1
AZX:%(A+B):X:%(A2)_1(A+B):% 0 1 00 5 4]=
3 3 2)(5 11 22

~15+0-15 40-20-33 5-16-66 30 -13 -77
=% 0 5 4 =% 0 5 4
9+0+10 —24+15+22 -3+12+44 19 13 53

. -30 -13 -77
La matriz buscada es X = > 0 5 4
19 13 53
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos)

Determina un numero natural de tres cifras sabiendo que la suma de sus digitos es 9, que la
diferencia de dicho nimero con el que se obtiene al intercambiar la cifra de las centenas por la
de las unidades es 198, y que si consideramos la suma entre ambos nimeros, es decir, entre el
namero a determinar y el que se obtiene al intercambiar sus cifras, el resultado es 828.

Sea el nUmero xyz =100x +10y + z.
“La suma de sus digitos es 9” 2> x+y+z=9.

“La diferencia de dicho nimero con el que se obtiene al intercambiar la cifra de las centenas
por la de las unidades es 198” = xyz — zyx =198.

“La suma entre ambos nimeros, es decir, entre el nimero a determinar y el que se obtiene al
intercambiar sus cifras, es 828” = xyz + zyx =828.

Reunimos las ecuaciones en un sistema y lo resolvemos.

X+y+z=9 X+y+z=9
Xyz —zyx =198 { = 100x +10y + z — (1002 +10y + x) =198} =
Xyz+zyx=828] 100x+10y+z+100z+10y + x =828

X+y+z=9 X+y+z=9
=100x+10y+2z-100z-10y —x =198 } = 99x—99z =198 =
100x+10y +z+100z +10y + x =828 101x + 20y +101z =828

X+y+z=9
=>X—2=2>X=2+12

2+7+y+z=9 }
=
101x+ 20y +101z =828

=
101(2+2)+20y +101z =828

y+2z=7 y=7-22
= = =
202+101z +20y +101z =828 202z +20y =626

= 202z +20(7—22) =626 = 202z +140-40z =626 =

=1622=486=|z

486 {y7—61
= =3

162

El nimero que cumple lo pedido es 513.
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EJERCICIO 7 (2.5 puntos)
Considera los puntos P(1,0,1) y Q(3,-2,1).
a) [1 punto] Calcula el plano perpendicular al segmento PQ que pasa por su punto medio.

b) [1,5 puntos] Calcula el plano paralelo a larecta r=1—x = yT—Z =z+1 que pasa por Py Q.

a) Calculamos las coordenadas del punto medio M del segmento PQ.

(10,1)+(3,-21)
2

M = =(2,-11)

El plano perpendicular al segmento PQ que pasa por su punto medio M tiene como vector
normal el vector PQ.

ﬁ_@_(3,—2,1)—(1,0,1)_(2,—2,0)} 7:2x=2y+D=0

= =4+2+D=0=>
M (2,—1,1)67[ M (2,—1,1)67[ }

=>D=-6=|7:2x-2y-6=0

El plano perpendicular al segmento PQ que pasa por su punto medio tiene ecuacion
T:2X—2y—6=0.

Xx=1 y-2 z+1
-1 3
a larecta r tiene como uno de sus vectores directores el vector director de la recta. El otro

vector director es el vector PQ =(2,-2,0).

b) Larecta r = tiene como vector director \7, = (—1, 3,1). El plano paralelo

a:\Tr:( 131) x=1 vy z-1
v=PQ=(2,-20);=7:[-1 3 1|=0=
P(1L0l)ex 2 2

=0+2y+2(z-1)-6(z-1)+0+2(x-1)=0=

:>2y+22—2—62+6+2x—2:0:>2x+2y—4z+2:0:>|7z’:x+ y—-2z+1=0

El plano paralelo a larecta r=1—x = y%z =z +1 que pasa por Py Q tiene ecuacion

77 X+y—-2z+1=0.

142 de 571 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PevAU 2024 Ordinaria (suplente) Matemdticas Il en Andalucia

EJERCICIO 8 (2.5 puntos)
Considera los puntos A(1,1,2), B(10,1) y C(1,-1,2)
a) [1,25 puntos] Determina el &rea del tridngulo de vértices A, B 'y C.

b) [1,25 puntos] Calcula D para que los puntos A, B, C y D sean los vértices consecutivos de
un paralelogramo.

a) El area del triangulo de veértices A, B y C es la mitad del médulo del producto vectorial
ABxAC .

= ABxAC=|0 -1 -1=2i=(2,0,0)
0 -2 0

—_

AB =(1,0,1)-(11,2) = (0,~1,-1) gk
AC=(1-1,2)-(11,2)= (0,2,0)}

Area ABC = 1 u?

A8xAC]_ 7o 0
2

2

El area del tridngulo es de 1 unidad cuadrada.

b) La situacion planteada es la del dibujo.
/D / |
A B
Al ser un paralelogramo los vectores AD y BC tienen las mismas coordenadas.
El punto D se obtiene sumando al punto A el vector BC .

BC =(1,-1,2)-(1,0,1)=(0,-11)
D=A+BC=(112)+(0,-11)=(10,3)

El cuarto vértice del paralelogramo ABCD es D(1,0,3).
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PRUEBA DE EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL
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CURSO 2023-2024

Instrucciones: @) Duracion: 1 horay 30 minutos

b) Todas las cuestiones deben responderse en el papel entregado para la
realizacion del examen y nunca en los folios que contienen los enunciados.

c) Este examen consta de 8 ejercicios distribuidos en 4 bloques de 2 ejercicios
cada uno.

d) Cada ejercicio tiene un valor maximo de 2.5 puntos.

e) Se realizaran Unicamente un ejercicio de cada bloque. En caso de responder a
dos ejercicios de un blogue, sélo se corregira el que aparezca fisicamente en primer
lugar.

f) Se permitira el uso de calculadoras que no sean programables, ni gréaficas ni con
capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos
conducentes a la obtencion de resultados deben estar suficientemente justificados.

g) En la puntuacion maxima de cada ejercicio estan contemplados 0,25 puntos para
valorar la expresion correcta de los procesos y métodos utilizados.

IBLOQUE A. | Resuelve s6lo uno de los siguientes ejercicios:

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)
Sea la funcion f:R——R definida por f(x)=(x*+1)e".

a) [1 punto] Calcula los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f.
b) [1,5 puntos] Determina los intervalos de concavidad y de convexidad de f y los puntos de
inflexion de su gréafica (abscisas donde se obtienen y valores que alcanzan).

EJERCICIO 2 (2.5 puntos)

ae™ +bln(1-x) si x<0

Sea la funcion derivable f : R — R definida por f (x):{ , donde

x+In(1+x) si x>0

In denota la funcion logaritmo neperiano.

a) [1,5 puntos] Determinaay b.

b) [1 punto] Halla la ecuacion de la recta tangente y de la recta normal a la grafica de f en el
punto de abscisa x=0.

‘BLOQUE B. ‘ Resuelve s6lo uno de los siguientes ejercicios:

EJERCICIO 3 (2.5 puntos)

Considera la funcién f : R — R definida por f (x)=x>—-6x*+8x.

a) [1 punto] Calcula los puntos de corte de la grafica de f con los ejes de coordenadas y esboza
dicha gréfica.

b) [1,5 puntos] Calcula la suma de las areas de los recintos acotados y limitados por la grafica
de f y el eje de abscisas.

EJERCICIO 4 (2.5 puntos)

3x _
Calcula Je 1dx . (Sugerencia: efectta el cambio de variable t =e*).

X_
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PRUEBA DE EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL

U ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS DE ADMISION  \11rentiticas i
ANDALUCIA, CEUTA, MELILLAY CENTROS en MARRUECOS
CURSO 2023-2024

IBLOQUE C. | Resuelve s6lo uno de los siguientes ejercicios:

EJERCICIO 5 (2.5 puntos)

1 -10 2 01
Considera las matrices A=|7 2 0|yB= 0 1 0].
0 0 1 1/9 0 0

-1
a) [1,25 puntos] Calcula los determinantes de las matrices ((AB)S) y 27AB°.

b) [1,25 puntos] Halla la matriz X, si es posible, que verifica que AXB =9I , donde | es la matriz
identidad de orden 3.

EJERCICIO 6 (2.5 puntos)

1 0 1
Considera la matriz A={2 0 a|.
5 3a-10
a) [1,25 puntos] Calcula el rango de A segun los valores de a.
1 X
b) [1,25 puntos] Si B=| 2|, X =| Yy |y a=2 resuelve, si es posible, el sistema AX =B.
4 z

IBLOQUE D. | Resuelve s6lo uno de los siguientes ejercicios:

EJERCICIO 7 (2.5 puntos)

Considera la recta erTH:y%Z=3—z y el punto P(O, 2,—4).

a) [1,25 puntos] Calcula el punto de r a menor distancia de P.

b) [1,25 puntos] Halla los puntos de r cuya distancia a P sea igual a \/%

EJERCICIO 8 (2.5 puntos)
Sea 7, el plano determinado por los puntos A(1,0,0), B(L,1,-3) y C(0,11), y sea

T, =X-y+1-1= 0. Determina la ecuacion de la recta paralela a ambos planos que pasa por el
origen.
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SOLUCIONES

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)
Sea la funcion f :R——R definida por f(x)=(x*+1)e".

a) [1 punto] Calcula los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f.
b) [1,5 puntos] Determina los intervalos de concavidad y de convexidad de f y los puntos de
inflexion de su grafica (abscisas donde se obtienen y valores que alcanzan).

a) El dominio de la funcién son todos los nimeros reales. Dominio = R |
Utilizamos la derivada para hallar los puntos criticos de la funcidn.

f(x)=(X*+1)e* = £ (x) =(2x)e* +(x* +1)e* =(X* +2x+1)e’

f'(x):0:>(x2+2x+1)ex:Oz{ex;éo}:x2+2x+1:0:>

Estudiamos el signo de la derivada antes y después del punto critico x =—1.

o Enelintervalo (—o0,—1) tomamos x =2 y la derivada vale
f'(-2)= ((—2)2 + 2(—2)+1)e‘2 =e”>0. Lafuncion crece en (—o0,-1).
e Enelintervalo (—1+0) tomamos x =0 y la derivada vale
f"(0)=(0°+2:0+1)e’ =1>0. La funcion crece en (~1,+o).
La funcion crece en todo IR .

b) Buscamos los valores que anulan la segunda derivada.

f7(x) =(x2 +2x+1)ex = f7(x)=(2x+2)e* +(x2 +2x+1)eX =(x2 +4x+3)eX

f"(x)=0:>(x2+4x+3)eX =O:>{eX ¢0}:x2+4x+3=0:

—4+2
=-1=xXx
—4+.[42 -4(1)(3) _4+2
LA a0E)_ as2 |
2 2 -4-2
2

Estudiamos el signo de la segunda derivada antes, entre y después de los dos valores
obtenidos.
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e Enelintervalo (—0,~3) tomamos x =—4 y la segunda derivada vale

f(-4)= ((—4)2 +4(—4)+3)e‘4 =3¢ >0. La funcion es convexa (U) en (—0,-3).
e Enelintervalo (—3,—1) tomamos x =2 y la segunda derivada vale

f7(-2)= ((—2)2 +4(—2)+3)e‘2 =—e7 <0. La funcién es concava (n) en (—3,~1).
e Enelintervalo (—1, +oo) tomamos x =0 Yy la segunda derivada vale

f7(0) = (02 +4-0+3)e® =3>0. La funcion es convexa (U) en (—1+00).

La funcién es convexa (U) en (—o0,—3)U(—1,+) y céncava (n) en (-3,-1).
La funcion tiene dos puntos de inflexion: x=-3 y x=-1.
Como f(-3)= ((—3)2 +1)e‘3 = i—? y f(-1)= ((—1)2 +1)e‘l =§ los puntos de inflexion

10 2
tienen coordenadas (—3, ?j y L—l, Ej

No lo pide el ejercicio, pero dibujamos la grafica de la funcion.

o

-

[# 5]

Convexa

Convexa

.

S(x)

= ( o+ 1] e

Concava

]
[*)

5

-2

[}
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EJERCICIO 2 (2.5 puntos)

. _ o ae™ +bln(1-x) si x<0
Sea la funcion derivable f:R — R definida por f(x)= _ ,
x+In(1+x) si x>0
donde In denota la funcion logaritmo neperiano.
a) [1,5 puntos] Determinaay b.
b) [1 punto] Halla la ecuacion de la recta tangente y de la recta normal a la gréfica de f en el
punto de abscisa x=0.

a) Si la funcidn es derivable debe ser continua en x = 0.

f(0)=0+In(1)=0
lim f (x)=limx+In(1+x)=0

x—0" x—0"

lim f (x)=limae™+blIn(1-x)=ae’+bIn(1-0)=a =
X—0" X—0"

(x)=lim f (x)= f (0)

x—0"

lim f

x—0"

bln(1-x) si x<0
x+In(1+x) six=0
Al ser la funcién derivable en x = 0 deben coincidir las derivadas laterales en dicho valor.

La funcion queda f (x) :{

i b— si x<0
bin(1-x Si x<0
x)= . : ) = f(x)= 1-x
x+In(1+x) six>0 L1 o
1+x
e o _ R
f (0 ):>!I—>T*f (X):JI—T’bm:T:_b
s o . 1
F(O0)=lim £00 = lime g 2 ~11-2 = b=2=b =)
£(0)=17(0")

Los valores buscados son a=0y b=-2.

-2In(1-x) six<O0

] y su derivada es
x+In(1+x) si x>0

b) La funcion tiene la expresion f () :{

2 si x<0
f'(x)= 1- Xl . Calculamos el valor de la funcion, el de su derivadaen x=0 vy
1+— si x>0
1+Xx

determinamos la ecuacion de la recta tangente y la recta normal en x=0.

f(0)=0+In(1+0)=0 Recta tangente — y— f (0) = f"(0)(x—0) > |y = 2x

f’(O):1+L:2 - Recta normal —y—f (0)= -1
1+0 f7(0)

-0 =
(x=0)—>|y 5 X
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EJERCICIO 3 (2.5 puntos)

Considera la funcién f : R — R definida por f (x)=x>—6x*+8x.

a) [1 punto] Calcula los puntos de corte de la gréfica de f con los ejes de coordenadas y esboza
dicha gréfica.

b) [1,5 puntos] Calcula la suma de las &reas de los recintos acotados y limitados por la grafica
de fy el eje de abscisas.

a) Hallamos los puntos de corte con cada uno de los ejes de coordenadas.

f (x)=x—6x*+8x

) :>f(0)=03—6-02+8-0=0:> A(0,0)
EjeOY > x=0

3 pay2
f(x)_x 6x +8X}:>x3—6x2+8x=0:>X(X2—6X+8)=O:>

EjeOX > y=0
x=0- A(0,0)
6+2
6+./(—6)° —4(1)(8 ——=4-B(4,0)
S DI )2 <>(>:e§z: 2
%:2% C(2,0)

La gréfica de la funcion corta los ejes en tres puntos: A(0,0), B(4,0) y C(2,0).
Hacemos una tabla de valores y representamos la gréafica de la funcion.

x | f(x)=x>-6x"+8x 5
-1 -15

e

flx)= ¥ —6x" +8x

g A W N - O
|
w
15} %o

: [\ |

[
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b) Los recintos acotados limitados por la grafica y el eje de abscisas los coloreamos en el
siguiente dibujo.

E-N

f{.\'}.= ¥ —6x +.-8.\'

ecinto 1

‘Recinto 2

El area del recinto 1 es el valor de la integral definida de la funcion entre O y 2.

4 2
Areal= joz f(x)dx= joz x® —6x% +8xdx = {%—Zﬁ +4x2} =

0

24 04
:{1—2-23 +4.22}[Z_2.03 +4-02} =4-16+16=|4u’
Como el recinto 2 esté situado por debajo del eje de abscisas su area es el valor absoluto de
la integral definida de la funcion entre 2 y 4.
4 4 x* )
j f (x)dx=J' x® —6x° +8xdx={——2x3 +4x2} =
2 4

2
2

4 4
:{47—2-43+4-42}{%—2-23+4-22}=64—64—(4—16+16)=—4

El area del recinto 2 tiene un valor de 4 unidades cuadradas.

La suma de las dos areas es 4 + 4 = 8 unidades cuadradas.
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EJERCICIO 4 (2.5 puntos)

e¥ -1
Calcula J 53 dx . (Sugerencia: efecttia el cambio de variable t =e*).

e =t > e’dx=dt
3x 3 3_
Je—ldx: dx:ﬂzﬂ =Jt lﬂ:Jtz—ldtz...
e*-3 et ot t-3 t tc—3t
e3x=(ex) _t3
t -1 |t?-3t
+3t? t+3
3t? -1
—3t% + 0t
ot-1

J— 2 J—
:Jt+3+ 2t 1dt:t—+3t+f ? ldt:...
t° -3t 2 t° -3t

Descomposicion en fracciones simples

ot-1 9t-1 A B A(t-3)+Bt

T3t t(t-3) t t-3  t(t-3)

1
—=0t-1=A(t-3)+Bt= 1236:?“;=113+2t6/§
t:3—>27—1:3B—>B:? - -
2 2
:%+3t+jli—3dt f—ZG/;dt—t +3t+ J dt + —dt_

2 2x

t 1 26 X
:E+3t+§lnt+?In(t—3):{e :t}:

+3ex+llnex+§In(ex—3):
3 3

2X
—|& 3 +X+§In(e -3)+K
2 3 3
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EJERCICIO 5 (2.5 puntos)
1

-1 0

Considera las matrices A=|7 2 0|y B=

0 0 1

2
0

01
1 0].
0 0

-1
a) [1,25 puntos] Calcula los determinantes de las matrices ((AB)S) y 27AB°.

b) [1,25 puntos] Halla la matriz X, si es posible, que verifica que AXB =9I , donde | es la matriz

identidad de orden 3.

a) Calculamos el valor de los determinantes de las matrices A 'y B.

1 -10
A=|7 2 0
0 0 1
2 01
Bl= 0
1/9 0 0

1

Aplicamos las propiedades de los determinantes.

-1

[Al=9

- 1 1 1
‘(AB)S = == 5= -1
() (AB)| A8 (Al |IBI-
6 .
‘27ABB‘ _ {AB es una matriz
cuadrada de orden 3

27 | fef =27 o

|

=2+0+0-0+7-0=9%0— Atiene inversa

10 :0+0+O—§—O—O=E¢O—> B tiene inversa

1 1

}: 27°|AB®| = 27°| Al-[B°| =

b) Resolvemos la ecuacion matricial despejando primero la matriz X.

AXB=91 = X = A*(91)B™* =9A'B™

Determinamos las matrices inversas de Ay B.

1 70
Adj|-1 2 0
,1:Adj(AT): 0 0 1) 1
A 9

N N O N O DN

S O P O - O

-1 0
0 1
10

+
01
1 0
-1 0

= = :
5 5
(9._1) (_1)
9
-1 2
+
0 0
2 10
1 7 1
Yo of [T/ " Y
0 0 9
1 7
+
-1 2
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2 0 1/9 +‘1 0‘
Adjj0 1 O 00
L Ad(BT) {10 o) | o w9
- B 19 _‘o 0
+0 1/9
1 0
0 0 -1y (0 0 9
B'=-9/ 0 -1/9 0|=(0 1 ©
-1/9 0 2 1 0 -18
Determinamos la expresion de la matriz X.
2 1 0)0 O
X=9A‘1B‘1=9-% -7 1 0|0 1
0 0 9){1 0
0+0+0 0+1+0 18+0+0 0
=0+0+0 0+1+0 -63+0+0|=|0
0+0+9 0+0+0 0+0-162 9

00
10
2 1/9
+
1 0

‘ :

2 1/9‘
+

0 0

O N P NN, O

. O O O O Bk
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos)

1 0 1
Considera la matriz A={2 0 a|.
5 3a-10
a) [1,25 puntos] Calcula el rango de A segun los valores de a.
1 X
b) [1,25 puntos] Si B=| 2|, X =| y | y a=2 resuelve, si es posible, el sistema AX =B.
4 z

a) Calculamos el determinante de la matriz A y averiguamos cuando se anula.

1 0 1
|Al=[2 0 a=0+0+6a-2-0-0-3a’+a=-3a’+7a-2
5 3a-1 0
~7+5 1
~7+J77-4(-3)(-2) -7+5 | 6 3
|Al=0=-3a’+7a-2=0=a= JA)(2) 125|673
2(-3) -6 |-7-5
Y _9
—6
Nos surgen tres situaciones distintas que analizamos por separado.
CASO 1. a;t% yaz2.
En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3.
1
CASO 2. a= 3
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
10 1
La matriz queda A=|{2 0 1/3|. Sitomamos el menor de orden 2 que resulta de quitar
50 0

2 1/3
la primera fila y segunda columna (nula) > ‘5 0 ‘ = —g #0. Elrango de A es 2.

CASO 3. a=2
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
1 01
La matriz queda A=|2 0 2 |.Sitomamos el menor de orden 2 que resulta de quitar
550

0 2
la primera fila y primera columna - ‘5 O‘ =-10=0. Elrango de A es 2.
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Resumiendo: Si a;t% y a=2elrangode Aes3ysi a:% 0 a=2 elrango de A es 2.

1 01
b) Para a=2 la matriz queda A=|{2 0 2 |. Intentamos resolver el sistema AX =B.
550
1 0 1)\x 1 X+z=1 X+z=1
X+z=1
2 0 2||ly|=|2|=2x+22=2;=X%x+2=1 = =
oX+5y=4
5 5 0)\z 4 5x+5y=4 5x+5y=4
x=1-12 1
= =5(1-2)+5y=4=5y=4-5+5:=5y=57-1=>y=71--=
5X+5y=4 5
x=1-4
-1
= y=gﬁ%gieR
=41

HsbmnmimnemﬁntSOMCbn%:x=1—ﬂ;y=%§+ﬁ;z=i,ﬂemm,&eR.
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EJERCICIO 7 (2.5 puntos)
Considera la recta r = XTH - y%z ~3-z yelpunto P(0,2,-4).

a) [1,25 puntos] Calcula el punto de r a menor distancia de P.

b) [1,25 puntos] Halla los puntos de r cuya distancia a P sea igual a \/%

a) El punto de la recta a menor distancia del punto P es el punto Q del dibujo. Siendo el plano
perpendicular a la recta que contiene al punto P.

r

El plano m al ser perpendicular a la recta tiene como vector normal el vector director de la
recta. Hallamos su ecuacion.

Xx+1 y-2 z-3
2 2 -1

r =V, =(2,2,-1)

ﬁ:\Tr:(Z,Z,—l)} 7:2X+2y—-z+D=0

= =2:0+2:2-(-4)+D=0=
P(0,2,-4)ex P(0,2,-4)ex

=D+8=0=>D=-8=|7:2x+2y-z-8=0|

Hallamos el punto Q interseccion de recta y plano resolviendo el sistema formado por sus
ecuaciones.

N T X=—1424
er; =y; :Z_l :{r_ T =ridy=2+22
_ A(-123)er S_3_4

m:2X+2y—-72-8=0

X==-1+24
:>2(—1+2/1)+2(2+2/1)—(3—ﬂ)—8:0:>
r:qy=2+24
z2=3-1
X=-1+2=1
= -2+42+4+41-3+1-8=0=291-9=0=>1=1=:y=2+2=4 =|Q(14,2)
2=3-1=2
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El punto de r a menor distancia de P es Q(L 4, 2).

b) Un punto B de la recta r tiene coordenadas B(—1+ 22,2+22,3-1).
La distancia del punto B al punto P es el médulo del vector PB.

B(-1+22,2+24,3-2)

PB=(-1 22,2+21,3—-1)—(0,2,-4)=(-1+24,24,7— 4
o =P (1r220223-)-(024)- (11282071

d(P.B)=|PB| = J(-1+22) +(22) +(7-4) =

—1—4A+ 442+ 422 +49-144+ 1% =+/91% 181 +50

Igualamos esta distancia a +/50 y determinamos el valor de A .

d(P,B)=+/50 = /912 ~181+50 = /50 = 94> ~184+50 =50 =

A=0

A-2=0-[2=2]

:>9/12—18,1=o:>9,1(/1—2)=0:>{

Obtenemos dos puntos que cumplen lo pedido.
Para 1 =0 el punto de la rectaes B,(-12,3).

Para 4=2 el punto de la rectaes B,(—1+4,2+4,3—-2)— B,(3,6,1).
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EJERCICIO 8 (2.5 puntos)
Sea 7, el plano determinado por los puntos A(1,0,0), B(1L,1,-3) y C(0,11), ysea

7, =X—y+2—-1=0. Determina la ecuacion de la recta paralela a ambos planos que pasa por el
origen.

Hallamos la ecuacion del plano 7.

A(10,0)] U=AB=(11-3)-(10,0)=(0,1-3) X1y z
BL1-3);=v=AC=(011)-(1,0,0)=(-111) =7z: 0 1 -3=0=
C(0,11) | A(L0,0)ex -1 1 1

= X—=143y+0+2-0+3x—-3=0= {7, :4x+3y+2-4=0

Los dos planos coinciden en la recta r definida por las ecuaciones de los planos.

- 7 4x+3y+z2-4=0
7, X—=y+2-1=0

Cualquier recta paralela a la recta r sera paralela a ambos planos. Hallamos un vector director
de larectar.

ix+3y+z-4=0>n=(431) _ _ _ | 1 X
r: _ =V, =nxn =4 3 1=
Xx-y+z-1=0->n,=(1-11) 1 11

= 3i+ j—4K—3K—4]+i=4i-3]—7k =(4,-3,-7)

La recta pedida es la recta s que pasa por el punto O(0,0,0) y tiene como vector director
v, =(4,-3,-7).

y=-31; 1R
0(0,0,0) )
X=42
La recta paralela a ambos planos que pasa por el origen tiene ecuacion s:<y=-31; 1 eR.
z2=-11
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PevAU 2023 Extraordinaria Matematicas I1

PRUEBA DE EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL

U ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS DE ADMISION  \1xrevaTicas i
ANDALUCIA, CEUTA, MELILLAYY CENTROS en MARRUECOS
CONVOCATORIA ORDINARIA, CURSO 2022-2023

Instrucciones: a) Duracion: 1 horay 30 minutos

b) Este examen consta de 8 ejercicios distribuidos en 2 bloques (A y B) de 4
ejercicios cada uno.

c) Cada ejercicio tiene un valor maximo de 2.5 puntos.

d) Se realizaran Gnicamente cuatro ejercicios, independientemente del bloque al
gue pertenezcan. En caso de responder a mas de cuatro ejercicios, se corregiran
Unicamente los cuatro que aparezcan fisicamente en primer lugar.

e) Se permitird el uso de calculadoras que no sean programables, ni graficas ni con
capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos
conducentes a la obtencion de resultados deben estar suficientemente justificados.

f) En la puntuacion maxima de cada ejercicio estan contemplados 0,25 puntos para
valorar la expresion correcta de los procesos y métodos utilizados.

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)

) o 5x+1 Si —-2<x<0
Sea la funcion f :[-2,2z] — R definida por f(x)=< | _ :
e* cos(x) si 0<x<2r

a) [2 puntos] Halla los extremos relativos y absolutos de f (abscisas donde se obtienen y
valores que se alcanzan).
b) [0,5 puntos] Determina la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en el punto de

. T
abscisa x = >

EJERCICIO 2 (2.5 puntos)
Sea f :(0, +oo) — R la funcion definida por f(x)= x(ln(x))2 (In denota la funcion logaritmo
neperiano).
a) [1,25 puntos] Calcula, si existen, sus extremos relativos (abscisas donde se obtienen y
valores que se alcanzan).

b) [1,25 puntos] Calcula, si existen, sus extremos absolutos (abscisas donde se obtienen y
valores que se alcanzan).

EJERCICIO 3 (2.5 puntos)

1 In(x)

Calculaa con 0<a<1, tal que J—dx+ 2 =0 (Indenota la funcion logaritmo neperiano).
X

a

EJERCICIO 4 (2.5 puntos)
Considera las funciones f :R >R y g:R—{0} - R definidas por f (x)=5-x"y g(x):i2
X

a) [1,25 puntos] Esboza las gréficas de las dos funciones y calcula los puntos de corte entre
ellas.
b) [1,25 puntos] Calcula la suma de las areas de los recintos limitados por las graficas de fy g.
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’ PRUEBA DE EVALUACION DE BACHILLERATO

PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS ]
DE ADMISION MATEMATICAS Il

ANDALUCIA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS
CONVOCATORIA ORDINARIA, CURSO 2022-2023

EJERCICIO 5 (2.5 puntos)
111

Sealamatriz A=|1 1 1] el lamatriz identidad de orden 3.
111
a) [1 punto] Halla los valores de m para que la matriz A—ml no tenga inversa.

b) [1,5 puntos] Halla x, distinto de cero, paraque A—xI sea la inversa de la matriz 1(A— 1)
X

EJERCICIO 6 (2.5 puntos)

El duefio de un bar ha comprado refrescos, cerveza y vino por un importe de 500 euros sin incluir
impuestos. El gasto en vino es 60 euros menos que los gastos en refrescos y cerveza
conjuntamente, sin incluir impuestos. Teniendo en cuenta que los impuestos de los refrescos, la
cerveza y el vino son el 6%, el 12% y el 30%, respectivamente, entonces el importe total de la
factura incluyendo impuestos ha ascendido a 592,4 euros. Calcula el importe, incluyendo
impuestos, invertido en cada una de las bebidas.

EJERCICIO 7 (2.5 puntos)
Considera los planos 7z, =x—y+z=0y 7, =x+y=2.
a) [1,5 puntos] Calcula la distancia entre la recta interseccion de 7, y 7z, y el punto
P(2,6,-2).
b) [1 punto] Halla el &ngulo que forman 7, y 7,.

EJERCICIO 8 (2.5 puntos)
Calcula el volumen del tetraedro que limita el plano determinado por los puntos A(0, 2, —2),

B(3, 2, 1) yC(2, 3, 2) con los planos cartesianos.
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SOLUCIONES

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)

5x+1 Si -2<x<0

Sea la funcion f :[-2,2z] — R definida por f(x)=< | _ :
e* cos(x) Si 0<x<2rx

a) [2 puntos] Halla los extremos relativos y absolutos de f (abscisas donde se obtienen y valores
que se alcanzan).
b) [0,5 puntos] Determina la ecuacion de la recta tangente a la gréafica de f en el punto de abscisa

X==.
2

a) Enelintervalo —2<x<0 la funciénes f(x)=5x+1 una recta creciente, por lo que el valor
minimo lo alcanza en x=-2 y el maximo en x=0. Como f(-2)=5(-2)+1=-9 y
f (0)=5(0)+1=1 tenemos que el valor minimo en [-2,0] es—9 y el méximo es 1.

Enelintervalo 0<x <27 la funciénes f(x)=e*cos(x) usamos la derivada para obtener
los puntos criticos de la funcion.

f"(x) =e*cos(x)—e"sen(x)=e" (cos(x)—sen(x))

f(x)=0=>e"(cos(x)—sen(x))=0=>{e* 0} = cos(x)—sen(x)=0=>

X =
= cos(x)=sen(x)={0<x<27}=

NG

X=m+—="—
4 4

Estudiamos el signo de la segunda derivada en estos valores.

f”(x) =e*(cos(x)—sen(x))= f"(x) =e*(cos(x)—sen(x))+e*(—sen(x)—cos(x))=
= f7(x) =e"(cos(x)—sen(x)—sen(x)—cos(x))=e*(-2sen(x))=—-2e*sen(x) =

f "(%j =_2¢e"*sen [%j - e*P2<0> iMaximo!

f (57”) = —2e°*sen {577[} =e™*J2 >0 — jMinimo!

.z - . T . .,
La funcidn presenta un maximo relativo en x = e En dicho valor la funcién vale

f(Zj:ezM COS(Z]ZQeﬂ'M :155
4 4 2
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La funcion presenta un minimo relativo en x = 7 En dicho valor la funcion vale

; (5_7Z] _ @57l COS(5—EJ — —QGS”M =-35.88.
4 4 2

Comprobamos si la funcion es continua en x = 0.

f(0)=1
XILT f (x):XILrg]5x+1:1 = f(O)ZXILT— f (X)ZXILT f(x)=1
- _ - X _ 0 _

XILT f(x)_XILrgle cos(x)=e"cos(0)=1

La funcién es continua en el intervalo x = 0.

En x = 0 la funcién cambia de definicidén y no tiene un maximo relativo pues al tener un

;- . /. ., . T
maximo relativo en x = " significa que la funcion crece en el intervalo (O,Z).

z Qenmj
)

El maximo relativo de la funcién es (4

J2 ,j

. . 57
y el minimo relativo es T,—7e

Reunimos toda la informacion obtenida para decidir donde esta el maximo y minimo
absoluto de la funcion. También valoramos la funcion en los extremos del intervalo de

definicion [-2,27].
e El valor minimo en [—2,0] estienx =-2yes-9yel maximo estaen x=0 yes 1.
e El valor minimo relativo en [0,27[] esta en x :57” y es —35.88 y el maximo relativo
estd en x :% yes 1.55.
e Lafunciénen x=2rz vale e* cos(27)=e*" =535.49.

El maximo absoluto estd en x =27 con valor e?* =535.49.

N

El minimo absoluto esta en x = 57” y su valor es —7e5”’4 =-35.88.

b) La funcién en un entorno de x :% es f(x)=e"cos(x).

La ecuacion de la recta tangente a la gréafica de f en el punto de abscisa x :% es:

(5)een(3)-o
IO e E ) s et (T e )
i3
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EJERCICIO 2 (2.5 puntos)

Sea f:(0,400) >R la funcion definida por f(x)= x(ln(x))2 (In denota la funcién logaritmo

neperiano).

a) [1,25 puntos] Calcula, si existen, sus extremos relativos (abscisas donde se obtienen y valores
que se alcanzan).

b) [1,25 puntos] Calcula, si existen, sus extremos absolutos (abscisas donde se obtienen y
valores que se alcanzan).

a) Averiguamos cuando se anula la funcién derivada

f7(x) :(In(x))2 +x-2|n(x)-£:(ln(x))2 +2In(x)=In(x)(In(x)+2)

X

In(x)=0—[x=1]
In(x)+2:0—>ln(x):—2—>

Sustituimos estos valores en la segunda derivada.

f7(x)=0=In(x)(In(x)+2)=0=

(0 =(In(x))" +2In(x) = () =2In(x) - +25 =

f”(l):2ln(1)%+2%:2>0—>x:lesminimo
=
ol o\ 1 1 _ L.
f (e2):2In(ez)ej+2e7:2(—2)e2+2e2:—2e2<0—>x:e2esmaX|m0

Obtenemos el valor de la funcién en estos dos puntos criticos:
2 -2 -2 21\ -2
fM=1(In(1)) =0; f(e?)=e?(In(e?)) =4e
El minimo relativo tiene coordenadas (1,0) y el maximo relativo es (e’2,4e’2) .

b) A partir de la informacion de los extremos relativos la funcion sigue el esquema siguiente:

N

Como la funcién f(x) = x(ln(x))2 en su dominio (0,+oo) siempre es mayor o igual que

cero el minimo absoluto de la funcion es el minimo relativo (1,0) .

Para decidir el maximo absoluto necesitamos conocer la evolucién de la funcién cuando
X —> 400,

lim £ (x) = lim x(In(x))" = +0(+<0)° = +o0

X—>+00 X—>+00

Por lo que la funcién no tiene maximo absoluto.
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EJERCICIO 3 (2.5 puntos)

In(x . . .
Calculaacon O<a<l, tal que Jﬁdx+ 2 =0 (In denota la funcion logaritmo neperiano).
X

a

1 1
. | |
Hay que determinar cuando J_n (X) dx+2=0=> J_n (X) dx=-2.
X X

a

Calculamos primero la integral indefinida.

Integracion por partes

J@dx:ﬁn(x)idx: u:ln(x)—>du:§dx =

dv:ldx—w:Jldx:ln(x)
X X

:>Jln(x)1dx:(ln(x))2 —Jln(x)ldx: 2jln(x)1dx:(ln(x))2 =

X X X

L dx = (In(x))z +K

:Jln(x); 5

Aplicamos este resultado a la integral definida.

jmdx{(wx))z ] =[<In<21>)2H<In<a>>2]=(In(a))z

X 2 2

a

Igualamos este resultado a —2.

1

J@dx:—Z:—M:—Z:M:Z:(In(a))z=4:>

In(a)=2—>a=e’>1

:ln(a):ﬁ:ﬂ:{m(a):z—>

El valor buscado es a=¢e™.

164 de 571 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PevAU 2023 Extraordinaria Matemadticas Il en Andalucia

EJERCICIO 4 (2.5 puntos)
Considera las funciones f :R >R y g:R—{0} - R definidas por f(x)=5-x*y

a) [1,25 puntos] Esboza las gréficas de las dos funciones y calcula los puntos de corte entre
ellas.
b) [1,25 puntos] Calcula la suma de las areas de los recintos limitados por las graficas de fy g.

a) Hallamos los puntos de corte de las graficas de las dos funciones.

f(X):g(x):>5—X22%35X2—X4:4:>—X4+5x2—4:0:>

-5+3
———=1=x* > x=4+1=%1
e 5 FACD(A) 53 | > x=v1
2(-1) 2By i

Las graficas tienen 4 puntos de corte: x =-2,x=-1,x=1,x= 2.

La funcion f (x)=5-x" es una parabola con vértice en x=;—b=%=0.
a —

Hacemos una tabla de valores y la representamos.

flx)= 5-x°

N

i S 2 B~ T Y €
\
/

[ \

Lo )

/ \

La funcién g(x)= iz tiene una asintota vertical en x = 0 y una asintota horizontalen y =0
X

2 2

, ya que se cumple que lim g(x)= lim i=i=o y lim g(x)= lim i:—=0.
X—>+0 X—>+00 X o0 X—>—00 X—>—00 X o0

., 4
Hacemos una tabla de valores de la funcién g(x)=— y la representamos.
X
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4 2
X y = ? &
-2 1 7
-1 4 6
-0.5 16
0.5 16 ’ ) \
1 4 4
2 1 / 3 \g( X )= "_42 ..
o —

1
s

b) Hay dos recintos limitados por las graficas. Dibujamos los recintos y observamos que tienen

el mismo valor de area, dada la simetria de las funciones.
| c |

glx)=—

BB ERR

Calculamos una de las areas.

K -1 3 a7t
Area1:J5—x2—i2dx:j5—x2—4x2dx: Bx—~ 4% | -
X b 3 -1],
-2
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EJERCICIO 5 (2.5 puntos)
111

Sealamatriz A=|1 1 1] el lamatriz identidad de orden 3.
111
a) [1 punto] Halla los valores de m para que la matriz A—ml no tenga inversa.

b) [1,5 puntos] Halla x, distinto de cero, para que A—xI sea la inversa de la matriz 1(A— ).
X

a) Para que no tenga inversa el determinante debe ser nulo.

111 1 0O 1-m 1
A-ml={1 1 1|-m0 1 0|=] 1 1-m
111 (001 1 1-m
. . Filad® — Filaze | L
A _1m . 1 1 1-m| [ ™
[A=mi]= -m =11 4em (|1 tm 1=
1 1 1-m 6 m  -m
0 m -m
Fila 22 — Fila 12 ) . .
1 1-m 1 -m 2 2 2
“V_1em -1 —1("| ™ -m 0|=m’(1-m)+0+m*-0+m*-0=
0 m -m
m -m O

=m*(1-m)+2m? =m?(1-m+2)=m?(3-m)

|A—m||:0:>m2(3—m)=0:>{

La matriz A—ml no tiene inversa cuandom=00m = 3.

b) Para que A—xI sea la inversa de la matriz E(A— I') debe cumplirse que su producto sea la
X

matriz identidad.
Obtenemos la expresion de las dos matrices.

111)(1 00 011
1(A—I):1 111-0 10 :1 101
X X X

111 {0 01 110
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111 1 00 111 (x 0O
A-xI=j111|-x0 1 0f=(111|-|0 x O|=f 1 1-x 1
111 0 01 111 (0 0 x

Calculamos el producto 1(A— 1)(A—xI) y lo igualamos a la matriz identidad.
X

1(1-x 1 1) (1 0 0
%(A—I)(A—xl):I:; 1 1 1-x 1 |=/0 1 o|=
1 1-x) (0o 0 1
1+1 1-x+1 1+1-X 1 00
:>l l1-x+1 1+1 1+1-x|=|0 1 0|=
“1-x+1 1+1-x 141 ) (0 0 1

2 2—X 2-X 1 00 2 2—X 2-X 1 00
::>l 2—X 2 2—-Xx|=/0 1 0|=>|2-X 2 2-xXx|=x/0 1 0|
X
2—-X 2-X 2 0 0 1 2—-X 2-X 2 0 0 1
2 2—X 2-X x 00 5
=X
=|2-X 2 2-x|=/0 x 0|=> X=2
2—-x=0
2—X 2-X 2 0 0 x

El valor buscado es x = 2.
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos)

El duefio de un bar ha comprado refrescos, cerveza y vino por un importe de 500 euros sin incluir
impuestos. El gasto en vino es 60 euros menos que los gastos en refrescos y cerveza
conjuntamente, sin incluir impuestos. Teniendo en cuenta que los impuestos de los refrescos, la
cerveza y el vino son el 6%, el 12% y el 30%, respectivamente, entonces el importe total de la
factura incluyendo impuestos ha ascendido a 592,4 euros. Calcula el importe, incluyendo
impuestos, invertido en cada una de las bebidas.

Llamamos “x” el gasto en refrescos sin impuestos, “y” al gasto en cerveza sin impuestos y
“z” al gasto en vino sin impuestos.

El gasto total es de un importe de 500 euros sin incluir impuestos = x+y+z =500.

El gasto en vino es 60 euros menos que los gastos en refrescos y cerveza conjuntamente, sin
incluir impuestos > z=x+y—60

Teniendo en cuenta que los impuestos de los refrescos, la cerveza y el vino son el 6%, el
12% y el 30%, respectivamente, entonces el importe total de la factura incluyendo impuestos
ha ascendido a 592,4 euros. Obtenemos el valor de los impuestos: 592.4 — 500 = 92.4 € >
0.06-x+0.12-y+0.30-2=92.4

Reunimos las ecuaciones obtenidas en un sistema y lo resolvemos.

X+Yy+z=500 X+Yy+2z=500
Z=X+Yy-60 = 2=X+Yy-60 =
0.06-x+0.12-y+0.30-2=92.4 6-x+12-y+30-2=9240

X+Yy+z=500
=7-y+60=Xx

Z—y+60+y+z=500 }
=
X+2y+5z=1540

Z-y+60+2y+52=1540

:>2z=440—>

= y+6-220=1480 =
y+6z =1480

= |y =1480-1320=160| = |x = 220 —160+ 60 = 120|

Sin incluir impuestos se ha gastado 120 euros en refrescos, 160 en cerveza y 220 en vino.
Incluyendo impuestos el gasto es de 120 - 1.06 = 127.2 € en refrescos, 160 - 1.12=179.2 €
en cerveza y 220. 1.30 =286 € en vino.
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EJERCICIO 7 (2.5 puntos)
Considera los planos 7, =x—-y+z=0y 7, =X+y=2.

a) [1,5 puntos] Calcula la distancia entre la recta interseccion de 7, y 7z, y el punto P(2, 6, -2).
b) [1 punto] Halla el angulo que forman =, y 7, .

a) Obtenemos las ecuaciones paramétricas de la recta interseccion de 7, y z,.

X=2-4
T, =X-y+2=0 X—-y+z=0
= =2-yY-y+2=0=>72=-2+2y=>r:qy=41
Ty, =X+Yy=2 X=2-Y
2=-2+21

Hallamos el plano perpendicular a la recta que pasa por el punto P.
Dicho plano tiene como vector normal el vector director de la recta.

X=2-4
ridy=4  =v,=(-112)
1=-2+24

ﬁ:\T:(—l,l,Z)} T -X+Yy+22+D=0

T P(2,6,-2)ex

= -2+6+2(-2)+D=0=
P(2,6,—2)ezz

=D=0=|7:-Xx+y+2z=0)

Determinamos el punto P” de corte de la recta r y el plano .

Ti—X+y+2z=0

X=2-4
=—(2-2)+A+2(-2+22)=0=
r.ay=A41
Z2=-2+21
x=2-1=1
= -2+A+1-4+41=0=61=6=>1=1=.y=1 = P’(11,0)
2=-2+2=0
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La distancia de P a la recta r es la distanciade P a P".

PP’ =(1,1,0)—(2,6,-2) =(~1,-5,2)

d(P.r)=d(P,P)=[PP|= /(1) +(-5)" +2° =[\30 =5.47u

b) El angulo que forman 7z, y 7, es el angulo que forman sus vectores normales.

=x-y+z=0] n=(1-11 I .
mEXTYEL }:i ( ) :>cos(nl,n2)=ﬂlni
T, =X+Yy=2 n,=(110)

S (1-11)(110) 1 _0 4

) 110
(n 2)_\/12+(—1)2+12m NNFNG

COs

= (n;,n, ) = arccos (0) = 90°

Los planos 7z, y 7, forman un angulo de 90°, los planos son perpendiculares.

171 de 571 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PevAU 2023 Extraordinaria Matemadticas Il en Andalucia

EJERCICIO 8 (2.5 puntos)
Calcula el volumen del tetraedro que limita el plano determinado por los puntos A(O, 2, —2),

B(3, 2, 1) yC(2, 3, 2) con los planos cartesianos.

Hallamos la ecuacion del plano determinado por los puntos A, B 'y C.

u=AB=(3,2,1)-(0,2,-2)=(3,0,3) X=3 y-2 z-
v=AC=(232)-(0,2,-2)=(2L14);=>7:{3 0 3|=0=>
B(3,21)ex 2 1 4

=6(y-2)+3(z-1)-12(y-2)-3(x-3)=0=

—6y-12+32-3-12y+24-3x+9=0=

= -3x—6y+32+18=0=|7:X+2y-2-6=0

Hallamos los puntos de corte del plano con los ejes de coordenadas.

T:X+2y-2-6=0
{y:O = x-6=0=x=6=P(6,0,0)
OX
z=0
TiX+2y-2-6=0
x=0 =2y-6=0=y=3=0(0,3,0)
z=0

OY—>{

mTiX+2y-2-6=0 ,
Xx=0 =-7-6=0=2z=-6=R(0,0,-6) '
y=0

OZ—){

El volumen del tetraedro definido por el origen O(O 0 O) y los los puntos P, Q y R es la sexta
parte del valor absoluto del producto mixto de OP, OQ y OR.

OP =(6,0,0)(0,0,0)=(6,0,0) 6 0 0
0Q=(0,3,0)-(0,0,0)=(0,30) ;=[OP,0Q OR|=0 3 0(=-108
00 -6

OR =(0,0,-6)—(0,0,0)=(0,0,-6)

Volumen OPQR = ‘[OP’ O6Q’ OR] - % TYE

El volumen del tetraedro es de 18 u®.
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PevAU 2023 Extraordinaria (suplente) Matematicas II
PRUEBA DE EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL
U ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS DE ADMISION 1A TEMATICAS I

ANDALUCIA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS
CURSO 2022-2023

Instrucciones: a) Duracion: 1 horay 30 minutos

b) Este examen consta de 8 ejercicios distribuidos en 2 bloques (A y B) de 4
ejercicios cada uno.

c) Cada ejercicio tiene un valor maximo de 2.5 puntos.

d) Se realizaran Unicamente cuatro ejercicios, independientemente del bloque
al que pertenezcan. En caso de responder a mas de cuatro ejercicios, se
corregiran Unicamente los cuatro que aparezcan fisicamente en primer lugar.

e) Se permitira el uso de calculadoras que no sean programables, ni gréaficas ni con
capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos
conducentes a la obtencion de resultados deben estar suficientemente justificados.

f) En la puntuacion maxima de cada ejercicio estan contemplados 0,25 puntos para
valorar la expresion correcta de los procesos y métodos utilizados.

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)

In(x+1)+a

Sea f :(—1+00)—>R la funcién definida por f(x)=
3x+4

(In denota la funcién

logaritmo neperiano).
a) [1 punto] Determina a sabiendo que la pendiente de la recta tangente a la grafica de la
funcion f en el punto de abscisa x =0 es 1.
b) [1,5 puntos] Para a = 0, estudia y calcula las asintotas de f.

EJERCICIO 2 (2.5 puntos)

En una fabrica de pinturas, las latas que se utilizan para envasar la pintura tienen forma cilindrica
y una capacidad de 20 litros. Halla las dimensiones del cilindro, con tapas, para que la chapa
empleada en su construccion sea minima.

EJERCICIO 3 (2.5 puntos)
Calcula una primitiva de la funcion f :[0,+c0) —> R definida por f(x)=arctg (\/;) cuya

gréfica pase por el punto (0; 1) (arc tg denota la funcion arco tangente). Sugerencia: efectla el
cambio x=t°.

EJERCICIO 4 (2.5 puntos)
Considera la funcién f :(—1,+0)—>R definida por f(x)=In(x+1), donde In denota el

logaritmo neperiano. Calcula el area del recinto limitado por la grafica de f, el eje de abscisas y
larecta x=e-1.
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PRUEBA DE EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL

U ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS DE ADMISION 1 A1eMATICAS I
ANDALUCIA, CEUTA, MELILLAY CENTROS en MARRUECOS
CURSO 2022-2023

EJERCICIO 5 (2.5 puntos)
2 -1 =2

Dadas las matrices A=|-2 3 1 |yB =(:; _01 _51] calcula, si es posible, la matriz X
6 1 3

que verifica la ecuacién 3X —B' = AX , siendo B' la matriz traspuesta de B.

EJERCICIO 6 (2.5 puntos)

Una plataforma de streaming se especializa en series de tres géneros: animacion, ciencia ficcion
y comedia. Se sabe que el 30% de las series de animacion mas el 50% de las de ciencia ficcion
coincide con el 20% de total de series. EI 25% de las series de animacion mas el 50% de las de
ciencia ficcion mas el 60% de las de comedia representan la mitad del total de series. Hay 100
series menos de animacion que de ciencia ficcion. Halla el nimero de series de cada genero.

EJERCICIO 7 (2.5 puntos)

X—=y+z=0

Determina los puntos de larecta r = {x 3y 10 que son equidistantes de los planos OYZ y
+ —1=

OXZ.

EJERCICIO 8 (2.5 puntos)

. X—y+z=1
Considera la recta r =
3X—-22=-2
a) [1,5 puntos] Determina la ecuacion del plano paralelo a r que contiene a la recta
x+l=y=2"" =3
>

b) [1 punto] Calcula la distancia entre la recta r y el plano 2x+5y+3z =41.
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SOLUCIONES

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)

In(x+1)+a

(In denota la funcion
3x+4

Sea f :(—1+00)—R la funcién definida por f(x)=

logaritmo neperiano).

a) [1 punto] Determina a sabiendo que la pendiente de la recta tangente a la grafica de la funcion

fen el punto de abscisax =0 es 1.
b) [1,5 puntos] Para a = 0, estudia y calcula las asintotas de f.

a) La pendiente de la recta tangente a la gréafica de la funcién f en el punto de abscisa x = 0 se

obtiene con el valor de f (0)

i(3x+4)—3(|n(x+1)+a) 3XJFA'—SIn(x+1)—3a
f'(X):X-I-l _ X+1
(3x+4)2 (3x+4)2
30+4 3in(0+1)-3a 43
f’(O) — 0+1 _ a
(3-0+4) 16
Igualamos la pendiente a 1 y obtenemos el valor de a.
473 ) 4 3a-16=-3a-12> a=1—§:—4
El valor buscado es a=—4.
In(x+1
b) Paraa =0 la funciénes f(x)= ( ) :
3x+4
El dominio de esta funcidn son todos los reales menos los que anulan el denominador.
—4
X+4=0=3x=-4=> x=?
X= —4 =-1.33¢(—1,+). No pertenece al dominio de definicién de la funcion.

El dominio de la funcién es (—1, +00).

Asintota vertical. x=a
No tiene asintota vertical, pues la funcién es continua en su dominio de definicion.

Asintota horizontal. y=b

In(x+1
b= lim f(x)= lim ( )=Jio: Indeter min acion(L Hopital) =
X—>+00 x>+0 33X+ 4 400
1
_ fim XL jjm 2 _ 1

x40 3 x—>+0 3K + 3 _+T.O_
La asintota horizontal es y =0.

Asintota oblicua. y=mx+n
Como la funcién tiene una asintota horizontal no tiene asintota oblicua.
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EJERCICIO 2 (2.5 puntos)

En una fabrica de pinturas, las latas que se utilizan para envasar la pintura tienen forma cilindrica
y una capacidad de 20 litros. Halla las dimensiones del cilindro, con tapas, para que la chapa
empleada en su construccion sea minima.

.
2nr

Sabemos que su volumen es 20 litros = 20 000 cm?.
Si el bote de forma cilindrica tiene un radio de tapa r y una altura h tenemos que su volumen

es Volumen = Areabasex Altura = zzr? -h . Igualamos este volumen a 20000 y despejamos h
de la expresion.

20000

7r?

zr?-h=20000=h=

Debemos minimizar la superficie del cilindro que es la suma del area de las dos tapas mas el
rectangulo del lateral > A(r,h)=2zr’+2xrh.

Sustituimos en esta expresion h y obtenemos una funcidn superficie que depende solo de r.

A(r,h)=27r?+2zrh

20000 = A(I’) =27r® + 271 20000 =

e 40000
zr r

h

7r?

Derivamos esta funcidn, la igualamos a cero y obtenemos sus puntos criticos.

A(r)=2zr*+ 40000 A(r)=4nr- 40200
r r
A (r)=0= azr - 2090 o 47y 22990 4710 _ 40000 =
r r

N 40000 _ 10000 N 3flOOOO ~14.71¢em
A7 s Vs
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Averiguamos si es un minimo viendo la evolucién de la derivada antes y después de dicho
valor.

10000
V4

e Enelintervalo [0, 3 J tomamos r = 1y la derivada vale

40000

12

A (1) =4r—

=-39987.4 <0, La funcién decrece en [0, 3
T

10000 J

10000
T

e Enelintervalo [3 ,+ooJ tomamos r = 20 y la derivada vale

A’(20) = 80;;—%390 =807 -100=151.3> 0, La funcion crece en (3 10000 , +ooj .

T

Como la funcion decrece antes de r =3 /10000 =14.71cm Yy crece después tenemos que la
T

funcion superficie presenta un valor minimo para r =3 /10000 =14.71cm.
T

Para r =3 /10000 la altura vale:
T

20000 20000 200003/72 200
h= 7= = = =29.42cm
( 10000) 73100000000 100%/z°¥100 <1007z
4 Y 3 2
T T

El bote de 20 litros con forma cilindrica y superficie minima tiene radio

r= 3/10000 =14.71cm yaltura h= 200 _ 29.42cm.
7 1007
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EJERCICIO 3 (2.5 puntos)
Calcula una primitiva de la funcién f :[0,+c0) —> R definida por f(x)=arctg (\&) cuya

gréafica pase por el punto (0; 1) (arc tg denota la funcion arco tangente). Sugerencia: efectia el
cambio x =t?.

Determinamos la expresion de la primitiva de la funcién f(x).

F(x)= Iarctg (&) dx = {Cambiode variable} = Iarctg (\/t_z) 2tdt =

X =t — dx = 2tdt

Integracion por partes
1

1+t? at =

= [2t-arctg (t)dt = u=arctg(t)—>du=llt2 dt =t2arctg(t)—ft2
+

dv:2tdt—>v:_|.2tdt:t2

r 2

t 1+t -1
= t?arctg (t)_.) e dt =t*arctg (t)—f

1+t°

dt =

(1+t?
J 1+¢?

— {2 1 — 12 1 —
= t%arctg (t) - dt+f1+t2 dt =t arctg(t)—jdt+Jl+t2 dt =

Deshacemos el
=t?arctg (t)—t +arctg (t) =+ cambio de variable { = xarctg (‘\/;)—\/;4‘ arctg (\/;)+C
Xx=t2 >t=+/x

Las primitivas de la funcién son F(x)= xarctg (\/;)—\/;+arctg (\/;)+C .Como la

primitiva debe pasar por el punto (0, 1) entonces debe cumplirse que F (O) =1.

F(0):0-arctg(\/5)—\/6+arctg(\/5)+c =C

F(O)zl

=[c=1]

La primitiva buscada es F (x) = xarctg (\/;)—\/;+arctg (\/;)+1.
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EJERCICIO 4 (2.5 puntos)
Considera la funcién f :(—1,+0)—>R definida por f(x)=In(x+1), donde In denota el

logaritmo neperiano. Calcula el area del recinto limitado por la grafica de f, el eje de abscisas y
larecta x=e-1.

Buscamos los puntos de corte de la funcion f (x)=In(x+1) ylarecta x=e—1.
f(x)=In(x+1
(x)=In( )}:f(e—l):ln(e—1+1):lne:1
x=e-1
El punto de corte es (e—1,1).
Hallamos el punto de corte de la gréafica de f con el eje de abscisas.
f(x)=In(x+1
(3 ( )}:In(x+1):0:>x+1:e°:1:>x:0
y =
El punto de corte es (0, 0).
Hacemos una tabla de valores y representamos la funcidn.

1

x | f(x)=In(x+1) S(x)=In(x+1)

0.5

0 0 x=e-1
e-1 1 —
10 2.4 7
100 4.6

Calculamos el &rea de la region pintada de rosa como la integral definida de 0 a e—1 de

f(x)=In(x+1).

Calculamos primero la integral indefinida.
Integracion por partes

Iln x+1 dx = u_In(x+1)—>du_de _xln(x+1) xidx:
X+1 X+1

dv:dx—>v:jdx:x

=xIn(x+1)- ﬁdx:xln(x+1)—.|.x;lr11dx:
X+1 1 1
=xIn(x+1) Ix+1 +J'mdx__xln(x+l)—jdx+ X—+1dx_

= xIn(x+1)—x+In(x+1)+C

Aplicamos este resultado al calculo del area.

Area = I In(x+1)dx = [xln X+1)—x+In x+1]

=[(e-1)In(e-1+1)—(e-1)+In(e—1+1)|-[ 0-In(0+1)—0+In(0+1) | =

=e—-1l-e+1+1-0=[1u?
El &rea tiene un valor de 1 unidad cuadrada.
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EJERCICIO 5 (2.5 puntos)
2 -1 =2

Dadas las matrices A=|-2 3 1 |yB =(:; _01 _51] calcula, si es posible, la matriz X
6 1 3

que verifica la ecuaciéon 3X —B' = AX , siendo B' la matriz traspuesta de B.

Despejamos X en la ecuacién matricial.
3X -B'=AX =3X -AX =B'= (31 -A)X =B' = X =(3I -A) ' B'
Hallamos la inversa de la matriz 31 — A.

1 00 2 -1 -2 3 00
3-A=3]0 1 0|-|-2 3 1|=0 3 0|-|-2 3 1|={2 0 -1
0 0 3

001)(6 1 3 6 1 3)\-6 -1 0
1 1 2
Bl-A=[2 0 -1=0+6-4-(0+0+1)=1=0
-6 -1 0
1 2 -6 o -y |1 -1 |1 o
+ — +
Adjj{1 0 -1 -1 0| |2 0of |2 -1
L Adj(31-A) 2 -1 0 2 -6 |1 -6 1 2
(31-a)y - AUBIZA) _| - ; .
31— A 1 -1 0| 2 0] |2 -
2 -6 L -6 2
+ - +
0 -1 -1 po
-1 -2 -1
(31-A)'=| 6 12 5
2 -5 -2

Determinamos la expresion de la matriz X.

-1 -2 -1)(-1 -3 1+0+1 3+2-5
X=(31-A)"B'=| 6 12 5|0 -1|=|-6+0-5 -18-12+25
2 5 2){-1 5) (2+0+2 6+5-10

3><x2—>3><2
2 0
X=|-11 -5
4 1
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos)

Una plataforma de streaming se especializa en series de tres géneros: animacion, ciencia ficcion
y comedia. Se sabe que el 30% de las series de animacién mas el 50% de las de ciencia ficcién
coincide con el 20% de total de series. EI 25% de las series de animacion més el 50% de las de
ciencia ficcion més el 60% de las de comedia representan la mitad del total de series. Hay 100
series menos de animacion que de ciencia ficcion. Halla el nimero de series de cada género.

Llamamos “x” al nimero de series de animacion, “y” al nimero de series de ciencia ficcion
y “2” al nimero de series de comedia.

“Se sabe que el 30% de las series de animacion mas el 50% de las de ciencia ficcion
coincide con el 20% de total de series” - 0.30x+0.50y = 0.20(x+y+2).

“El 25% de las series de animacién mas el 50% de las de ciencia ficcion mas el 60% de
las de comedia representan la mitad del total de series” ->

0.25x +0.50y +0.60z = X*Z” .

“Hay 100 series menos de animacién que de ciencia ficcion” - x=y-100.
Juntamos las tres ecuaciones en un sistema y lo resolvemos.

0.30x+0.50y =0.20(x+y +2)

X+y+2z

0.30x+0.50y =0.20x+0.20y +0.20z
= 05x+y+1.2z=x+Yy+z2 =
x=y-100

0.25x+0.50y +0.60z =
Xx=Yy-100

0.10x+0.30y-0.20z =0
= -0.5x+0.22=0

0.10(y-100)+0.30y —0.20z = 0}
=
Xx=y-100

=
~0.5(y—100)+0.22 =0

0.10y-10+0.30y—-0.20z =0 0.40y-0.20z =10
= = =
-0.5y+50+0.2z=0 -0.5y+0.22=-50

4y—-2z=100 2y -2 =50 2y-50=1z
= = = =
-5y +2z=-500 -5y +2z=-500 -5y +2z=-500

= —5y +2(2y—50) = -500 = —5y + 4y —100 = ~500 = —y = ~400 =

[x = 400100 = 300
|2 =2-400-50 = 750

- 0~

Hay 300 series de animacion, 400 de ciencia ficcion y 750 de comedia.
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EJERCICIO 7 (2.5 puntos)

. X—=y+z=0 L
Determina los puntos de la recta r z{ Y 0 que son equidistantes de los planos OYZ y

X+3y-1=
OXZ.

El plano OYZ tiene ecuacion OYZ =x =0, el plano OXZ tiene ecuacion OXZ =y =0.
Hallamos las ecuaciones paramétricas de la recta.

X-y+z=0 X=y-12
r= = =>y-2+3y-1=0=4y-7-1=0=
X+3y-1=0

X+3y-1=0
x=1-34
=>4y-1l=71=>x=y—(4y-1)=y—-4y+1=1-3y=>|r=y=41 ,AeR
z=-1+42

Un punto perteneciente a la recta r tiene coordenadas P(1—3/1,/1,—1+ 41).
Hallamos la distancia del punto P al plano OYZ.

P(1-34,4,—1+42) 1-34|
d(P,0YZ)=————==1-31
Hallamos la distancia del punto P al plano OXZ.
P(1-32,4,—1+44) 14
d(P,OXZ)=————=|1
OXZ =y =0 }: (POX2)= o

Igualamos las distancias y determinamos el valor de 4.

1—34:4%1:4&»/&%

d(P,0YZ)=d(P,0XZ)=[1-31|=|4|= .
1-31=-1>1=21>2=>

Obtenemos los puntos sustituyendo en la recta el valor de A obtenido.

sii=iop(1-3tt aatio e[ Lo
4 4'4 4 4'4

sii=t=pf1-3il sl lp (2L
2 2'2 2 22

Los dos puntos de la recta r equidistantes de los planos OYZ y OXZ son:

p(flolyp(21,
4 4 2 2
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EJERCICIO 8 (2.5 puntos)

X—-y+z=1

3X—2z=-2

a) [1,5 puntos] Determina la ecuacién del plano paralelo a r que contiene a la recta

—X+1= yzzT_g.

Considera la recta r z{

b) [1 punto] Calcula la distancia entre la recta r y el plano 2x+5y+3z =41.

a) Un plano paralelo a la recta r tiene como uno de sus vectores directores el director de la recta.
Hallamos un vector director de la recta r obteniendo las ecuaciones paramétricas de la recta.

{x—y+z:1 {x=y—z+1
r= =

=3(y-z+1)-2z=-2=
3X—2z2=-2 3X—2z2=-2

=>3y-32+3-221=-2=3y-52=-5=3y=-5+52= y:%5+gz:>

x=_—2+g/1
3 3
:>x:_—5+§z—z+1:_—2+gz:>rz y:_—5+§/1:>\7r: EE1 =>E=(2,5,3)
3 3 3 3 3 3 33
=41

Hallamos un punto y un vector director de larecta s=—-x+1=y = ZT_?’ :

z-3 __x-1 y-0 z-3 R(103)
p— = =

—X+l=y= ==
2 -1 1 2 v, =(-112)

El plano  paralelo a la recta r y que contiene la recta s tiene como vectores directores los
vectores u, =(2,5,3), v, =(-1,1,2) y pasa por el punto P, (1,0,3).

G:E:(2,5,3) x-1 'y z-3
v=v,=(-112);=>7z=| 2 5 3 |=0=
Ps(l,O,3)e7r -1 1

=10(x-1)-3y+2(z-3)+5(z-3)-4y-3(x-1)=0=

=>7(x-1)+7(z-3)-7Ty=0=7x-7+72-21-Ty=0=

:>7x—7y+7z—28:0:>|7zsX—y+Z—4=0
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b) Estudiamos la posicion relativa de recta y plano.

2x+5y+32=41=n=(2,53)
0 =(253)

El vector normal del plano y el vector director de la recta son el mismo, por lo que la rectay
plano son perpendiculares y la distancia entre ambos no tiene sentido.
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PevAU 2023 Extraordinaria (reserva) Matematicas II

PRUEBA DE EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL

U ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS DE ADMISION 1 arevATICAS I
ANDALUCIA, CEUTA, MELILLAY CENTROS en MARRUECOS
CURSO 2022-2023

Instrucciones: a) Duracién: 1 horay 30 minutos

b) Este examen consta de 8 ejercicios distribuidos en 2 bloques (A y B) de 4
ejercicios cada uno.

c) Cada ejercicio tiene un valor maximo de 2.5 puntos.

d) Se realizaran Gnicamente cuatro ejercicios, independientemente del bloque al
gue pertenezcan. En caso de responder a mas de cuatro ejercicios, se corregiran
Unicamente los cuatro que aparezcan fisicamente en primer lugar.

e) Se permitira el uso de calculadoras que no sean programables, ni graficas ni con
capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos
conducentes a la obtencion de resultados deben estar suficientemente justificados.

f) En la puntuacion maxima de cada ejercicio estan contemplados 0,25 puntos para
valorar la expresion correcta de los procesos y métodos utilizados.

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)
Halla dos numeros mayores o iguales que 0, cuya suma sea 1, y el producto de uno de ellos por
la raiz cuadrada del otro sea maximo.

EJERCICIO 2 (2.5 puntos)

2
Considera la funcion f (x) _X
X

+a, parax =b.
-b

a) [1,5 puntos] Calcula a y b para que la grafica de f pase por el punto (1, —2) y tenga a la
recta y =x+4 como asintota oblicua.

b) [1 punto] En el caso a =5y b =4, calcula la ecuacion de la recta normal a la gréafica de f
que pasa por el punto de abscisa x = 0.

EJERCICIO 3 (2.5 puntos)
Sabiendo que F:RR — R definida por F(x)= e esuna primitiva de f.

a) [1,25 puntos] Comprueba que f es creciente.
b) [1,25 puntos] Calcula el area del recinto limitado por la gréafica de la funcion f, el eje de
abscisas y la recta x = 1.

EJERCICIO 4 (2.5 puntos)
Considera la funcion f :[0,+oo) — R definida por f (x)=cos(\/§). Calcula, si es posible, una

primitiva de f cuya grafica pase por el punto (0, 5). Sugerencia: haz el cambio t = Jx

185 de 571 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PevAU 2023 Extrardinaria (reserva) Matemdticas Il en Andalucia

’ PRUEBA DE EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL

U ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS DE ADMISION 1 aTeMATICAS I
ANDALUCIA, CEUTA, MELILLAYY CENTROS en MARRUECOS

CURSO 2022-2023

EJERCICIO 5 (2.5 puntos)

0 a -b
Considera la matriz A={0 0 b
0 0 O

a) [0,75 puntos] Calcula A'°.

b) [1,75 puntos] Calcula, si es posible, la matriz inversa de |+ A+ A?, donde | denota la
matriz identidad de orden 3.

EJERCICIO 6 (2.5 puntos)

110 0 0 1
Dadas las matrices A=|1 0 1| yB=|0 1 0], sedefine la matriz M =A+(1-1)B.
011 1 00

a) [1,5 puntos] Halla los valores de A para los que la matriz M tiene rango menor que 3.
b) [1 punto] Para A =-1, resuelve el sistema lineal homogéneo cuya matriz de coeficientes
es M.

EJERCICIO 7 (2.5 puntos)
Considera el plano m, determinado por los puntos A(-1,0,0), B(0,1,1) y C(2,1,0),y larecta

(e Xx—2z2-3=0
“|ly-z-2=0

Halla los puntos de r cuya distancia a m es V14 unidades.

EJERCICIO 8 (2.5 puntos)
Considera el paralelogramo cuyos vértices consecutivos son los puntos
P(-1,2,3), Q(-2,1,0), R(0,5,1) yS.

a) [1 punto] Halla las coordenadas del punto S.

b) [1,5 puntos] Calcula la ecuacién de la recta que pasa por el origen de coordenadas y es
perpendicular al plano que contiene a los puntos P, Q y R.
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SOLUCIONES

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)
Halla dos nimeros mayores o iguales que 0, cuya suma sea 1, y el producto de uno de ellos por
la raiz cuadrada del otro sea maximo.

Llamamos x e y a los nimeros que buscamos.
Susumadebeserl 2> x+y=1.

El producto de uno de ellos por la raiz cuadrada del otro sea maximo.

f(xy)=yVx; 0<xy<1

(Y3}

Despejamos “y” en la primera ecuacion y sustituimos en la funcion.

f(x,y)zyx/; }:f(x)=(1—x)\/;=\/;—xﬁ=*/;_\/x_3

X+y=1->y=1-X

Derivamos e igualamos a cero en busca de los puntos criticos.

1 3 1 3 1 3
=X = VK = £ ()= e _Zﬁ_g
f'(x)zo:i—ﬂzo:izi 2=6(Vx) >2=6x= x=2-1
2Jx 2 20x 2 6 3

Comprobamos si es maximo estudiando la evolucion de la funcion.

e Enelintervalo (0%) tomamos x = 0.1y la derivada vale
, 1 301 710
£/(0.1) = L
240.1 2 20
e Enelintervalo (%1} tomamos x = 0.5 y la derivada vale

, 1 305 -2
08 =—"5 =

> 0. La funcion crece en el intervalo (0%] )

< 0. La funcion decrece en el intervalo (%1) )

. 1 ) L
Como la funcidn crece antes de x = 3 y decrece después de este valor la funcidn presenta un

o 1
valor maximo en x = g

Para x =% tenemos que y =1—

wI|N

1
3
2

Los nimeros buscados son % y 3
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EJERCICIO 2 (2.5 puntos)

2
Considera la funcion f (x)= X +;, parax=b.
X_

a) [1,5 puntos] Calcula a y b para que la gréafica de f pase por el punto (1, —2) y tenga a la recta
y = x+4 como asintota oblicua.

b) [1 punto] En el caso a =5y b = 4, calcula la ecuacion de la recta normal a la grafica de f que
pasa por el punto de abscisa x = 0.

a) Para que la grafica de f pase por el punto (1, —2) debe cumplirse que f (1) =-2.

_X“+a )
fx)= Xx—b :>1La:—2:>1+a=—2+2b:>
f(1)=-2 -

Para que la funcion tenga a la recta y = x+4 como asintota oblicua (y =mx+n) debe

cumplirse que m= lim le y n=lim f(x)-x=4.

=+ X
x*+a
o f(x ) _ . x*+a
lim L:1:> lim X—b:1:> lim — =1=iSe cumple!
X—>+00 X X—>+00 X XAH'OOX —
2
. . X"+a . +a— X" +bx
I|mf(x)—x:4:>I|m——x:4:I|mX[ X[ 4=
X—>+00 X—>+00 X_b X—>+00 X—b
. a+bx b
= lim . :431243
X—>+00 X_

Sustituimos este valor en la primera ecuacion y obtenemos a > a=-3+ 2(4) =-3+8=5
Los valores buscados sona=5y b =4.

2

b) Paraa=5yb = 4 la funcién queda f(x)=X +45, parax #4.

La recta normal a la gréfica de f que pasa por el punto de abscisa x = 0 tiene ecuacion
-1
- f(0)= x—0).
=1(0)= 57 (x-0)
X’ +5 0°+5 -5
() X—4 (0) 0-4 4

2X(x—4)-1(x*+5 2_gy_x%_ 2_gx_ 2_g.0_5 _
()= (x=4)-1(x"+5) _2x*-8x—x*-5 _x*-8x 5, +(0)- ¥ -80-5_-5

(x-4) (x-4  (x-4) (0-4y 16
f(0)=-5/4 5 -1 5 16 16 5
SY-——=———— XD Y+—=— XD |y ="—"X——
f’(0)=-5/16 4 -5/16 4 5 5 4
La recta normal buscada tiene ecuacion y = % X —% :
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EJERCICIO 3 (2.5 puntos)
Sabiendo que F:R — R definida por F(x)=¢€* es una primitiva de .

a) [1,25 puntos] Comprueba que f es creciente.
b) [1,25 puntos] Calcula el area del recinto limitado por la grafica de la funcion f, el eje de
abscisas y la recta x = 1.

a) Al ser F(x) una primitiva de la funcién f tenemos que f (x)=F"(x).
f(x)=F'(x)= 2xe*
Hallamos la derivada de la funcién f(x), la igualamos a cero en busca de sus puntos criticos.

f7(x)=2¢e" +2x-2xe" :(2+4x2)eXz

f’(x):0:>(2+4x2)eX2 0= 244X =0= X’ = 25 x= _—2=ilmposible!
4 4

La funcidn no presenta puntos criticos y siempre es creciente o decreciente.
Comprobamos el signo de la derivada en un punto cualquiera, por ejemplo, en x = 0.

£(x)=(2+4x)e” = £(0)=(2+40°)e” =2>0
La funcidn es creciente en x = 0 y, por tanto, es creciente en cualquier valor real.

b) Buscamos los puntos de corte de la funcion con el eje de abscisas.

—~

x)=2xe }:>2xeXz =0=[x=0]

f
y=0

El area pedida es el valor de la integral definida de la funcién :
entre Oy 1. I

Area:j:2xexzdx=[exz] —e' —e¥ =le-1=1.72 1’
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EJERCICIO 4 (2.5 puntos)
Considera la funcion f :[0,+w0) — R definida por f(x)= cos(«/?). Calcula, si es posible, una

primitiva de f cuya grafica pase por el punto (0, 5). Sugerencia: haz el cambio t =+/x

Calculamos la integral de la funcién f(x).

F(x)=] cos(ﬁ)dx={

Cambio de variable
IX=t—>x=t> >dx=2tdt|

Integracion por partes
= [2tcos(t)dt =4 2t =u — du = 2dt =

cos(t)dt=dv—>v= jcos(t)dt =sen(t)

Deshacemos el cambio
= 2tsen (t)—sten (t)dt = 2tsen(t)+2cos(t) =< de variable =

Jx =t
:Zﬁ-sen(\/;)+2cos(\/§)+c

Las primitivas de la funcion f (x) :cos(\/?) son F(x)= 2«/§sen<«/§)+2005(\/;)+c :
Como la primitiva debe pasar por el punto (0, 5) debe cumplirse que F(0) = 5.

F(x)=2\/§sen(«/§)+2cos(\/§)+c

F(0)=5

= F(0)=2\/63en(\/5)+2cos(\/6)+c =5=

= 2+C=5=C =3=|F (x) = 2v/xsen(«/x )+ 2cos(/x ) +3

La primitiva buscada es F (x)= Zﬁsen(\/;)+2005(\/§)+3.
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EJERCICIO 5 (2.5 puntos)

0 a -b
Considera la matriz A={0 0 b
0 0 O

a) [0,75 puntos] Calcula A°.
b) [1,75 puntos] Calcula, si es posible, la matriz inversa de | + A+ A%, donde | denota la matriz
identidad de orden 3.

a) Calculamos las primeras potencias de la matriz A.
0 a -b)0 a -b 0 0 ab

A°=l0 0 b |0 0O bi=|{00 0
00 0)J0O 0 O 0 0 O
0 0 ab)(0 a -b 0 0O
A=AA=/0 0 0|0 O b|=|{0 00
00 0OJJO 0 O 0 0O
0 0 0)0 O 0Y)O O 0)0 a —b 0 0O
A®=ANAA°A=|0 0 0|0 O Of|0O O 0|0 O b |=|{0 0 O
00 0 0 0)lo 0 0)lO O O 0 0O
b) Calculamos la expresion de |+ A+ A%,
0 a -b 0 0 ab a -b+ab

1 00 1
|+A+A*=|0 1 0|+/0 0 b |+|0 0O 0 |=|0 1 b
0 01 0 0 O 0 0 O 0 0 1

Comprobamos si esta matriz tiene inversa viendo si su determinante es no nulo.

1 a -b+ab
\|+A+A2\=o 1 b |=1#0
00 1
La matriz tiene inversa. La calculamos.
1 00
Adj a 10
L Adi(1+A+A?) —b+ab b 1
(1+A+A?) = i 2 ) _ * _
M+A+A\ 1
10 a 0 a 1
+ - +
b 1 -b+ab 1 -b+ab b
1 —-a ab+b-ab 1 -a b
00 1 0 1 0
=| - + - =0 1 —b =0 1 -b
b 1 -b+ab 1 -b+ab b
0 0 1 0O 0 1
00 1 0 10
+ - +
10 a o0 a 1
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos)

1 10 0 01
Dadas las matrices A=|1 0 1| yB=|0 1 0|, sedefinelamatriz M =A+(1-1)B.
011 1 00

a) [1,5 puntos] Halla los valores de A para los que la matriz M tiene rango menor que 3.
b) [1 punto] Para A =-1, resuelve el sistema lineal homogéneo cuya matriz de coeficientes es
M.

a) Hallamos la expresion de la matriz M.

110 001y (1L 10)(0 0 2-1
M=A+(2-1)B=[1 0 1|+(2-1)/0 1 0[=[1 0 1|+ 0 A-1 O
011 100/ (011){(2-1 0 0
1 2-1
M = A-1
A-1 1

Para que la matriz M tenga rango menor que 3 su determinante debe ser nulo.

11 a1
M|=| 1 2-1 1 |=2-1+2-1+4-1-(2-1)(2-1)(A-1)-1-1
A-1 1 1

IM|=84-5-(4*-24+1)(4-1)=81-5-(4° - A*-22" + 24+ A -1) =
=31-5-(2°-34"+34-1)= 34 -5-2°+34* - 3 +1=-2"+34" -4

IM|=0=>-22+322-4=0

-1 3 0 -4
-1 1 -4 4=-2°+32"-4=(A+1)(-4"+41-4)
-1 4 -4 |0

4[4 -4(-1)(4) 420 _

“AP+4A-4=0= A= -
2(-1) )

2

Para A=-1y A =2 el determinante de M se anula.
Para A=-1y A =2 elrango de M es menor que 3.
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1 1 2
b) Para A =-1 lamatrizqueda M =| 1 -2 1 |.La matriz M tiene rango menor que 3,
-2 1 1

por lo que el sistema no puede ser compatible determinado.
Como todo sistema lineal homogéneo tiene solucidn el sistema serd compatible indeterminado

(infinitas soluciones).

X+y—2z=0
El sistema queda: x—2y+z=0 . Lo resolvemos.
—2X+y+z=0

X+y-2z=0 X=-Yy+22

-y+2z-2y+2=0
X=2y+z=0 =>x-2y+z=0 =

=
—2(-y+2z)+y+2=0

—2X+Yy+2=0 -2X+Yy+z2=0
-3y+3z=0 -y+z=0 -y+z=0
= = = =>y-z=0=>
2y—-4z+y+12=0 3y-3z=0 y-z=0
X=A4
> Y=1=X=-1+21=1=>ty=4; 4eR
z=21

Las soluciones del sistema son x=y=z.
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EJERCICIO 7 (2.5 puntos)
Considera el plano , determinado por los puntos A(-1,0,0), B(0,1,1) y C(2,1,0),y larecta

(e Xx—2z2-3=0
“|ly-z-2=0

Halla los puntos de r cuya distancia a m es V14 unidades.

Hallamos la ecuacion del plano .

A(-1,0,0)ez| A(-10,0)ex x+1 y z
B(0,11)ezr =u=AB=(011)-(-10,0)=(111) ;=>z=[1 1 1/=0=
C(210)ex | v=AC=(210)-(-10,0)=(3,10) 3 10

:>O+3y+z—32—0—x—1=0:>—x+3y—22—1:0:>|7rzx—3y+22+1:0

Hallamos las ecuaciones parametricas de la recta r.

Xx=3+24
Xx—22-3=0 X=22+3
r= = =|r=qy=2+4;1€R
y-z-2=0 y=2+2 1
=

Un punto P de la recta r tiene coordenadas P(3+ 24, 2+ﬁ,l) :
Hallamos la distancia de P al plano .

P(3+21,2+/1,2,)
r=X-3y+2z+1=0

B+22-3(2+2)+22+1
JE+(-3) +22

}:d(p,z)

_3B+24-6-32+22+1 |A-2|

T T

Igualamos esta distancia a V14 y hallamos el valor de 1.

1-2] A—2-14- 116
d(P,r)=229_ fid = |i-2-14
(Pm)="rz Wa=p-2=1= o

Sii=16= P(3+32,2+16,16)= [P(35,18,16)

Sid=-12= P"(3-24,2-12,-12) = [P"(-21,-10,-12)

Los dos puntos de la recta r que estan a una distancia J14 unidades del plano x son
P(35,18,16) y P'(—21, —10,—12).
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EJERCICIO 8 (2.5 puntos)

Considera el paralelogramo cuyos vértices consecutivos son los puntos

P(-1,2,3), Q(-2,1,0), R(0,5,1) yS.

a) [1 punto] Halla las coordenadas del punto S.

b) [1,5 puntos] Calcula la ecuacién de la recta que pasa por el origen de coordenadas y es
perpendicular al plano que contiene a los puntos P, Q y R.

a) El paralelogramo PQRS debe cumplir que PQ=SR y PS =QR.
S R

p Q
PQ =(-2,1,0)—(-1,2,3) =(~-1,-1,-3)
SR = (0,51)—(x,y,z2)=(-x,5-y,1-2) = (-1,-1,-3) =(-x,5-y,1-z) =

PG =R
-1=—x x=1

=:-1=5-y=>y=6;=|5(16,4)
-3=1-z 1z=4

Comprobamos que se cumple PS =QR.

PS=(16,4)-(-1,2,3)=(2,41)| . __

j (1,6,4)-(-12,3)=(2,41) PS5 —QR=(2.4.1)
QR=(0,51)-(-2,10)=(2,4,1)

El punto S tiene coordenadas S(1,6,4).

b) Hallamos la ecuacion del plano que contiene a los puntos P, Q y R.

P-123)exr P(-1,2,3)er x+1 y-2 z-3
Q(-210)er;=>u=PQ=(-1-1-3);=7z=[-1 -1 -3|=0=
R(0,51)ex \7:@:(2,4,1) 2 4 1

= -x-1-6(y-2)-4(z-3)+2(z-3)+y-2+12(x+1)=0=
= -X-1-6y+12-4z+12+22-6+ y—2+12x+12:0:>|7zzllx—5y—22+27:0

La recta s es perpendicular al plano 7 =11x—-5y—2z+27 =0 y tiene como vector director

el vector normal del plano n =(11,-5,-2).

(0,0,0)es x=111
- . =|s=<y=-54; 1R
v, =n=(11,-5,-2) o)
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PevAU 2023 Ordinaria Matematicas II
PRUEBA DE EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL

U ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS DE ADMISION 1 TeNATICAS 11

ANDALUCIA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS
CONVOCATORIA ORDINARIA, CURSO 2022-2023

Instrucciones: a) Duracion: 1 horay 30 minutos

b) Este examen consta de 8 ejercicios distribuidos en 2 bloques (A y B) de 4
ejercicios cada uno.

c) Cada ejercicio tiene un valor maximo de 2.5 puntos.

d) Se realizaran Unicamente cuatro ejercicios, independientemente del bloque
al que pertenezcan. En caso de responder a mas de cuatro ejercicios, se
corregiran Unicamente los cuatro que aparezcan fisicamente en primer lugar.

e) Se permitira el uso de calculadoras que no sean programables, ni gréaficas ni con
capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos
conducentes a la obtencion de resultados deben estar suficientemente justificados.

f) En la puntuacion maxima de cada ejercicio estan contemplados 0,25 puntos para
valorar la expresion correcta de los procesos y métodos utilizados.

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)

Considera la funcién continua f :R — R definida por f(x) =

X

e +e
a) [1,5 puntos] Estudia y halla los maximos y minimos absolutos de f (abscisas donde se
obtienen y valores que se alcanzan).

b) [1 punto] Calcula XIir+noo(x2f (x)).

EJERCICIO 2 (2.5 puntos)
Sea la funcion f :[-2,2]——R definida por f(x)=x’—2x+5.

a) [1,5 puntos] Determina las abscisas de los puntos, si existen, en los que la pendiente de la
recta tangente coincide con la pendiente de la recta que pasa por los puntos (-2, f(-2)) y
(2, 1(2)).

b) [1 punto] Determina la ecuacién de la recta tangente y la ecuacion de la recta normal a la
gréfica de f en el punto de inflexion.

EJERCICIO 3 (2.5 puntos)
Considera la funcion f :R — R definida por f(x)=x|x—1]. Calcula el area del recinto

limitado por la gréafica de dicha funcidn y su recta tangente en el punto de abscisa x = 0.

EJERCICIO 4 (2.5 puntos)

Considera la funcién F:R — R definida por F(x):J.sen(tz)dt. Calcula Iimﬂ.
. =0 sen(x* )
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’ PRUEBA DE EVALUACION DE BACHILLERATO PARA

EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS DE
U ADMISION MATEMATICAS II

ANDALUCIA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS
CONVOCATORIA ORDINARIA, CURSO 2022-2023

EJERCICIO 5 (2.5 puntos)

Una marca de vehiculos ha vendido este mes coches de tres colores: blancos, negros y rojos. El
60% de los coches blancos més el 50% de los coches negros representan el 30% de los coches
vendidos. El 20% de los coches blancos junto con el 60% de los coches negros y el 60% de los
coches rojos representan la mitad de los coches vendidos. Se han vendido 100 coches negros mas
que blancos. Determina el nimero de coches vendidos de cada color.

EJERCICIO 6 (2.5 puntos)

0 0 m 100
Considera las matrices A=m 0 0|y B=|{0 0 1].
0O m OO 010

a) [0,5 puntos] Determina para que valores de m tiene inversa de la matriz A?
b) [2 puntos] Paratodo m = —1 resuelve, si es posible, la ecuacion matricial AX + X =B.

EJERCICIO 7 (2.5 puntos)

El plano perpendicular al segmento de extremos P(0, 3, 8) y Q(2, 1, 6) que pasa por su punto
medio corta a los ejes coordenados en los puntos A, B y C. Halla el area del triangulo cuyos
vertices son los puntos A, By C.

EJERCICIO 8 (2.5 puntos)

Considera el punto A(-1, 1, 3) y la recta r determinada por los puntos B(2, 1, 1) y C(0, 1, -1)
a) [1,5 puntos] Halla la distancia del punto A a la rectar.
b) Calcula el area del triangulo cuyos vértices son A, By C.
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SOLUCIONES

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)

Considera la funcion continua f :R — R definida por f(x) =

X

e +e
a) [1,5 puntos] Estudia y halla los maximos y minimos absolutos de f (abscisas donde se
obtienen y valores que se alcanzan).

b) [1 punto] Calcula lim (x*f (x)).

X—>+00

a) Usamos la derivada para obtener los puntos criticos de la funcion.

O—l(ex —e’x) —eX e

f, = =
¥ (eX +e‘*)2 (eX +e‘x)2
f’(x):O:LEXZ:O:—eHe’X:O:e’X:eX:—x:x:—Zx:O:x:O
(e +e7)

Estudiamos el cambio de signo de la derivada antes y después de x = 0.

e Enelintervalo (—oo, 0) tomamos x = -1y la derivada vale

- +¢e'
f(-1)=———=0.24>0. La funcién crece en (—o,0).
-1 1
(e +e)
e Enelintervalo (0,+oo) tomamos x = 1y la derivada vale
-t +et .
f"(1)=———— =-0.24<0. La funcién decrece en (0,+x).
(e'+e™)

La funcidn sigue el esquema siguiente.

La funcién presenta un maximo relativo que es absoluto en x = 0. En dicho valor la funcién

1 1 " .
vale f(0)=———==. El maximo absoluto tiene coordenadas 0,1 :
e’ +e 2 2
La funcién no presenta minimo relativo ni absoluto pues su dominio es R, es continua y
. . 1 1 . . 1 1 .
lim f(x)=lim ———= =0, lim f(x)=1lim ——= =0. La funcion es
X—>—00 x—>-0 Q" 4@ 0+o00 X—>-+00 x—+0 @ 4+ @ o+0

siempre positiva, pero no alcanza el valor 0 en ningan punto de la grafica.

b) Hallamos la expresion de x*f (x) y calculamos el limite pedido.
2

. . : X © o A
lim (x* f (x)) = lim x° = lim = = — = Indeterminacién(L Hopital) =
X—>+0 x>t ¥ et xoroptre w0+0

. 2X o0 00 A . 2 2 2
= lim = = — = Indeterminacion(L"Hopital) = lim = =—=
x>wo et —e  0—-0 o0 x> et e 0+0 oo
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EJERCICIO 2 (2.5 puntos)

Sea la funcion f :[-2,2]——R definida por f(x)=x’—2x+5.

a) [1,5 puntos] Determina las abscisas de los puntos, si existen, en los que la pendiente de la
recta tangente coincide con la pendiente de la recta que pasa por los puntos (-2, f(-2)) y
(2.1(2)).

b) [1 punto] Determina la ecuacion de la recta tangente y la ecuacion de la recta normal a la
gréafica de f en el punto de inflexion.

a) La pendiente de la recta que pasa por los puntos (-2, f(-2)) y (2, f(2)) vale:

f(-2)=(-2) -2(-2)+5=1
f(2)=2°-2-2+5=9

f(2
}: Pendiente = (

La pendiente de la recta tangente es la derivada. Igualamos las expresiones y hallamos el
punto o puntos pedidos.

f(x)=3x*-2

: 3 2-25 3 — 4= X = x:J_r\/E
Pendiente = 2 3 3

Existen dos puntos donde se cumple lo pedido: x = _\E; X= +\/§

b) Hallamos las coordenadas del punto de inflexion igualando a cero la segunda derivada.

f(x)=3x"-2= f " (x) = 6x
f7"(X)=0=6x=0=>x=0

Comof 7 (x)=6= f"7"(0)=6=0
La funcidn presenta un punto de inflexion en x = 0.

Hallamos la ecuacion de la recta tangente en x = 0.

f(0)=0°-2-0+5=5
= Yy-5=-2(x-0)=|y=-2x+5
f’(0)23-02—2:—2} ( ) -

Hallamos la ecuacién de la recta normal en x = 0.

f(0)=5
f) :>y—5=—i(x—0):> y=£x+5
f7(0) = -2 2 2
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EJERCICIO 3 (2.5 puntos)

Considera la funcion f :R — R definida por f (x)=x|x—1]. Calcula el area del recinto
limitado por la gréafica de dicha funcidn y su recta tangente en el punto de abscisa x = 0.

La funcién valor absoluto la expresamos como una funcion a trozos.

f(x)= x|x—1|:{

x(—x+1) si x<1
x(x-1) si x>1

Hallamos la ecuacidon de la recta tangente en el punto de abscisa x = 0. En el entorno de este
valor la funciénes f (x)=x|x-1=x(-x+1).

f(X)=x(—x+1)==x*+x—> f"(x)=-2x+1

f’(0)=-0+1=1
f(0)=0(-0+1)=0
y—-f(0)=17(0)(x-0)

=y-0=1(x-0)=y=x

Nos piden calcular el area del recinto limitado por la grafica de f (x)=x|x—1 y la recta

y = X. Averiguamos donde se cortan ambas

(X):X|X‘”}:x|x_q=x:

f
y=x

=

X(=x+1)=x—>-x"+Xx=X>-Xx"=0—>x=0

funciones.

x(x—l):x—>x2—x=x—>x2—2x=0—>x(x—2):0—>{

x=0
X=2

El recinto del cual queremos hallar el area es el valor absoluto de la integral definida de la
funcion entre 0 y 2 de la diferencia de las dos funciones. Como la funcion cambia de
definicion en x = 1y pertenece al intervalo (0, 2) dividimos el area en dos partes.

3 X2

1 _ 1 2 _ X
on(—x+1)dx_fo—x +xdx_{—?+?

-

f(x)=x|x=]|

El &rea del recinto es la suma de estos dos valores: %4‘% =1 unidad cuadrada.
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EJERCICIO 4 (2.5 puntos)
XF (X

Considera la funcién F:R — R definida por F(x)=jsen(t2)dt. Calcula lim——<.
: =0 sen(x* )

lim XE ) O F(0) L0 eterminacion (L Hopital)=...

x>0 sen(xz) - sen(oz) 0

La funcidn f(x) es continua en R por lo que la funcién F(x) es continua y derivable siendo

su derivada F"(x)=sen(x’)
Usando esta propiedad calculamos el valor del limite pedido.

_jim F (x)+xF"(x) i F (x)+xsen(x’) _ F(0)+0sen(0)
©oo0 2xecos(x?) 9 2x-cos(x?) 2-0-cos(0%)

_0_
0

S . F7(x)+sen(x*)+x-2x-cos(x*)
= Indeterminacion (L"Hopital)=lim =
(x2)+2x-2x-[—sen(x2ﬂ

x>0 2c0s

:“msen(x2)+sen(x2)+2x2-cos(xz): 0+0+0 :9:@
=0 2c0s(x*)—4x*-sen(x*) 2c0s(0)+0 2
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EJERCICIO 5 (2.5 puntos)

Una marca de vehiculos ha vendido este mes coches de tres colores: blancos, negros y rojos. El
60% de los coches blancos més el 50% de los coches negros representan el 30% de los coches
vendidos. El 20% de los coches blancos junto con el 60% de los coches negros y el 60% de los
coches rojos representan la mitad de los coches vendidos. Se han vendido 100 coches negros mas
que blancos. Determina el nimero de coches vendidos de cada color.

(Y34

Llamamos “x” al mimero de coches blancos, “y” al nimero de coches negros y “z” al
namero de coches rojos.

El nimero total de coches vendidos es x+y+z.

“El 60% de los coches blancos mas el 50% de los coches negros representan el 30% de
los coches vendidos™ - 0.6-x+0.50-y =0.30(x+y+2)

“El 20% de los coches blancos junto con el 60% de los coches negros y el 60% de los
coches rojos representan la mitad de los coches vendidos” >

0.20-x+0.60-y+0.60-z = 23 Y*2

“Se han vendido 100 coches negros mas que blancos” > y = x+100.

Reunimos las ecuaciones obtenidas en un sistema y lo resolvemos.

0.6-x+0.50-y =0.30(x+y+2) 6x+5y =3(x+y+2)
0.20-x+0.60-y+0.60-z = 7Y+ 2L L oy 6y +62 =102 Y2
y=x+100 y=x+100
6X+5y =3x+3y+3z 3x+2y-3z=0
oYXy ey 3x+2(x+100)-32=0
= 2X+6y+6Z=5X+5y+52; = -3x+y+z=0 = 3 100 0 =
y = x+100 y = x+100 T XAz =

3X+2Xx+200-3z =O} 5x —3z =-200

= = :>5x—3(—100+2x):—200:>
-2X+2z+100=0 z=-100+2x

|y =500-+100 = 600|
|2 =-100+ 2-500 =900

:>5x+300—6x—200:—x—500:>:>{

Se han vendido 500 coches blancos, 600 negros y 900 rojos.
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos)
0 0 m

1 00

Considera las matrices A=m 0 0|y B=|{0 0 1].

0O m O 010

a) [0,5 puntos] Determina para que valores de m tiene inversa de la matriz A?
b) [2 puntos] Paratodo m = —1 resuelve, si es posible, la ecuacién matricial AX + X =B.

a) Una matriz tiene inversa cuando su determinante es no nulo.

0 0 m

|Al=jm 0 0[=0+0+m°-0-0-0=m®

0 m O

|Al=0=m°’=0=>m=0
La matriz A tiene inversa cuando m es distinto de 0.

b) Despejo X de la ecuacion AX + X =B.

(A+1)X =B=X=(A+1)"B

Comprobamos que la matriz A + | tiene inversa viendo si su determinante es no nulo.

0 00 m 1 00
A+l=m 0 O0|+|/0 1 0|=

0 m O 0 01

1 0 m
|A+I|=m1

0 m 1

S r O

1
m
0

~ O 3

0/=1+0+m*-0-0-0=m*+1

A+1]=0=>m°+1=0=>m’ =-1=>m=3-1=-1

La matriz A + | tiene inversa pues m=—1. La calculamos.

1 m O 1 m 0 m 0 1
Adjl 0 1 m 0 1 m 1 m 0
4 Adj(A+1) m 0 1 1 [ mo |10 |1 m
(A+I) = = 3 = 3 —_ —
|A+I| m® +1 m*+1| [0 1] m 1 m 0
m O 1 0 1 m
1 m 0 m 0 1
. 1 m?> -m
(A+1)'=——|-m 1 m’
m +1|
-m 1
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Hallamos la expresion de la matriz X.

1 m* -m)1 00 1 -m m
X=(A+1)'B=—2|-m 1 m [0 0 1|]=——|-m m* 1
m +1 m +1
-m 1 )0 1 0 1 -—-m
OTRA FORMA DE HACERLO
a b c 0 0 m 1 00
X=|d e f|; A=fm 0 O|y B=|0 0 1
g h i 0 m O 010
0 0 m)ya b c a b c 1 00
AX+X=B=|m 0 0| d e f|+|/d e f|=[{0 0 1
0 m O)lg h i g h i 010
mg mh mi a b c 1 00 mg+a mh+b mi+c 1 00
ma mb mc|+/d e f|={0 0 1|=|ma+d mb+e mc+f =0 0 1
md me mf g h i 010 md+g me+h mf+i 010
mg+a=1
mg+a=1| mc4f=1
mh+b=01  me+h=1 L
mi+c=0 ho D m(—md)—gzl —mzd—gzl d(—mz—aj=1
ma+d =0 “m m m .
mb+e=0 }=>c=-mi :>m(—mi)—L=1 —_mii-t—1 :i(—mz——jzl =
m m m
mc+ f =1 a—ﬂ b b .
md+g=0 m m(—mb)—azl _mzb—a=1 b(—m ——J:l
me+h=1 e=-mb "
mf+i=0 | 9=-md
o
m
h_—_l -m 1
mm’+1 md+1
_ 2
m3+1 C:_ms_m:T_
d| - = go_—m m’+1 m’+1
m T a3
m°+1 -1 —-m 1 2
{ m®+1 . —-m mm’+1 md+1 1 2
=>I| - =1l =i=— = , (D X=— -m m 1
m m’+1 em_m—m___m m +1 1 _m
mé +1 N m’+1 m’+1
b(— - jzl m®+1 g=m-M _ m’
m*+1 m+1
f_—_l -m 1
mm’+l m’+1
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EJERCICIO 7 (2.5 puntos)

El plano perpendicular al segmento de extremos P(0, 3, 8) y Q(2, 1, 6) que pasa por su punto
medio corta a los ejes coordenados en los puntos A, B y C. Halla el area del triangulo cuyos
vértices son los puntos A, By C.

0,3,8)+(2,1,6
El punto medio M del segmento PQ tiene coordenadas M =( )+( )

=(12,7).

El plano 1 perpendicular al segmento PQ tiene como vector normal el vector @ Y
contiene al punto M.

PQ=(2,16)-(0,38)=(2-2,-2)

n=PQ=(2,-2,-2 7:2X-2y—-22+D=0
7[:{ Q ( ) { y =2-4-14+D=0>

“IM@L27)exn

=D=16=7:2x-2y-22+16=0=|7:X—y—-2+8=0

Hallamos los puntos de corte con cada uno de los ejes de coordenadas.

r:X—y—z+8=0
Ao ox _{y=o = Xx+8=0=x=-8=A(-8,0,0)
"1z=0

m:X-y-z+8=0
5 OY.{x=o =-y+8=0=y=8=B(0,8,0)
1z=0

T:X—y-2z+8=0
C—o OZ'{X:O =-2+8=0=2=8=C(0,0,8)
1y=0

El 4rea del triangulo ABC es la mitad del médulo del producto vectorial ABx AC .

AB=(0,8,0)-(-8,0,0)=(8,8,0)| . __.
AC =(0,0,8)—(-8,0,0) = (8,0,8)}

i ok
— ABxAC=|8 8 O0|=64i—64k—64]
8 0 8

ABx AC =(64,-64,-64)

|ABx AC| i (647 +(~64)" +(~64) i

5 32\/5 =55.426 unidades cuadradas

Area =
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EJERCICIO 8 (2.5 puntos)

Considera el punto A(-1, 1, 3) y la recta r determinada por los puntos B(2, 1, 1) y C(0, 1, -1)
a) [1,5 puntos] Halla la distancia del punto A a la rectar.

b) [1 punto] Calcula el area del tridangulo cuyos vértices son A, By C.

a) Hallamos la ecuacion de la rectar.

B(2 1 1)er v, =CB=(2,1,1)-(0,1,-1)=(2,0,2)

'{c(o, 1, —1)er:>r {8(2, 1, 1)er

=

‘=240t
—r:ly=1 ,teR
Y 14t
- -
]!
______ » |

Hallamos la proyeccidn ortogonal del punto A en la recta r. Para ello hallamos el punto A"
perteneciente a la recta tal que el vector AA” sea ortogonal al vector director de la recta
v, =(2,0,2).

X=2+2t
r.sy=1 ,teR 3
= A(2+2t,1,1+2t)
z=1+2t

Aer

AX =(2+2t,1,1+2t)—(-1.1,3) = (3+2t,0,-2+2t)

v, =(2,0,2)
AKX =(3+2t,0,-2+2t)p =(2,0,2)(3+2,0,~2+2t) =0 =
v,-AA =0
x=2+272-2-3
:>6+4t—4+4t:O:>8t=—2:>t:_—2=_—1:> y=1 =>A E11
8 4 Lo 1 272
z=1+2—====
4 4 2
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La distancia del punto A a la recta r es la distancia del punto A al punto A", es decir, el

médulo del vector AA .
AE=(311 ~(-11,3)= 202
2 2 2 2

2 2
d(Ar)=d(AK)=[AR]= [ 2] +07+[ 2 _ 52 _ 3 54 unidades
2 2) " 2

b) El area del triangulo ABC es la mitad del modulo del producto vectorial ABx AC .

AB=(211)-(-113)=(30,2) | . . [ 1 K -
— = ABxAC=38 0 -2/=-2j+12j=10j
AC=(0,1,-1)-(-113)=(1,0,-4) Lo 4

ABx AC =(0,10,0)

Area ABC = = |5 unidades cuadradas

A8xaC| (710707
2

2
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PevAU 2023 Ordinaria (suplente) Matematicas II

PRUEBA DE EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL

U ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS DE ADMISION 1 ATEMATICAS Il
ANDALUCIA, CEUTA, MELILLAY CENTROS en MARRUECOS
CURSO 2022-2023

Instrucciones: a) Duracién: 1 horay 30 minutos

b) Este examen consta de 8 ejercicios distribuidos en 2 bloques (A y B) de 4
ejercicios cada uno.

c) Cada ejercicio tiene un valor maximo de 2.5 puntos.

d) Se realizaran Gnicamente cuatro ejercicios, independientemente del bloque al
gue pertenezcan. En caso de responder a mas de cuatro ejercicios, se corregiran
Unicamente los cuatro que aparezcan fisicamente en primer lugar.

e) Se permitira el uso de calculadoras que no sean programables, ni graficas ni con
capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos
conducentes a la obtencion de resultados deben estar suficientemente justificados.

f) En la puntuacion maxima de cada ejercicio estan contemplados 0,25 puntos para
valorar la expresion correcta de los procesos y métodos utilizados.

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)
De entre todos los rectangulos de diagonal 10 cm (cada una), calcula las dimensiones del que

tiene mayor area.

EJERCICIO 2 (2.5 puntos)

. ., 1
Considera la funcion f (x)= Pk para x = 0.
X[X
a) [1 punto] Calcula los intervalos de concavidad y de convexidad de f, asi como los puntos
de inflexion de su grafica, si existen.
b) [1,5 puntos] Estudia y calcula las asintotas de la funcion. Esboza su gréafica.

EJERCICIO 3 (2.5 puntos)
Determina la funcion f :(0, +oo) — IR, sabiendo que es dos veces derivable, su grafica pasa por

el punto (1,0), f'(e)=ey f”(x)=2In(x)+1, paratodo x>0 (Indenota la funcion
logaritmo neperiano).

EJERCICIO 4 (2.5 puntos)
Considera las funciones f,g:R — R definidas por f(x)= ‘xz —1‘ y 9(Xx)=x+5.
a) [1,25 puntos] Calcula los puntos de corte de las graficas de ambas funciones y esboza el

recinto que determinan.
b) [1,25 puntos] Determina el area del recinto anterior.
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EJERCICIO 5 (2.5 puntos)
Sean las matrices

m+1 1 m-1 0 4 2
A=l 1 1 1 |,B=|0 0 4|yC=
m-1 1 m+l 2 21
a) [1 punto] Calcula m para que la matriz A tenga inversa.

= O O
o+~ O
o O

b) [1,5 puntos] Para m = 0, resuelve, si es posible, la ecuacion matricial %AX +C*=B.

EJERCICIO 6 (2.5 puntos)

X y z
Considera las matrices A=y x x|, B=(a¢ 1 1) y C=(1 1 1).
z 7y

a) [1,5 puntos] Discute el sistema BA=C, segun los valores de «.

b) [1 punto] Resuelve el sistema, si es posible, para « =0 y para o =1.

EJERCICIO 7 (2.5 puntos)
Determina el punto simétrico de A(2,—4, —3) con respecto al plano que contiene a los puntos

B(112),C(0,1/31) y D(-30,3).

EJERCICIO 8 (2.5 puntos)
Dados los puntos 0(0,0,0), A(2,~1,0), B(3,0,) y C(-x,1,~1), los vectores OA, OB y OC
determinan un paralelepipedo.
a) [1,5 puntos] Calcula los posibles valores de x sabiendo que el volumen del paralelepipedo
es 5 unidades cubicas.
b) [1 punto] Para x = 1, halla el area de la cara del paralelepipedo que contiene a los
vértices O, Ay B.
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SOLUCIONES

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)

De entre todos los rectdngulos de diagonal 10 cm (cada una), calcula las dimensiones del que
tiene mayor area.

10 cm

.
Aplicamos el teorema de Pitagoras al triangulo rectangulo de catetos x, y.

X2 +y? =10 = y? =100 - x> = y = /100 — x*

El &rea del rectangulo es Base-altura = xy .

A(x):xy:x\/loo—x2 —J100x% —x*: 0<x<10

Hallamos los puntos criticos de la funcion Area.

200x —4x3
A(X)=100x> —x* = A" (X) = —2—=
() () 24/100x2 — x*
200x — 4x°

A (x)=0= =28 —0=200x—4x’ = 0=
24/100x% — x*

x=0— Area=0

= 4x(50-x*)=0=
( ) {50x2=0—>x2=5o—> x =4/50 =7.07

Estudiamos el signo de la derivada antes y despues de x = J50.
e Enelintervalo (O\/%) tomamos x = 5y la derivada vale

3
A(5)= 200-5-4-5 _ 500 _ 4 | 4 funcién crece en (0\/%)
2(100-5*-5¢  +

e Enelintervalo (@,10) tomamos x = 8y la derivada vale
200-8—4-8° 448

A (8)= = <0. La funcién decrece en \/%,10 .
®) 2,100-8 -8*  + ( )

La funcidn sigue el esquema siguiente.

| V50
ST i

T 3 3 7 5 p § -
La funcidn tiene un maximo en X :@.
2
Para x:\/ﬁ tenemos que y=\/100—x2 = 100—(@) =«/ﬁ.

El rectangulo de &rea maxima con diagonal 10 cm es un cuadrado de lado J50 =7.07 cm.
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EJERCICIO 2 (2.5 puntos)

. - 1
Considera la funcion f (x)= W , para x =0,
X[X
a) [1 punto] Calcula los intervalos de concavidad y de convexidad de f, asi como los puntos de
inflexion de su grafica, si existen.
b) [1,5 puntos] Estudia y calcula las asintotas de la funcién. Eshoza su grafica.

a) Expresamos la funcién como una funcion a trozos.

f(x)= =

1 x(-x) x

Calculamos la derivada segunda y averiguamos cuando se anula.

_—gz—x‘z si x<0
X
(=1
—=x" si x>0
X
. 6
) 2x2% i X <0 3 —6x g Sl X<0
f'(x)= oy 0:>f (x)= A
—2x72 i X > ) )
6X4:F Si x>0

Esta expresion de la segunda derivada nunca se anula y en cada intervalo no cambia su
signo.

e Enelintervalo (—oo, 0) tomamos x = -1y la derivada segunda vale

f7(-1)= _64 =—6<0. La funcion es concava (N) en el intervalo (—,0).

e Enelintervalo (0, +oo) tomamos x = 1y la derivada segunda vale f”(1)= 124 =6>0.

La funcién es convexa (U) en el intervalo (0,+oo).

La funcién es concava (N) en el intervalo (—o0,0) y convexa (U) en el intervalo (0,+). No
presenta puntos de inflexidn, pues x = 0 no pertenece al dominio de la funcion.

b) Asintota vertical. x =a
¢ Xx=0 es asintota vertical?

. .o—-1 -1
i = =5 =
. .1 1
fim £ (x)=lim Sz =5 =+

x =0 es asintota vertical.
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Asintota horizontal. y=b

b= lim f(x)= lim == =0

2

X—>+00 X+ X +00

. .1 1
b=lim f(x)=lim==—=0

X—>—o0 X——0 X 400

y =0 es asintota horizontal.

Asintota oblicua. y=mx+n
No tiene asintota oblicua, pues tiene asintota horizontal.

Hacemos una tabla de valores y la representamos.

x<0 x>0

X |y= 1 X |y= L
o NG O NG

-2 | -0.25 0.5 4

-1 -1 1
05| -4 0.25

Asintota vertical x =0 | \
. Convexa
Asintata horizontal y =0 N

Céncava 1 L— si x<0
P S 0
' I

si x=0

£
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EJERCICIO 3 (2.5 puntos)

Determina la funcion f :(0, +oo) — IR, sabiendo que es dos veces derivable, su gréafica pasa por
el punto (1,0), f'(e)=ey f”(x)=2In(x)+1, paratodo x >0 (In denota la funcion
logaritmo neperiano).

Si la segunda derivada es f“(x)=2In(x)+1 su integral ser la derivada primera.

f'(x):jf”(x)dx:J'ZIn(x)+1dx=2J.In xdx+.|.dx:...

Integral por partes

Ilnxdx: u:lnx—>du=ldx :xlnx—jxidx=xlnx—jdx:xlnx—x
X X

dv=dx >v=x

wo=2(xInx=x)+x=2xInx=2x+x=2xInx—x+A
Si f’(e)=e entonces:

f(x)=2xInx—x+A

f'( ) }:e=2elne—e+A:>e:2e—e+A:>
g)=e

La primera derivada queda f"(x)=2xInx—x.

Si la primera derivada es f (x) =2xInx—x su integral sera la funcion.

f(x)=.[f’(x)dx:I2xlnx—xdx:ZIxInxdx—J‘xdx:...

Integral por partes

2 2
lenxdx: u:lnx—>du=1dx :X—Inx—JX—-idx:
X 2 2 X

X2
dv:xdx—>v:_|'xdx=—
2

2 2 2 2 2 2
:X—Inx—fidx:X—Inx—ljxdx:x—ln x—l-x—zx—lnx—x—
2 2 2 2 2 2 2 2 4

2 2 2 2 2
=2l S X i X k- x4+ B
2 4 2 2 2
La funcion tiene la expresion f (x)=x*Inx—x*+B.
Si su grafica pasa por el punto (1,0) > f(1)=0.
f(x)=x*Inx—x*+B
fgl)) . }:0=12In1—12+8:>

La funcion tiene la expresion f (x)=x*Inx—x*+1.
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EJERCICIO 4 (2.5 puntos)
Considera las funciones f,g: R —R definidas por f(x)=|x"~1y g(x)=x+5.
a) [1,25 puntos] Calcula los puntos de corte de las gréaficas de ambas funciones y eshoza el

recinto que determinan.
b) [1,25 puntos] Determina el area del recinto anterior.

a) Expresamos la funcion f(x) como una funcion a trozos.

X-1=0=>x’=1=>x=+1=+1

x*—1 si Xx<-1
f(x):‘xz—l‘: —x?+1si “l<x<1
x*=1 si x>1

Buscamos los puntos de corte de las graficas.

f(x):‘xz—l‘

g(x)=x+5 :‘xz—l‘:x+5:>

\/ > 1+5_3_X
1+./(-1) -4-1-(-6 —~=|3=
X2_1:X+5_>X2_X_6:O—)X: ( ) ( ):1i5: 2
2 2 1-5
- PR
—1+.12-41- _ —
Xz—lz_(x+5)—>X2+X+4:O—)x: 1_\/12 414: 1i2\/ 15: No existe

Como g(3) =3 +5=8yg(-2) =-2+5 = 3 los puntos de corte de las graficas son P(3, 8)y
Q(-2.3).

Hacemos una tabla de valores y esbozamos las
gréficas y el recinto que delimitan.

X y:‘x2 —]4 X | y=x+5 \ /
ST 3 2| 3
-1 0 -1 4 \ /
0 . 0 5 \ g(x)=x+5 5 /
1 0 6 ) Zona 3

8 8 Zona|2

Zona'T

\ /f(.\‘) :|.\‘3 —1‘
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b) El recinto del cual queremos hallar el area lo dividimos en tres zonas.
Calculamos el rea de cada una de ellas

Zona 1.
J':le+5—(x2 —1)dx = I::x+5—x2 +1dx = J:_Zl—x2 +X+6dx =

= {—§+ X?Z + 6x}_l = {— (_1)3 + (_1)2 + 6(—1)} —{— (_2)3 + (_2)2 +6(-2) |=

" 3 2 3 2
:}+1—6—§—2+12=4—Z+E: 13
3 2 3 3 2 |6
Zona 2:
Ilx+5—(—x2+1)dx:J‘lx+5+x2—ldx:J.l X2 + X+ 4dx =
-1 -1 -1
3 2 L 3 42 i 3 2
-1 -1
RS S B R (-1 +( ) +4(-1)|=
3 2 B 3 2 3 2
=1+g+4+1—g+4=8+2= 25
3 3 3 |3
Zona 3:
rx+5—(x2—1)dx=jax+5—x2+1dx=js—x2+x+6dx=
1 1 1
3 2 3 3 2 3 42
-2 X Lex| = —3—+3—+6-3 - —1—+1—+6-1 =
3 2 ) 3 2 3 2
:—9+g+18+1—l—6=3+§+1:7+l: 22
2 3 2 2 3 3 |3
El area del recinto es la suma de estos tres valores: E +§ +2_32 = @ =18.16.unidades
cuadradas.
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EJERCICIO 5 (2.5 puntos)
Sean las matrices

m+l1 1 m-1 0 4 2 0 01
A= 1 1 1 |,B={0 0 4/yC=/01 0
m-1 1 m+1 2 21 1 00

a) [1 punto] Calcula m para que la matriz A tenga inversa.

b) [1,5 puntos] Para m = 0, resuelve, si es posible, la ecuacion matricial %AX +C*=B.

a) Para que la matriz A tenga inversa su determinante debe ser no nulo.

m+1 1 m-1
A=| 1 1 1 |=(m+1)’+m-1+m-1-(m-1)°—(m+1)—(m+1)=
m-1 1 m+]

- m2+2m+1+2m—2—(m2—2m+1)—m—1—m—1:

= +2m+ X +2m-2— o + 2m - X - 2m -2=4m-4
|Al=0=4m-4=0=4m=4=[m=1|

El determinante de A se anula para m = 1. La matriz A tiene inversa para cualquier valor de
m distinto de 1.

b) Param = 0 la matriz A tiene inversa. Despejamos X en la ecuacion matricial.

L AX+C =B 1AX =B-C* = AX =2(B—C4):>X =2A‘1(B—C4)
2 2

Calculamos la inversa de A.

11 -
Al=|1 1 1|=1-1-1-1-1-1=-4%0
-11 1
1 1 -1 1 1 1 1
Adij 1 11 ‘1 j _‘—1 1 ‘—1 j
Afledj(AT): 11 1) 1 _‘1 —1‘ ‘1 -1 _‘1 1‘
A —4 -4 L 1] 1 1) |11
1 -y po-1 poa
‘1 1‘ _‘1 1 ‘1 1‘
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0o -2 2
A‘l=i—2 0 -2
-4
2 -2 0
Obtenemos la expresion de X.
0 0 1y0 0 1 100
C’=/0 1 0|0 1 0|=/0 1 Of=I
1 0 0){1 0O 0 01
100
C*'=C*C*=1-1=1={0 1 O
0 01
0 4 2y (100 -1 4 2
B-C*'=|0 0 4/-|0 1 0f=|0 -1 4
2 2 1) {001 2 2 0

0 -2 2)\-1 4 2

4 2+4 -8

X:2A’1(B—C4):2-i 2 0 20 -1 4 _1 2-4 -8-4 -4

2 -2 02 2 O

4 6 -8) (2 -3 4
X="t 2 12 al=|1 6 2

-2 10 4 1 5 2

-2 8+2 4-8
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos)
X y z

Considera las matrices A=y x x|, B=(e¢ 1 1) y C=(1 1 1).
zZ 7y

a) [1,5 puntos] Discute el sistema BA=C, segun los valores de a.

b) [1 punto] Resuelve el sistema, si es posible, para ¢« =0 y para o =1.

a) Obtenemos el sistema de ecuaciones asociado a la ecuacion matricial.

BA=C=(a 1 1)

N < X
N X <

z
x[=(1 1 )=
y

Xa+y+z=1 ax+y+z=1
= (Xa+y+z ya+x+z za+x+y)=(1 1 )= ya+x+z=1=>x+ay+z=1
Za+x+y=1 X+y+az=1

a 1 1
La matriz de coeficientes asociada al sistemaes A=| 1 « 1 |y la matrizampliada es
l 1 o
a 1 11
A/IB=|1 a 1 1].
1 1 al
Vemos cuando se anula el determinante de A.
a 1 1
A=[1 a l=a’+l+l-a-a-a=a’-3a+2
l 1 o
10 -3 2
|A|=0:>a3—3a+2=0:>1‘ 1 1 2=(a-1)(a’+a-2)=0=
111 2 [0
a—1=0—>
_ _1+3:1:a
- 0(2—1-05—2:O—>oc:_1i L _4.1.(_2)=_1i3: 2
2 2 -1-3
—=|2=«
2

Estudiamos tres situaciones diferentes.

CASO Ll Sia#l ya#-2
En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el rango de la
matriz ampliada A/B y el niimero de incAgnitas (3). El sistema es compatible determinado
(una dnica solucidn).
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CASO 2.Si a=1
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
El sistema queda tan sencillo que lo analizamos sin usar los rangos.

X+y+z=1 X=1-A-p
X+y+z=1;=>{Tres ecuaciones iguales} = x+y+z=1=1y=f , B AeR
X+y+z=1 z=1

El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones)

CASO3.Sia=-2
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
Obtenemos una matriz triangular equivalente utilizando el método de Gauss.

Fila12 + 2 - Fila 28 Fila1d+ 2 - Fila 32
2 111 2 1 11 21 1 1
AlB=|1 =2 1 1=, , ,, s 2 4 2 =X
1 1 21 _— . _—
0 -3 3 3> Fila22||0 3 -3 3—>Fila3®
Fila 3 + Fila 22 SR R,
2 1 11 0 3 .3 3 2 1 11
=0 83 33210 4 4 4 =|0 -3 33
0 3 33 170 0 6->Nuevarilaze| |22 06

A

La matriz A tiene rango 2 y la matriz ampliada A/B tiene rango 3. Los rangos son distintos
y el sistema es incompatible (sin solucion).

Resumiendo: Si o #1 ya # -2 el sistema BA=C tiene una tnica solucion, si o =-2 el
sistema no tiene solucion y si « =1 el sistema tiene infinitas soluciones.

b) Para a =0 el sistema tiene una Unica solucion la obtenemos a partir del sistema de
ecuaciones obtenido en el apartado a).

y+z=1 y=1-z2

X+z=1 X+z=1 X+z=1
X+z=1=>x+z2=1;= =

=72+72=1=>
X+1-z=1 Xx—2=0 X=12

X+y=1 X+y=1

=27=1=> z:%:

{HI!I!

ly=1-1/2=1/2|

., . 1
Para =0 la solucion del sistemaes x=y=z =5

X=1-A-p4
Para « =1 las soluciones son: <y=/ , B, A€, obtenidas en el apartado a).
z=1
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EJERCICIO 7 (2.5 puntos)
Determina el punto simétrico de A(2,—4, —3) con respecto al plano que contiene a los puntos

B(112),C(0,1/31) y D(-3,0,3).

Debemos hallar el punto A" simétrico del punto A respecto del plano T que contiene a los
puntos B, Cy D.

vA

l

I 4

n

T

0]

|

|

r

|

|

oA’

Hallamos la ecuacion del plano m que contiene los puntos B, C y D.
G:cﬁ=(1,1,2)—(o,1,1j:(1,3,1j
3 3 x=1 y-1 z-2
7:3v=BD=(-3,0,3)-(L12)=(-4,-11)=7:[ 1 2/3 1 [=0=

B(112)ex -4 -1 1

:>%x—§—4(y—l)—z+2+§(z—2)—(y—1)+x—l:0:>

2.2 8_ 16 5 5
=>—X———4y+4-724+2+-72-—-y+ L1 +X-L=0=>-X-5y+-z=0=
3 3 y 3 3 y+i 1 3 y 3

= 5Xx—15y+52=0=|7:x—3y+2=0)

Hallamos la recta r perpendicular al plano T que pasa por el punto A.

7:x-3y+2=0=n=(1-31)

{A(Z,—4,—3)er x=2+4
r{_. . =|r:qy=-4-34
v, =n=(1-31) 344

El punto medio M del segmento AA” es el punto de corte de la recta r con el plano .
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r:X=3y+2=0

X=2+A4
= 2+/1—3(—4—3/1)—3+/1=0:>
r<y=-4-341
2=-3+41

=2+4A+12494-3+1=0=2111+11=0=2111=-11=2A=-1=

x=2-1=1
=1y=—-4-3(-1)=-1=|M (1,-1,-4)
z1=-3-1=-4

Elpunto A" es M + AM .

AM =(1,-1,-4)—(2,-4,-3)=(-13,-1)

A'=M +AM =(1,-1,-4)+(-13,-1) =(0,2,-5)

El punto A" simétrico de A con respecto al plano que contiene a los puntos B, C y D tiene
coordenadas A"(0,2,-5)
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EJERCICIO 8 (2.5 puntos)

Dados los puntos 0(0,0,0), A(2,-1,0), B(3,0,x) y C(~x,1,—1), los vectores OA, OB y OC

determinan un paralelepipedo.

a) [1,5 puntos] Calcula los posibles valores de x sabiendo que el volumen del paralelepipedo es
5 unidades cubicas.

b) [1 punto] Para x = 1, halla el &rea de la cara del paralelepipedo que contiene a los vértices
O, AyB.

a) El volumen del paralelepipedo es el valor absoluto del producto mixto [OA, OB,OCJ :
OA=(2,-1,0)—-(0,0,0) =(2,-1,0)
0B=(3,0,x)-(0,0,0) =(3,0,x)

OC =(-x,1,-1)~(0,0,0) = (—x,1,~1)

2 -1 0
[O—A, o_B’,cf]z 3 0 x|=
-x 1 -

—0+x2+0-0-3-2x=|x*—2x—3]
Como el volumen del paralelepipedo debe valer 5 unidades cubicas tenemos:

x?—2x—-3=5-x2—2x-8=0—[1]

‘x2—2x—3‘:5:>
x2—2x—-3=-5-x2—2x+2=0-2]

2+6

Z 4=
Z>X:2i\/(_2)2_4'1(_8)=2i6= 2 X
2 2 2-6
—=|-2=Xx
2
2+/(-2) -41:2 .
:>x: ( g :Zi;/_4:Noexiste

Los dos valores buscados son x=-2y x=4.

b) Para x = 1 los puntos son O(0,0,0), A(2,-1,0), B(3,0,1).

Utilizamos la formula del area de un paralelogramo como el médulo del producto vectorial
de los vectores OA y OB que lo definen.

oA=(2-10)] . . |' 1 X _
. —OAxOB=[2 -1 0|=-i+3k-2j=(-1-23)
0B=(3,0,1) s 0 1

Area OAB =|OA x OB|= \/(—1)2 +(~2)" +3? = |\/14 = 3.74 unidades cuadradas

222 de 571 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PevAU 2023 Ordinaria (reserva) Matemdticas Il en Andalucia

PevAU 2023 Ordinaria (reserva) Matematicas I1
PRUEBA DE EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL
U ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS DE ADMISION 1A TEMATICAS I

ANDALUCIA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS
CURSO 2022-2023

Instrucciones: a) Duracion: 1 horay 30 minutos

b) Este examen consta de 8 ejercicios distribuidos en 2 bloques (A y B) de 4
ejercicios cada uno.

c) Cada ejercicio tiene un valor maximo de 2.5 puntos.

d) Se realizaran Unicamente cuatro ejercicios, independientemente del bloque
al que pertenezcan. En caso de responder a mas de cuatro ejercicios, se
corregiran Unicamente los cuatro que aparezcan fisicamente en primer lugar.

e) Se permitira el uso de calculadoras que no sean programables, ni gréaficas ni con
capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos
conducentes a la obtencion de resultados deben estar suficientemente justificados.

f) En la puntuacion maxima de cada ejercicio estan contemplados 0,25 puntos para
valorar la expresion correcta de los procesos y métodos utilizados.

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)
Determina las longitudes de los lados de un rectangulo de area méxima que esta inscrito en una
semicircunferencia de 6 cm de radio, teniendo uno de sus lados sobre el didmetro de ella.

EJERCICIO 2 (2.5 puntos)

_ _sen(x)—In(1+x) 1 iy :
Sabiendo que lim—; - =——, calcula a (In denota la funcion logaritmo
-0 ax’ —x+e*—cos(2x) 7

neperiano).

EJERCICIO 3 (2.5 puntos)

12 1
Calcula J > dx.
6 9—-x

EJERCICIO 4 (2.5 puntos)
Considera la funcion f :R — R definidas por f (x)=x*+1.
a) [0,75 puntos] Determina el punto de la grafica de f en el que la recta tangente es
y=4x-3.
b) [1,75 puntos] Haz un esbozo del recinto limitado por la grafica de f, larecta y=4x—-3 y
el eje de ordenadas. Calcula el area del recinto indicado.
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’ PRUEBA DE EVALUACION DE BACHILLERATO
PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS

DE ADMISION MATEMATICAS I
ANDALUCIA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS

CURSO 2022-2023

EJERCICIO 5 (2.5 puntos)

Una fabrica dispone de tres liquidos L1, Lo y L3, en los que se encuentran disueltas dos sustancias:
sodio y magnesio. Cada litro del liquido L1 contiene 120 mg de sodio y 90 mg de magnesio, cada
litro del liquido L, contiene 100 mg de sodio y 90 mg de magnesio y cada litro del liquido L3
contiene 60 mg de sodio y 180 mg de magnesio. ¢Es posible obtener un litro de un liquido
mezclando distintas cantidades de L1, Lo y L3 en el que la cantidad de sodio y de magnesio sea
de 100 mg cada una? En caso afirmativo, calcula dichas cantidades.

EJERCICIO 6 (2.5 puntos)

1 2m -1 1 -1 3
Considera las matrices A=| 3 0 -2 yB=0 2 1].
-3m 1 2 2 5 4

a) [1 punto] Determina los valores de m para que la matriz A tenga inversa.

b) [1,5 puntos] Calcula para m =1, si es posible, la matriz X tal que AX =B', donde B'
denota la matriz traspuesta de B.

EJERCICIO 7 (2.5 puntos)
Considera los puntos A(1,—-2,3) y B(2,0,-1).
a) [1,5 puntos] Halla los puntos que dividen el segmento AB en cuatro partes iguales.

b) [1 punto] Determina la ecuacién del plano perpendicular al segmento AB que pasa por el
punto medio de dicho segmento.

EJERCICIO 8 (2.5 puntos)
y z+1

Considera el plano 7=x+y+z=0 ylarecta r = X_1=§ = Halla la ecuacion del plano

1, paralelo a m, tal que si Q y Q" son respectivamente los puntos de corte de la recta r con los
planos t y ", entonces la distancia entre Q y Q" sea de 2 unidades.
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SOLUCIONES

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)
Determina las longitudes de los lados de un rectangulo de &rea méxima que esta inscrito en una
semicircunferencia de 6 cm de radio, teniendo uno de sus lados sobre el didmetro de ella.

La situacién planteada es la del dibujo. La semicircunferencia tiene radio 6 cm.

r==6cm

El &rea del rectangulo es A(x,y)=2x-y, 0<x<6,0<y<6.

Si miramos el dibujo tenemos un tridngulo rectangulo de hipotenusa 6 y de catetos x e y.
Aplicando el teorema de Pitagoras se cumple x* +y* =6°.

Sustituimos en la expresion de la funcion area.

X2+y?=36=y?=36—x*=y=+36-X°

A(X,y)=2x-y

y =36 X

Hallamos la derivada de la funcion y la igualamos a cero en busca de sus puntos criticos.

}:A(x)=2x 36-x*,0<x<6

72x — 4x° 72x — 4x°
A(X)=2x/36 - x2 = 24/36x% —x* = A" (X)=2 =
(%) (x) 2436x2 —x*  36x% —x*

72x—4x3

\J36x% — x*

A(x)=0= =0=72x-4x=0=18x-x*=0=>

Xx=0
18— x2=0—>x2=18 > [x =18 =32 = 4.24

- x(i-x)-0!

Averiguamos el valor de x que nos proporciona un area maxima viendo la evolucién de la
derivada de la funcién en el intervalo [0, 6].
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72-4 68

e Enelintervalo |0, Bﬁ tomamos x = 1y la derivada vale A"(1 =——>0
36-1 /35

. La derivada es positiva y la funcién crece en el intervalo [0, 3J§ )
e Enelintervalo (3\/5, 6] tomamos x = 5y la derivada vale

72-5-4.5° 140
~Bem 5 275
intervalo (3\/5,6].

<0. Laderivada es negativa y la funcion decrece en el

A'(5)

La funcién area tiene un valor maximo en x = 3\/5.
2
Para x =32 tenemos que y = 36—(3\/5) =J18=32.

El rectangulo de &rea maxima que esta inscrito en una semicircunferencia de 6 cm de radio
tiene unas dimensiones de base 2-3v2 =62 y de altura 3/2.
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EJERCICIO 2 (2.5 puntos)

_ _sen(x)—In(1+x) 1 g :
Sabiendo que lim—; - =——, calcula a (In denota la funcion logaritmo
x>0 ax’ —x+e*—cos(2x) 7

neperiano).

Calculamos el valor del limite.

| sen(x)-In(l+x) _ sen(0)-In(1+0)  0-0 0 _

=0 ax’ —x+e"—cos(2x) a-0°-0+e’—cos(2:0) 0-0+1-1 0

cos(x)—i
= Indeter min acién(L Hépital) = lim lix  _
x>0 2ax —1+€" + 2sen(2x)

1
i cos(O)—m 11 o
2a-0-1+e°+2sen(2:0) 0-1+1+0 0
1
—sen(xX)+———
() (1+x)2

= Indeter min acion(L"Hépital) = lim =
x>0 2a +e" +4¢0s(2x)

—-sen(0)+
B (0) (1+0)°  o+1 [ 1
2a+e’+4cos(2:0) 2a+l+4 |5+2a

. 1
Igualamos el valor del limite a -7

! =—1:>7:—5—2a:>12=—2a:> a=E:—6
5+2a 7 —2

El valor buscado es a=-6.
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EJERCICIO 3 (2.5 puntos)

12 1
Calcula J > dx.
6 9-x

Calculamos primero la integral indefinida usando el método de descomposicion en
fracciones simples.

1
dx =...
J9—X2

Descomposicion en fracciones simples
9-x*=0=>x*=9=x=+9=43

1 1 A B

9-x* (3-x)(3+x) :3—x+3+x

1 . A(B+x) B(3-x)  A(3+x)+B(3-x)

(3—x)(3+Xx) (3—x)(3+x)+(3—x)(3+x) (3—x)(3+x)

Xx=3—>1=6A—> A=1
1= A(3+%)+B(3-X)= 0

X=—3—>1:GB—>B:%

1 1 1/6 1/6

9-x* (3-x)(3+x) _3—x+3+x

1/6 1/6 1/6 1/6 1 1 1 1
o= | —+—dx=| —dx+ | —dx==| —dx+= | —dx=
3-X 3+Xx 3-X 3+X 6J) 3-X 6J 3+X

= 3= x|+ SInf3+ X|= | (~In[3- x|+ In[3+ )+ C
6 6 6

Aplicamos este resultado en el calculo de la integral definida pedida en el ejercicio.

12 1 1 12
| 9_X2dx:{g(—ln|3—x|+ln|3+x|)} _

6 6

= E(—In 3-12]+ In|3+12|)}—{%(—ln 36+ In|3+6|)} =

=—1In9+lln15+lln3—iln9=1(In15+|n3—2|n9)=
6 6 6 6 6

:E(In15-3—ln92):lln 15;3 =
6 6 9

1.5
“ln=
9
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EJERCICIO 4 (2.5 puntos)

Considera la funcion f :R — R definidas por f (x)=x*+1.

a) [0,75 puntos] Determina el punto de la grafica de f en el que la recta tangente es y =4x—3.

b) [1,75 puntos] Haz un esbozo del recinto limitado por la grafica de f, la recta y =4x—3 yel
eje de ordenadas. Calcula el area del recinto indicado.

a) Para que la recta tangente a la funcién f (x)=x*+1 enx =asea y =4x—3 deben
cumplirse dos cosas:
e Rectatangente y funcion coincidenen x=a.

a2
f(a)=2 +1}:>a2+1:4a—3:>|a2—4a+4:0|

y=4a-3

e La pendiente de la recta tangente (m) es el valor de la derivadaen x=a.

f'(x)=2x— f (a):2a}32a24:

m=4
Comprobamos que el valor obtenido cumple la primera condicion.
22 —4.24+4=4-8+4=0

Se cumple y el punto de la grafica es x=2. Para dicho valor y=4-2-3=5. El punto de la
gréfica tiene coordenadas (2, 5).

b) Averiguamos donde corta la funcion el eje de ordenadas (x=0).

(x)=x" +1} = £(0)=02+1=1=[P(0,1)

Averiguamos donde se cortan la funcion f (x)=x*+1y larecta y =4x-3.

f(x)=x*+1 , )
=X +1=4Xx-3=> X" -4x+4=0=>
y=4x-3

X_4i\/(—4)2—4(1)(4) 440

= X= = ; =2=>y=4.2-3=5=|Q(2,5)

La grafica de la funcion es una pardbola. Averiguamos su Vértice.

f"(x)=2x

f(x)=0

El vértice es el punto de corte con el eje de ordenadas (0, 1).

}:>2x:0:>x:0
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Hacemos una tabla de valores de la funcion f (x)=x"+1 yde larecta y=4x-3 y las
representamos.

X|y=4x-3 5

0 -3 \

1 1 4

2 5 \

x| f(x)=x*+1

0 1 )

1 2 f(x]:xzﬁ-l
2 5

~—

/

¥
El area del recinto es el valor de la integral definida entre 0 y 2 de la parabola menos la
recta.

I2x2+1—(4x—3)dx:rx2 +1—4x+3dx=j2x2—4x+4dx:
0 0 0

3 2 3 3
X oxeiax| =| 2022402 Y202 1a0]|=
3 R 3

=2_8+8-0= gzz.fmz
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EJERCICIO 5 (2.5 puntos)

Una fabrica dispone de tres liquidos L1, L2 y Ls, en los que se encuentran disueltas dos sustancias:
sodio y magnesio. Cada litro del liquido L1 contiene 120 mg de sodio y 90 mg de magnesio, cada
litro del liquido L, contiene 100 mg de sodio y 90 mg de magnesio y cada litro del liquido L3
contiene 60 mg de sodio y 180 mg de magnesio. ¢Es posible obtener un litro de un liquido
mezclando distintas cantidades de L1, Lo y Ls en el que la cantidad de sodio y de magnesio sea
de 100 mg cada una? En caso afirmativo, calcula dichas cantidades.

Llamamos “x” al nimero de litros de L1, “y” al nimero de litros de L2 y “Z” al nimero de
litros de Ls que hay que utilizar en la mezcla.
Hacemos una tabla con los datos.

Sodio (mg) Magnesio (mg)
x (litros de L1) 120x 90x
y (litros de L») 100y 90y
z (litros de L3) 60z 180z
TOTAL 120x+100y+60z | 90x+90y +180z

Por las condiciones dadas tenemos que:

“Obtener un litro de un liquido mezclando distintas cantidades de L1, Lo y Lz en el que la
cantidad de sodio y de magnesio sea de 100 mg cada una” ->

X+y+2z=1 90x+90y+180z =100; 120x +100y + 60z =100.

Intentamos resolver el sistema planteado.

X+y+z=1 X+y+z=1 X=1-y-z
90x+90y+180z =100 ;= 9x+9y+18z2=10;=9x+9y+182=10; =
120x+100y +60z =100 6x+5y+3z=5 6x+5y+3z=5

9(1-y-2z)+9y+18z=10] 9-9y-97+9y+182=10
= = =
6(1-y—z)+5y+3z=5 6-6y—6z+5y+3z=5

9z=1—> z:1 1 1
9Qr=>-y-3-=-l=2-y-—=-1=
9 3
-y-3z=-1
1 2 2 6 2 1 2
S-y=-l+Z=—-|ly=—=—||X=1-—-===
3 3 3 9 39 9

Es posible obtener la mezcla pedida con 2/9 de litro de L1, 6/9 de litro de L2 y 1/9 de litro de
Ls.
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos)

1 2m -1 1 -1 3
Considera las matrices A=| 3 0 -2 yB=0 2 1].
-3m 1 2 2 5 4

a) [1 punto] Determina los valores de m para que la matriz A tenga inversa.
b) [1,5 puntos] Calcula para m =1, si es posible, la matriz X tal que AX =B', donde B'
denota la matriz traspuesta de B.

a) Para que la matriz A tenga inversa debe de tener determinante no nulo. Calculamos su
determinante y averiguamos cuando se anula.

1 2m -]
|A|= 3 0 -2 =0+12m2—3—(0+12m—2)=12m2—12m—1
-3m 1 2

12+,/(-12) —4(12)(-1
|Al=0=12m*-12m-1=0=m= \/( )24 (22)( ):

i 12+ ,J(-12)° -4(12)(-1) 12183 _3:23

24 24 6
+
La matriz A tiene inversa para cualquier valor de m # 3_625J§
b) Para m=1 la matriz A tiene inversa. La calculamos.
1 2 -1
A= 3 0 -2|=|A=121"-121-1=-1=0
-3 1 2
1 3 -3 0 1 2 1 2 0
+ - +
Adil 2 0 1 -2 2 -1 2 -1 -2
L Ad(AT) o \a1 2 2) |3 -3 |1 -3 |1 3
A -1 2 2] 1 o2 12
3 -3 1 -3 +1 3
0 1 2 1 2 0
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Despejamos X en la ecuacion matricial, sustituimos el valor de la matriz inversa de A
obtenido y calculamos la expresion de X.

AX =B'= X =A"'B!

1 -1 3 1 0 2
B=|0 2 1|=B'=|-1 2
2 5 4 3

-2 5 41 0 2 -2-5+12 0+10+4 -4+25+16
X(O 1 1||-1 2 5|=| 0-1+3 0+2+1 0+5+4
-3 7 6){ 3 4 -3-7+18 0+14+6 —6+35+24
5 14 37
X—{Z 3 9
8 20 53
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EJERCICIO 7 (2.5 puntos)
Considera los puntos A(1,—-2,3) y B(2,0,-1).
a) [1,5 puntos] Halla los puntos que dividen el segmento AB en cuatro partes iguales.

b) [1 punto] Determina la ecuacion del plano perpendicular al segmento AB que pasa por el
punto medio de dicho segmento.

a) Necesitamos encontrar tres puntos P, Q y R tales que dividen el segmento AB en cuatro
partes iguales.

A

Para determinar las coordenadas del punto P hallamos el vector AB . El vector AP sera la
cuarta parte del vector AB.

AB=(2,0,-1)-(1,-2,3)=(12,-4)

Ap_MB_(124) (11
4 4 4 4 4 2

El punto P se obtiene sumando a las coordenadas de A el vector AP .

P=A+ﬁ=(1,—2,3)+(1,1,—1 (2235
4'2 4" 2

El punto Q se obtiene sumando a las coordenadas de P el vector AP .
Q=P+AP= S B2 L q)o(8 2123 1n
4 2 4 2 4 2 2
El punto R se obtiene sumando a las coordenadas de Q el vector AP .
R=Q+AP= 3 aal+[E L a)(L 2o
2 4 2 4 2

Como comprobacién deberiamos obtener el punto B al sumar a R el vector AP .

R+ﬁ=(%,;,oj+(i 1,—1}:(%,0,—1}:(2,0,—1): B

4’2
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Los puntos que dividen el segmento AB en cuatro partes iguales son PG_;ZJ
3 7 -1
—,-11 Rl —,—,0].

Q(z J ’ [4 2 )

b) El punto medio del segmento AB es el punto Q(g,—l,l}

Como el plano que nos piden hallar es perpendicular al segmento AB el vector normal de
dicho plano es el vector AB=(1,2,—4).

Nos piden hallar la ecuacion del plano que pasa por el punto Q y que tiene por vector normal
el vector AB =(1,2,-4).

Q[g,—mjen :Q(g,—l,lJEE

=2 +2(-1)-4(1)+D-0=
n=AB=(L2,-4)] 7=x+2y-4z+D=0

:>§—2—4+D:O:>D:6—§=g:>7rzx+2y—4z+g=0:>
2 2 2 2

=|r=2X+4y-82+9=0

El plano buscado tiene ecuacion 7 =2x+4y—-8z+9=0.
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EJERCICIO 8 (2.5 puntos)

Considerael plano 7=x+y+z=0 ylarecta r = x—1=%=z—le . Halla la ecuacion del plano

1, paralelo a m, tal que si Q y Q" son respectivamente los puntos de corte de la recta r con los
planos m y ", entonces la distancia entre Q y Q" sea de 2 unidades.

Siel plano n” es paralelo al plano 7 =x+y+z=0 tiene ecuacion z'=x+y+z+D=0.
Hallamos las ecuaciones paramétricas de la recta r.

Xx=1+4
P (10,-1

rEX—]_:X:ZT-Fl:};( )}:rz y:2/1 , AeR
v =(12.2) 7=-1+22

Hallamos el punto Q de corte entre el plano n y la recta r.

T=X+y+z=0

x=1
Xx=1+A1
i " =1+1+21-1424=0=51=0=>1=0=:y=0 =|Q(10,-1)
= y:

z=-1
z=-1+21

Hallamos el punto Q" de corte entre el plano =" y la recta r.

7'=x+y+z+D=0

X=1+A1
=1+1+24-1+21+D=0=54+D=0=>
r=y=24
z=-1+21
x:l—2
5
-2, _[;_D _2D _ _QJ
5 5 5 5 5
__1.2b
5

o0 =[1-B _2D , 2D} _4_
:QQ—(l 2.~ 2 5] (1L0-1)=
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oo (52T -

_ [D?, 4D*  4D? :\/9D2 _(3[D]

“\N25 7 25 25 25 5

Igualamos la distancia a 2 unidades para determinar el valor de D y por tanto la ecuacion del
plano .

3ID] D:E—wr'zx+y+z+%:0—>|7r'z3x+3y+32+10:0|

—:2:>|D|:E:>
5 3

Dz—%—m"zm y+z—%=0—>|7r”53x+3y+3z—10=0|

Los planos que cumplen lo pedido en el ejercicio son 7"=3x+3y+3z+10=0 y también
77=3x+3y+3z-10=0
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PevAU 2022 Extraordinaria Matematicas I1

’ PRUEBA DE EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL

ACCESO A L’A UNIVERSIDAD Y PRUEBAS DE ADMISION .\ A TEMATICAS I
ANDALUCIA, CEUTA, MELILLAYY CENTROS en MARRUECOS
CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA, CURSO 2021-2022

Instrucciones: @) Duracién: 1 horay 30 minutos

b) Este examen consta de 8 ejercicios distribuidos en 2 bloques (A y B) de 4
ejercicios cada uno.

c) Cada ejercicio tiene un valor maximo de 2.5 puntos.

d) Se realizaran Unicamente cuatro ejercicios, independientemente del bloque
al que pertenezcan. En caso de responder a mas de cuatro ejercicios, se
corregiran los cuatro que aparezcan fisicamente en primer lugar.

e) Se permitira el uso de calculadoras que no sean programables, ni gréaficas ni con
capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos
conducentes a la obtencion de resultados deben estar suficientemente justificados.

f) En la puntuacion maxima de cada ejercicio estan contemplados 0,25 puntos para
valorar la expresion correcta de los procesos y métodos utilizados.

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)

. . ax
Calcula a sabiendo que lim =
=+ (Inx)” +2x

=1 (donde In denota la funcion logaritmo neperiano)

EJERCICIO 2 (2.5 puntos)
Calcula los vértices y el area del rectangulo de area maxima inscrito en el recinto limitado por la

gréfica de la funcion f :R——R definida por f(x)=—x*+12 yel eje de abscisas, y que tiene
su base sobre dicho eje.

EJERCICIO 3 (2.5 puntos)

Calcula J.B#
S l+x-1

dx (Sugerencia: efectta el cambio de variable t =1+ x —1).

EJERCICIO 4 (2.5 puntos)
Considera las funciones f,g:R——R definidas por f (x)=x°+2y g(x)=-x"+2x+2.
a) Calcula los puntos de corte de las graficas de fy g. Esboza sus graficas. (1,25 puntos)
b) Determina el area del recinto limitado por las graficas de f y g en el primer cuadrante.
(1,25 puntos)
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PRUEBA DE EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL

U ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS DE ADMISION  \1arenimicne
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EJERCICIO 5 (2.5 puntos)

1
a

N -

a
) C_10—2
21 y &=

2 -1 -1
2 2 0

a) Determina los valores de a para los que la matriz B no tiene inversa. (0,5 puntos)
b) Para a =1 calcula X tal que AXB=C, si es posible. (2 puntos)

1 0
Considera las matrices A=[ j B=

EJERCICIO 6 (2.5 puntos)

a b c
Sesabeque |[p q r|=-2.
X y z
a C b
a) Calcula: | 2x 2z 2y| (1 punto)
-3p -3r -3q
X a—-3p -2a
b) Calcula: [y b-3g -2b| (1,5 puntos)
z c-3r -2c

EJERCICIO 7 (2.5 puntos)

X=5+24
Considera lasrectas r=x+1=y—a=-z y S=4y=-3
1=2-4
a) Calcula a para que r y s se corten. Determina dicho punto de corte. (1,5 puntos)
b) Halla la ecuacién del plano que pasa por P(8, -7, 2) y que contiene a la recta s. (1 punto)

EJERCICIO 8 (2.5 puntos)

Seaelplano 7=x+y—z=2 ylarecta rzx:%zz—l.

a) Calcula, si existe, el punto de interseccion de my r. (0,75 puntos)
b) Dado el punto Q(2,6,3), halla su simétrico respecto del plano m. (1,75 puntos)
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SOLUCIONES

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)

. . X ., . .
Calcula a sabiendo que lim (I% =1 (donde In denota la funcion logaritmo neperiano)
x>+ (Inx)” 42X

Calculamos el valor del limite en funcion de “a”.

lim a—;( =2 Indeterminacion(L"Hopital)=
=+ (Inx) +2x o

. a : a .
=lim —m——=lim ————=lim ————=
X 3(In X)Z l+2 =+ 3(Inx =+ 3(Inx)" +2x
X +2 T
X X
= lim a—); -2 Indeterminacion(L"Hopital) =

==3(Inx)" +2x  ©

. : . ax
=lim—=Ilim———=lim—--=
6(Inx)1+2 6(Inx)+2x 6(Inx)+2x
X X
= Indeterminacion(L"Hopital)= lim 2 _im =
X—>+0 l X—>+o0 6
6—+2 —+2
X X

Grado del numerador

= lim a__ lim x__ igual que el grado del —
x—+0 0+ 2X x40 G 4+ 2X ] 2
Ty denominador

Como el limite debe valer 1 debe ser %:1:

El valor de “@” que hace cierta la igualdad es a = 2.
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EJERCICIO 2 (2.5 puntos)
Calcula los vértices y el area del rectangulo de area méxima inscrito en el recinto limitado por la

gréfica de la funcidon f :R——R definida por f(x)=—-x*+12 yel eje de abscisas, y que tiene
su base sobre dicho eje.

Veamos cuando corta el eje de abscisas la pardbola.

f(x)=—x*+12
y=0

}:—x2+12:0:>x2:12: X =+J12

Hacemos una table y dibujamos la situacién planteada.

X |y=-x*+12 u \
_J12 0 10
2 8 A A
0 2z (=x, f(-x)) 8 (x, fix))
2 8
J12 0 / \ fl)=—x* +12

1o
w i

El area del rectangulo rojo del dibujo es:

Area = base-altura = 2x- f (x) = 2x(—x* +12) = -2x° + 24x

La funcion que debemos maximizar es A(x) =-2x>+24x, Xe [O, +\/1_2]
Hallamos su derivada y la igualamos a cero.
A(X)=-2x°+24x = A'(x) =-6x" + 24
A(X)=0=-6x*+24=0=x*~4=0=>x* =4 = x=/4 =2
Comprobamos si es maximo o minimo utilizando el signo de la segunda derivada.
A(x)= —6X° +24= A" (x)=—12x= A"(2)=-12(2)=-24<0

Como la segunda derivada es negativa tenemos que en x = 2 hay un maximo relativo de la
funcion area.

El &rea méxima es A(2)=-2-2°+24-2=-16+48=|32 u*

Para x = 2 la funcion vale f(2)=-2°+12=8. Parax = -2 toma el mismo valor f(-2)=8

Las coordenadas de los vértices son: (-2, 0); (2, 0); (-2, 8) y (2, 8).
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EJERCICIO 3 (2.5 puntos)

Calcula Is#
S l+x-1

dx (Sugerencia: efectiia el cambio de variable t =1+ x —1).

Calculamos primero la integral indefinida usando el cambio de variable sugerido.

Cambio de variable

t=VI+x-1->t+l=+/1+x :f%2(1+t)dt:

(t+ ) = +x—>2(1+t)dt_dx

J

1+t 1 t
:ZJ—dt ZJEdtJrZJ'fdt:2In|t|+2_[dt:2ln|t|+2t:

“t=VIrx-1

{Deshacemos el cambio

}=2|n‘\/1+_x—1‘+2\/1+_x—2+}<:

:2In‘\/1+_x—1‘+2\/1+_x+K

Lo aplicamos en el calculo de la integral definida pedida.

IJ1+_ 1dx [2In‘«/l+—x l‘+2\/1+_x}

:[Zln‘\/1+—8—1‘+2\/1+_8}—[2In‘\/1+_3—1‘+2\/1+_3} -

=2In2+6-2In1-4=(2+2In2
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EJERCICIO 4 (2.5 puntos)
Considera las funciones f,g:R——R definidas por f (x)=x°+2y g(x)=-x"+2x+2.
a) Calcula los puntos de corte de las gréficas de fy g. Esboza sus gréficas. (1,25 puntos)

b) Determina el &rea del recinto limitado por las graficas de f y g en el primer cuadrante. (1,25
puntos)

a) Calculamos los puntos de corte de las gréaficas de fy g.

f(X)=g(X)=> X +2=-x*+2x+2= X’ +x*-2x=0=

Xx=0
, -1+3 T«
=x(xX*+x-2)=0= 1+ 1?-4(-2) -1+ L=
( ) X 4+x-2=0=x= ( ): 123 ] 2
2 2 |1-3_5z
2

Las graficas se cortanenx =-2,x=0yx = 1.
Como f(-2)=(-2)"+2=-6, f(0)=0°+2=2y f(1)=2°+2=3 los puntos de corte
tienen coordenadas (-2, -6), (0, 2) y (1, 3)

Para dibujar sus graficas hacemos una tabla de valores.

y=x>+2 3 -‘L
2| -6 |
-1 1

T
-

2 6
1 1
0 2 2
1 3
2 2 }
3 1

i
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b) En el primer cuadrante el recinto limitado por las gréficas esta situado entre O y 1.
El &rea es la integral definida de la diferencia de las dos funciones entre 0 y 1.

Area:I:g(x)— f (x)dx:jol—xz+2x+2—(x3+2)dx:J.:—x2 +2x+2-x*—2dx =

3 1
:r—x3—x2+2xdx:[—x——x—+x2} =[
0 4 .

1l
3

4 14
3 4
S 041702
12
g(x)=—="+2x+2

=
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EJERCICIO 5 (2.5 puntos)

BLOQUE B
1
. ) 1 0
Considera las matrices A=[ j B=|2

a
1 0 -2
llyC=
-2 1 2 -1 -1
2 20
a) Determina los valores de a para los que la matriz B no tiene inversa. (0,5 puntos)
b) Para a =1 calcula X tal que AXB=C, si es posible. (2 puntos)

a) Para que no tenga inversa la matriz B su determinante debe ser nulo.

1 1 a
B|=]2 a 1{=0+2+4a-2a’°+0-2=-2a’+4a
2 20

|B|=0=-2a’+4a=0=-2a(a-2)=0=10

a=2
La matriz B no tiene inversa cuandoa=00a= 2.

b) Para a =1 la matriz B tiene inversa y la matriz A también.
Despejamos X en la ecuacion matricial.

AXB=C =X =A"'CB™

Hallamos la matriz inversa de A.

1 0
A:( ]:>|A|:1¢0
2 1

AleduAT)fd"@ 3(1 !

|A 1 2 1

Hallamos la inversa de B.

111 111
B=(2 11 :>|B|:2 1 1|=2+4-2-2=2
2 20 2 20
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1 2 2 +12 12+11
Adj|1 1 2 1 0 1 0 1 1
L, Adj(BT) 110 1] 22 p2 @2
= = = —| — _|_ —
B 2 2l 1o Lo 1
2 2 1 2 1 2
+ - +
1 2 1 2 1 1
-2 2 0 -1 1 0

Calculamos la matriz X.

-1 1 0

. (1 0)1 0 -2
x=atcet=|_ T T 1 1 vz =
1 0 -1/2

(1 0) -1-2 1 1 (1 031 1) ( -3 1 1
12 1 )l2-1-1 241 -1/2+1/2) \2 1)l-4 3 0) |-6-4 243 2

-3 11
X =
-10 5 2
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos)

a b c
Sesabeque |p q r|=-2.
X y z
a C b
a) Calcula: | 2x 2z  2y| (1 punto)
-3p -3r -3q
X a-3p -2a
b) Calcula: |y b-3q -2b| (1,5 puntos)
Z c-3r -2

a) Usamos las propiedades de los determinantes.
a c b a b c

Intercambiamos columna 22 y 32
2X 27 2y|= ] . ; =—|2x 2y 2z|=
El determinante cambia de signo
-3p -3r -3q -3p -3q -3r
) a b c a b c
Sacamos factor comdn
= _ _ =-2(-3)|x y z|=6|x y z|=
2enfila 22y —3en fila 32
pqr pqr
Intercambiamos Fila 28 y 32 a b
= : R =-6p q r|=-6-(-2)=[12]
El determinante cambia de signo

X y z

b) Usamos las propiedades de los determinantes.
X a-3p -2a
y b-3q -2b=
zZ c-3r -2

a -2al |[x -3p -2a
b -2bl+|y -3q -2b|=
c —2c| |z -3r -2

En la columna 22
la separamos en dos determinantes

N < X

X a a X
= {Sacamos factor comin} =-2|y b b|+(-3)(-2)|ly a b|=
z ¢ ¢

En el primer determinante En el segundo determinante
=<la columna 22 y 32 son iguales ;< intercambiamos columna 12y 32 ¢ =
El determinante vale 0 El determinante cambia de signo

a p ) a b c
{Trasponemos la matriz

=0-6|b = =-6 =-6(-2)=[12
Y171 Bl determinante no cambia} Pt (-2)=i2
cC r z X y 1z
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EJERCICIO 7 (2.5 puntos)

X=5+24
Considera lasrectas r=x+1=y—a=-z y S=y=-3
z2=2-1
a) Calcula a para que r y s se corten. Determina dicho punto de corte. (1,5 puntos)
b) Halla la ecuacion del plano que pasa por P(8, 7, 2) y que contiene a la recta s. (1 punto)

a) Resolvemos el sistema formado por las ecuaciones de las rectas.

r=x+l=y-a=-z2
X=5+21
S=qy=-3
z2=2-1

:>5+2/1+1:—3—a:—(2—/1):>6+2/1:—3—a:—2+/1:

=la=-9-2(-8)=7

{6+2/1:—3—a—>a:—9—2/1

=
6+24=-2+1—>8=-1—[1=-8]

Para que el sistema tenga solucion debe ser a = 7.

Termino de resolver el sistema con el valor a = 7 y determino las coordenadas del punto A de
corte de las dos rectas.

X=5+2(-8)=-11
A=-8={y=-3 = |A(-11,-3,10)
z=2-(-8)=10

b) El plano que contiene a la recta s tiene como uno de sus vectores directores el director de la
recta. El otro vector director es el vector Q,P que une el punto Py un punto Q, de la rectas.

X=5+24 {QS(S,—&Z) -
s=iy=-3 ={ =Q,P=(8-7,2)-(5-3,2)=(3,-4,0)
S v, =(2,0,-1)
u=v,=(20,-1) Xx-8 y+7 z-2
v=QP=(3-40){=>7z=2 0 -1|=0=
P(8-7,2)ex 3 —4 0

= -3y—-21-82+16-4x+32=0= -4x-3y-82+27=0= |r =4x+3y+82-27=0
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EJERCICIO 8 (2.5 puntos)

Seaelplano 7=x+y—z=2 ylarecta rzx=%=z—1.

a) Calcula, si existe, el punto de interseccion de my r. (0,75 puntos)
b) Dado el punto Q(2, 6,3), halla su simétrico respecto del plano m. (1,75 puntos)

a) Hallamos las ecuaciones paramétricas de la recta r.

X=4
x-0 y-0 z-1 P.(0,0,1)
v =(L31) z=1+4

Planteamos el sistema formado por las ecuaciones de recta y plano e intentamos resolverlo.

T=X+Yy—-2=2

A iai-(144) =22 4431-1-1=2>
r=y=341
z=1+41
x=1
=31=3=2>1=1=:{y=3 =|A(13,2)
7=1+1=2

Recta y plano son secantes y se cortan en el punto A(1, 3, 2).

b) Dibujamos la situacién planteada.

-}

= --—|--&-——----=

!

Hallamos la recta s perpendicular al plano  que pasa por el punto Q.

nzx+y—z=2:>ﬁ=(l,1,—1)

S=<qy=6+41

- - X=2+A
w:n:QL—Q}
=
z2=3-41

Hallamos el punto M de corte de recta y plano.
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T=X+y—7=2
X=2+A4
=2+A+6+1-(3-1)=2=2+1+6+1-3+1=2=
S=<y=6+41
z=3-1

=M (1,5,4)

X=2
=>31=-3=2A=-1=:.y=6
z=3

El punto Q" simétrico de Q respecto del plano Tt se obtiene sumando al punto M el vector

QM .

QM =(1,5,4)-(2,6,3)=(-1-11)

Q=M +QM =(1,5,4)+(-1-11)=(0,4,5)

El punto Q" simétrico de Q respecto del plano T tiene coordenadas Q°(0, 4, 5).
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PevAU 2022 Extraordinaria (suplente) Matematicas II
PRUEBA DE EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL

U ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS DE ADMISION MATEMATICAS II

ANDALUCIA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS
CURSO 2021-2022

Instrucciones: a) Duracion: 1 horay 30 minutos

b) Este examen consta de 8 ejercicios distribuidos en 2 bloques (A y B) de 4
ejercicios cada uno.

c) Cada ejercicio tiene un valor maximo de 2.5 puntos.

d) Se realizaran Unicamente cuatro ejercicios, independientemente del bloque
al que pertenezcan. En caso de responder a mas de cuatro ejercicios, se
corregiran los cuatro que aparezcan fisicamente en primer lugar.

e) Se permitira el uso de calculadoras que no sean programables, ni gréaficas ni con
capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos
conducentes a la obtencion de resultados deben estar suficientemente justificados.

f) En la puntuacion maxima de cada ejercicio estan contemplados 0,25 puntos para
valorar la expresion correcta de los procesos y métodos utilizados.

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)

e —e* —x
Sea f la funcion la funcién continua definida por f (x)= X2
Y7, si x=0

six%0

a) Calcula A y . (1,25 puntos)
b) Para A =2, calcula la ecuacion de la recta tangente a la gréfica de f en el punto de abscisa
x=1. (1,25 puntos)

EJERCICIO 2 (2.5 puntos)

4 2
Considera la funcion f definida por f(x) = LX;FZ , para x = -2.
(x+2)
a) Estudia y halla las asintotas de la gréafica de f. (1,5 puntos)
b) Calcula la ecuacién de la recta normal a la grafica de f en el punto de abscisa x=0. (1

punto)

EJERCICIO 3 (2.5 puntos)

3 2
Calcula JZX +22X 2X+7dx.
X"+ X=2

EJERCICIO 4 (2.5 puntos)
Considera las funciones f,g:R——>R definidas por f(x)=x*y g(x)=a|x|,cona > 0.

Determina el valor de a para que el area total de los recintos limitados por las graficas de ambas
funciones sea de 9 unidades cuadradas.
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’ PRUEBA DE EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL

ACCESO A I:A UNIVERSIDAD Y PRUEBAS DE ADMISION A tEMATICAS I
ANDALUCIA, CEUTA, MELILLAY CENTROS en MARRUECOS
CONVOCATORIA ORDINARIA, CURSO 2021-2022

EJERCICIO 5 (2.5 puntos)
Considera el sistema de ecuaciones lineales:

a 1 1)\(x 0
a -1 1]y|=|0
a 0 a)\lz 0

a) Discute el sistema segun los valores de a. (1,25 puntos)
b) Para a = 1 resuelve el sistema y da una solucion del mismo diferente de la solucion
trivial, si es posible. (1,25 puntos)

EJERCICIO 6 (2.5 puntos)
Considera el sistema:

X — my — 22 = m
X + Yy + z = 2m
X + 2y + mz = 3m

a) Discute el sistema segun los valores de m. (1,75 puntos)
b) Para m = 1 resuelve el sistema, si es posible. (0,75 puntos)

EJERCICIO 7 (2.5 puntos)
Seaelplano 7=2x+y-2z-2=0.
a) Halla las ecuaciones de los planos paralelos a = que distan 2 unidades de dicho plano. (1,5
puntos)
b) Calcula el volumen del tetraedro cuyos vértices son el origen de coordenadas y los puntos
de corte del plano x con los ejes coordenados. (1 punto)

EJERCICIO 8 (2.5 puntos)

X+y-3z=4
X—y+z=-2

a) Estudia la posicién relativa de r y s. (1,5 puntos)
b) Calcula la ecuacién del plano que contiene a s y es paralelo a r. (1 punto)

Considera lasrectas r=x=1-y=zy s z{
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SOLUCIONES

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)

e —e* —x
Seaf la funcion continua definida por f (x) = X2
7 si x=0

si x#0

a) Calcula Ay . (1,25 puntos)

b) Para A =2, calcula la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa
x=1. (1,25 puntos)

a) La funcidn debe ser continua en x = 0 y para ello debe cumplirse que Iirr01 f(x)=f(0).

Calculamos el valor del limite.

AX X 0 0
Iimf(x)=|ime e-x_e-e-0 11 0_ Indet er min acion (L Hépital) =
x—0 x—0 X2 02 0

_lim e —e*-1 2e°-e°-1 A-1-1 A-2
X0 2X 20 0 o

Existen dos posibilidades: 1—2=00 A-2#0.

Si A—2=0entonces el limite anterior queda:

. A-2
lim f (X)==—==w
Pero entonces tenemos que:
legg f (X) =00
f(0)=u => o0 = 1. Esto no es posible.
lim f (x) = (0)

x—0

Por lo que debe ser A-2=0 :. Y seguimos calculando el limite.

2x X
lim £ (x) =lim =2 =% % _ jim

2™ —e* -1 2-1-1
x—0 x—0 X2 0 xo0 2X 0

0
0

= Indeter minacion(L Hépital) = Iirrg

El valor de 4 es 2y el limite vale 3/2.

Aplicamos la continuidad en x = 0.
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. 3
lim f(x)=3 3
f(0)=u :>E =l
lim f (x) = (0)
Los valores buscados son 1 =2y u =g
ﬁ si x=0
b) Para 2 =2 la funcion queda f (x)= X2 .Enelentornodex=11a
U si x=0
L e —e*—x
funcion es f(x)zT.

La ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x=1 es

y—f(1)=f"(1)(x-1).

X X 2X X 2 2X _ aX
f(x):ez _Xi _X:f,(x):(Ze e l)xx42x(e e x):>

- f'(l):(262‘91‘1)'12—2(32—61—1) %{_6_1_1%”“2 _

T = e+1

fr()=e+lt=y—(e’—e-1)=(e+1)(x-1)=

= y=(e+l)x-e-1+e’—e-1=|y=(e+1)x+e’—2e-2
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EJERCICIO 2 (2.5 puntos)

4 2
Considera la funcion f definida por f(x) = LX:Z , para x =—2.

(x+2)
a) Estudia y halla las asintotas de la gréafica de f. (1,5 puntos)
b) Calcula la ecuacion de la recta normal a la gréfica de f en el punto de abscisa x=0. (1
punto)

a) El dominio de la funcién es R —{-2}.

Asintota vertical. x=a
¢, X =—2 es asintota vertical?

4 2 9\ _a(_9)\? _
lim f(x):limx —3x :Zz( 2) —3( 23) +2_16 12+2_6_
X—>-2 X—>—-2 (X+2) (_2+2) 0 0

X =—2 es asintota vertical.

Asintota horizontal. y=b

x*—3x%+2

b=lim f(x) = lim !

X—>00 X—>00 ( X 4+

= {Grado del denominador < grado del numerador} =00
No tiene asintota horizontal.

Asintota oblicua. y=mx-+n
Calculamos el valor de m.

x*—3x*+2 ¢ w2 o
C(x42)¥ 4 2 ——3—+—
motimt®) i 2 X2 T
Xx—>o X X—>00 X X—>00 X(X+2) X—>00 m
X4
3 2 2
. 1-—=+= ) 1I-—=+= ) 1-—+- 1-0+0
o (xX+2)‘Z’( oy T im— s Ty
3 (X+Xj (1+Xj
X
Calculamos el valor de n.
4 2 4_ 2 _ 3
n=lim( f (x)-mx) = lim X 2y _jjm X 3 +2 ’;(“2) _
X—»0 X—»o0 (X+2) X—>00 (X+2)

X* —3x*+2—x( x> +8+6x> +12x w219 A _ay By _12x2
_lim ( ):"m)(‘( 3X°+2 x‘( 8x—6x"—12x _

X—>o0 (X+2)3 X—0 (X+2)3
. —6x*-15x"+2-8x .. —6X°

=lim ( 2)3 =lim—-—=-6
X—0 X+ X—0 X

La asintota oblicuaes y=x—6.

Resumiendo: La funcion tiene una asintota vertical: x =—2, no tiene asintota horizontal y la
recta y =x—6 es asintota oblicua.
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Ty

= ————
i

f(\): 3 g .'.

2

b) La ecuacion de la recta normal a la grafica de f en el punto de abscisa x =0 es

y—f (O):,_—l(x—O).

t°(0)

f(x):#: f,()():(4x —6X)(x+2) —=3(x+2)"(x' —3x*+2)
X

+2) (x+2)6

(0 - (4:0°-6-0)(0+2)’~3(0+2)"(0* -3-0°+2) 243

(0+2) 64 8

4 2
f(o):O -3:0 3+2:1

(0+2) 4
f'(O)z—g :y—%z:—éx:y—izgx: y:§x+%

-1 8

—f(0)= -0
= 1(0)= 55 -0)
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EJERCICIO 3 (2.5 puntos)
3 2 _
Calcula jZX +2x 2X+7dx.

X>+X—2

Podemos realizar la division de polinomios del integrando o bien descomponer la fraccion
en suma como se hace a continuacion.

dx =

J2x3+2x2—2x+7 J2x3+2x2—4x 2X+7
2 dx = 2 -
X+ X—-2 X +X—-2 X +X—-2

_JZXMJr 2X+7 dX—J2X+ 2X+7 dx = 2+J 2X+7 dx =

2 "2 X2 +X—2 X +x—2 X +x—2

Una vez que el grado del numerador es menor que el grado del denominador calculamos la
integral con el método de descomposicion en fracciones simples.

—1+3_1_X
_ —1=
x2+x—2:03x:_1i r+8_-143_) 2 = x*+x-2=(x-1)(x+2)
2 2 -1-3
i J N
2
2X+7 2X+7 A B 2X+7 A(x+2)+B(x-1)

Xix—2 (x-1)(x+2) x-1 x+2  (x-1)(x+2)  (x-1)(x+2)

x=2-53=-38-B=-1_ 7 3 1
x=1->9=3A—> A=3 XC4Xx—2 X-1 X+2

= 2X+7=A(x+2)+ B(x—l):{

Terminamos de calcular la integral.

...:x2+Jidx— de:x2+3jidx— Ldx: x2+3ln|x—]4—ln|x+2|+K
x-1 X+2 x-1 X+2
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EJERCICIO 4 (2.5 puntos)
Considera las funciones f,g:R——>R definidas por f(x)=x*y g(x)=alx|,cona > 0.

Determina el valor de a para que el rea total de los recintos limitados por las gréaficas de ambas
funciones sea de 9 unidades cuadradas.

Hallo los puntos de corte de ambas graficas.

X =ax—>x*—ax=0->x(x-a)=0= x=0
f(X):X2 X=a
g(x)=alx r=x*=alx =140
f(x)=9(x) xz=—ax—>x2+ax=0—>x(x+a)=0:>{zi0a

Como a es positivo tenemos dos regiones: una entre —ay 0 y otraentre 0 y a.
Calculamos el area de cada una de estas regiones.

0 3 X2 0
j X +axdx‘: —+a—
-a 3 2 .

Arearegionl=

j_oa X —(—ax)dx‘ -

0° _0*] |(-a) _(-a) | |8 a| [2a°-3a% |-a¥| &°
=| =+a— |- +a =|——-—=|= = =—
3 2 3 2 3 2 6 6| 6
. . a a x° 2
AreareglénZ:I xz—axdx‘:U xz—axdx‘: ——a—||=
0 0 3 2 0
[ 2] [ o] _|a_a|_|2a’-3a’) |-a'f_a
3 2|3 "2 |3 2 6 | |6]| 6
El area total es la suma de las dos areas parciales.
3 3 3 3
Area total = a_+a_:2i: a
6 6 6 3

3
, . a
El 4rea total tiene un valor de — u?.

Como deseamos que el area valga 9 obtenemos el valor de “a” correspondiente.
a3
€=9:>a3 =27=a=327=3

El valor buscado es a = 3.
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EJERCICIO 5 (2.5 puntos)
Considera el sistema de ecuaciones lineales:

a 1 1)\X 0
a -1 1| yl|=|0
a 0 allz 0

a) Discute el sistema segun los valores de a. (1,25 puntos)
b) Para a. = 1 resuelve el sistema y da una solucién del mismo diferente de la solucion trivial, si
es posible. (1,25 puntos)

a 1 1
a) Elsistemaes AX =0, siendo A la matriz de coeficientes A=|a -1 1|, Xes la matriz
a 0 «
X 0
de las incognitas X =| y | y 0 es la matriz columna nula 0=| 0
z 0

Averiguamos cuando se anula el determinante de A.

a 1 1
|A=la -1 1lj=-a’+a+0+a—-a’-0=-2a"+2a

a 0 «a

a=0

|A|:0:>—2a2+2a:0:>2a(—a+1):0:>{
—-a+1l=0->a=1

Estudiamos tres situaciones diferentes.

CASO L. Sia#0y a=1
En este caso | A= 0 y existe la inversa de A.

La solucion del sistema AX =0 es X = A™"-0=0. El sistema tiene solucién Gnica y
dicha solucién es la trivial x=0; y=0; z=0

CASO 2. =0
En este caso el determinante de A es nulo y el sistema no tiene solucion Unica.
Resolvemos el sistema que nos queda:

0 1 1)\x
y+z=0 y
y|=/0|= = =>y+y=0=2y=0=>
-y+2=0 z=Y

o
|
RN
[EEN
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El sistema tiene infinitas soluciones: x=t,y=z=0.

CASO 3. a=1
En este caso el determinante de A es nulo y el sistema no tiene solucién Unica.
Resolvemos el sistema que nos queda:

1 1 1)\(x 0 X+y+2=0 X+y+z=0
-2+y+2=0

1 -1 1)|y|=(0|=x-y+z=0;=>x-y+2=0;= , , O}:
—7—V+7Z=

1 0 1)\z 0 X+z2=0 X=—2 y

=0

Y }: y=0

_y:O

El sistema tiene infinitas soluciones: x=-t,y=0; z=t.

Resumiendo: Si a #0 y a #1 el sistema tiene una Unica soluciébnysi ¢ =0 0 oo =1 el
sistema tiene infinitas soluciones.

b) Para a = 1 ya hemos resuelto el sistema en el apartado anterior y sus soluciones son
x=-t,y=0; z=t.
Una solucion distinta de la trivial se obtiene dando a t un valor distinto de cero. Por ejemplo,
tomamos t = 1 y una solucion no trivial es x=-1,y=0; z=1
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos)
Considera el sistema:

X — my — 22 = m
X + Yy + z = 2m
X + 2y + mz = 3m

a) Discute el sistema segun los valores de m. (1,75 puntos)
b) Para m = 1 resuelve el sistema, si es posible. (0,75 puntos)

a) La matriz de coeficientes A y la matriz ampliada A/B asociadas al sistema son:

1 -m -2 1 -m -2 m
A=|1 1 1 A/B=|1 1 1 2m
1 2 m 1 2 m 3m

Vemos cuando se anula el determinante de la matriz de coeficientes.

1 —-m -2
A=l 1 1|=m-m-4+2+m’-2=m’*-4
1 2 m

|A=0=>m’-4=0=>m’=4=|m=+4 =12

Existen tres situaciones diferentes que estudiamos por separado.

CASOL1.Sim#2ym=-2
En este caso |A| #0 yelrango de A es 3, al igual que el rango de A/B y el nimero de
incdgnitas. El sistema tiene una tnica solucion.

CASO2.Sim=2
En este caso |A|=0 yelrango de Anoes 3. Serd 20 1.

Averiguamos el rango de Ay el de A/B utilizando el método de Gauss para triangular el

sistema.
L o o Fila 32 — Fila 22
A/B=|1 _1 _1 4 12 26
_1226:_1_1_1_4
0 1 1 2 — NuevaFila3?
Fila 22 — Fila 12 1 2 2 5
1 11 4 o )
12 92 o =0 3 3 =
0 1 1 2

0 3 3 2 — NuevaFila2?
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3.Fila3® — Fila 22 e
O 1 2 2 2
0 a3 ~lo 3 3 2
0 0 0 4 NuevaFila3® HA_OJ 4

Elrango de A es 2 y el de A/B es 3. El sistema no tiene solucidn.

CASO 3.Si m=-2
En este caso |A|=0 yelrango de Anoes 3. Serd 20 1.

Averiguamos el rango de A y el de A/B utilizando el método de Gauss.

Fila2% — Fila 12
12 = 1 1 1 -4
AIB=|1 1 1 —4l=y
12 =2 -6 0 -1 3 —2—>NuevaFila2?
Fila 3% — Fila 12 : AlB .
L 2 2 6 1 2 =2 =2
1 9 2 o =0 -1 3 =2
0 0 0 -4— NuevaFila3® Q,_O, 4

A

El rango de A es 2 y el de A/B es 3. El sistema no tiene solucién.

Resumiendo: Para m=2 y m = —2 el sistema es compatible determinado y para m=2 o
m=-2 el sistema es incompatible.

b) Param = 1 estamos en el caso 1y el sistema tiene solucion Unica. Lo resolvemos utilizando
el método de Gauss para obtener un sistema triangular equivalente mas sencillo de resolver.

Ecuacién 22 — Ecuacion 12

x -y -2z =1 X +y +z =2
X + y 4+ 2z = 2=

-X 4y 42z =-1
X + 2y + z = 3

2y 43z =1 — Nueva Ecuacion 22

Ecuacién 32 — Ecuacion 12

X +2y +z =3 x-y-2z=1

= 2y+3z=1;=

-X +y +2z =-1
3y+3z=2

3y 43z =2 — Nueva Ecuacion 3?
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2-Ecuacién 32 — 3 -Ecuacion 22

6y + 6z =4 x—2y—232:11
6y - o --3 = 2y+3z=1!=
-3z=1

-3z =1 — Nueva Ecuacion 32

-1
X-y-2z=1 X—y-2| —|=1
/ y (3j x—y+g=1 x—y:1—g
3 = 3

= 2y+3z=1;= L = =
-1 2y+3(_—j:1 2y-1=1 2y =2
71=— 3
3
coy-t
= 3 :>x—1=1:> x:1+}=f
3 3 3
y=1
., . 4 -1
La solucion del sistema es x=§; y=1,z =3
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EJERCICIO 7 (2.5 puntos)

Seaelplano 7=2x+y-2z-2=0.

a) Halla las ecuaciones de los planos paralelos a = que distan 2 unidades de dicho plano.

(1,5 puntos)

b) Calcula el volumen del tetraedro cuyos vértices son el origen de coordenadas y los puntos de
corte del plano = con los ejes coordenados. (1 punto)

a) Un plano 7 paralelo a 7 =2x+y—2z—-2=0 tiene ecuacion 7'=2x+y—-2z+D=0.
La distancia entre los planos es la distancia entre un punto P del plano mt y el plano .

=
©

dl'Jrf-:;\T-": 2

—

T=2X+y—-22-2=0 )
x=0 :>O+0—22—2:O:>—22:2:>z:—2:—1:> P(0,0,-1)
y=0

7=2x+y-22+D=0
0+0+2+D| )

P(0,0,—l)eir :>d(7r,7z'):d(P,7r'): .
d(z,77)=2 28 +1° +(_2)2
:>|2+D|=2:>|2+D|:6:> 24D=6=>D=4=|7'=2x+y-2z+4=0)

2+D=-6=>D=-8=|7"=2x+y-22-8=0)

Existen dos planos que cumplen las condiciones pedidas: 7'=2x+y—-2z+4=0y
7’=2Xx+y-2z-8=0.

b) Hallamos los puntos de corte del plano 7 con los ejes coordenados.
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T=2X+y—-271-2=0
x=0;=0+0-22-2=0=>2z=-2=1z=-1= A(0,0,-1)
y=0

7r52x+y—22—2:0
=0,=>0+y-2:0-2=0=>y-2=0=y=2=B(0,2,0)
=0

T=2X+y-22-2=0
y=0y=2x+0-2-0-2=0=2x-2=0=x=1=C(10,0)
z=0

El tetraedro tiene vértices O(0, 0, 0), A(0,0,-1), B(0, 2, 0) y C(1, 0, 0).

El volumen de dicho tetraedro es la sexta parte del producto mixto de los vectores que unen
el punto O con el resto de puntos (A, By C).

OA=(0,0,-1)-(0,0,0)=(0,0,-1) 0 0 -1
OB =(0,2,0)-(0,0,0)=(0,2,0) t=[OAOB,0C|=0 2 0|=2
OC =(1,0,0)-(0,0,0)=(1,0,0) 100

u3

Volumen OABC =

olN
Wl

El volumen del tetraedro es % us.

¥
3 ‘ ejey

i
]
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EJERCICIO 8 (2.5 puntos)

X+y-3z=4
3X—y+z=-2

a) Estudia la posicion relativa de r y s. (1,5 puntos)
b) Calcula la ecuacion del plano que contiene a s y es paralelo a r. (1 punto)

Considera lasrectas r=x=1-y=zy s z{

a) Obtenemos los vectores directores de las rectas.

x-0 y-1 z-0 Pr(O’LO)
rzle—y:Z:>rE = = == N
-l =(L-12)

X+y-3z=4 X+y-3z=4
SE{ o :>{ Y = X+y-3(-2-3x+y)=4=

X—-y+z=-2 Z2=-2-3X+Yy

=>X+Y+6+9x-3y=4=10x-2y=-2=5Xx-y=-1=5x+1=y =

=7=-2-3X+5X+1=72=-1+2Xx=>s=qy=1+5t =s=
z=-1+2t

—

v, =(152)

X=t {Qs (0,1,—1)
Los vectores directores u, =(1,-1,1) y v, =(1,5,2) no tienen coordenadas proporcionales,
por lo que las rectas no son ni paralelas ni coincidentes. Las rectas se cortan o cruzan.
u =(1-11) 1 -1 1
N = i * E * E
v, =(15,2)

S

- . >

R
Averiguamos si se cortan o cruzan comprobando si el producto mixto [RQS, u,, vs} es nulo

0 no.
PQ, =(0,,-1)-(0,1,0)=(0,0,~1) 0 o0 -
U, =(L-11) :b[ﬁfiAI,Z}::l 1 1|=-5-1=-620
\22(1,5,2) 1 5 2

Al ser no nulo las rectas r y s se cruzan.

P
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b) Nos piden hallar la ecuacion del plano m del dibujo.

Este plano tiene como vectores directores los vectores directores de las rectas y contiene el
punto Qs de la recta s.

QS(O,l,—l)eﬂ X y-1 7+
u=u,=(1-11),=>7z=1 -1 1[|=0>
v=v,=(152) ts> 2

:—2x+y—1+52+5+z+i—2y+2—5x:0:> T=—TX—-y+62+7=0

La ecuacion del plano pedido es 7 =—7x—y+6z+7=0.
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PevAU 2022 Extraordinaria (reserva) Matematicas II

PRUEBA DE EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL

ACCESO A’LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS DE ADMISION MATEMATICAS II
ANDALUCIA, CEUTA, MELILLA'Y CENTROS en MARRUECOS

CURSO 2021-2022

Instrucciones: a) Duracién: 1 horay 30 minutos

b) Este examen consta de 8 ejercicios distribuidos en 2 bloques (A y B) de 4
ejercicios cada uno.

c) Cada ejercicio tiene un valor maximo de 2.5 puntos.

d) Se realizaran Gnicamente cuatro ejercicios, independientemente del bloque al
gue pertenezcan. En caso de responder a mas de cuatro ejercicios, se corregiran
los cuatro que aparezcan fisicamente en primer lugar.

e) Se permitird el uso de calculadoras que no sean programables, ni graficas ni con
capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos
conducentes a la obtencion de resultados deben estar suficientemente justificados.

f) En la puntuacion maxima de cada ejercicio estan contemplados 0,25 puntos para
valorar la expresion correcta de los procesos y métodos utilizados.

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)

asen(x)+xIn(x+1)+bx?

— =2 (donde In denota la funcion
X® + X

Calcula a y b sabiendo que Iirrg

logaritmo neperiano).

EJERCICIO 2 (2.5 puntos)
Sea f :[0,27]——RR la funcién definida por f(x)=e*(cos(x) + sen(x)).
a) Halla los extremos absolutos de f (abscisas donde se obtienen y valores que se alcanzan). (2

puntos)
b) Determina la ecuacion de la recta tangente y la ecuacion de la recta normal a la gréafica de f

en el punto de abscisa x = 3?” . (0,5 puntos)

EJERCICIO 3 (2.5 puntos)
Considera la funcion f:R——Rdefinida por f(x)=x’—x. Calcula el area total de los

recintos limitados por la grafica de la funcion f y la recta normal a dicha grafica en el punto de
abscisa x = 0.

EJERCICIO 4 (2.5 puntos)

3
Calcula J X dx . (Sugerencia: efectta el cambio de variable t =+/1+Xx).

0 '\/1+ X
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PRUEBA DE EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL

U ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS DE ADMISION 1 1emiATiCAS I
ANDALUCIA, CEUTA, MELILLA'YY CENTROS en MARRUECOS
CONVOCATORIA ORDINARIA, CURSO 2021-2022

EJERCICIO 5 (2.5 puntos)

La suma de los seguidores en una determinada red social de Alberto, Begofia y Carlos es de
13000 personas. Aunque Carlos perdiera una tercera parte de sus seguidores, todavia seguiria
teniendo el doble de seguidores que tiene Alberto. Por otro lado, los seguidores de Alberto méas
la quinta parte de los seguidores de Begoiia, son tantos como la mitad de los de Carlos. Calcula
cuantos seguidores tiene cada uno.

EJERCICIO 6 (2.5 puntos)

m 1 3 2 2
Considera las matrices A=|1 m 2|yB=|1 0
1 m 3 -1 2

a) Calcula el rango de la matriz A segun los valores de m. (1 punto)
b) Para m = 0 resuelve la ecuacion AX =B, si es posible. (1,5 puntos)

EJERCICIO 7 (2.5 puntos)
Considera el triangulo cuyos vértices son los puntos A(0,2,3),B(m,0,1) y C(2,1,2).

18

a) Halla los valores de m, sabiendo que el area del triangulo es — unidades cuadradas.

(1,5 puntos)
b) Para m = 0, calcula el coseno del angulo en el vértice A de dicho triangulo. (1 punto)

EJERCICIO 8 (2.5 puntos)

x =90 +38
Considera el punto P(2,0,—4) yel plano 7 =4y =-1+2¢
z=3+4a+p

a) Halla el punto simétrico del punto P respecto del plano 7. (1,75 puntos)
b) Calcula la distancia del punto P al plano 7. (0,75 puntos)
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SOLUCIONES

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)

asen(x)+xIn(x+1)+bx?
X3+ x?

Calcula a y b sabiendo que Iing =2 (donde In denota la funcién

logaritmo neperiano).

Calculamos el valor del limite en funcion del valor de “a” y “b”.

asen(x)+xIn(x+1)+bx? B asen(0)+0In(0+1)+b-0? 0

lim =
x>0 x® +x? 0°+0° 0
acos(x)+In(x+1)+ xi+ 2bx
= Indet er min acién(L Hépital) = lim . X+1
x>0 3X° +2X

acos(0)+ln(0+1)+0011+2b-0 a

3:0°+2-0 0

Como el limite debe valer 2 el valor de “a” debe ser 0. De no ser asi el limite seria co.
Seguimos calculando el limite suponiendo que a = 0.

0-cos(x)+|n(x+1)+xi+2bx In(x+1)+i+2bx
lim - X+1 =lim - X+1 —
x>0 3X° +2X x—0 3X° +2x

1 1(x+1)-1-x

1+ 7 +2b
X+ X
:9:Indeterminacién(L’HﬁpitaI):Iim (x+1) =
0 x>0 6X+2
11+ 112+2b 011+ 0112+2b
X+ X +
~lim b+l 0+  _2¢2b
x>0 6x+2 6-0+2 2

asen(x)+xIn(x+1)+bx?
X3+ x?

Tenemos que con a = 0 nos queda lim =1+Db. Igualamos este
x—0

resultado a 2 y determinamos el valor de b.

1+b=2=b=2-1=1

Los valores buscadossona=0yb = 1.
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EJERCICIO 2 (2.5 puntos)
Sea f :[0,27]——RR la funcion definida por f(x)=e*(cos(x) + sen(x)).
a) Halla los extremos absolutos de f (abscisas donde se obtienen y valores que se alcanzan). (2

puntos)
b) Determina la ecuacion de la recta tangente y la ecuacion de la recta normal a la gréfica de f

en el punto de abscisa x = 3?” . (0,5 puntos)

a) Comprobamos si existe algtin punto critico de la funcion.

f7(x) =e* (cos(x) +sen(x) ) +e* (—sen(x) +cos(x) ) = (cos(x)+w M+cos(x))

T
- _AX X=2
f,(x)_e (ZCOS(X))}:eX(Zcos(x)):0:>cos(x)=0:> 2
f(x)=0 x:%z

Estos son dos puntos criticos que pueden ser maximos, minimos relativos o puntos de
inflexion de la funcion.

Valoramos la funcion en los extremos del dominio de definicion y en dichos valores y
averiguaremos cuales son los extremos absolutos de la funcion.

f (0) = €°(cos(0) + sen(O)) =

f (%ﬁj =g’ (COS(B:) +sen (%D =—e%'? = -111.31 {Minimo!

f (27) =e*" (cos(27) + sen(2z)) =e* =535.49 jMaximo!

La funcién alcanza su minimo absoluto en x = > siendo dicho valor minimo

f (37”] =2 ~_111.31.

La funcién alcanza su maximo absoluto en x =27, siendo dicho valor maximo
f(2r) = e?" ~535.49 .

b) La ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = 3?” tiene la

3z 3z 3z
expresion y— f( j f ( j(x——}.
2 2 2
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()2,

.I: (S_EJ — _e37r/2
2

f (3—”j =g%/2 ZCOS(
2 2

_3_”j
2

3x/2

y=-¢

Este resultado es logico pues en x = > la funcidn tiene un minimo relativo y la recta

tangente debe ser horizontal.

Como la recta normal a la gréfica de f en el punto de abscisa x = 3?” debe ser perpendicular

a la recta tangente (es horizontal) dicha recta normal debe ser vertical y tiene ecuacion

3r

X :
2
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EJERCICIO 3 (2.5 puntos)
Considera la funcion f:R——Rdefinida por f(x)=x’—x. Calcula el area total de los

recintos limitados por la grafica de la funcion f y la recta normal a dicha grafica en el punto de
abscisa x = 0.

La ecuacion de la recta normal a dicha gréafica en el punto de abscisa x = 0 tiene la expresion
-1
- f(0)= -0).
=10 =775, -9)
f(x)=x*-x= f(0)=0
f'(x)=3x*-1= f7(0)=3-0*-1=-1} = y- :—1(x):> y =X
1

y—1(0)= f,_(o)(x—o)

Hallamos los puntos de corte de la grafica de la funcion y la recta normal.

Xx=0
X2—2=0=|x=42

f(x)=x%-x

y =X

}:>X3—xx:>x3—2x0:>x(x2—2)0:>{

Como hay tres puntos de corte hay dos regiones: una entre —/2 y 0, la otraentre 0y /2 .

0 0 4 0
Area de region 1= I x* —x—xdx = J' x3—2xdx:{x——x2} =
5 5 4 W

{0—4—02}— @—(—ﬁ)z =-(1-2)=t

4 4
» !
Area de region 2= [ x—(x*—x)dx =
0 i
2 a2 /
:J.ZX—XQ’dX:{Xz—X—} = .
5 4 | F) = -x
- Region 2
4 ; = Reg : ”E
N7 : .
[ ) rafra P

El rea total es la suma de las areas de la region 1y 2. Area total = 2 unidades cuadradas.
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EJERCICIO 4 (2.5 puntos)

3
Calcula f X dx. (Sugerencia: efectiia el cambio de variable t =1+ X).

0 '\/1+ X

Calculamos la integral indefinida utilizando el cambio de variable sugerido.

Cambio de variable

X ) t? -1 ) t? 2t°
dx=1{t=1+x >t =l+x{= [ —=2fdt=2[t*~1dt =2 Sot=5 s

N
X t? —1=x — 2tdt = dx d

3
{Deshacemos el cambio de variable} 2(«/1+ x)

=|l——L —2J1+x+K
t=+1+x

3
Calculamos la integral definida pedida.

3

3
Sy 2(\/1+x)
dx=| —— 2 —2J1+x | =
L\/1+x 3
0
3 3
2(«1+3 2(+/1+0
BECE PR e P I
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EJERCICIO 5 (2.5 puntos)

La suma de los seguidores en una determinada red social de Alberto, Begofia y Carlos es de
13000 personas. Aunque Carlos perdiera una tercera parte de sus seguidores, todavia seguiria
teniendo el doble de seguidores que tiene Alberto. Por otro lado, los seguidores de Alberto méas
la quinta parte de los seguidores de Begofia, son tantos como la mitad de los de Carlos. Calcula
cuantos seguidores tiene cada uno.

Llamamos x, y, z al nimero de seguidores de Alberto, Begofia y Carlos respectivamente.

“La suma de los seguidores en una determinada red social de Alberto, Begofia y Carlos es de
13000 personas” = x+Yy+z=13000

“Aunque Carlos perdiera una tercera parte de sus seguidores, todavia seguiria teniendo el
doble de seguidores que tiene Alberto” - “las dos terceras partes de los seguidores de

Carlos es el doble de seguidores de Alberto” - %Z = 2X

“Los seguidores de Alberto mas la quinta parte de los seguidores de Begofia, son tantos

como la mitad de los de Carlos” > x+% y= % z

Reunimos las ecuaciones en un sistema y lo resolvemos.

;””:13000 X+Yy+2=13000] x+y+z=13000
gz:2x = 27 =6X =7 =3X =
1 1 10x+2y =5z 10x+2y =5z
X+=-y==12
5° 2

X+ Yy +3x=13000 4x +y=13000
= = =
10x+2y =15x 2y =5x

y =13000 — 4x

= }:26000—8x:5x:
2y =5X

=13000-8000 = 5000
=13x=26000 = X=%=2000 :{|y

Z=6000

El nimero de seguidores de Alberto son 2000 personas, los seguidores de Begofia son 5000
y los de Carlos son 6000.
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos)

m 1 3 2 2
Considera las matrices A=|1 m 2|yB=|1 0
1 m 3 -1 2

a) Calcula el rango de la matriz A segun los valores de m. (1 punto)
b) Para m = 0 resuelve la ecuacion AX = B, si es posible. (1,5 puntos)

a) Elrango de la matriz Aes 3,20 1.
Calculamos el determinante de A y vemos cuando se anula.

m 1 3
|A|=|1 m 2/=3m*+2+3M - 3 —3-2m>=m’ -1
1 m 3

A=0=>m*-1=0=m?=1=|m=+1=11

Nos planteamos tres situaciones diferentes que estudiamos por separado.

CASOL1.Sim#-1ym=1.
En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3.

CASO 2. Si m=1.
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
113

La matriz Aqueda A={1 1 2|.
113
Obtenemos una matriz equivalente triangular utilizando el método de Gauss.

Fila 22 — Fila 12
11 3 1 1 2
A=|1 1 2:>_1 41 .3
113 0 0 —1— NuevaFila?2?
Fila 3% — Fila 18
1 1 3 -1 1 3
1 1 -3 =0 0 -1
0 0 O

0 0O 0 — NuevaFila3?

La matriz A tiene rango 2.

CASO 3.Si m=-1.
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.

-1 1 3
La matriz Aqueda A= 1 -1 2]|.
1 -1 3
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Obtenemos una matriz equivalente triangular utilizando el método de Gauss.

Fila 22 + Fila 18 Fila 32 + Fila 12
11 1 -1 2 1 -1 3
A=l L 2i=9 9 3 11 3 =
113 0 O 5—>NuevaFila22| |0 0 6— NuevaFila3?
5.Fila 3 — 6-Fila 22
-1 1 3 0 0 30 -1 1 3
=0 0 5= 00 -30 =0 0 5
0 0 6 — 0 0O

0 0 O — NuevaFila32
La matriz A tiene rango 2.
Resumiendo: Sim=-1ym=1elrangode Aes3ysi m=-10 m=1 elrango de Aes 2.

b) Despejamos X en la ecuacion matricial.
AX=B=X=A"'B

Comprobamos que existe la inversa de Ay la calculamos.

01 3
Param =0 la matriz Aqueda A=|1 0 2
10 3
01 3
|Al=]1 0 2/=0+2+0-0-3-0=-1=0. Existe Ay la calculamos.
1 0 3
01 1 00 10 10
+ - +
Adj{1 0 0 2 3 3 3 3 2
A71_Ao|j(A‘)_ 323 |y oy o1
|A -1 2 3 3 3 3 2
11 01 01
oo Lo 1o
0 -3 2 0 3 -2
At=-|-1 -3 3|=|1 3 -3
0 1 -1) 0 -1 1
Sustituimos en X = A™B y obtenemos la expresion de la matriz X.
0 3 -2\)2 2 3+2 —4 5 -4
X=A"B=|1 3 -3||1 0|=|2+3+3 2-6|=|X=|8 -4
0 -1 1){-1 2 -1-1 2 -2 2

3><><2—>3><2
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EJERCICIO 7 (2.5 puntos)
Considera el triangulo cuyos vértices son los puntos A(0,2,3),B(m,0,1) y C(2,1,2).

18

a) Halla los valores de m, sabiendo que el area del tridngulo es — unidades cuadradas. (1,5

puntos)
b) Para m = 0, calcula el coseno del angulo en el vértice A de dicho triangulo. (1 punto)

a) El &rea del triangulo ABC es la mitad del moédulo del producto vectorial de los vectores AB

y AC.

. ik
AB =(0.0)-(023)=(m22)| = o |\ 0 T

AC =(21,2)—(0,2,3)=(2,-1,-1) 2 -1 -1

:ﬁxﬁzlf—ﬁ—mk+4k+mj—2f:(m—4)j+(4—m)k=(O,m—4,4—m)

Area ABC = ‘

ABx AC
X :\/02+(m—4)2+(4—m)2 :\/Z(m—4)2 =£|m_4|
2 2 2

Igualamos esta area a

Nﬁ]
E

£|m—4|=@:>\/§|m—4|=«/1_8:>|m—4|=@=\/§=3:> m-4=3[m=7]
2 2 V2 m—4=-3->[m=1

b) Param = 0 el punto B queda B(0,0,1).

Para obtener el &ngulo en el vértice A utilizamos el producto escalar de AB y AC .

AB =(0.0,1)—(0,2.3)=(0,—2,—2 N\ mEAd
(0,0,1)-(0,2,3)=( ):COS(AB,ACJ: AB-AC _
AC =(2,-1,-1) ‘AB -‘AC
~ (0,-2,-2)(2,-1,-1) _2+2 4 4 1 _|\8
3

JO (2) + (-2 2+ (-1 +(-1f VBB Va8 43 |3
N

El coseno del angulo en el vértice A vale 3
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EJERCICIO 8 (2.5 puntos)

X =9a +38
Considera el punto P(2,0,—4) yelplano 7z =4y =-1+2a
z2=3+4a+p

a) Halla el punto simétrico del punto P respecto del plano 7. (1,75 puntos)
b) Calcula la distancia del punto P al plano = . (0,75 puntos)

a) Hallamos la ecuacion implicita del plano .

X =9 +3p P(0,-13)ex X y+1 z-3
r=1y=-1+2a =z={u=(924) =z=9 2 4 |=0=
z2=3+4a+p \7:(3,0’1) 3 0 1

= 2X+12y+12+0-62+18-9y-9=0=7=2x+3y—62+21=0
+P
|

H

|
[«

M

[

P!
Hallamos la ecuacion de la recta t perpendicular al plano 7 =2x+3y—-6z+21=0 que pasa por
el punto P(2,0,-4).

p(z,o,_4)et } X=2+2a
S =t= y=30[
Vt:n:(2’3'_6) 7=—4—06¢

Hallamos el punto de corte M de la recta t y el plano .

X=2+2«x
t=<y=3cx
Z=-4-6c
r=2x+3y—-6z+21=0

= 2(2+2a)+3(3a)-6(-4-6a)+21=0=

=>4+40+90+24+360+21=0=490+49=0= 490 =-49=>

x=2-2=0
>a=-1=y=-3 = M (0,-3,2)
1=-4+6=2
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El punto simétrico P” se obtiene sumando al punto M el vector PM .

PV =(0,-32)~(20,-4)=(-238)| _ ,._ o
M =(0,-3,2) }:P =(0,-3,2)+(-2,-3,6)=(-2,-6,8)

El punto simétrico del punto P respecto del plano 7 es P’z(—2,—6,8).

b) La distancia del punto P al plano m se puede obtener de dos formas distintas.

Aplicamos la férmula de la distancia de un punto a un plano.

7=2X+3y—6z+21=0 |4+0+24+2]4 49 49

P(2,0,-4) }jd(P’ﬂ)\/22+3z+(6)2 735 7

La distancia del punto P al plano 7 es de 7 unidades.

OTRA FORMA DE HACERLO
También podemos hallar esta distancia como la distancia del punto P al punto M hallado en

el apartado anterior. La distancia sera el médulo del vector PM .

P

A

i
[«

M

r

p-

d(P,z)=d(P,M)=[PM|=/(-2) +(-3)" +6? =49 =[7 ]

La distancia del punto P al plano 7 es de 7 unidades.
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PevAU 2022 Ordinaria Matematicas Il

’ PRUEBA DE EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL

U ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS DE ADMISION  \1xrevaTicas i
ANDALUCIA, CEUTA, MELILLAYY CENTROS en MARRUECOS
CONVOCATORIA ORDINARIA, CURSO 2021-2022

Instrucciones: a) Duracién: 1 horay 30 minutos

b) Este examen consta de 8 ejercicios distribuidos en 2 bloques (A y B) de 4
ejercicios cada uno.

c) Cada ejercicio tiene un valor maximo de 2.5 puntos.

d) Se realizaran Gnicamente cuatro ejercicios, independientemente del bloque al
gue pertenezcan. En caso de responder a mas de cuatro ejercicios, se corregiran
los cuatro que aparezcan fisicamente en primer lugar.

e) Se permitira el uso de calculadoras que no sean programables, ni graficas ni con
capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos
conducentes a la obtencion de resultados deben estar suficientemente justificados.

f) En la puntuacion maxima de cada ejercicio estan contemplados 0,25 puntos para
valorar la expresion correcta de los procesos y métodos utilizados.

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)

1 si x<-1
X
Considera la funcion continua f definida por f(x)=<ax+b si -1<x<1
2
X si x>1
X+1

a) Calculaayb. (1 punto)
b) Estudia y halla las asintotas de la grafica de f. (1,5 puntos)

EJERCICIO 2 (2.5 puntos)
De entre todos los rectangulos con lados paralelos a los ejes de coordenadas, determina las

dimensiones de aquel de area maxima que puede inscribirse en la region limitada por las gréaficas
2

2
de las funciones f,g:R——R definidas por f(x)=4—% y g(x):X——Z.

6

EJERCICIO 3 (2.5 puntos)

2x+4 si x<0
(x—2)2 si x>0

a) Calcula los puntos de corte de la grafica de f con el eje de abscisas y esboza la grafica de
la funcion. (1 punto)
b) Halla el area del recinto limitado por la grafica de f y por el eje de abscisas. (1.5 puntos)

Sea f la funcion definida por f (x) :{

EJERCICIO 4 (2.5 puntos)

3

Considera la funcion f definida por f (x) = para X =1. Halla una primitiva de f que

X* —2x+1
pase por el punto (2, 6).
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’ PRUEBA DE EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL

ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS DE ADMISION 1 areMATICAS I
ANDALUCIA, CEUTA, MELILLAY CENTROS en MARRUECOS
CONVOCATORIA ORDINARIA, CURSO 2021-2022

EJERCICIO 5 (2.5 puntos)
Considera el sistema:

X—y+mz=-3
-mx+3y—-z=1
X—4y+mz=-6

a) Discute el sistema segun los valores de m. (1,75 puntos)
b) Para m = 2 resuelve el sistema, si es posible. (0.75 puntos)

EJERCICIO 6 (2.5 puntos)

m Jm Jm
Considera lamatriz A=|<m m 1 | donde m>0.
\/H 1 m

a) ¢Para que valores de m tiene inversa la matriz A? (1 punto)
b) Para m = 4 resuelve, si es posible, la ecuacion matricial AX =121, donde | es la matriz
identidad de orden 3. (1,5 puntos)

EJERCICIO 7 (2.5 puntos)
Se consideran los vectores u=(-12,3) y v=(2,0,-1), asi como el punto A(-4, 4, 7).

a) Calcula a y b para que el vector W= (1, a,b) sea ortogonal a u y V. (0,75 puntos)
b) Determina los cuatro vértices de un paralelogramo cuyos lados tienen las direcciones de

los vectores U y v, y que tiene al vector OA como una de sus diagonales, siendo O el
origen de coordenadas. (1,75 puntos)

EJERCICIO 8 (2.5 puntos)

Considera larecta r=x—-2= ll = 27_1 asi como la recta s determinada por el punto P(1, 2, 3)

y el vector director v=(1+a,-a,3a).

a) Calcula a para que las rectas r y s se corten. (1,5 puntos)
b) Calcula a para que las rectas r y s sean perpendiculares. (1 punto)
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SOLUCIONES

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)

— si x<-1

1
Considera la funcion continua f definida por f(x)=<ax+b si -1<x<1

X
+
2
X .
si x>1

X+1

a) Calculaayb. (1 punto)
b) Estudia y halla las asintotas de la gréfica de f. (1,5 puntos)

a) La funcion debe ser continua en x = -1

lim f(x)= lim 1:i:—l

x——1" x»>-1" X =1

lim f(x)= lim ax+b=-a+b;=-a+b=-1
x—>-1" x—-1"

f(-1)=-a+b

La funcidn debe ser continuaenx =1

limf(x)=limax+b=a+b
X—>1" x—>1"

2
limf=tim=—=1 |oapp=l
x—-1 x> X+1 2

1
f(l)==
-,

Juntamos las dos ecuaciones y resuelvo el sistema que se forma.

-a+b=-1] -a+b=-1 1 3 3
1 = 1 > -a+-—-a=-l=>-2a=—-—=|la=—|=>
a+b== b==-a 2 2 4
2 2
= b:l—Ez—E
4
3 -1
Los valores buscados son a:Z yb:T.
1 si x<-1
X
b) Con a:E yb:_—1 la funcién queda f(x) = sx_ 1 si —1<x<1
4 4 4 4
2
X si x>1
x+1
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Estudiamos sus asintotas verticales, horizontales y oblicuas.

Asintota vertical. x=a

No tiene. Pues su dominio es R.
x =0y x =-1 anulan los denominadores, pero las funciones no estan definidas en dichos

valores.

Asintota horizontal. y=b
b=lim f(x)= lim i:i:O
X—>—00 X—>—00 X _CD

Una asintota horizontal en —co esy = 0.
2

b= lim f(x)= lim = +00

X—>+00 x—+0 X +]

No hay asintota horizontal en +oo.

Asintota oblicua. y=mx+n
En —co no hay pues existe asintota horizontal.

Hacemos el estudio en +oo
2

X
o f(x . ) x?
m= lim L: lim X+L — Jim ——-=1
X—>+0 X X—>+00 X X—>+00 X + X

2 2_ _ _
(X _xj:nm XK —x —im—X -1

n=lim (f (X)—mX): lim X—>+0 X+1 x>0 X 4+

X—>+0 X—>+0

X+1

En +oo la asintota oblicua tiene ecuacion y = X —1.

Resumiendo: La funcion no tiene asintotas verticales, tiene una asintota horizontal en —co
con ecuacion y = 0, en +oo tiene una asintota oblicua con ecuacion y = x—1.

ty

www.ebaumatematicas.com

284 de 571


http://www.ebaumatematicas.com/

PevAU 2022 Ordinaria Matemdticas Il en Andalucia

EJERCICIO 2 (2.5 puntos)
De entre todos los rectangulos con lados paralelos a los ejes de coordenadas, determina las

dimensiones de aquel de area maxima que puede inscribirse en la region limitada por las graficas
2 2

de las funciones f,g:R——R definidas por f(x) =4—X? y g(x)z%—z.
Dibujamos las graficas de las dos pardbolas para entender mejor lo planteado.
/- AN

/

NG N

— ]
g\\-]:%—: \

Averiguamos donde se cortain las gréaficas.
2 2
f(x)= g(x):4—%:%—2:24—2x2 X123 =-36= X' =12 = x=+/12

Por la simetria de las funciones podemos decir que la base del rectangulo (2x) es variable
dependiendo de la coordenada x del punto de la grafica elegido estando x comprendida entre

Oy V12,
Y la altura del rectangulo es el valor positivo (f(x)) menos el valor negativo (g(x)).
2 2 2 2 2 2
Altura=f()—g(x)=4- 5| X a]oa- X X 5 6 X g X
3 6 3 6 6 2

El area del rectangulo es el producto de la base por la altura.
2

A(x)= ZX[G_%J =12x-x°
Derivamos la funcién y la igualamos a cero en busca de un maximo.

A(x)=12x-x° = A’(x)=12-3x"

A’(x)=0:>12—3x2=O:>—3x2=—12:>x2=_—1?;2—4:>x=\/4_f=2

Como A”(x)=-6x= A"(2)=-12<0

La funcién presenta un maximo relativo en x = 2.
. . . 2°
Las dimensiones del rectangulo son 2 - 2 = 4 de base y altura 6—? =6-2=4.Esun

cuadrado de lado 4.
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EJERCICIO 3 (2.5 puntos)

2x+4 si x<0
(x=2)"si x>0
a) Calcula los puntos de corte de la gréafica de f con el eje de abscisas y eshoza la gréfica de la

funcién. (1 punto)
b) Halla el area del recinto limitado por la grafica de f y por el eje de abscisas. (1.5 puntos)

Seaf la funcion definida por f (x) :{

a) lgualamos a cero la funcion.

f(x)=0= ,
(x—2)"=0=>x-2=0=>x=2(si x>0)
La gréfica corta el eje de abscisas en (-2, 0) y (2, 0).

2x+4=0=>2x=-4=>x=-2 (si x<0)

La gréfica es un trozo de recta y un trozo de parabola. Hacemos una tabla de valores y
dibujamos su gréfica.

f(x)=2x+4 si x<0
X y=2x+4

-3 -2 4

i /A
-1 2 v f(x) =2x+4 5T x<0 3 flx)=(x=2) si x>0
0 | 4No incluido \ /

(5]

wWw N R O X
e B SN

b) Nos piden hallar el area del recinto coloreado de rosa y rojo.
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Contando cuadraditos el area sera un valor entre 6 y 7 unidades cuadradas.

Calculamos su valor exacto con el calculo integral.

Areal= j_°22x+4dx =[x +ax] =[0? +4-o]—[(—2)2 +4(—2)] =0-(4-8) =417

AreaZ—J.OZ(X—Z)ZdX—{(X32)3}2_(232)3_(032)3_ _?:%uz

Areatotal = Areal+ Area?2 = 4+§ = 2—30 =6.66U°
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EJERCICIO 4 (2.5 puntos)

3

Considera la funcion f definida por f (x)= para x =1. Halla una primitiva de f que

X? —2x+1
pase por el punto (2, 6).

Calculamos la integral de la funcion f utilizando la descomposicion en fracciones simples.

X3 X2 —2x+1
e X +2x*  =x X+ 2 32
F(x)=dex= +2x° =X :fx+2+mdx=
—2x° +4x =2
3x -2

2

:Ix+2dx+fz3x—_2dx:X—+2x+JZ3X—_2dx:...
X" =2x+1 2 X®=2x+1

24,/(-2)" -4
2
-2 _3%x-2_ A B _A(x-1)+B

X-2x+l (x-1f x-1 (x-1)  (x-1)

X2 —2X+1=0= x = =1 raiz doble

=3X-2=Ax-A+B=> =-2=-3+B=B=1
-2=—-A+B

3x-2 3 1 -2
—dx=| —d dx =3l - -1) "dx =
jx2—2x+1 ] X+J(X_1)2 K=t [(x-1)" o

-1
:3In|x—ﬂ+ﬂ:3|n|x_1|_i
-1 X—1

2
...:X—+2x+3ln|x—]4—i+ K
2 x-1

2
La primitiva de f(x) es F(x)=%+2x+3ln|x—ﬂ—il+K
X_
Como pasa por el punto (2, 6) debe cumplirse F(2) = 6.
2
F(2):6=2?+2-2+3|n|2—14—2i1+l<:>2+4+0—1+K=6:>

2
La primitiva de f(x) que pasa por el punto (2, 6) es F (x) = X?+ 2x+3|n|x—]4—i1+1
X_
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EJERCICIO 5 (2.5 puntos)
Considera el sistema:

X—y+mz=-3
-mx+3y—-z=1
X—4y+mz=-6

a) Discute el sistema segun los valores de m. (1,75 puntos)
b) Para m = 2 resuelve el sistema, si es posible. (0.75 puntos)

1 -1 m
a) La matriz de coeficienteses A=| -m 3 -1|y laampliada es
1 4 m
1 -1 m -3
A/B={-m 3 -1 1
1 -4 m -6

Averiguamos cuando se anula el determinante de A.

1 -1 m
|Al=]-m 3 -1=3m+1+4m’-3m-m’-4=3m"-3
1 -4 m

|Al=0=3m*’-3=0=3m’=3=m’=1=|m=+1=+1

CASO1. m#ly m=-1.
En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el rango de A/B
y el namero de incognitas. El sistema es compatible determinado (una unica solucion).

CASO 2. m=1.
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3. Utilizamos el método de
Gauss para estudiar el rango de Ay de A/B.

Fila 22+Filal?
111 -1 3 -1 1
AlB=|-1 3 -1 1|=y, . | .,
1 41 -6 0 2 0 -2— NuevaFila2?
Fila 32 —Fila1?
L 4 1 s 1 -1 1 -3
11 -1 3 =0 2 0 2|
0 -3 0 -3— NuevaFila3® 0 =30 -3
2-Fila 32 +3 -Fila2? — N
0 6 0 -6 1 -1 1-3
= 06 0 -6 =0 2 0 -2
0 0 0 —12->NuevaFila3® L,(i_oflz

El rango de A es 2 y el de A/B es 3. El sistema es incompatible (sin solucion).

289 de 571 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PevAU 2022 Ordinaria Matemdticas Il en Andalucia

CASO 3. m=-1.
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3. Utilizamos el método de

Gauss para estudiar el rango de Ay de A/B.

Fila 22— Filal?

A/Bi_i*,l_i_l:g 131l
= - ~i211 1 3

1 -4 -1-6 0 4 0 44— NuevaFila2?
Fila 32 —Filal?
L 4 1 s 1 -1 1 -3
L1 13 :>g43843:>
0 -3 0 -3— NuevaFila3? B B
4.Fila 32 +3 -Fila 22 3
0 -12 0 -12 t-11-
= 0 12 0 12 =10 4 0 4
0 0 0 O

0 0 O O — NuevaFila3?
El rango de A y el de A/B es 2 y el nimero de incognitas es 3. El sistema es compatible
indeterminado (infinitas soluciones).

Resumiendo: Si m=1y m=—1 el sistema es compatible determinado, si m =1 el sistema
es incompatible y si m=-—1 el sistema es compatible indeterminado.

b) Para m = 2 el sistema es compatible determinado. Utilizamos el método de Gauss para
encontrar su solucion.

Ecuacion 22 + 2 - Ecuacion 12] ( Ecuacién 32 — Ecuacion 12

XZ_ y+322 - _31 —2x 43y -z =1 X -4y +2z =-6
B X4+ yz_ 2= ] TVox -2y +47 =-6 -X +y -2z =3 =
X=tytez=- 0 y 437 -5 0 -3y —3

X—y+2z=-3 X—y+2z=-3
X—-1+2z=-3 X+22=-2
= y+3z=-5= y+3z=-5= =

1+3z=-5

—3y =-3 y:]_

Lasolucibnesx=2;y=1;z=-2.

X+2z2=-2
:>{ :x+2(—2):—2:>x—4:—2:>
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos)

m Jm Jm
Considera lamatriz A=|<m m 1 |, donde m>0.
«/H 1 m

a) ¢Para qué valores de m tiene inversa la matriz A? (1 punto)
b) Para m = 4 resuelve, si es posible, la ecuacion matricial AX =121, donde | es la matriz
identidad de orden 3. (1,5 puntos)

a) Averiguamos cuando se anula el determinante de A.

m m Jm| WmJm JmJm
A=[Vm m 1|z Jm m 1]=
Jmo1 m| | Jm

1 m
Jm m m

3 Saco factor comtn Vm _Jml 1 m 1=
en columna 12 1 1 m
1 1 1
Saco factor comun \/ﬁ \/—
{enfilala } 1 1 m
:m(m2+1+1—m—m—1):m(m2—2m+1)
m=20
|Al=0=m(m*-2m+1)=0= 2+ .\/(-2)" -4
m>-2m+1=0= m:+=l

La inversa de la matriz A existe para cualquier valor de m distinto de O y 1.

b) Para m = 4 existe la inversa de A.
Despejamos X en la ecuacion matricial.

AX =121 = X =12A7" =12A™

Calculamos la inversa de A.

= A =

>

Il
NN
P AN
N
NN A
P AN
N
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4 2 2
|A|=2 4 1/=64+4+4-16-16—-4=36
2 1 4
4 2 2 4 1 2 1 2 4
+ — +
Adj|2 4 1 1 4 2 4 2 1
L Adj(AT) 214) 1| P2 P2 o2
A 36 36| 14 2 4 |21
2 2 4 2 4 2
+ — +
4 1 2 1 2 4
15 -6 -6
A1:3—16 -6 12 0
-6 0 12
Terminamos de resolver la ecuacién matricial.
. 15 -6 -6 . 15 -6 -6 5 -2 =2
X=12A'=12—| -6 12 0 |==|-6 12 0 |=[|-2 4 O
-6 0 12 -6 0 12 -2 0 4
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EJERCICIO 7 (2.5 puntos)
Se consideran los vectores u=(~1,2,3) y v=(2,0,-1), asi como el punto A(—4, 4, 7).

a) Calcula a y b para que el vector w=(1,a,b) sea ortogonal a u y v. (0,75 puntos)
b) Determina los cuatro vértices de un paralelogramo cuyos lados tienen las direcciones de los

vectores U y v,y que tiene al vector OA como una de sus diagonales, siendo O el origen de
coordenadas. (1,75 puntos)

a) Para que w=(1,a,b) sea ortogonal a u=(-12,3) y v=(2,0,-1) el producto escalar debe
ser cero.

wv=(1ab)(2,0-1)=0=2-b=0=[b=2[=w=(12,2)

wu=(La2)(-123)=0=-1+2a+6=0=2a=-5=la=—=-25

b) La situacion planteada es la del dibujo.
C
A

-

0o U B

Tenemos que hallar los puntos B y C tales que se forme un paralelogramo.
Como los puntos B y C estan en la direccion de los vectores u y v:

(-1,2,3)=B=a(-12,3)=(-a,2a,3a)

v=(2,0,-1)=C =b(2,0,-1)=(2b,0,-b)

Como es un paralelogramo OC =BA y OB =CA.

OC = BA=(2b,0,-b)=(-4,4,7)-(-a,2a,3a) = (-4 +a,4—2a,7-3a) =

2b=-4+a [2b=-4+a |2b=-4+a -2

2b=-4+2 2b=-2 b
=0=4-2a =><{2a=4 = :{ :{ =

-b=7-6 —-b=1
-b=7-3a -b=7-3a -b=7-3a

OB = CA=(-a,2a,3a) =(~4,4,7)—(2b,0,-b) Igual que el anterior.
Sustituyendo en las coordenadas de los vértices:
B=(-a,2a,3a)=(-2,4,6)
C=(2b,0,-b)=(-2,01)
Los cuatro vértices del paralelogramo son O(0, 0, 0); A(-4, 4, 7); B(-2, 4, 6) y C(-2, 0, 1).
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EJERCICIO 8 (2.5 puntos)

Considera larecta r=x—-2= ll = 27_1 asi como la recta s determinada por el punto P(1, 2, 3)
y el vector director v=(1+a,-a,3a).

a) Calcula a para que las rectas r y s se corten. (1,5 puntos)

b) Calcula a para que las rectas r y s sean perpendiculares. (1 punto)

a) Hallamos un punto y un vector de cada recta.

x-2 y-0 z-1 )
= = =ri .
1 -1 2 {ur =(1-12)

r

Q (2,0,1) {P(1,2,3)

v, =(1+a,-a,3a)

Para que las rectas se corten deben pertenecer al mismo plano. Para ello el producto mixto
de los vectores directores u, , v, y el vector Q,P debe ser nulo.

Q.P=(12,3)-(2,01)=(-12,2)

1 -1 2
[E,\Z,@}zha —a 3aj=-2a+3a+4+4a-2a+2+ 28 —6a=-a+6
-1 2 2

[E,\Z,@}:Oz—a+6:03

Comprobamos que para a = 6 también se cumple que los vectores directores de las rectas no
tienen coordenadas proporcionales y por tanto las rectas no son paralelas ni coincidentes.

u, =(1-12) 1 -1 2
. =>oF =

a=6-—>v,=(7,-618)] 7 -6 18
El valor buscado es a=6.

b) Para que sean perpendiculares el producto escalar de los vectores directores debe ser nulo.
Pueden estar en distinto plano pero sus direcciones son perpendiculares.

G -(1-12)

v, =(1+a,-a,3a){=U, v, =0=(L-12)(1+a,-a,3a)=0=1+a+a+6a=0=

=1+8a=0=8a=-1=|a=——
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PevAU 2022 Ordinaria (suplente) Matematicas II
PRUEBA DE EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL
U ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS DE ADMISION o yoens i g

ANDALUCIA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS
CURSO 2021-2022

Instrucciones: a) Duracién: 1 horay 30 minutos

b) Este examen consta de 8 ejercicios distribuidos en 2 bloques (A y B) de 4
ejercicios cada uno.

c) Cada ejercicio tiene un valor maximo de 2.5 puntos.

d) Se realizaran Unicamente cuatro ejercicios, independientemente del bloque
al que pertenezcan. En caso de responder a mas de cuatro ejercicios, se
corregiran los cuatro que aparezcan fisicamente en primer lugar.

e) Se permitira el uso de calculadoras que no sean programables, ni gréaficas ni con
capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos
conducentes a la obtencion de resultados deben estar suficientemente justificados.

f) En la puntuacion maxima de cada ejercicio estan contemplados 0,25 puntos para
valorar la expresion correcta de los procesos y métodos utilizados.

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)

X2 +2 si x<0

Sea f la funcién continua definida por f (x) =< «ax+b si 0<x<2

x 3
242 2
a) Calculaayb. (1,25 puntos)
b) Para a=-1y b =4, estudia si existe la derivada de f en x = 2. En caso afirmativo,
calcula la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en dicho punto. (1,25 puntos)

EJERCICIO 2 (2.5 puntos)
Considera la funcion f :R——R definida por f(x)= In(x2 +1) (donde In denota la funcién

Si 2<X

logaritmo neperiano).
a) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f. (1 punto)
b) Determina los intervalos de convexidad y de concavidad de f y los puntos de inflexion de
su grafica. (1,5 puntos)

EJERCICIO 3 (2.5 puntos)
Considera la funcion F:[0,27]——R definida por F(x) =J-OX 2tcos(t)dt.

a) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de F. (1 punto)
b) Halla la ecuacion de la recta tangente a la grafica de F en el punto de abscisa x = z. (1,5
puntos)

EJERCICIO 4 (2.5 puntos)
Calcula Iolxarctg (x)dx (donde arctg denota la funcién arcotangente).
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PRUEBA DE EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL

U ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS DE ADMISION 1\ revATicAS I
ANDALUCIA, CEUTA, MELILLA'YY CENTROS en MARRUECOS
CURSO 2021-2022

EJERCICIO 5 (2.5 puntos)
Considera el sistema:

2x + 3y + mz = 3
X + my - z = -1
3X + y — 32 = -m

a) Discute el sistema segun los valores de m. (1,75 puntos)
b) Para m = -2 encuentra, si es posible, yo para que la solucién del sistema sea

X=A, Y=Y, Z =ﬂ—$. (0,75 puntos)

EJERCICIO 6 (2.5 puntos)

1 -1

-a 3
Dado a =0, considera las matrices A:( ) 1] yB=|3 4
1 2

a) Determina para qué valores de a se cumple que A™ = % A. (1,25 puntos)

b) Para a = 1 calcula, si es posible, la matriz X tal que AX =B', donde B' denota la matriz
traspuesta de B. (1,25 puntos)

EJERCICIO 7 (2.5 puntos)

X=A1
Considerael plano 7=x+y+z=0 ylarectar=<y=1-1.
z=0

a) Determina la ecuacion del plano perpendicular a T que contiene a r. (1,25 puntos)
b) Calcula la distancia entre r y 1. (1,25 puntos)

EJERCICIO 8 (2.5 puntos)
y_m#l

Sean los planos 7, =2x+y+z-3=0, 7, =X+2y—-z+5=0 ylarecta r=x-1= 5=

a) Halla los puntos de r que equidistan de =, y x,. (2 puntos)
b) Halla el seno del angulo que forma el plano 7, con la recta r. (0,5 puntos)
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SOLUCIONES
EJERCICIO 1 (2.5 puntos)
X2 +2 si x<0
Sea f la funcion continua definida por f(x)=<+ax+b si 0<x<2
X3 i 2<x
22 2

a) Calculaayb. (1,25 puntos)
b) Para a=-1 Yy b =4, estudia si existe la derivada de f en x = 2. En caso afirmativo, calcula

la ecuacidn de la recta tangente a la grafica de f en dicho punto. (1,25 puntos)

a) La funcion debe ser continua en x = 0. Debe cumplirse lim f (x)=lim f (x)=f (0).

x—0" x—0"

lim f x):limx2+2:02+2:2

x—0"

x—0"
lim £ (x)=limVax+b=v0+b=vb}=2=b=|b=22=4]

x—>0" x—0"
fitg 1) =i £(x)=1(0)
X2 +2 si x<0
La funcion queda f(x)={+ax+4 si 0<x<2
X3 i 2<x
22 2
La funcion debe ser continua en x = 2. Debe cumplirse lim f (x)=lim f (x)=f(2).
x—2~ x—2*

lim f (x)=lim Vax+4 =+2a+4
X—2" X—2"

. -2 3 —1 3 2

lim f (x)=lim—= -2 Pl Parsa=2=
)=l s B B B

lim f (x) = lim f (x)= f(2)

x—2~ x—2"

=>2a+4=2=>2a=-2=> a:_?2=—1

Los valores buscados son a=-1y b=4.

X* +2 si x<0
b) Para a=-1y b=4Ila funcién es continua y queda f(x)=:{+v-x+4 si 0<x<2.
si 2<X

x 3
22 2

www.ebaumatematicas.com
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Para que exista la derivada en x = 2 debe cumplirse que sean iguales las derivadas laterales.

£(27) = lim £*(x) = lim 1 -
x2 x-2 2\/—x+ “od2+4 22 @)= (@)= -1
. -1 22
f7(2") = lim f"(x )_Ilm——
x—2* xaz*z\/_ \/5
. . -1
La derivada en x = 2 existe y vale " (2)=—=
y 2 02
La ecuacion de la recta tangente a la graficade fenx =2 es y—f (2)=f"(2)(x-2).
y—f(2)=1"(2)(x-2)
-1 2
f(2)= —2+4:«/5 —y-2= X=2)=>y= X+——+2=
(2)=+ y- J—( )=Y=55% 505
f (2
(2)= 2\/—
2 1 _2 2 —2 32
— —+ =——x+==
DA X+\/§+\/_ 4 2 2=y 4 2
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EJERCICIO 2 (2.5 puntos)

Considera la funcion f :R——R definida por f(x)= In(x2 +1) (donde In denota la funcién
logaritmo neperiano).

a) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f. (1 punto)

b) Determina los intervalos de convexidad y de concavidad de f y los puntos de inflexién de su
grafica. (1,5 puntos)

a) Utilizamos la derivada para hallar los puntos criticos de la funcién.

2X
f (x)=
(x) X2+l = — 1=0:>X:0
£(x) =0 X+
Estudiamos el signo de la derivada antes y después de x = 0.
e En (—,0) tomamos x = -1y la derivada vale f"(-1) = _3 _2__1<0.1a
(-1)°+1 2

funcién decrece en (—oo, 0).

e En (0,+oo) tomamos x = 1y la derivada vale f (1) = 2 =1>0. La funcidn crece
17 +1

n (0,+oo).
Resumiendo: La funcion decrece en (—oo, 0) y crece en (0,+oo).

b) Utilizamos la derivada segunda.

2(x% +1)=2x-2 2 A2 ny2
f(x)= 22X = f7(x)= (X +) 2X T2tz irx o 2X2 2-2x°
x“+1 (x2+1) (x2+1) (x2+1) )
f7(x)=0 (x*+1)

=22 =1-x=0=>x2=1=|x=+/1=%1

Estudiamos el signo de la segunda derivada antes, entre y después de estos dos valores.

e En (—oo,—1) tomamos x = -2y la derivada segunda vale
2

f7(-2)= L)z 6 <0. La funcion es céncava (N) en (—oo,—1).
2 25
(2]
_ . . 2-2-0?
e En (—1, +1) tomamos x = 0 y la derivada segunda vale f"(0) = ( > )2 =2>0.La
0°+1

funcion es convexa (U) en (—1, +1)
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— . 2 —
e En (+1,+00) tomamos x = 2y la derivada segunda vale f(2)= 2—222 -2
(22+1) 25

La funcién es concava (N) en (+1,+o).

Resumiendo: La funcién es céncava (N) en (—o0,—1)U(+1,+0) y es convexa (U) en
(-1+1).
La funcién presenta dos puntos de inflexién uno en x = -1y otro en x = +1.

L I N |

In(x* +1)

e e e

i i
“3-F2-F1-10 O -8 -7 -6 -5 -4 3 -2 1 2 3 4 5 6 7 9 10 11 12 13
Convexa

=
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EJERCICIO 3 (2.5 puntos)
Considera la funcion F:[0,27]——R definida por F(x) =on 2tcos(t)dt.

a) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de F. (1 punto)
b) Halla la ecuacion de la recta tangente a la gréfica de F en el punto de abscisa x = z. (1,5 puntos)

Calculamos la integral indefinida.

Integracion por partes
[2tcos(t)dt ={u =2t — du=2dt =
dv=cos(t)dt »>v= Icos(t)dt =sen(t)
= 2tsen(t)—jsen (t)2dt = 2tsen(t)—2(—cos(t)) = 2tsen(t)+2cos(t)+ K
Obtenemos la expresion de la funcién F.

F(x)= on 2tcos(t)dt = [Ztsen (t)+ Zcos(t)]: -

=[ 2xsen(x)+2cos(x)]~[2-0-sen(0)+2cos(0) | = 2xsen(x) +2cos(x) -2
La funcién es F(x)=2xsen(x)+2cos(x)—2.

a) Utilizamos la derivada.

F’(x) =2sen(x)+2xcos(x)—2sen(x) = ZXCOS(X)} = 2xcos(x)=0=

F(x)=0
x=0
=0
cos(x)=0— x=Z| x:s—ﬁ
2 2

Otra opcion es saber que se cumple que si F(x) = on 2tcos(t)dt entonces

F’(x)=2xcos(x)

Tenemos tres puntos criticos en el dominio de definicién [0, 27[]
Estudiamos el signo de la derivada antes, entre y despues de estos valores.
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e En 0,z tomamos x =~ y la derivada vale F~ Z1-2%cos| Z |>0. La funcién
2 4 4 4 4
crece en [O,Zj.
2
e En (72[ 32 j tomamos x =7 Y la derivada vale F’(z)=2zcos(z)=-27<0.La
3z
funcién decrece en ( j .
22
V4

e En 3—”,27; tomamos x=7—” y la derivada vale F"| — z =2—C0S| — z >0.La
2 4 4 4 4

funcion crece en [3?”,24 )

Resumiendo: La funcién F crece en [0, %)u(%ﬂ 27z:| y decrece en (2 37”)

b) La ecuacién de la recta tangente a la grafica de Fenx = zes y—F (7)=F"(z)(x—7x).

7)

(x=
+2c08(7)-2=-2-2=-4;=
)

=-2r

y-F(z)=F(r)
F(7)=2rsen(r)
F'(z)=2zcos(z

= y—(—4):—27z(x—7z):> y=—27rx+27z2—4
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EJERCICIO 4 (2.5 puntos)
Calcula Iolxarctg (x)dx (donde arctg denota la funcion arcotangente).

Calculamos primero la integral indefinida.

Integracion por partes
Ixarctg(x)dx: u=arctg(x)—>du= L :X—Zarctg(x)—J‘X—2 L ix=
x* +1 2 2 x*+1
2
dv:xdx—>v:jxdx:x—
2
X2 1¢ x° x? 1px°+1-1
_?arctg(x)—zsz—ﬂdx_?arctg(x)—EI T dx =

x? 1] ¢ x*+1 1 x? 1 1
_?arctg(x)—ED % +1dx—j v +1dx} _?arctg(x)—i[_[dx—j v +ldx} -

2 2

:X?arctg (x)—%[x—arctg (x)]= X?arctg (x)—§+%arctg (x)+K

Aplicamos este resultado en el calculo de la integral definida pedida.

1 x? x 1 '
IOxarctg(x)dx:{?arctg(x)—EJrEarctg(x)} =

0

12 11 0? 01
= Earctg (1) —§+§arctg (1)} {? arctg (0) -5t Earctg (0)} =
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EJERCICIO 5 (2.5 puntos)
Considera el sistema:

2Xx + 3y + mz = 3
X + my — z = -1
3X + y — 32 = -m

a) Discute el sistema segun los valores de m. (1,75 puntos)
b) Para m = -2 encuentra, si es posible, yo para que la solucion del sistema sea x=A4, y=y,,

z=A4 —% . (0,75 puntos)

2 3 m
a) La matriz de coeficientes asociada al sistemaes A={1 m -1| y la matrizampliada es
3 1 -3
2 3 m 3
A/B=|1 m -1 -1]|.
3 1 -3 -m
Averiguamos cuando se anula el determinante de A.
2 3 m
|A=]1 m -1=-6m-9+m-3m’+9+2=-3m"-5m+2
3 1 -3
2 . E:—2:m
|A|=0:>—3m2—5m+2=o:>m=Si () +24 527 | -6
-6 -6 5-7 |1
6 |3

Estudiamos las tres situaciones diferentes que se nos plantean.

CASO 1. m¢—2ym¢%

En este caso el determinante de A es no nulo y el rango de A es 3, asi como el de A/B e
igual al nimero de incdgnitas = 3, por lo que el sistema tiene una Gnica solucion.

CASO 2. m=-2.
En este caso el determinante de A es nulo y su rango es menor de 3.

2 3 -2 3
La matriz ampliada queda A/B=|1 -2 -1 -1|. Triangulamos el sistema utilizando
3 1 -3 2

el método de Gauss.
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5 ) Fila 32—3-Fila 22
/ 32 =2 3 3 1 -3 2
AlB=|1 -2 -1 -1|=1 o o o ,

3 1 =3 2 0 7 0 5—>NuevaFila3?

Filal®—2-Fila 22

> 3 o 3 2 3 -2 3

24 2 2 =0 7 0 5=

0 7 0 5-— NuevaFila2? 07 05
Fila 3 —Fila 22 N R,
0 7 0 5 23 23

= 0 -7 0 -5 =|0 7 05
0 0 0 0 —>NuevaFila3? L O~O 0

A

El rango de A =2 = Rango de A/B < n° de incdgnitas = 3.
El sistema tiene infinitas soluciones.

CASO 3. m =%

En este caso el determinante de A es nulo y su rango es menor de 3.

2 3 1/3 3

La matriz ampliada queda A/B=|1 1/3 -1 -1
3 1 -3 -1/3

. Triangulamos el sistema

utilizando el método de Gauss.
5 / Fila 32 —3-Fila 22
A/B=|1 173 1f 31 301 -3 s
= — P18 a1 3 3
3 1 -3 -1/3

0 O 0 8/3—>NuevaFila3?

Fila 12—2-Fila 22 B

s 3 13 3 2 3 1/3 3
> o3 9 o —|0 7/3 7/3 5
0 7/3 7/3 5 NuevaFilaze| |2 0 0 8/3

A

El rango de A es 2 y el de A/B es 3. Al ser los rangos distintos el sistema no tiene
solucion.

Resumiendo: Si m = —2ym = = el sistema tiene solucién Unica, si m=-2 el sistema tiene

infinitas soluciones y si m= § el sistema no tiene solucion.
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b) Para m = -2 el sistema tiene infinitas soluciones.
Lo resolvemos a partir del sistema equivalente obtenido con el método de Gauss.

2 3 -2 3 2X+3y—-2z2=3

2x+3y—-2z=3 15
0 7 0 5= 5| =>2X+—-22=3=

7y=5 y=— 7

0 0 00O 7

:>2x—22:3—E:>2x—22:§:>x—z=§:> x:§+z
7 7 7
. 3 5
Las soluciones son x=7+a; y=7; ZI=«.
3

Comprobamos que existe la solucion x=A4, y=y,, z= 1—7 :

3
X==+a
7
y_§ 3 3
7 A=—+a A=—+a
=0 / 5
Sa=A-—=a+-=4;=>|==Y,
7 7
5 5
X=A 7=yo 7=yo
Y=Y,
3
I=1-=
v

Existe la solucion pedida siendo 'y, =%
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos)

1 -1

. . -a 3
Dado a =0, considera las matrices Az( ) 1] yB=|3 4
1 2

a) Determina para qué valores de a se cumple que A™" = % A. (1,25 puntos)

b) Para a = 1 calcula, si es posible, la matriz X tal que AX =B', donde B' denota la matriz
traspuesta de B. (1,25 puntos)

a) Averiguamos para que valores de “a” existe la inversa de la matriz A.

3
A= —-a-3a=-4a
1

—a
a

|A|:O:>—4a:0:>

La inversa de la matriz A existe para cualquier valor de a=0.

Multiplicamos la igualdad A™ = % A por la matriz A y debemos obtener la matriz identidad.

AA=LAAZ T =4l A= 4 10y (-2 3)f-a 3 -
4 0 1 a 1)la 1

4=a’+3a) 4=a’+3a| 4=a’+3a

4 0 a’+3a -3a+3) 0=-3a+3| -3=-3a 1=a
= = = = =
0 4) (-a’+a 3a+1 0=-a’+a| O0=-a’+a| O0=-a’+a
4=3a+1 3=3a l=a
4=1"+3 :
= = iSe cumplen todas las ecuaciones!
0=-1*+1

El valor buscado es a = 1.

- _1 3 . . —1 1 1 _1 3
b) Paraa =1 la matriz A queda A= y Su matriz inversaes A" ==A==
1 1 4 41 1

Despejamos X en la ecuacion AX =B'.
AX =B'= X =A"'B'
Obtenemos la expresion de X.

X_Alet_l -1 3)(1 3 1) 1(-1-3 -3+12 -1+6) 1(-4 9 5
B 4\l 1)l-1 4 2) 4l 1-1 3+4 1+2) 4l0 7 3

2><><3 >2x3

“ 1 9/4 5/4
Lo 7/4 3/4
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EJERCICIO 7 (2.5 puntos)

X=A
Considerael plano 7=x+y+z=0 ylarectar=<y=1-1.
z=0

a) Determina la ecuacion del plano perpendicular a T que contiene a r. (1,25 puntos)
b) Calcula la distancia entre r y m. (1,25 puntos)

Estudiemos la posicion relativa de recta y plano.

z=x+y+z=0=n=(111)

=4 =1, =(1-1,0)-(111)=1-1=0

r

A=V, =(1-1,0)

X
r=qy=1-

z=0
Al ser perpendiculares el vector normal del plano y el vector director de la recta sabemos
que la recta es paralela al plano, o bien la recta esta contenida en el plano.

X=A
r= y:l—/I:>Pr(O,1,0)
z=0

T=X+y+2=0

=0+1+0%0

El plano no contiene al punto Pr, por lo que la recta no esta contenida en el plano y son
paralelos y por tanto existe el plano que se pide.

a) El plano " perpendicular a © que contiene a r tiene como vectores directores el vector
normal del plano y el vector director de la recta, y ademas contiene un punto de la recta.

*=4  R(0.10)

r=qy=1-1= x y-1 z
720 v, =(1-10)| p=>7=]1 -1 0/=0=
1 1 1

7Z'EX+y+Z:03F]):(1,1,1)

= —X+2+2-y+1=0=|r'=—Xx-y+27+1=0

b) Larecta ry el plano m son paralelos por lo que la distancia entre ellos es la distancia entre
un punto de la recta y el plano.

T=X+y+z=0 _Jo+1+0 2 —ﬁu

P (0,1,0)er }:d(r’”):d(e’”) JEiriZ V3 3
NG
?U.

La distancia es d(r,7) =
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EJERCICIO 8 (2.5 puntos)
Sean los planos 7, =2x+y+z-3=0, 7,=X+2y-2+5=0 y larecta rzx—1=%=z—+1.

a) Halla los puntos de r que equidistan de =, y =,. (2 puntos)
b) Halla el seno del angulo que forma el plano 7, con la recta r. (0,5 puntos)

Estudiamos la posicion relativa de los dos planos.
Comprobamos que sus vectores normales no son paralelos pues no tienen coordenadas
proporcionales, por lo que no son planos paralelos (son secantes, coincidiendo en una recta).

7r152x+y+z—3=0:>r_1;=(2,1,1) 2 1 1
:I;&Ei_l

, zx+2y—z+5=0:>rT2=(1,2,—1)

a) Hallamos las coordenadas paramétricas de la recta r.

R(l,O,—l) Xx=1+A1
r—X—1:%=Z—;1:>I’_{_> =>r=.y=241
v, =(12,5) 7=—1+54

Un punto P de la recta tiene coordenadas P(1+ 22,1+ 5/1) . Calculamos la distancia del
punto P a cada plano.

P(1+4,24,—1+54) _|2+4224+22-1+54-3 [|94-2

=d(P,71)=
7z152x+y+z—3:0} (P.m) J22 412 412 J6

P(1+4,24,-1+52) 1+ A+44—-(-1+52)+5 7
= ( AL =—
7, =X+2y-2+5=0 JE+22 +(-1) J6

Igualamos las distancias para que el punto P equidiste de ambos planos.

|92—2|_l

RENNG

d(P,zzl):d(P,zzz) :>|9/1—2|:7:>
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IN-2=7T=291=9=1=1= P(2,2,4)

=40

0-2=-T7=01=5=4=_2—|p(2 220 34
9 9' 9 ' 9

Los dos puntos de la recta r que equidista de los dos planos son P(2, 2,4) y

(240 )
9 9 9

b) Hallamos el coseno del angulo que forman el vector normal del plano y el vector director de
la recta utilizando el producto escalar.

7, =2x+y+2-3=0=n, =(211)

=cos| n,V, |=———==

_ _y_Z+1 _>_ > |-
r=x—1_§_?:>vr_(1,2,5) n,|v,
> o 2,11)(1,2,5
:cos(nl,vr): (2L0)( )
V22412 4112 + 2% 457
:»cos(r?l,\/fj=2+2+5= 9 __ 9 _ 9 3 3B _3f_
J64/30 180 045 65 25 25 10

n j:ﬁzom

:sen(r,ﬁl):cos(nl,vr 10

Hemos utilizado la propiedad de los angulos sena = cos(90° -a).
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PevAU 2022 Ordinaria (reserva) Matematicas II
PRUEBA DE EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL
U ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS DE ADMISION 1o g

ANDALUCIA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS
CURSO 2021-2022

Instrucciones: @) Duracién: 1 horay 30 minutos

b) Este examen consta de 8 ejercicios distribuidos en 2 bloques (A y B) de 4
ejercicios cada uno.

c) Cada ejercicio tiene un valor maximo de 2.5 puntos.

d) Se realizaran Unicamente cuatro ejercicios, independientemente del bloque
al que pertenezcan. En caso de responder a mas de cuatro ejercicios, se
corregiran los cuatro que aparezcan fisicamente en primer lugar.

e) Se permitira el uso de calculadoras que no sean programables, ni gréaficas ni con
capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos
conducentes a la obtencion de resultados deben estar suficientemente justificados.

f) En la puntuacion maxima de cada ejercicio estan contemplados 0,25 puntos para
valorar la expresion correcta de los procesos y métodos utilizados.

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)

2

X“+1 .
1 si x<0
Sea f la funcién continua definida por f(x) = );x+ b
> si x>0
(x+1)

a) Determina a y b sabiendo que f tiene un extremo relativo en el punto de abscisa x=2.
(1,5 puntos)
b) Para a=2 y b=-1, estudia la derivabilidad de f. (1 punto)

EJERCICIO 2 (2.5 puntos)
Se quiere cercar un trozo de terreno como el de la figura, de modo que el area del recinto central

rectangular sea de 200 metros cuadrados. Sabiendo que el coste de la cerca que se puede poner
T

en los tramos rectos es de 10 euros por metro lineal, y en los tramos circulares de 20 euros por
metro lineal, calcula las dimensiones a y b del terreno para las que se minimiza el coste del
cercado.

EJERCICIO 3 (2.5 puntos)
Considere la funcion f:R——R definidapor f(x)=e"sen(2x). Halla la primitiva de f

cuya gréafica pase por el punto (0, 0).
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EJERCICIO 4 (2.5 puntos)
Considera las funciones f,g:R——Rdefinida por f(x)=1-x*y g(x)=2x".
a) Calcula los puntos de corte de las gréficas de fy g. Esboza el recinto que delimitan. (1,25

puntos)
b) Determina el &rea del recinto anterior. (1,25 puntos)

PRUEBA DE EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL

U ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS DE ADMISION 1 xreMATICAS I
ANDALUCIA, CEUTA, MELILLAY CENTROS en MARRUECOS

CONVOCATORIA ORDINARIA, CURSO 2021-2022

EJERCICIO 5 (2.5 puntos)

1 2 1
Considera la matriz A={1 1 1
1 -1 -1

a) Calcula A™. (1 punto)
b) Calcula la matriz X de orden tres que verifica AX +(A—X)"=X2+1, siendo | la matriz
identidad de orden tres. (1.5 puntos)

EJERCICIO 6 (2.5 puntos)

En un estudio del ciclo del suefio se monitoriza la fase NO-REM (es el momento del suefio que
el cuerpo utiliza para descansar fisicamente). Esta fase se divide a su vez en tres momentos: Fase
| (adormecimiento), Fase Il (sueno ligero) y Fase Il (suefio profundo). Una persona dedica el
75% de su suefio a la fase NO-REM. Ademas, el tiempo que dedica a la Fase 11 es el doble que
el de la Fase | y Il juntas. Por otro lado, a la Fase 11l se dedica el cuadruple que a la Fase I. Si
una persona ha dormido 8 horas, ¢cuantos minutos dedica a las Fases I, 11 y 111 del ciclo del
suefio?

EJERCICIO 7 (2.5 puntos)

. x=0 X+y=1
Considera las rectas r = ys= :
z=0 x—-y=1
a) Determina la ecuacion del plano que contiene a r y es paralelo a s. (1,5 puntos)
b) Determina la ecuacion del plano que contiene a r y es perpendicular a s. (1 punto)

EJERCICIO 8 (2.5 puntos)

2x+z=1
y=1
a) Calcula los puntos de la recta r que equidistan de los planos =, y 7,. (1,5 puntos)

Considera los planos 7z, =x+y+2=0Yy 7, =X-2-1=0, asi como la recta r z{

b) Halle el angulo que forman los planos =, y r,. (1 punto)
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SOLUCIONES

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)

2

X“+1 si x<0

Sea f la funcién continua definida por f(x) = ax_+ b
> si x>0

(x+1)

a) Determina a y b sabiendo que f tiene un extremo relativo en el punto de abscisa x = 2.
(1,5 puntos)
b) Para a=2 y b=-1, estudia la derivabilidad de f. (1 punto)

a) Si la funcion es continua debe serlo en x = 0.
Para ello debe cumplirse que lim f(x) = lim f(x) = f (0)
x—0" x—0"

2 2

lim f(x)= lim X2 9+
x—0~ x-»0" X—=1 0-1
lim £ (x) = lim X202 _ _0+b__
x—0" x—>o*(x+1) (0+1) —lb=-1

0% +1

f(0)=—TT=_1

(0)=57
lim £ (x) = lim f(x) = f (0)
x—0" x—0"

x?+1

si x<0
La funcién queda f(x)=1
ax—1 .
> sl x>0
(x+1)
Ademas, f tiene un extremo relativo en el punto de abscisa x =2
La derivada debe anularse en x = 2. En el entorno de este valor la funciones f(x) = (ax _1;2
X+
£ (x) = a(x+1)" —2(x+1)(ax—1)
(x +1)4 ,
a(2+1)" —-2(2+1)(2a-1)
=0= -
£(2)=0 (2+1)

=0=9a-6(2a-1)=0=9a-12a+6=6-3a=0=[a=2]

Los valores buscadossona=2yb =-1.
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X“+1 .
1 si x<0
., X— .
b) Para a=2 y b=-1 la funcion queda f(x)= ox—1 y es continua.
= si x>0
(x+1)

En R—{0} la funcién es derivable y su derivada es

2x(x—1)-1-(x* +1) _ 2 -2x-x*-1_x*-2x-1

(x-1) (x-1) (x-1)°

si x<0= f"(x)=

si X>0= f,(X)ZZ(X+1) _2(X+1)(2X—1):2(X+l)—2(2x—1):

(x+1)4 (x+1)3

_2X+2-4x+2  -2x+4

(x+1)3 (x+1)3

x2—2x-1 .

T)ZSI X<0
=]

—2X+4 .

(x+1)3 si x>0

Comprobamos si es derivable en x = 0 viendo si coinciden sus derivadas laterales.

, _ . , . 2_2 _1 _1

R A T R

£(0) = lim £ (x) = lim —2X*4 _4_ = 1(0)=17(0")
x—0* X—0* (X+l)3 1

La funcién no es derivable en x = 0.

La funcion es derivable en R —{0}.
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EJERCICIO 2 (2.5 puntos)
Se quiere cercar un trozo de terreno como el de la figura, de modo que el &rea del recinto central

rectangular sea de 200 metros cuadrados. Sabiendo que el coste de la cerca que se puede poner
T

en los tramos rectos es de 10 euros por metro lineal, y en los tramos circulares de 20 euros por
metro lineal, calcula las dimensiones a y b del terreno para las que se minimiza el coste del
cercado.

El area del recinto central rectangular es Area=a-b = 200 =b= 200 :
T ar

Los tramos rectos miden 2a y cuestan 20a euros.

Los tramos curvos miden una circunferencia de radio b/2, por lo que miden 272"% = b, por

lo que cuestan 207zb
El coste total de la cerca es:

C(a,b)=20a+207zb 200 4000
+—

200 = C(a)=20a+207—=20a

b ar a

ar

Derivamos la funcién y la igualamos a cero en busca del minimo.

C(a)= 20a+%00= 20a+4000a™ = C’(a) =20—4000a 2 = 20 - 4280
C’(a)=0=20- 4262)0 00— 42?0 20— 4000 = 2022 — 200 = &° —

a=+200=14.14m

Sustituimos este valor en la derivada segunda para ver si a=+/200 es maximo o minimo.

C’(a)=20-4000a2 = C”(a)=8000a" = 2200 _, c”(v200)= 8000 _

&’ (v/200)
Con a=+/200 el coste C(a) de la cerca es minimo.
Para a=+/200 =14.14metros tenemos que b = 200 =- 200 = 4.5metros
J200r 7@

315de 571 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PevAU 2022 Ordinaria (reserva) Matemdticas Il en Andalucia

EJERCICIO 3 (2.5 puntos)
Considere la funcion f:R——R definida por f(x)=e*sen(2x). Halla la primitiva de f

cuya grafica pase por el punto (0, 0).

Calculamos la integral de la funcion.

Integracion por partes
F(x) :I f(x)dx = .[exsen(Zx)dx =<sen(2x)=u—2cos(2x)dx=du ;=

exdx=dv—>v:jexdx:ex

e*sen(Zx)—jeXZCos(Zx)dx =e”sen(2x)— ZJ'eX cos(2x)dx =

Integracién por partes
cos(2x)=u ——2sen(2x)dx =du ; =e*sen(2x) - Z[eX cos(2x) —J'—Zsen (2x)exde =

exdx=dv—>v:.[exdx:eX

=e”sen(2x)—2e” cos(2x) + 2_[—23en (2x)e*dx =e*sen(2x)—2e* cos(2x)— 4J' sen(2x)e*dx

Tenemos que Iexsen (2x)dx =e”sen(2x)— 2e” cos(2x)—4j sen(2x)e*dx y despejando
obtenemos la expresion de la primitiva.

jexsen (2x)dx =e*sen(2x)—2e”* cos(2x) —4] sen(2x)edx =
= Iexsen (2x)dx+ 4Iexsen(2x)dx =e’sen(2x)—2e”* cos(2x) =
= 5J'exsen(2x)dx =e”sen(2x)—2e” cos(2x) =

:jexsen(Zx)dx= e sen(2x)—52e cos(2x) :%sen(Zx)— 2e

cos(2x)+K

X

Tenemos que F (X) =%sen(2x)— 2: cos(2x)+K.
Como la grafica de la primitiva de f debe pasar por el punto (0, 0) > F(0) = 0.

X X

F(x) :%sen(Zx)— 2:
0

0 0
cos(2x)+K :%sen(o)—%cos(oﬁ K=0=

:>—2+K:0: K :g:> F(x):e—sen(Zx)—2e
5 5 5 5

cos(2x)+§

X X

La primitiva buscada es F (x) =%sen(2x)— 2¢ cos(2x)+§
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EJERCICIO 4 (2.5 puntos)
Considera las funciones f,g:R——Rdefinida por f(x)=1-x*y g(x)=2x".
a) Calcula los puntos de corte de las gréficas de fy g. Esboza el recinto que delimitan. (1,25

puntos)
b) Determina el &rea del recinto anterior. (1,25 puntos)

a) Hallamos los puntos de corte de ambas graficas.
f(x)=1-x°

g(x)=2x* }=>1-x"=2x"=1=3*= X’ =%:> X=1 %
F(x)=9(x)
2
Para x=i\/i la funcion vale f \/i =1- 1 =1_1=§
3 3 3 3 3
Las dos graficas se cortan en los puntos —\ﬁ,z y \/i,g .
33 33
Para esbozar las graficas obtenemos una tabla de valores.
x | f(x)=1-x°
-1 0
_ 1 2 flx)=1-x
3 3
0 1
1 2
3 3 ° -
1 0 : :
x | g(x)=2x* : :
_1 2 - -
1 1 i L[
By 2 N3 g(x)=2x" 3
3 3
0 0 ‘
1 2
3 3
1 2

b) Calculamos el valor de la integral definida de la diferencia de las dos funciones entre

ey xnfh
3 Y 3
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Area = I (1—x2—2x2)dx

(1—3x2)dx :[x—x3]\_El _
s ]

J
; ;

IR3ERAtE

Zﬁ_[_sj:_s_(@]:zﬁ_zsﬁ_zﬁ_zﬁ_ﬁﬁ—zﬁ:4J§:077u2
=0

1 i
+,0= +,0=
3 3

3 3 ¥ 3 3P 9
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EJERCICIO 5 (2.5 puntos)

1 2 1
Considera la matriz A={1 1 1
1 -1 -1

a) Calcula A™. (1 punto)
b) Calcula la matriz X de orden tres que verifica AX +(A—X)"=X2+1, siendo | la matriz
identidad de orden tres. (1.5 puntos)

a) Comprobamos que existe la inversa de A.

12 1
A=l 1 1|=-142-1-142+1=220
1 -1 -

Existe la inversa y utilizamos la formula para su obtencion.

11 1 1 -1 ‘Z—j 21‘
+ - +
Adj|2 1 -1 I 0 1 1
L, Adj(A") 11 -1) 1| g 1] p 1] [1
Al = _ ==l + - == 2 =2 0
A 2 2T | N | R
2 3 -1
11 |11 11
+ - +
1 -1 2 -1 |21
0 1/2 1/2
Al=|1 -1 0
-1 3/2 -1/2

b) Despejamos X en la ecuacion matricial.

AX +(A=X) = X241 = AX +(A-X)(A-X)=X"+1=

— A + A2 A~ XA+ XL = XL 4l = —XA=1-A2 =

:>XA=A2—I:>X:(A2—I)A’1

Sustituimos la expresion de cada matriz para obtener la matriz X.
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1 2 1\1 2 1 1+2+1 2+2-1 1+2-1 4 3 2
A2=|1 1 11 1 1 |=/1+1+1 2+1-1 1+1-1|=|3 2 1
1 -1 1)1 -1 1 1-1-1 2-1+1 1-1+1 -1 2 1
4 3 2 1 00 3 3 2
A>’—1=13 2 1|]-|0 1 0|=/3 1 1
-1 2 1 0 0 1 -1 2 0
X=(A2—|)A-1
3 3 20 1 1 6-4 3-6+6 3-2 2 3 1
X:l 3 11|11l 2 -2 0 :% 2-2 3-2+3 3-1 :% 0 4 2
-1 2 0ON-2 3 -1 4 -1-4 -1 4 -5 -1
1 3/2 1/2
X=/0 2 1
2 -5/2 -1/2
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos)

En un estudio del ciclo del suefio se monitoriza la fase NO-REM (es el momento del suefio que
el cuerpo utiliza para descansar fisicamente). Esta fase se divide a su vez en tres momentos: Fase
| (adormecimiento), Fase Il (sueno ligero) y Fase Il (suefio profundo). Una persona dedica el
75% de su suefio a la fase NO-REM. Ademas, el tiempo que dedica a la Fase Il es el doble que
el de la Fase | y Il juntas. Por otro lado, a la Fase 111 se dedica el cuddruple que a la Fase I. Si
una persona ha dormido 8 horas, ¢cuantos minutos dedica a las Fases I, 11 y 111 del ciclo del
suefio?

Llamamos X, y, z al nimero de minutos que se dedica a la fase I, 1 y 11l respectivamente.

“Una persona ha dormido 8 horas, por lo que en la fase NO-REM esta 8 - 0.75 = 6 horas
= 360 minutos” 2 X+ Yy+z =360

“El tiempo que dedica a la Fase 1l es el doble que el de la Fase I y 111 juntas” -
y=2(x+2)

“A la Fase Il se dedica el cuddruple que a la Fase I” = z =4x

Reunimos las tres ecuaciones en un sistema y lo resolvemos.

X+Yy+z=360

X+Yy+4x=360 5x+y =360

y=2(x+z) ;= = = 5x+10x =360 =
y =2(x+4x) y =10x

Z=4x
360 _ y =240

=15x=360=|x 24| =

s

La persona dedica 24 minutos a la Fase I, 240 a la Fase 11 y 96 a la Fase I11.
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EJERCICIO 7 (2.5 puntos)

. x=0 X+y=1
Considera las rectas r = ys= :
x—-y=1

z=0
a) Determina la ecuacion del plano que contiene a r y es paralelo a s. (1,5 puntos)
b) Determina la ecuacion del plano que contiene a r y es perpendicular a s. (1 punto)

a) Estudiamos la posicion relativa entre las dos rectas.
Hallamos un punto y un vector director de cada recta.

o [*°  [R(000)
I’E{ =>r=y=t=r=q
=07 | lu=(010)

=1 =1-
SE{XJFV :{X i:l_y—yzlz—Zy:O:y:0:>X:l—O:1:>

x-y=1 X—y=
x=1 Q.(20,0)

=s=qy=0=>s=1
7=t vs=(0,0,1)

Las rectas no son paralelas ni coincidentes, pues sus vectores directores no tienen coordenadas
proporcionales.

— -

N
Calculamos el valor del producto mixto {PQS,U v } y decidimos si se cortan o cruzan.

r rivs

PQ, =(1,0,0)—(0,0,0)=(1,0,0)
10 0

{F’rQs,ur,vs}zo 1 0/=1#0
001

Las rectas se cruzan.
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El plano 1 que contiene a r y es paralelo a s tiene como vectores directores los vectores
directores de las dos rectas y contiene los puntos de la recta r.

P.(0,0,0)ex

Xy z
u=u,=(010)f=7z=0 1 0/=0=[z=x=0]
v=v,=(0,01) 001

b) Este plano solo es posible si las rectas son perpendiculares entre si, es decir, si el producto
escalar de sus vectores directores es nulo.

Sl

r

-(0L0)| - -
(0.10) v, =(0,1,0)(0,0,1)=0+0+0=0

<
I

(0,0,2)

S

Es posible encontrar el plano que contiene a r y es perpendicular a s.
El plano " que contiene a r y es perpendicular a s tiene como vector normal el vector director

de la recta s y pasa por un punto de la recta r.

P

(0,00)er | p :
N r(0,0,0)Eﬂ' }:D:O:

ﬁz\Zz(0,0,l) 7=0x+0y+z+D=0

www.ebaumatematicas.com
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EJERCICIO 8 (2.5 puntos)

2x+z2=1
y=1

a) Calcula los puntos de la recta r que equidistan de los planos =, y 7,. (1,5 puntos)

b) Halle el angulo que forman los planos 7, y r,. (1 punto)

Considera los planos 7, =x+y+2=0 Yy 7, =X-2-1=0, asi como la recta r z{

Estudiamos la posicion relativa de los dos planos.
Comprobamos que sus vectores normales no son paralelos pues no tienen coordenadas
proporcionales, por lo que no son planos paralelos (son secantes, coincidiendo en una recta).

ﬁlzx+y+2=O:rTl=(1,1,0) 11,0

7,=x-7-1=0=n,=(10-1)] * ¢
a) Hallamos las coordenadas paramétricas de la rectar.
X=A1
2X+z2=1 z=1-2x
r= 1 = _1 =>r=5y=1
V= = 7-1-22

Un punto P de la recta tiene coordenadas P(4,1,1—21). Calculamos la distancia del punto

P a cada plano.
P(4,11-22) _|A+1+2] |2+3

=d(P,z)= =
7Z15X+Y+2=0} (P.m) JZi2e0r V2

P(/l,l,l—u)
m,=X-2-1=0

_JA-(-22)-1 32-2

}:d(P,ﬂz) NN

Igualamos las distancias para que el punto equidiste de ambos planos.

2+3 [32-2|
= =

d(P,z,)=d(P,z,) = Dosopciones

V2 2
Opcién1:>/1—+3:ﬂ2>/1+3:3/1—2:>—2/1:—5:>
NFEENG)
:32=§:P-5LL2§}3F{§J;4
2 2 2 2
Opeion2= 23322 5 ia aiiomai-1o
V2 V2

:}ﬂ,=_—1:>P __1,1,1_2 __1 = PZ __111!§
4 4 4 4 2
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Los Unicos puntos de la recta r que equidistan de los dos planos son Pl[%,l, —4) y

Pz(_—l,l,E).
4772

b) El &ngulo formado por los planos es el &ngulo formado por sus vectores normales.
Utilizamos el producto escalar para obtener dicho angulo.

7, =X+y+2=0=>n =(110)

=

Ccos(mom o men,  (110)(3.0.-1)
o \/12+12\/12+(—1)2

—

n

—

7Z'ZEX—Z—1=O:>H;=(1,O,—1) N,

:cos(rT ;)—L—l:(ﬁ rTj—cosl 1 =60°
1172 _\/E\/E_Z 1772 2

Los planos forman un angulo de 60°.
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PevAU 2021 Extraordinaria Matematicas I1

- PRUEBA DE ACCESO Y ADMISION A LA UNIVERSIDAD ]
U ANDALUCIA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS MATEMATICAS I
CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA, CURSO 2020-2021

Instrucciones: a) Duracién: 1 horay 30 minutos

b) Este examen consta de 8 ejercicios distribuidos en 2 bloques (A y B) de 4
ejercicios cada uno.

c) Cada ejercicio tiene un valor maximo de 2.5 puntos.

d) Se realizaran Unicamente cuatro ejercicios, independientemente del bloque al
gue pertenezcan. En caso de responder a mas de cuatro ejercicios, se corregiran
los cuatro que aparezcan fisicamente en primer lugar.

e) Se permitira el uso de calculadoras que no sean programables, ni graficas ni con
capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos
conducentes a la obtencion de resultados deben estar suficientemente justificados.

f) En la puntuacién maxima de cada ejercicio estan contemplados 0,25 puntos para
valorar la expresion correcta de los procesos y métodos utilizados.

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)

a(l—cos(x))+bsen(x)—2(e* -1
Calcula a y b sabiendo que Iing ( ( )) () ( ):7.

X2

EJERCICIO 2 (2.5 puntos)

bx?
1+ax*

Halla a>0 y b >0 sabiendo que la gréfica de la funcion f :R——R dada por f (x) =

tiene en el punto (1, 2) un punto critico.

EJERCICIO 3 (2.5 puntos)
Considera la funcion f :R——R definida por

f(x)=1+[te'dt.
0

Determina los intervalos de concavidad y convexidad de f y sus puntos de inflexion (abscisas
donde se obtiene y valores que se alcanzan)).

EJERCICIO 4 (2.5 puntos)

2

Considera la funcion f definida por f (x)= X2 1
X

(para x #-1, x #1). Halla una primitiva de

f cuya gréfica pase por el punto (2, 4)
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ANDALUCIA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS MATEMATICAS II

’ PRUEBA DE ACCESO Y ADMISION A LA UNIVERSIDAD
U CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA CURSO 2020-2021

EJERCICIO 5 (2.5 puntos)

0 3 4
Considera la matriz A=| 1 -4 -5].
-1 3 4

a) Comprueba que A’ =—A". (1.25 puntos)
b) Dadas las matrices

1 -1 2 0
B=|3 0|y C=/-3 2
4 5 1 -1

calcula la matriz X que verifica A*X +B = AC. (1.25 puntos)

EJERCICIO 6 (2.5 puntos)

Una empresa de mensajeria opera en tres rutas distintas A, B y C. Semanalmente hace un total
de 70 viajes, y el nUmero de viajes por la ruta B es igual a la suma de los viajes por las rutas A 'y
C.

a) Si sabemos que el doble de la suma de los viajes por las rutas Ay C es 70, ¢podemos
deducir el namero de viajes por cada ruta? Razona la respuesta. (1.25 puntos)

b) Si el doble de viajes por la ruta C es igual al nimero de viajes por la ruta B menos 5,
¢cuantos viajes hace por cada rula? (1.25 puntos)

EJERCICIO 7 (2.5 puntos)
La recta perpendicular desde el punto A(1,1,0) a un cierto plano m corta a éste en el punto

o-(133)
22

a) Calcula la ecuacion del plano . (1.5 puntos)
b) Halla la distancia del punto A a su simétrico respecto a 7. (1 punto)

EJERCICIO 8 (2.5 puntos)
Considera las rectas

X=3+1
X+y=1
r=qy=1 y S=
z=0
z=-3-1

a) Estudia la posicidn relativa de r y s. (1.25 puntos)
b) Halla la recta que corta perpendicularmente a r y a s. (1.25 puntos)
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SOLUCIONES

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)

a(l-cos(x))+bsen(x)—2(e" -1
Calcula a y b sabiendo que Iirrol ( ( )) () ( ):7

X2

Calculamos el limite y luego lo igualamos a 7.

 aft-cos(u)ebsn(x)-2(e 1) _afi-cos(0)bsn(0)-2(6’-1) o
x—0 NG 0° 0

a(0+sen(x))+bcos(x)-2(e*-0
= Indeter min acion(L'Hopital) = lim (0+sen( ))+2 ) ( ):
X—> X

_“ma-sen(x)+bcos(x)—2eX _a-sen(0)+bcos(0)-2¢° b-2
o0 2x B 2-0 o0

Como el limite debe valer 7 no puede ser b — 2 distinto de cero pues entonces valdria co.
Entonces b = 2 y seguimos calculando el limite.

_"ma-sen(x)+2cos(x)—2eX _a-sen(0)+2cos(0)-2e" 2-2 0
..=lim o = o =S5 5"

R . a-cos(x)—2sen(x)—2e"
= Indeter minacion(L Hopltal):llrr(} () 5 () =

_a-cos(0)-2sen(0)-2¢° a-2

2 2

Como el limite debe dar 7 entonces a%z =7T=a-2=14=

Los valores buscados sona =16y b = 2.
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EJERCICIO 2 (2.5 puntos)

bx?

Halla a>0 y b> 0 sabiendo que la grafica de la funcién f : R——R dada por f(x)= oo
+ax

tiene en el punto (1, 2) un punto critico.

La funcidn tiene un punto critico en el punto (1, 2) lo que significa dos cosas:
La funcién pasa por dicho punto, es decir, f(1) = 2 y otra que la derivada se anulaen x =1,
es decir f (1) = 0.

Primero: La funcion pasa por dicho punto, es decir, f(1) = 2.

— 12
f(X)_l+ax“ =2= bl __b =2(l+a)=b=|b=2+2a]

1+a-1* 1+a

Segundo: La derivada se anula en x = 1, es decir f (1) = 0.

f(x)= bx? o (x)= 2bx(L+ ax4)—4z;1x3(bx2) _ 2bx+2abx°® —24abx5
(1+ax’) (1+ax*)

_ 5
f'(x _ 2bx — 2abx

(1+ax“)2
2b—2ab
f(1)=0= Y =0=2b-2ab=0=2b(1-a)=0=+0
+a
(1+2) 1-a=0-=]
Hay dos formas de conseguir lo pedido:
12 forma.
b=2+2a a=-1 ., -
b—0 =2+2a=0=a=-1= b—0 Esta opcion no es valida pues a > 0.
22 forma.
b=2+2a a=1
=>b=2+2=4=

Se consigue lo pedido en el ejerciciocona=1yb =4,
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EJERCICIO 3 (2.5 puntos)
Considera la funcion f :R——R definida por

f(x)=1+[te'dt.
0

Determina los intervalos de concavidad y convexidad de f y sus puntos de inflexion (abscisas
donde se obtiene y valores que se alcanzan)).

Calculamos la expresion de la funcién f(x) hallando primero la integral indefinida y con ello
la integral definida.

Integracién por partes
Itetdtz u=t—du=dt :te‘—je‘dtzte‘—e‘+K

dv = e'dt —>v=jetdt =g

Ite‘dt = [tet —et]: = [xeX —eX]—[OeO —e"] =xe* —e* +1
0

f(x) =1+Itetdt =1+xe*—e* +1=xe*—e*+2
0
Calculamos la derivada segunda y la igualamos a cero para obtener los posibles puntos de
inflexion.

f(x)=xe"-e"+2= f'(x):)ef'(+xex—)ef‘(:xex:>f"(x):ex+xeX

e* =0, jlmposible!
f(x)=0=e"+xe*=0=e*(1+x)=0=<0
1+x=0—[x=-1]

Estudiamos el signo de la derivada segunda antes y después de x = —1.

e En (—o,—1) tomamos x = -2y la derivada segunda vale f “"(-2)=e?-2e?<0. La
funcién es concava (N) en (—o0,—1).
e En (—1, +o0) tomamos x = 0y la derivada segunda vale f (0) =e°4+0-e°=1>0. La

funcion es convexa (U) en (—1, +o0).

La funcién es concava (N) en (—oo,—1) y convexa (U) en (—1,+x).

Y tiene un punto de inflexién en x =-1. Como f(-1)=—e"—-e"+2=2-2¢" = 2—g el
e

punto de inflexion tiene coordenadas (—1, Z—EJ
e

330de 571 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PevAU 2021 Extrardinaria Matemdticas Il en Andalucia

EJERCICIO 4 (2.5 puntos)

2
Considera la funcion f definida por f (x)= Xz +i (para x #-1, x #1). Halla una primitiva de

f cuya grafica pase por el punto (2, 4)

Calculamos la integral de la funcion f(x) usando la descomposicion en fracciones simples.

x?+1

F(x)=If(x)dx=IX2_1dx=...

x>+1 x*-1+42 x*-1 2 2
2 = 2 =2 = =1+ 2
X -1 X -1 x*-1 x°-1 X -1
2 2 2
...:Il+ X2_1dx:.|.1dx+JX2_1dx:x+IX2_1dx:...

Descomposicién en fracciones simples
2 2 A B

x* =1 (x-1)(x+1) - x—1Jr X+1

2 _A(x+1)+B(x—1): CA(X41) 4B (1) =
B0aT T D (eeD 2= A(x+1)+B(x-1)

{x:—1—>2:A(0)+ B(-2)—>2=-2B—>B=-1
=

x=1-52=A(2)+B(0)>2=2A—> A=1

2 1 1
x2-1 x-1 x+1

1 1
...:x+IX_1dx—IX+1dx:x+ln|x—14—ln|x+1|+K

Las primitivas de f(x) son F(x)=x+In|x-1—In|x+1+K.
La primitiva que pasa por (2, 4) debe cumplir que F(2) = 4.

F(2)=4=2+In|2-1-In|2+]+K=4=2+0-In3+K =4 =K =2+In3

La primitiva pedida tiene la expresion F(x)=x+In|x—1-In|x+1+2+In3
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EJERCICIO 5 (2.5 puntos)

0 3 4
Considera la matriz A=| 1 -4 -5].
-1 3 4

a) Comprueba que A’ =—A". (1.25 puntos)
b) Dadas las matrices

1 -1 2 0
B=|3 0|y C=/-3 2
4 5 1 -1

calcula la matriz X que verifica A*X +B = AC. (1.25 puntos)

a) Calculamos A? y —A~! y vemos si son iguales.

0 3 40 3 4 0+3-4 0-12+12 0-15+16
A=1 -4 5|1 -4 5|={0-4+5 3+16-15 4+20-20
-1 3 4)(-1 3 4 0+3-4 -3-12+12 -4-15+16

-1 0 1
A=|1 4 4
-1 -3 -3
0 3 4
Al=|1 -4 -5/=0+15+17-16-1Z-0=-1#0
-1 3 4
0 1 -1 —4 3‘ ‘3 3‘ 3 4
+ - +
Adj|3 -4 3 -5 4 4 4 |4 -5
ja Adi(AT) 4 5 a) _‘1 —w P —1‘ o 1
A -1 -5 4] |4 4 |4 -5
1 - 0 - 0 1
‘—4 zj _‘3 3]1 T3 4
-1 0 1 1 0 -1
At=—|1 4 4|=|-1 -4 —4
-1 3 3) {1 3 3
-1 0 1 1 0 -1
Como se observase cumpleque A>=| 1 4 4 |=—|-1 -4 —4|=-A"
-1 -3 -3 1 3 3

OTRA FORMA DE RESOLVERLO
Comprobamos que A’-(—A)=Id. De cumplirse tendriamos que A*=—A".
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-1 0 1 0 3 4 -1 0 1)YO0 3 4
Az-(—A)z 1 4 44-1 -4 -5||=—-]1 4 4|1 -4 -5|=
-1 -3 -3 -1 3 4 -1 -3 -3){-1 3 4
0+0-1 -3+0+3 -4+0+4 -1 0 0 1 00
=—|0+4-4 3-16+12 4-20+16 |=-| 0 -1 0 |=/0 1 O|=Id
0-3+3 -3+12-9 -4+15-12 0O 0 -1 0 01

Queda comprobado que A> =—-A"

b) Despejamos X de la ecuacion matricial.

A*X +B=AC = A‘X = AC-B = A’A’X =AC-B =
:>(—A‘1)(—A‘1)X = AC—B:>(A‘1)(A‘1)X =AC-B=
= A(A‘l)(A‘l)X =AAC-AB= A'X = A’C- AB =

=A'X=-A"C-AB= AA'X =-AA'C-AAB=

= X =-C-AB=|X =—C+A"B|

Sustituyo cada matriz por su valor y determino la expresion de la matriz X.

2 0 1 0 1)1 -1
X=-C+A'B=—|-3 2 |+|-1 -4 -4 3 0
1 -1 1 3 3){4 5

-2 0 1+0+4 -1+0-5
X=3 2|+ -1-12+16 1+0-20
-1 1 1+9-12 -1+0+15

-2 0 5 -6
X=/3 2|+ 3 -19
-1 1 -2 14

3 -6
X=/6 -21
-3 15
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos)

Una empresa de mensajeria opera en tres rutas distintas A, B y C. Semanalmente hace un total
de 70 viajes, y el nimero de viajes por la ruta B es igual a la suma de los viajes por las rutas Ay
C.

a) Si sabemos que el doble de la suma de los viajes por las rutas A'y C es 70, ¢podemos deducir
el nimero de viajes por cada ruta? Razona la respuesta. (1.25 puntos)

b) Si el doble de viajes por la ruta C es igual al nimero de viajes por la ruta B menos 5, ;cuantos
viajes hace por cada rula? (1.25 puntos)

a) Llamamos a = nimero de viajes semanales en la ruta A, b = nimero de viajes semanales en
la ruta B. ¢ = nimero de viajes semanales en la ruta C.

“Semanalmente hace un total de 70 viajes” 2> a+b+c=70
“El nimero de viajes por la ruta B es igual a la suma de los viajes por las rutas Ay C”
2> b=a+c

“El doble de la suma de los viajes por las rutas Ay C es 70” > 2(a+c)=70

Planteamos el sistema de ecuaciones y averiguamos si tiene solucion.

a+b+c=70 a+b+c=70 a+b+c=70
b=a+c = -a+b-c=0 }=>-a+b-c=0 } >
2(a+c)=70 a+c:E:35 a +c=35

Ecuacién 22 + Ecuacién 12| | Ecuacion 3% — Ecuacion 12
-a +b -¢c =0 a +c =35
= a +b +c =70 -a -b -¢ =-70 =
0 2b 0 =70 0 -b 0 =-35
Nueva Ecuacién 22 Nueva Ecuacion 32

Ecuacién 32 + Ecuacion 22

a+b+c=70 a+b+c=70 -b =35
2b =70 ;> bh =3 ;> b =-35 =
-b =-35 -b =-35 0 =0

Nueva Ecuacion 32

a+b+c=70 a+b+c=70

b=35
b =35> =a+35+c=70=2a+c=35>
0=0 b=35 a+c=35

Se pueden encontrar muchas soluciones, pero no existe una solucion unica.
Habria 35 viajes en la ruta B y otros 35 entre las rutas Ay C.

334 de 571 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PevAU 2021 Extrardinaria Matemdticas Il en Andalucia

Podria ser una solucién a=0, b = 35y ¢ = 35, pero también valdria como solucion a =10,
b =35y c=25. Podriamos dar muchas soluciones mas.

b) Si afiadimos la condicion “el doble de viajes por la ruta C es igual al nimero de viajes por
la ruta B menos 5” > 2¢c =b -5 y afiadimos esta nueva ecuacion al sistema tendremos que:

a+b+c=70 a5
a+35+c=70 a+c=
b=35 = :a+15:35:>-a:20
e 20:35_5} }

En este caso la solucion si es Unica y vale a =20, b =35y c = 15.

La solucién es 20 viajesen laruta A, 35en larutaB y 15 en laruta C.
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EJERCICIO 7 (2.5 puntos)
La recta perpendicular desde el punto A(1,1,0) a un cierto plano m corta a éste en el punto

B=(1,1,1).
22

a) Calcula la ecuacion del plano m. (1.5 puntos)
b) Halla la distancia del punto A a su simétrico respecto a . (1 punto)

a) La situacion planteada es la del dibujo.

A

*l'
|
P

El vector AB es perpendicular al plano, por lo que podemos considerarlo como vector
normal del plano.

- = 11 11 1 1
n=AB=|1,-,—1-(14,0)=|0,—=,= =-——y+—-z+D=0
(22]( )( 22)2;Z 2773 _
11 11
(1= = B=|1=,=
B 1,2,2je7r ( > 2]67[
—E-E+E-E+D:0:>D:O:ﬂs—£y+lz:0:>|7rs—y+z:0
22 22 2 2

b) Dibujamos la situacion planteada. Siendo A" al punto simétrico de A respecto del plano .

' A
|

B

,’,
|7
i»

K

La distancia entre A 'y su simétrico A” es el doble de la distancia entre Ay el plano .

A(L10)

r=-y+2=0

}:d(A,A’)=2d(A,z)=2%:%= J2u
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EJERCICIO 8 (2.5 puntos)
Considera las rectas

X=3+1
X+y=1
r=<y=1 y ss{ 0
z=-3-1

a) Estudia la posicion relativa de r y s. (1.25 puntos)
b) Halla la recta que corta perpendicularmente ar y a s. (1.25 puntos)

a) Obtenemos un punto y un vector director de cada recta.

X=3+41 :{ui=(l,0,—1)
(

r=qy=1
1=-3-; (R(3L9)

X:l— —
x+y=1 ([x=1-y 4 v, =(-110)
= = =>s=y=5 =
z=0 z=0 -0

¢Los vectores directores tienen coordenadas proporcionales?

=(1,0,1)} 1 0 -1

=>—F—F—
:(_1,1,0) -1 1 0

No tienen coordenadas proporcmnales y las rectas no son ni paralelas ni coincidentes.
¢El producto mixto de u v y PQ es cero o distinto de cero?

PQ.=(10,0)-(31-3)=(-2-13) 2 -1 3
u, =(1,0,-1) =[u.v,RQ|=|1 0 -1=-1+3-2=0
\75=(—1,1,0) -1 1 0

Al ser nulo el producto mixto las rectas r y s se cortan en un punto.

b) La rectat que nos piden hallar tiene como vector director el producto vectorial de los vectores
directores de ambas rectas y pasa por el punto C de corte de ambas rectas.
Hallamos el punto C de corte de ry s.
X=3+41
y=1

_1
1l

S_3.2 3+A=1-p| A1=-2-p p-1 X
=1=p = p=1 = =>1y=
z

Xx=1=5 1 3 ,_0 ~-3
y=p

z=0

-1 =[c(0,10)

%)
IIl

Hallamos el vector director de la recta t.
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0 =(to-y| . . |t 1k
_ =>w=uxv,=[1 0 -1=(111)
v, =(-11,0) 11 0

Con estos datos hallamos la ecuacion de la recta t pedida que sabemos que tiene como
vector director w, =u, xv, Yy que pasa por C(0, 1, 0).

w, =(111) x=a
C(O,l,O)et}:

www.ebaumatematicas.com
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PevAU 2021 Extraordinaria (suplente) Matematicas Il

¥ PRUEBA DE ACCESO Y ADMISION A LA UNIVERSIDAD ]
U ANDALUCIA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS MATEMATICAS Il
CURSO 2020-2021

Instrucciones: @) Duracién: 1 horay 30 minutos

b) Este examen consta de 8 ejercicios distribuidos en 2 blogues (A y B) de 4
ejercicios cada uno.

c) Cada ejercicio tiene un valor maximo de 2.5 puntos.

d) Se realizaran Unicamente cuatro ejercicios, independientemente del bloque
al que pertenezcan. En caso de responder a mas de cuatro ejercicios, se
corregiran los cuatro que aparezcan fisicamente en primer lugar.

e) Se permitira el uso de calculadoras que no sean programables, ni gréaficas ni con
capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos
conducentes a la obtencion de resultados deben estar suficientemente justificados.

f) En la puntuacion maxima de cada ejercicio estan contemplados 0,25 puntos para
valorar la expresion correcta de los procesos y métodos utilizados.

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)

. . x+1 a - Lo .,
Sabiendo que lim| ——————| es finito, calcula a y el valor del limite (In denota la funcién
0| In(x+1) X

logaritmo neperiano).

EJERCICIO 2 (2.5 puntos)

Sea f la funcion definida por f (x)= ax+b (parax#=a).
a_

a) Halla a y b sabiendo que la gréafica de f pasa por el punto (2, 3) y tiene una asintota oblicua
cuya pendiente vale —4. (1.25 puntos)

b) Paraa =2y b = 3, calcula las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la grafica de f
en el punto de abscisa x = 1. (1.25 puntos)

EJERCICIO 3 (2.5 puntos)
Considera la funcion f :R — R definida por f(x)=x"+|x-1.
a) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f. (1.25 puntos)

2
b) Calcula IO f (x)dx. (1.25 puntos)

EJERCICIO 4 (2.5 puntos)
Considera la funcion f :[0,+00) —> R definida por f(x)= xe*.

a) Esboza el recinto limitado por la grafica de fy las rectas x = 2, y = x. (1 punto)
b) Determina el area del recinto anterior. (1.5 puntos)
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EJERCICIO 5 (2.5 puntos)
m m m

Considera la matriz A={m m+1 m
m m m+2
a) ¢Para qué valores de m existe la inversa de la matriz A? Razona la respuesta. (1.5 puntos)

-1
b) Param = 1, halla (% Aj . (1 punto)

EJERCICIO 6 (2.5 puntos)
En una cafeteria, tres cafés, una tostada y dos zumos de naranja cuestan 7.50 €. Cuatro cafés,
una tostada y un zumo de naranja cuestan 7.20 €.
a) Calcula, de forma razonada, el precio total de dos cafés, una tostada y tres zumos de
naranja. (1.5 puntos)
b) ¢El precio de un zumo de naranja podria ser de 2 €? Razona la respuesta. (1 punto)

EJERCICIO 7 (2.5 puntos)

Considera el punto P(1, 0, 1) yelplano z=x-y+z+1=0
a) Halla el simétrico del punto P respecto al plano . (1.25 puntos)
b) Halla la distancia del punto P al plano m. (1.25 puntos)

EJERCICIO 8 (2.5 puntos)
Considera las rectas

_ 2y =3
EX—Zzy—lzi y S X+ey
2y+21=2

a) Estudia la posicidn relativa de r y s. (1.25 puntos)
b) Calcula, si es posible, el plano que contiene a r y a s. (1.25 puntos)
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SOLUCIONES

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)

. i X+1 a - . .,
Sabiendo que lim —— | es finito, calcula a y el valor del limite (In denota la funcion
0| In(x+1) X

logaritmo neperiano).

Calculamos el valor del limite.

Eﬂ[ X+1 aJ:ﬁm(ux+g_Mnu+gj:om+n_amm+g 0-0

In(x+1)_; xIn(x+1) 0In(0+1) o0

(x+1)+x—ai

= Indeterminacion (L"Hopital) = lim X1+1 _
I (x 1) e x
x+1
2x+1- -2 0+1—_2& .
=lim x+1 1_ 0+1 _=278_,
o0 In(x+1)+43£7 In(0+1)+4£l, 0
Xx+1 0+1

Como el limite debe ser finito debe cumplirse que 1 —a = 0 para poder seguir teniendo una
indeterminacion y aplicar de nuevo la regla de L"Hépital.

El valor buscado es a = 1.

Termino de calcular el valor del limite.

1 1
O T 8 N B v 0+1-0.1 11 o
le_r’rg | 1 X :!(ILQ X = 0 = 0 :6:
n(x+1) x In(x+1)+—— | In(0+1)+—
X+1 0+1
2_ ‘11 :
= Indeterminacion (L Hépital) = lim (X+ ) -
x>0 +1(x+1)—1 X
x+1  (x+1)
241 ; 24 1 5
: (x+1) (0+1) 241 [3
—% 1 1 1 141 |2
0 N R N

x+1 (x+1) 0+l (0+1)
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EJERCICIO 2 (2.5 puntos)

2
Sea f la funcion definida por f (x)= ax_+b

(parax#=a).

a) Halla a y b sabiendo que la gréfica de f pasa por el punto (2, 3) y tiene una asintota oblicua
cuya pendiente vale —4. (1.25 puntos)

b) Paraa =2y b = 3, calcula las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la gréafica de f en
el punto de abscisa x = 1. (1.25 puntos)

a) Si la gréfica de f pasa por el punto (2, 3) se cumple que f(2) = 3.

2
1:(X)_ax +b

“Tax t=3-H0 o 6 4arb=[6-axr)

a-2

f(2)=3

. . : : : : . f(x
Si tiene una asintota oblicua cuya pendiente vale —4 quiere decir que m= I|mL =—4.

X—»00 X

. f(x) ax’ +b
im——=-4 ax +b a
X—>00 X - —_ -
, = lim-2=X - _4—|im 2=—4:>—=—4:>
_ax“+b Xoo X x> gxX — X -1

f(x)=

Sustituimos el valor obtenido en la primera ecuacion.

a=4
6}:4+b=_6:m

a—X

a+b=-
Los valores buscados sona =4y b =-10.

2x*+3

b) Paraa =2yb = 3 la funcion queda f(x)= 5

(parax # 2)

La ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = 1 tiene ecuacion
y—f(1)=f"(1)(x-1).

2x%+3 2.1 +3
f(x)= - = f(1)= T =5

2% +3 . _4X(2—X)—(—1)(2X2+3)_8x—4x2+2x2+3
f(X)_ 2_x = f ( )_ (2—X)2 - (2—X)2

2 . 2 .
f'(x):_zx +8x2+3: f'(l):_21 +8;L+3:9
(2—-x) (2-1)

f(1)=9 :y—5:9(x—1):>y—5:9x—9:>
y-f(1)=F(1)(x-1)
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La recta tangente tiene ecuacion y=9x—4.

La ecuacion de la recta normal a la gréafica de f en el punto de abscisa x = 1 tiene ecuacion
y—f(1)= (x-1).

()

f(1)=5
f(1)=9 1 :>y—5:_?1(x—1):> y—5:—%x+%:> y:—%x+%6
y—f(1)=——~(x-1)
(2)
La ecuacion de la recta normal es y = —é x+?
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EJERCICIO 3 (2.5 puntos)

Considera la funcion f :R — R definida por f(x)=x"+|x-1.

a) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f. (1.25 puntos)
b) Calcula | f (x)dx. (1.25 puntos)

a) Expresamos la funcién como una funcion definida a trozos.

f(x) =x"+[x-1 :{
Calculamos la derivada y la igualamos a cero.

£(x) = 2Xx-1 si x<1
C]2x+1 s x>1

X2 —x+1 Si x<1

X2 +x-1 Si x>1

2x—1:0—>x:1 Si x<1
7 (x)=0= 21
2x+1:0—>x:—5 Si X >1 jNo es posible!

La derivada se anula en x = 1/2.
Estudiamos el signo de la derivada antes de 1/2, entre 1/2 y 1, y después de 1.

e Enelintervalo (—oo,%j tomamos x = 0y la derivada vale f (0) =0-1=-1<0.La
., 1
funcion decrece en (—oo,gj.
e Enelintervalo (%1} tomamos x = 0.75 y la derivada vale

f ’(0.75) =15-1=0.5>0. La funcion crece en (% ,1) .

e Enelintervalo (1,+) tomamos x = 2y la derivada vale f(2)=4+1=5>0.La
funcién crece en (1,+0).

Resumiendo: La funcion decrece en (—oo,%j y crece en (%&oo}

b) La funcién en el intervalo (0, 2) esta definida de dos formas distintas, por lo que la integral
definida pedida se calcula con la suma de dos integrales definidas.

3 2 ! 3 2 2
IZf(x)dx:J.lxz—x+1dx+_[2x2+x—1dx: XX o] 4] 24X k] =
0 0 : 3 2 | |3 2

1
3 2 3 2 3 2 3 2
= l——1—+1 — 0——0—+0 + 2—+2——2 - 1—+1__1 =
3 2 3 2 3 2 3 2
1
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EJERCICIO 4 (2.5 puntos)
Considera la funcion f :[0,+00) —> R definida por f(x)=xe*.

a) Esboza el recinto limitado por la grafica de fy las rectas x = 2, y = x. (1 punto)
b) Determina el &rea del recinto anterior. (1.5 puntos)

a) Hacemos una tabla de valores para cada funcion. 1

x | f(x)=xe* H
0 0 13
1 e=27 .
2| 2 =148
3| 3°=60.3 o
X y=x gf(l’) =xe
0| O
11 1 8 x =2
2| 2 7
3| 3 6 ,
x=21y /

2 |0 4 /

2 |1 3 :

2 |2 , f

2 |3 /

1 Y e
1

b) El valor del area se obtiene calculando la integral definida entre 0 y 2 de la diferencia de las
funciones f(x)=xe* ey=x-> Area= J'Oz xe* — xdx
Calculamos primero la integral indefinida.

jxex —xdx:J‘xede—J.xdx:J.xexdx—%z:...

Integracion por partes
Ixe*dx: U=X—du=dx :xex—J'ede:xeX—eX

dv:exdx—>v:jexdx=eX

2

X
=X - ——+K

2

Seguimos calculando la integral definida.

7 2. x X X x? i 2 2 2 0 .0 0? 2 2
Area:.[O xe* —xdx =| xe* —e -S| = 2¢? —e -S| 0e’—e’—— |=|e? -1=6.39u

0
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EJERCICIO 5 (2.5 puntos)
m m m

Considera la matriz A={m m+1 m
m m m+2
a) ¢Para qué valores de m existe la inversa de la matriz A? Razona la respuesta. (1.5 puntos)

-1
b) Param = 1, halla (% Aj . (1 punto)

a) Para que exista la inversa de A su determinante debe ser no nulo.

m m m . .
Fila 22 — Fila 12
|A|:m m+l m |= ) i
El determinante no cambia de valor
m m m+2
) . m m m
Fila 32 — Fila 12
] . =0 1 0{=2m
El determinante no cambia de valor
0O 0 2
|A=0=2m=0=[m=0]
La matriz inversa de A existe cuando m es distinto de 0.
111
b) Param =1 la matrizqueda A={1 2 1
11 3
. 1/2 1/2 1/2 . LY = .
—A=1/2 1 1/2|=|=A=|= |A|: —12==%0
2 2 2 4
1/2 1/2 3/2
1/2 1/2 1/2
T .
1 Adj (1Aj Adjl1/2 1 1/2
(lA)_ 3 2 1/2 1/2 3/2 B
SR
2
1 1/2 1/2 1/2 1/2 1

+ - +
‘1/2 3/20  [p/2 3/2 @/2 1/2

5/4 -1/2 -1/4 5 2 -1
1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2
- + - =4|-1/2 1/2 0 |=|-2 2 0
1/2 3/2 1/2 3/2 1/2 1/2
-1/4 0 1/4 -1 0 1

1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2
1 1/2 1/2 1/2 1/2 1
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos)

En una cafeteria, tres cafés, una tostada y dos zumos de naranja cuestan 7.50 €. Cuatro cafés, una

tostada y un zumo de naranja cuestan 7.20 €.

a) Calcula, de forma razonada, el precio total de dos cafés, una tostada y tres zumos de naranja.
(1.5 puntos)

b) ¢El precio de un zumo de naranja podria ser de 2 €? Razona la respuesta. (1 punto)

a) Sea x = precio de un café, y = precio de una tostada, z = precio de un zumo de naranja.

“Tres cafés, una tostada y dos zumos de naranja cuestan 7.50 €” 2> 3x+y+2z=7.5
“Cuatro cafés, una tostada y un zumo de naranja cuestan 7.20 €” > 4x+y+z=7.2

3X+y+22=7.5

Tenemos el sistema } . Lo convertimos en otro sistema equivalente

4X+y+2=72
triangular.

-3 -Ecuacion 22 + 4 -Ecuacion 12
3X+y+2z=175 -12x -3y -3z =-216 3X+y+2z=75
AX+y+2=T7.2 } 12x +4y +8z =30 = y+52=8.4}
y +bz =84

Le anadimos la ecuacion que nos plantean en la pregunta, asignando un valor “m” a lo que
se indica - dos cafés, una tostada y tres zumos de naranja valen “m” - 2X+y+3z=m

3X+y+2z=75
El nuevo sistema queda y+5z=8.4 ;. Triangulamos el sistema.
2X+y+3z=m

3 -Ecuacién 32 — 2 -Ecuacién 12

3X+Yy +522 =87.45 6x +3y 49z _am 3X+Yy +522 =87.45
y+5z=84 ;= 6x -2y -4z =-15 = y+5z=8. =
2X+y+3z=m y+5z2=3m-15

y +5z =3m-15

Ecuacion 32 — Ecuacion 22

y 45z = 3m-15 3X+Yy+2z :87;15
= _y 57 = 84 = y+502 _3. .
0 = 3m-234 —emees

Como el sistema debe tener solucién debe ser

3m—23.4=0:>3m=23.4:>m=£3’4=7.8€

El precio total de dos cafés, una tostada y tres zumos de naranja es de 7.8 €.
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OTRA FORMA DE RESOLVERLO (Cortesia de German-Jesus Rubio Luna)

“Tres cafés, una tostada y dos zumos de naranja cuestan 7.50 €” - 3x+y+2z=7.5
“Cuatro cafés, una tostada y un zumo de naranja cuestan 7.20 €” > 4x+y+z=7.2
“Dos cafés, una tostada y tres zumos de naranja valen “m” = 2x+y+3z=m

Realizando operaciones con las dos primeras ecuaciones intento conseguir la tercera
ecuacion.

Ecuacién 22 —Ecuacion 12

jx+ y+2z2 =772.5 4 +y +z =72
2x+ y+;— £ (77 3y -y -2z =-75 -
X+Yy+3z=m X -z =-0.3— Nueva ecuacion 22

3 27275 Ecuacién 12 — Ecuacion 22
Xryrer=». 3x +y 42z =75

= X -72=-03}=> x vz —03 =

2X +y +3z =7.8— Nueva ecuacion 12

2X+Yy+3z=m

2X+y+32=7.8

=X -z=-0.3 :>

2X+Yy+3z=m

El precio total de dos cafés, una tostada y tres zumos de naranja es de 7.8 €.

b) ¢Puede ser z = 2?
Colocamos este valor en el sistema y vemos si es posible encontrar el resto de precios.

3X+Yy+2z :7.5}

3X+y+4=75 3x+y=35 y =3.5-3X
Ax+y+z2=17.2 = = =

) AX+y+2=T72 4x+y=52 4x+y=5.2
=

=4x+35-3x=52=x=1.7=y=35-3:1.7=-1.6 jImposible!

No es posible que una tostada tenga un precio negativo.
El zumo de naranja no puede costar 2 €.
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EJERCICIO 7 (2.5 puntos)

Considera el punto P(1, 0, 1) yel plano z=x-y+z+1=0

a) Halla el simétrico del punto P respecto al plano . (1.25 puntos)
b) Halla la distancia del punto P al plano m. (1.25 puntos)

a) Queremos hallar un punto P” simétrico del punto P respecto al plano .

Ip
,

|
L7

?
Hallamos la recta r perpendicular al plano que pasa por el punto P.

. P(L O, L)er x=l+4
r=x-y+z+1=0=>n=(1-11)= _ _ r=sy=-41
v, =n=(1-11) 1

Hallamos el punto M de corte de recta y plano.

T=X-y+2+1=0
Xx=1+4

r=<y=-4
z=1+41

14+ A4+ A+1+ A +1=0=231+3=021=-1>

x=1-1=0
=qy=1 = M (0,1,0)
z=1-1=0
El punto P” se obtiene sumando al punto M el vector PM..
PM = (0,1,0)-(1,0,1)=(-11,-1)=P'=(0,1,0)+(-11,-1)=(-1,2,-1)

El punto P” simétrico del punto P respecto al plano wes P'= (—1, 2,—1) :

b) Utilizamos la formula de la distancia de un punto a un plano.
ZT=X-y+2+1=0 i-0+1+1 3

P(l'o’l)}:d(P,ﬁ): \/12 +(-1)° +22 N Y3=1730

OTRA FORMA DE RESOLVERLO (Cortesia de German-Jesus Rubio Luna)

PM =(-11,-1)

d(P,z)=d(P,M)=[PM]|=/(-1)° +2° +(-1)’ =[\B=173u
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EJERCICIO 8 (2.5 puntos)
Considera las rectas

X—2 z X+2y=3

-2 y -2 Y {
a) Estudia la posicion relativa de r y s. (1.25 puntos)
b) Calcula, si es posible, el plano que contiene a r y a s. (1.25 puntos)

2y+2=2

a) Obtenemos un punto y un vector director de cada una de las rectas.

X—2 z P (2,1,0)
=——=y-l=—=r=J__
-2 —2 v, =(-2,1,-2)
x=3-24
X+2y=3 [x=3-2y Q,(3,0,2)
Sloyrz=2 lze2-2y TV TA TR a0
y 21-2-24 u, =(-21-2)
Los vectores tienen coordenadas proporcionales, por lo que las rectas son coincidentes o
paralelas.
v, =(-2,1,-2 A
-’ ( ) =ijv, =u !l
u, =(-2,1,-2)

Comprobamos si el punto Py esta en la recta s. De ser afirmativo las rectas son coincidentes,
de ser negativo las rectas son paralelas.

P (2.1.0)es?
¢R(210) :2+2=32No!

= =
go X F2y=3 {(;2+0=2? isit
2y+z1=2

El punto Py no esté en la recta s y las rectas son paralelas.

b) Es posible calcular el plano que contiene las dos rectas, pues son paralelas.
El plano que las contiene tiene como vectores directores el vector director de una de ellas y

el vector que une un punto de r con un punto de s.

a=\7r=(—2’1"2) Xx-2 y-1 z
v=PQ,=(302)-(210)=(L,-12)f=>z=|-2 1 -2/=0=
P(210)ex 112

= 28 —4-2y+2+27-2+4y -4 - 28 + 4 =0=[7=2y+7-2=0

El plano que contiene a las rectas r y s tiene ecuacion 7 =2y+z—-2=0.
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PevAU 2021 Extraordinaria (reserva) Matematicas II

ANDALUCIA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS MATEMATICAS Il

’ PRUEBA DE ACCESO Y ADMISION A LA UNIVERSIDAD
U CURSO 2020-2021

Instrucciones: a) Duracién: 1 horay 30 minutos

b) Este examen consta de 8 ejercicios distribuidos en 2 blogues (A y B) de 4
ejercicios cada uno.

c) Cada ejercicio tiene un valor maximo de 2.5 puntos.

d) Se realizaran Unicamente cuatro ejercicios, independientemente del bloque
al que pertenezcan. En caso de responder a mas de cuatro ejercicios, se
corregiran los cuatro que aparezcan fisicamente en primer lugar.

e) Se permitira el uso de calculadoras que no sean programables, ni gréaficas ni con
capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos
conducentes a la obtencion de resultados deben estar suficientemente justificados.

f) En la puntuacion maxima de cada ejercicio estan contemplados 0,25 puntos para
valorar la expresion correcta de los procesos y métodos utilizados.

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)
Calcula a, b, ¢ y d sabiendo que la gréafica de la funcibn f:R——>R definida por

f(x):ax3+bx2 +cx+d tiene un punto de inflexion en (0, 4) y su recta normal en el punto

(1, 8) es paralela al eje de ordenadas.

EJERCICIO 2 (2.5 puntos)

2

Considera la funcion f definida por f (x)= (parax = -3, x#1).

x> +2x—-3
a) Estudia y halla las asintotas de la gréafica de f. (1.25 puntos)
b) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f. (1.25 puntos)

EJERCICIO 3 (2.5 puntos)
Considera la funcion f :R — R definida por f(x)=¢".
a) Calcula a para que la recta tangente a la grafica de f en el punto (a, f(a)) pase por el origen
de coordenadas. (1.25 puntos)
b) Calcula el area del recinto limitado por la grafica de f, la recta tangente a la misma en el
punto (1, f(1)) y el eje de ordenadas. (1.25 puntos)

EJERCICIO 4 (2.5 puntos)

Calcula i‘xz —3x+ 2‘ dx
1
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4 PRUEBA DE ACCESO Y ADMISION A LA UNIVERSIDAD ]
U ANDALUCIA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS MATEMATICAS Il
CURSO 2020-2021

EJERCICIO 5 (2.5 puntos)

a 2 1
Considera la matriz A= b -1 1/, con determinante igual a 5.
c 1 1

a) Calcula razonadamente el determinante de 2A3. (0.5 puntos)
b) Calcula razonadamente los determinantes

2a -1 3 a b c
2b 1/2 3 vy |a+4 b-2 c+2|. (2 puntos)
2c -1/2 3 a+l b+l c+1

EJERCICIO 6 (2.5 puntos)
Considera el sistema de ecuaciones lineales
X+ my+ mz=1

X+2my+(m+1)z=1
2X+ my+ mz =2

a) Discute el sistema segun los valores de m. (1.75 puntos)
b) Resuelve el sistema, si es posible, para m = 1. (0.75 puntos)

EJERCICIO 7 (2.5 puntos)
Considera el punto P(1, 2, 6) y el plano 7=2x-y+z=0

a) Halla las ecuaciones de los planos paralelos a m cuya distancia a este sea J6 unidades.

(1.25 puntos)
b) Halla el simétrico del punto P respecto al plano m. (1.25 puntos)

EJERCICIO 8 (2.5 puntos)

X=-A
Considera los puntos B(—1,0,—1), C(0,1,-3) y larecta r=1y=1+24
z=-1+1

a) Calcula un punto gue esté en r y equidiste de B y C. (1.25 puntos)
b) Siendo D(l, -1, —2), calcula el area del tridangulo con vértices en los puntos B, Cy D.

(1.25 puntos)
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SOLUCIONES

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)
Calcula a, b, ¢ y d sabiendo que la grafica de la funcién f:R —R definida por

f (x)=ax’+bx*+cx+d tiene un punto de inflexion en (0, 4) y su recta normal en el punto

(1,8) es paralela al eje de ordenadas.

Si la funcion f (x)=ax’+bx*+cx+d tiene un punto de inflexion en (0, 4) quiere decir que
f(0)=4yquef " (0)=0.

f(x)=ax®+bx?+cx+d
(x) " f+(0)+4}:4:a-03+b-02+c-0+d:>

f(x)=ax’+bx*+cx+d = f"(x)=3ax’ + 2bx+c = f ”(x) =6ax+2b

f(x)=6ax+2b

£ (0) O}:Ozﬁa-0+2b30=2b:>

La funcion queda f (x)=ax’+cx+4.
Si la funcion tiene una recta normal en el punto (1, 8) paralela al eje de ordenadas significa
que f (1) =8 y que la recta tangente en dicho punto es paralela al eje de abscisas, es decir,

que tiene pendiente igual a 0 > f“(1)=0.

f(x)=ax’+cx+4
(x) :(1)+8}:>8:a-13+c-1+4:>8:a+c+4:>

f(x)=ax®*+cx+4= f’(x)=3ax’+c
() ()f,(l) 0}:,0:3&12%:
Resolvemos el sistema formado por las dos ecuaciones obtenidas.

a+c=4 } a+c=4

= —a-3a=4=-2a=4=a=-2|=
3a+c=0] c=-3a

=|c=-3:(-2)=6

Los valores buscados son a=-2, b=0,c=6yd=4.
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EJERCICIO 2 (2.5 puntos)

x*-10
———— (parax=-3, x#1).
X2 +2x-3 (P )
a) Estudia y halla las asintotas de la grafica de f. (1.25 puntos)
b) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f. (1.25 puntos)

Considera la funcion f definida por f (x)=

a) Por la expresion de la funcion deducimos que el denominador se anulaen x =-3yenx = 1.
El dominio de la funcién es R —{-3,1}

Asintotas verticales. x=a
¢, X =-3 es asintota vertical?

2_ ~3)°-10 -
im £ (x) = lim X —20____(=8) -
x—>-3 x—>-3 X +2X—3 (_3) +2(_3)_3 0
X = -3 es asintota vertical
¢ X=1 es asintota vertical?
2_ 2_ .
lim  (x)=lim——0___ 110 _9_
x>l oL x*+2x-3 1°+2(1)-3 0
x =1 es asintota vertical
Asintota horizontal. y=b
x> 10 1 10
2 _ N 2
b=lim f (x)=lim——0 _jim XX _jip_ ¥ __14
X—>0 X0 XS 42X —3  xow X 2X 3 anol 2 3 1
== +———
x> x> X X X

y =1 es la asintota horizontal.

Asintota oblicua. y=mx+n
No existen pues tiene asintota horizontal.

Resumiendo: La funcion tiene dos asintotas verticales: x=-3, x=1 y una asintota
horizontal: y=1.

b) Buscamos los puntos criticos de la funcidn averiguando donde se anula la derivada.

f(x)= x% —10 :>f,(x)_2X(X2+2X(X233_25(2_X3:;22)(X210)

2x3 +4x? —6x—(2x3 — 20X + 2x? —20)

) (x2+2x—3)2

=z/x/f+4x2—6x—7zx/f+20x—2x2+2o _ 2% +14x+20
(x2+2x—3)2 (x2+2x—3)2

(%)
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f’(x)=0:>L4x+2? 0=>2x% +14x+20=0=> X’ + 7x+10=0=
(x +2x—3)
—7+3__2_X
oy “7+77-40 -7+3 2
2 2 |-7-3
"
2

Estudiamos la variacion del signo de la derivada antes, entre y después de estos valores.
Afadimos los valores excluidos del dominio (x = -3, x = 1).

(—o0.-5) -5,-3) (3.-2) (-2.1) (L+x)

-7 -6 5 -4 3 2 1 0 1 2

e Enelintervalo

2(-
f(-6)- :
(o +2(-)-3) 1

(—o0,—5) tomamos x = -6 y la derivada vale

6)

)
En el intervalo ( : 3) tomamos x = -4 y la derivada vale

4)

4)

(-

+14(— )+20 8

2

> 0. La funcién crece en (—oo,—5).

2
f'(—4)= 2(- +14(_4)+20 i<O. La funcién decrece en (-5,-3).

(-4 +2(-2)-3) %

-3, 2) tomamos x = 2.5y la derivada vale

En el intervalo

2(-25) +14(-25)+ 220 — %9 0. Lafunci6n decrece en (-3,-2).
((-25)"+2(-25)-3) 4
En el intervalo (—2,1) tomamos x = 0y la derivada vale
2
f'(O) 2:0 +0+20 20
(07 +0—3)
En el intervalo (1 +oo) tomamos x = 2y la derivada vale
2
f'(2) 2-2°+28+20 56
(2+a-3) 25

f'(-25)=

>0. La funcion crece en (-2,1).

> 0. La funcién crece en (1, +oo).

La funcidn sigue el esquema siguiente:

>

3 2 -Il 0 i é

La funcion crece en (—o0,-5)U(-2,1)U(1,+00) y decrece en (-5,-3)U(-3,-2).
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EJERCICIO 3 (2.5 puntos)
Considera la funcion f :R — R definida por f(x)=¢".

a) Calcula a para que la recta tangente a la gréafica de f en el punto (a, f(a)) pase por el origen de
coordenadas. (1.25 puntos)
b) Calcula el &rea del recinto limitado por la grafica de f, la recta tangente a la misma en el punto

(1 f (1)) y el eje de ordenadas. (1.25 puntos)

a) Hallamos la ecuacion de la recta tangente en x = a.

f(x)=¢"= f(a)=¢"
f'(x)=e"= f'(a)=e" = y—e"=e"(x—a)=> y—e’ =e’x—ae’ => y=e’x—ae” +e°
y-f(a)=f"(a)(x-a)

Averiguamos el valor de “a” para que la recta tangente pase por (0, 0).

y=e’x—ae® +¢e*
=0=e"-0-ae’+e’ > -ae"+e"=0=e’(-a+1)=0=
Pasa por(0,0)

{ea =0 — jlmposible!

=
—a+1=0—-[a=1]

El valor buscado es a = 1.

b) Obtenemos la ecuacion de la recta tangente a la funcién en el punto (1, f (1)) :

=e*x—ae® +e°
y a_l}:y:elx—e1+e1:>

Dibujamos las graficas de la funcidn y la recta tangente para

visualizar la region de la cual queremos hallar el area.
x | f(x)=¢"
-1|1/e=0.37
1
e=2.72
e’ =7.39
X y=e-X
-1|-e=-272
0 0
1| e=272
2 | 2e=5.44 i
El area de la region coloreada de rosa es el valor de la integral A

definida entre 0 y 1 de la diferencia de la funcion y la tangente.

1
Area:J'OleX —e-xdx:[eX —%xz} ={e1—§-12}—[e° —%-OZ}: %—1:0.36u2
0
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EJERCICIO 4 (2.5 puntos)

Calcula i‘xz —3x+ 2‘ dx
1

Obtenemos la expresion de la funcion valor absoluto como una funcién a trozos.
Vemos cuando vale 0 y la funcién cambia de expresion.

2 3—+1—2—x
x2—3x+2=0:>x=3i (3) -8 S
2 2 |3-1_

2

1=x

La funcidn es positiva antes de 1 y también después de 2. Lo comprobamos.

En (—0,1) tomamos x = 0y la funcién vale 0° —3:0+2=2>0.
En (1,2) tomamos x = 1.5y la funcién vale 1.5* -3-1.5+2=-0.25<0
En (2,+0) tomamos x = 3y la funcién vale 3*-3-3+2=2>0

Por lo que la expresion de la funcién es:

x*—3x+2 Si x<1
f(x):‘x2—3x+2‘: —X*+3x—2 i 1<x<?2
x*—3x+2 Si X>2

La integral pedida se obtiene como la suma de dos integrales definidas.

j.‘xz_3X+2‘dxz,2[_xz+3X_2dX+J§X2—3X+2dX:
! 2

1

2 3
:{—1x3+§x2—2x} +Fx3—§x2+2x} =
37 2 137 2 i
= {—E-23+§-22—2-2}—{—1-13+§-12—2-1} +
3 2 3 2
e Sgios| |t 3200l
3 2 3 2

= —§+6—4+1—§+2 + 9—z+6—§+6—4 =l+§=
3 3 2 2 3 6 6

-\

3
Hemos obtenido que sz —3x+ 2‘ dx=1
1

15

0.5

-035 0
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BLOQUE B
EJERCICIO 5 (2.5 puntos)
a 2 1
Considera la matriz A= b -1 1|, con determinante igual a 5.
c 1 1

a) Calcula razonadamente el determinante de 2A3. (0.5 puntos)
b) Calcula razonadamente los determinantes

2a -1 3 a b c
2b 1/2 3 vy |a+4 b-2 c+2|. (2 puntos)
2c -1/2 3 a+l b+l c+1

a) Sabemos que |A| =5. Aplicamos las propiedades de los determinantes.

[2A°| = 2°|A°| =8| A-A- Al =8| A|-| A-| A| =8-5.5-5 =1000

b) Calculamos el valor del primer determinante.

2a -1 3 a -1 3
2b 1/2 3 ={Sacamos factor comin 2 en 1% columna}=2|b 1/2 3|=
2c -1/2 3 c -1/2 3
-1
= {Sacamos factor comdn 3 en 3% columna} =2-3|b  1/2 =
c -1/2
Multiplicamos por —2 la 22 columna 1 a 2
= P P _ =6-—|b -1 1=-3|A|=-3-5=[-15|
y por —1/2 fuera del determinante 2 c 1
Calculamos el valor del segundo determinante.
a b c . .
A la 22 fila le resto la 1@ fila
a+4 b-2 c+2|= . . =
y el determinante no cambia de valor
a+l b+l c+1
a b c . .
_| 4 5 5 |- A la 32 fila le resto la 12 fila B
B | y el determinante no cambia de valor |

a+l b+1 c+1

a b c ) a 4 1
Transponemos la matriz
=14 -2 2= : : =b -2 1=
y el determinante no cambia de valor
1 1 2 1
a 2 1
={Saco factor comdn 2 en 2 columna} =2|b -1 1|=2:|A=
c 1 1
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos)
Considera el sistema de ecuaciones lineales

X+ my+ mz=1

X+2my+(m+1)z=1
2X+ my+ mz =2

a) Discute el sistema segun los valores de m. (1.75 puntos)
b) Resuelve el sistema, si es posible, para m = 1. (0.75 puntos)

1 m m
a) La matriz de coeficienteses A=|1 2m m+1
2 m m

1 m m 1
Y la matriz ampliadaes A/B={1 2m m+1 1
2 m m 2

Averiguamos cuando se anula el determinante de la matriz de coeficientes.

1 m m 11 m
A=1 2m m+l=m|l 2 m+1:m(M+2+N—M—N—m—1):m(1—m)
2 m m 21 m

|A|:O:>m(1—m):0:>{m:0
m=1

Estudiamos 3 situaciones diferentes.

CASO1l. m=#0ym=#1

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3. El rango de A/B también es

3, al igual que el namero de incognitas.
El sistema es compatible determinado (Unica solucidn)

CASO 2. m=0
1001
La matriz ampliada queda A/B=|1 0 1 1. Utilizamos el método de Gauss para
2 00 2

obtener una matriz triangular equivalente con la que resulte mas facil averiguar los rangos

de la matriz de coeficientes y la matriz ampliada.

Fila3? —2 - Fila1?
2 0 0 2
12 0 0 -2 =

0 0 0 0O — NuevaFila3?

A/B=

N P -
o o o
o o
N R
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Fila 22 —Fila 12 —_—
1 001 1 01 1 1 0 0 1
=101 1= 10 0 -1 =0 01 O
0000 0 0 1 0 — NuevaFila22 LOA/BO,_Q

El rango de la matriz A es 2, al igual que el rango de A/B, pero el nimero de incdgnitas
es 3. El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones)

CASO 3. m=1
1111
La matriz ampliada queda A/B=|1 2 2 1 |.Utilizamos el método de Gauss para
2 11 2

obtener una matriz triangular equivalente.

Fila3* —2 - Fila 12

1111 s 1 1 2
AIB=|1 2 2 1>y , o, , =3
2112 0 -1 -1 0 — NuevaFila3?
Fila 22 —Fila 12
11 1 1 L 2 2 1
=1 2 2 1|= 11 1 1 =
0 -1 -0 0 1 1 0->NuevaFila2?
Fila 32 +Fila 22 —
11 1 1 0 1 -1 0 111 1
=10 1 1 0=y, 1 4 o =011 O
0 -1-10 0 0 0 0— NuevaFila3® LOAF

El rango de la matriz A es 2, al igual que el rango de A/B, pero el nUmero de incognitas
es 3. El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones)

b) El sistema tiene infinitas soluciones cuando m = 1. Determinamos las soluciones partiendo
de la matriz triangular equivalente obtenida.

1111 x=1
X+y+z=1 X+y+z=1
011 0| = =>X-Z+2=1=Xx=1=>y=-4; 1R
y+z=0 y=-2
0 00O z=41

Las soluciones son: x=1, y=-4; z=4; 1eR.

360 de 571 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PevAU 2021 Extraordinaria (reserva) Matemdticas Il en Andalucia

EJERCICIO 7 (2.5 puntos)
Considera el punto P(1, 2,6) yel plano 7 =2x-y+z=0
a) Halla las ecuaciones de los planos paralelos a m cuya distancia a éste sea J6 unidades.

(1.25 puntos)
b) Halla el simétrico del punto P respecto al plano =. (1.25 puntos)

a) Un plano paralelo a 7 =2x—y+z =0 tiene ecuacion 7=2x—y+z+D=0.

Vs EFE

Como son paralelos la distancia entre ellos es la distancia entre un punto de ty el plano 1",

r=2X-y+z=0= P(0,0,0)Eﬂ'

P(0,0,0)Eﬂ'
7=2X—-y+z+D=0

_|2:0-0+0+D| |D

}jd(ﬂ’ﬂ')zd(P'ﬂ_J22+(-1)2+12 V6

Nos piden hallar los planos paralelos a distancia J6.

D=6
D=-6

D
d(ﬂ,ﬂ'):u |D|

J6 :%:J6:>|D|:(\/€)2 :>|D|:6:>{
d (7[, 7r) = \/E
Existen dos planos paralelos a 7 cuya distancia a éste sea J6 unidades:

m=2X—-y+z+6=0y 7 =2x-y+z-6=0

b) Queremos hallar un punto P~ simétrico del punto P respecto al plano .

-

=

0

- - — — = — ————— — e
=
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Hallamos la recta r perpendicular al plano que pasa por el punto P.

r=2x-y+2=0=>n=(2,-11)

P(L 2, 6)er } x=l+2a
- - =>r=y=2-41
v, =n=(2,-11) 64

Hallamos el punto M de corte de recta y plano.

r=2x-y+z=0
Xx=14+21
:>2(l+2/1)—2+i+6+/1:036/1+6:0:>l:—1:>

r=1y=2-1
Z=6+A1
Xx=1-2=-1
=:1y=2+1=3 = M(-13,5)
z=6-1=5

El punto P se obtiene sumando al punto M el vector PM .

PM = (-13,5)-(12,6)=(-2,1,-1)= P'=(-13,5)+(-21-1)=(-3,4,4)

El punto P” simétrico del punto P respecto al plano m es P'=(-3,4,4).

www.ebaumatematicas.com
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EJERCICIO 8 (2.5 puntos)

X=-1
Considera los puntos B(—1,0,—1), C(0,1,-3) ylarecta r=1y=1+24
z=-1+1

a) Calcula un punto que esté en r y equidiste de B y C. (1.25 puntos)
b) Siendo D(1,—-1,—2), calcula el &rea del tridngulo con vértices en los puntos B, C'y D.

(1.25 puntos)

a) Un punto A de la recta r tiene coordenadas A(—ﬂ,,1+ 24,1+ /1).
Si equidista de B y C debe ser d(A, B) = d(A, C). Lo cual implica que los médulos de los
vectores AB y AC son iguales.

AB =(-1,0,-1)~(-A,1+24,-1+ 4) = (-1+ 4,-1-24,-1)
AC=(0,1,-3)—(-4,1+24,-1+ 1) = (4,-24,-2- 1)

[AB| = [AC| = (14 2)" +(-1-22)" + (=) =27 +(-22)" +(-2-2) =

NI+ A =20 +14422 + 44+ A2 =N+ 42 + 4+ 2P + 40 =

S JBAZ 42442 =JBAZ + 40+ 4 =612 +21+2 =62 +4)+4=>

= -21-2=0=[A=-1= A(-(-1),1-2,-1-1)= |A(L-1-2)

El punto A que buscamos es A(l, -1, —2).

b) El area del triangulo BCD es la mitad del médulo del producto vectorial de BC y BD.

BC =(0,1,-3)—(-10,-1)=(11,-2) :ﬁxﬁ=i i _kz
BD =(1,-1,-2)—(-10,-1)=(2,-1,-1) > 1 1

BCxBD=—i—4j—k-2k+ j—2i=-3i-3j-3k=(-3,-3,-3)

BCxBD 2 1 (=3) +(=3)
Area ABC = ‘ 5 ‘ \/ +(2)+( ):\/5_7=2598u2
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PevAU 2021 Ordinaria Matematicas Il

’ PRUEBA DE ACCESO Y ADMISION A LA UNIVERSIDAD )
ANDALUCIA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS MATEMATICAS I
CONVOCATORIA ORDINARIA, CURSO 2020-2021

Instrucciones: a) Duracion: 1 horay 30 minutos

b) Este examen consta de 8 ejercicios distribuidos en 2 blogues (A y B) de 4
ejercicios cada uno.

c) Cada ejercicio tiene un valor maximo de 2.5 puntos.

d) Se realizaran Unicamente cuatro ejercicios, independientemente del bloque
al que pertenezcan. En caso de responder a mas de cuatro ejercicios, se
corregiran los cuatro que aparezcan fisicamente en primer lugar.

e) Se permitira el uso de calculadoras que no sean programables, ni gréaficas ni con
capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos
conducentes a la obtencion de resultados deben estar suficientemente justificados.

f) En la puntuacion maxima de cada ejercicio estan contemplados 0,25 puntos para
valorar la expresion correcta de los procesos y métodos utilizados.

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)

ax® +bx+2 (

Se sabe que la gréafica de la funcion f definida por f(x) = para x #1)tiene una

asintota oblicua que pasa por el punto (1, 1) y tiene pendiente 2. Calcula a y b.

EJERCICIO 2 (2.5 puntos)
Considera la funcion continua f :R——R definida por

(3x—6)e” si x<0
f(x)=136 -
(sen)((:) ax) si x>0

a) Calcula a. (1.5 puntos)
b) Halla la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = —1. (1

punto)

EJERCICIO 3 (2.5 puntos)
Considera la funcion f :R——R definida por f (x)=4x*—-x".

a) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f. (1 punto)
b) Esboza la gréafica de f y calcula el area del recinto limitado por dicha grafica y el eje de
abscisas. (1.5 puntos)

EJERCICIO 4 (2.5 puntos)
Considera la funcion F :[0,+w0)——R definida por

X

F(x)=j(2t+ﬁ)dt

Halla la ecuacidn de la recta tangente a la gréafica de F en el punto de abscisa x = 1.
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ANDALUCIA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS MATEMATICAS Il
CONVOCATORIA ORDINARIA, CURSO 2020-2021

U’ PRUEBA DE ACCESO Y ADMISION A LA UNIVERSIDAD

EJERCICIO 5 (2.5 puntos)
Considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales

mx+2y— z=1
5Xx—-4y+2z=0
X+3my :m+§

a) Discute el sistema segun los valores de m. (2 puntos)
b) Resuelve el sistema para m = 0. ;Hay alguna solucion en la que x = 0? En caso
afirmativo, calculala. En caso negativo, justifica la respuesta. (0.5 puntos)

EJERCICIO 6 (2.5 puntos)

En una empresa se fabrican tres tipos de productos plasticos: botellas, garrafas y bidones. Se
utiliza como materia prima 10 kg de polietileno cada hora. Se sabe que para fabricar cada botella
se necesitan 50 gramos, para cada garrafa 100 gramos y 1 kg para cada bidon.

El gerente también nos dice que se debe producir el doble de botellas que de garrafas. Por Gltimo,
se sabe que por motivos de capacidad de trabajo, en las maquinas se producen en total 52
productos cada hora.

¢Cuantas botellas, garrafas y bidones se producen cada hora?

EJERCICIO 7 (2.5 puntos)
Considera las rectas

Xx=3-21
2x—-3y+2-2=0
r= y S=qy=-1+1
—-3X+2y+2z+1=0
2=-2+21

a) Calcula el plano perpendicular a la recta s que pasa por el punto P(1, 0, -5). (1.5 puntos)
b) Calcula el seno del angulo que forma la recta r con el plano 7 =-2x+y+2z=0. (1

punto)

EJERCICIO 8 (2.5 puntos)

X+3 y+4 z
2

cortan en un punto. Calcula el valor de a y el punto de corte.

Larecta r =

;3 y la recta s, que pasa por los puntos P(1, 0, 2) y A(a, 1, 0), se
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SOLUCIONES

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)

ax’ +bx+2 (

Se sabe que la gréfica de la funcion f definida por f(x)= para x =1)tiene una

asintota oblicua que pasa por el punto (1, 1) y tiene pendiente 2. Calculaa y b.

La asintota oblicua tiene ecuacion y =mx+n. Si pasa por el punto (1, 1) entonces 1=m+n
. Ademas, la pendiente es 2, lo que significaque m=2.Porloquel=2+n->n=-1,

La asintota oblicua tiene ecuacion y =2x—1.
Aplicamos las formulas que nos permiten obtener la ecuacion de la asintota oblicua a f(x).

ax® +bx+2 ax? bx 2 b 2
CF() o xo1 o axdiabx+2 o2 et 8T T
m = lim =lim =lim— =lim 5 =lim =a
X—>0 X X—>0 X X—>00 X" =X X—>0 X X X—>00 1 1
x> x° X

Tenemos que a = 2. La funcion queda f(x) =

Seguimos averiguando el valor de b.

2
n:—lzHm(foo—nm):ﬁm(gﬁjfﬁig—ZXJ:mn2%{+bx+2_2%{+zx:

X—>00 X—>00 X—=1 X—>00 X—-1
2+b)x
(2+b)x+2 ( ) +E 2+b+E 2+b+3

=lim = lim —X X = lim X = X -24+h

X—>00 X—l X—>0 X 1 X—>00 l l

L_= 1-= 1—-—

X X X 0

1=2+b=[p=—3

Los valores buscados sona=2yb =-3.

366 de 571 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PevAU 2021 Ordinaria Matemdticas Il en Andalucia

EJERCICIO 2 (2.5 puntos)
Considera la funcion continua f :R——R definida por

(3x-6)e” si x<0
f(x)=136 -
(sen)(;) ax) si x>0

a) Calcula a. (1.5 puntos)
b) Halla la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = -1. (1
punto)

a) Como la funcion es continua debe serlo en x = 0 y por tanto el valor de la funcién y los
limites laterales deben coincidir.

El valor de la funciénes f(0)=(0-6)e’ =—6.
El limite de la funcion por la izquierda de x=0 es lim f (x) = lim (3x—6)e* =—6.

x—0" x—0"

Calculo el limite de la funcion por la derecha de x =0.

fim .00 = lim 36(sen(x)—ax) _ 36(sen(0)—a-0) _0_

x—0" x—0" XS 03 0
36 - 36 0)- -
= Indeterminacion (L"Hopital) = lim (002(2)() a): (CZS(OZ) 3)236(2 a) _
x—0" X .

Como debe ser un valor finito el nimerador debe ser nulo > a=1.
De ser a=1 el limite daria oo y la funcion no seria continua.
Consideramos a =1 y seguimos calculando el limite por la derecha.

36(1-1 36(—sen(x
= ( ) = 0 =Indeterminacion (L"Hopital) = lim w =
0 0 x->0" 6X
—36sen( X —36.0s( X
= lim 6—() = g = Indeterminacién (L"Hopital) = lim —() =—6
x—0* X x—0"

Se cumple que Iir(r)l f(x)= Iir(r)l f(x)=f(0)=-6.
La funcion es continua sia = 1.
b) En las proximidades de x = —1 la funcién es f(x) =(3x—6)e*.
La ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = -1 es:

y=1(-1) = (D(x-(-1)=y-f(-1)= T (-)(x+1)

Como f(-1) = (—3— 6)e‘1 = _%

Y también f(x)=(3x—6)e* = f "(x) =3e* +(3x—6)e* =(3+3x—6)e* =(3x-3)e* =

= f(-1)=(-3-3)e' = —g la recta tangente nos quedaria:

9 6 9 6_ 6 6 15

y—| = |=—=(X+) > y+==——Xx——=|y=——x—-—=

e e e e e e e
- 6 15
La ecuacion de la recta tangentees y=——x——
e e
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EJERCICIO 3 (2.5 puntos)
Considera la funcion f :R——R definida por f (x)=4x*—-x".

a) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f. (1 punto)
b) Esboza la gréfica de f y calcula el area del recinto limitado por dicha grafica y el eje de

abscisas. (1.5 puntos)

a) Utilizamos la derivada para obtener los puntos criticos

f(x)=4x"—x*= f (x)=12x* - 4x°
f(x)=0=12x" —4x° :O:>4x2(3—x)=0:>{§ig

VVemos que ocurre antes, entre y después de estos valores.
e En (—,0) tomo x = -1y la derivada vale f (-1)=12(-1)"-4(-1)’=16>0. La

funcién crece en (—«,0)
e En (0,3) tomo x =1y la derivada vale f‘(1)=12—4=8>0. La funci6n crece en

(03
e En (3,+x) tomo x =4y laderivada vale f (4)=12-4*-4.4°=-64<0. Lafuncion

decrece en (3,+w)

La funcidn sigue el esquema:

&

] 1 (}'
La funcion crece en (—,3) y decrece en (3,+).

!
+
H

t t &
1 2 3

b) La funcidn es continua, pues es polindmica. Sabemos que la funcion tiene un maximo
relativo en x = 3, hacemos una tabla de valores y la representamos.

X | y=4x>-x* ,[\
1] 4-1-5 f
0 0 |
1| 4-1=3

3 27

4 0

7
I
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En la tabla de valores y en la gréfica de la funcién observamos que corta el eje de abscisas
en x=0 yen x=4. El &rea del recinto limitado por dicha gréfica y el eje de abscisas lo
calculamos con la integral definida entre 0 y 4 de la funcion.

4 574 5
Area:j4x3—x4dx={x4 —Xg ={44 —4—}—{04—0—}= %:51.2 u?
0

5

-lo

A
B
45200
LI,
Ptel tutet
btelstutet
S
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EJERCICIO 4 (2.5 puntos)
Considera la funcion F :[0,+w)——R definida por

F(x)=.|x‘(2t+\/t_)dt

Halla la ecuacién de la recta tangente a la grafica de F en el punto de abscisa x = 1.

Obtenemos la expresion de la funcion F(x).

3 X
:E(2t+\/t_) HZthj 2+;2 = t%% ={[2+2\£_3]0=
2

3

3 3 3
{xhzf}{ouz 0 ]:X2+2Jx_

Como nos piden la recta tangente a F en x = 1 la ecuacién es y—F(1) =F ‘(1) (x-1) y
necesitamos el valor de la funcion y el de la derivada en x = 1.

3 3
Z\QX_: F(1)=1"+ 2*41_

F(x)=x*+

/ 2 3_ 1
F(x)=x*+ 2 X2 2L:H:( X)= 2%+ 23527 Z x4 x2 = 2x4 X
3 32
F (1)=2+1:3
Sustituyendo en la ecuacién queda:

y—-F@=F1)(x-1)

F(l)zg :>y—§=3(x—1):>y—§=3x—3:> y:3x—%
F(1)=3

(2t+J_)dtentonces F(x)=2x+x.

También se puede realizar sabiendo que si F(x)=

o'—.x
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EJERCICIO 5 (2.5 puntos)
Considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales

mx+2y— z=1
5x—4y+2z2=0

2
X +3my :m+g

a) Discute el sistema segun los valores de m. (2 puntos)
b) Resuelve el sistema para m = 0. ;Hay alguna solucion en la que x = 0? En caso afirmativo,
calctlala. En caso negativo, justifica la respuesta. (0.5 puntos)

m 2 -1
a) La matriz de coeficienteses A=| 5 -4 2
1 3m O

m 2 -1 1
Y la matrizampliadaes A/B=|5 -4 2 0

1 3m O m+Z
5

Averiguamos cuando se anula el determinante de la matriz de coeficientes.

m 2 -1
|A|= 5 -4 2|=4-15m-4—6m*=-6m?—-15m
1 3m O

m=0

|A|=0=-6m*-15m=0=-m(6m+15)=0= 5
6m+15:0:>2m+5:0:>m:—E

Estudiamos por separado 3 casos diferentes.

CASO 1. m;tOym;t—g

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3. El rango de A/B también es
3, al igual que el namero de incognitas.
El sistema es compatible determinado (Unica solucién)

CASO 2. m=0

0 2 -1

La matriz ampliada queda A/B={5 -4 2 . Utilizamos el método de Gauss para

1 0 O

galnNn O -

obtener una matriz triangular equivalente.
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0 2 -11 . .
multiplicamos la fila 32 por 5
A/IB=|5 -4 2 0 . . X
5 Cambiamos fila 22 por fila 12
1 0 0 =
5
Fila 32 — Fila 12
5 -4 2 0 5 0 0 2
=0 2 -1 1|=4-54 -2 0;:;=
5 0 0 2 0 4 -2 2
Nueva fila 32
Fila32 — 2 - Fila2?
5 -4 2 0 0 4 -2 2 5 -4 2 0
=0 2 -11|=4 0 4 2 -2 =0 2 -11
0 4 -2 2 0 0 0 O 0 0 0 O
Nueva fila 32

El rango de la matriz A es 2, al igual que el rango de A/B, pero el namero de incognitas
es 3. El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones)

CASO 3. m= —g

3 2 -1 1
2
La matriz ampliadaqueda A/B=| 5 -4 2 0 |. Utilizamos el método de
1 B A4
2 10

Gauss para obtener una matriz triangular equivalente.

-5 2 -1 1
multiplicamos la fila 32 por 10
A/B=| 5 -4 2 0 . .
multiplicamos fila 12 por 2
1 B L2
2 10
Fila 22 + Fila 12 Fila32+ 2 - Fila 12
5 4 2 2 5 -4 2 0|]|10 -75 0 -21
=5 -4 2 0 |=><¢{-b 4 -2 2}4-10 8 -4 4 ;>
10 -75 0 -21 0O 0 0 2 0o -67 -4 -17
Nueva fila 22 Nueva fila 32
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-5 4 -2 2 5 4 -2 2
=0 0 0 2 |={Cambiofila3®porfila2?}j=| 0 -67 -4 -17
0 -67 -4 -17 0 0 0 2

Contando filas no nulas tenemos que el rango de A es 2 y el de A/B es 3, por lo que son
distintos y el sistema es incompatible (sin solucién).

Resumiendo: Para m=0y m = —g el sistema es compatible determinado, para m=0 el

sistema es compatible indeterminado y para m = —g el sistema es incompatible.

b) Para m = 0 estamos en el caso 2 y el sistema tiene infinitas soluciones.
Resolvemos el sistema a partir de la matriz triangular obtenida en el apartado anterior.

5 4 2 0
0 2 -11 5X_4y+22=0} 5X_4y+22=0} 5x—4y+2(2y-1)=0

- = — 5x—4y+ -1)=0=>
6 0 0 0 2y-12=1

=5Xx— 4§ + 4§ —-2=0=>5x-2=0=5x=2=|x=

arln

Las soluciones son: x:é; y=t; z=-1+2t

¢Hay alguna solucion en la que x = 0?

Si nos preguntan tomando m = 0 la respuesta es: No, pues el valor de x es siempre igual a E

Si nos preguntan tomando m cualquier valor: Solo nos falta verlo en el caso 1 con

5 ., . . — . .
m=0ym= - y donde la solucion es unica. Si le afiadimos x = 0 al sistema nos quedaria:

0+2y—z=1 2y—z=1
X=0=:0-4y+2z2=0 =42y-2=0 = i IMPOSIBLE!

2 2
0+3m =m+— 3m =m+—
y 5 Y 5

El sistema no tiene solucidn.

En cualquier caso, no existe ninguna solucién con x = 0.
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos)

En una empresa se fabrican tres tipos de productos pléasticos: botellas, garrafas y bidones. Se
utiliza como materia prima 10 kg de polietileno cada hora. Se sabe que para fabricar cada botella
se necesitan 50 gramos, para cada garrafa 100 gramos y 1 kg para cada bidon.

El gerente también nos dice que se debe producir el doble de botellas que de garrafas. Por Gltimo,
se sabe que por motivos de capacidad de trabajo, en las maquinas se producen en total 52
productos cada hora.

¢Cuéntas botellas, garrafas y bidones se producen cada hora?

Llamamos x = nimero de botellas producidas por hora, y = nimero de garrafas, z = namero
de bidones.

“Se utiliza como materia prima 10000 gramos de polietileno cada hora. Se sabe que para
fabricar cada botella se necesitan 50 gramos, para cada garrafa 100 gramos y 1000
gramos para cada bidén” - 50x +100y +1000z =10000

“Se debe producir el doble de botellas que de garrafas” > x =2y
“Se producen en total 52 productos cada hora” > x+y+z =52
Reunimos las ecuaciones en un sistema y resolvemos:

50x+100y +1000z =10000 X+2y+20z =200
X=2y = Xx=2y

X+Yy+z=52 X+y+2z=52

2y+2y+20z =200
= =
2y+y+z=52

4y +20z =200 y+52=50 y=50-5z
= = =
3y+z=52 3y+z=52 3y+z=52

}:3(50—52)+z:52:>

_9%8_
14

=150-152+2=52= -142=-98= |z 7|=|y=50-35=15|=[x=30

Se producen cada hora 30 botellas, 15 garrafas y 7 bidones.
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EJERCICIO 7 (2.5 puntos)
Considera las rectas

X=3-21
2x—-3y+2-2=0
r= y s=qy=-1+1
—-3X+2y+2z+1=0
2=-2+21

a) Calcula el plano perpendicular a la recta s que pasa por el punto P(1, 0, -5). (1.5 puntos)
b) Calcula el seno del &ngulo que forma la recta r con el plano 7 =-2x+y+2z=0. (1 punto)

a) Siel plano m es perpendicular a la recta s entonces el vector normal del plano es el director
de la recta.

Xx=3-21
s=iy=-1+1 =v,=(-212)
2=-2+22

=\TS=(—2,1,2)} Z=-2X+y+22+D=0

" = = -2+0-10+D=0=
P(1L0,-5)ex P(10,-5)ex

= D=12=|r=-2X+y+22+12=0|

b) El seno del angulo que forma la recta r con el plano 7 =-2x+y+2z =0 es el coseno del
angulo que forma el vector director de la recta y el vector normal del plano.
Este coseno lo puedo calcular usando el producto escalar de dichos vectores.

Hallamos primero el vector director de la recta r como el producto vectorial de los vectores
normales de los planos que la definen.

i j k
2Xx-3y+z2-2=0 —
[— y =V, =(2,-31)x(-3,2,2)=2 -3 1|=-8i-7j-5k=
—3X+2y+2z+1=0 3 2 2

=V, =(-8,~7,-5)

Tomamos como vector director de la recta r el mismo vector con las coordenadas positivas:
u, =(8,7,5)

7zz—2x+y+22:0:>ﬁ:(—2,1,2)

lTr_(8’7’5)}:>sen(r 7Z')=COS(J ﬁ): b _ (8.7.5)(212)
n=(-212) ’ ; lTrH \/%m\/(—2)2+12+22

—16+7+10 1

V138\9 3138

sen(r,z)=
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EJERCICIO 8 (2.5 puntos)

X+3 y+4 z-
2

cortan en un punto. Calcula el valor de a y el punto de corte.

Larecta r = 3 y la recta s, que pasa por los puntos P(1, 0, 2) y A(a, 1, 0), se

Hallamos un vector director y un punto de cada una de las rectas.

{Pr (-3,-4,3)

i -(223)

X+3 y+4 7-3
2 2 3

P(1,0,2)es} P(10,2)es }

A(a,1,0)es - v, =AP=(10,2)-(a,1,0)=(1-a,-12)

r

Si las rectas son secantes entonces el producto mixto de los vectores directores de las rectas
y el vector que une un punto de r con otro punto de s debe ser nulo.

u, :(2,2,3)
v, =(1-a,-1,2) 2 23
=>[l-a -1 2/=0=
PP, =(-3,-4,3)-(1,0,2) =(-4,-4,1) 4 -4 1
DOLAR:

= -2-16-12+12a-12-2+2a+16=0=14a—-28=0=[a =2

El valor buscado es a = 2.
Comprobamos que para este valor las rectas no son ni paralelas ni coincidentes.

u =(223)| 2
=

v ~(-1-12)

a=2=

2 3
= —F —
-1 2
Los vectores directores de las rectas no tienen coordenadas proporcionales y las rectas no

son ni paralelas ni coincidentes.
El punto de corte lo averiguamos resolviendo el sistema formado por ambas rectas.

(o SISm0 4422
U =(2.23) z=3+31 worea=lot o Araa=-
Lt > A4+2A=~t =4-21=t =
P(1,0,2)es X=4" 3+31=2+2t [1+34=2t
S=_. =>Ss=qy=—t
v =(-1-12) 7=2+2t
X=-3+2=-1
=1434=2(4-24)=>1434=8-41=TA=T=A=1={y=-4+2=-2
z=3+3=6

El punto de corte de las rectas es P(—1,-2,6)
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PevAU 2021 Ordinaria (suplente) Matematicas II

ANDALUCIA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS MATEMATICAS Il

’ PRUEBA DE ACCESO Y ADMISION A LA UNIVERSIDAD
U CURSO 2020-2021

Instrucciones: a) Duracion: 1 horay 30 minutos

b) Este examen consta de 8 ejercicios distribuidos en 2 blogues (A y B) de 4
ejercicios cada uno.

c) Cada ejercicio tiene un valor maximo de 2.5 puntos.

d) Se realizaran Unicamente cuatro ejercicios, independientemente del bloque
al que pertenezcan. En caso de responder a mas de cuatro ejercicios, se
corregiran los cuatro que aparezcan fisicamente en primer lugar.

e) Se permitira el uso de calculadoras que no sean programables, ni graficas ni con
capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos
conducentes a la obtencion de resultados deben estar suficientemente justificados.

f) En la puntuacion maxima de cada ejercicio estan contemplados 0,25 puntos para
valorar la expresion correcta de los procesos y métodos utilizados.

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)
Sea la funcion continua f : R—— R definida por

In(e*+x*

Q si x<0
X

f(x)=14x*+a si 0<x<1

b+sen(zx) si 1<x
(In denota la funcién logaritmo neperiano). Determinaay b.

EJERCICIO 2 (2.5 puntos)

e -1

e +1

a) Estudia y halla las asintotas de la grafica de f. (1.25 puntos)

b) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f. (1.25 puntos)

Sea f:R——R definida por f(x)=

EJERCICIO 3 (2.5 puntos)
l2 2 2
Calcula IO (Zsen (x)—cos (x))dx

EJERCICIO 4 (2.5 puntos)
Considera las funciones f,g:R——R definidas por f(x):|x|—2 y por g(x):4—x2.
a) Halla los puntos de corte de las graficas de ambas funciones y esboza el recinto que

delimitan. (1 punto)
b) Determina el area del recinto anterior. (1.5 puntos)
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= PRUEBA DE ACCESO Y ADMISION A LA
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ANDALUCIA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS
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EJERCICIO 5 (2.5 puntos)

2 0 2
Considera la matriz A=| -1 2 1
0 1 4

a) Estudia, segun los valores de A, el rango de la matriz A— Al , siendo | la matriz identidad
de orden tres. (1.75 puntos)

X 0
b) Resuelve el sistema (A—1)| y |=| 0| y halla, si existe, una solucién en la que x = 2.
z 0
(0.75 puntos)
EJERCICIO 6 (2.5 puntos)
1 1
. . 1 -1 0
Considera las matrices A= yB=|{0 2
1 m 1 m 1

a) Calcula m para que AB no tenga inversa. (1 punto)
b) Estudia el rango de la matriz BA segun los valores de m. (1.5 puntos)

EJERCICIO 7 (2.5 puntos)
Considera las rectas

X=2+31
2Xx—-y—-2=0
r=qy=-1+24 y S=
y+2z-4=0
z2=3+41

a) Halla el plano que contiene a r y es paralelo a s. (1.5 puntos)
b) Deduce razonadamente que ningun plano perpendicular a s contiene a r. (1 punto).

EJERCICIO 8 (2.5 puntos)

Considera los puntos A(1,2,3), B(-2,4,-3) y C(-10,1,0).
a) Halla el area del triangulo de vértices A, By C. (1.25 puntos)
b) Halla el plano que equidista de Ay B. (1.25 puntos)
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SOLUCIONES
EJERCICIO 1 (2.5 puntos)

Sea la funcion continua f :R——R definida por

In(e*+x*

Q si x<0
X

f(x)=14x*+a si 0<x<1

b+sen(zx) si 1<x

(In denota la funcion logaritmo neperiano). Determina a y b.

La funcién debe ser continua en x = 0.
Calculamos los limites laterales.

_ _In(e*+x°) In(e”+0°) g S
lim f(x)=lim = =— = Indeter minacion(L"Hopital) =
x—0" x—0" X 0 0

e* +3x?
X x 2 g0 43,02

e +x° _im & +3x° e +3-0° 1

=lim=—"2_ T E 3 =
X—0" 1 x>0~ e + X e’ +0 1

lim f(x)=lim4x*+a=4-0>+a=a
x—0" x—0"

Obligamos a que sea continua en x = 0.

lim f(x) =1

x—0"

lim f(x)=a
x—0 :>a:1

f(0)=a
lim ()= lim £ (x) = £ (0)

La funcién debe ser continua en x = 1.

limf(x)=lim4x’*+a=4-1"+a=4+a

x—1" X—1"

lim f(x) =limb+sen(zx)=b+sen(z)=b
x—1* x—1* =|4+a=>b
f(l)=4+a

lim £ (x) = lim £ (x) = (1)

Comoa=1entonces4+1=b—>b=5.

Los valores buscadossona=1yb =5.
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EJERCICIO 2 (2.5 puntos)

e -1

e +1’

a) Estudiay halla las asintotas de la grafica de f. (1.25 puntos)

b) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f. (1.25 puntos)

Sea f:R——R definidapor f(x)=

a) El dominio de la funcion son todos los nimeros reales, pues el denominador no se anula
nunca.

e +1=0=¢* =—1=jImposible!, la funcidn exponencial siempre es positiva.

Asintota vertical. x=a.
No existen, pues el dominioes R .

Asintota horizontal. y=b
Estudiamos la situacion cuando x tiende a +oo.

. e -1 e™-1 A
lim f(x): lim = =2 _ Indeter min acion (L Hopital) =
X—>400 X—>+00 e2x +1 e™+1 o

2x
—im 28— lim1=]]

X—>+0 292X X—>+00

Estudiamos la situacion cuando x tiende a —oo.

2X —o0
lim £ (x)=lim &_—2-& ~1_0-1_m

x>0 o041 e+l 041

La asintota horizontal cuando x = +o es larecta y =1.
La asintota horizontal cuando x - —w es la recta y =—1.

Asintota oblicua. y=mx+n
Al tener asintotas horizontales no tiene asintota oblicua.

b) Hallamos la derivada de la funcién y estudiamos su variacion de signo.

(x)= 2™ (¥ +1)— 2™ (e”* -1) | 2e" 426 26" 426" 4e®

(e2X +1)2 (e2X +1)2 (e2X +1)2

La derivada es siempre positiva, pues el numerador es una funcion exponencial ( 4e**) y el
denominador esta elevado al cuadrado y ademas la expresion (e2X +1) es siempre positiva.

La funcién es creciente en todo R .
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EJERCICIO 3 (2.5 puntos)
7l2 2 2
Calcula IO (2sen’ (x)—cos” (x)) dx

Calculamos primero la integral indefinida.
j(ZSenZ (x)-cos? (x))dx = I(ZSEI’IZ () —(1— sen? (x)))dx =
= I 2sen®(x)—1+sen?(x)dx = I3sen2 (x)—1dx = J3sen2 (x)dx —jldx =

:3jsen2(x)dx—x:...

Integracion por partes
Isen2 (x)dx = '[sen(x)sen(x)dx =<u =sen(x)— du=cos(x)dx

dv = sen(x) dx v = ['sen(x)dx = -cos ()
= sen(x)(—cos(x)) - [ (~cos(x)) cos () dx = —sen x)cos (x) + [ cos* (x) dx =
= —sen (x)cos(x)+ [1- sen? (x)dx = —sen(x)cos(x)+ [ 1dx - [ sen? (x) dx =
= —sen(x)cos(x)+x— [ sen (x)dx
Despejamos | sen” (x) dx
J sen* (x)dx = —sen(x)cos (x) + x - [ sen® (x) dx = 2[ sen” (x) dx = —sen(x) cos (x) + x =

X —sen(x)cos(x)
2

:>.|'sen2(x)dx:

_3x—sen(x)cos(x) X_3x—3sen(x)cos(x)—2x_ x—3sen(x)cos(x)+K
T 2 0T 2 B 2

Usamos este resultado para determinar el valor de la integral definida pedida.

IO”’Z(ZSen2 (X)—cos? (x)) dx = { X — 3sen (ZX)COS(X)TZ

0

_ 7z/2—35en(7z/2)cos(7z/2)}{0—33en(0)c03(0)}

z
2 2 4
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EJERCICIO 4 (2.5 puntos)

Considera las funciones f,g:R——R definidas por f(x)=|x|-2 ypor g(x)=4-x*.

a) Halla los puntos de corte de las gréficas de ambas funciones y esboza el recinto que delimitan.
(1 punto)

b) Determina el &rea del recinto anterior. (1.5 puntos)

—X—2 si x<0

a) La funcion f(x)=|x|—2 es una funcién definida a trozos: f(x)= _ :
X—2 si x>0

Buscamos los puntos de corte.

1+(-1)" +24
—X=2=4-X* > X’ -x-6=0—>x= ( 2) iaa
1+5
_E_ T=3$(—OO,0)
2 %z—Ze(—oo,O)

—X—-2 si x<0
f(x)= .
X—2 sl x>20'=!0

X)=4-x* B -
3 X=2=4—x’ X2 4+x—6=0— x= ENT 24 “;JFZA':
-1+5
15 | 2 :26[01"‘00)
: #2—365[0&00)

Los puntos de corte de ambas graficas se producenen x =-2yenx = 2,
Para dibujar sus graficas hacemos una tabla de valores de cada una. Sabemos que una es una
funcidn a trozos (dos trozos de recta que cambia en x = 0) y la otra es una parabola.

—X—2 si 0
(x) = X s!x<
X—2 si x>0

x | f(x)

2| o

-1 -1 g(x)=4-x
-2
-1

2 0

4
x |9 (X) Region 2

/ : [-x-2 six<0 \
f(-\)=i\__2 sixz0 \
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b) El recinto que limitan las dos gréficas tiene dos partes diferenciadas.
La regidn 2 situada por debajo del eje de abscisas (de color gris) es un tridngulo de base 4 y
altura 2, por lo que:
Avrea de la region 2 = % =4 U2,
La regién 1 es la limitada entre la gréfica de la funcién g (x) =4—x* yel eje de abscisas.
Calculamos su area con una integral definida de la funcion entre -2 y 2.

3 2 3 _2 3
Area de Iaregiénlz.[_z24—x2dx:{4x—%} :{4.2_%}{4(_2)_( 3) }
-2

_g-248-0 |32
3 3 [3

El area de la region limitada por las dos graficas es la suma de las dos areas obtenidas.

Area total = 4+% = 4—34 =14.67 u?
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EJERCICIO 5 (2.5 puntos)

2 0 2
Considera la matriz A=| -1 2 1
0 1 4

a) Estudia, segun los valores de 1, el rango de la matriz A— Al , siendo | la matriz identidad de
orden tres. (1.75 puntos)
0

X

b) Resuelve el sistema (A—1)| y |=| 0| y halla, si existe, una solucién en la que x = 2.
z 0

(0.75 puntos)

a) Determinamos la expresion de A— Al

2 0 2 1 00 2-4 0
A-Al=-1 2 1|-2/0 1 0|=| -1 2-2
0 1 4 0 01 0 1 4-2

Hallamos su determinante y averiguamos cuando se anula.

2-2 0 2
A-2l|=| -1 2-2 1 |=(2-2)(4-2)-2-2+4=
0 1 4-2

=(4+47-42)(4-2)-4+1=16+42" —16A—-41-2°+ 44" —4+ A
|A—A1|=-2°+81° 194 +12
|A=A1|=0=-4*+84*-194+12=0=

-1 8 -19 12
1 -1 7 -12

-1 7 -12 |0 = [2=1esraiz=

—7+1 )
2 — =
—,12+M—12=o:m=_7i\/7 —4(-1)(-12) e T
2 -2 —72—1= =7

Estudiamos cuatro casos diferentes.

CASO1 A#L, A#3y A+#4
En este caso el determinante de A— Al es no nulo y su rango es 3.
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CASO 2. 1=1
En este caso el determinante de A—Al = A—1 esnulo y su rango no es 3.
1 0 2
La matrizqueda A—I1=|-1 1 1].
0 1 3

La matriz tiene un menor de orden 2 con determinante no nulo, que resulta de quitar la fila
1
y columna 12 >

3‘=3—1=2;«&0. Elrango de A—1 es 2.

CASO 3. 1=3
En este caso el determinante de A—Al = A—3l es nulo y su rango no es 3.
-1 0 2
La matriz queda A-3l =/ -1 -1 1].
0 1 1

La matriz tiene un menor de orden 2 con determinante no nulo, que resulta de quitar la fila
y columna 12 >

-1
1 j=—1—1=—2¢0.EI rango de A-3l es 2.

CASO 4. 1=4
En este caso el determinante de A—Al = A—41 esnulo y su rango no es 3.
-2 0 2
La matriz queda A—41 = -1 -2 1].
0 1 0

La matriz tiene un menor de orden 2 con determinante no nulo, que resulta de quitar la fila
y columna 12 >

0 =0-1=-1+#0.Elrango de A—4l es?2.

Resumiendo: Si A #1;, A =3y A=4elrangode A—Al es3.Si A=1, A=30 A=4 el
rango de A— Al es 2.

b) Hallamos la expresidn del sistema y lo resolvemos.

X 0 1 0 2)\(x 0 X+2z2=0
(A-1)|y|=|0|=|-1 1 1||y|=|0|=>-x+y+z=0;=
z 0 0 1 3)\z 0 y+3z=0
K= 22 2 0 32=0
Z+y+z= y+3z=
=>-X+y+z=0;= = =>y+3z=0=|y=-3z

Lasolucionesx =-2t,y=-3t,z=t; teR.
¢Existe una solucion en la que x = 2?

x:Zt}:t:_l:{y:—3(—l):3

Siexiste. La solucibnes x=2;y=3;z=-1.
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos)

1 1

1 -10
Considera las matrices A= yB=0 2
1 m 1 m -1

a) Calcula m para que AB no tenga inversa. (1 punto)
b) Estudia el rango de la matriz BA segln los valores de m. (1.5 puntos)

a) Para que AB no tenga inversa el determinante debe ser nulo.

1 1
1 -1 0 1 1-2 1 -1
AB = 0 2 |= =
1 m 1 1 1+m 1+2m-1 1+m 2m

m

|AB| = b ometem=3ma1
1+m 2m
|AB|=0=3m+1=0= m:%1

La matriz AB no tiene inversa cuando m = 3

b) Calculamos la expresion de BA.

1 1 110 1+1 -1+m 1 2 m-1 1

BA=|0 2 ( j= 2 2m 2 |=| 2 2m 2
1 m 1

m m-1 -m-m -1 m-1 -2m -1

Vemos cuando se anula el determinante.

2 m-1 1
BAl=| 2 2m 2|=—4mM +2(m-1)"— 4f —2m* +2m+2m -2+ B =
m-1 -2m -

=2(m? +1-2m)-2m* +4m-2 = 27" + X — A - 21" + A - X =0
El determinante de AB es nulo, independientemente del valor de m.

Si tomamos el menor de orden 2 que resulta de quitar la fila 32 y la columna 22 nos queda un

menor con determinante no nulo =

1
‘=4—2=2¢0.
2

El rango de BA es 2, independientemente del valor de m.
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EJERCICIO 7 (2.5 puntos)
Considera las rectas

X=2+31
2x—-y—-2=0
r=qy=-1+24 y S=
y+2z-4=0
2=3+41

a) Halla el plano que contiene a r y es paralelo a s. (1.5 puntos)
b) Deduce razonadamente que ningin plano perpendicular a s contiene a r. (1 punto).

a) El plano  que contiene a r y es paralelo a s tiene como vectores directores los vectores
directores de la recta r y s (las rectas no son paralelas). Y pasa por un punto cualquiera de la
rectar.

Hallamos primero un punto y un vector director de cada recta.

r=qy=-1+21=|r=
2=3+1 R (2-13)

2Xx—-y—-2=0 2Xx—-y—-2=0
S= = = 2X+272-4-2=0=2x+22-6=0=

y+2z2-4=0 y=-22+4

x=3-t {‘75 (_1,_2,1)

=>X+2-3=0=x=3-2=>s=y=4-2t=|s
s —t Q,(3,4,0)

Hallamos la ecuacion del plano m pedido.

u=u, =(321) x-2 y+1 z-3
v=v, =(-1-21)t=z=[ 3 2 1 |=0=
P(2-13)ex -1 -2 1

= 2X—-4-y-1-62+18+22-6-3y-3+2x-4=0=

= 4x-4y-47=0=|r=x-y-2=0

La ecuacion del plano que contiene aryes paraleloases r=x—y—-z=0.

b) Un plano n" perpendicular a la recta s tiene como vector normal el vector director de la recta
S.

S
I

=n=v,=(-1-21)=[r=-x-2y+z+D=0

_Jv=(-1-21)
o {Qs (3,4,0)
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Hallamos los puntos de corte de este plano y la recta r. Buscamos el nimero de soluciones,
que indicaran si la recta est& contenida o no en el plano.

X=2+34
r=1y=-1+21
2=3+41

7=-Xx-2y+z+D=0

= -2-31+2-421+3+A+D=0=>-614=-D-3>

D+3 D+7
X=2+ =
2 2
D+3 D+3 D D+7 D D+21
=> A= =y=-1+ =— =|P —,
6 3 2 3 6
D+3 D+21
7=3+ = 6

El plano " y la recta r solo coinciden en un punto P, por lo que dicho plano nunca contiene
alarectar.

OTRA FORMA DE HACERLO

b) Usando el vector director de la recta r y el vector normal del plano perpendicular a la recta s
que es el vector director de la recta s.

Si los vectores de estas dos rectas son perpendiculares habra un plano perpendicular a s que
puede contener a la recta r. De no ser asi no existe dicho plano.

}: u,-v, =(3,2,1)(-1,-2,1)=-3-4+1=-6%0

Al ser el producto escalar no nulo las rectas no son perpendiculares y la situacion planteada
no es posible.
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EJERCICIO 8 (2.5 puntos)

Considera los puntos A(1,2,3), B(-2,4,-3) y C(-10,1,0).

a) Halla el area del triangulo de vértices A, B y C. (1.25 puntos)
b) Halla el plano que equidista de Ay B. (1.25 puntos)

a) El area del triangulo de vértices A, B y C es la mitad del producto vectorial de AB y AC .

e i j kK
AC=(-10,1,0)-(1,2,3)=(-11,-1-3)] . __

- ( )~(1.2.3)=( L ACAB=11 1 -3
AB =(-2,4,-3)—-(1,2,3)=(~3,2,-6) 2 o g

=6i+9j—22k -3k —66 j +6i =12i —57 j — 25k =(12,-57,-25)

‘Exﬁ‘ _ \/122 +(-57)" +(-25)° _ 7/82

Area ABC = 5 =31.69 u’
El area del triangulo de vértices A, By C vale ! ‘282 =31.69 u®
b) Buscamos la ecuacion del plano 7 del dibujo.

A

|

|

|

A

l T

: M

|

I

|

:

+B

Hallamos el punto M que pertenecera al plano  y que es el punto medio del segmento AB.

(-2,4,-3)+(1,2,3) {_%,3, oj

2

El vector normal del plano es el vector AB . Hallamos la ecuacion del plano .

n=AB=(-3,2,-6)] 7=-3x+2y-6z+D=0

1 = 1 = -3 -1 +2:3-6:0+D=0=
M =(—§,3,0j6ﬂ' M = _51310 en 2

:>§+6+D=0:> D2—6—22—%37Z'E—3X+2y—62—%202>

= |r=-6x+4y-122-15=0

La ecuacion del plano buscado es 7 =—6x+4y—-12z2-15=0.
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PevAU 2021 Ordinaria (reserva) Matematicas II

ANDALUCIA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS MATEMATICAS Il

’ PRUEBA DE ACCESO Y ADMISION A LA UNIVERSIDAD
U CONVOCATORIA ORDINARIA, CURSO 2020-2021

Instrucciones: a) Duracion: 1 horay 30 minutos

b) Este examen consta de 8 ejercicios distribuidos en 2 blogues (A y B) de 4
ejercicios cada uno.

c) Cada ejercicio tiene un valor maximo de 2.5 puntos.

d) Se realizaran Unicamente cuatro ejercicios, independientemente del bloque
al que pertenezcan. En caso de responder a mas de cuatro ejercicios, se
corregiran los cuatro que aparezcan fisicamente en primer lugar.

e) Se permitira el uso de calculadoras que no sean programables, ni gréaficas ni con
capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos
conducentes a la obtencion de resultados deben estar suficientemente justificados.

f) En la puntuacion maxima de cada ejercicio estan contemplados 0,25 puntos para
valorar la expresion correcta de los procesos y métodos utilizados.

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)

ax+b
Sea la funcion derivable f :R——R definida por f(x)=< x-1
In(1+x) si x>0

si x<0

(In denota la funcién logaritmo neperiano).
a) Determina ay b. (1.5 puntos)
b) Halla las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la grafica de f en el punto de
abscisa x = 2. (1 punto)

EJERCICIO 2 (2.5 puntos)
Halla a, b y ¢ sabiendo que la funcién f:R——R dada por f(x)=a+bsen(x)+csen(2x)

. - . 1 -
tiene un punto critico en el punto de abscisa x = 7y larecta y = _EX+3 es normal a la gréfica

de f en el punto de abscisa x = 0.

EJERCICIO 3 (2.5 puntos)
Considera la funcién f :(0,+00)——R definida por f(x):(ln(x))2 (In denota la funcién

logaritmo neperiano).
a) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f, asi como sus extremos
relativos (abscisas donde se obtienen y valores que se alcanzan). (1 punto)
b) Calcula el area de la regién limitada por la grafica de la funcion f y las rectasy = 0, x = 1,
x = e. (1.5 puntos)

EJERCICIO 4 (2.5 puntos)
2
Calcula j

1
ol+\/e_x

dx (Sugerencia: efectlia el cambio de variable t = \/e_x)
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- PRUEBA DE ACCESO Y ADMISION A LA UNIVERSIDAD )
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CURSO 2020-2021

EJERCICIO 5 (2.5 puntos)
Considera el sistema de ecuaciones

X+ y+2z=0
3Xx— y-2z=0
—X+2y+mz=0

a) Calcula m para que el sistema tenga infinitas soluciones y hallalas. (1.5 puntos)
b) Para m = 2, ¢existe alguna solucién tal que z = 1? En caso afirmativo, calctlala. En caso

negativo, justifica la respuesta. (1 punto)

EJERCICIO 6 (2.5 puntos)

b c
Considera la matriz A= e f [, con determinante igual a 2.
2 3

- QO @

a) Calcula razonadamente . (0.5 puntos)

1 A—l At
3

b) Calcula razonadamente los determinantes
6c 2b 2a 2a—2b

c b
3f e d| y |2d-2e f e|.(2puntos)
9 2 1 -2 3 2

EJERCICIO 7 (2.5 puntos)
Considera las rectas

X
r=—= =
1 2 1 X—-y-z=-4

Sabiendo que dos de los lados de un cuadrado estan en las rectas r y s, calcula su area.

- - =2
_y+2 _z-1 y SE{X y+2

EJERCICIO 8 (2.5 puntos)
Considera las rectas

X=1+1
X—y+2z=3
r=qy=1+41 y S=
X+2=2
z=2+mA

a) Estudia la posicidn relativa de r y s segun los valores de m. (1.5 puntos)
b) Para m = 1, calcula el coseno del &ngulo que forman las rectas r y s. (1 punto)
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SOLUCIONES

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)

ax+b si x<0
Sea la funcion derivable f :R——R definida por f(x)={ x-1 B
In(1+x) si x>0

(In denota la funcion logaritmo neperiano).
a) Determina a y b. (1.5 puntos)

b) Halla las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la gréfica de f en el punto de abscisa

X =2. (1 punto).

a) Para que sea derivable debe ser continua y por tanto debe ser continua

ax+b O+b
x-1 0-1
lim f(x)=limIn(1+x)=In1=0

x—0" x—0"
£(0)=-b
lim f (x) =

x—0"

lim f(x)=lim

x—0" x—0"

lim £ ()= f(0)

., — si x<0
La funcion queda f(x) =< x-1

In(1+x)
La funcidn debe ser derivable en x = 0, por lo que deben coincidir sus

si x>0

en x=0.

:>—b:0:>

derivadas laterales.

rm):anxmszlgz_a
-1)= X—> _
a(x )zax si Xx<0 ( )1
f7(x)= (x-1) = f7(0*) = lim f’(x):ﬁzl —-—a=1=[a=-1
1 x—0" +
m si x>0 f'(o—): f'(0+)

Los valores buscados sona=-1yb =0.

b) La funcion en un entorno de x=2 es f(x)= In(1+ x) y la derivada e

La funciénen x=2 vale f(2)=In(1+2)=In3 y la derivada vale f

La ecuacion de la recta tangente en x = 2 es y— f (2) = f(2)(x-2).

, 1
S f (X)=m.

(2)

11
1+2 3°

f(2)=In3 .

= y—InB:%(x—Z):

2
=X 243
’7373

fxa=§
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La recta tangente es y = g —§+ In3.

La ecuacion de la recta normalen x = 2es y— f (2)=- ) (x-2).

f(2)=In3

1
—In3=——"-(x-2 —-In3=-3(x-2 =-3X+6+1In3
f’(2)=% =y-In 1/3(x )=y-In (x-2)=|y=-3x+6+

La recta normal es y=-3x+6+In3.
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EJERCICIO 2 (2.5 puntos)
Halla a, b y ¢ sabiendo que la funcién f:R——R dada por f(x)=a+bsen(x)+csen(2x)

. . . 1 .
tiene un punto critico en el punto de abscisa x = 7y larecta y = _EX+3 es normal a la gréafica

de f en el punto de abscisa x = 0.

Como la funcidn tiene un punto critico en x = 7 la derivada debe anularse en dicho valor.

f (x)=a+bsen(x)+csen(2x)= f"(x)=bcos(x)+2c-cos(2x)

f”(x) =bcos(x)+2c-cos(2x)
f'(;r):O

}:> bcos(7)+2c-cos(27)=0=>

Silarecta y= —%x+3 es normal a la gréfica de f en el punto de abscisa x = 0 deben

cumplirse dos cosas:

Primero: Coinciden funcién y recta normal en x = 0.

f (0)=a+bsen(0)+csen(2-0)=a

1 —[a=3]

—_20+3=3
Y=

Segundo: La pendiente de la recta normal es la inversa de la derivada cambiada de signo.

y=—%x+3—>pendiente:—%:—%=—%(0)3 t7(0)=2

f7(0)=2
f"(x)=bcos(x)+2c-cos(2x)

}:> bcos(0)+2c-cos(2-0)=2=[b+2c =2

Reunimos las dos ecuaciones en un sistema y lo resolvemos.

b+2c=2 b=2-2c
=
-b+2c=0 -b+2c=0

}:>—2+2c+2c:0:>4c:2:> C=§=% =

:>b=2—2%=2—1=1

Los valores buscados sona=3;b=1y c= %
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EJERCICIO 3 (2.5 puntos)
Considera la funcion f :(0,+0)——>R definida por f(x):(ln(x))2 (In denota la funcién

logaritmo neperiano).

a) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f, asi como sus extremos
relativos (abscisas donde se obtienen y valores que se alcanzan). (1 punto)

b) Calcula el area de la region limitada por la gréafica de la funcion fy las rectasy = 0, x = 1,
x=e. (1.5 puntos)

a) Utilizamos la derivada para hallar los puntos criticos de la funcién.

00 =(In(0) = 1709 =2(1n(x)) =210

f'(x)=0:>2|nT(X)=0:>2In(x):O:>In(x):0:>e(0,+oo)

VVemos que ocurre antes y después de x = 1.

2In(0.5)

e En (0,1) tomo x = 0.5y la derivada vale f "(0.5)= =-2.77<0. La funcion

decrece en (0,1)
2In(2

N—"

=0.69>0. La funcidn crece

e En (1+0) tomo x = 2y laderivada vale f(2)=

en (1, +oo)
La funcidn sigue el esquema:

I L
0 7 2 3
La funcion decrece en (0,1) y crece en (1,+).

Como f (1) :(In(l))2 =0 la funcion tiene un minimo relativo en x = 1 tomando la funcion

el valor f(1)=0.

b) Dibujamos las rectas y la grafica de la funcion. Coloreamos de rosa la regién del plano de la
cual queremos determinar su area.

£ =(In(x))
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El area de la region se calcula con la integral definida siguiente: Area = Ile(ln (x))2 dx

Calculamos primero la integral indefinida.
Integracion por partes

I(In(x))2 dx=<u :(In(x))2 —du= 2In(x) dx = x(ln(x))2 —fx

X

2In(x)

dx =

dv:dx:>v=jdx=x

I2In dx xIn —2jln

Integracion por partes

Iln(x)dx: u:ln(x):du:idx =xIn(x Ix dx = xIn(x jdx xIn(x)—x

dv:dx:v:jdx:x

= x(ln(x))2 —2(xIn(x)-x)= x(ln(x))2 —2xIn(x)+2x+K

Calculamos el valor del area pedida.

Area :J‘:(In(x))2 dx :[x(ln(x))2 —2x|n(x)+2x}e =

1

:e(ln(e))z _2e|n(e)+26—[1-(|n(1))2 _2|n(l)+2} =

—e— 26+ 26 -2=|e—2=0.72u°
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EJERCICIO 4 (2.5 puntos)
2

Calcula J ! dx (Sugerencia: efectla el cambio de variable t=\/e_x)

1+\/e_X

0

Calculamos primero la integral indefinida con el cambio de variable sugerido.

1 Cambio de variable
dx = _
J1+\/e_X tZ\/e_X—HZ=ex—>2tdt:exdx—>dx:2tdt:thtzz_dt

e~ t? ot

{LZ_dt:szdt:...
1+t t t(1+t)

Descomposicién en fracciones simples
1 A B 1 A(l+t) Bt  A(l+t)+Bt

t(1+1) t+1+t:>t(1+t) t(1+t) t(1+t)  t(1+t)

t=0—01=A 1 1 1
=1=A(l+t)+Bt= — __
t=—151=—-B—>B=-1 t(1+t) t 1+t

= 2U%dt—fﬁdt} =2[Int-In(1+1)]=

{Deshacemos el cambio de variable

t=ve* e }:2['”(GX/2)"”(1+9X/2)]=

:Z[E—In(He”z)}: x—2|n(l+ex’2)+K

Aplicamos este resultado al calculo de la integral definida pedida.

2

J“f/e_xdx:[x—zm(“ex’z)]z =

0

=[2-2In(1+¢”?)|-[ 0-2In(1+€"*) | =[2-2In(1+e)+2In(2) = 0.76
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EJERCICIO 5 (2.5 puntos)
Considera el sistema de ecuaciones

X+ y+2z=0
3Xx— y-2z=0
—X+2y+mz=0

a) Calcula m para que el sistema tenga infinitas soluciones y hallalas. (1.5 puntos)
b) Para m = 2, ;existe alguna solucién tal que z = 1? En caso afirmativo, calctlala. En caso
negativo, justifica la respuesta. (1 punto)

1 1 2
a) La matriz de coeficienteses A=| 3 -1 -2
-1 2 m
1 1 2 0
Y la matriz ampliadaes A/B={ 3 -1 -2 0
-1 2 m O

Averiguamos cuando se anula el determinante de la matriz de coeficientes.

1 1 2
|A|= 3 -1 2l1=—m+2+12-2-3m+4=16-4m
-1 2 m

|Al=0=16-4m=0=4m=16=[m =4

Estudiamos por separado 2 casos diferentes.

CASO 1. m=4
En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3. El rango de A/B también es
3, al igual que el namero de incognitas.
El sistema es compatible determinado (Unica solucion)

CASO 2. m=4
1 1 2 0
La matriz ampliada queda A/B=| 3 -1 -2 0. Utilizamos el método de Gauss
-1 2 4 0

para obtener una matriz triangular equivalente.

> 0 Fila 32 + Fila 12
A/B ; 11 2 ol t 240
0T TP YT 1 2 0 =
1 2 4 0

0 3 6 0— NuevaFila3?
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Fila22 — 3 - Fila 12

3 -1 2 0 1 1 2 0
3 3 6 0 =0 4 -8 0|
0 -4 -8 0— NuevaFila22 0 3 60
4-Fila3?+3- Fila22
0 12 24 0 1120
~10 -12 24 0 =0 4 80
0 0 0 O

0 O 0 0— Nueva Fila 3?

El rango de la matriz A es 2, al igual que el rango de A/B, pero el namero de incognitas
es 3. El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones)

El sistema tiene infinitas soluciones cuando m = 4. Determinamos las soluciones partiendo
de la matriz triangular equivalente obtenida.

1 1 2 O
X+y+2z=0 X+y+2z=0 X+y+2z=0
0 4 -8 0|= = = =
—-4y-8z2=0 y+2z=0 y=-22
0O 0 0 O

x=0
=>X-22+221=0=x=0=|Jy=-2t, teR
7=t

Las soluciones son: x=0; y=-2t; z=t; teR

b) Para m = 2 estamos en el caso 1y el sistema tiene una Gnica solucion.
Sustituimos m = 2 y z = 1 e intentamos resolver.

3(-2-y)-y-2=0

3X— y-2=0=<{3x- y-2=0=> =
d d —(-2-y)+2y+2=0

X+ y+2=0 X=-2-Y {
—X+2y+2=0 —X+2y+2=0

8
y=—=—2
—-6-3y-y-2=0 -4y =8 - —
= y=y = y = 4 :>ilmposible!1—2¢—4!
2+y+2y+2=0 y=-4 y_—_4 3
3

Para m = 2 no existe ningna solucion tal que z = 1.
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos)

a b c
Considera la matriz A=|d e f |, con determinante igual a 2.
1 2 3
a) Calcula razonadamente %A‘lAt . (0.5 puntos)
b) Calcula razonadamente los determinantes
6c 2b 2a 2a-2b ¢ b
3f e d| y |2d-2e f e|.(2puntos)
9 2 1 -2 3 2

a) Sabemos que |A|=2, por lo que |A'|=[A/=2 y también [A” :ﬁ:

N |-

‘1 ATA
3

Determinante de un nimero por una matriz cuadrada de orden 3 =
| = (ntimero)® - Determinante de matriz

_(1)3 ‘A‘lA“ _ | Determinante de un producto de matrices de orden 3 =
3 ~ | = Producto de determinantes

=L‘A—1‘.‘At‘:i.l.2= 1
27 27 2 27
a b c
b) Sabemos que |[Al=|d e f|=2.
1 2 3
El primer determinante.
6c 2b 2a 3c b a
3f e d|={Sacamos factor comin 2 en 1*fila}=2[3f e d|=
9 2 1 9 2 1
c b a
= {Sacamos factor comln 3 en 12 columna} =2-3:|f e d|=
3 2 1
Intercambiamos columna 12 y 32 a b
= =—6/d e f =—6-2=-—12
{EI determinante cambia de signo} 1 2 3

400 de 571 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PevAU 2021 Ordinaria (reserva) Matemdticas Il en Andalucia

El segundo determinante.

2a-2b ¢ Intercambio columna 3%y 22 2a-2b b ¢
2d-2e f e|-= _ SV L gz e fl-
El determinante cambia de signo
-2 3 -2 2 3
2a—-2b b ¢ ) .
_ _lod_2e e _ | Separo el determinante en suma de dos determinantes |
- od o ~ | separando las sumas de los elementos de la 12 columna|
2a b c| |-2b b c .
El segundo determinante vale cero, pues
=—|2d e f|+|-2¢ e f||= ) =
la columna 12 y la 22 son proporcionales
2 2 3 |4 2 3
2a b ¢ a b c
=—-[2d e f|={Saco factor comin2enlal?columna}=-2|d e f|l=-2-2=
2 2 3 1 2 3
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EJERCICIO 7 (2.5 puntos)
Considera las rectas

+2 z-— X—=y+z2=2
3X-y-z=-4
Sabiendo que dos de los lados de un cuadrado estan en las rectas r y s, calcula su area.

Estudiamos la posicién relativa de ambas rectas.
Previamente obtenemos un punto y un vector director de cada recta.

y+2 z-1 [ = Pr(O,—2,1)
2 0 =(12,)

—y+z=2 —y-7+2
SE{X yre :{X ymew =3(y-z+2)-y-z=—-4=

3X-y—-z=-4 3X-y—-z=-4

=>3y-32+6-y-2=-4=2y-471=-10=2Yy-27=-5=>y=-5+271=>

X=-3+1 Qs(—3,—5,0)
=>X=-5+422-72+2=-3+72=>S=qy=-5+21A=|s=4 _
_— v, =(1,21)

Como tienen el mismo vector director u, =v, =(1,2,1), las rectas son paralelas o
coincidentes.
Vemos si un punto cualquiera de la recta s pertenece a la recta r.

Las rectas no son coincidentes y son paralelas. Por lo que la situacion planteada es:

4 5

d(r, s)

r

B
El area del cuadrado es el cuadrado de su lado que es igual a la distancia entre las rectas r y

S.
Para calcular esta distancia necesitamos encontrar dos puntos, un punto A de la recta s y otro

B de la recta r que estén enfrentados.

Para ello determino el plano © perpendicular a ambas rectas y que pase por el punto
P.(0,-2,1), con lo que ya tenemos que el punto B = P, (0,-2,1).
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Si el plano m es perpendicular a la recta entonces el vector normal del plano es el director de
la recta.

r

{R(O,—Z,l) =I=(1,2,1)} T=X+2y+2+D=0

. :>n =0-4+1+D=0=>
u =(121) P(0,-21)ex| PR(0-21)ex

:>D=3:>|7zzx+2y+z+3=0|

Hallamos el punto A de corte del plano 7 y la recta s.

T=X+2y+2+3=0

X=-3+1
= (-3+4)+2(-5+21)+A1+3=0=>
S=qy=-5+21
=4

:—3+A—1O+4/1+A+3:0:>61:1031:%:23

x:—3+§:_—4
3
= y:_5+9=__5:> A __4,__5’§
3 3 3 33
3

Hallamos las coordenadas del vector AB .

s (335)-(533

El lado del cuadrado es la longitud de este vector AB.

Lado del cuadrado = d(r, s)=d (A, B) :‘E‘ Z\/(EJZ +(__lj2 +(__2J2 :g

J21)

El &rea del cuadrado es (T] =5 =3= 2.33u?
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EJERCICIO 8 (2.5 puntos)
Considera las rectas

Xx=1+4
X—y+2z=3
r=qy=1+41 y S=
X+2=2
Z=2+mA

a) Estudia la posicion relativa de r y s segun los valores de m. (1.5 puntos)
b) Para m = 1, calcula el coseno del &ngulo que forman las rectas r y s. (1 punto)

a) Hallamos un vector director y un punto de cada recta.

r=y=1+4 =|r=4_
z=2+mA ur:(l,l,m)

X—y+2z=3 X—y+2z=3
S= = =2-71-yY+21=3=1-y=loy=-1+71=

X+2=2 X=2-12

X=2-1 QS(Z,—LO)
=>s=qy=-1+A=|s=<_.
VS=(—1,1,1)

=1

Si las coordenadas de los vectores directores son proporcionales las rectas podrian ser
paralelas o coincidentes.
u, =(11,m) 1 1
. = —#=
v,=(-111)] -1 1

Por lo que las rectas nunca pueden ser ni paralelas ni coincidentes.
Las rectas se cortan o cruzan. Calculamos el valor del producto mixto [ur,vs, P,QSJ .

r {amz)
U =(1Lm) =PQ. =(2-10)-(112)=(L-2,-2)
Q.(2,-1,0) o
° E{\TS =(-111)
1 1 m
[V PQ =1 1 1|=-2+1+2m-m-2+2=m-1
1 -2 -2

Averiguamos cuando se anula este producto mixto.
[0, PQ ] =0= m-1=0=[m=]

Tenemos dos situaciones diferentes.
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CASO 1. Si m =1 el producto mixto [J V.

iV, P,QSJ es nulo y las rectas se cortan.
CASO 2. Sim #1 el producto mixto [uﬁvﬁs P,QSJ es no nulo y las rectas se cruzan.

b) Param =1 las rectas se cortan y forman un angulo que determinamos usando el producto
escalar de sus vectores directores.

u, =(111 ——
u, =(111) R T2 \(1,1,1)(—1,1,1)\ 1
:cos(r,s):cos(u,,vs)= =T T T —=3

Tenemos que cos(r,s)=

Wl

405 de 571 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PevAU 2020 Extrardinaria Matemdticas Il en Andalucia

PevAU 2020 Extraordinaria Matematicas I1

4 PRUEBA DE ACCESO Y ADMISION A LA UNIVERSIDAD

CURSO 2019-2020

U ANDALUCIA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS MATEMATICAS Il

Instrucciones: @) Duracién: 1 horay 30 minutos
b) Este examen consta de 8 ejercicios.

c) Cada ejercicio tiene un valor maximo de 2.5 puntos.

d) Se realizaran Unicamente cuatro ejercicios de los ocho ejercicios propuestos. Si

se realizan mas de cuatro ejercicios, solo se evaluaran los primeros cuatro ejercicios

gue aparezcan fisicamente en el papel de examen.

valorar la expresion correcta de los procesos y métodos utilizados.

e) Se permitira el uso de calculadoras que no sean programables, ni graficas ni con
capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos
conducentes a la obtencion de resultados deben estar suficientemente justificados.

f) En la puntuacion maxima de cada ejercicio estan contemplados 0,25 puntos para

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)

Considera la funcion f :R——>R dada por f(x) =ex(x2 —5x+6). Determina los intervalos

de concavidad y de convexidad de f y los puntos de inflexién de su gréafica.

EJERCICIO 2 (2.5 puntos)

Calcula jxsenz(x)dx.
0

EJERCICIO 3 (2.5 puntos)
Considera el sistema de ecuaciones dado por AX =B siendo

1 =2 1 X 2
A=|m 4 2|, X=ly|yB=|2m|.
0 m+2 -3 z 1

a) Discute el sistema segun los valores de m. (1.5 puntos)

b) Para m=-2, iexiste alguna solucion con z = 0? En caso afirmativo, calculala. En caso

negativo, justifica la respuesta. (1 punto)

EJERCICIO 4 (2.5 puntos)

4x-3y+4z=1
3x—-2y+z2=0
a) Halla a sabiendo que m es paralelo a r. (1.5 puntos)

Considera el plano 7=x—-y+az=0 ylarecta r z{

b) Determina el plano perpendicular a r que pasa por el punto P(1,2,3). (1 punto)

406 de 571 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PevAU 2020 Extrardinaria Matemdticas Il en Andalucia

ANDALUCIA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS MATEMATICAS II

’ PRUEBA DE ACCESO Y ADMISION A LA UNIVERSIDAD
U CURSO 2019-2020

EJERCICIO 5 (2.5 puntos)
Sea la funcion derivable f : R — R definida por

2ax—4b H
(0 = {e si x<1

1-xInx si x>1

(In denota la funcion logaritmo neperiano)
a) Determina los valores de a y b. (1.75 puntos)
b) Halla la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x =2.
(0.75 puntos)

EJERCICIO 6 (2.5 puntos)
Considera las funciones f,g:R——R definidas por f(x)=|x| y g(x)=x*-2.
a) Calcula los puntos de corte de las graficas de f y g. Esboza el recinto que determinan. (1

punto)
b) Determina el area del recinto anterior. (1.5 puntos)

EJERCICIO 7 (2.5 puntos)

1 2 3 X
Considera A=|{0 0 2| vy X=|y]|,
011
a) Halla los valores de A tales que |A—M | =0, donde I es la matriz identidad de orden 3.
(1.25 puntos)

b) Para 1 =1, resuelve el sistema dado por (A—A1)X =0. ¢Existe alguna solucion tal que

z =17 En caso afirmativo, calculala. En caso negativo, justifica la respuesta. (1.25
puntos)

EJERCICIO 8 (2.5 puntos)

Considerael plano 7=x—-y+z=2 ylarecta r z%zyTJrl Z+12
a) Calcula la distancia entre r y 7z (1 punto)

b) Halla la ecuacién general del plano perpendicular a Tt que contiene a r. (1.5 puntos)

407 de 571 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PevAU 2020 Extrardinaria Matemdticas Il en Andalucia

SOLUCIONES

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)
Considera la funcion f :R——R dada por f(x)=e*(x*—5x-+6). Determina los intervalos
de concavidad y de convexidad de f y los puntos de inflexion de su grafica.

f(x)=€(x*-5x+6)= f "(x)=€*(x* =5x+6)+e" (2x—5) =" (X’ ~5x+ 6+ 2x5)
f (%) =ex(x2 —3x+1)+ex(2x—3)=ex(x2 —3x+1+ 2x—3)

f(x)=e*(x*-x-2)

f(x)=e (X —x-2)+e* (2x-1)=e* (X’ —x—2+2x-1) =€* (x* + x-3)

Igualamos a cero la derivada segunda para encontrar los puntos de inflexion.
f () =0=e"(x-x-2)=0=

e* =0 = jNo es posible!
1+3
—=2=X
= 1¢1/—12+8 +
X*—x-2=0=>Xx= (=) _1+3_] 2
2 2 1-3
—=-1=xX
2

Comprobamos si la derivada tercera se anula o0 no en estos dos valores.
f7(2)=€’(2°+2-3) =3¢’ £0 > x = 2es punto de inflexion.
f () =e" ((—1)2 —1—3) =-3e" 20 > x=-1es punto de inflexion.

Estudiamos el signo de la segunda derivada antes, entre y después de estos valores.
e En (—oo,—1) tomamos x = -2 la derivada segunda vale

f7(-2)=e> ((—2)2 +2- 2) =4e >0, es positiva. En el intervalo (—oo,-1) la grafica
es convexa ().
e En (-12) tomamos x = 0 la derivada segunda vale f “(0)=e°(0*-0-2)=-2<0,

es negativa. En el intervalo (-1,2) la gréfica es concava ().

e En (2,+00) tomamos x = 3 la derivada segunda vale f “(3)=e*(3°-3-2)=4e’>0,

es positiva. En el intervalo (2,+x) la grafica es
convexa (V).
Punto da infl / \\
>4 1\
VAR
Sl)=ef(x 5\'—:\/ \
V4 \
-
_: A 4
I
IV
A P A AR
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EJERCICIO 2 (2.5 puntos)

Calcula jxsenz(x)dx.
0

Calculamos primero la integral indefinida.

Ixsenz(x)dx = j xsen(x)sen(x)dx =< u = xsenx = du = (senx+ X COS x)dx

Integracion por partes

dv =senxdx = v = Isenxdx =—C0S X

= xsenx (—cos x)—_[(—cos x)(senx+xcos x) dx =

XSENX COS X + I(cos XSenx + X cos? x) dx =

= —XSenx cos X + Icos xsenxdx + I X c0s? xdx =

= —XSeNnXcos X +

—XSenxcos X +

sen®x

+J.x(1—sen2x

sen?x

sen
+ _[ xdx — J' xsen®xdx = —Xsenx cos X +

)dx:

2

2
X X
+ 5 I xsen®xdx

En la igualdad obtenida despejamos la integral Ixsenz(x)dx.

I xsen”(X)dx = —XSenx cos X +

sen’x

X2
+ > I xsen®xdx =

2

sen<x X
= ZI xsen®(x)dx = —Xsenxcos X + +?:>
2 2
—XSeNnXcosSX Senx X
= J.xsenz(x)dx = > R K

Aplicamos este resultado al calculo de la integral definida pedida.

.szen2 (x)dx = [

—XSenx cos X

T

sen’x  x°

2

—zsenzcosz  sen‘rwr  wl
+ +
2 4 4

|

|

—0-sen0cos0 sen’0 07
+ +—
2 4 4

4 4

H

0

|
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EJERCICIO 3 (2.5 puntos)
Considera el sistema de ecuaciones dado por AX =B siendo

1 -2 1 X 2
A=lm 4 2|, X=|y|yB=|2m]|.
0 m+2 -3 z 1

a) Discute el sistema segun los valores de m. (1.5 puntos)
b) Para m=-2, ¢existe alguna solucion con z = 0? En caso afirmativo, calctlala. En caso
negativo, justifica la respuesta. (1 punto)

a) Averiguamos cuando se anula el determinante de la matriz de coeficientes.

1 -2 1
|Al=jm 4 -2/=-12+m*+2m-6m+2m+4=m’-2m-8
0 m+2 -3
> 2+6_4_m
2+(-2)+32 2+ S TA=
2 2 2—-6
o

Nos planteamos tres situaciones que discutimos por separado.

CASOLl m#-2ym=4

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3. Al igual que el rango de la
matriz ampliada A/B y el nimero de incdgnitas.
El sistema es compatible determinado.

CASO 2. m=-2
La matriz de coeficientes y la matriz ampliada quedan
1 -2 1 1 2 1 2
A=|-2 4 2| A/IB=|-2 4 -2 -4
0 0 -3 0 0 -3 1

El determinante de A es nulo y su rango no es 3.
¢El rango de A es 2?
Como la fila 22 es proporcional a la 12 y la columna 22 es proporcional a la 12, considero

4 -2
el menor de orden 2 que resulta de quitar la fila y columna 12 > EO 3] con

determinante

3‘:—12;&0. El rango de A es 2.

¢El rango de A/B es 3?
Como la columna 22 es proporcional a la 12 considero el menor de orden 3 que resulta de

-2 1 2

quitar la 12 columna > | 4 -2 -4 | con determinante
0 3 1

-2 1 2

4 2 -A4=4-24-4+24=0

0 3 1
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El rango de A/B no es 3 y por lo tanto es igual al rango de A.
Rango de A =2 = Rango de A/B < N° de incdgnitas = 3.
El sistema es compatible indeterminado.

CASO 3. m=4
La matriz de coeficientes y la matriz ampliada quedan
1 -2 1 1 -2 1 2
A=|4 4 2| A/B=|4 4 -2 8
0 6 -3 0 6 -3 1

El determinante de A es nulo y su rango no es 3.
¢El rango de A es 2?
Como la columna 22 es proporcional a la 32, considero el menor de orden 2 que resulta de

. . 1 ) 1
quitar la fila y columna 32 - [4 4 j con determinante

-2
‘=4+8=12¢0.

4

El rango de A es 2.

¢El rango de A/B es 3?
Como la columna 22 es proporcional a la 32 considero el menor de orden 3 que resulta de

11 2 11 2
quitar la 22 columna > |4 -2 8 | condeterminante |4 2 g —_2_24_4424—_6+0
0 31 0 31

Rango de A/B es 3.

Rango de A =2 # 3 = Rango de A/B
El sistema es incompatible.

Resumiendo: Si m= -2 y m= 4 el sistema es compatible indeterminado, si m=-2 el
sistema es compatible indeterminado y si m=4 el sistema es incompatible.

b) Para m=-2 el sistema es compatible indeterminado, tiene infinitas soluciones. Hallamos la
expresion de estas soluciones.

1 -2 1\(x 2 X—=2y+ z2=2 X—2y+2=2
-2 4 2|y |=|4|=2>{-2X+4y-271=-4=-2Xx+4y-271=-4=
0 -2+2 -3)\z 1 -3z=1 1
71=——
3
X—2 —1—2
=3~ 3x—6y—1=6 3x—6y =7
= 2 = —6x+12 +2——12:> —6Xx+12 ——14:
—2X+4y+==-4 yres= y=
3
Ecuacion 22 = —2 - Ecuacion 12
. ., = 3X-6y=7= x:7+6y
Quito Ecuacion 22 3

. . . . 1
¢Existe alguna solucién con z = 0? NO, pues todas las soluciones tienen z = -3
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EJERCICIO 4 (2.5 puntos)

4x-3y+4z=1
3x—2y+z2=0

a) Halla a sabiendo que m es paralelo a r. (1.5 puntos)
b) Determina el plano perpendicular a r que pasa por el punto P(1,2,3). (1 punto)

Considerael plano 7=x-y+az=0 ylarecta r z{

a) Si larectar es paralela al plano 1 se cumple que vector director de recta y el normal del
plano son perpendiculares y el producto escalar de ambos debe ser 0.

Vector normal del plano > 7z =x-y+az=0=>n=(1-1a)

. 4x-3y+4z=1 —
Vector director de larecta > r = y =V, =(4,-3,4)x(3,-2,1)
3x—-2y+z=0
ik
V,=|4 -3 4[=-3i+12j-8k+9k—4]+8i=5i+8]j+k=(581)
3 21

Producto escalar es cero > v, -n=(5,8,1)(L-1a)=5-8+a=-3+a=0=

Para a = 3 el plano y la recta son paralelos o la recta esta contenida en el plano.
Compruebo que la recta no esta contenida en el plano viendo que un punto cualquiera de la
recta no esta en el plano.

= 4x-3y+4(-3x+2y)=1=

. 4x-3y+4z=1 4x-3y+4z=1
= =
3x-2y+z=0 Z=-3x+2y

= 4x-3y-12x+8y =1= -8x+5y =1, tomo :>—24+5y:1:

=5y=25=y=5|=2=-9+10=[z=1|

Un punto de la recta es A(3, 5, 1). Veamos si pertenece al plano y cumple su ecuacion.
. A(3, 51)ex?

=¢3-5+3=07?
T=X-y+3z=0

La respuesta es NO. Recta y plano son paralelos para a = 3.

b) El plano " perpendicular a la recta r debe tener como vector normal el director de la recta.

-

n=v,

P(1L23)er } P(L23)er
=

_ =5+16+3+D=0=D=-24
(5.8,1) }

7:5x+8y+z+D=0

|7/:5x+8y +2—24=0)
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EJERCICIO 5 (2.5 puntos)
Sea la funcion derivable f :RR — R definida por

g2ax-4b si x<1
F(X)= LS
1-xInx si x>1

(In denota la funcion logaritmo neperiano)

a) Determina los valores de a y b. (1.75 puntos)

b) Halla la ecuacion de la recta tangente a la grafica de fen el punto de abscisa x =2. (0.75
puntos)

a) Si es derivable también es continua, y debe serlo en x = 1 que es punto en el que cambia de
definicion.
e Existe f(1)=1-1-In1=1
e Existe Iirq f (x). Calculo los limites laterales y deben ser iguales.

2ax—4b __ 2a-4b

lim f(x)=Ilime e

x—1" x—1" 2a-4b

mf(x)= =e

li ] ] =1=
X1 lim f(x) =lim(1-xInx)=1-0=1
x—1" x—1"

=2a-4b=0=2a=4b=|a=2b
e Ambos valores deben ser iguales. (1) = Iirr11 f(x)

Las tres condiciones se cumplen cuando a = 2b.

4bx=4b si x<1

Nuestra funcion queda con esta expresion: f(x) = i
1-xInx si x>1

Para que sea derivable en x = 1 sus derivadas laterales deben ser iguales.
4b-e™ ™ si x<1

f'(x)=
) —Inx—xlz—l—lnx si x>1
X

f'(17)=4b-e®* =4b-e°=4b

,( ) =4bh=-1= b:—1

f'l)=-1-In1=-1 4
Como a=2b=> a=_3=_l

4 2

—x+1

e si x<1

1-xInx si x>1

La tangente a f(x) en x = 2 tiene la expresion y— f(2) = f "(2)(x—2).
f(2)=1-2In2
f°(2)=-1-In2

b) La funcion queda con la expresion f (X) :{

}: y-1+2In2=(-1-In2)(x-2)=

= y-1+2In2=(-1-IN2)x+2+2In2=|y=(-1-In2)x+3
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos)
Considera las funciones f,g:R——>R definidas por f(x)=|X y g(x)=x*-2.
a) Calcula los puntos de corte de las gréaficas de f y g. Esboza el recinto que determinan. (1

punto)
b) Determina el &rea del recinto anterior. (1.5 puntos)

a) Obtenemos la expresién como funcién a trozos de la funcion f.
X si x>0
f(x) =|x| :{

Obtenemos los puntos de corte de ambas gréaficas > f(x) = g(x) =[x =x*-2:

-Xxsi x<0

Six>0=>x=x-2=x*-x-2=0=>

1+3
1+/(-1) +8 5 Cl2=X
=X (2) - :123: 123

=-1=x Noes valida, -1<0

Six<0=>—x=x-2=x+x-2=0=>

-1+3 .
1+ 12+8 -1+3 =1=x,Noesvalida. 1>0
= X= = -
2 2 -1-3
——=[=2=X
2
Hallamos las coordenadas de estos dos puntos de corte.
A 3 i
X f(X)=|x| f(x):|x|
-2 2 q
-1 1 A f) = | frv)ex '
0 0
1 1
2 2
3 E:)
X | g(x)=x"-2
-2 2
0 -2
212 T =R 2

b) Por la simetria del recinto calculamos solo el area de la parte verde y el area total sera el
doble de lo hallado.

2 2 2 3 2
Areaderecintoverdez.[x—(xz—2)dx=jx—x2+2dx:{%—%+2x} =
0 0 0
2 3 2 3
= 2——2—+4 — O——O—+O :2—§+4:E
2 3 2 3 3 3

El area del recinto vale 2- % = ? =6,66U°.
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EJERCICIO 7 (2.5 puntos)

1 2 3 X
Considera A=|{0 0 2| vy X=|Yy]|,
011 z
a) Halla los valores de A tales que |A—M | =0, donde I es la matriz identidad de orden 3.
(1.25 puntos)

b) Para 1=1, resuelve el sistema dado por (A—A1)X =0. ¢Existe alguna solucion tal que
z =17 En caso afirmativo, calculala. En caso negativo, justifica la respuesta. (1.25 puntos)

a) Hallamos la expresion de la matriz A—Al .

1 2 3 1 00 1-2 2 3
A-Al=|0 0 2|-40 1 0j=f O -4 2
011 0 01 0 1 1-2

Comprobamos cuando se anula su determinante.

1-1 2 3
|A-Al|=0=| 0 -1 2 |=0=>-1(1-2)(1-1)-2(1-1)=0=
0 1 1-4
= (1-4)[-4(1-2)-2]=0=>
1-1=0=>1=1
1+3 5_ 1
2 _ _— =
=(1-4)[-4+4°-2]=0= lz_l_zzojlzli«2/1+8: 123
—Z-1=2
2
Losvaloresde Ason A=LA=-11=2.
0 2 3
b) Para A =1 la matriz A— Al queda A-1=0 -1 2
0 1 0
Resolvemos el sistema (A—1)X =0.
0 2 3)\(x 0 2y+3z=0 3720
(A-1)X=0=|0 -1 2| y|=|0|=>-y+2z=0 =, : }:> z2=0
0 1 o){z) \0 y=0 -

Las soluciones del sistemason x=t;y=z=0;teR.

No hay ninguna solucién con z =1, pues todas las soluciones deben ser con z=0.
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EJERCICIO 8 (2.5 puntos)
X y+1 z+2
1

Considerael plano 7=x—-y+z=2 y larecta rEEZ .
a) Calcula la distancia entre r y 7z (1 punto)

b) Halla la ecuacion general del plano perpendicular a 1t que contiene a r. (1.5 puntos)

a) Hallamos primero la posicidn relativa de recta y plano.

r=x-y+z=2=n=(1-11)

5 y_”_ Z+2:> Pr(o,_l,_Z)
2 1 -1 v, =(2,1,-1)

r=

Calculamos el producto escalar del vector director de la recta y el normal del plano.

n-v, =(4,-11)(2,1,-1)=2-1-1=0
Al ser nulo el producto escalar la recta y el plano son paralelos o coincidentes.
Comprobamos si el punto P, (0,—1,—-2) pertenece al plano 7=x-y+z=2.
P (O,—l, —2) er?

}:><‘,0+1—2=0?
T=X-Y+2=2

No es cierto. Recta y plano son paralelos.

P (0-1-2)
T=X-y+2-2=0

}:d(r,;z)=d(Pr,7z)= 017272 3 [Fii73:0

JE (- V3

b) El plano " perpendicular a 1 tiene como uno de sus vectores directores el vector normal del
plano .
El otro vector director es el director de la recta r ya que la contiene. Y un punto del plano 1’

es P.(0,—1,-2), pues contiene a la recta r.

Pr(O,—l,—Z) X y+1 z+42
u=n=(4-11) ;=731 -1 1 [=0
v=v, =(2,1-1) 2 1 -

X+2Yy+2+2+2+22+4+y+1-x=0

3y+3z+9=0

7:y+2+3=0
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4 PRUEBA DE ACCESO Y ADMISION A LA UNIVERSIDAD ]
U ANDALUCIA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS MATEMATICAS Il
CURSO 2019-2020

Instrucciones: @) Duracién: 1 horay 30 minutos
b) Este examen consta de 8 ejercicios.
c) Cada ejercicio tiene un valor maximo de 2.5 puntos.

d) Se realizaran Unicamente cuatro ejercicios de los ocho ejercicios propuestos. Si
se realizan mas de cuatro ejercicios, solo se evaluardn los primeros cuatro ejercicios
gue aparezcan fisicamente en el papel de examen.

e) Se permitira el uso de calculadoras que no sean programables, ni graficas ni con
capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos
conducentes a la obtencidn de resultados deben estar suficientemente justificados.

f) En la puntuacion maxima de cada ejercicio estan contemplados 0,25 puntos para
valorar la expresion correcta de los procesos y métodos utilizados.

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)

2_ J—
xz—x13 parax=1,-1.
X

Considera la funcion f definida por f(x) =

a) Estudia y halla las asintotas de la grafica de f. (1.25 puntos)
b) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f. (1.25 puntos)

EJERCICIO 2 (2.5 puntos)
Calcula a > 0 sabiendo que el area de la region determinada por la grafica de la funcion

f (x)=xe™, el eje de abscisas y la recta x =a vale %

EJERCICIO 3 (2.5 puntos)

1 -1 m+2
Considera la matriz A=| 0 1 m+1/|.
m O 5

a) Estudia el rango de A segun los valores de m. (1.5 puntos)
b) Para m=2, calcula la inversa de 2020A. (1 punto)

EJERCICIO 4 (2.5 puntos)
Siendo a # 0, considera las rectas
rzx—1=y—2=z—_1 y s x—3=y—3=z+1
a -a -1 2
a) Estudia la posicidn relativa de ambas rectas segun los valores de a. (1.25 puntos)
b) Para a =2, determina las ecuaciones de la recta que pasa por el punto de cortedery sy
es perpendicular a ambas. (1.25 puntos)
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EJERCICIO 5 (2.5 puntos)

- senx
Sea f :[0,27] — IR definida por f(x)= .
2—CO0S X
a) Halla los extremos absolutos de f (abscisas donde se obtienen y valores que se alcanzan).

(2 puntos)
b) Determina la ecuacion de la recta tangente y de la recta normal a la gréfica de f en el

punto de abscisa X = % (0.5 puntos)

EJERCICIO 6 (2.5 puntos)

3x* +4

Seaf la funcion dada por f(x) = >

para x #2.

a) Calcula jf(x)dx . (2 puntos)
b) Calcula la primitiva de f cuya gréafica pasa por el punto (3, 5). (0.5 puntos)

EJERCICIO 7 (2.5 puntos)

1 11 a X
Considera A=|1 0 1|, B=|2a| y X=|y|,
4 1 4 3a z

a) Discute el sistema dado por AX =B, segun los valores de a. (1.25 puntos)
b) Para a=0, resuelve el sistema dado por AX =B. Calcula, si es posible, una solucion en
laque y+z=4. (1.25 puntos)

EJERCICIO 8 (2.5 puntos)

X+y=0
y-3z+2=0"

a) Calcula la ecuacion del plano que pasa por Ay es perpendicular a r. (1.25 puntos)
b) Calcula la ecuacién del plano que pasa por Ay contiene a r. (1.25 puntos)

Se considera el punto A(1,-2,0) y la recta r z{
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SOLUCIONES

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)

. g - X*—2x-3
Considera la funcion f definida por f(X) = ———— parax=1-1.
X

a) Estudia y halla las asintotas de la grafica de f. (1.25 puntos)
b) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f. (1.25 puntos)

2_ J—
) El dominio de la funcion f(x)=>—2"3 es R—{-11}.

Asintota vertical. x=a
¢ X =-1 es asintota?

X*-2x-3_1+2-3_0

Iir[llf(x): lim

> =—=Indeterminacion=
x>-1 x°-1 0 0
X*-2x-3=0
1 -2 -3
-1 -1 3 =x*-2x-3=(x+1)(x-3)
11 -3 [0
x* —1=(x+1)(x-1)

M(X_3) . x-3 -4

=i = =—=2
o M(X_l) o X—-1 =2

No hay asintotaen x=-1

¢ X=1 es asintota?
X*—2x-3 1-2-3 -4 _

lim f(x)=lim
x—1 x—1

x* -1 0 0
x =1es asintota.
Asintota horizontal. y=b
2 2
. . X" =2X— . X
b=Ilimf(x)= I|m2—3: lim—=1
X—>00 X—>00 X =1 x>0 ¥

La asintota horizontal es y =1.

Asintota oblicua. No hay pues la funcion tiene asintota horizontal.

b) Calculamos la derivada de la funcion.

2 oy 2x—2)(x2 —1)-2x(x? —2x—3

fx = 22x 3:f'(x)=( x-2)(x* 1) )Z(X x-3)
X -1 (Xz—l)

f,(X):M—Zx—2x2+2—M+4x2+6x:2x2+4x+2:2(X2+2X+1)_2(x+1)2

(x* -1) (x* -1) (-1 (-1

Esta funcion derivada es siempre positiva, por lo que la funcién siempre crece.
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EJERCICIO 2 (2.5 puntos)
Calcula a > 0 sabiendo que el &rea de la region determinada por la gréfica de la funcion

f (x)=xe™, el eje de abscisas y la recta x =a vale %

Buscamos puntos de corte con el eje de abscisas (y =0).
f(x)=0=xe*=0=x=0

El &rea es el valor de la integral definida entre 0y a de f (x) =xe*, puesa> 0.
Antes hallamos la integral indefinida.

Integracion por partes . .
Ixe‘”dx: U=x=du=dx :x—esx—j—e”dx:
3 3

dv=e¥dx=v= Ie:"xdx = 1e3X
3

xe* 1 1o _ xe* e e¥(3x-1)

3 33 3 9 9

A partir de esta primitiva el area es:

Area .[oa ey — {e” (3x—l)T _ {e“ (3a—1)}_[e° (0—1)} _e(3a-1) !

9 9 9

0

Como debe ser % entonces:

3a _ 3a —
er(Bal) 1 1 e7E8Y) o o (3a-1)—0=3a-1-0=|a— -
9 9 9 9 3
() =xe -
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EJERCICIO 3 (2.5 puntos)

1 -1 m+2
Considera la matriz A=| 0 1 m+1].
m O 5

a) Estudia el rango de A segun los valores de m. (1.5 puntos)
b) Para m=2, calcula la inversa de 2020A. (1 punto)

a) El determinante de A es:

1 -1 m+2
|Al=]0 1 m+1{=5-m*-m-m’-2m=-2m’-3m+5
m O 5
Lo igualo a cero.
- 3+7 25-m
Bi,,/ -3) +40 3+ 4 T
|A|=0=—2m* -3m+5=0=>m= (3 +40 327 _| -4
—4 -4 ]3-7
—4
Establecemos tres casos diferentes que estudiamos a continuacion.
CASO1. m#lym=-25
En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3.
CASO 2. m=1
El determinante es nulo y su rango no es 3.
¢Su rango es 2?
1 -1 3
A=|0 1 2|-> Extraemos un menor de orden 2 quitando la 12 fila y la 12 columna
1 0 5
1 2 1 2
-> con determinante =5%0.
0 5 0 5
El rango de A es 2.
CASO 3. m=-2,5
El determinante es nulo y su rango no es 3.
¢Su rango es 2?
1 -1 -0,5
A=| O 1 -1,5|-> Extraemos el menor de orden 2 quitando la 32 fila y la 32
-25 0 5

1 1
columna = [0 1 } con determinante 1 ‘=1¢ 0

El rango de A es 2.

Resumiendo: Si m=1ym=-2,5elrangode Aes3ysi m=10 m=-2,5 el rango es 2.
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1 -1 4
b) Para m=2 tenemos que la matriz Aqueda A={0 1 3 |con determinante
2 0 5
1 -1 4
|Al=[0 1 3/=5-6-8=-9%0
2 0 5

Por lo que existe la inversa de A 'y también de 2020A.

Calculamos la inversa de A.

1 0 2 +1 0 -1 0 +—1 1
Adj|-1 1 0 3 5 4 5 4 3
L Adj(AY) 4 35 1/ 02 12 1o
= = = — J— + —
|A| -9 3 5 4 5 4 3
0 2 1 2 1 0
+ — +
10 -1 0 -1 1
5 5 -7
1 1
A=—=-| 6 -3 -3
-2 -2 1
Calculamos la inversa de 2020A.

. . . 5 5 7 . 5 5 7
(2020A)_1= Al= (_—j 6 -3 3|=——186 -3 -3
2020 2020\ 9 18180

-2 2 1 -2 -2 1
-1 -1 7
3636 3636 18180
(2000A) = 2 L :
3030 6060 6060
1 1 -1
9090 9090 18180
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EJERCICIO 4 (2.5 puntos)
Siendo a =0, considera las rectas

rzx—lzy—2=z—_1 y s x—3:y—3:z+1
a -a -1 2
a) Estudia la posicion relativa de ambas rectas segun los valores de a. (1.25 puntos)
b) Para a = 2, determina las ecuaciones de la recta que pasa por el punto de corte dery sy es
perpendicular a ambas. (1.25 puntos)

a) El vector director de res u, =(1,1,a) yel deses v, =(-a,-12).

¢Las rectas son paralelas o coincidentes?
Para ello las coordenadas de los vectores directores deben ser proporcionales.

1 1

1 a —:—1:—1:—a:>a:1

S A PN

@ - =2 0= a=a=-2
-1 2

No pueden ser paralelas, pues no hay ningun valor de a que lo haga posible.

Las rectas se cruzan o se cortan en un punto.

Un punto de la recta res P,(1,2,1) yuno de ses Q,(3,3,—-1)
El vector que une esos dos puntos tiene coordenadas P.Q, =(3,3,-1)—(1,2,1)=(2,1,-2)

Calculamos el producto mixto de u, ; v,y PQ, .

1 1 a
(U v, PQ, [=l-a -1 2|=R+4-a"+28-2d -] =-a’+4
2 1 -2

Veamos cuando se anula.
[Jr\z RQS]:O:—a2+4:0:>—a2 —4=a’=4=a=+4=%2

Si a=+2 el producto mixto es cero y las rectas se cortan en un punto.
Si a==2 el producto mixto es no nulo y las rectas se cruzan (tienen distinta direccion y
estan en planos paralelos, no son coplanarias).

b) Para a=2 las rectas se cortan.
Ponemos las rectas en ecuaciones paramétricas.

— Xx=1+4
{vr=(1,1,2)
r= =>r=qy=2+4
R (121) 2-1+22
X=3-2u

=>Ss=1y=3-u

v.=(-2,-1,2
{ (-2-12
E 2=-1+2u

(3,3,-1)
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Averiguamos el punto de corte resolviendo el sistema formado por sus ecuaciones.

3-2u=1+4 2-2u=24
3—pu=2+1 =<1-u=4 :>{
-1+2u=1+2A —2+2u=22

2-2p=1-u :>{1=ﬂ =>1=u

—24+2u=2-2u 4u=4

x=1
Sustituyendo en la recta s obtenemos el punto < y=2= P, (1,2,1)
z=1

Tenemos que hallar la recta que pasa por P. (L 2,1) y es perpendicular a las dos rectas. Por

lo que tendra como vector director el producto vectorial de los vectores directores de las
rectas: U, =(11,2) y v, =(-2,-1,2).

t
S
=
i ]k
wWo=uxv,=1 1 2/=2i-4j-k+2k-2j+2i=4i-6j+k=(4,-61)
2 -1 2
 P(L21)et x=lvad
La recta pedidaes . =>t=<y=2-64, conleR
w, =(4,-6,1)
z=1+1
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EJERCICIO 5 (2.5 puntos)
Sea f :[0,27] — IR definida por f(x)=

senx

2-COSX

a) Halla los extremos absolutos de f (abscisas donde se obtienen y valores que se alcanzan). (2
puntos)

b) Determina la ecuacion de la recta tangente y de la recta normal a la gréfica de f en el punto

de abscisa x = % (0.5 puntos)

a) Hallamos los puntos criticos de la funcién viendo donde se anula la derivada.

F(x) = &N :>f,(X):cosx(2—cosx)—sinx(senx):
2-Cos X (2—cosx)
_2cosx_c052x_sen2x_2cosx—(coszx+sen2x)_ 2cosX—1
(2-cosx)’ (2—-cosx)’ (2—-cosx)’
x=2"
f'(X)=0:>2CLX_12=0:>ZCOSX—1=O:>COSX=1:> 3
(2—cosx) 2 |, F_57
= 7[——__

3 3
Valoramos la funcion en los extremos del dominio de definicion [0, 27z] y en los puntos
criticos en busca de los extremos absolutos.

x=0>fO)=—20 _
2—-cos0
T
ju sen—
x=23>f(0)=——3 =057
3 2—COS£
3
senS—”
x=2% 9f(5—”j:—3’5:—0,57
3 3 2—COS£
sen2sz
x=27 > f(2r)=——"—=0
2—C0S2r

La funcidn tiene un maximo absoluto en (%,O.S?j y un minimo absoluto en (5{,—0.57).

2COSE—1
3

T

b) En x=2 > f(— —=0.57yf'(£j= _= _=0
3 3 2—cos% 3 (2_003”] (2-0.5)

La recta tangente tiene ecuacion y—0.57 = O(X—%j =|y=0.57

La recta normal es perpendicular a la recta tangente. Al ser la recta tangente una recta

. . ., T
horizontal la recta normal debe ser vertical. Su ecuacién es [x = —

3
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos)

Sea f la funcion dada por f(x)=

a) Calcula If(x)dx . (2 puntos)

X2 +4

2

para x#2.

b) Calcula la primitiva de f cuya gréfica pasa por el punto (3, 5). (0.5 puntos)

a) Calculamos la integral usando la descomposicién en fracciones simples.

3x*+4

(x-2)

dx

[ foodx=]

3 +4 3 +4
(x-2)° X" —4x+4

12x -8 A B

2~ + 2
(x=2)" X=2 (x-2)
12x-8 A(x-2)+B

3x? +4  |x*—4x+4

—3x? +12x -12 3
12x -8

X’ +4 12x—8

2 =oF 2

X" —4x+4 (x—2)

Desarrollamos en fracciones simples

2 2y =12x-8=A(x—-2)+B

X=2—-524-8=0+B—>B=16
X=0—24=-2A+B>4=-2A+28 > -24=-2A—> A=12
12x+4 12 16

2 + 2
(x-2f x-2 (x-2)

= [3+ L, I - dx =3x+12In|x—2|+16[ (x—2) " dx =
x-2 (x-2)
1 4 16
=3x+12|n|x—2|+16(—1j(x—2) = 3x+12|n|x—2|—n+C

b) Si F(x)=3x+12|n|x—2|—1—62+C y ademas F(3)=5
X_

F(3)=9+12In|3—2|—31—62+C =5=9+0-16+C=5=C=12
. 16
La primitiva buscada es |F(x) = 3x +12In|x—2|——2+12
X_
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EJERCICIO 7 (2.5 puntos)

1 11 a X
Considera A=|1 0 1|, B=|2a| y X=|y|,
4 1 4 3a z

a) Discute el sistema dado por AX =B, segun los valores de a. (1.25 puntos)
b) Para a=0, resuelve el sistema dado por AX =B. Calcula, si es posible, una solucion en la
que y+z=4. (1.25 puntos)

a) Calculamos el determinante de A.
111

|Al=[1 0 1|=4+1-4-1=0
4 1 4
El rango de A no es 3.

i . 11 .
Tomamos el menor que resulta de quitar la fila y columna 32 > (1 Oj con determinante

1
1

1
O‘=—1¢O . El'rango de A es 2

111 a
Estudiamoselrangode A/B=|1 0 1 2a
4 1 4 3a

Consideramos el menor que resulta de quitar la columna 12, pues la columna 12 y la 32 son
11 a 1 1 a

iguales>| 0 1 2a | condeterminante |0 1 2a/=3a+2a—-a—-8a=-4a
1 4 3a 1 4 3a
Se plantean dos situaciones posibles.

Si a=0 este determinante es nulo y el rango de A/B es 2.
Rango de A =rango de A/B = 2 < 3 = numero de incognitas. El sistema es compatible
indeterminado.

Si a#0 el determinante es no nulo y el rango de A/B es 3.
Rango de A =2 # 3 =rango de A/B. El sistema es incompatible.

b) Para a=0 el sistema tiene infinitas soluciones.

1 1 1)(x) (0) X+y+z=0 X+y+z=0
AX=B=|1 0 1||y|=|0|=x+2=0 = |x=-1] =X

4 1 4)\z 0 4x+y+4z=0 4x+y+4z=0

-z+y+z=0 y=0
= = =|y=0
—4z7+y+4z2=0 y=0

Lassolucionesson|x:—t; y=0; z:t|

Paraque sea y+z=4 como y=0 debe ser z=4 yentonces x=—4 .
Lasoluciones x=—4; y=0; z=4.
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EJERCICIO 8 (2.5 puntos)

X+y=0

y—-3z+2=0 "

a) Calcula la ecuacién del plano que pasa por Ay es perpendicular a r. (1.25 puntos)
b) Calcula la ecuacion del plano que pasa por Ay contiene a r. (1.25 puntos)

Se considera el punto A(1,-2,0) y larecta r z{

a) Pasamos la ecuacion de la recta a paramétricas.

‘o X=2-3z Xx=2-3t
T Ly 243y = 243
y=3z-2

1=1 z=0+t

r

X+y=0
=
y—-3z+2=0

La recta pasa por P(2,-2,0) y tiene vector director v, =(-3,3,1)
El plano perpendicular a la recta tiene como vector normal el director de la recta.

A(L-2)ex }: A(L-2,0)ex

. =-3-6+0+D=0=D=9
n=v, =(-33]1)

7=-3X+3y+z+D=0

|7 =-3x+3y+z+9=0|

b) El plano que pasa por Ay contiene a r tiene como vectores directores el vector director de r
y el vector AP =(2,-2,0)—(1,-2,0)=(1,0,0).

u= P=(10,0) Xx-1 y+2 z
\7=VT=(—3,3,1) =7z=1 0 0=0=3z-y-2=0=|7=-y+3z-2=0
A(l,—2,0)e7z" -3 3 1
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PevAU 2020 Modelo 1 Matematicas II
U’ PRUEBA DE ACCESO Y ADMISION A LA UNIVERSIDAD

ANDALUCIA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS MATEMATICAS II
CURSO 2019-2020

Instrucciones: @) Duracién: 1 horay 30 minutos
b) Este examen consta de 8 ejercicios.
c) Cada ejercicio tiene un valor maximo de 2.5 puntos.

d) Se realizaran Unicamente cuatro ejercicios de los ocho ejercicios propuestos.
Si se realizan mas de cuatro ejercicios, solo se evaluardn los primeros cuatro
gjercicios que aparezcan fisicamente en el papel de examen.

e) Se permitird el uso de calculadoras que no sean programables, ni graficas ni
con capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos
conducentes a la obtencion de resultados deben estar suficientemente justificados.

f) En la puntuacion maxima de cada ejercicio estan contemplados 0,25 puntos
para valorar la expresién correcta de los procesos y métodos utilizados.

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)

Calcula a sabiendo que lim 1 a1 7 (In denota la funcion logaritmo neperiano).
o In(1-x) X 2
EJERCICIO 2 (2.5 puntos)
e —x*+2x-3 I
Sea f la funcidén definida por f (x) =————— para x#0, x=1. Halla la primitiva de f cuya
X“ =X

gréfica pasa por el punto (2, 3In2), donde In denota la funcidn logaritmo neperiano.

EJERCICIO 3 (2.5 puntos)

111 1 3
Considera A=|1 a b|,B=|1|yC=|2|.Determinaa, byc, sabiendoque AB=Cy la
c 1 4 1 1

matriz A tiene rango 2.

EJERCICIO 4 (2.5 puntos)
Considera el tetraedro de vértices A(0, 0, 0), B(1, 1, 0), C(0, 1, 3) y D(1, 0, 3).
a) Calcula el volumen de dicho tetraedro. (1 punto)
b) Calcula la medida de la altura trazada desde el vértice A de dicho tetraedro. (1.5 puntos)
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EJERCICIO 5 (2.5 puntos)

Una familia desea acotar una zona rectangular en el jardin de su casa para dedicarla al cultivo
ecoldgico. Para ello dispone de 96 metros de valla, pero necesita dejar una abertura de 4 metros
en uno de los laterales para instalar una puerta. Determina las dimensiones de la zona rectangular
de area maxima que puede acotarse de esta manera y el valor de dicha area.

EJERCICIO 6 (2.5 puntos)
Calcula jln (x2 +2X+ 2)dx donde In denota la funcion logaritmo neperiano.

(Sugerencia: efectlia el cambio de variable t = x + 1).

EJERCICIO 7 (2.5 puntos)
Siendo A un namero real, considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales con dos
incognitas

X+Ay=2
2x+4y =1
AX+Yy =24
Discutelo segun los valores de A y resuélvelo cuando sea posible.

EJERCICIO 8 (2.5 puntos)
Considera los puntos A(-1,3,2), B(2,-1,-1) y C(a—2,7,b).
a) Determina a y b para que los puntos A, B y C estén alineados. (1.25 puntos)

b) Enel caso a =b =1, halla la recta que pasa por el origen de coordenadas y es perpendicular
al plano que contiene a los puntos A, By C. (1.25 puntos)
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SOLUCIONES
EJERCICIO 1 (2.5 puntos)
Calcula a sabiendo que lim 1 a1 7 (In denota la funcién logaritmo neperiano).
o In(1-x) X 2

Calculamos primero el valor del limite y luego lo igualamos a 7/2.

. 1 ax-1 1 0-1 1 1 . .,
lim - = - =—-—"=w-—ow=I|ndeterminacion =
In(1-x) X In(1-0) 0 0 0

- ”m(x—(ax—l)ln(l— X)J _0-(0-1)in(1-0) _ g = Indeter min acién(L Hopital) =

x>0 x-In(1-x) 0:In(1-0)
1—[a-|n(1—x)+(ax—1):l} 1-a-In(1-x)+ ax-1
B IXI—rE -1 - Ixi—rB )(1_ X |=
1-In(1—x)+x-m In(l—x)—m
—x—a(l-x)In(1-x)+ax—
_lim 1—x _lim —x-a(l-x)In(1-x)+ax) 0 _
x50 (1-x)In(1-x)—x 0 (1-x)In(1-x)—x 0
—X
—1—a[(—1)ln(l—x)+(1—x)_1}+a
= Indeter min acion(L Hopital) = lim 11_)( =
" (~D)In(2-x)+(1-x). = 1

_ Iim{—l—a[—ln(l— x)—l]+a] _-1+2a

~In(1-x)-1-1 -2

x—0

Lo aplicamos a la igualdad proporcionada.

In(1-x) X 2 -2

Iim{ 1 —ax_ljzzz_1+2a=%:>—2+4a:—14:>4a=—12:>

OTRA FORMA DE RESOLVERLO

. 1 ax-1) 7 . 1 aX 1) 7
lim -~ =—=liml — 22 12 =2
o In(1-x) X 2 T oo(In(l-x) X x) 2
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. 1 1) 7 . 1 1 7
= lim —a+=|=—=1lim +Z|l—a=—>
0| In(1-x) x) 2 o(In(l-x) x 2

. 1 1 7
= lim +—|=—+a
HO(In(l—x) XJ 2

Hallamos el limite y seguimos resolviendo la nueva igualdad.

L1 iim x+in1-x) :9:Indeterminacién(L’HﬁpitaI)z
0| x:In(1-x) | 0

-1 1-x-1
1+ —
:|irr(} 1-X T :"n3 1-x — |-
Ul 1n(1- = " n(1-x)-—2-
n( x)+x1_x n(1-x) O
—X
- 1—x _ _ 0
= 1-X | X _0_
xILr(} (1—X)|ﬂ(l—X)—X xILnO((l_X)m(l_X)_X] 0
—-X
= Indeter min acién (L Hopital ) = lim -1 1 _
X—> (_1)|n(1_x)+(1_x)(1_xj—l

-1 -1

:'X‘L'J(_m(l_x)_l_l]:'x‘fé[m}_—fz

Sustituyendo en la igualdad tenemos:

1 7
Z=—t+a=|la==-—=-3
2 2 2
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EJERCICIO 2 (2.5 puntos)

— 3 —
Sea f la funcién definida por f(x):w para x =0, x=1. Halla la primitiva de f cuya
X“ =X

gréafica pasa por el punto (2, 3In2), donde In denota la funcion logaritmo neperiano.

Hallamos la integral indefinida de f(x).

F(x):_[ f (x)dx:f%dx:...
—x° +2x -3 [x2—x
X =X —x-1
x> +2x -3
x> =X
X -3

...:J—x—1+ )(2_3 dx=—J.xdx—J‘dx+J )(2_3 dX=—X——X+J x2—3 dx=...
X2 =X X“ =X 2 X=X

x-3 __x-3 A B =A(X_1)+BX:>X—3=A(X—1)+BX:>

xz—x_x(x—l)_ X x-1 x(x-1)

2

=
x:0—>0—3:A(0—1)+0—>A:3 X=X X x-1

{x:1—>1—3=A(0)+B—>B=—2 X—3

2 2
...:—X——x+j§—idx:—X——X+J§dx—Jidx:
2 X x-1 2 X x—1

::_%_m+3mvpzmv_q+c

De todas las primitivas averiguamos el valor de C para que su gréafica pase por el punto
(2, 3In2).

_ X ol :
F(X)_ 2 x+3|n|x| 2In|x 1|+C :>3In2=—%—2+3In2—2|n(2—1)+C:>

F(2)=3In2

— 37 =—4+ 37 +C=[C=4]

2
La primitiva buscada es F(x) :—X?—x+3ln|x|—2In|x—]4+4
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EJERCICIO 3 (2.5 puntos)

111 1 3
Considera A=|1 a b |, B=|1|yC=|2]|.Determinaa, by c, sabiendo que AB=Cy la
c 1 4 1 1

matriz A tiene rango 2.

Si AB = C entonces:

1 1 1)1y (3 1+1+1) (3 3=3
AB=C=|1 a b|1|=|2|=|1+a+b|=|2|={1+a+b=2—>[a=1-b]
c 1 4)\1) \1 c+l+4) (1 c+5=1-[c=4]
1 1 1
La matrizqueda A= 1 1-b b].
4 1 4

Si la matriz A tiene rango 2 entonces su determinante debe anularse, pues en caso contrario
tendria rango 3.

1 1 1
|A=|1 1-b b|=4-4b-4b+1+A —4b— A -b=-13b+5

4 1 4
|Al=0=-13b+5=0=13b=5= b=>|=la=1->-2
13 13 13

Los valores buscados son a = E b= i yc=-4
13 13
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EJERCICIO 4 (2.5 puntos)

Considera el tetraedro de vértices A(0, 0, 0), B(1, 1, 0), C(0, 1, 3) y D(1, 0, 3).

a) Calcula el volumen de dicho tetraedro. (1 punto)

b) Calcula la medida de la altura trazada desde el vértice A de dicho tetraedro. (1.5 puntos)

a) El volumen de un tetraedro es la sexta parte del valor absoluto del producto mixto de los tres
vectores que parten de un vértice cualquiera.

AB=(1,1,0)-(0,0,0)=(110)

AD =(1,0,3)-(0,0,0)=(1,0,3)

‘[EEE]‘ 6
Volumen tetraedro = 5 =5" 1u®

b) Conocemos el valor del volumen del tetraedro y podemos calcular el valor del area de la
base (el triangulo BCD). El volumen del tetraedro es la tercera parte del area de la base por

la altura.
A

Calculamos el area del triangulo BCD.

BC=(0.1.3)-(L.L0)=(-1.0.9) :Exﬁz—il (J) l:(%:k+3j+3i=(331)
BD =(1,0,3)-(11,0)=(0,-1,3) 9

0 -1 3
BCxe0| 77 i
2

2 2

Area BCD =

Lo aplicamos al calculo de la altura “h”.

Volumen ABCD =1 Ar€aBED-N Ni9 |
3 > J19
=1= 3 :>3:T-h:>
AreaBCD:—‘;9
:>6:\/19-h:>h:i:6—‘19u
V19 19

435 de 571 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PevAU 2020 Modelo 1 Matemadticas Il en Andalucia

OTRA FORMA DE RESOLVER EL APARTADO b)
La altura “h” es la distancia del punto A al plano m definido por los puntos B, C y D.

Hallamos la ecuacion del plano m que contiene los puntos B, C, y D.

B(1L10)ex x-1 y-1 z
u=BC=(013)-(110)=(-10,3);=z=|-1 0 3=0=
v=BD=(10,3)-(110)=(0,-13) o -1 3

= 7+3y-3+3x-3=0=|7=3x+3y+z-6=0

Lo aplicamos al célculo de “h”.

A(0,0,0) }:hzd(A’ﬂ)_|0+0+0—6|_ 6 _|6v19

7=3x+3y+2-6=0 S J3 i rr 19|19

www.ebaumatematicas.com
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EJERCICIO 5 (2.5 puntos)

Una familia desea acotar una zona rectangular en el jardin de su casa para dedicarla al cultivo
ecoldgico. Para ello dispone de 96 metros de valla, pero necesita dejar una abertura de 4 metros
en uno de los laterales para instalar una puerta. Determina las dimensiones de la zona rectangular
de area méaxima que puede acotarse de esta manera y el valor de dicha area.

La situacion planteada en el problema es la del dibujo.
]!

A A
X X

x-4 4dm
/i A

]!
Siendo los metros de valla necesarios para delimitar el recinto y+y+ x +(x—4) , COMo
disponemos de 96 metros de valla debe cumplirse:

y+Y+X+(x-4)=96=2y+2x=100=y+x=50=y=50-x

Deseamos maximizar el area del recinto que depende de las dimensiones del mismo.
A(x,y)=xy
Le imponemos la condicion obtenida previamente y nos queda:

A(X,y)=xy

50 }: A(X) =x(50-x) =50x—x’
y=50-x

Derivamos esta funcién y la igualamos a cero en busca del maximo.

2:8220_2)(}:50—2#0: 2x =50 = [x = 25|

Utilizamos el signo de la segunda derivada para comprobar si x = 25 es un maximo del area.
A’(x)=-2= A"(25)=-2<0

Al ser la segunda derivada negativa la funcidn area presenta un maximo para x = 25.

Las dimensiones del recinto con area maxima es x = 25, y = 50 — 25 = 25. Es un cuadrado
de lado 25 metros. El &rea maxima que se consigue es de A(25, 25) =252 =625m°.
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos)
Calcula jln (x2 +2X+ 2)dx donde In denota la funcion logaritmo neperiano.

(Sugerencia: efectta el cambio de variable t = x + 1).

Cambio de variable
t=x+1->dt=dx

t2 :(x+l)2 =x?+2x+1

X2 4+2x+2=t*+1

[In(x* +2x+2)dx= = [In(t* +1)dt =

Integracion por partes

2 2
= u:ln(t2+1)—>du:t2i1dt =t-In(t2+1)—ft-t2:1dt:

dv=dt:>v=jdt=t

2

=t-In(t? +1)—2Jt2t+1dt =t-In(t* +1)—2Jt2 ol

t?+1

t* +1 1
=t-In(t* +1)—2Ut2 +1dt—jt2 +ldt}:t-ln(t2 +1)-2[t-arctg (t) |=

= (x+1)In(x* +2x+2) - 2(x+1) + 2arctg (x+1) =

=|(x+1)In(x* +2x+2)—2x+ 2arctg (x +1) +C

OTRA FORMA DE RESOLVERLO

Integracion por partes

jln(x2+2x+2)dx: u:ln(x2+2x+2)—>du:%dx =

dv:dx:v:jdx:x

2
:x-In(x2+2x+2)—fx-22)(—+2dx:x-In(x2+2x+2)—Jde:
X5+ 2X+2 X°+2X+2

2 2 v
:x-In(x2+2x+2)—2J2X—+de:x-In(x2+2x+2)—2JX +§X+2 X=2 gy =
X" +2X+2 X" +2X+2
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X2+ 2%+ 2

—X-2

:x-ln(x2+2x+2)—2

|
o[22

=x-|n(x2+2x+2) 2

X2 +2X+2

X+2
X2 +2%X+2

gl

X2 +2X+2

dx}
.

:x-ln(x2+2x+2)—2 X — ZX;de}:
| J X"+2x+2
=x-|n(x2+2x+2)—2x+2 Zx;zdx:
J XT+2x+2
j X+2 _EJ 2x+4 EJ‘ 2x+2+2d B
X2+ 2X+2 2) X2 +2x+2 2) X*+2x+2
_1 J22X—+2 +J#dx}:l In‘x2+2x+2‘+2 ;zdx =
21J) X*+2x+2 X°+2X+2 2 (x+1) +1

:In‘x2 +2X+ 2‘+2arctg (x+l)} =%In‘x2 +2X+ 2‘+arctg (x+1)

=X (X 42X+ 2) - 2%+ 2(%In‘x2 +2x+2‘+arctg(x+1))=

= x:In(X* +2x+2) - 2x+In|x* + 2x+ 2|+ 2arctg (x +1) =

(x+1):In(X* +2x+2)—2x+ 2arctg (x+1)+C
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EJERCICIO 7 (2.5 puntos)

Siendo A un numero real, considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales con dos
incognitas

X+Ay=2
2x+4y =1
AX+Yy =2
Discutelo segun los valores de A y resuélvelo cuando sea posible.

El sistema tiene asociado la matriz de coeficientes y matriz ampliada siguientes:
1 2 1 1 2

A=|2 4|;A/IB={2 4 1

A1 A1 22

La matriz A/B tiene rango 3 o0 menor, la matriz A tiene rango 2 o menor. Vemos cuando el
rango de A/B es 3.

14 2
|A/B|=|2 4 1|=81+A*+4-81-44"-1=-31"+3
A1 22

|A/B|=0=-312+3=0=-22+1=0=>2?=1=|1=+1=#1

Tenemos tres situaciones diferentes que analizamos por separado.

CASO1 A#-1y A#1

En este caso el determinante de A/B es no nulo y su rango es 3 que es diferente del rango
de A que como maximo puede ser 2. El sistema es incompatible.

CASO 2. 1=-1
X—y=2
En este caso el sistema queda < 2x+4y =1 . Laecuacion 12y 32 son la misma, por lo
—X+y=-2
X—y=2

gue nos gqueda el sistema . Intentamos resolverlo.
2x+4y =1

X—y=2 X=2+Yy
= =2(2+y)+4y=1=4+2y+4y=1=6y=-3=
2x+4y =1 2x+4y =1

=S|Yy=—=—|=|X=2-

N |-
N w

El sistema tiene una Unica solucién (Sistema compatible determinado).
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CASO 3. 1=1
X+y=2

En este caso el sistema queda < 2x+4y =1. La ecuacion 12 y 32 son la misma, por lo que
X+y=2

X+y=2

2x+4y =1

nos queda el sistema { . Intentamos resolverlo.

X+y=2 y=2-X
= :>2X+4(2—X)=1:>2X+8—4X=1:>—2X=—7:>
2x+4y =1

2Xx+4y =1
7 7 -3
2 2 2

El sistema tiene una Unica solucion (Sistema compatible determinado).

Resumiendo:
Si A =-1 el sistema es compatible determinado y su solucion es x = g; y= _?1
. . . . ., 7 -
&ﬂzlds&ameummmMMdﬁummMoywstmn%x=5;w>§.

Si A#-1y A#1 el sistema es incompatible.
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EJERCICIO 8 (2.5 puntos)

Considera los puntos A(-1,3,2), B(2,-1,-1) y C(a—2,7,b).

a) Determina a y b para que los puntos A, B y C estén alineados. (1.25 puntos)

b) En el caso a =b = 1, halla la recta que pasa por el origen de coordenadas y es perpendicular
al plano que contiene a los puntos A, B y C. (1.25 puntos)

a) Para que los puntos A, B y C estén alineados los vectores AB y AC deben tener
coordenadas proporcionales (indican la misma direccion y por tanto los puntos estan
alineados).

AC=(a-2,7,b)-(-132)=(a-14,b-2)
AB =(2,-1,-1)-(~1,3,2)=(3,-4,-3) :,»T_=—=—:>
AB ||AC

a__lzi_>aT_1:_1_>a_1:_3_>

3 4

4 b2 4 P2 h o3, [pog
-4 -3 -3

Los valores buscados son a=-2 y b=5.

b) Sia = b =1 los puntos no estan alineados y definen un plano.

La recta que pasa por el origen de coordenadas y es perpendicular al plano que contiene a
los puntos A, By C tiene como vector director el vector normal del plano m definido por los
tres puntos.

El punto C queda C(a—2,7,b)=(-17,1). Hallamos la ecuacién del plano T que contiene
los puntos A, By C.

A(-132)ex x+1 y-3 z-2
u=AB=(2,-1-1)-(-132)=(3,-4,-3)}=>7=| 3 -4 -3|=0=
v=AC =(-17,1)-(-13,2)=(0,4,-1) o 4 -1

:4X+4+122—24+3y—9+12x+12:O:|7r =16x+3y+12z-17=0

El vector normal del plano m es n =(16,3,12).

Hallamos la ecuacion de la recta pedida.

O(OOO) X y z
S =
v, =n=(16,3,12)
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4 PRUEBA DE ACCESO Y ADMISION A LA UNIVERSIDAD )
U ANDALUCIA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS MATEMATICAS Il

CURSO 2019-2020

Instrucciones: @) Duracién: 1 horay 30 minutos
b) Este examen consta de 8 ejercicios.
c) Cada ejercicio tiene un valor maximo de 2.5 puntos.
d) Se realizaran Unicamente cuatro ejercicios de los ocho ejercicios propuestos. Si

se realizan mas de cuatro ejercicios, solo se evaluaran los primeros cuatro ejercicios
gue aparezcan fisicamente en el papel de examen.

e) Se permitira el uso de calculadoras que no sean programables, ni graficas ni con
capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos
conducentes a la obtencion de resultados deben estar suficientemente justificados.

f) En la puntuacion maxima de cada ejercicio estan contemplados 0,25 puntos para
valorar la expresion correcta de los procesos y métodos utilizados.

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)
xe* —In(1+x)—(a+1)x
2

Sabiendo que lim es finito, calcula a y el valor del limite (In denota la

x—0 X
funcion logaritmo neperiano).

EJERCICIO 2 (2.5 puntos)
Determina la funcion f :(—1, +oo) — IR, sabiendo que es dos veces derivable, su grafica pasa

1
orelpunto (0,1), f(0)=0y f"(x)=—.
por el punto (0, 1), f°(0) y()x+l
EJERCICIO 3 (2.5 puntos)

ax+y+z=1

Considera el sistema de ecuaciones < x+ay+z=a
X+Yy+az=a’

a) Discutelo segun los valores de a. (1.75 puntos)
b) Resuelve, si es posible, el sistema para a=1y a=-2. (0.75 puntos)

EJERCICIO 4 (2.5 puntos)

X—y+2z=5

x—z=1 '

a) Determina el punto simétrico de P respecto de la recta r. (1.5 puntos)
b) Calcula el punto de la recta r que dista J6 unidades de P. (1 punto)

Considera el punto P(1, 0, -1) y larecta r z{
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EJERCICIO 5 (2.5 puntos)

X
Sea f la funcion definida por f (x) =2|—| para X #2.
—X

a) Estudia la derivabilidad de f. (1.25 puntos)
b) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f. (1.25 puntos)

EJERCICIO 6 (2.5 puntos)
Considera las funciones f,g:R —R definidas por f(x)=-4x+2y g(x)=-x"+2x+c.

a) Halla el valor de c sabiendo que sus graficas se cortan en el punto en el que g alcanza su
méaximo. (1 punto)
b) Para c = -3, calcula el area de la region limitada por ambas gréaficas. (1.5 puntos)

EJERCICIO 7 (2.5 puntos)

1 B

. . | 2 2
Considera la matriz A=

NER

2 2

a) Calcula A¥ y A*L, (1.5 puntos)

b) Halla el determinante de la matriz 3A™ (At )4 , donde A' es la matriz traspuesta de A. (1
punto)

EJERCICIO 8 (2.5 puntos)
Considera los vectores u =(2,1,0), v=(10,-1) y w=(a,b,1).

a) Halla a y b sabiendo que los tres vectores son linealmente dependientes y que W es

ortogonal a u. (1.5 puntos)

b) Para a = 1, calcula el valor o valores de b para que el volumen del paralelepipedo
formado por dichos vectores sea de 6 unidades cubicas. (1 punto)
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SOLUCIONES

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)
xe* —In(1+x)—(a+1)x
2

Sabiendo que lim es finito, calcula a y el valor del limite (In denota la

x—0 X
funcion logaritmo neperiano).

Calculamos el valor del limite.

i xe*—In(1+x)—(a+1)x 0e’-In(1+0)—(a+1)0 0
XILTC} X2 - 02 _6_
ex+xex—i—(a+1)
= Indeter minacién(L Hbpital) = Iing 12+ X _
X—> X

1
0 0
e’ +0e ——1+O—(a+1) 11-a-1 -i-a

2-0 0 0

Como el limite debe ser finito el numerador debe ser 0, por lo que —-1-a=0=a=-1.
Seguimos calculando el valor del limite con a = 1.

e +e* +xe* — 1_1 .
_1_ + X
= ! a:9:Indeterminacién(L’Hc“)pitaI):Iim ( ) =
0 0 x—0 2
e 1 e®+ 060~ 1 .
~ (1+0)° 1+1+1 |3
2 2 2

El valor buscado es a = —1. El limite vale 3/2.
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EJERCICIO 2 (2.5 puntos)
Determina la funcion f :(—1, +oo) — IR, sabiendo que es dos veces derivable, su gréfica pasa
1

por el punto (0, 1), f°(0)=0y f”(x)=n.
+

Si f”(x)=$ entonces su integral es f “(x).

f'(x):jf"(x)dx: Xiﬂdx:ln|x+ﬂzln(x+1)+c, pues X e (—1,+o0)

Sabemos que f*(0)=0.

f’(x)=In(x+1)+C

£(0)=0 }:>Ozln(0+1)+C:>C=0:>f’(x)=|n(x+1)

Si f’(x)=In(x+1) entonces su integral es la funcién f(x).

Integracion por partes

f(x) = 1/(x)dx= [In (x+ )= {u=In(x-+1) > du = -
dv=dx —->v=x

=x|n(x+1)—indx: xln(x+1)—jidx:
X+1 X+1

:xln(x+1)—jx+l_1dx: xIn(x+1)—J X+1dx+J 1 dx =
X+1 X+1 X+1

= xln(x+1)—‘[1dx+fxildx: xIn(x+1)—x+In(x+1)=(x+1)In(x+1)-x+K
+

También sabemos que su grafica pasa por el punto (0, 1), lo que significa que f(0) = 1.

f(x)=(x+1)In(x+1)—x+ K}
1

=1=(0+1)In(0+1)-0+K=1=K =

£(0)=

=|f(x)=(x+1)In(x+1)—x+1
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EJERCICIO 3 (2.5 puntos)

ax+y+z=1

Considera el sistema de ecuaciones < x+ay+z=a

X+Yy+az=a’

a) Discutelo segun los valores de a. (1.75 puntos)
b) Resuelve, si es posible, el sistema para a=1y a=-2. (0.75 puntos)

a) El sistema tiene asociadas la matriz de coeficientes y matriz ampliada siguientes:

all1l al 1l 1
A=l1 a 1;A/B=|1 a 1 a
1 1 a 1 1 a a°
Averiguamos cuando se anula el determinante de A.
a l1
|Al=]1 a 1j=a’+l+l-a-a-a=a’-3a+2
1 1 a

|Al=0=2a’-3a+2=0=...

1 0 -3 2
Y 11 -2
11 -2 |Q:>a3—3a+2:(a—1)(a2+a—2)

-1+3

—-=1

a2+a—2=0:>a=_1ir 12_4(1)(_2):—11\/52 2
? 2 |a-3_,

2

a’-3a+2=(a-1)(a-1)(a+2)

...:>(a—l)(a—l)(a+2):0:>{zzl_2

Aparecen tres situaciones diferentes que estudiamos por separado.

CASO 1l a#lya=-2.

En este caso el determinante de A es no nulo y el rango de la matriz de A es 3, al igual
que el rango de la matriz ampliada A/B y el nimero de incognitas. El sistema es
compatible determinado (una Unica solucion).

CASO 2. a=1.
En este caso el determinante de A es nulo y el rango de la matriz A es menor de 3.
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X+y+z=1

El sistema queda { x+y+z =1. Las tres ecuaciones son iguales y el sistema sera
X+y+z=1

compatible indeterminado (infinitas soluciones). Terminamos de resolverlo.

X+y+z=1 X=1l-a-p

X+y+z2=1l=X+y+z=1=Xx=1-y-zI=> Y=

X+y+z=1 2=/
CASO 3. a=-2.

En este caso el determinante de A es nulo y el rango de la matriz A es menor de 3.

Averiguamos los rangos de A y de A/B utilizando el método de Gauss para triangular la

matriz A/B.
2-Fila2®+Filal?
e bt 2 -4 2 -4
AlB=l1 =2 1 =2|=y ., | | 4
11 =24 0 -3 3 —3— Nuevafila2?
2-Fila3?+Filal?
2 2 48 =t
201 1 1 =0 -3 3 3=
0 3 -3 9-> Nuevafila3? 0 3 =39
Fila32+Fila22 Ae
0 3 3 9 -2 1 1 1
= 0 -3 3 -3 =0 -3 3 -3
0 0 O 6 — Nuevafila3? L;)_Q 6

El rango de A es 2 y el de A/B es 3. Son distintos y el sistema es incompatible (sin
solucion).

b) Para a =1 las soluciones del sistema se han calculado en el apartado anterior y son:
x=1-a—-f; y=«a; z=f.Siendo «, f € R.

-2X+y+z=1
Para a = 2 el sistema queda < x—2y+z =-2 y en el apartado anterior hemos comprobado
X+y—2z=4
-2X+y+z=1
que su sistema equivalente es <  —3y+3z =-3 y no tiene solucidn.
0=6
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EJERCICIO 4 (2.5 puntos)

X—y+2z=5

x—z=1 '

a) Determina el punto simétrico de P respecto de la recta r. (1.5 puntos)
b) Calcula el punto de la recta r que dista J6 unidades de P. (1 punto)

Considera el punto P(1, 0,-1) y larecta r z{

a) Nos piden hallar el punto P~ del dibujo.

P r
L

P
Hallamos el plano m perpendicular a la recta que pasa por el punto P. Este plano tiene como
vector normal el vector director de la rectar.

{x—y+22=5 {x+22—5=y
r= =

‘g1 e = y=x+2(-1+x)-5=

S Y=X-2+2X-0=y=—7+3X=

X=a

0,-7,-1

=r= y:—7+3a:>rs{9r( )
1= lia v =(13.1)

Hallamos la ecuacion del plano .

P(L0,-l)ex N P(L0,-1)ex
r=X+3y+z+D=0

. =1+0-1+D=0=D=0=>7=x+3y+z=0
n=v, =(131)

Hallamos el punto M de corte de la recta r y el plano .

r=X+3y+2=0

x=a = a+3(-7+3a)-1+a=0=110—22=0=
r=qy=-7+3a
z=-1+a
X=2
S a=2=y=—T+6=-1=M(2-11)
z=-1+2=1
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El punto M tiene coordenadas M (2,-1,1).
El punto P” se obtiene al sumarle al punto M el vector PM..

PM =(2,-11)—(10,-1)=(1-12)
P'=M +PM =(2,-11)+(1,-12) =(3,-2,3)

El punto P” simétrico de P respecto de la recta r tiene coordenadas P"(3,-2,3)

X=a
b) La recta r tiene las ecuaciones paramétricas: r =<y =—7+3«a. Un punto Q de la recta tiene
Z=-1+a

coordenadas Q(«,—7+3a,—1+a).
Hallamos la distancia de P a Q.

P(1,0,-1)

Q(a—T+3a, —l+a)} = PQ=(a,—7+3a,-1+a)—(10,-1)=(a-1,-7+3a,a)

Distancia (P, Q) =[PQ| = /(e ~1)" +(-7+3a)’ +a?

Distancia (P,Q) ==V’ — 2a: +1+ 49 — 42 + 9a* + & = /11a* — 44ar +50

Igualamos esta distancia a J6.

Distancia (P, Q) = V11a? — 44a +50
Distancia(P,Q):Jg

=110° - 440 +50 =6 =110’ - 440+ 44 =0=

a0 g N 4D
2

N

=2=Q(2-12)

El punto de la recta r que dista J6 unidades de P es el punto M (2,—11) obtenido en el
apartado anterior.
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EJERCICIO 5 (2.5 puntos)

X
Sea f la funcion definida por f (x) =2|—| para X #2.
—X

a) Estudia la derivabilidad de f. (1.25 puntos)
b) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f. (1.25 puntos)

a) La funcion tiene la expresion f (x)=
L Six>0y x#2
2—X
La funcion tiene dominio = R —{2} . No es continua y por tanto no es derivable en x = 2.
La funcion es derivable en R —{0,2} y su derivada es:
_1'(2_)()_(;)()(_1) _ _2+X_2X _ —2 . si x<0
(2-x) (2% (2-%)
1L(2-x)-(x)(-1) _2-x+x_ 2
(2-x)° (2-x)" (2-x)

Estudiamos la derivabilidad en x = 0.

f'(x)=

Si x>0y x#2

o 2 =2 1
o) fim ) =lim = =7 2 o)=Ll o)
= )=—=F == :
£(07) = lim f(x)= lim 2 =22 2l
x—0* x—0* (2 — X)2 4 2

Al ser diferentes los valores de las derivadas laterales la funcién no es derivable en x = 0.
La funcion es derivable en R—{0,2}

si x<0

2

b) La funcion derivada f (x) = nunca se anula, por lo que solo hay

> S x>0y x#2

(2-x)
que Ver si es creciente o decreciente antes, entre y después de los valoresx =0y x = 2.
e En (—o,0) tomamos x = -1 la derivada vale f (-1)= =2 __z2 <0.La

(2-(-n) 9

funcién decrece en (—o,0).

e En (0, 2) tomamos x = 1 la derivada vale f(1)= ( 2 )2 =2>0. Lafuncion crece
2-1
en (0,2).
e En (2, +oo) tomamos x = 3y la derivada vale f’(3)= ( 2 )2 =2>0. Lafuncion crece
2-3

en (2,+%).

Resumiendo: La funcién decrece en (—,0) y crece en (0,2)(2,+0).
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos)

Considera las funciones f,g:R —R definidas por f(x)=-4x+2y g(x)=-x"+2x+c.

a) Halla el valor de ¢ sabiendo que sus gréficas se cortan en el punto en el que g alcanza su
maximo. (1 punto)

b) Para ¢ = -3, calcula el area de la regién limitada por ambas gréficas. (1.5 puntos)

a) Derivamos la funcién g y hallamos sus puntos criticos.
g'(x)=-2x*+2
g'(x)=0

Sustituimos los dos valores en la segunda derivada para determinar su maximo.

}:—2x2+2=0:>x2—1=0:>x=\/i=4_r1

97(1)=-4<0
9" (~1)=—4(-1)=4>0

97(x)=—4x :>{

La funcion presenta un maximo relativo en x = 1.
Averiguamos el valor de ¢ para que el punto de corte de las dos graficas seaen x = 1.

f(x)=—-4x+2
g(x)=-X"+2x+cp = -4(1)+2=—(1) +2(1)+c=>-2=1+c=
FL)=9()
b) Para ¢ = -3 las graficas se cortan en x = 1, averiguamos el otro punto de corte.
f(x)=—-4x+2

g(x)=—x"+2x-3 = —-4x+2=-X"+2x-3= X’ —6x+5=0=
f(x)=9(x)
+4

_6:(-6) -4()(5) x4 _|*T 2 O
2 _

2
6-4
2

(o3}

X=——=1

El otro punto de corte de las gréaficas es x = 5.
El area del recinto encerrado entre las dos graficas es el valor absoluto de la integral definida
entre 1y 5 de la diferencia de las dos funciones.

i—4x+2—(—x2+2x—3)dx:jx2—6x+5dx=
1 1

3 5 3 3
X Caeinx| =| 22352455 || L g2 y5a]=
3 R 3

125 g5io5 lig 5 124 5y 32
3 3 3 3

El area del recinto encerrado entre las dos gréaficas es

32| 32

Area = ‘— =3 ~10.66 u?.
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EJERCICIO 7 (2.5 puntos)

1B

. . | 2 2
Considera la matriz A=

31

2 2

a) Calcula A% y A%, (1.5 puntos)

b) Halla el determinante de la matriz 3A* (At )4 , donde A' es la matriz traspuesta de A.
(1 punto)

a) Calculamos las potencias de A en busca de una regularidad.

1o B)L VB 1.3 3. ¥3) ([ 1 8
A2 — 2 2 2 2 _ 4 4 4 4 _ 2 2
N3 13 1| BB 31| Bt
2 2 J\ 2 2 4 4 4 4 2
1oB)_1 B} (1.3 V3 48
Mopal| 202 2 2 4 4 4 4 {1 szld
V3 1¥3 1|43 ¥3 3.1 \01
2 2 2 2 4 4 4 4

Como 37 =12 - 3+ 1 tenemos que:

1.\
AT — A28 _ (A3 12-A1= AV A=1d-A= A= 2 2
(A" A =(1d) & 1
2 2
Como 41 = 13 - 3 + 2 tenemos que:
148
A ALB32 (A2 13-A2= 1AV A2 = 1d-A% = A? = 2 2
(A)-A*=(1d) 51
2 2

b) Sabemos que ‘A“ =|A|. También que si A es una matriz cuadrada de orden 2 > [3A| =3|A.

También que el determinante de un producto de matrices es igual al producto de los
determinantes.

1B
2 2| 1 3 t
Al = =+ =1=|AY=|Al=1
W=lg 1|TaTa=lleA
2 2

Aplicamos estas propiedades al calculo del determinante pedido.

‘3A52 (At )4‘ _ 32| p%2 (At )4

=9| A" A =917 1¢ =[g]
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EJERCICIO 8 (2.5 puntos)
Considera los vectores u =(2,1,0), v=(10,-1) y w=(a,b,1).
a) Halla a y b sabiendo que los tres vectores son linealmente dependientes y que W es

ortogonal a u . (1.5 puntos)
b) Para a = 1, calcula el valor o valores de b para que el volumen del paralelepipedo formado
por dichos vectores sea de 6 unidades cubicas. (1 punto)

a) Si W es ortogonal a U su producto escalar es nulo.

u=(2,10)
w=(ab,1)}=(210)(abl)=0=2a+b=0=[b=—2a
ulw

Si los tres vectores son linealmente dependientes su producto mixto es nulo.

u=(21,0) 2 10
v=(10,-1)t=[uv,w|=|1 0 -I=-a-1+2b
w=(a,b,1) a b 1

[uv,w|=0=-a-1+20=0=[a=2b-1]

Reunimos las dos ecuaciones en un sistema y lo resolvemos.

a=2b-1

b=-2a
}:>b:—2(2b—1):b:—4b+2:5b:2:> bz% = a:2§—1:ﬂ— =—

Los valores buscados son a = %1 y b= %

b) El volumen del paralelepipedo es el valor absoluto del producto mixto de los tres vectores.

u=(210) 210
V=(L0-1)t=|uvw|=|1 0 -1=-1-1+2b=-2+2b
w=(Lb,1) 1 b1

Igualamos este volumen a 6 y hallamos el valor de b.

[u,v,w]|=-2+2b 242 =6 —2+2b=6—>2b=8—[b=4]
—2+2b=-6->2b=-4=[b=—2|

Volumen = 6u®

Los valores de b que hacen cumplir la condicion pedidasonb =-2yb = 4.
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PevAU 2020 Modelo 3 Matematicas II

ANDALUCIA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS MATEMATICAS I

’ PRUEBA DE ACCESO Y ADMISION A LA UNIVERSIDAD
U CURSO 2019-2020

Instrucciones: @) Duracién: 1 horay 30 minutos
b) Este examen consta de 8 ejercicios.
c) Cada ejercicio tiene un valor maximo de 2.5 puntos.

d) Se realizaran Unicamente cuatro ejercicios de los ocho ejercicios propuestos. Si
se realizan mas de cuatro ejercicios, solo se evaluardn los primeros cuatro ejercicios
gue aparezcan fisicamente en el papel de examen.

e) Se permitira el uso de calculadoras que no sean programables, ni graficas ni con
capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos
conducentes a la obtencion de resultados deben estar suficientemente justificados.

f) En la puntuacion maxima de cada ejercicio estan contemplados 0,25 puntos para
valorar la expresion correcta de los procesos y métodos utilizados.

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)

3
Considera la funcién f definida por f (x):zx—1 parax=1,—1.
X J—

a) Estudia y halla las asintotas de la grafica de f. (1.25 puntos)
b) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f. (1.25 puntos)

EJERCICIO 2 (2.5 puntos)
Determina la Ginica funcién derivable f :R — R que cumple que f(0)=1 f'(0)=1y

f7(x)=e*(x+2).

EJERCICIO 3 (2.5 puntos)

1 0 X 2
. 2 11
Considera A= {0 1,B: -1 m|, X=|y|yC=|-2].
1 1 z 3

a) Determina los valores de m para los que AB no tiene inversa. (0.75 puntos)

b) Determina los valores de m para los que BA no tiene inversa. (0.75 puntos)

c) Param =0, resuelve, si es posible, el sistema dado por BAX =C vy halla una solucién en
laque x+y+z=0. (1 punto)

EJERCICIO 4 (2.5 puntos)
Considera los puntos A(t,2,-1), B(0,1,1), C(-1,0,2) y D(2,3,—t-1).
a) Calcula el valor o valores de t para que el volumen del tetraedro de vértices A, B, C, D sea
5 unidades cubicas. (1.25 puntos)

b) Parat = 0, calcula la distancia del punto A a la recta determinada por los puntos By C.
(1,25 puntos)
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ANDALUCIA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS MATEMATICAS I

’ PRUEBA DE ACCESO Y ADMISION A LA UNIVERSIDAD
U CURSO 2019-2020

EJERCICIO 5 (2.5 puntos)
Se sabe que la funcion f :R — R dada por f (x) =ax’ +bx*+cx+d tiene un punto critico en

x =0, que su gréfica pasa por (0, 3) y que larecta y =-2x+ 2 es tangente a dicha gréfica en el
punto de abscisa x = 1. Calcula a, b, cy d.

EJERCICIO 6 (2.5 puntos)
Calcula el valor de a > 0 para que el area comprendida entre la pardbola y =3x*—2ax Yy el eje
de abscisas sea 4 unidades cuadradas.

EJERCICIO 7 (2.5 puntos)

. _ 11 2 1
Considera las matrices A= yB=
1 2 2 0

a) Sabiendo que la matriz X verifica que X*AX =B?, halla los posibles valores de su
determinante. (1 punto)

b) Determina, si existe, una matriz Y que verifiqgue A’YB™ = A. (1.5 puntos)

EJERCICIO 8 (2.5 puntos)

Considera el punto A(Q, 1, -2) y los planos 7z, =2x—-y—-z+5=0y 7, =Xx+5y—-6z—-4=0.
a) Halla el punto simeétrico de A respecto de z,. (1.5 puntos)
b) Determina la recta que pasa por Ay es paralelaa 7, y z,. (1 punto)
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SOLUCIONES

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)

3

x* -1
a) Estudiay halla las asintotas de la grafica de f. (1.25 puntos)
b) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f. (1.25 puntos)

Considera la funcion f definida por f (x)=

parax=1-1.

a) El dominio de la funcién es R—{-1,1}.

Asintotas verticales. x=a

¢Es x=-1 asintota vertical?

: X -1
fim ) =fim =1 =5 =~

x =—1 es asintota vertical.

¢Es x=1 asintota vertical?

) X1
lemf(x)zlxlm 70"

x =1 es asintota vertical

Asintota horizontal. y=b
3 X3
b=lim f (x)=lim— l:Iim—Z:Iimx:oo

X—00 X—00 X — X—00 X X—»00

No tiene asintota horizontal.

Asintota oblicua. y=mx+n

X
o f(x) . 2 X8 X
m = lim ( ):Ilmx 1_lim ——=lim= =1
X—0 X X—0 X X—)(XJX _X X—)(XJX
. X . X=X X ) — X +x
nzllm(f(x)—mx):llm( : —szllm 2( )_“mxfzxa’ =
X—>00 x—wo| X — X—>00 X5 — X—>00 X _1
. . X 1001
=lim =lim—=Ilim==—-=0
X0 X4 — x—0 ¥ X=X 00

La asintota oblicua tiene ecuacion y =x.

Resumiendo: La funcidn tiene dos asintotas verticales: x=-1 y x=1, no tiene asintota
horizontal y tiene una asintota oblicua de ecuacion y =x.

b) Calculo la derivada de la funcion.

£(x) 3 (X 1) -x*(2%)  3x*—3x2-2x* x*—3x?
X) = = =
(x? —1)2 (x? —1)2 (x? —1)2
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Busco los valores que anulan la derivada de la funcion.

f(x)=0= X' ~3x°
(x*-1)

=0=>x"-3x*=0=>

x*=0—->x=0

= x*(x*-3)=0=
(x=3) {x2—320—>x2:3:>x:4_r\/§

La funcién tiene tres puntos criticos: x=—3=-1.73,x=0, x=/3=1.73.Enx=-1y

x =1 la funcion no existe.

Estudiamos el cambio del signo de la derivada antes, entre y después de estos valores.

En (—oo,—\/g) tomamos x = -2 y la derivada vale f"(-2)= =—>0.

La funcion crece en (—oo,—\/g).
e En (—J§, —1) tomamos x = —1.5 y la derivada vale
(-1.5)' -3(-15)" 27
((-15) —1)2 =
e En (—1, 0) tomamos x = 0.5y la derivada vale
(-0.5)' -3(-05)" -11

((-05) 1)

e En (0,1) tomamos x = 0.5y la derivada vale f"(0.5)=

f(-1.5)= <0. La funcion decrece en (—\/5, —1)

f’(-0.5)= <0. La funcién decrece en (-1,0)

(05)'-3(05) -1

((05) -1)

1<0. La

funcién decrece en (0,1)

4 2
o En (1. \/5) tomamos x = 1.5y la derivada vale f"(1.5)= (15) -3(L5)" _-27 <0.

((5) —1)2 25

La funcién decrece en (1, \/5)
~Z - ——>0.La

(@) °

e En (J§ +oo) tomamos x = 2y la derivada vale f’(2)=
funcién crece en (\/5 +oo) .

La funcion crece en (—oo,—\/§)u(\/§, +oo> y decrece en (—J§ —1)u(—L1)u(L J§)
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EJERCICIO 2 (2.5 puntos)
Determina la Ginica funcion derivable f:R — R que cumple que f(0)=1, f'(0)=1y

f7(x)=e*(x+2).

Si f”(x)=e"(x+2) entonces su integral es f "(x).

Integracidn por partes
f’(x):ff"(x)dx:J.ex(x+2)dx= U=X+2—du=dx :(x+2)ex—.[exdx:
dv:exdx—>v=‘|'exdx:eX

=(x+2)e* —e* =(x+1)e*+C
Como sabemos que f“(0)=1 debe cumplirse que:

f(x
f7(0

(x+1)e*+C

) }:>1=(O+1)e°+C:>1=1+C:>C=O:f’(x)=(x+l)eX

N N
Il

Si f’(x)=(x+1)e* entonces su integral es la funcién f(x).

Integracion por partes

f (x) =J' f°(x)dx :'|.(x+1)exdx =Uu=x+1-du=dx =(x+1)e* —J'exdx =
dv:exdx—>v=jexdx=eX

=(x+1)e" —e* =xe* +K

También sabemos que f(0) = 1.

f(x)=xe"+K

£(0)=1

La Unica funcién que cumple todo lo pedido es f (x)=xe*+1.

}:1:0e°+K:>1:K:> f(x)=xe"+1
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EJERCICIO 3 (2.5 puntos)

1 0 X 2
. 2 11
Considera A= {0 1,B= -1 m|,X=|y|yC=|-2].
1 1 z 3

a) Determina los valores de m para los que AB no tiene inversa. (0.75 puntos)

b) Determina los valores de m para los que BA no tiene inversa. (0.75 puntos)

c) Param =0, resuelve, si es posible, el sistema dado por BAX =C vy halla una solucién en la
que x+y+z=0. (1 punto)

a) Para que la matriz AB no tenga inversa su determinante debe ser nulo.

1 O
2 11 2-1+1 0+m+1 2 m+1
AB = -1 m|= =
(1 0 J 11 (1+0+1 0+O+1j [2 1 ]

|AB|=0=-2m=0=[m=0]
La matriz AB no tiene inversa cuando m = 0.

b) Para que la matriz BA no tenga inversa su determinante debe ser nulo.

1 0 5 1 1 2 1 1 2 1 1
BA=|-1 m (1 0 J: -2+m -1 -1l+m|=|-2+m -1 -1+m
1 1 2+1 1 1+1 3 1 2
2 1 1
|BA=|-2+m -1 “14ml=-2>3+3m-Z+m+ 3r4d -2m+Z-2m=0
3 1 2

La matriz BA tiene determinante nulo, independientemente del valor de m, por lo que no
tiene inversa para cualquier valor de m.

2 1 1
c) Param =0 la matriz BA queda BA=| -2 -1 -1].
3 1 2

Obtenemos el sistema asociado a la ecuacion matricial BAX =C'y lo resolvemos.

2 1 1)\(x 2 2X+y+2=2
-2 -1 -1||y|=|-2|=-2x-y—-z=-2= {1*y22ecuacion son semejantes} =
3 1 2)\z 3 3X+y+2z2=3
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2x+y+z=2} y=2-17-2X
=

= =>3X+2-71-2X+22=3=%x+1=1=
3X+y+2z2=3 3X+y+2z=3

>x=1l-1=>y=2-71-2(1-2)=2-71-2+21=1=> iy =«

Las soluciones del sistema son: x=1-«a; y=a; ZzZ=a con ¢ R.

Si le afladimos la condicion x+y+z =0 tenemos:

X+y+z=0

X=1—(—1)=2
X=1-«
=2l-a+a+a=0=a=-1=y=-1
y=«
z=-1
I=x

La solucion buscadaes x=2; y=-1z=-1
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EJERCICIO 4 (2.5 puntos)

Considera los puntos A(t,2,-1), B(0,1,1), C(-1,0,2) y D(2,3,—t-1).

a) Calcula el valor o valores de t para que el volumen del tetraedro de vértices A, B, C, D sea 5
unidades cubicas. (1.25 puntos)

b) Parat = 0, calcula la distancia del punto A a la recta determinada por los puntos By C.
(1,25 puntos)

a) El volumen del tetraedro de Vvértices A, B, C, D es la sexta parte del valor absoluto del
producto mixto de los vectores BC, BA 'y BD.

BC = (—1,0,2)—(0,1,1) = (—1, —l,l) 1 -1 1
BA=(t,2,-1)-(0,1,1)=(t,1,-2) —[BC,BABD |=[t 1 -2 |=
BD=(2,3,-t-1)-(0,1,1)=(2,2,-t-2) 2 2 -2

=t+ R+ A +2t— R+t(-t-2)— A =t+ 2 ~t* - X ="+t

Como el volumen debe ser 5 tenemos:

[%ﬁ@} —t% +t 24t
Volumen=‘ 5 ‘=‘ 5 ‘:J +‘:5:>‘—t2+t‘:30:>
Volumen =5
—t?+t=30>-t*+t-30=0—>
~1+,12-4(-1)(-30) _3+-
St= \/ ( )( )= 3+ 119=ilmposible!
2(-1) -2
—=J-t?+t=-30>-t*+t+30=0—
“1+11_
N 14 -4(-1)(30) 1xvi2l | T2
) 2(-1) 2 |u
-2

Los valores de t buscados sont=-5yt = 6.

b) Hallamos el punto Q del dibujo determinando el plano m perpendicular a la recta r y que
contiene el punto A. Después hallamos el punto de corte Q de recta y plano.

A
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La recta r determinada por los puntos B y C tiene como vector director BC = (—1, —1,1) :

B(0,L1)er } =4
. =>r=qy=1-41

z=1+1

El plano & tendra como vector normal el vector director de la recta.

A(0,2-)ex A(0,2,-1)er
. = =-0-2-1+D=0=>D=3=
)] 7m=-X-y+z+D=0

>r=—X-y+2+3=0
Hallamos el punto Q de corte de recta y plano.

T=-X-y+2+3=0
X=-4

r=qy=1-4
z=1+41

= A1-(1-2)+1+2+3=0=>31+3=0=> A=-1=

x=1
=:1y=1+1=2=0Q(1,2,0)
z=1-1=0

La distancia del punto A a la recta r es el médulo del vector AQ.

AQ=(12,0)-(0,2,-1)=(1,0,1)

Distancia(A,r)= ‘TQ‘ =J2+02+12 =2 u

OTRA FORMA DE RESOLVER EL APARTADO b)
Si llamamos r a la recta definida por los puntos B y C podemos utilizar la formula de la
distancia de un punto a una recta.

BC =(-L-11)=[BC|=(-1) +(-1) +12 =3
AB=(0,2,-1)-(0,1,-2)=(0,1,1)

i ok
BCxAB=|-1 -1 1ll=—i—k+j—i=-2i+j-k=(-21-1)
0 1 1

N N T N

Distancia(A,r)=———= S
(A1) [BC| 3 NE)
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EJERCICIO 5 (2.5 puntos)
Se sabe que la funcién f :R — R dadapor f(x)=ax’+bx*+cx+d tiene un punto critico en

x =0, que su grafica pasa por (0, 3) y que larecta y =—-2x+2 es tangente a dicha grafica en el
punto de abscisa x = 1. Calcula a, b, cy d.

Si la funcién tiene un punto critico en x = 0 la derivada debe anularse > f*(0)=0
f7(x)=3ax’+2bx+c
() =0=0+0+Cc=
f7(0)=0
La funcion queda f (x)=ax’+bx*+d.
Si su grafica pasa por (0, 3) significa que f(0) = 3.

f(0)=3=a-0°+b-0°+d =[d =3
La funcion queda f (x)=ax’+bx*+3.

Silarecta y =-2x+2 es tangente a dicha grafica en el punto de abscisa x = 1 significa que
la derivada en x = 1 vale -2 (pendiente de la recta tangente) > f“(1)=—-2. También la recta
tangente y la funcién coinciden en x = 1.

f'(1)=-2
f(x) =3ax® + 2bx

}:>—2=3a(1)2+2b(1):>

La recta tangente y =—-2x+2 enx =1tomael valor y=-2+2=0. La funcion pasa por el
punto de tangencia (1,0).

f(x)=ax’+bx*+3

La funcion pasa por (1,0)

}:m

Reunimos estas dos ecuaciones en un sistema y lo resolvemos.

-2=3a+2b :—2=3a+2b
O=a+b+3 -b-3=a

}:—2:3(—b—3)+2b:—2:—3b—9+2b:>

=7=-b=b=-7=a=7-3=4]

Los valores buscados sona=4,b=-7,c=0yd = 3.
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos)
Calcula el valor de a > 0 para que el area comprendida entre la parabola y =3x*—2ax Yy el eje
de abscisas sea 4 unidades cuadradas.

Hallamos los puntos de corte de la parébola con el eje de abscisas.

2 x=0
y =3X° —2ax

y=0

= 3x’ —2ax=0= x(3x—2a)=0=
X-2a=0—-3x=2a—>|Xx=—a

El &rea comprendida entre la pardbola y el eje de abscisas es el valor absoluto de la integral

definida de la funcion entre 0 y %a.

2a/3 2 3 2
[ 3x* —2axdx =[x’ —ax’ ' = (Eaj —a-(gaj —[03—a-02}:£a3—ﬂa3:—ia3
J o |13 3 27° 90

4

Areaz‘—ia3 ={a>0}=—2a’
27 27

Igualamos el area a 4.

Area=4=ia3 = a° =E=27—> a=327=3
27 4
El valor buscado es a = 3.
| | I
-1
b3 e
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EJERCICIO 7 (2.5 puntos)
. _ 11 2 1
Considera las matrices A= (1 ] y B =( J

2 2 0

a) Sabiendo que la matriz X verifica que X*AX =B?, halla los posibles valores de su
determinante. (1 punto)

b) Determina, si existe, una matriz Y que verifique A’YB™ = A. (1.5 puntos)

a) Calculamos el determinante de Ay de B.

11
1 2

2 1

- 2

‘:2—1:1 |B|:‘ ‘:0—2:—2

Aplicamos las propiedades de los determinantes en la igualdad X°AX =B?.

|X°AX|=|B?|= [X°||Al|X|=|B[ = X[ |Al|X| =B = X[ -L|X|=(-2)" =

= X[ =4 |X|=¥4=V2 = ||X| =12

b) Multiplicamos por la matriz B en ambos miembros de la igualdad A’YB™ = A.
A*YB'B= AB = A’ = AB

Como la matriz A tiene determinante no nulo tiene matriz inversa A1, Multiplicamos la
igualdad anterior por la inversa de A.

A'AY =ATAB= A'AAY =A'AB= AY =B
Volvemos a multiplicar por la inversa de A.
A'AY =A'B=Y=A"B

Calculamos la inversa de A.

AledJ(At):Ad"G 2][2 —1}

A 1 -1 1

Hallamos la expresién de Y.

v - AR 2 -1)\(2 1 4-2 2-0 v 2 2
= = = f— =
-1 1){2 0 -2+2 -1+0 0 -1
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EJERCICIO 8 (2.5 puntos)

Considera el punto A(Q, 1, -2) y los planos 7z, =2x—-y—-z+5=0y 7, =x+5y—-6z2—-4=0.
a) Halla el punto simétrico de A respecto de z,. (1.5 puntos)

b) Determina la recta que pasa por Ay es paralelaa 7, y z,. (1 punto)

a) Deseamos hallar el punto A" simétrico de A respecto del plano 7, .

A

1

‘:'
|
I
i»

A r
Hallamos la recta r perpendicular al plano que pasa por el punto A. Dicha recta tendra como

vector director el normal del plano.

7z152x—y—z+5:0:E:(2,—1,—1)

X=2«a

r= =>r=qy=l-a

{vi=n7=<z.—1,—1>

A(O,l,—2)er 19

Hallamos el punto M de corte de la recta r y el plano 7, .

m=2X-y—-2+5=0
X=2a
=4a—-(1-a)-(-2-a)+5=0=4a-1+a+2+a+5=0=
r=y=1l-«
I1=-2—-«
x=2(-1)=-2
:>6a+6=0:>a=%6:—1: y=l-a=1-(-1)=2 =M (-2,2,-1)
1=-2-a=-2—-(-1)=-1

El punto A" se obtiene sumando al punto M el vector AM .

AM =(-2,2,-1)-(0,1,-2)=(-2,11)

A=M +AM =(-2,2,-1)+(-2,1,1) =|A=(-4,3,0)
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b) Siunarectaes paralelaa 7z, y z, su vector director sera perpendicular a los vectores normales
de los planos. Este vector es el producto vectorial de los vectores normales de ambos planos.
— i ] k
m=2x-y-2+5=0=n=(2-1-1)] . _ _ |
. =V, =nxn,=2 -1 -1
7, =X+5y-6z-4=0=n,=(15,-6) 1 5 6

vT =6i— j+10k +k +12j+5i =11i+11j +11k =(11,11,11)
Hallamos la ecuacién de la rectar.

_ A(O,l,—Z)E r _ X y_l 7+2 —
r=4_. Sr=—=2"=""C"olr=x=y-1=17+2|
Vr=(11,11,11) 11 11 11

OTRA FORMA DE RESOVER EL APARTADO b)
Los planos 7, y 7z, son secantes pues sus vectores normales no son paralelos.

ﬁl=2xyz+5—0:ﬁl—(2,1,1)}32 1

m,=X+5y—-6z-4=0=n,=(15-6)] 1 S5 -6

Los planos definen una recta s. Hallamos su ecuacion y su vector director.

7, =2X—y-2+5=0 } 2X—y+5=1

= = X+5y—-6(2x-y+5)-4=0=
T, =X+5y-62-4=0 X+5y-6z2-4=0

= X+5y-12x+6y-30-4=0=-11x+11y-34=0= -11x=34-11ly =

= x—_—?’4+y =17=2 _—34+y —y+5:>z—_—68+2y—y+5:>
11 11 11
x—_—34+y
11
-13 —
= Z:E+y =Ss:{y=Yy =u, =(111)
z—_—13+y
11

La recta r paralelaa 7, y 7, tiene como vector director a v, = (1,1,1) vector director de la
recta s. Hallamos la ecuacion de la recta r pedida.
y-1 z+2

A(O,l,—Z)EI’ X
- —=— —:|rzx=y—1=z+2
Vv, = U, :(1,1,1) 1 1 1

r

468 de 571 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PevAU 2020 Modelo 5 Matemdticas Il en Andalucia

PevAU 2020 Modelo 5 Matematicas I
U" PRUEBA DE ACCESO Y ADMISION A LA UNIVERSIDAD

ANDALUCIA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS MATEMATICAS Il
CURSO 2019-2020

Instrucciones: @) Duracién: 1 horay 30 minutos
b) Este examen consta de 8 ejercicios.
c) Cada ejercicio tiene un valor maximo de 2.5 puntos.

d) Se realizaran Unicamente cuatro ejercicios de los ocho ejercicios propuestos. Si
se realizan mas de cuatro ejercicios, solo se evaluaran los primeros cuatro ejercicios
gue aparezcan fisicamente en el papel de examen.

e) Se permitira el uso de calculadoras que no sean programables, ni gréaficas ni con
capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos
conducentes a la obtencion de resultados deben estar suficientemente justificados.

f) En la puntuacion maxima de cada ejercicio estan contemplados 0,25 puntos para
valorar la expresion correcta de los procesos y métodos utilizados.

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)
Sea f:R—R lafuncion definida por f (x)=(5-x)e*. Determina los puntos de la gréfica

de f cuya recta tangente tiene pendiente maxima.

EJERCICIO 2 (2.5 puntos)

1
1+¢€
a) Calcula j f (t)dt (Sugerencia: efecttia el cambio de variable x =1+¢'). (1.5 puntos)

Considera la funcion f :R — R definida por f(t)=

b) Se define g(x):j f (t)dt. Calcula Iirrgw (1 punto)
X—> X

0

EJERCICIO 3 (2.5 puntos)

-my+z=1
Considera el sistema de ecuaciones { 5x+2y+mz=0 .
my+(m-3)z=-3

a) Discute el sistema en funcion de m. (1.25 puntos)
b) Para m = 0, resuelve el sistema. Calcula, si es posible, una solucién en la que y = 5. (1.25
puntos)

EJERCICIO 4 (2.5 puntos)

X=-1-4
Considera los puntos A(1,0,1), B(~1,0,2) yO(0,0,0), y larecta r=qy=24
2=2

a) Calcula la distancia del punto A a la recta r. (1.5 puntos)
b) Determina el area del tridngulo de vértices A, By O. (1 punto)
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ANDALUCIA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS MATEMATICAS Il

’ PRUEBA DE ACCESO Y ADMISION A LA UNIVERSIDAD
U CURSO 2019-2020

EJERCICIO 5 (2.5 puntos)
Se sabe que la funcion f :R — R dada por

f (x)=ax® +bx* +cx—1,
tiene un punto critico en x =2 y que la recta normal a su gréfica en el punto de abscisa x=1 es

1 3
==-X+—.Calculaa, byc.
y 2 2 Y

EJERCICIO 6 (2.5 puntos)
Calcula fcos(ln x)dx (In denota la funcién logaritmo neperiano).

EJERCICIO 7 (2.5 puntos)

1 -1 m 5 3
Considera A=| m 2 -3|,B=|-1|lyC=|1
m-1 0 4 2 0

a) Determina los valores de m para los que la ecuacion AX +B=C tiene solucion Unica. (1

punto)
b) Param = 0, halla X tal que AX +B=C. (1.5 puntos)

EJERCICIO 8 (2.5 puntos)

X=3+41
Considera el plano 7 =2x-y+z-3=0, larecta r=qy=1-24 yelpunto P(l,l, 2) :
1=-2-1
a) Determina la ecuacion general del plano perpendicular a T, paralelo a r y que pasa por el

punto P. (1.25 puntos)
b) Calcula el punto simétrico de P respecto de la recta r. (1.25 puntos)
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SOLUCIONES

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)
Sea f:R —R lafuncién definida por f (x)=(5-x)e*™. Determina los puntos de la gréfica

de f cuya recta tangente tiene pendiente maxima.

La pendiente de la recta tangente viene dada por el valor de la derivada de la funcién.
f'(x)=(-1)e"*+(5-x)e* " =(4-x)e*"*
Buscamos los puntos criticos de la derivada calculando su derivada f “(x) e igualandola a 0.
f7(x)=(-1)e* +(4—x)e"* =(3-x)e**

e"* =0—jlm posible!

3-x=0=[x=3|

Comprobamos si en x = 3 hay un méximo de la derivada viendo si la derivada tercera es
positiva 0 negativa.

f7(x)=0=(3-x)e** :0:{

f7(x)=(-1)e"* +(3-x)e* =(2—-x)e"* = f 7 (3)=(2-3)e " =—" <0
La pendiente de la recta tangente es maxima en x = 3.

A \) =(5 _.\‘)g\--; /

/
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EJERCICIO 2 (2.5 puntos)

Considera la funcion f :R — R definida por f (t)=

1
1+¢
a) Calcula j f (t)dt (Sugerencia: efectlia el cambio de variable x =1+¢"). (1.5 puntos)

b) Se define g(x)= [ f (t)dt. Calcula |irr3M (1 punto)
x=0 X
0

a) Calculamos la integral pedida usando el cambio de variable sugerido y la descomposicion en
fracciones simples.

x=1+e' - x-1=¢
jf(t)dt:f Lt = {dx =eldt =flidx=J L x-.
1+e 1 1 X x—1 x(x-1)
dt = —dx=——dx
e X —
1 A B 1 A(x-1)+Bx

D) x Xl XD xxey s ACYeEes

:>x:0—>1:A(O—1)+0—>1:—A—>A:—1:> 1 -1 1
x=1-1=0+B—>B=1 x(x-1)  x  x-1

= _—1+idx=f_—1dx+Jde:—In|x|+In|x—1|:—ln(1+et)+Inet=
X x-1 X x—-1

:—In(1+et)+t: t—In(1+et)+C

b) Calculamos la expresion de g(x).
g(x):_x[ f (t)dt:[t—ln(1+e‘)]: :[x—In(1+ex)]—[0—ln(1+e°)}: x—In(1+e*)+In2

Pasamos a calcular el limite pedido.

—In(1+€*)+In2 0-In(1+€°)+In2
i 90 _ X n(1+e*)+In _ n(1+e®)+In _
x—0 X x—0 X O

X

e

; 1-——+0
=5 = Indet er min acién(L Hopital) = "”31++=
X 0
S L
X—0 1+e* l+e 2 2
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EJERCICIO 3 (2.5 puntos)

-my+z=1
Considera el sistema de ecuaciones 1 5X+2y+mz=0 .
my+(m-3)z=-3
a) Discute el sistema en funcion de m. (1.25 puntos)

b) Para m = 0, resuelve el sistema. Calcula, si es posible, una solucién en la que y = 5.
(1.25 puntos)

a) La matriz de coeficientes y la matriz ampliada asociada al sistema son:

0 —m 1 0 —-m 1 1
A=|5 2 m |yA/B=|5 2 m 0
0O m m-3 0O m m-3 -3

Averiguamos cuando se anula el determinante de A.

0 -m 1
|Al=5 2 m |=0+0+5m-0+5m(m-3)—0=5m+5m*-15m=5m*-10m
0 m m-3

m=0

m—2:0—>

Tenemos tres situaciones diferentes que estudiamos por separado.

|A|:O:>5m2—10m=0:>5m(m—2)=0:>{

CASO1.Sim#=0ym=2

En este caso el determinante de A es no nulo y el rango de A es 3, al igual que el rango de
A/B y el nimero de incognitas. El sistema es compatible determinado.

CASO 2.Sim=0
En este caso el determinante de A es nulo y el rango de A es menor de 3.
El sistema queda muy sencillo, intentamos resolverlo.

z=1 >
5X+2y=0 =:5x+2y=0 =5x+2y=0= x:—gy
-3z=-3 z=1

El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

CASO 3.Sim=2
En este caso el determinante de A es nulo y el rango de A es menor de 3.
El sistema queda muy sencillo, intentamos resolverlo.

_2y+2=1 Z:l+2y 5x+2y+2(1+2y)=0
9X+2y+22=0 =<{5X+2y+2z=0 = ) Lio 3:>
2y-z=-3 2y—-z=-3 y-(+2y)=-
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5x+2y+2+4y=0 5X+6y=-2
= y y = y = jIm posible!
2y—-1-2y=-3 3

Nos queda una ecuacion imposible, por lo que el sistema es incompatible (sin solucion).

Resumiendo: Si m=0y m= 2 el sistema es compatible determinado, si m=0 El sistema
es compatible indeterminado y si m=2 el sistema es incompatible.

b) Para m = 0 el sistema se ha resuelto en el apartado anterior y sus infinitas soluciones son:
X:_Ea; Vy=a,2=1 aeR

Obtenemos la solucion para 'y = 5.

Lasoluciones x=-2; y=5; z=1.
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EJERCICIO 4 (2.5 puntos)

X=-1-4
Considera los puntos A(1,0,1), B(-1,0,2) yO(0,0,0), y larecta r=qy=24
z2=2

a) Calcula la distancia del punto A a la recta r. (1.5 puntos)
b) Determina el &rea del tridngulo de vértices A, By O. (1 punto)

a) Hallamos el punto Q del dibujo (proyeccion ortogonal del punto A en la recta r)
determinando el plano m perpendicular a la recta r y que contiene el punto A. Después
hallamos el punto Q de corte de recta y plano.

"_ 4 r

X=-1-4
El vector director de larecta r=1y=A4 es v, =(~1,1,0)
2=2
El plano & tendra como vector normal el vector director de la recta.

A(L01)ex }j A(L01)ex

. =-1+0+D=0=D=1=7=-Xx+Yy+1=0
n=v, =(-110)

r=-X+y+D=0

Hallamos el punto de corte de recta y plano.

T=—-X+Yy+1=0

X=-1-4
r=ly=4 = —(-1-2)+A+1=0=1+ A+ A+1=0=21=2=
72=2
Xx=-1-(~1)=0
S Al=-1=.y=-1 =Q(0,-1,2)
z2=2

La distancia del punto A a la recta r es el médulo del vector AQ.

AQ=(0,-12)-(1,0,1)=(-L-11)

Distancia(A,r)= ‘A—Q‘ = \/(—1)2 +(—1)2 +1?> =3 u
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OTRA FORMA DE RESOLVER EL APARTADO a)
x=-1-4 P(-10,2)er
r=1y=4 =>r={_.
2 v, =(-1,1,0)

Hallamos el producto vectorial de vT y AP y determinamos la distancia de A a la recta r

AP
con la férmula Distancia(A,r)="———.
VI‘
v, =(~11,0) I L , :
. =V, xAP=|-1 1 0[=i+2k+j=(121)
AP =(-1,0,2)-(1,0,1)=(-2,0,) 50 1

VTXﬁ‘: VP +22+1° —ﬁ:\/@u

v, (1) +22+0 2

Distancia(A,r)=
v

r

b) Para determinar el area del triangulo de vertices A, B y O usamos la formula:

, (0Ax0E|
Area ABO="——

OA=(1,0,1)-(0,0,0)=(1,0,1) :ﬁx@:l é lI:—j—Zj:—3j:(0_3o)
OB =(-1,0,2)—(0,0,0)=(~1,0,2) Lo o o

N | w
[

2

, OAxOB| 07 +(-3)" +0?
Area ABO = 5 = =
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EJERCICIO 5 (2.5 puntos)
Se sabe que la funcion f :R — R dada por

f (x)=ax® +bx* +cx—1,
tiene un punto critico en x =2 y que la recta normal a su gréfica en el punto de abscisa x=1 es

1 3
==-X+—.Calculaa, byc.
y 2 2 Y

Si la funcidn tiene un punto critico en x =2 la derivada debe anularse > f (2) =0.

f ’(x)=3ax’+2bx+c

}:>O:3a(2)2 +2b(2)+c:12a+4b+c:>|12a+4b+c:0|

f(2)=0
La pendiente de la recta normalen x=1 es — : 1(1) , como la recta normal es y = % x+g
tiene pendiente 1/2.
LR SN S0
f1) 2 = -2=1"(1)=3a(1)’ +2b(1)+c=[-2=3a+2b+c|.

f ’(x)=3ax’ +2bx+c
La recta normal en x=1 y la funcién en x =1 deben coincidir.

272

f (x)=ax’+bx*+cx-1 :%+§:a+b+c—1:>2:a+b+c—1:>

Coincidenenx =1

Reunimos las tres ecuaciones en un sistema y lo resolvemos.

12a+4b+c=0 12a+4b+c=0

12a+4b+3-b—-a=0
3a+2b+c=-2r=3a+2b+c=-2}=>

3a+2b+3-b_a=-2[
a+b+c=3 c=3-b-a

11a+3b+3=0} 11la+3b+3=0

= = =1la+3(-2a-5)+3=0=
2a+b+5=0 b=-2a-5

—1la—6a-15+3=0=5a-12=0= a=% =
Llhe 2t 5 T |5 9 12 52
5 5 5 5

Los valores buscados son a = % b= %"9 yc= % .
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos)
Calcula jcos(ln x)dx (In denota la funcion logaritmo neperiano).

Usamos el método de integracion por partes para hallar la integral pedida.

Integracién por partes
Icos(ln x)dx =4u =cos(Inx)— du=-sen(In x)%dx =
dv=dx >v=x

1

= xcos(In x)—Jx(—sen(ln x)—jdx: xcos(In x)+jsen(|n x)dx =

X
Integracién por partes

=<u=sen(Inx)— du=cos(In x)ldx =xcos(In x)+ x-sen(In x)—jxcos(ln x)ldx:
X X

dv=dx >v=xX

= xcos(In x)+ x-sen(In x)—jcos(ln x) dx

Hemos obtenido que jcos(ln x)dx =—sen(Inx)+x-sen(In x)—jcos(ln x)dx . Juntamos las
dos integrales y determinamos el valor de la integral pedida.

jcos(ln x)dx = x-cos(In x)+ x-sen(In x)—Icos(In x)dx =
:>jcos(|n x)dx+J.cos(In x)dx = x-cos(In x)+x-sen(Inx) =

= chos(ln x)dx = x-cos(In x)+x-sen(Inx) =

X-COS(In x);x-sen(m X) :%-COS(In X)+§-Sen(|n X)+C

= _[cos(ln x)dx =
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EJERCICIO 7 (2.5 puntos)

1 -1 m 5 3
Considera A=| m 2 -3|,B=|-1|yC=|1
m-1 0 4 2 0

a) Determina los valores de m para los que la ecuacién AX +B =C tiene solucién Unica.

(1 punto)
b) Param = 0, halla X tal que AX +B=C. (1.5 puntos)

a) Transformamos la ecuacion en un sistema de ecuaciones: AX+B=C =AX =C-B
Para que tenga solucion Unica la matriz A debe tener rango 3y para ello el determinante de
A debe ser no nulo.

1 -1 m
Al=| m 2 -3=8+3m-3-2m(m-1)+4m=8+3m—-3-2m?+2m+4m
A (m-1)
m-1 0 4
-9+11 -1
> - -
=0 —2m* +om+5-0m mo VT —4(2)E) _—ox11_ -4 2
2(—2) -4 -9-11
==

Para cualquier valor de m distinto de _?1 y de 5 la ecuacion AX +B=C tiene solucion unica.

1 -1 0
b) Param =0 la matriz Aqueda A={ 0 2 -3|.
-1 0 4

Despejamos X en la ecuacion.
AX+B=C=>AX=C-B=X =A‘1(C—B)

Comprobamos que existe la inversa de la matriz A.

1 -1 0
|Al=|0 2 -3=8-3=5%0
-1 0 4

Como el determinante es no nulo la matriz inversa existe. La calculamos.

1 0 -1 2 -3 -1 0 |-1 2

Adj|-1 2 0 ‘0 4‘ _‘0 4‘ ‘0 —3‘

pr Adi(A) {0 -3 4) 1 _‘0 —w ‘1 —1‘ _‘1 o‘
A 5 5/ |-3 4| o 4] o -3

0 - 1 -1 [1 0

‘2 ow _‘—1 ow ‘—1 2‘
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La inversa de la matriz Aes A™* =

8 4 3
l3 4 3
5

2 1 2

Sustituimos en la expresion matricial X = A™(C—B) y hallamos la matriz X.

3) (5) (-2
C-B=|1|-|-1|=| 2
0) l2) (=2

8 4 3)(-2 ~16+8-6 ~14\ (-14/5

X:Al(C—B):% 3 4 3|2 :% 6+8-6 |==| —4 |=| -4/5

2 1 2)(-2 —4+2-4 —6) | —6/5

3><><1—>3><1
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EJERCICIO 8 (2.5 puntos)

X=3+41

Considera el plano 7=2x-y+2z-3=0, larecta r=y=1-21 yelpunto P(112).
z1=-2-1

a) Determina la ecuacion general del plano perpendicular a m, paralelo a r y que pasa por el

punto P. (1.25 puntos)
b) Calcula el punto simétrico de P respecto de la recta r. (1.25 puntos)

a) El plano m" perpendicular a 1t y paralelo a r tiene como vectores directores el vector normal
del plano m y el vector director de la recta r.

r=2x-y+2-3=0=n=(2,-11)
X=3+1

r=1y=1-21 =v, =(1,-2,-1)
1=-2-4

Hallamos la ecuacion del plano ™ pedido.

ﬁ:ﬁ:(z,—l,l) x-1 y-1 z-2
v=v, =(1-2-1)t=>7z=[{2 -1 1 |=0=
P(LL2)er 1 -2 -1

= X-1+y-1-4(z2-2)+2-2+2y-2+2x-2=0=

=>X-1+y-1-42+8+7-2+2y-2+2x-2=0=

=3X+3y-32=0=|{7'=x+y-2=0

b) Nos piden hallar el punto P del dibujo.

P r
L

p’

Hallamos el plano m perpendicular a la recta que pasa por el punto P. Este plano tiene como
vector normal el vector director de la recta r.
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. =1-2-2+D=0=>D=3=
n=v, =(1-2,-1)

P(LL2)ex P(LlL2)ex
=
r=X-2y-72+D=0

=>r=X-2y-2+3=0
Hallamos el punto M de corte de la recta r y el plano .

T=X-2y-2+3=0

X=3+A1
:>3+/1—2(1—21)—(—2—/1)+3=0:>
r=qy=1-24
1=-2-41
Xx=3-1=2
=34+1-24+41+2+1+3=0=264+6=0=>1=-1= y=1+2=3 :>M(Z&—Q
z=-2+1=-1

El punto M tiene coordenadas M (2,3,-1).
El punto P se obtiene al sumarle al punto M el vector PM .

PM =(2,3,-1)-(1,1,2) =(1,2,-3)
P'=M +PM =(2,3,-1)+(1,2,-3)=(3,5,-4)

El punto P” simétrico de P respecto de la recta r tiene coordenadas P'(3, 5, —4)
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PevAU 2019 Extraordinaria Matematicas Il

u’ PRUEBA DE ACCESO Y ADMISION A LA UNIVERSIDAD

ANDALUCIA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS MATEMATICAS I
CURSO 2018-2019

Instrucciones:  a) Duracién: 1 horay 30 minutos

b) Tienes que elegir entre realizar Unicamente los cuatro ejercicios de la
Opcién A o realizar Gnicamente los cuatro ejercicios de la Opciéon B.

c) Se permitira el uso de calculadoras que no sean programables, ni graficas
ni con capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los
procesos conducentes a la obtencién de resultados deben estar
suficientemente justificados.

d) En la puntuacion méaxima de cada ejercicio estan contemplados 0,25
puntos para valorar la expresion correcta de los procesos y métodos utilizados.

Ejercicio 1.- [2,5 puntos] Dada la funcion f :R——R definida por f(x) =6—%x2, calcula

las dimensiones del rectangulo de area maxima, de lados paralelos a los ejes, inscrito en el recinto
comprendido entre la grafica de f(x) y larecta y =0.

Ejercicio 2.- [2,5 puntos] Determina la funcion f :(0, +oo)—>R sabiendo que es derivable,

que su funcién derivada cumple

F/(x) = N

NE

(In denota la funcién logaritmo neperiano) y que la grafica de f pasa por (1,0).

X +y+2z=0
Ejercicio 3.- Considera el siguiente sistema de ecuaciones (m+2)x+y—-z=m
3x+(M+2)y+z=m

a) [1,5 puntos] Discute el sistema segun los valores de m.
b) [1 punto] Resuelve el sistema, si es posible, para m=0.

Ejercicio 4.- [2,5 puntos] Se consideran los vectores u=(1,2,3)v=(L-2,-1)w=(2,2,f),
donde a y B son niimeros reales.
a) [0,75 puntos] Determina los valores de o y  para los que W es ortogonal a los vectores
uyv.
b) [0,75 puntos] Determina los valores de a y B para los que v y w tengan la misma
direccion.
) [1 punto] Para o =8 determina el valor de g para el que W es combinacion lineal de
uy v.
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’ PRUEBA DE ACCESO Y ADMISION A LA

) UNIVERSIDAD MATEMATICAS II
ANDALUCIA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS

CURSO 2018-2019

Instrucciones:  a) Duracién: 1 horay 30 minutos

b) Tienes que elegir entre realizar inicamente los cuatro ejercicios de la Opcién
A o realizar unicamente los cuatro ejercicios de la Opciéon B.

c) Se permitira el uso de calculadoras que no sean programables, ni graficas ni
con capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos
conducentes a la obtencion de resultados deben estar suficientemente
justificados.

d) En la puntuacién méaxima de cada ejercicio estan contemplados 0,25 puntos
para valorar la expresién correcta de los procesos y métodos utilizados.

Ejercicio 1.- [2°5 puntos] Se sabe que la funcion f: R — R , dada por
sen(x)+ax+b si x<O0
F)=1In(x+1)
X
(In denota la funcién logaritmo neperiano) es derivable. Calcula a y b.

si x>0

Ejercicio 2.- Sea la funcién f: R — R, dada por f(x)= xex
a) [1°25 puntos] Calcula los puntos de corte de la gréafica de f con los ejes coordenados y los
extremos relativos de f (abscisas donde se obtienen y valores gue se alcanzan).

b) [1°25 puntos] Determina a > 0 de manera que sea % el area del recinto determinado por

la gréfica de f en el intervalo [0, a] y el eje de abscisas.

Ejercicio 3.- [2°5 puntos] Calcula en grados los tres angulos de un tridngulo sabiendo que el
menor de ellos es la mitad del angulo mayor y que la suma del angulo menor y el angulo mayor
es el doble del otro angulo.

Ejercicio 4.- Considera las rectas r = x=2_y-k_z ys= x+1_y-1_z-3
1 2 2 -1 1 1
(a) [1°25 puntos] Halla k sabiendo que ambas rectas se cortan en un punto.
(b) [1°25 puntos] Para k = 1, halla la ecuacion general del plano que contiene ary es

paralelo a s.
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SOLUCIONES

OPCION A

Ejercicio 1.- [2,5 puntos] Dada la funcion f :R——R definida por f(x) =6—%x2, calcule

las dimensiones del rectangulo de area maxima con lados paralelos a los ejes, inscrito en el
recinto comprendido entre la gréfica de f(x) y larecta y =0.

Vamos a representar la funcidn para observar como es el recinto.

Su vértice esta en x = 0, ya que su derivada es f "(x) = —%Zx = —%x = —lx =0=x=0.

Hacemos una tabla de valores para dibujar la pardbola f(x)=6 —% X2,

1 .
X yZG_EXZ =6
6
6 0 74 SRR SN SRy EUSRY SRR i B
¢ (
—6 0 : :
4 10/3 i i
2 | 1673 : P
4| 10/3 / S S R et \

Los vértices del rectangulo tienen coordenadas:

A(—X,G—%ij, B(x,6—%x2j, C(x,0), D(-x,0) .

El area del rectangulo es:
2

Area(x) = Base - altura = 2x - (6—%%) :12)(_6)(3 =12x—%x3
Derivamos esta funcidn e igualamos a cero en busca del area maxima.
Area(x) :12x—%x3 = Area’(x)=12-x?
Area’(x)=0=12-x*=0=x* =12 = x =12

Comprobemos si es un maximo sustituyendo en la segunda derivada este valor.
Area’(x)=12-x* = Area”(x) = -2x

Area (Jl_Z ) =-2J12 <0

Por lo que en x =+/12 =3,46 el rectangulo alcanza area maxima.
Calculamos las dimensiones del rectangulo de area maxima:
La base es 2x =212 =443

La altura es f(J1_2) =6—%(\/1_2)2 =6—%-12=6—2:4.

El rectangulo de area méxima tiene de base 43 y altura 4.
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Ejercicio 2.- [2,5 puntos] Determina la funcién f :(0,+00)——RR tal que es derivable, que

. . . In x . . .
su funcion derivada cumple f “(x) =—= (In denota la funcion logaritmo neperiano) y que la

N

gréafica de f pasa por (1,0).

Nos piden hallar la primitiva de f “(x)= Inx que pasa por (1,0). Es decir, tal que f(1) =0
X

A

f(x):jf'(x)dx:JlnT;dx: Inx-%dx:

Integramos por partes

= u=|nx—>du:ldx =
X
1 1 1
dv=——=dx—>v=| —=dx=2 —dx:2\/§
Jx J& sz/i

P
Iy 2R mldx:zmnx_zjﬂdx:
J X X

(1 1
:2«/;Inx—2 —dx:2\/§Inx—4J—dx
J Jx 2Jx

f(x) =2 Inx—4Jx + K

Como ademas sabemos que f(1) = 0 sustituimos y determinamos el valor de K.
f@)=2V1IN1-4V1+K=0=>-4+K=0=>K =4

La funcion pedida es f (x)=2vx Inx—4x +4
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X +y+2z=0
Ejercicio 3.- Considera el siguiente sistema de ecuaciones (m+2)x+y—-z=m
3x+(M+2)y+z=m

a) [1,5 puntos] Discute el sistema seglin los valores de “m”.
b) [1 punto] Resuelve el sistema, si es posible, para m=0.

a) La matriz de coeficientes y la matriz ampliada asociadas al sistema son:

1 1 2 1 1 2 0
A=m+2 1 -1| A/IB=fm+2 1 -1 m
3 m+2 1 3 m+2 1 m
El determinante de la matriz A vale:
1 1 2
|Al=jm+2 1 - :1—3+2(m+2)2—6—m—2+m+2:—8+2m2+8+8m=2m2+8m
3 m+2 1

Igualamos el determinante a cero.
) m=0
|Al=0=2m*+8m=0=2m(m+4)=0= A
m=-—
Hay tres casos distintos a analizar por separado.

CASO1l. m#0ym=—4

En este caso el determinante de la matriz de los coeficientes no se anula y su rango es 3
(el méaximo posible) al igual que el rango de la matriz ampliada e igual que el nimero de
incdgnitas. El sistema es compatible determinado. Tiene una Unica solucion.

CASO 2. m=0
X+y+2z=0
El sistema queda 2x+y—-z=0
3X+2y+z=0

Se observa que la ecuacion tercera es la suma de la primera y la segunda, por lo que este
sistema es equivalente al que solo tiene la ecuacion 12 y 22, que pasamos a resolver.

Ecuacioén 22 - 2 - Ecuacion 12

X+y+2z=0 X+Yy=-2z 2X  +y = 1 X+Yy=-22
= = =
2Xx+y—-2=0 2X+y=12 =2X -2y = 4z —y=5z
-y = b5z
X+Yy=-22
= g :>x—52:—22:>
y=-9Z

El sistema es compatible indeterminado. Tiene infinitas soluciones.

CASO3. m=-+4
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X+y+2z=0
El sistema queda —2x+y—z=—-4
X+-2y+z=-4
1 1 2
La matriz de coeficientes asociadaes A=| -2 1 —1|que tiene determinante cero. El
3 -2 1

menor que resulta de quitar la fila y columna 3?2 tiene determinante no nulo.

1
‘ ) j=1+2=3¢0. El rango de A es 2.

1 1 2 0

La matrizampliadaes A/B=|-2 1 -1 -4 |. Calculamos el valor del menor que
3 -2 1 -4
1 1 0

resulta de quitar la 32 columna. |-2 1 —4{=-4-12-8-8=-32=0. Elrango de la
3 -2 -4

matriz ampliada A/B es 3.

Como rango de A # rango de A/B el sistema es incompatible. No tiene solucion.

b) La solucion para m =0 la hemos hallado en el caso 2 del apartado a) y dicha solucion es
x=3t;y=-5t;z=t siendo teR
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Ejercicio 4.- [2,5 puntos] Se consideran los vectores u=(1,2,3)v=(1-2,-1)w=(2,2,f),
donde o y B son numeros reales.

a) [0,75 puntos] Determina los valores de o y B para los que W sea ortogonal a u y V.

b) [0,75 puntos] Determina los valores de o y 3 para los que v y w tengan la misma direccion.
¢) [1 punto] Para « =8 determina el valor de g para el que w es combinacion lineal de ﬁy v

a) El producto vectorial de u y vV es ortogonal a ambos, por lo que el vector w deberia tener
esa misma direccion, es decir, sus coordenadas deben ser proporcionales al producto
vectorial.

i j Kk

uxv=[ 2 3|=-2i+3j—2k—2k+ j+6i=4i+4j—4k
1 -2 -1

uxw=(4,4,-4)

Como w= (2,, 8) debe indicar la misma direccién sus coordenadas deben ser

proporcionales.

~2 L 4n=8=[a=2]
a
- =4p=-8=[p=1

(44-2)l2ap)=5 2=

NI~ N D

Los valores buscados son ¢ =2y g =-2.

OTRA FORMA DE HACERLO
Como W es ortogonal a u su producto escalar es cero >
w-u=0=(2,,6)(123)=0=2+2a+38=0=2a+3f=-2

Como W es ortogonal a V su producto escalar es cero >
w-v=0=(2,a8)(L-2-1)=0=2-20-f=0= 20~ f=-2

Debemos de resolver el sistema formado por las dos ecuaciones:

Ecuacién 22 + Ecuacién 12

20 +3=-2 20 +3F = -2 20+30=-2 20 +3p =-2
—20-p=-2 720 - = -2 = 23 =—4 = B=-2 =
2 = -4

=20-6=-2=2a=4=a=2

Los valores buscados son o =2y f=-2

b) Para que v y w tengan la misma direccion deben tener coordenadas proporcionales.
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-2~ [=d]

-2

-2 =[2=7

_ 2_a_F
(1,-2, 1)||(2,a,ﬂ):>1 = _1:>

RN RN

Lasolucibnes a=-4y f=-2.

c) Si a =8 las coordenadas del vector w son w=(2,8, ).

Si w es combinaci6n lineal de u =(1,2,3) y v =(1,-2,~1) significa que son vectores

linealmente dependientes y el determinante formado por las coordenadas de los tres vectores
es nulo.

8 B
1 2 3|=0=-4+24-28-2B+8+12=0=-48=-40=|B=10|
1 -2 -

El valor buscado es g =10.

OTRA FORMA DE HACERLO
Si a =8 las coordenadas del vector w son Vv=(2,8,ﬁ).

Si w es combinacién lineal de u = (12,3)y V= (1,-2,-1) significa que existen niimeros p y

q tales que W= pu+qv=>(2,8, )= p(12,3)+q(1,—2,~1). De aqui surge un sistema, que

resolvemos:
2= 2_Q=
P-4 a=" 8=2(2-q)-2q] 8=4-2q-2q
8=2p-20;=>8=2p-2q;=> = =
B=3(2-q)-q| B=6-30-¢

p=3p-q] p=3p-q
4 =-4q -1=q
= = f=6-4(-1)=6+4=10=[=10|

=
p=6-4q] ~ p=6-4q

El valor buscado es g =10.
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OPCION B

Ejercicio 1.- [2°5 puntos] Se sabe que la funciéon f: R — R, dada por

sen(x)+ax+b si x<0

f(X)=41n (x+1) 0 oo . (In denota la funcidén logaritmo neperiano) es derivable.
X
Calculaayhb.

Si la funcién es derivable también es continua. Debe ser continua en x = 0, por lo que:

o Existe f(0)=sen(0)+0+b=b
o Existe Iirgl f(x)= Iirpsen(x)+ax+b:b

e Existe lim f(x)

x—0"

In(x+1) In(0+1
lim f(x)=lim ( )= ( )=9: Indeterminacién (L"Hopital)=
x—0" x—0* X 0 0
1
= Jim X+L _ jjm L g

x—»0" 1 x—0" X +1

e Lostres valores son iguales >

sen(x)+ax+1 si x<0
Con b=1, la funciénes ¢ (x)= In(x+1)

si x>0
X

La funcidn es derivable en x # 0 y su derivada es:

cos(x)+a si x<0 cos(x)+a si x<0
£ 0=1 1 y_inx+1) = 100=7 2 _Inx+1)
x+1 . si x>0 x+1 . si x>0
X X

Como debe ser derivable en x = 0, la derivada por derecha e izquierda deben ser iguales.
f(0)= Iirg] f(x)= Iiry_ (cos(x)+a)=cosO+a=1+a
X In(x+1) 00 ~In(0+1)

(0 = li () — lim X+1 _0+1 _0-0_
POy = = =" =g -

1-(x+1)—x-1_ 1
(x+1)2 x+1
2X B

= Indeterminacién (L"Hopital) = lim
x—0*
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X+1-X 1 1 1 1 X+1
- 2 2 2
_im (x+1)2 X+1 _im (x+1)" x+1 _iim (x+1)" (x+1) _
x—0" 2X x—0" 2X x—0" 2X
1-x-1
2
T ) e S e S |
o0 2% o0 20 (x+1)" o0 2(x+1)" 2(0+1)° [2

Igualamos las derivadas laterales y obtenemos el valor de “a”.

f(O0)="1 '(O*):>1+a:_?1:>2+2a=—1:>2a:—3:> a=—

Los valores buscados son a = _?3; b=1.
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Ejercicio 2.- Sea la funcion f: R — R, dada por f(X):x-e’Xz.
a) [1°25 puntos] Calcula los puntos de corte de la grafica de f con los ejes coordenados y los
extremos relativos de f (abscisas donde se obtienen y valores que se alcanzan).

b) [1°25 puntos] Determina a > 0 de manera que sea % el area del recinto determinado por la

grafica de f en el intervalo [0, a] y el eje de abscisas.

a) Los puntos de corte.
x=0=>y=1(0)= 0e” =0.El punto de corte con el eje QY es (0, 0).

y=0=f(x)=0= xe X =0=x=0, ya que la funcion exponencial no se anula. .

Obtenemos el punto ya obtenido (0, 0).
La gréfica solo tiene un punto de corte con los ejes coordenados P(0, 0).

Los extremos relativos.
Necesitamos la derivada de f(x) =xe™ = f (x)=e ™ +x(-2x)e™ =(1-2x")e™
Si igualamos a cero la derivada.

1-2x* =0=2x" =1= X :%: x:i\/%

f'(x)=0=(1-2¢)e™ =0=10

e X =0, Imposible

. 1 1
Veamos que ocurre antes, entre y después de los valores X = —\/; yX= +\/; :

1
e En —OO,—\/;] tomamos x =1 la derivada vale f "(-1)=(1-2)e™ _1.0.La
e

funcion decrece.

1 1 ,
e En —\/;, +\/;] tomamos x =0 la derivada vale f (0)=(1-0)e’=1>0. La funcién
crece.
1 , —1
e En|+ E’+OO tomamos x =1 la derivada vale f“(1)=(1-2)e*=—<0.La
e
funcion decrece.

La funcién evoluciona como indica el esquema siguiente.

" : | : :
1 1

I ! !
T T T
-3 -2 -1 1 2 3
_J7 +\/:
2

k2|
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o . 1 - 1
La funcion tiene un minimo en X = —\E y un maximo en X = +\E, tomando los valores
i ’ 1
B T e S U T
2 2 2 J2e

f( %jz\ge[@ - %-e;=%=0,43

b) La funcién solo corta al eje OX en (0, 0), por lo que el area es la integral definida de la
funcién entre Oy a.

Area:J'x-edex=ij'(—2x)-edex={—1exz} =[—£eaz}—[—1e°2}=—le 1
J 2] 2 2 2 2" 2

0

Como queremos que el area sea igual a % se nos plantea la ecuacion:

1 .
—=e
2

+1: = 2% 4+2=1 -2 =—lse == —=Z=c¢
2 2 2

1
4
Tomamos logaritmos.

Ine* :In(2):>a2=In2:> \JIn2

f@)=xe”
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Ejercicio 3.- [2°5 puntos] Calcula en grados los tres &ngulos de un triangulo sabiendo que el
menor de ellos es la mitad del &ngulo mayor y que la suma del &ngulo menor y el &ngulo mayor
es el doble del otro angulo.

Damos nombre a los angulos del triangulo como aparece en la imagen:

Se cumple:
e Los tres angulos de un triangulo suman 180° > A+ B+C =180

e El menor de ellos es la mitad del &ngulo mayor - A =%

e Lasuma del &ngulo menor y el &ngulo mayor es el doble del otro angulo >
A+B=2C

Juntando las tres condiciones surge un sistema que hay que resolver:

A+B+C =180 B
B S5 TB+C=180 B oBi2c-360] 3B+2C =360
A=— = = = =
2 B oo B+2B=4C 38_4C =0
A+B=2C 2 B

Ecuacién 22 - Ecuacion 12

3B +2C =360
3B -4C = 0 3B +2C =360
= = = — =
3B -2C =  -360 —6C =-360 c =300 _¢o
—6C =-360 md
—3B-460=0=3B=240= B:%=80 - A:%=40

El triangulo de la solucion tiene angulos de 40°, 60°y 80°.
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Ejercicio 4.- Considera las rectas r = X=2 YK _Z y _Xx+1_y-1_z-3
1 2 2 -1 1 1

(a) [1°25 puntos] Halla k sabiendo que ambas rectas se cortan en un punto.

(b) [1°25 puntos] Para k = 1, halla la ecuacion general del plano que contiene ar y es paralelo a

S.

(@) Los vectores directores de las rectas son u, =(1,2,2) yv, =(-111).

il # % :% —>No son proporcionales las coordenadas, por lo que las rectas no son
paralelas.

Para que se corten debe cumplirse que el determinante de la matriz formada por las
coordenadas de estos dos vectores junto con uno que va de un punto cualquiera de r a otro
punto cualquiera de s es cero.

P (2,k,0)yQ,(-113)=PQ, =(-113)-(2,k,0)=(-31-k,3)

u, =(1,2,2) 1 2 9

v, =(-111) =[UVPQ =1 1 1=3-6-242k+6+6-1+k=3k+6
PQ, =(-31-k,3) -3 1-k 3
[E,Z,@]:o:3k+6=o:3k=—6:k:‘?:-z

Para k =—2 las rectas se cortan.

(b) Sik =1 lasrectas son:
Xx—-2 y-1 _X+1 y-1 z-3

VA
r= = S =
1 2 2 Y -1 1 1

El plano que buscamos contiene a r, por lo que contiene al punto P. (2,1,0)ytiene como

vector director u, =(1,2,2). Como ademas es paralelo a s también tiene como vector

director el de la rectas v, = (-111).

Conocidos dos vectores directores y un punto del plano podemos determinar la ecuacion

del plano.
Pr(2’170)€7[ X—2 y_l b
v, =(122) =>z=[1 2 2/=0=
\72':(_1’1,1) -1 1 1

=2X—4-2y+2+72+272-y+1-2Xx+4=0=

= -3y+3z+3=0=|{7r=y-z-1=0
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PevAU 2019 Ordinaria Matematicas Il

1 PRUEBA DE ACCESO Y ADMISION A LA UNIVERSIDAD ]
ANDALUCIA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS MATEMATICAS I
CURSO 2018-2019

Instrucciones: @) Duracién: 1 horay 30 minutos

b) Tienes que elegir entre realizar Unicamente los cuatro ejercicios de la
Opcidn A o realizar Unicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.

c) Se permitira el uso de calculadoras que no sean programables, ni graficas
ni con capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los
procesos conducentes a la obtencion de resultados deben estar
suficientemente justificados.

d) En la puntuacion méaxima de cada ejercicio estan contemplados 0,25
puntos para valorar la expresion correcta de los procesos y métodos utilizados.

Ejercicio 1.- Considera la funcion f definida por

f(X)=————— para x=-1.
) 2X+2 P

() [1,5 puntos] Estudia y halla las asintotas de la grafica de f.
(b) [1 punto] Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f.

X

Ejercicio 2.- [2,5 puntos] Sea la funcién f :(0,+00)——R definida por f(x)= Halla

—e* '

la primitiva de f cuya gréafica pasa por el punto (1,1). (Sugerencia: cambio de variable t =¢e*).

L . a
Ejercicio 3.- [2,5 puntos] Calcula todas las matrices X =(

b :
j tales que a+d =1, tienen
c d

0 -1
determinante 1y cumplen AX = XA , siendo A= (1 0 J

I
<<
Il
o

Ejercicio 4.- Considera la recta r = x—12 _ y;Z _Z

(a) [1,25 puntos] Halla los puntos de la recta r que equidistan de los planos 7; y 7,.
(b) [1,25 puntos] Determina la posicion relativa de la recta r y la recta interseccion de los
planos 7, y T,.

Il y los planos 7, =X=0y 7,
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’ PRUEBA DE ACCESO Y ADMISION A LA UNIVERSIDAD )
ANDALUCIA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS MATEMATICAS Il
CURSO 2018-2019

Instrucciones: a) Duracién: 1 horay 30 minutos

b) Tienes que elegir entre realizar Unicamente los cuatro ejercicios de la
Opcidn A o realizar Unicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.

c) Se permitira el uso de calculadoras que no sean programables, ni graficas ni
con capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los
procesos conducentes a la obtencion de resultados deben estar suficientemente
justificados.

d) En la puntuacion maxima de cada ejercicio estan contemplados 0,25 puntos
para valorar la expresion correcta de los procesos y métodos utilizados.

Ejercicio 1.- Considera la funcién f :r— >R definida por f(x)=(x-a)e" .
(&) [1,25 puntos] Determina a sabiendo que la funcion tiene un punto criticoen x=0 .
(b) [1,25 puntos] Para a =1, calcula los puntos de inflexion de la grafica de f.

Ejercicio 2.- Considera las funciones f :(—2,+0)——R definida por f(X)=In(x+2)(In
denota la funcion logaritmo neperiano) y g: R — >R definida por g(x) =%(x—3) :

(a) [1 punto] Esboza el recinto que determinan la grafica de f, la gréfica de g, larecta x =1
y larecta x =3 . (No es necesario calcular los puntos de corte entre las dos graficas).
(b) [1,5 puntos] Determina el area del recinto anterior.

2-m 1 2m-1 X
Ejercicio 3.- [2,5 puntos] Dadas las matrices A=| 1 m 1 X =1y,
m 1 1 z
2m? -1
B= m considera el sistema de ecuaciones dado por X'A=B', donde X', B' denotan
1

las traspuestas. Discutelo segun los distintos valores de m.

Ejercicio 4.- Considera el triangulo cuyos veértices son los puntos A(1,1,0), B(1,0,2) y C(0,2,1).
() [1,25 puntos] Halla el area de dicho triangulo.
(b) [1,25 puntos] Calcula el coseno del angulo en el vértice A.
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SOLUCIONES

Ejercicio 1.- Considera la funcion f definida por

2
f(x) :w para x=-1.
2X+2

(@) [1,5 puntos] Estudia y halla las asintotas de la grafica de f.
(b) [1 punto] Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f.

(a) Asintotas verticales: x = a.
Siendo a el valor excluido del dominio. La asintotaes x =—1

Comprobamos el limite:

2 —
lim £ () = lim X4 i34 2
x—>-1 x>-1  2X+2 x—-1 0 0

Asintotas horizontales: y = b. Siendo b= lim f(x)

X—>+00

. . X43X+4 xR X
Calculemos lim f(x) = lim ———— =— = Indeterminacion= lim — = lim — =+o0
X—>+00 x>0 X4+ 2 00 X400 QY X0 D

No hay asintotas horizontales.

Asintotas oblicuas: y = mx +n.

x> +3x+4
- 2
m = lim %) _ jim —2x+2 _ jip X t3X+4="H]XZ==£
X—o Y X—>0 X X—>00 2X +2X —0 2){ 2

2 2
n:nm(fuy—mn:nm(iéﬂﬁiﬁ_li:nm[iiﬁiiﬂ_l}:

oo 2x+2 2 2X+2 2
i (x*+3x+4)2-x(2x+2) i 247 +6X+8— 217 — 2x
o (2x+2)2 o 4X+4

“1im 28 fim 2 _lim1=1

xowo 4X 4+ 4 x—o 4 X X—>00

La asintota oblicua tiene ecuacion y = % x+1

(b) Necesitamos la derivada de la funcion.

. x22+3x+4 Lt = (2x+3)(2x+2)—(x2+3x+4)(2)
X+2 (2x+2)

4x2+4x+6x+6—(2x2+6x+8) %2 44X —2

fr(x) = 2 2
(2x+2) (2x+2)
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Buscamos los puntos criticos de la funcion igualando a cero la derivada.

2
F(x)=0= X X2 ook ax—2-0=
(2x+2)
4+ [16-42(-2) -4+16+16 —4+32 —4+42 _
2:2 4 4 4
Tendremos 3 puntos a considerar para el cambio de signo de la derivada: —-1; —1—+/2 y

—1+\/§.

Por lo tanto, la recta real se divide en 4 zonas:

< < )-4—* >
1 L 1 |- L : .: ' . 1 L
4 3 2 -1 1 :

8 b 3 ' - 2 '
—1-42 2 1442
Estudiemos el signo en cada zona:
e En la semirrecta (_oo, _1_J§) tomamos el valor x = —4 >

[
e}
o

(—4)2+4( ~4)-2 _32-16-2
2(—4 ) +

e Enelintervalo ( ) tomamos el valor x = -2 >

f'(-4)= > 0. La funcion crece.

<0. La funcién decrece.

f2)m 2(-2) +4(- )2 8-8-2
(2(-2)+2) '

e Enelintervalo (—1, -1+ JE) tomamos el valor x =0 >

2(0)° +4(0)-2 2
(2(0)+2)  +

e En la semirrecta (—1+ J2, —|—oo) tomamos el valor x =4 >

< 0. La funcion decrece.

f(0) =

2
(4) = 2(4) +4(4)2_2 _32+16-2 >0. La funcion crece.
(2(4)+2) ¥

La funcidn sigue el esquema siguiente:

SN

&

a4
o

L
|
1

-1-42 ~1+42

La funcion crece en (—oo, —1—ﬁ)u(—1+ J2, +oo) y decrece en

(—1—&, —1)u(—1, —1+ ﬁ).
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X

1+e
Ejercicio 2.- [2,5 puntos] Sea la funcién f :(0,+00)——R definida por f(x) o Halla

la primitiva de f cuya gréfica pasa por el punto (1,1). (Sugerencia: cambio de variable t =e* ).

Calculamos la integral indefinida usando el cambio de variable sugerido.

Cambio de variable

J“e dx=lt=e = dt=edx b= | Fgio [ 2 4o
1-e” 1-tt t(1-t)

dx:idt :}dt
e* t

= {Integracién por descomposicion en fracciones simples}

:é+ B — 1+t :A(l_t)+Bt:>1+t:A(1—t)+Bt
t 1-t  t(1-t)  t(1-t)

1+t
t(1-t)

Tomandot=1=1+1=A0+B=>B=2 - 1+t _1+ 2
Tomandot=0=1+0=Al1+B0= A=1| t b1t

(1-1)

Nuestra integral se descompone en la suma de dos integrales mas sencillas.

j LA g =th+fidt =Int-2In(1-t)=
t(1-t) t 1-t

+C

= x—2ln‘1—eX

Deshacemos el cambio de variable
= o :IneX—ZIn‘l—eX
=e

+C.

La primitiva es F(x) =x—2In[l—e"

Como nos piden ademas que pase por el punto (1,1), se debe cumplir que F (l) =1.

F(1)=1=F(@)=1-2In[l-¢'|+C =1=-2In[l-¢[+C =0=C = 2In[L—¢]

La primitiva pedida es F(x) = x+ 2In‘1—ex +2In[l—¢|
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L . a b )
Ejercicio 3.- [2,5 puntos] Calcula todas las matrices X =(C dj tales que a+d =1, tienen

0 -1
determinante 1 y cumplen AX = XA , siendo A= (1 0 )

Obtenemos un sistema de ecuaciones a partir de la ecuacion matricial.
AX = XA 0 -1)1-d b 1-d b)0 -1
= = =
a+d=1=a=1-d 1 0 c d c d){1 O
—c=Db

-c —d b -1+d —d=-1+d =—C 1 1 1
= = = = >d="=Da=1--==
1-d b d —C 1-d=d 1=2d 2 2 2

b=-c

1
= —C
La matriz X queda X = a b _| 2 :
c d 1

o
|

El determinante de la matriz X vale 1.

1

= —C
X|=1=|2  |=1miicto1mer=1to3 3_%V3
1 4 4 4 2
C J—
2
1B 1B
. . | 2 2 |2 2
Las matrices que cumplen lo pedido son X = 0o X= .
NER EERN
2 2 2 2
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X—2 y-2 1z

Ejercicio 4.- Considera la recta r = 1 3

Il y los planos 7Z15X:0 y EZEy:O_

(a) [1,25 puntos] Halla los puntos de la recta r que equidistan de los planos 7; y 7,.
(b) [1,25 puntos] Determina la posicion relativa de la recta r y la recta interseccion de los
planos7, y T,.

(a) Pasamos la ecuacion de la recta a paramétricas.
X=2-1
y=2+31
z=1+1
Un punto de la recta r tiene coordenadas P, (2—14,2+32,1+4).

Si el punto equidista de los planos debe cumplir: distancia(P,,, ) = distancia(P,, 7, ).

. . ) . 2-A 2+34

dlstanC|a(R,7z1):dlstanC|a(Pr,7r2):>| 7 |:| N |:>
2-1=24+31=0=41=>1=0

=[2-4|=[2+34|=10
2—/1:—(2+3/1):>2—/12—2—31322:—4:/1:—2

Los puntos de la recta r que equidistan de los planos 7; y 7, son dos:

R(2—1,2+3i,1+i)
A=0

P (2-4,2+32,1+ 1)

}: P.(2,2,1) 0 bien
A=-2

f=ra-a

(b) Llamemos s a la recta definida por los planos 7, y 7,. Obtengamos de su ecuacion el
vector director:

x=0
m,=x=0 —
=y=0;,=u,=(0,01)
m,=y=0
Z=A4A

X-2 y-2 z-1

=t = =V =(-13)

r

Para que las rectas sean coincidentes o paralelas los vectores directores deben ser
proporcionales, y estos no los son.

v, =(-1 3,1)} 3 1

. = —#-
u, =(0,0,1) 0 1

Por lo que solo cabe la posibilidad de que se corten o crucen.
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Tomemos un tercer vector que vaya de un punto de la recta s a otro de la recta r.

X2 Y2 271 p 221

-1 3 1

x=0 = QP =(2,21)-(0,0,0)=(2,2,2)
s=y=0:=Q,(0,0,0)

z=1

ri s

Calculamos el valor del producto mixto [\T u, QSR].

2 2
[V.Uu,.QR |=[0 0 1=0-2+0-(0+0+6)=-8+0
-1 3

Al ser el producto mixto no nulo las rectas se cruzan.
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Ejercicio 1.- Considera la funcién f :r —»® definida por f(x)=(x-a)e" .

(@) [1,25 puntos] Determina a sabiendo que la funcion tiene un punto criticoen x=0 .
(b) [1,25 puntos] Para a =1, calcula los puntos de inflexion de la grafica de f.

(a) Calculamos la derivada de la funcién.
f(x)=(x-a)e* = f'(x) =e*+(x—a)e* =(1+x—a)e"
Igualamos a cero la derivada para obtener sus puntos criticos.

i l+x—a=0=x=a-1
f'(x)=0=(1+x-a)e"=0= )
e* =0; No es posible

Como el punto critico debe ser X=0=>a-1=0=
(b) Si a=1 lafunciones f(x)=(x—-1)e*ysuderivada f (X)=(1+x-1)e"=xe*
La derivada segunda sera: f (x) =e*+xe* =(1+x)e",

Si igualamos a cero la segunda derivada obtenemos los posibles puntos de inflexion.

. l+x=0=>x=-1
f7’(x)=0=(1+x)e*=0= .
e* =0; No es posible

Veamos el signo de la derivada segunda antes y después de x = —1.

¢ En (-o,-1) tomamos el valor x =2 > f “(-2) =(1-2)e” =—e <0. La gréfica
de la funcién es concava (N).

e En (—1+%) tomamos el valor x =0 > f “(0) =(1+0)e’ =1>0. La gréfica de la
funcion es cconvexa (U).

La funcidon cambia de ser concava a convexa y por tanto, presenta un punto de inflexion en
X=-1.

También lo podriamos haber comprobado viendo si la derivada tercera tiene un valor no
nulo para x=—1.

fr(x)=e*+xe" = f"(X) =" +e" +xe" = f () =e'+e" - =" 20

Alser f7(<1)=€"#0 Ia funcién tiene un punto de inflexién en x = —1.
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Ejercicio 2.- Considera las funciones f :(—2,+0)——R definida por f(x)=In(x+2)(In

denota la funcion logaritmo neperiano) y g: R — R definida por g(x) = %(x—3) :

(a) [1 punto] Esboza el recinto que determinan la gréfica de f, la graficade g, larecta x=1y

larecta x=3 . (No es necesario calcular los puntos de corte entre las dos graficas).
(b) [1,5 puntos] Determina el area del recinto anterior.

(a) Hacemos una tabla de valores para cada funcion y representamos sus gréaficas.
Representamos las rectas verticales: x=1; x=3.
Pintamos de gris el recinto limitado por las cuatro graficas.

f(x)=In(x+2)

w N P O X

In2=0.69
In3=1.098
In4=1.386
In5=1.609

1
x | g(x) :E(X_3)
0 -15
1 -1
2 -0.5
3 0

_—

S@=In(x+2)

/

\

-
Il
~

]

—~

.

Z

|
b | =

(x=3)

Observando el dibujo y contando cuadraditos (1 unidad cuadrada) el area del recinto debe
tener un valor aproximado a 4 unidades cuadradas.

(b) Elarea del recinto es la integral definida de la diferencia de las funciones entre 1y 3.
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Calculemos primero la integral indefinida de la funcion f.

Integramos por partes

Iln(x+2)dx= u=|n(x+2):>du:idx =xIn(x+2)— Ix—dx_
X+2

dv=dx:>v=fdx=x

X+2-2
+2

d:

=xIn(x+2) - J.—dx x-In(x+2) — J.

x+2

= x-In(x+2) - j +jédx=x-|n(x+2)—jdx+2j$dx=

=XIn(x+2)—x+2In(x+2)

Aplicamos este resultado al calculo de la integral definida que nos proporciona el valor del
area del recinto dibujado.

3 1 3 13
I 2)—=(x=-3)dx =1 2)dx—=| x—3dx =
!n(x+ ) 2(x ) dx !n(x+ )dx Z_IX X

=[x-|n(x+2)—x+2|n(x+2)]f—%[X?Z—Bx} =

1

— (3In(3+2)—3+2In(3+2) ) - (LIn(L+2) 1+ 2In(L+ 2))-%{(%-33) Lg—mﬂ

=5In5—3—3|n3+1—%8—9—%+3)=5In5—2—3|n3+1:—1+5In5—3|n3: 3,75u

El area del recinto tiene un valor de 3.75 unidades cuadradas.
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2-m 1 2m-1 X
Ejercicio 3.- [2,5 puntos] Dadas las matrices A=| 1 m 1 CX=ly]|,
m 1 1
2m? -1
B= m considera el sistema de ecuaciones dado por X'A=B', donde Xt, B' denotan
1

las traspuestas. Discutelo segun los distintos valores de m.

Obtenemos el sistema de ecuaciones.

x\(2-m 1 2m-1) (2m2-1)
X'A=B'=|y 1 m 1 |=| m
Z m 1 1 1

2-m 1 2m-1
(x y z)l 1 m 1 :(2m2—1 m 1)
m 1 1

(2-m)x+y+mz x+my+z (2m-1)x+y+z)=(2m*-1 m 1)
(2-m)x+y+mz=2m*-1

X+my+z=m
(2m-1)x+y+z=1

2-m 1 m
Discutamos el sistema. Para ello considero la matriz de coeficientes B=| 1 m 1
2m-1 1 1
Averiguamos cuando se anula el determinante de B.
2-m 1 m
Bl=| 1 m 1|=(2-m)m+2m-1+m—[m’(2m-1)+1+2-m|=
2m-1 1 1
—2m— € +2m-1+m-2m°+ ;€ —3+m=-2m°+6m—4
-2 0 6 -4
B|=0=-2m’+6m-4=0=1 -2 -2 4 = m=1lesraiz
-2 2 4 |0

Resolvemos la ecuacién de segundo grado que resulta del cociente de la division por
Ruffini.
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m—@—_z
—2m2—2m+4:0:>m:2i\/4+32:2i6: -4
-4 -4 2—6
m=——-=1
-4

Distinguiremos 3 casos diferentes:

CASOl m#Lm=-2

En este caso el rango de la matriz de los coeficientes es 3 al igual que el rango de la
matriz ampliada e igual que el nimero de incognitas. El sistema tiene solucion dnica.
Existe una Gnica matriz X que cumpla la ecuacion X'A=B'.

CASO 2. m=1
X+y+z=1
Para este valor el sistema queda X+y+z=1=Xx+y+z=1
X+y+z=1
Se observa que las tres ecuaciones son iguales. Este sistema tiene infinitas soluciones.
X
Existen infinitas matrices X solucion del sistema: X = y
l1-x-y
CASO 3. m=-2
AX+y-22=T7

Para este valor el sistema queda X—2y+2z=-2
-S5x+y+z=1
Obtenemos un sistema triangular equivalente usando el método de Gauss.

Ecuacion 22—4 - Ecuacion 12
-4x +8y -4z =8
4x +y 2z =7

9y -6z =15

4x+y-22=7 X—=2y+71=-2
X=2Y+71=-2,=4X+y-27=7;=

-S5x+y+z=1 -S5x+y+z=1

Ecuacion 32 + 5 - Ecuacion 12

5x 10y +5z =-10 X=2y+21=-2

= 9y-6z=15 ;>

-5X  +y  +z =1
9y +67 -9 -9y+6z2=-9
Ecuacion 32 + Ecuacion 22
9y -6z =15 X—2y+z2=-2
9y 167 =-9 = 9y-6z=15
0 =6 0=6

La ultima ecuacion es imposible y el sistema no tiene solucion.
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Ejercicio 4.- Considera el tridngulo cuyos vértices son los puntos A(1,1,0), B(1,0,2) y C(0,2,1).
(a) [1,25 puntos] Halla el &rea de dicho triangulo.
(b) [1,25 puntos] Calcula el coseno del angulo en el vértice A.

(a) Elareadel triangulo es la mitad del valor absoluto del mddulo del producto vectorial de los
vectores que unen un veértice del triangulo con los otros dos vértices.
Las coordenadas de los vectores que forman el triangulo son:

AB=(1,0,2)-(11,0)=(0,-12)

AC =(0,2,1)-(11,0)=(-111)

El area del tridngulo es la mitad del modulo del producto vectorial de ambos vectores.
Calculamos el producto vectorial ABx AC .

i ] ok
ABxAC=|0 -1 2|=-i-2j-k-2i=-3i-2j-k=(-3-2-1)
11 1

Su médulo es

[ABx AC| =8+ 47114

‘A_B.XR‘ :Jﬂuz
2

Por lo tanto, su area vale Area =

(b) El coseno del angulo en el vértice A es el coseno del angulo que existe entre los vectores
AByYy AC.

AB =(1,0,2)—(11,0)=(0,-1,2)
AC=(0,2,1)-(11,0)=(-111) =
AB - A‘C':‘Ké‘ : ‘TC‘-COS(E , E)

=(0,-1,2)(-111) = V1+4+1+1+1.cos( AB , AC)=

—1+2_ 1 2581
J5

V15

:>—1+2=\/§-«/§-cos(ﬁ , E): cos(ﬁ , E):

&
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PevAU 2018 Extraordinaria Matematicas Il
PRUEBA DE ACCESO Y ADMISION A LA UNIVERSIDAD

CURSO 2017-2018

MATEMATICAS II

Instrucciones:  a) Duracién: 1 horay 30 minutos

b) Tienes que elegir entre realizar inicamente los cuatro ejercicios de la Opcién
A o realizar Unicamente los cuatro ejercicios de la Opcién B.

c) Se permitira el uso de calculadoras que no sean programables, ni graficas ni
con capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos
conducentes a la obtencion de resultados deben estar suficientemente
justificados.

d) En la puntuacién méaxima de cada ejercicio estan contemplados 0,25 puntos
para valorar la expresién correcta de los procesos y métodos utilizados.

Opcion A

Ejercicio 1.- [2.5 puntos] Considera la funcion f : R — R definida por

ax’+bx+c si x<0
f(X)=1e —e>*—2x
X — Senx

Determina a, b y ¢ sabiendo que f es continua, alcanza un maximo relativo en x = -1y la recta
tangente a la gréfica de f en el punto de abscisa x = -2 tiene pendiente 2.

si x>0

Ejercicio 2.- [2.5 puntos] Considera la funcion f definida por
f(x)=ax In(x)—bx para x>0 (Indenota la funcion logaritmo neperiano). Determina a y
b sabiendo que f tiene un extremo relativo en x = 1y que

Jz.f(x)dx=8In(2)—9.

Ejercicio 3.- Considera las siguientes matrices

0 0 1 a b c
A=|0 -1 0| v B=0 1 0.
1 0 0 -1 00
a) [0,75 puntos] Determina, si existen, los valores de a, b y ¢ para los que las matrices Ay B

conmutan.
b) [1 punto] Calcula A%, A3, AZ017 y A2018,
¢) [0,75 puntos] Calcula, si existe, la matriz inversa de A.

Ejercicio 4.- Considera las rectas
r:X+l_X_Z+1 . 2x—-3y=-5
2 1 3 Cly-2z=-1

a) [1 punto] Estudia y determina la posicion relativa de r y s.
b) [1,5 puntos] Calcula la distancia entre r y s.
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PRUEBA DE ACCESO Y ADMISION A LA UNIVERSIDAD
CURSO 2017-2018

MATEMATICAS II

Instrucciones: a) Duracién: 1 horay 30 minutos

b) Tienes que elegir entre realizar Gnicamente los cuatro ejercicios de la Opcidn
A o realizar Unicamente los cuatro ejercicios de la Opcién B.

c) Se permitira el uso de calculadoras que no sean programables, ni gréficas ni
con capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos
conducentes a la obtencion de resultados deben estar suficientemente justificados.

d) En la puntuacion maxima de cada ejercicio estan contemplados 0,25 puntos
para valorar la expresién correcta de los procesos y métodos utilizados.

Opciéon B

Ejercicio 1.- Considera la funcion f definida por f(x)=aln(x)+bx*+x para x>0,

donde In denota logaritmo neperiano.
a) [1,5 puntos] Halla a y b sabiendo que f tiene extremos relativosenx =1yenx = 2.
b) [1 punto] (Qué tipo de extremos tiene fenx=1yenx = 27?

Ejercicio 2.- Considera la funcién f:R——R definida por f(X)=¢>""
a) [0,75 puntos] Determina el punto de la grafica de f en el que la recta tangente es
y =-—2ex.
b) [0,5 puntos] Esboza el recinto limitado por la gréafica de f, la recta y = —2ex y el eje de

ordenadas.
¢) [1,25 puntos] Calcula el area del recinto descrito en el apartado anterior.

Ejercicio 3.- Considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales
X+y+mz=m’
y— z=m,
X+my+z=m

a) [1,5 puntos] Discute el sistema segun los valores del pardmetro m.
b) [1 punto] Resuélvelo para m = 1. Para dicho valor de m, calcula, si es posible, una
solucién en la que z = 2.

Ejercicio 4.- Considera las rectas
x-1 y+1 X+nz=-2
2 m y—z=-3
a) [1,5 puntos] Halla los valores de m y n para que ry s se cortan perpendicularmente.
b) [1 punto] Param = 3y n =1, calcula la ecuacion general del plano que contienearyas.

r

z y s=
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SOLUCIONES

Opcion A

Ejercicio 1.- [2.5 puntos] Considera la funcion f:r—>®r definida por

ax’>+bx+c si x<0
f(X)=1e _e™>_2x
X — Senx

Determina a, b y ¢ sabiendo que f es continua, alcanza un méaximo relativo en x = -1y la recta
tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = -2 tiene pendiente 2.

si x>0

La funcién debe ser continua en x = 0 y para ello deben coincidir los limites laterales.
Limite por la izquierda (x <0)
lim f(x) = limax® +bx+c=c

x—0" x—0"

Limite por la derecha (x >0)
lim £ (x) = lim =—% —2x_1-1-0 _0_ Indeterminacion(LHdpital) =
x->0° x>0" X —Senx O—sen0 O

_jim&te =2 _1+1=2 0 Indeterminacion(LHbpital) =
x>0" 1-cosx 1-cosO O

. —e 1-1 . A . ef+e™ 1+1
= lim €= . =9: Indeterminacion(LHoépital) = lim € e .
x-0"0+senx 0 O x>0 COS X 1

Como lim f (x) = lim f(x) =[c=2]
x—0" x—0"

2

Si tiene un maximo relativo en x = -1 la derivada debe de anularse en ese punto.

f(x)=ax’*+bx+c si x<0= f (x)=2ax+b

f'(-)=0=2a(-1)+b=0=-2a+b=0=[b=2a]

Si la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = -2 tiene pendiente 2 significa
que la derivadaenx =-2vale2 > f (-2)=2.

f(x)=ax’+bx+c si x<0= f’(x)=2ax+h=

f'(-2)=2a(-2)+b=-4a+b
:{f,ﬁ S )

Juntamos las dos ecuaciones y hallamos los valores de a y b.

b=2a
b=4a+2

}:>2a:4a+2:>—2a:2:> a:%:—lj b:2-(—1):—2

Los valores obtenidos sona=-1,b=-2yc=2.
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Ejercicio 2.- [2.5 puntos] Considera la funcion f definida por
f(x)= axln(x)—bx para X>0 (Indenota la funcién logaritmo neperiano). Determina a y

b sabiendo que f tiene un extremo relativo en x = 1y que
2

[ f()dx=8In(2)-9.

1

Si la funcidn tiene un extremo relativo en x = 1 significa que su derivada se anula en dicho
valor 2> f (1) =0.

f(x)=axIn(x)—bx= f '(x):aln(x)+ax-%—b:aln(x)+a—b

f'@=aln(l)+a-b=a-b
fM)=0

}:a—b:O:

Calculamos la integral indefinida de f () =axIn(x)—ax.

If(x)dx:jaxlnx—axdx:jaxln xdx—jaxdx:jaxln xdx—ax—;:...

Integracion por partes

2 Z
Iaxlnxdx:ajxlnxdx: u:lnx—>du:1dx :a(%-lnx—J'X?-%dx]:
X
XZ
dv=xdx—>v:_[xdx=—
2

x? 1 x? 1 x? x? x?
=a —Inx——J' xdx |[=a| —Inx—=-— |=a] —Inx——
2 2 2 2 2 2 4

x? x? x? x? X2 X
..=a| —Inx—-—|-a—=a—Inx-a—-a—
2 4 2 2 4 2

Aplicamos este resultado a la integral definida.

2 2 2 272 2 2 2 2 2 2
If(x)dx= aXinx-aX—aX | = a2—In2—a2——a2— - al—lnl—al——al— =
1 2 4 2 |, 2 4 2 2 4 2

—2aln2-a-2a—|0-2_2 =2a|n2—4—a—%+§+§:2aln2—9—a:w
4 2 4 4 4 4

8aln2-9a
:>—

2
jf(x)dx=8|n(2)—9 =8In2-9=8aln2-9a=32In2-36=
1

~36  4(8In2-9
— a(8In2-9)=32In2-36= a= 22736 _ ( )_4
8in2—9  8In2-9

Los valores buscados sona=b = 4.
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Ejercicio 3.- Considera las siguientes matrices

0 0 1 a b c
A=l0 -1 0| v B=]0 1 0].
1 0 O -1 00

a) [0,75 puntos] Determina, si existen, los valores de a, b y ¢ para los que las matrices Ay B
conmutan.

b) [1 punto] Calcula A2, A3, A20L7 y A2018,

¢) [0,75 puntos] Calcula, si existe, la matriz inversa de A.

a) Debe cumplirseque A-B=B - A

0 0 1)a b c a b c)y0 0 1
AB=BA=|0 -1 0|/ 0 1 0|=|{0 1 0l|0 -1 0|=
1 0 0o/l-1 00/ (-100/J1 0 0
-1=c
1 0 0) (c b a =0 moo
Slo 21 0l=lo 1 0]=272Llpo
a b oc)loo 1) 27 c=-1
b=0
c=-1

Los valores buscados sona=0,b=0yc=-1.
b) Calculamos varias potencias de la matriz A en busca de una regularidad.

0 0 1y0 0 1

A’=/0 -1 0[]0 -1 0
1 0 0)\1 0 O
1 0 00 0 1 0 0 1
A=AA=|0 1 0 [0 -1 0}—{ -1 0=
0 0 1)1 0 O 1 0 O

A" = A°A=AA= A’ = Id,
Si el exponente “N” es par la potencia A" = lds = 2017 es impar y sera A2 = A,

Si el exponente “n” es impar la potencia A" = A = 2018 es par y serd A8 = |d;

c) Si miramos el resultado del apartado b) podemos decir que su inversa es la misma matriz A,
pues A-A = A2=Ids.

OTRA FORMA DE RESOLVERLO
La matriz inversa de A existe si su determinante es no nulo.
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0 0 1
|Al=|0 -1 0/=0+0+0—(-1+0+0)=1%0
1 0 O

Existe la inversa y la calculamos.

0 0 1 +—1O 00+0—1
Adjl0 -1 0 0 0 10 1 0 0 0 1
L Adj(AT) 1 0 0 01 o1 Joo
A 1 00 10 10
1 00
0 1 [0 1 0o 0
+ - +
-1.0 0 0 |0 -1
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Ejercicio 4.- Considera las rectas
_x+1l_y 7+l . 2x-3y=-5
2 1 3 Cly-2z=-1

a) [1 punto] Estudia y determina la posicion relativa de r y s.
b) [1,5 puntos] Calcula la distancia entre r y s.

a) Obtengamos un vector director y un punto de cada recta.
x+1 y z+1

0 =(213)
=—===—=
2 1 3 P(-10-1)

-5 3
M L PN
{2x—3y:—5 {2x:3y—5 T2 Q,(-2.5,0,0.5)
= = = =>iy=y =
y—2z=-1 2z=y+1 Y+l 11 v, =(1.5,1,0.5)
2 I=—+—-Y
2 2

Para ser paralelas o coincidentes los vectores directores deben tener coordenadas

proporcionales.
u, =(2,13
- (223) = 2. 1.3, iNO ES CIERTO!
v, =(1.5,1,0.5) “L571 05
Por lo que no son paralelas ni coincidentes. Son secantes o se cruzan.
Calculamos el producto mixto de los dos vectores directores y del vector que une un punto
de una recta con un punto de la otra. Si es nulo son secantes y en caso contrario se cruzan.

u =(2,13)
v, =(151,05) =
PQ, =(-25,0,0.5)~(~1,0,-1)=(~15,0,1.5)

2 1 3
=[Vv,.V,RP|=[15 1 05/=3-075+0+45-225-0=45%0
~15 0 15

Al ser no nulo el producto mixto las rectas r y s se cruzan.

b) La distancia se obtiene con la division entre el volumen del paralelepipedo definido por los
tres vectores anteriores [Er\z P QS] y el area del paralelogramo definido por los vectores

directores y que es la base del paralelepipedo.
El volumen del paralelepipedo es el valor absoluto del producto mixto obtenido en el

apartado anterior: Volumen = ‘[I\Z?Qs} = |4.5| =4.5U°,

El area del paralelogramo es el médulo del producto vectorial de los vectores directores.
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— i j Kk

ur :(2,1,3) _— — ! J R . . .
_ =uxv,={2 1 3[=05i+45j+2k-15k—-j-3i=
v, =(1.5,1,0.5) 15 1 05

= U, xV, =-2.5 +3.5j +0.5k = (-2.5,3.5,0.5)

Area =|u, xV,

=|(-2.5,35,0.5)| = \/(—2-5)2 +35°+05° = # u

Por lo que aplicando la formula tenemos que:

:Volumen_‘[ar"z'@}_ 45 | 9

Distancia(r,s)

=1,039u

Area ‘u_r'x\Z‘ 5J3/2 |53
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Opcion B

Ejercicio 1.- Considera la funcion f definida por f(x)=aln(x)+bx*+x para x>0,

donde In denota logaritmo neperiano.
a) [1,5 puntos] Halla a y b sabiendo que f tiene extremos relativosenx =1yenx = 2.
b) [1 punto] ¢Qué tipo de extremos tiene fenx =1yenx =27?

a) Si la funcion presenta un extremo relativo en x = 1 entonces la derivada se anula en x = 1.

f(x)=aln(x)+bx*+x = f '(x):a1+2bx+l
X

f '(1)=0:>a%+2b-1+1=0:>a+2b+1=0:>a=—1—2b

Si la funcidn presenta un extremo relativo en x = 2 entonces la derivada se anula en x = 2,
f ’(2):0:>a%+2b-2+1=0:>%+4b+1=0:>a+8b+2=0:>a=—2—8b

Resolvemos el sistema formado por las dos ecuaciones.

a=-2-8b
=-2-8h=-1-2b=-2+1=-2b+8b=-1=6b= b:—1
a=-1-2b 6
a:—1—2(—1j:—1+3: 6+2 A 2 |_22
6 6 6 6 3 3
-2 -1
Los valores buscados son a = 3 Yb= 5
b) La funcion queda f (x) =—§In(x)—%x2 +x ysuderivadaes f “(x) =—3£—§+1.
X
Veamos como evoluciona la funcién antes de x = 1, entre x =1y x = 2 y después de x = 2.
. 2 0,5
o En (0,1) tomamos x = 0,5y la derivadaes f '(0,5) =—m—?+1: -0,5<0,
por lo que la funcion decrece en el intervalo (0,1) :
. 2 15 1
o En (12) tomamos x = 1,5 la derivadaes f '(1,5)=———-="-+1=—>0, por lo
3:15 3 18
que la funcién crece en el intervalo (1,2).
o En (2,+) tomamos x = 3y la derivada es f “(3) = —g—gﬂ: —% <0, por lo que la

funcién decrece en el intervalo (2,+).

Resumimos esta informacion en el siguiente gréafico.
I\ I/ \ t
0 1 2

La funcién presenta un minimo relativo en x = 1 y un maximo relativo en x = 2.
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Ejercicio 2.- Considera la funcion f :R——R definida por f(X)=¢>""
a) [0,75 puntos] Determina el punto de la grafica de f en el que la recta tangente es y = —2ex .
b) [0,5 puntos] Esboza el recinto limitado por la grafica de f, la recta y=—2ex y el eje de

ordenadas.
c) [1,25 puntos] Calcula el &rea del recinto descrito en el apartado anterior.

a) La recta tangente se obtiene a partir del valor de la funcion y su derivada en un punto x = a,
tiene por ecuacion: Y- f(a)=f (a)(x-a).

f(x)=e®=f'(x)=—-22
La recta tangente a la gréfica tiene ecuacion
y—e =2 (x-a)=>y=-2¢""x+2ae " +e* = y=-2¢"x+(2a+1)e ™

Comparando esta ecuacion con la que nos debe salir y = —2ex tenemos que:

_2e? = _2¢ } _ e _g } 2a=1

) = = -Za=1=la=——
(2a+1)e™ =0 2a+1=0 2a+1=0

2| =
El punto de la graficaes x = —% y sustituyendo en la funcion f (—%j =e ( 2] =e.

1
El punto de la grafica buscado tiene coordenadas (—E,ej

b) El punto de corte de la funcidn y la recta tangente es el punto de tangencia x = _%.

Hacemos una tabla de valores y dibujamos las graficas. El recinto es la zona marcada de
verde.

X |y=e®
-0.5 e
.
1 e’
X | y=-2ex
-0.5 e :
0 0
1 —2e
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c) El éarea del recinto es la integral definida entre —0,5y 0 de la diferencia entre la funcion
f(x)=e y sutangente y = —2ex.

0 0 o2x 0
j f (x)—(—2ex)dx = I e2X+2exdx={ +ex2} =
0,5

-0,5 -0,5
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Ejercicio 3.- Considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales
X+y+mz=m’
y— z=m,
X+my+z=m

a) [1,5 puntos] Discute el sistema segun los valores del parametro m.
b) [1 punto] Resuélvelo para m = 1. Para dicho valor de m, calcula, si es posible, una solucién
enlaquez=2.

a) Consideramos la matriz de coeficientes asociada al sistema:

1 1 m 1 1 m
A=|0 1 -1|condeterminante |A|=[0 1 -1=1-1+0-(m+0-m)=0
1 m 1 1 m 1

El rango de A es menor de 3.
Consideramos el menor de orden 2 que resulta de quitar la fila y columna 32 con

1
determinante ! =1-0=1«%0

El rango de A es 2, independientemente del valor de “m”.

1 1 m m
Consideremos la matriz ampliada asociada al sistema A/B=|{0 1 -1 m

1 m 1 m
Tomamos el menor de orden 3 que resulta de quitar la columna 32 con determinante
1 1 m
0 1 m|=m+m+0—(m*+0+m’)=2m-—2m’
1 m m

m=0
Lo igualamos a cero > 2m—2m*=0=2m(1-m)=0=16
1-m=0->m=1
Consideramos los 3 casos siguientes:

CASO 1 m=0ym=1.

En este caso el determinante del menor de orden 3 de A/B es no nulo y el rango de A/B
es 3, como el rango de A es 2 tenemos que los rangos son distintos y por tanto el sistema
es INCOMPATIBLE (sin solucion).

CASO 2. m=0
X+y=0
El sistema queda { Y —Z =0. Queda un sistema muy sencillo que intentamos resolver.
X+2=0
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cry=0 -

y-z=0= y—z:0:>{y z_ 0:>y—z:0:>
—V+7Z=

X+z=0 Xx+z2=0 Y

El sistema es COMPATIBLE INDETERMINADO (infinitas soluciones).
Siendo las soluciones: x=-A;y=4;z=41

CASO 3. m=1
X+y+z=1
Elsistemaqueda {y—-z=1 . Lo resolvemos.

X+y+z=1
X+y+z=1 { } X+y+z=1
y—z=1 = {18y 3*ecuacion son iguales} =

=1+z

X+y+z=1

= x+(1+2)+2=1= x+22=0=[x=—27]

El sistema es COMPATIBLE INDETERMINADO (infinitas soluciones).
Siendo las soluciones: x=-24;y=1+4;z=A4

Resumiendo: Si m=0y m =1 el sistema es compatible determinado, si m=0 o m=1 el
sistema es compatible indeterminado.

b) Para m =1 las soluciones se han obtenido previamentey son x =—24; y=1+1;z=A1.

X=-22=-4
Si queremos obtener una solucién con z = 2 tomamos A =2=7y=1+2=3
z2=2
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Ejercicio 4.- Considera las rectas

x-1 y+1 X+nz=-2

fr=—=——=7 y S = .
2 m y—-z=-3

a) [1,5 puntos] Halla los valores de m y n para que r y s se cortan perpendicularmente.

b) [1 punto] Param =3y n =1, calcula la ecuacion general del plano que contienearyas.

a) Obtengamos un punto y el vector director de cada una de las rectas.

u =(2,m1
y+1 j{ur (2:m.1)

x-1
r=—=—-=7
2 m Pr(l,—l,O)

X=—-2-nz —
{x+nz:—2 {x:—Z—nz {vs =(-n11)
S= — — Q

y=-3+z =
y—z=-3 y=-3+12 L (_2,_3,0)

—

Para que se corten el producto mixto de los vectores U, ; Vv, Y P.Q, debe ser nulo.

PQ, =(-2,-3,0)~(1-10)=(-3,-2,0)

o =(2m1) =[P v ]=0=
v =(-n11)

3 =20

2 m 1=0=-3m+2n+4+3=0=|-3m+2n+7=0|
-n 1 1

Y para que se corten perpendicularmente deben ser ortogonales los vectores directores, es
decir, su producto escalar debe ser nulo.

i -(2m)
- (-n1)

}:Q-\Z:O:(Z,m,l)(n,l,l):0:>|2n+m+1:0|

Juntamos las dos ecuaciones y resolvemos el sistema.

-3m+2n+7=0 -3m+2n+7=0
= =-3(2n-1)+2n+7=0=

-2n+m+1=0 m=2n-1

= -6n+3+2n+7=0=-4n+10=0=|n=—=2,5 :|m:2-2,5—1:4

Los valores buscados sonm =4yn = 2,5.

b) Param = 3 y n =1 las rectas se cortan pues cumplen la condicién obtenida
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m=3
n=1 =¢—3:3+2:1+7=0? {SE CUMPLE!
-3M+2n+7=0

El vector normal del plano m que contiene a las dos rectas es el producto vectorial de los
vectores directores de las rectas.

- (231

v, =(-111)

i ] k
}:ufxvj— 2 3 1/=3i-j+2k+3k-2j-i=2i-3j+5k=(2,-3,5)
111

El plano Tt contiene al punto Py (1, —1,0) y tiene como vector normal n = (2,-3,5) por lo
que su ecuacion se obtiene de la siguiente forma:

=(2,-3,5) } 7:2x-3y+52+D=0

n = =2-3(-1)+0+D=0=>D=-5
P(L-10)ex| P (L-10)ex

m:2X=3y+52-5=0
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PevAU 2018 Ordinaria Matematicas II
PRUEBA DE ACCESO Y ADMISION A LA UNIVERSIDAD

CURSO 2017-2018

MATEMATICAS II

Instrucciones: @) Duracién: 1 horay 30 minutos

b) Tienes que elegir entre realizar Unicamente los cuatro ejercicios de la
Opcidn A o realizar unicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.

c) Se permitira el uso de calculadoras que no sean programables, ni gréficas ni
con capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos
conducentes a la obtencion de resultados deben estar suficientemente

justificados.

d) En la puntuacion maxima de cada ejercicio estan contemplados 0,25 puntos
para valorar la expresién correcta de los procesos y métodos utilizados.

Opcion A

Ejercicio 1.- [2.5 puntos] Halla los coeficientes a, b y ¢ sabiendo que la funcion f : R — >R
definida por f (Xx)=Xx’+ax’+bx-+c tiene en x = 1 un punto de derivada nula que no es
extremo relativo y que la grafica de f pasa por el punto (1,1).

Ejercicio 2.- Considera las funciones f y g:®—»® dadas por f(X)=6x-X"y

g(x)= ‘xz —2x‘.
a) [1'25 puntos] Esboza el recinto limitado por las graficas de f y g y calcula los puntos de

corte de dichas gréaficas.
b) [1°25 puntos] Calcula el area del recinto limitado por las graficas de f y g.

X+2y+(m+3)z=3
Ejercicio 3.- Considera el siguiente sistema de ecuaciones { x+ y + z=3m
2x+4y+3(m+1)z=8

a) [1°75 puntos] Discultelo segun los valores del pardmetro m.
b) [0°75 puntos] Resuelve el sistema para m = -2.

Ejercicio 4.- Considera los puntos P(1,0,-1), Q(2,1,1) y la recta r dada por x—5=y = ZLZZ

a) [1°25 puntos] Determina el punto simétrico de P respecto ar.
b) [1°25 puntos] Calcula el punto de r que equidista de P y Q.
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PRUEBA DE ACCESO Y ADMISION A LA UNIVERSIDAD
CURSO 2017-2018

MATEMATICAS II

Instrucciones: a) Duracion: 1 horay 30 minutos

b) Tienes que elegir entre realizar Gnicamente los cuatro ejercicios de la Opcion
A o realizar Unicamente los cuatro ejercicios de la Opcién B.

c) Se permitira el uso de calculadoras que no sean programables, ni gréficas ni
con capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos
conducentes a la obtencion de resultados deben estar suficientemente
justificados.

d) En la puntuacion maxima de cada ejercicio estan contemplados 0,25 puntos
para valorar la expresién correcta de los procesos y métodos utilizados.

Opciéon B

Ejercicio 1.- [2°5 puntos] Determina k = 0sabiendo que la funcién f:R——R definida por

3-kx* si x<1
f(x)=14 2 _ es derivable

— si x>1
kx

— . . . x°
Ejercicio 2.- Considera las funciones fyg:R—>R definidas por g(x):—z y

f(x)=3-x
a) [1 punto] Calcula la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa
x =1y comprueba que también es tangente a la grafica de g. Determina el punto de
tangencia con la grafica de g.
b) [0°75 puntos] Esboza el recinto limitado por la rectay =4—2x y las gréficas de f y g.
Calcula todos los puntos de corte entre las graficas (y la recta).
c) [0°75 punto] Calcula el area del recinto descrito en el apartado anterior.

Ejercicio 3.-

a) [1,5 puntos] Justifica que es posible hacer un pago de 34,50 euros cumpliendo las
siguientes restricciones:
= utilizando Unicamente monedas de 50 centimos de euro, de 1 euro y de 2 euros;
= se tienen que utilizar exactamente un total de 30 monedas;
= tiene que haber igual nimero de monedas de 1 euro como de 50 céntimos y 2 euros
juntas.

¢De cuantas maneras y con cuantas monedas de cada tipo se puede hacer el pago?

b) [1 punto] Si se redondea la cantidad a pagar a 35 euros, justifica si es posible o no seguir

haciendo el pago bajo las mismas condiciones que en el apartado anterior.

Ejercicio 4.- Considera el punto P(2,-1, 3) y el plano Tt de ecuacién 3x+2y+z=5.

a) [1,75 puntos] Calcula el punto simétrico de P respecto de .
b) [0,75 puntos] Calcula la distancia de P a .
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SOLUCIONES

Opcion A

Ejercicio 1.- [2.5 puntos] Halla los coeficientes a, b y ¢ sabiendo que la funcion f : R— >R

definida por f (x)=X’+ax’+bx-+c tiene en x = 1 un punto de derivada nula que no es
extremo relativo y que la gréfica de f pasa por el punto (1,1).

Calculamos la derivada de la funcién.
f(x)=x*+ax’ +bx+c= f (x)=3x"+2ax+b
Sabemos que la derivada se anula en x = 1.
f(1)=0=3-22+2a-1+b=0=[2a+b=-3|
Como x = 1 no es extremo relativo la derivada segunda se anula en x = 1.

f(x)=3x*+2ax+b= f “(x)=6x+2a

X =1no es extremo = f ”(1)=O:>6-1+2a:0:>2a=—6:>

La grafica pasa por el punto (1, 1).

f(l)=l:1=13+a-12+b-1+c: a+b+c=0

Juntamos las tres ecuaciones y resolvemos el sistema.

2a+b=-3

2(-3)+b=-3 —6+b=-3 =
= ( ) = = b=3 :>3+C:3:>
Atbic=0 —-3+b+c=0 b+c=3 b+c=3

Los valores buscados sona=-3,b=3yc=0.
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Ejercicio 2.- Considera las funciones f y g: R —»® dadas por f(X)=6x-X"y

g(x)=‘x2 —2x‘.

a) [1'25 puntos] Esboza el recinto limitado por las gréficas de f y g y calcula los puntos de

corte de dichas gréficas.

b) [1°25 puntos] Calcula el area del recinto limitado por las gréaficas de f y g.

a) La funcion f (x)=6x—x" es una parabola y la funcion g(x)=|x*—2x| es una funcion

valor absoluto que expresamos como funcion a trozos:

X*—2x=0=X(x-2)=0=>16

Igualamos las funciones en busca de los puntos de corte.

x=0

X=2

f(x)= g(x):>‘x2—2x‘:6x—x2 =

Secortanenx=0yenx =4,

X2 —2X si x<0

= g(x) =[x -2x/={—(x-2x) si 0<x<2

X2 -2Xx si 2<x

x=0

X2 —2X=6X—X° :>2x2—8x:0:>2x(x—4):0:> )

x—4=0:>

—(x2—2x):6x—x2:>—x2+2x:6x—x2:>0:4x:>

Hacemos una tabla de valores para cada una de las funciones entre 0y 4.

y = f(X)=6x—x
0
6-1=5
12-4=8
18-9=9
24-16=8

A W N P O X

y:g(x):‘x2—2x‘
0[=0
1-2]=1
[4-4|=0
9-6=3
16-8/=8

A W N P O X

104

.;__
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b) Calculamos el valor del &rea del recinto de color rosa (A), limitada por las funciones
f(x)=6x-X"y g(x)=[x* -2x|=2x—x* si 0 < x < 2.

2 2 2
Area recinto rosa = J‘6x—x2 —(2x—x2)dx :‘f6x—x2 —2X+ X’dx = _[4xdx =
0 0 0

=[2x*] =22° ~20* =812
0
Calculamos el valor del area del recinto de color azul (B), limitada por las funciones

f(x)=6x-x"y g(x)=‘x2—2x‘=x2—2x Six>2.

4 4 4
Avrea recinto azul = I6x— G —(x2 —2x)dx - J'6x—x2 —x2 4 2xdx = J—sz +8xdx =
2 2 2

3 4 3 3
X | 2| 2% et || 2% a0 |- 128 6 18 16-32 10 6602
3 3 3 3 3 3

2

El area total es la suma del area de ambas regiones: Area total = 8 + 10,66 = 18,66 u?
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X+2y+(m+3)z=3
Ejercicio 3.- Considera el siguiente sistema de ecuaciones { x+ y + z=3m
2x+4y+3(m+1)z=8

a) [1°75 puntos] Discutelo segun los valores del pardmetro m.
b) [0°75 puntos] Resuelve el sistema para m = —2.

1 2 m+3
a) Consideramos la matriz de coeficientes asociada al sistema A=|1 1 1 con
2 4 3(m+1)
1 2 m+3
determinante [A|=|1 1 1 |=3m+3+4+4m+12—(2m+6+6m+6+4)=-m+3
2 4 3(m+1)

Lo igualamos a cero > -m+3=0=>m=3
Analizamos el sistema en los dos casos siguientes.

CASO 1. m=#3
Para m = 3el determinante de A es no nulo y su rango es 3, por lo que el rango de la
matriz ampliada también es 3 e igual que el nUmero de incognitas.
El sistema es COMPATIBLE DETERMINADO (una Unica solucion).

CASO 2. m=3
En este caso el sistema queda:
X+2y+6z=3 o ., X+2y+6z2=3
Simplificamos la ecuacién 32
X+ y+z=9 L ={ X+ y+z=9
dividiendola entre 2
2X+4y+1272=8 X+2y+6z=4

Como observamos la ecuacion 12 y la 32 tienen el primer miembro de la igualdad
idénticos y el segundo distinto, esto plantea un sistema de ecuaciones imposible y por
tanto el sistema es INCOMPATIBLE (no tiene solucion).

b) Para m = -2 estamos en el caso 1y el sistema es compatible determinado, podemos
resolverlo utilizando el método de Cramer.

X+2y+2=3
Param = -2 el sistema queda: { X+ y+z=-6
2X+4y-32=8
3 2 1
-6 1 1
‘= 8 4 -3 _—9+16-24-8-36-12 73
1 2 1 -3+4+4-2+6-4 5
11
2 4 -3
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1 3 1
1 -6 1
y_z 8 —3_18+6+g+12+9—,§_§_9
121 5 5
11 1
2 4 -3
12 3
11 -6
,_12 4 8| 8-24+12-6-16+24 -2
121 5 5
111
2 4 -3
—73 —2

La solucion del sistema es X=—=; y=9; z=—1
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Ejercicio 4.- Considera los puntos P(1,0,-1), Q(2,1,1) y la recta r dada por x—5=y = 242

a) [1°25 puntos] Determina el punto simétrico de P respecto ar.
b) [1°25 puntos] Calcula el punto de r que equidista de P y Q.

a) Para calcular las coordenadas del punto P~ simétrico de P respecto de la recta r
procederemos como indica el dibujo:

HMMmmﬂaammbnddpbmnummmﬁka%ﬂamaarmmp%amneummoF%LQ—D

v, =(1,1,-2
rzx—5=y=i2:> v =(12-2)
-2 P.(5,0,-2)

T=X+y-22+D=0

n:V”:aJ"Q):>P(L0;4)en

}:>1+0+2+D=0:>D=—3

T=X+Yy-22-3=0

Hallamos el punto M de corte entre la recta y el plano.

— X=5+t
‘e v, =(11,-2) N
P (5,0,-2) = o ot = (5+t)+t-2(-2-2t)-3=0=

T=X+y-2z-3=0 T=X+y-27-3=0

x=5-1=4
=5+t+t+4+4t-3=0=6t+6=0=>t=-1={y=-1 = M (4,-1,0)
1=-2+2=0

Si P’ tiene coordenadas (a, b, ¢) como el punto M es el punto medio del segmento PP’
tenemos que se cumple:
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P’(a,b,c)
P(LO,-1) \=(4,-10)= (a'b'c);(l’o"l) — (8-2,0)=(ab,c)+(1,0,-1)=
M (4,-1,0)

= (a,b,c)=(8,-2,0)-(1,0,-1)=(7,-21)
El punto simétrico de P(1,0,—1) respecto de la recta r tiene coordenadas P"(7, -2, 1).

X=5+t
b) Unpunto Adelarecta r={y=t tiene coordenadas A(5+t,t,—2-2t).
1=-2-2t

Hallamos las coordenadas de los vectores AP y AQ.

P(1,0,-1) o
{AP =(1,0,-1)=(5+t,t,-2—-2t) = (-4-t,-t,1+2t)

Q(2,1) T

A(5+t,t,—2-2t) AQ=(2,11)-(5+t,t,—2-2t)=(-3-t,1-t,3+2t)

Para que el punto A sea equidistante de los puntos P y Q deben tener el mismo modulo los
vectores AP y AQ.

AP|=\[(-4-1)" + ()} + (14 21)

AQ|=(-3-t) +(1-t) +(3+2t) 1 =

7| 50

= (4t + (1) + (L4 2t = (-3-t) +(1-t) +(3+2t) =
= (—4—t)2 +(—t)2 +(1+ 2t)2 = (—3—t)2 +(1—t)2 +(3+ 2t)2 =

:16+1/+8t+1/+1+}|(2/+4t:9+1/+6t+1+1/—2t+9+}|({+12t:

=12t+17=16t+19= 4t =2t =—=—

1 -1 -1 9 -1
El punto A buscado tiene coordenadas A| 5—=,—,-2-2— |= A| =,—,—
2 2 2 2 2
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Opcion B

Ejercicio 1.- [2’5 puntos] Determina k = Osabiendo que la funcién f:R——R definida por

3-kx* si x<1
f(x)=1 2 es derivable

— si x>1
kx

Para ser derivable debe ser continua y para ello debe serlo en x = 1. Los limites laterales en
x =1 deben ser iguales.

lim f (x) = lim3—kx* =3k
Xx—1" X—1"
. .2 2 2 2 2
lim f(x)=lim—=— =>—=3-k=2=3k-k"=k"-3k+2=0=
x—1* x—1" KX k k
lim f(x)=lim f(x)
x—1" x—1"
3+1

L3 42 _3s i | 2

2(1) 2 37—1: -k

Calculamos la derivada de la funcién en R—{l}

3-kx* si x<1 —2kx si x<1
f(x)=1 2 ) =f'X)=¢ 2 .

— st x>1 -—— si x>1

kx kx

Para que sea derivable en x = 1 deben coincidir las derivadas laterales.

f7(1)=lim f"(x) = lim—2kx = -2k

x—1" x—1"
A+ 1 N g 22 2 e L —
f (1 )_1'_[[” (X)—!'_[I]R——E :>—E——2k:>2—2k —1=k’=|k=11=+1

f(r)=11(r)

Para que se cumplan las dos condiciones y la funcion sea derivable el valor de k debe ser 1.
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o . . N X’
Ejercicio 2.- Considera las funciones fyg:R—ﬂRﬁ definidas por g(x):—Z y

f(x)=3-x*

a) [1 punto] Calcula la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa
x =1y comprueba que también es tangente a la grafica de g. Determina el punto de
tangencia con la gréfica de g.

b) [0°75 puntos] Esboza el recinto limitado por la rectay=4—2x Yy las gréficas de fy g.
Calcula todos los puntos de corte entre las gréficas (y la recta).

c) [0°75 punto] Calcula el &rea del recinto descrito en el apartado anterior.

a) La ecuacién de la recta tangente afenx = Les y— f (1) = f (1)(x-1)

f(x)=3-x"= f(x) =—2x

f(1)=3-1=2
(1)=3 }:>y—2:—2(x—1):>y—2:—2x+2:m

f@)=-2

Para que sea tangente a la funcion g debemos buscar el punto de la gréafica de g que tiene
derivada igual a —2.

=X sg=-2-X
900 = 4 g = 4 2t>-—"=2=-x=-4=>x=4
g (x)=-2

Calculamos la recta tangente a la grafica de g en x = 4 y comprobamos si es igual a la recta
tangente obtenida anteriormente.

La ecuaci6n de la recta tangente ag en x = 4 es y—g(4) =g (4)(x-4)

0°(0=-3=0"#)=-2

42
4=-2__4
9(4)=-7

= y—(-4)=-2(x—4)= y+4=-2x+8=[y =—2x+4]

Como se comprueba las rectas tangentes a f en x =1 y a g en x = 4 son iguales.

b) Hallamos los puntos de corte de la recta con cada una de las funciones.

f(x)=3-x°

= - 2X+4=3-x*=x*-2x+1=0=>
y=-2X+4

La funcidn f(x) solo corta a la recta tangente en x = 1
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X
Q(X)——Z
y=-2x+4

~(-8)

= X=

2

2

J(-8)° ~4(1)(16) _8:\0 _,
2(1)

La funcién g(x) solo corta a la recta tangente en x = 4

:>—2x+4:—XZ:>—8x+16:—x2 = x*-8x+16=0=

f(x)=g(x) =>3-x’ =—)‘Z:>12—4x2 = X3 =12 X =4 X =42

Las funciones f(x) y g(x) solo coincidenenx =-2yenx =2

Dibujamos la gréfica de las funciones y la recta tangente realizando previamente una tabla

de valores entre -2 y 4.

2

Ay
° \J
3

=3~

i

2x+ 4

X
X | 9(x)= 7
-2 -1

-1 -0,25

0 0

1 -0,25

2 -1

4 -4

X | f(x)=3-x°
-2 -1

-1 2

0 3

1 2

2 -1

4 -13
X|y=-2x+4
0 4

1 2
2 0
3 -2
4 -4

(4, 4)

c) Observando el dibujo del recinto este es pequefio y nos debe salir un area aproximada a 1

unidad cuadrada.
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Lo dividimos en dos partes, calculamos el area de cada parte y las sumamos para obtener el

area total.
El &rea del recinto azul es una integral definida entre 1 y 2 de la funcién y = —2x+4 menos

f(X)=3-%.

Area azul :.2[—2x+4—(3—x2)dx:i—2x+4—3+ xzdx=J.x2 —2X+1dx =
1 1

1

3 2 3 3
R SRNCINS S AP S I TR . S TP S S LA S S
3 3 3 3 3 3 73

1

El &rea del recinto rosa es una integral definida entre 2 y 4 de la funcién y = —2x+4 menos
2
X

g(x)=——
4
4 2 4 2 4 2 3 4
Arearosa:j—2x+4— X dx:j—2x+4+x—dx:jx——2x+4dx: X _xtiax| =
S 4 2 4 5 4 12

2

3 3
N piaa|-|Z 20| -8 qpi16-8 14 -0 4 8 _ 2
12 12 12 12 12 12 3

El area total es l+3=1u2.
3 3
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Ejercicio 3.-

a) [1,5 puntos] Justifica que es posible hacer un pago de 34,50 euros cumpliendo las siguientes
restricciones:

= utilizando Unicamente monedas de 50 céntimos de euro, de 1 euro y de 2 euros;

= se tienen que utilizar exactamente un total de 30 monedas;

= tiene que haber igual nimero de monedas de 1 euro como de 50 céntimos y 2 euros juntas.
¢De cuantas maneras y con cuantas monedas de cada tipo se puede hacer el pago?

b) [1 punto] Si se redondea la cantidad a pagar a 35 euros, justifica si es posible o no seguir
haciendo el pago bajo las mismas condiciones que en el apartado anterior.

a) Llamemos x = nimero de monedas de 50 cts, y = n° de monedas de 1 euro, z = n® monedas
de 2 euros.
Obtenemos las ecuaciones correspondientes a las condiciones ofrecidas en el ejercicio.

“Se tienen que utilizar exactamente un total de 30 monedas” 2 x+y+z=30

“Tiene que haber igual nimero de monedas de 1 euro como de 50 céntimos y 2 euros
juntas” > y=x+z
“Hacer un pago de 34,50 euros” 2 0,5x+y+2z=34,5

Formamos un sistema con las tres ecuaciones y lo resolvemos.

X+y+2=30
0,5x+y+2z=34,5

X+y+2=230

= X+2y+47=69 =

Para no manejar decimales
= L .
multiplico por 2 la 22 ecuacion

y=X+1 —X+y—-z=0
Ecuacién 32 + Ecuacion 12
X 4y -z =0 X+y+z=30
=1 4y +z =30 = X+2y+4z=69; =
2y = 30— Nueva ecuacién 3? 2y=30
Ecuacion 22 — Ecuacién 12 20
X +2y +4z =69 X+y+z=
=1 _x Yy -z =-30 = y+3z=39;=
y  +3z =39 — Nueva ecuacin 2 y=15

x+15+z:30} x+z:15} X+z=15
= =

15+3z2=39 37=24

Solo hay una forma de conseguirlo, con 7 monedas de 50 cts, 15 de 1 euro y 8 de 2 euros.

}:x+8:15:>

b) Cambiamos la ecuacidn correspondiente y volvemos a resolver.
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X+y+z2=30 X+y+z2=30

0,5x+y+2z=35,=>

Para no manejar decimales
=>X+2y+4z=70;=

multiplico por 2 la 22 ecuacion

y=X+12 —-X+y-z=0
Ecuacién 32 + Ecuacion 12
X 4y -z =0 X+Yy+z=30
=1 5 by 4z =30 = X+2y+4z=70} =
2y 30— Nuevaecuacion 3¢ 2 =30
Ecuacion 22 — Ecuacion 12 20
X +2y +4z =70 X+y+z=
y 43z =40 — Nueva ecuacion 2 y=15

X+z=15
X+15+z2=30 X+z=15
= = 25| =
15+32=40 3z=25 z:?
:>x+§:15:>x:15—%:> x=%

No es posible, pues la solucion da un namero decimal de monedas de 50 cts y de 2 euros.
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Ejercicio 4.- Considera el punto P(2,-1, 3) y el plano t de ecuacion 3x+2y+z =5.

a) [1,75 puntos] Calcula el punto simétrico de P respecto de Tt.
b) [0,75 puntos] Calcula la distancia de P a .

a) Para obtener las coordenadas del punto P’ simétrico de P respecto de un plano © seguiremos
el procedimiento descrito en el dibujo.

g

Hallamos la recta r perpendicular al plano 3x + 2y +z =5 que pasa por P. Por ser
perpendicular el vector director de la recta es el vector normal del plano.

— = X=2+3t
v, =n=(321)
7=3X+2y+71=5=> =>r=y=-1+2t
P(2-13)ex
z=3+t

Hallamos el punto M de corte de recta y plano.

r=3X+2y+2=5

X=2+3t
=3(2+3t)+2(-1+2t)+3+t=5=>6+9t-2+4t+3+t=5=
r=y=-1+2t
z=3+t
X=2+3 1 =2—§=1—1
7 7 7
:>14t=—2:>t:_—2:—1:>y=—1+2(—1j:—1—3:—g :M[l—l,—g,@j
14 7 7 7 7 7 77
2:3—£:§
7 7

Llamamos a las coordenadas del punto P"(a,b,c). El punto M es el punto medio del
segmento PP” por lo que se cumple:
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w(2,-2.2)
7T 177

’ B 2

=M (1_1 _g,@j_ (2,-1,3)+(a,b,c) N
7 1 7

:»2[1—1,_9,@j:(z,-1,3)+(a,b,c):>(§,_@ 4—0j—(2,—1,3):(a,b,c):>

7017 7017
:(a,b,c):(g,—l—l,g)
777
‘s 8 1119
El punto P tiene coordenadas P

b) La distancia de P al plano & es el modulo del vector PM .

W:(]-_1]_91@]_(2!_113):(_gl_g’_lj
7T 177 7T 077

i)+ () - - T

La distancia es # =0,53u

OTRA FORMA DE RESOLVER EL APARTADO b)

7=3X+2y+2-5=0 . d(P.x) 3-2+2(-1)+3-5 2 214 14
,72' = = = =
P(2,-1, 3) JEi2+ 12 14 147
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PevAU 2017 Extraordinaria Matematicas I1

- UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA
U PRUEBA DE ACCESO Y ADMISION A LA UNIVERSIDAD  MATEMATICAS Il
Universidades Piblicas CURSO 2016-2017

de Andalucia

Instrucciones: @) Duracién: 1 horay 30 minutos

b) Tienes que elegir entre realizar Unicamente los cuatro ejercicios de la Opcién
A o realizar Unicamente los cuatro ejercicios de la Opcién B.

c) Se permitira el uso de calculadoras que no sean programables, ni graficas ni con
capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos
conducentes a la obtencion de resultados deben estar suficientemente justificados.

d) Enla puntuacién maxima de cada ejercicio estan contemplados 0,25 puntos para
valorar la expresion correcta de los procesos y métodos utilizados.

Opcion A

Ejercicio 1.- [2,5 puntos] Una imprenta recibe un encargo para realizar una tarjeta rectangular
con las siguientes caracteristicas: la superficie rectangular que debe ocupar la zona impresa debe
ser de 100 cm?, el margen superior tiene que ser de 2 cm, el inferior de 3 cm y los laterales de 5
cm cada uno.

Calcula, si es posible, las dimensiones que debe tener la tarjeta de forma que se utilice la menor
cantidad de papel posible.

Ejercicio 2.- [2,5 puntos] Determina la funcién f :R——R tal que f “(x)=xe*, cuya
gréfica pasa por el origen de coordenadas y tiene un extremo relativo en x = 1.

Ejercicio 3.- Considera el sistema de ecuaciones lineales dado por AX =B siendo

11 1 X m
A=(2 0 3 , X=ly| yB=|2m+1
1 3 m-2 Z m-1

a) [1,25 puntos] Discute el sistema segun los valores de m.
b) [1,25 puntos] Para m = 2, calcula, si es posible, una solucion del sistema anterior para la
que z=17.

Ejercicio 4.- Los puntos A(1, 1, 1), B(2, 2, 2) y C(1, 3, 3) son vértices consecutivos del
paralelogramo ABCD.
a) [1 punto] Calcula el area del paralelogramo.
b) [1 punto] Halla la ecuacion general del plano que contiene a dicho paralelogramo.
¢) [0,5 puntos] Calcula las coordenadas del vértice D.
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-y UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA
U PRUEBA DE ACCESO Y ADMISION A LA UNIVERSIDAD  MATEMATICAS Il
T e At CURSO 2016-2017

Instrucciones:  a) Duracién: 1 horay 30 minutos

b) Tienes que elegir entre realizar Gnicamente los cuatro ejercicios de la Opcidn
A o realizar Unicamente los cuatro ejercicios de la Opcién B.

c) Se permitira el uso de calculadoras que no sean programables, ni gréficas ni
con capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos
conducentes a la obtencion de resultados deben estar suficientemente justificados.

d) En la puntuacion maxima de cada ejercicio estan contemplados 0,25 puntos
para valorar la expresion correcta de los procesos y métodos utilizados.

Opciéon B

Ejercicio 1.- Considera la funcion f:R——R definida por
e +e”

f(x)="—"—

a) [2 puntos] Estudia y determina los intervalos de crecimiento y los intervalos de
decrecimiento de f. Calcula los extremos relativos de f (abscisas donde se obtienen y
valores que se alcanzan).

b) [0,5 puntos] Halla la ecuacion de la recta normal a la grafica de f en el punto de abscisa
x=0.

Ejercicio 2.- Considera el recinto del primer cuadrante limitado por el eje OX, larecta y=X, la
grafica y = ia y la recta x = 3.
X

a) [0,5 puntos] Haz un esbozo del recinto descrito.
b) [1,5 puntos] Calcula el area del recinto.

1

c) [0,5 puntos] Si consideras la grafica y== en lugar de yzi
X

X3

correspondiente ¢sera mayor o serd menor que la del recinto inicial? ¢por qué?.

, el area del recinto

K 0 k
Ejercicio 3.- Considera A= k+1 kK 0
0 k+1 k+1

a) [1,5 puntos] Discute el rango de A segun los valores de k.
b) [1 punto] Para k = 1, calcula el determinante de 2(At A*l)2017 , siendo A'la traspuesta de A.

z= 2
a) [1,25 puntos] Determina la ecuacién del plano que pasa por P y contiene ar.
b) [1,25 puntos] Halla las coordenadas del punto simétrico de P respecto de r.

X—=2y=-5
Ejercicio 4.- Considera el punto P(0, 1, 1) y la recta r dada por { Y
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SOLUCIONES

Opcion A

Ejercicio 1.- [2,5 puntos] Una imprenta recibe un encargo para realizar una tarjeta rectangular
con las siguientes caracteristicas: la superficie rectangular que debe ocupar la zona impresa debe
ser de 100 cm?, el margen superior tiene que ser de 2 cm, el inferior de 3 cm y los laterales de 5
cm cada uno.

Calcula, si es posible, las dimensiones que debe tener la tarjeta de forma que se utilice la menor
cantidad de papel posible.

La situacion planteada se describe en el dibujo siguiente:

| 2 cm
2
100 cm y y+5
X
5cm 5cem
3cm
x+10

La tarjeta a utilizar tiene dimensiones x + 10 cm de largo e y + 5 cm de ancho.
La zona impresa (de color rojo) tiene dimensiones x cm de largo e y cm de ancho. Por lo que
los 100 cm? nos proporcionan la igualdad:

x-y=100:>y=%

La funcion a minimizar es el area del rectangulo total (en negro):

A(x) =(x+10)(y+5)=xy +5x+10y +50

100 (= AX) = x%+5x+10%+50:>
T x
= A(X):100+5X+@+50:5X+m+1SO
X X

Calculamos la derivada y la igualamos a cero, en busca del minimo de la funcion area.

A(x) :5x+@+150:> A’(X) =5—1080
X X
A(X)=0=5-220_g 190 5
X X

—1000 = 5% = x2 = 200 = X = /200 =10+/2 =14,14 cm
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Solo consideramos el valor positivo de la raiz ya que estamos trabajando con longitudes.

Veamos como evoluciona el area antes de 14,14 cm y después de este valor.
e Enelintervalo (o, \/200) tomamos x = 10y la derivada vale

A’(10)=5- 10(?20 =5-10=-5<0, la funcién decrece.
e Enelintervalo ( 2oo,+oo) tomamos x = 20 y la derivada vale
A’(20) =5- 10(())20 =2,5>0, la funcién crece.

El &rea sigue el esquema del dibujo siguiente.

i
J
0 N

A
i

La funcién presenta un minimo relativo en X =+/200..

Hallamos el valor de y para X=+/200.

100 1004200 /200 102
2 2

V=200 200

~5J2~7,07cm.

Las dimensiones de la tarjeta que hacen minimo el consumo de papel tiene de largo
Xx+10=10+10v2 = 24,14 cmy de ancho Y+5=5+5V2 =12,07 cm.
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Ejercicio 2.- [2,5 puntos] Determina la funcién f :R——R tal que f “(x)=xe*, cuya
gréafica pasa por el origen de coordenadas y tiene un extremo relativo en x = 1.

Si f”(x)=xe" integrando obtendremos el valor de la derivada f “(x).

Integramos por partes
f”(x):xeX:f’(x):J'xede: U=Xx—du=dx =

dv=e’dx >V :J'exdx =e*

= xe* —J.exdx= xe* —e*+K
Al tener un extremo relativo en x = 1 la derivada se anula en dicho valor & f (1)=0.
f(1)=0= f(1)=le'~e'+K=0=[K =0

La derivada queda f "(x)=xe*—e*.
Volvemos a integrar la derivada para obtener la funcion f(x).

f(x)=xe"—e"= f (x):_[ f’(x)dx :jxex —e'dx=
= f(x)=[xe’dx—[erdx = (xe" —e*)—e" +K'=
= f(x)=xe*-2e" +K’
Hemos obtenido la funcién que nos piden y tiene la expresion f (X) =xe*-2e" +K’

Determinamos el valor de K™ a partir de los datos proporcionados en el ejercicio.

Si la grafica pasa por el origen de coordenadas entonces se cumple que f (0)=0.

f(0)=0= f(0)=0e’-2¢° +K'=—2+K=0=[K=2]

La funcién buscada tiene la expresion f (x)=xe* —2e*+2
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Ejercicio 3.- Considera el sistema de ecuaciones lineales dado por AX =B siendo

11 1 X m
A=l2 0 3 |, X=|y|yB=[2m+1
1 3 m-2 z m-1

a) [1,25 puntos] Discute el sistema segun los valores de m.
b) [1,25 puntos] Para m = 2, calcula, si es posible, una solucién del sistema anterior para la
que z=17.

11 1
a) El sistema tiene como matriz de coeficientes A=|2 0 3 | con determinante:
1 3 m-2
11 1
|A|=2 0 3 |=0+3+6-0-2m+4-9=-2m+4
1 3 m-2

Averiguamos cuando se anula el determinante de la matriz A.

|A=0=-2m+4=0=-2m=-4=m=—=2

Analizamos los dos casos diferentes que se nos pueden plantear.

CASO 1 m=2.

En este caso el determinante de A es no nulo y por tanto el rango de A es 3, al igual que
el rango de la matriz ampliada A/B e igual que el nimero de incognitas.
El sistema es COMPATIBLE DETERMINADO (una Unica solucion)

CASO 2. m=2.
Vemos como queda el sistema y lo resolvemos utilizando el método de Gauss.

1 1 1)\x 2 X+y+z2=2
AX=B=|2 0 3|ly|=|5|=2x +3z=5;=
1 3 0)\z 1 Xx+3y =1

Ecuacion 22 — 2 - Ecuacion 12

2X +3z =5
T1-2x -2y 27 =-4
-2y +z =1 — Nueva ecuacion 22

Ecuacion 32 — Ecuacién 12

X 43y =1
=
-X -y -z =-2
2y -z =-1-— Nueva ecuacion 32
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= =2y+z=1;=

X+y+z2=2 {
2y—z=-1

Ecuacion 32 = (~1) Ecuacion 23} X+y+z=2 }
-

Elimino la ecuacion 32 -2y+z=1

X+y+z2=2

g =y ie 22

El sistema es COMPATIBLE INDETERMINADO (infinitas soluciones) y las soluciones
tienen la expresion: x =1—-3t; y=t; z=1+2t.

b) Param = 2 el sistema esta resuelto en el apartado anterior y sus soluciones son:
x=1-3t;y=t,z=1+2t.
Para conseguir una solucién con z = 17 debe ser 1+2t =17 > t = 8.
Sustituyendo en el resto de incognitas tenemos: t =8 = x=1-24=-23;y=8;z=17.

La soluciénes x =-23;y=8;z=17
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Ejercicio 4.- Los puntos A(1, 1, 1), B(2, 2, 2) y C(1, 3, 3) son Vértices consecutivos del
paralelogramo ABCD.

a) [1 punto] Calcula el area del paralelogramo.

b) [1 punto] Halla la ecuacién general del plano que contiene a dicho paralelogramo.
¢) [0,5 puntos] Calcula las coordenadas del vértice D.

a) Dibujamos el paralelogramo para aclarar la situacion.

B C
e —

A/
¢ D

El &rea del paralelogramo es el médulo del producto vectorial de los vectores que forman
sus lados. Tomamos los vectores AB y BC .

A(L 1, 1) . i j ok
AB=(2, 2 2)-(1 1 1)=(111) .

B(2 2 2)}=__ — ABxAC=|1 1 1

c(L 3 9 BC=(L 3, 3)—(2 2, 2)=(-111) 111

ABxAC=i-j+k+k—j—i=-2j+2k=(0,-22)

Area de ABCD =|ABxBC|= /0% +(~2)° + 27 =8 =2,82841

b) El plano que contiene el paralelogramo tiene como vector normal el producto vectorial de
los vectores AB y BC y contiene el punto A(1,1,1).

n=ABxBC=(0,-2,2)] 7=-2y+2z+D=0
=-2+2+D=0=D=0=

f—
ALl ex ALL1)ex

=>r=-2y+21=0=>|r=y-2=0

¢) Elpunto D se obtiene sumando al punto A el vector BC Yya que este vector y el AD son
iguales.

D=A+BC=(111)+(-111)=(0,2,2)
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Opcion B

Ejercicio 1.- Considera la funcion f:R——R definida por
e +e”

f(x)="—"—

a) [2 puntos] Estudia y determina los intervalos de crecimiento y los intervalos de
decrecimiento de f. Calcula los extremos relativos de f (abscisas donde se obtienen y valores
que se alcanzan).

b) [0,5 puntos] Halla la ecuacidn de la recta normal a la gréafica de f en el punto de abscisa
x=0.

a) Calculamos la derivada de la funcion y la igualamos a cero en busca de los puntos criticos.

e +e* , e —e*
=f'(x)=

T0== 2

X —X

€ —e

f'(x)=0= :0:>ex—e‘x=0:>ex:e‘X:exziX:eZX:1:>2x:0:>
e

Veamos como evoluciona la funcién antes y después de x = 0.

, e'-¢
o En (—»,0) tomo x = -1y la derivada vale f'(-1)= S = -117<0, la funcién

decrece en el intervalo (—oo,O)

gl—e?

o En (0,+) tomo x = 1y la derivada vale f(1)= =117>0, la funcion crece

en el intervalo (0,+)
Reflejamos lo obtenido en el esquema siguiente.

o~

La funcion decrece en el intervalo (—,0)

< Salm

crece en el intervalo (0,+).

L . . g e +e?
La funcién tiene un minimo relativo en x = 0. La funcién toma el valor f(0) = 5 =1,

El punto (0, 1) es el minimo relativo.

b) La recta normal a la gréfica en x = 0 tiene ecuacion y— f (0) =—

1
f ,(O)(X—O).
f(0)=1

f°(0) = -0

g0 _ g0 :y—lz—%xzo(y—l):—x:
2

La recta normal es la recta vertical x = 0. Es ldgico, pues en x = 0 hay un minimo relativo lo
que implica que la recta tangente es horizontal y la normal es vertical.
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Ejercicio 2.- Considera el recinto del primer cuadrante limitado por el eje OX, larecta y=X, la
grafica y = % y la recta x = 3.

a) [0,5 puntos] Haz un esbozo del recinto descrito.

b) [1,5 puntos] Calcula el &rea del recinto.

1

. . - 1
c) [0,5 puntos] Si consideras la gréfica y:; en lugar de y=—=

, el area del recinto

correspondiente ¢serd mayor o sera menor que la del recinto inicial? ¢por qué?.

a) Veamos donde coinciden las gréficas.
y=X

1 :x:is:x“ —1=>x={=%1
Yy==3 X
X
La funcion y = is no existe para x = 0, por lo que presenta una asintota vertical en x = 0.
X

Hacemos una tabla de valores para la recta y =X y otra para la curva y = ia y con ello
X

dibujamos las graficas.

X y = ig
X i 1
-3| -0,012 1 Py y=x
2| -0,125
1l
0 | No existe x =3
1 1 ‘
2 | 0,125 — — 5
3| 0,012
\

El recinto debe estar en el primer cuadrante y ademas limitado por el eje OX y las lineas
roja, verde y violeta.

Para el calculo de su area lo dividimos en dos partes: la zona rosa tiene por encima a la recta
y =X, por debajo el eje OX y la zona azul claro tiene por encima la funcion y = is y por
X

debajo el eje OX.
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/|

b) Para calcular el area total calculamos el area del recinto rosa y del azul y los sumamos.
Observando el dibujo el recinto rosa ocupa medio cuadrado, por lo que tiene area = 0,5 u?.
El recinto azul lo calculamos haciendo uso de la integral definida de x = 1 hasta x = 3 de la

funcion y = is .
X

3 3 273 3
T L R N T 98 o
S 2] | 2¢) | 23 2.2| 18 2 18 9

El area total es la suma de las dos areas: Area total = 0,5 + 0,444 = 0,944 u?

c) Dibujamos la funcion y = 1 y dibujamos el nuevo recinto.
X

35

El area del nuevo recinto seria mayor que el area del recinto inicial, pues se observa que la

funcion y = L toma valores superiores a y = is en el intervalo (1, 3).
X X
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k 0 k
Ejercicio 3.- Considera A= k+1 kK 0
0 k+1 k+1

a) [1,5 puntos] Discute el rango de A segun los valores de k.
b) [1 punto] Para k = 1, calcula el determinante de 2(At A

)™, siendo A'la traspuesta de A.

a) Calculamos el determinante de A y averiguamos cuando se anula.

k 0 k
Al=k+1 k0 |=k*(k+1)+k(k+1) =k(k+1)[k+(k+1)]=k(k+1)[2k +1]
0 k+1 k+

k=0
|Al=0=k(k+1)[2k +1]=0=>{k+1=0—>k=-1

2k+1=0—>2k=—1—>k=_%

Nos planteamos cuatro situaciones distintas.

CASO 1. k#0,k#-1yk =+
En este caso el determinante de A es no nulo y el rango de A es 3.

CASO 2. k=0
En este caso el determinante de A es nulo y su rango es menor que 3.

¢El rango de A es 2?
00O

La matriz queda A=|1 0 0/, donde la fila 12 es nula y la 22 y 32 columna son
011
iguales. Tomamos el menor de orden 2 que resulta de quitar la fila 12 y la columna 32y

0
su determinante es 1 =1+#0.Elrango de A es 2.

CASO 3. k=-1
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.

-1 0 -1
La matriz queda A=| 0 -1 0 |, donde lafila 32es nulay la 12 y 32 columna son
0 0 O

iguales. Tomamos el menor de orden 2 que resulta de quitar la fila 32 y la columna 3%y

-1

0
su determinante es 1 =1+0.Elrango de Aes 2.
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CASO 4. k:—%

En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
¢El rango de A es 2?

-1/2 0 -1/2
La matriz queda A=| 1/2 -1/2 0 |. Tomamos el menor de orden 2 que
0 /2 1/2

-1/2 0

resulta de quitar la fila 32 y la columna 32 y su determinante es
1/2 -1/2

‘:1/47&0.

El rango de A es 2.

Resumiendo: Si k¢0,k¢—1yk¢—% el rango de A es 3y si kz_%, k=-10k=0 el

rango de A es 2.
1 01
b) Parak =1 la matrizqueda A={2 1 O
0 2 2
Si B es una matriz cuadrada de orden 3 se cumple que |2B|=2°|B|
Como la matriz (A'A™)™" es una matriz cuadrada de orden 3 el determinante

‘Z(AtA‘l =2

)2017 )2017

( Al A—l

Si By C son dos matrices se cumple que |B-C|=|B|-|C|

2017

También se cumple que |B**’|=|B-B-...-B|=|BJ:|B|-...-|B|=|B|
Aplicandolo a nuestro ejercicio tenemos que:

‘Z(AtA_l)zoﬂ _ g (AtA_l)zou :8‘AtA_l‘2017 28(‘At‘-‘A_l‘)2017
1 01
Sabemos que ‘At‘=|A|=2 1 0:2+4=6y‘A‘1‘=ﬁ:%
0 2 2

Terminamos de calcular el determinante pedido.

‘2 ( ALA )2017

2017 12017
~s(afa)"" -so-5] -8
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X—2y=-5
z= 2

a) [1,25 puntos] Determina la ecuacion del plano que pasa por P y contiene a r.
b) [1,25 puntos] Halla las coordenadas del punto simétrico de P respecto de r.

Ejercicio 4.- Considera el punto P(0, 1, 1) y la recta r dada por {

a) Determinamos un punto y el vector director de la recta r.

X—2y=-5 =542 X=-5+2 v =(2,1,0
rs{ ~2y=- :rz{x—‘ +2y __[w=(210)
P (-5,0,2)

El plano 1 que contiene la recta y el punto P tiene como vectores directores VT y P—F’r

VT:(Z’LO) x-0 y-1 z-
7=1PP.=(-5,0,2)-(0,11)=(-5,-11)= 7 =| 2 1 0|=0=
P(O,L1) er -5 -1 1

S>r=X-22+2+52-5-2y+2=0=>|r=Xx-2y+32-1=0

b) Para obtener el punto P” simétrico de P respecto de r seguimos los pasos indicados en el
dibujo.

I
Q
Fa————a [

r

T

Hallamos el plano 7" perpendicular a la recta r que pasa por P. Este plano tiene como vector
normal el director de la recta.

. [n=v,=(210) ([7=2x+y+D=0
=
P (0,

=0+1+D=0=>D=-1={7'=2x+y-1=0

= .
( 1,1)67[' P (0,1,1)€7T
Hallamos las coordenadas del punto Q de corte de la recta r y del plano 7",

r=2x+y-1=0] 7 =2Xx+y-1=0
r_{x—Zy:—S :r_{x—Zy—5 — 2(2y-5)+y-1=0=4y-10+y-1=0=

1= 2

=5y=11= yzl—1 = x:21—1—5:—§ :Q(—%,%,Zj
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El punto P “ lo obtenemos sumando al punto Q el vector PQ.

. (311 _(_.36
PQ‘(‘%E’ZJ‘(O’L”‘( 5’5’1)
—o.pg-[_ 31 36

.( 6 17
El punto P” simétrico de P respecto de la recta r tiene coordenadas P (_EESJ
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PevAU 2017 Ordinaria Matematicas Il

9y UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA
U PRUEBA DE ACCESO Y ADMISION A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS Il
O e Andaucia CURSO 2016-2017

Instrucciones: a) Duracién: 1 horay 30 minutos

b) Tienes que elegir entre realizar inicamente los cuatro ejercicios de la Opcién A
o realizar unicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.

c) Se permitira el uso de calculadoras que no sean programables, ni graficas ni con
capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos
conducentes a la obtencion de resultados deben estar suficientemente justificados.

d) En la puntuacion maxima de cada ejercicio estan contemplados 0,25 puntos para
valorar la expresion correcta de los procesos y métodos utilizados.

Opcion A

Ejercicio 1.- [2.5 puntos] Se quiere hacer una puerta rectangular coronada
por un semicirculo como el de la figura. El hueco de la puerta tiene que
tener 16 metros cuadrados.

h

Si es posible, determina la base x para que el perimetro sea minimo.

Ejercicio 2.- Considera la region limitada por las curvas Y = X’ e y= —X* +4x
a) [0,75 puntos] Esboza la grafica de la region dada, hallando los puntos de corte de ambas
curvas.
b) [0,75 puntos] Expresa el area como una integral.
¢) [1 punto] Calcula el area.

-2 -2 0 X
Ejercicio 3.- Considera A=|-2 1 0 |y X=|y
0 0 -2 z

a) [1 punto] Determina los valores de /para los que la matriz A+ Al no tiene inversa (I es
la matriz identidad).
b) [1,5 puntos] Resuelve AX =-3X . Determina, si existe, alguna solucién con x = 1.

X=1+3t
Ejercicio 4.- Considera el punto P(1, -1, 0) y la recta r dada por 1y =-2
z=t

a) [1°25 puntos] Determina la ecuacion del plano que pasa por P y contiene ar.
b) [1°25 puntos] Halla las coordenadas del punto simétrico de P respecto de r.
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9y UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA
U PRUEBA DE ACCESO Y ADMISION A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS Il
e i CURSO 2016-2017

Instrucciones:  a) Duracién: 1 horay 30 minutos

b) Tienes que elegir entre realizar Gnicamente los cuatro ejercicios de la Opcién A
o realizar unicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.

c) Se permitira el uso de calculadoras que no sean programables, ni graficas ni con
capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos
conducentes a la obtencion de resultados deben estar suficientemente justificados.

d) En la puntuacion maxima de cada ejercicio estan contemplados 0,25 puntos para
valorar la expresion correcta de los procesos y métodos utilizados.

Opciéon B

2
X
Ejercicio 1.- Considera la funcion f definida por f(X) :x_l parax =1,

a) [1 punto] Estudia y determina las asintotas de la grafica de f.

b) [1,5 puntos] Estudia y determina los intervalos de crecimiento y los intervalos de
decrecimiento de f. Calcula los extremos relativos de f (abscisas donde se obtienen y
valores que se alcanzan).

. B dx .
Ejercicio 2.- Calcula | ————— (sugerenciat = 4/x ).
) !\/x +4x ( | )

Ejercicio 3.- Sabemos que el coste de 3 lapices, 1 rotulador y 2 carpetas es de 15 euros,
mientras que el de 2 lapices, 4 rotuladores y 1 carpeta es de 20 euros.

a) [1,5 puntos] Sabiendo que 1 lapiz y 7 rotuladores cuestan 25 euros ¢podemos deducir el
precio de cada uno de los articulos? Razona la respuesta.

b) [1 punto] Si por el precio de una carpeta se pueden comprar 10 lapices ¢cuanto cuesta
cada uno de los articulos?

—

Ejercicio 4.- Considera los vectores u =(1,0,1),v=(0,2,1) yw=(m,1n).

a) [1,25 puntos] Halla m y n sabiendo que u, v Y W son linealmente dependientes y que w
es ortogonal a u.
b) [1,25 puntos] Para n = 1, halla los valores de m para que el tetraedro determinado por

U,V Y W tenga volumen 10 unidades cubicas.
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SOLUCIONES

Opcion A

Ejercicio 1.- [2.5 puntos] Se quiere hacer una puerta rectangular coronada

por un semicirculo como el de la figura. El hueco de la puerta tiene que

tener 16 metros cuadrados. ]
)

Si es posible, determina la base x para que el perimetro sea minimo. T

Afadimos al dibujo los datos necesarios para determinar el area del rectangulo y del
semicirculo que la forman.

e S Y

N,
x/2 %

h

-

=
of

£

2 2
El area del rectangulo es x-h y del semicirculo es %7[ -re =%n-(5) _TX

El area total es la suma de ambas.

7 X?

Area del hueco = X-h X2 .y 2
* :>7T X +x-h:16:>x-h:16—ﬂ X =
Hueco =16 m?
2
X 8x X 8

Deseamos hacer minimo el perimetro. Averiguamos su expresion en funcion de x.

} X
Perimetro=x+2h+7—=
16 =« X
=>PX)=x+2| —— =X |+71-=
16 =« X 8 2
h=—-"x
X 8

32 4 32 T T 32 4+rx
PX)=X+——-—=X+=X=—+|1-—+—= [x=—+ X
X 4 2 X 4 2 X 4

Calculamos la derivada del perimetro y la igualamos a cero.

32 4+rx , 32 4+
=—+ =P (X)=—=F5+——
X 4 X 4

P(x)
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32 4+r 32 4+rx
X 4 X

:>X2=£:>X= /ﬁz4,23
4+ 4417

Como “x” es una longitud solo consideramos el valor positivo de la raiz.
Veamos cdmo cambia el signo de la derivada antes y después de x = 4,23.

P(x)=0= =128=(4+7)x* =

32 4+nrx

e Enelintervalo (0,4.23) tomamos x = 1y la derivada vale P‘(1) = -t <0 el

perimetro decrece.
e Enelintervalo (4.23,+%) tomamos x = 5y la derivada vale

32 4+rx

P(5)= =0.5>0 el perimetro crece.

La variacion del perimetro sigue el esquema siguiente:

/I

[ |
0 4,23

128

=4,23 metros
441

Por lo que el perimetro presenta un minimo en X =
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Ejercicio 2.- Considera la region limitada por las curvas Y = X’ e y= X +4x

a) [0,75 puntos] Eshoza la grafica de la region dada, hallando los puntos de corte de ambas
curvas.

b) [0,75 puntos] Expresa el area como una integral.

¢) [1 punto] Calcula el area.

a) Las funciones son dos parabolas, para dibujarlas empezamos hallando los puntos de corte de
ambas graficas.

x=0
:X2
y , }:xz=—x2+4x:2x2—4x=0:>2x(x—2):0: 6
y =—X"+4x K= D

Obtenemos unas tablas de valores y dibujamos la region limitada por ambas graficas.

X | y=—x"+4x
1] 1-4-5

y=—x" +4x

A P O B

b) El valor del area se puede calcular como la integral definida entre x =0y x =2 de la
diferencia entre la funcion superior Y = —X* +4x y la funcion inferior Y = X

2 2
Area = j(—x2 + 4x) —(xz)dx = _[—sz + 4xdx
0 0
c) Observando el dibujo de la region y contando cuadraditos (1 u?) el area de la region rosa

tiene un valor aproximado de 3 unidades cuadradas. Calculamos el valor exacto resolviendo
la integral del apartado anterior.

2 2 3 2
Area = J.—x2 +4x—x%dx = j—2x2 +4xdx = {—2%4— 2X2:| =

0 0 0

3 3
= —22—+2-22 - —20—+2-02 :—E+8:§:2,667u2
3 3 3 3
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-2 -2 0 X
Ejercicio 3.- Considera A=|-2 1 0 |y X=|y
0 0 -2 z

a) [1 punto] Determina los valores de Apara los que la matriz A+ Al no tiene inversa (I es la
matriz identidad).
b) [1,5 puntos] Resuelve AX =-3X . Determina, si existe, alguna solucién con x = 1.

a) Para que la matriz A+ Al no tenga inversa debe tener determinante nulo.
-2 -2 0 A 00 —2+4 2 0
A+Al={-2 1 0 |+/0 A4 O|=| -2 1+ 0
0 0 -2 0 0 4 0 0 -2+4

Calculamos su determinante
—2+1 =2 0

|A+2l|=| -2 1+24 0 [=(-2+4)2A+2)(-2+4)-4(—2+2)=
0 0 -2+

=(-2+2)[(1+A)(-2+2)-4]=(2+A)[ 2+ A-22+ A* -4 ]|=(-2+ A)[ A* - 16 |

Lo igualamos a cero y surgen dos opciones:

2
,12—/1—6=o:>/1=1i\/(_1) —4 _1ENES

O bien 2+4=0=[1=2]

La matriz A+ Al no tiene inversa para los valores A=-2;1=2y A=3

b) Convertimos la igualdad matricial AX =-3X en un sistema de ecuaciones y lo resolvemos.

-2 -2 0)(x X —2X—-2y —-3X
AX=-3X=|-2 1 0 ||y|=-3|Y|=| 2x+Yy |=|-3y|=
0 0 -2)\z z —21 -3z

—2X—2Yy =-3X x—=2y=0
= -2X+y=-3y r=>-2Xx+4y=0;=

-2 =-32

Xx—-2y=0 Dividimos la 22 ecuacion
= =
—2X+4y=0 por —

Xx—2y=0

O} => {Ecuaciones iguales} = x—2y =0=

X—2y=
La solucion a laigualdad AX =—3X es x=2t;y=t;z=0;teR.

Para tener una solucién con x = 1 tomamos el valor de t = 0,5.
La solucion seria: x=1;y=0,5;z=0
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X=1+3t
Ejercicio 4.- Considera el punto P(1, -1, 0) y la recta r dada por 1y =-2

z=t

a) [1°25 puntos] Determina la ecuacidn del plano que pasa por P y contiene ar.
b) [1°25 puntos] Halla las coordenadas del punto simétrico de P respecto de r.

a) Obtenemos un vector director y un punto de la recta.

r=qy=-2 =rs=
7=t Qr :(1’_2’0)

El plano t que pasa por P y contiene a r, tiene como vectores directores Vv, y PQ, .

v.=(30.) x-1 y+1 z
PQ, =(1-2,0)-(L-10)=(0,-10)}=>7z=| 3 0 1[=0
P (1, -1, O) ern 0 -1 0

r=-31+x-1=0=|r=x-32-1=0|

b) Para hallar el punto P~ simétrico de P respecto de la recta r seguimos los pasos indicados en
el dibujo.

El plano " perpendicular a la recta r que pasa por el punto P tiene como vector normal el
vector director der.

=

ﬁ:\Tr:(S,O,l) ~ 3x+z+D=0
=>r= . =>3+0+D=0=
P(L-10)ex P(L-10)ex

=D=-3=7=3x+z-3=0

Hallamos el punto M de corte de la recta r y el plano .
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7=3x+2-3=0
Xx=1+3t
r=qy=-2
z=t

:>3(1+3t)+t—3=0:>3+9t+t—3=0:>10t=0:>t=O

x=1+3-0=1
y=-2 =M (1,—2,0)
z=0

El punto M es el punto medio del segmento PP, por lo que se cumple:

M (1,-2,0)
P(L-10) ' = (12,0~ ‘1'0);(""’“) — (2,-4,0)=(1-1,0)+ (a,b,c) =
P’(a,b,c)

=(2,-4,0)—(1,-1,0)=(a,b,c)=(a,b,c)=(1-3,0)

El punto P simétrico de P respecto de la recta r tiene coordenadas P’(1,—3,0)
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Opcion B

2
X
Ejercicio 1.- Considera la funcion f definida por f(X) :x_l parax 1.

a) [1 punto] Estudia y determina las asintotas de la gréfica de f.

b) [1,5 puntos] Estudia y determina los intervalos de crecimiento y los intervalos de
decrecimiento de f. Calcula los extremos relativos de f (abscisas donde se obtienen y valores
que se alcanzan).

X2
a) El dominio de la funcion f(X) =% R-{1}

Asintota vertical. x=1

. X1
Comprobamos lim f(x) =lim— ===
x—1 x->1x-=1 0
La asintota vertical es x =1
Asintota horizontal. y =b
. D D
b=Ilimf(x)=lim——=lim—=limx=o
X—>00 X—>00 X_]_ x—® X X—>0
No tiene asintota horizontal
Asintota oblicua. y=mx+n
XZ
. f(x . _ ) 2 2 . 2
m=|lm£=|lmx—l—|lm = lim = lim = =1

X+ X x>+ X B X—>+0 X(X _1) X400 X© — X X+ X

2 22
n=|im(f(x)—mx)=|im[ X —X]zlimL;X:nmL:nmf:l

X—>+00 x—+o| X —1

La asintota oblicua tiene ecuacion y = x+1

b) Calculamos la derivada de la funcion.
X2 Lo 2x(x-1)-xM 2 —2x—x* xP-2x
f(X)=—=1'(x)= ( )2 = — = :
x—1 (x-1) (x-1) (x-1)

La igualamos a cero, en busca de los puntos criticos de la funcion.

x=0
X-2=0-[x=2]
Como el valor x = 1 esta excluido del dominio lo afiadimos a los valoresx =0yx =2y

valoramos la evolucion del signo de la derivada antesde x=0,entreOy1,entrely2y
después de x=2.

X2 —-2x
=

f'x)=0=>

0:>x2—2x=0:>x(x—2)=0:>{
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(-1)"-2(-1) 1+2
(L e

o En (—»,0)tomamos x = -1y la derivada vale f (-1)= >0, la

funcioén crece.

052-205 -0.75

o En (0,1) tomamos x =0.5y la derivada vale f *(0.5) = =
(05-1° 025

<0, la

funcion decrece.

15)°-2(15 _
o En (1,2)tomamos x = 1.5y la derivada vale f "(1.5) =( ) (2 ) _2:25-3 <0,
(1.5-1) 0.25

la funcidn decrece.

2
3 -6 =§>0, la funcidén crece.

(3-1)° 4

e En (2,+x)tomamos x = 3y la derivada vale f *(3) =

Lo obtenido se resume en un grafico.

AT

|
!
0
La funcién crece en (—o0,0)\U(2,400) y decrece en (0,1)U(1,2).

Presenta un maximo relativo en x = 0 y un minimo relativo en x = 2.
El valor de la funcién en estos puntos es:
02 22
Xx=0>f(0)=—=0 x=2->1(2)=—=4
0-1 2-1

El méaximo relativo es el punto (0, 0) y el minimo relativo es (2,4).

.

Sf(x) = o P
x—-1 /.’
A

Minimo /-.'

.
o y=x+l

.
.
LR
B
-' s
. / Mdximo
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. B dx .
Ejercicio 2.- Calcula | ————— (sugerenciat = 4/x ).
! !\/x +4/x ( g )

Calculamos primero la integral indefinida con el cambio de variable sugerido.

tzi‘/_:x%—n“:x

dx [y A 4t3dt t3dt
/ 4/ 2 2
e At’dt = dx e o

3 3 2 2 2 t—1
€ _ ¢ ¢ -1 -1 1| )M+1_t1+1

4t t(t+l) t+1  t+1  t+1 t+l el t4l t+1

1 1 t
= 4It—1+mdt :4Utdt_jldt+jmdtj:4(5_t+ |n(t+1)j =

Deshacemos (4 x)2
=< el cambio de variable } = 4 T—i‘/;Jr In (4/;+1) =
t=4/x

_4[£—I+|n(&+1)J 2% - 4\/§+4In(\/§+1)

Calculamos la integral definida pedida.

16

:[2\/;—44‘/§+4In(<‘/§+1)l =

16 dX
I
=[2\/1_6—4(‘/1_6+4In((‘/1_6+1)J—[2\/i—4(‘/i+4ln((‘/i+1)}:

=8-8+4In3-2+4-4In2=[2+4In3-4In 2]

568 de 571 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PevAU 2017 Ordinaria Matemadticas Il en Andalucia

Ejercicio 3.- Sabemos que el coste de 3 lapices, 1 rotulador y 2 carpetas es de 15 euros,
mientras que el de 2 lapices, 4 rotuladores y 1 carpeta es de 20 euros.

a) [1,5 puntos] Sabiendo que 1 lapiz y 7 rotuladores cuestan 25 euros ¢podemos deducir el
precio de cada uno de los articulos? Razona la respuesta.

b) [1 punto] Si por el precio de una carpeta se pueden comprar 10 lapices ¢cuanto cuesta cada
uno de los articulos?

Llamamos x = precio de 1 lapiz, y = precio de 1 rotulador, z = precio de 1 carpeta.

“El coste de 3 lapices, 1 rotulador y 2 carpetas es de 15 euros” - 3x+y+2z =15
“El coste de 2 lapices, 4 rotuladores y 1 carpeta es de 20 euros” > 2x+4y+z =20

a) Anadimos la condicion dada. “El coste de 1 lapiz y 7 rotuladores es de 25 euros” >
X+7y=25.
Planteamos el sistema y lo resolvemos.

3X+y+2z=15 X+7y =25
2x+4y+ 1z =20;= {Cambio la ecuacion 1% por la 32} = 2x+4y+z=20;=
X+7y=25 3X+y+2z=15

Ecuacion 22 — 2-Ecuacion 12
2x  +4y +z =20
~-2x -l4y = 50
-10y +z =-30— Nueva ecuacion 22

Ecuacion 32 — 3-Ecuacion 12

3x +y +2z =15 X+7y =25
—3x 2y =75 = -10y+z=-30 (=
—20y +2z =-60— Nueva ecuacion 32 —20y+2z=-60
X+7y =25
= {Divido ecuacién 3? por 2} = —10y+z=-30 | = {Ecuaci6n 3* = Ecuacion 22} =
~10y+z=-30
X=25-Tt
X+7y =25 Xx=25-7y
—1Oy+z:—30}:>z:—30+1oy}3 y=t
z=-30+10t

No se puede deducir el precio de cada articulo. La informacion proporcionada no es suficiente.
Todos los precios quedan dependientes del precio de uno de los articulos.

b) “Con el precio de una carpeta se pueden comprar 10 l&pices” > z =10x
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Afadimos esta ecuacion al sistema anterior y resolvemos este sistema nuevo.

3X+y+2z=15
3X+y+20x=15 y =15-23x
2X+4y+2=20
= 2X+4y+10x =20 =12x+4y =20, =
X+7y=25
X+7y=25 X+7y=25
z =10x

12x+4(15—23x)=20} 12x+60—92x:20} —80x:—40}
= = —

=
X+7(15—23x) =25 X+105-161x=25 | ~ —160x =-80
—40 1
X="80" 2 1 ly=15-2305=35|
= 80 1 :>X:E:0.5:>
X = —160:5 2=10-05=5

En este caso los precios se pueden determinar: 0,5 euros cada lapiz, 3,5 euros cada rotulador
y 5 euros cada carpeta.
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Ejercicio 4.- Considera los vectores u =(1,0,1),v=(0,2,1) yw=(m,1n).

a) [1,25 puntos] Halla m y n sabiendo que U, v y w son linealmente dependientes y que w es

ortogonal a u.
b) [1,25 puntos] Para n = 1, halla los valores de m para que el tetraedro determinado por

U,V Yy W tenga volumen 10 unidades cubicas.

a) Si los vectores U=(10,1),v=(0,2,1) y w=(m,1n) son linealmente dependientes entonces
se cumple que el determinante formado por sus coordenadas vale 0.

1 0 1
0 2 1/=0=2n-2m-1=0
m 1 n

Si w es ortogonal a u el producto escalar de ambos vale 0.
u-w=0=(101)(mLn)=0=m+n=0=m=-n

Si juntamos las dos condiciones tendremos un sistema que podemos resolver.

2n-2m-1=0 1 1
=2n+2n-1=0=4n=1=|n==|=>mM=——
m=-n 4 4

1 1

Los valores buscados son =g m=-7

b) Para n =1 los vectores quedan:
u=(10,1),v=(0,21)yw=(m11)

El volumen del tetraedro determinado por U,V Y W es la sexta parte del valor absoluto del
producto mixto de los 3 vectores.

i- (10 Lo

v=(0,2,1) zVqumenzl‘[ﬁ,V,Vv}‘zlo 2 1=1|2—2m—]4=1|1—2m|
v 6 6 6 6
w=(m,11) m 1

Como el volumen debe ser 10 unidades cubicas tenemos la igualdad siguiente que
resolvemos.

1-2m=60=1-60=2m= mz—%

Si-2m-10= 6
61
1-2m=-60= -2m=-61= m:?
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