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En este cuaderno de ejercicios se recopilan los enunciados y las soluciones de los 33 exámenes 

de matemáticas II propuestos en las pruebas de acceso a la universidad de Andalucía desde el 

año 2017 al 2025. Los exámenes están resueltos por Juan Antonio Martínez García. Ha sido 

profesor de matemáticas en distintos institutos de educación secundaria. 

En la web www.ebaumatematicas.com hay un banco de ejercicios de matemáticas II resueltos 

de otras comunidades autónomas de España, así como distintas formas de recopilar los 

ejercicios que aparecen en todas las pruebas de acceso a la universidad realizadas en todas las 

comunidades españolas. 
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PAU 2025 Extraordinaria Matema ticas II 

 

PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y 
PRUEBA DE ADMISIÓN 

ANDALUCÍA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS 
CURSO 2024-2025 

MATEMÁTICAS II 

 

Instrucciones: 

a) Duración: 1 hora y 30 minutos 

b) Todas las cuestiones deben responderse en el papel entregado para la realización del examen y 

nunca en los folios que contienen los enunciados. 

c) Este examen consta de siete ejercicios distribuidos en un bloque con un ejercicio obligatorio y 

tres bloques con dos ejercicios optativos cada uno. 

d) Deberá resolver el ejercicio obligatorio y solamente un ejercicio de cada uno de los tres bloques 

con optatividad. 

e) En caso de responder a dos ejercicios de un bloque, sólo se corregirá el que aparezca físicamente 

en primer lugar. 

f) Cada ejercicio tiene un valor máximo de 2.5 puntos. 

g) En la puntuación máxima de cada ejercicio están contemplados 0,25 puntos para valorar la 

expresión correcta de los procesos y métodos utilizados. 

h) Se permitirá el uso de calculadoras que no sean programables, ni gráficas ni con capacidad para 

almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos conducentes a la obtención de 

resultados deben estar suficientemente justificados. 

i) Se proporcionará la tabla de la distribución Normal. Se permite el uso de regla. 

 

BLOQUE OBLIGATORIO.  Resuelve el siguiente ejercicio: 
 

EJERCICIO 1 (2.5 puntos) 

Se sabe que la suma de tres números naturales es 22 y que la suma de cuatro veces el primero 

más el triple del segundo más el doble del tercero es 61. ¿Puede ser 15 uno de los tres números? 

En caso afirmativo, calcula los restantes. ¿Existen otras opciones? 

 
 

BLOQUE CON OPTATIVIDAD 1.  Resuelve sólo uno de los siguientes ejercicios: 
 

EJERCICIO 2 (2.5 puntos) 

Considera la función :f →  definida por ( ) 2

1

2 2
f x

x x
=

+ +
. Calcula una primitiva de f 

cuya gráfica pase por el punto 0,
4

 
 
 

. 

 

 

EJERCICIO 3 (2.5 puntos) 

Calcula el valor de k para que ( )
3

1
2 2x ke x dx− − =  
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PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y 
PRUEBA DE ADMISIÓN 

ANDALUCÍA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS 
CURSO 2024-2025 

MATEMÁTICAS II 

 

BLOQUE CON OPTATIVIDAD 2.   Resuelve sólo uno de los siguientes ejercicios: 
 

EJERCICIO 4 (2.5 puntos) 

Considera la recta 
3

2 4

x y z
r

x y z

− + =
 

+ − =
 y el plano 2 5mx y z  − − = . 

a) [1,5 puntos] Halla m para que r y π sean paralelos. 

b) [1 punto] Para 8m = − , calcula la distancia de la recta r al plano π. 

 

EJERCICIO 5 (2.5 puntos) 

Sean las rectas 
1 2 2

4 3 1

x y z
r

+ + −
 = =

−
 y 

1

2

3 2

x

s y

z







= −


 = +
 = − −

. 

a) [1 punto] Estudia la posición relativa de las rectas r y s. 

b) [1,5 puntos] Halla la ecuación de un plano que contiene a r y a una recta perpendicular a las 

rectas r y s. 

 

 

 

BLOQUE CON OPTATIVIDAD 3.  Resuelve sólo uno de los siguientes ejercicios: 
 

EJERCICIO 6 (2.5 puntos) 

Calcula a y b sabiendo que  

( ) ( ) ( )

( )20

1
lim 1

x

x

xsen x a e sen x

bx x sen x→

+ − +
=

+ −
 

 

 

EJERCICIO 7 (2.5 puntos) 

La velocidad máxima a la que puede circular un vehículo sobre un determinado puente del río 

Guadalete es de 70 km/h. 

a) [1 punto] En uno de los sentidos de circulación, la velocidad de los vehículos sigue una 

distribución normal de media 64 km/h y desviación típica 4 km/h. Si el radar de control salta 

a partir de 72 km/h, ¿cuál es el porcentaje de vehículos que se sancionan? 

b) [1,5 puntos] En el sentido contrario, también sigue una distribución normal de la que sabemos 

que la velocidad media es de 63,6 km/h y que el 5,05% de todos los vehículos viaja a más 

de 80 km/h. En este caso, ¿cuánto vale la desviación típica? 
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SOLUCIONES 

EJERCICIO 1 (2.5 puntos) 

Se sabe que la suma de tres números naturales es 22 y que la suma de cuatro veces el primero 

más el triple del segundo más el doble del tercero es 61. ¿Puede ser 15 uno de los tres números? 

En caso afirmativo, calcula los restantes. ¿Existen otras opciones? 
 

a) Llamamos “x”, “y”, “z” a los tres números naturales. 

Obtenemos las ecuaciones que cumplen los números con los datos del problema. 

“La suma de tres números naturales es 22” → 22x y z+ + =  

“La suma de cuatro veces el primero más el triple del segundo más el doble del tercero 

es 61” → 4 3 2 61x y z+ + =  

Reunimos las dos ecuaciones en un sistema y lo intentamos resolver. 
 

( )
22 22

4 3 22 2 61
4 3 2 61 4 3 2 61

4 66 3 3 2 61 5 5

22 5 17 2 17 2 ;

5

x y z y x z
x x z z

x y z x y z

x x z z x z z x

x

y x x x y

z



 



+ + = = − − 
  + − − + =  

+ + = + + = 

 + − − + =  − = −  = + 

=


 = − − − = −  = − 
 = +

 

 

Las soluciones son infinitas. Comprobamos si alguna de estas soluciones tiene un número 

que sea 15. 

 

15
17 2 17 2·15

17 2
5 5 15 20

5
15

17 2 1
17 2 15 2 2 1 ¡¡ !!

5 5 1 6
5

15

1 2

13 ¡ !

7

5

15

x
x

y y
y

z z
z

x

x
x

y x
y OK

z z
z

y

x

y

z

Mal

z














  










= 
= = 

= − = − =  
 = −    = + = + =   = += 

= 
= 

= − =  
 = − = → − = − → =     = + = + =   = += 

= 


−

= −





= +

=

10
17 2

17 20
5 1

3
5 10

¡ !My

x

al

x
y

z





 

=
= 

 = − 
 − 

 
= − =  = + = → =

  
 

Existe una solución con uno de los números valiendo 15 es la solución 1, 15, 6x y z= = = . 

Esta combinación de números naturales cumple lo pedido. 
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Las soluciones tienen la expresión 17 2 ;

5

x

y

z



 



=


= − 
 = +

. Damos valores a   y obtenemos 

las restantes opciones. 

  

1 2

1 17 2·1 15 2 17 2·2 13

5 1 6 5 2 7

3 4

3 17 2·3 11 4 17 2·4 9

5 3 8 5 4 9

5 6

5 17 2·5 7 6 17 2·6 5

5 5 10 5 6 11

7

7 17 2·7 3

5

x x

y y

z z

x x

y y

z z

x x

y y

z z

x

y

z

 

 

 



= = 
 

=  = − = =  = − = 
 = + = = + = 

= = 
 

=  = − = =  = − = 
 = + = = + = 

= = 
 

=  = − = =  = − = 
 = + = = + = 

=

=  = − =

= +

8

8 17 2·8 1

7 12 5 8 13

x

y

z



= 
 

=  = − = 
 = = + =    
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EJERCICIO 2 (2.5 puntos) 

Considera la función :f →  definida por ( ) 2

1

2 2
f x

x x
=

+ +
. Calcula una primitiva de f 

cuya gráfica pase por el punto 0,
4

 
 
 

. 

 

 

Comprobamos si se puede descomponer la fracción en fracciones simples. 

 
2

2 2 2 4·2 2
2 2 0

2 2

4
Noexistex x x

−  − − 
+ + =  = =

−
=  

 

No podemos descomponer la fracción en otras fracciones más sencillas. Utilizamos otro método 

de integración. 

 

( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

22

2

2

1 1

2 2 1 1

Cambio de variable1

11 1

1
1

1

f x
x x x

F x f x dx dx
x t dx dtx

dt arctg t arctg x K
t

= =
+ + + +

 
= = = = 

+ =  =+ +  

= = = + +
+









  

 

La primitiva de la función es ( ) ( )1F x arctg x K= + + . Determinamos el valor de K para que 

( )0
4

F


= . 

 

( )

( ) ( )
( )

0
4 0 1 0

4 4 4
1

F
arctg K K K

F x arctg x K


  


= 

 = + +  = +  =
= + + 

 

 

La primitiva de la función que cumple lo pedido es ( ) ( )1F x arctg x= + . 
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EJERCICIO 3 (2.5 puntos) 

Calcula el valor de k para que ( )
3

1
2 2x ke x dx− − =  

 

Calculamos la integral indefinida. 

 

( ) ( )

( ) ( )

Integración por partes

2 2 2

2 3

x k x k x k

x k x k x k

x k x k x k

e x dx u x du dx x e e dx

dv e dx v e dx e

x e e x e C

− − −

− − −

− − −

 
  

− = = − → = = − − = 
 

= → = =  

= − − = − +

 


 

 

Aplicamos este resultado al cálculo de la integral definida. 

 

( ) ( ) ( ) ( )
3 3

3 1 1

11
2 3 3 3 1 3 2x k x k k k ke x dx x e e e e− − − − − − = − = − − − =   

 

Averiguamos el valor de k para que esta integral definida valga 2. 

 

( )
3

1 1 0

1
2 2 2 2 1 1 0 1x k k ke x dx e e e k k− − −− =  =  = =  − =  =  

 

Para que se pueda cumplir lo pedido debe ser 1k = . 
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EJERCICIO 4 (2.5 puntos) 

Considera la recta 
3

2 4

x y z
r

x y z

− + =
 

+ − =
 y el plano 2 5mx y z  − − = . 

a) [1,5 puntos] Halla m para que r y π sean paralelos. 

b) [1 punto] Para 8m = − , calcula la distancia de la recta r al plano π. 

 

a) Hallamos un punto, un vector director y las ecuaciones paramétricas de la recta. 

 

( )

( )

3 3
2 3 4

2 4 2 4

2 7 7 2 3 7 2 10 3

1, 2, 3
: 7 2

0,7,10
10 3

r

r

x y z z y x
r x y y x

x y z x y z

x y y x z x x x

x
v

r y
P

z







− + = = + − 
   + − − + =  

+ − = + − = 

 + =  = −  = + − − = − 

=
 = − − 

 = −  
 = −

 

 

 
 

Para que la recta y el plano sean paralelos el vector normal del plano y el vector director de 

la recta deben ser perpendiculares y para ello su producto escalar debe ser nulo. 

 

( )

( ) ( )( )

1, 2, 3

2 5 , 1, 2 1, 2, 3 , 1, 2 0

· 0

2 6 0 8

r

r r

v

mx y z n m m

v n v n

m m



= − −


 − − = → = − −  − − − − = 


⊥ → = 

 + + =  = −

 

 

Para 8m = −  el plano queda 8 2 5x y z  − − − = . Con esta condición sabemos que la recta 

es paralela al plano o está contenida en él. Vemos si el punto ( )0,7,10rP  de la recta pertenece 

al plano. 
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( )

8 2 5
¿ 8·0 7 2·10 5? ¿ ?

¿ 0,7,1
7 20 5 !

0
¡ O

?
N

r

x y z

P





 − − − = 
 − − − = 

 
− − =  

 

El punto Pr no pertenece al plano por lo que la recta no está contenida en el plano y podemos 

afirmar que para 8m = −  la recta es paralela al plano. 

 

b) Para 8m = −  el plano queda 8 2 5x y z  − − − =  y la recta es paralela al plano. La distancia 

de la recta al plano es la distancia de cualquiera de sus puntos al plano. 

 

 
 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
2 2 2

8 2 5 0 8·0 7 2·10 5 32 69
, ,

0,7,10 698 1 2
r

r

x y z
d r d P

P


 

 − − − − =  − − − −
 = = =

 − + − + −

 

 

Para 8m = −  la distancia de la recta r al plano π vale 
32 69

69
 unidades. 
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EJERCICIO 5 (2.5 puntos) 

Sean las rectas 
1 2 2

4 3 1

x y z
r

+ + −
 = =

−
 y 

1

2

3 2

x

s y

z







= −


 = +
 = − −

. 

a) [1 punto] Estudia la posición relativa de las rectas r y s. 

b) [1,5 puntos] Halla la ecuación de un plano que contiene a r y a una recta perpendicular a las 

rectas r y s. 

 

a) Hallamos un punto y un vector director de cada recta. 

 

( )

( )

1, 2,21 2 2

4 3 1 4,3, 1

r

r

Px y z
r

v

 − −+ + − 
 = =  

− = −

 

 

( )

( )

1
1,2, 3

2
1,1, 2

3 2

s

s

x
Q

s y
u

z







= −
 − 

 = +  
= − − = − −

 

 

Los vectores directores no tienen coordenadas proporcionales, por lo que las rectas no son 

ni coincidentes ni paralelas. 

 

( )

( )

4,3, 1 4 3 1

1 1 21,1, 2

r

s

v

u

= − −
  

− −= − − 

 

 

Las rectas se cortan o cruzan. Calculamos el valor del producto mixto , ,r s r sv u PQ 
 

. 

 

( )

( )

( ) ( ) ( )

4,3, 1 4 3 1

1,1, 2 , , 1 1 2

2 4 51,2, 3 1, 2,2 2,4 5

20 12

r

s r s r s

r s

v

u v u PQ

PQ

= − −


 = − −  = − − =  
 −= − − − − = − 

= − − 4 2 15 32+ + − + 7 0= − 

 

 

El producto mixto tiene un valor distinto de cero. Las rectas se cruzan. 

 

b) Una recta perpendicular a las rectas r y s tiene como vector director el producto vectorial 

de los vectores directores de las rectas. 

 

( )

( )
( )

4,3, 1
4 3 1 5 9 7 5,9,7

1,1, 2
1 1 2

r

t r s

s

i j k
v

w v u i j k
u

= − 
 =  = − = − + + = −

= − −  − −
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El plano que contiene a r y a una recta perpendicular a las rectas r y s contiene el punto 

( )1, 2,2rP − −  de la recta r y tiene como vectores directores ( )4,3, 1rv = −  y 

( )5,9,7t r sw v u=  = − . 

( )

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1, 2,2 1 2 2

4,3, 1 : 4 3 1 0

5 9 75,9,7

21 1 5 2 36 2 15 2 28 2 9 1 0

30 1 23 2 51 2 0 30 30 23 46 51 102 0

: 30 23 51 118 0

r

r

t r s

P x y z

v

w v u

x y z z y x

x y z x y z

x y z







− −   + + −


= −  − = 
 −=  = − 

 + + + + − + − − + + + = 

 + − + + − =  + − − + − = 

 − + − =

 

 

El plano buscado tiene ecuación : 30 23 51 118 0x y z − + − = . 
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos) 

Calcula a y b sabiendo que  

( ) ( ) ( )

( )20

1
lim 1

x

x

xsen x a e sen x

bx x sen x→

+ − +
=

+ −
 

 

Calculamos el límite indicado. 

 

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

( )

0

2 20

0

0

1 0· 0 1 0 0
lim

·0 0 0 0

cos cos
det min ( ´ ) lim

2 1 cos

0 0·cos 0 cos 0 0 0 1 1
...

2 ·0 1 cos 0 0 1 1 0

x

x

x

x

xsen x a e sen x sen a e sen

bx x sen x b sen

sen x x x ae x
In er ación L Hôpital

bx x

sen ae a a

b

→

→

+ − + + − +
= = =

+ − + −

+ + +
= = =

+ −

+ + + + + + +
= = = =

+ − + −

 

 

Para que este límite no valga ∞ debe ser el numerador igual a cero para que surja una 

indeterminación y sigamos con su cálculo. Es decir, debe ser 1a = − . Seguimos con el cálculo 

del límite considerando que 1a = − . 

 

 
( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

0

0

0

cos cos 0
... 1 lim

2 1 cos 0

cos cos
det min ( ´ ) lim

2

cos 0 cos 0 0· 0 0 2 1 1

2 0 2 2

x

x

x

x

sen x x x e x
a

bx x

x x xsen x e sen x
In er ación L Hôpital

b sen x

sen e sen

b sen b b

→

→

+ − +
= = − = = =

+ −

+ − − −
= = =

+

+ − − − −
= = =

+

 

 

Igualamos el valor del límite a 1 y obtenemos el valor de b. 

 

( ) ( ) ( )

( )20

1
lim 1 1 1

1 1 2
2 2

1

x

x

xsen x a e sen x

b bbx x sen x
b

a

→

+ − +
=

 =  =  =+ − 


= − 

 

 

Los valores buscados son 1a = −  y 
1

2
b = . 
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EJERCICIO 7 (2.5 puntos) 

La velocidad máxima a la que puede circular un vehículo sobre un determinado puente del río 

Guadalete es de 70 km/h. 

a) [1 punto] En uno de los sentidos de circulación, la velocidad de los vehículos sigue una 

distribución normal de media 64 km/h y desviación típica 4 km/h. Si el radar de control salta 

a partir de 72 km/h, ¿cuál es el porcentaje de vehículos que se sancionan? 

b) [1,5 puntos] En el sentido contrario, también sigue una distribución normal de la que sabemos 

que la velocidad media es de 63,6 km/h y que el 5,05% de todos los vehículos viaja a más 

de 80 km/h. En este caso, ¿cuánto vale la desviación típica? 
 

a) X = velocidad de los vehículos en uno de los sentidos de circulación. X = N(64, 4). 

Calculamos la probabilidad de que un vehículo supere los 72 km/h: ( )72P X  . 

 

( )   ( )

( )

72 64
72 2

4

Buscamos en la
1 2 1 0.9772 0.0228

tabla N(0,1)

P X Tipificamos P Z P Z

P Z

− 
 = =  =  = 

 

 
= −  = = − = 

 

 

 

El porcentaje de vehículos que se sancionan es del 2.28 %. 
 

b) Y = velocidad de los vehículos en el otro de los sentidos de circulación. Y = N(63.6, σ). 

Sabemos que ( )80 0.0505P Y  = . Determinamos el valor de σ usando esta información. 

( )  
80 63.6

80 0.0505 0.0505

Miramos en la16.4
1 0.0505 0.9495

tabla N(0, 1)

16.4 16.4
1.64 10

1.64

P Y Tipificamos P Z

P Z








− 
 =    =  

 

  
  = − =    

   

 =  = =

 

 

 
 

La desviación típica tiene un valor de 10 km/h. 
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PAU 2025 Extraordinaria suplente 1 Matema ticas II 

 

PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y 
PRUEBA DE ADMISIÓN 

ANDALUCÍA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS 
CURSO 2024-2025 

MATEMÁTICAS II 

 

Instrucciones: 

a) Duración: 1 hora y 30 minutos 

b) Todas las cuestiones deben responderse en el papel entregado para la realización del examen y 

nunca en los folios que contienen los enunciados. 

c) Este examen consta de siete ejercicios distribuidos en un bloque con un ejercicio obligatorio y 

tres bloques con dos ejercicios optativos cada uno. 

d) Deberá resolver el ejercicio obligatorio y solamente un ejercicio de cada uno de los tres bloques 

con optatividad. 

e) En caso de responder a dos ejercicios de un bloque, sólo se corregirá el que aparezca físicamente 

en primer lugar. 

f) Cada ejercicio tiene un valor máximo de 2.5 puntos. 

g) En la puntuación máxima de cada ejercicio están contemplados 0,25 puntos para valorar la 

expresión correcta de los procesos y métodos utilizados. 

h) Se permitirá el uso de calculadoras que no sean programables, ni gráficas ni con capacidad para 

almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos conducentes a la obtención de 

resultados deben estar suficientemente justificados. 

i) Se proporcionará la tabla de la distribución Normal. Se permite el uso de regla. 

 

BLOQUE OBLIGATORIO.  Resuelve el siguiente ejercicio: 
 

EJERCICIO 1 (2.5 puntos) 

Sea :f →  la función definida por ( )
3

2

1

1

x
f x

x

+
=

+
. Calcula una primitiva de f cuya gráfica 

pase por el punto (0, 5). 
 

 

BLOQUE CON OPTATIVIDAD 1.  Resuelve sólo uno de los siguientes ejercicios: 
 

EJERCICIO 2 (2.5 puntos) 

Considera la función ( ): 1,1f − →  definida por ( )
( )

2

1

1
f x

x
=

−
. 

a) [1,25 puntos] Estudia la continuidad y derivabilidad de la función f. 

b) [1,25 puntos] Halla, si existen, sus extremos absolutos (abscisas donde se obtienen y valores 

que se alcanzan). 
 

EJERCICIO 3 (2.5 puntos) 

Sean las funciones ( ) ( ): 1,0 0,1f −  →  y :g →  definidas por ( )
2

ln
x

f x
e

 
=  

 
 y 

( ) 3 2g x x= + . 
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a) [1,5 puntos] Calcula 0a   de forma que en el punto ( )( ),a f a  la recta normal a la gráfica 

de la función f sea paralela a la recta tangente a la gráfica de g en el punto ( )( ),a g a . 

b) [1 punto] Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de la función f. 

 

BLOQUE CON OPTATIVIDAD 2.   Resuelve sólo uno de los siguientes ejercicios: 
 

EJERCICIO 4 (2.5 puntos) 

Considera la matriz 
0 1

1 0
A

− 
=  

 
. 

a) [1,25 puntos] Calcula 
4A  y 

31A . 

b) [1,25 puntos] Halla razonadamente el determinante de la matriz ( )
4

254 tA A . 

 

EJERCICIO 5 (2.5 puntos) 

Sean las matrices 
2 2

3 4
A

 
=  

 
 y 

3 1

2 2
B

 
=  

 
. 

a) [1 punto] Halla razonadamente el determinante de una matriz X que verifica 
3 2 2X AX B= . 

b) [1,5 puntos] Determina, si existe, una matriz Y que verifique 
3 1 2A YB A− = . 

 

 

 

BLOQUE CON OPTATIVIDAD 3.  Resuelve sólo uno de los siguientes ejercicios: 
 

EJERCICIO 6 (2.5 puntos) 

Considera la recta 
0

0

x y z
r

y z

+ + =
 

− =
 y el punto ( )2,1,0P . 

a) [1,25 puntos] Halla la distancia del punto P a la recta r. 

b) [1,25 puntos] Calcula la ecuación del plano que contiene a la recta r y al punto P. 

 

EJERCICIO 7 (2.5 puntos) 

Una empresa fabrica bolígrafos en tres provincias: Almería, Barcelona y Cáceres. El porcentaje 

de producción total de bolígrafos que se fabrica en cada provincia es, respectivamente, del 20%, 

50% y 30%. Además, el porcentaje de bolígrafos defectuosos en cada una de ellas es del 7%, 

6% y 2%, respectivamente. 

a) [1 punto] ¿Cuál es la probabilidad de que un bolígrafo, tomado al azar, sea defectuoso? 

b) [1,5 puntos] Si se ha escogido un bolígrafo no defectuoso, ¿cuál es la probabilidad de que 

provenga de Almería? 
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SOLUCIONES 

EJERCICIO 1 (2.5 puntos) 

Sea :f →  la función definida por ( )
3

2

1

1

x
f x

x

+
=

+
. Calcula una primitiva de f cuya gráfica 

pase por el punto (0, 5). 

 

Calculamos la integral indefinida de la función. 

 

( ) ( )

( )

( ) ( )

3 3

2 2

3

2 2 2

2

2 2 2

2 2

2
2

1 1

1 1

1

1 1 1

1 1 1 2

1 1 2 1

1 1 2

1 2 1

1
ln 1

2 2

x x x x
F x f x dx dx dx

x x

x x x
dx dx dx

x x x

x x x
dx dx dx

x x x

x
xdx dx dx

x x

x
arctg x x C

+ + − +
= = = =

+ +

+
= + − =

+ + +

+
= + − =

+ + +

= + − =
+ +

= + − + +

 
 
 

  
 
 

  
 
 

 
 
 





 

 

Determinamos el valor de C aplicando que ( )0 5F = . 

 

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
2 2

2

2
2

1
ln 1 0 1

5 0 ln 0 12 2
2 2

0 5

1
5 ln 1 5

2 2

x
F x arctg x x C

arctg C

F

x
C F x arctg x x


= + − + + 

 = + − + + 
= 

 =  = + − + +

 

 

La primitiva buscada es ( ) ( ) ( )
2

21
ln 1 5

2 2

x
F x arctg x x= + − + + . 
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EJERCICIO 2 (2.5 puntos) 

Considera la función ( ): 1,1f − →  definida por ( )
( )

2

1

1
f x

x
=

−
. 

a) [1,25 puntos] Estudia la continuidad y derivabilidad de la función f. 

b) [1,25 puntos] Halla, si existen, sus extremos absolutos (abscisas donde se obtienen y valores 

que se alcanzan). 
 

a) Obtenemos la expresión de la función como una función definida a trozos. 

( )
( )

( )

( )

2

2

2

1
1 0

11

11 0 1
1

si x
x

f x
x si x

x


−  

+
= = 

−   
 −

 

 

Esta expresión racional tiene un denominador que no se anula en el intervalo de definición 

de la función siendo continua y derivable en ( ) ( )1,0 0,1−  . 

Estudiamos la continuidad de la función en 0x = . 

( )
( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

2 2
0 0 0 0

2 2
0 0

1
0 1

1 0

1 1
lim lim 1 0 lim lim 1

1 1 0

1 1
lim lim 1

1 1 0

x x x x

x x

f

f x f f x f x
x

f x
x

− − − +

+ +

→ → → →

→ →


= = 

− 



= = =  = = =
+ + 


= = =
+ − 

 

 

La función es continua en 0x = . La función es continua en ( )1,1− . 

La derivada de la función en ( ) ( )1,0 0,1−   es ( )
( )

( )

3

3

2
1 0

1
´

2
0 1

1

si x
x

f x

si x
x

−
−  

+
= 

  
 −

. 

Estudiamos la derivabilidad de la función en 0x = . 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
3 3

0 0

3 3
0 0

2 2
´ 0 lim ´ lim 2

1 1 0
´ 0 ´ 0

2 2
´ 0 lim l

2

´ im 2
1 1

2

0

x x

x x

f f x
x

f f

f f x
x

− −

+ +

−

→ →

− +

+

→ →

− − 
= = = = − 

+ + 


=

− = =
= = =
+ + 

 

Las derivadas laterales no coinciden y la función no es derivable en 0x = . 

La función es derivable en ( ) ( )1,0 0,1−  . 

 

b) La función en el intervalo ( )1,0−  tiene la expresión ( )
( )

2

1

1
f x

x
=

+
 y su derivada es 

( )
( )

3

2
´

1
f x

x

−
=

+
. Esta expresión de la derivada nunca se anula y siempre es negativa en el 

intervalo ( )1,0− . La función es decreciente en ( )1,0− . 
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La función en el intervalo ( )0,1  tiene la expresión ( )
( )

2

1

1
f x

x
=

−
 y su derivada es 

( )
( )

3

2
´

1
f x

x
=

−
. Esta expresión de la derivada nunca se anula y siempre es positiva en el 

intervalo ( )0,1 . La función es creciente en ( )0,1 . 

 

La función decrece antes de 0x =  y crece después. La función tiene un mínimo relativo en 

0x = . En este punto la función vale ( )0 1f =  

Valoramos la función en 0x =  y hallamos los límites de la función cuando se acerca a los 

extremos del intervalo de definición ( )1,1− . 

 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

2
1 1

2

2
1 1

1 1
lim lim

01

1
0 1

1 0

1 1
lim lim

01

x x

x x

f x
x

f

f x
x

+ +

− −

+
→− →−

+
→ →


= = = +

+ 



= = 
− 


= = = +
− 

 

 

La función tiene un mínimo absoluto en 0x = , siendo ( )0 1f = . La función no tiene 

máximos absolutos. 
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EJERCICIO 3 (2.5 puntos) 

Sean las funciones ( ) ( ): 1,0 0,1f −  →  y :g →  definidas por ( )
2

ln
x

f x
e

 
=  

 
 y 

( ) 3 2g x x= + . 

a) [1,5 puntos] Calcula 0a   de forma que en el punto ( )( ),a f a  la recta normal a la gráfica 

de la función f sea paralela a la recta tangente a la gráfica de g en el punto ( )( ),a g a . 

b) [1 punto] Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de la función f. 
 

a) Para que sean paralelas dos rectas deben tener la misma. 

La pendiente de la recta normal a la gráfica de la función f es 
( )
1

´f a

−
. La pendiente de la 

recta tangente a la gráfica de g es ( )´g a . 

Debemos buscar cuando se cumple la igualdad 
( )

( )
1

´
´

g a
f a

−
= . 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )
( )

2
2

3 2 2

2

2
ln ln ln 2ln 1 ´

1
2 ´ 3 3

2
1

´
´

2 1
1 3 1 6

6

x
f x x e x f x

e x

g x x g x x a

ag a
f a

a a a
a

 
= = − = − → =  

  
−

= + → =  = 


−
=



−
 − =  − =  =

 

 

Para 
1

6
a

−
=  se cumple lo pedido. 

 

b) La derivada de la función f(x) es ( )
2

´f x
x

= . Esta expresión de la derivada nunca se anula. 

En el intervalo ( )1,0−  tomamos 0.5x = −  y la derivada vale ( )
2

´ 0.5 4 0
0.5

f − = = − 
−

. La 

derivada es negativa en ( )1,0−  y la función es decreciente. 

En el intervalo ( )0,1  tomamos 0.5x =  y la derivada vale ( )
2

´ 0.5 4 0
0.5

f = =  . La derivada 

es positiva en ( )1,0−  y la función es creciente. 

La función es decreciente en ( )1,0−  y creciente en ( )0,1 . 
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EJERCICIO 4 (2.5 puntos) 

Considera la matriz 
0 1

1 0
A

− 
=  

 
. 

a) [1,25 puntos] Calcula 4A  y 31A . 

b) [1,25 puntos] Halla razonadamente el determinante de la matriz ( )
4

254 tA A . 

 

a) Calculamos las potencias pedidas. 

( )( )

2

4 2 2

0 1 0 1 1 0

1 0 1 0 0 1

1 0

0 1

A I

A A A I I I

− − −    
= = = −    

−    

 
= = − − = =  

 

 

 

( ) ( )
7

31 4·7 3 4 2 7
0 1

·
1 0

A A A A A I I A A+  
= = = − = − =  

− 
 

Tenemos que 4
1 0

0 1
A

 
=  

 
 y 31

0 1

1 0
A

 
=  

− 
. 

 

b) Calculamos el determinante de A. 

0 1
1

1 0
A

−
= =  

Calculamos el determinante pedido aplicando las propiedades de los determinantes. 
 

( ) ( )

 

25
4 4 4

25 25 2 25

25 2 25

25 4 29 29

 es una matriz 2 2
4 4 · 4

4 4

16 16 16·1 16

t t t

t

A
A A A A A A

A A

A A A A A

  
= = = = 

=  

= = = = = =

 

 

OTRA FORMA DE RESOLVERLO 

Obtenemos la expresión de la matriz ( )
4

254 tA A  y luego calculamos su determinante. 

( )
6

25 4·6 1 4 1 6 · ·A A A A I A I A A+= = = = =  

 

( )
20 1 0 1 0 1 1 0

1 0 1 0 1 0 0 1

t tA A I
−      

=  = = = −      
− − − −      

 

 

( ) ( ) ( ) ( )( )
4 2 2

t t tA A A I I I= = − − =  

 

( )
4

25
0 1 0 4

4 4 · 4 4
1 0 4 0

tA A A I A
− −   

= = = =   
   

 

 

( )
4

25
0 4

4 16
4 0

tA A
−

= =   
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EJERCICIO 5 (2.5 puntos) 

Sean las matrices 
2 2

3 4
A

 
=  

 
 y 

3 1

2 2
B

 
=  

 
. 

a) [1 punto] Halla razonadamente el determinante de una matriz X que verifica 3 2 2X AX B= . 

b) [1,5 puntos] Determina, si existe, una matriz Y que verifique 3 1 2A YB A− = . 

 

a) Calculamos el determinante de las matrices A y B. 

 

2 2 3 1
8 6 2 6 2 4

3 4 2 2
A B= = − = = = − =  

 

Aplicamos las propiedades de los determinantes. 

 

3 2 2 5 53 2 2 2 516
2· 4 8 8

2
X AX B X A X B X X X=  =  =  = =  =  

 

b) Despejamos Y de la ecuación matricial. 

 
3 1 2 1 2 1 1 2 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

A YB A A AA YB A AA A YB A A AAYB A A

AYB I A AYB A I YB A YB B A B Y A B

− − − − − − − −

− − − − − − − − −

=  =  =  = 

 =  =  =  =  =

 

 

La matriz Y cumpliendo lo pedido existe. La calculamos. 

 

( )
1

1

2 3

4 22 4 1

3 22 2

4 2 3 1 12 4 4 4 8 0 4 01 1 1

3 2 2 2 9 4 3 4 5 1 5 / 2 1/ 22 2 2

T Adj
Adj A

A
A

Y A B

−

−

 
 

−  = = =  
− 

− − −        
= = = = =        

− − + − + − −        

 

 

La matriz buscada es 
4 0

5 / 2 1/ 2
Y

 
=  

− 
. 
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos) 

Considera la recta 
0

0

x y z
r

y z

+ + =
 

− =
 y el punto ( )2,1,0P . 

a) [1,25 puntos] Halla la distancia del punto P a la recta r. 

b) [1,25 puntos] Calcula la ecuación del plano que contiene a la recta r y al punto P. 

 

a) Para hallar la distancia del punto P a la recta r hallamos el punto P´ proyección ortogonal 

de P sobre la recta. La distancia de P a la recta será la distancia de P a P´. 

 
Hallamos las ecuaciones paramétricas de la recta. 

2
0 0

0 2
0

x
x y z x y z

r x z z x z r y
y z y z

z







= −
+ + = + + =  

   + + =  = −   =  
− = =   =

 

 

El punto P´ pertenece a la recta r, por lo que sus coordenadas son ( )´ 2 , ,P   − . 

El vector ´PP  debe ser ortogonal al vector director de la recta ( )2,1,1rv = − . Su producto 

escalar debe ser nulo. 

 

( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

2,1,1

´ 2 , , 2,1,0 2 2, 1, 2 2, 1, 2,1,1 0

´· 0

3 1 1 1
4 4 1 0 6 3 0 ´ 1, ,

6 2 2 2

r

r

v

PP

PP v

P

        

    

= −


= − − = − − −  − − − − = 


= 

− − − − 
 + + − + =  + =  = =   

 

 

 

La distancia de P a la recta es la distancia de P a P´ y esta distancia es el módulo del vector 

´PP . 

( )

( ) ( ) ( )
2 2

2

1 1 3 1
´ 1, , 2,1,0 1, ,

2 2 2 2

3 1 14
, , ´ ´ 1 1.871

2 2 2

PP

d P r d P P PP u

− − − −   
= − = −   

   

− −   
= = = − + + =   

   

 

 

La distancia del punto P a la recta r tiene un valor de 
14

1.871
2

 unidades. 
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b) El plano que contiene a la recta r y al punto P tiene como uno de sus vectores directores el 

vector director de la recta. Otro vector director del plano es el vector que une un punto 

cualquiera de la recta con el punto P. 

 

( )

( )

( )

( ) ( ) ( )

( )

2
0,0,0

2,1,1

2,1,1

2,1,0 0,0,0 2,1,0 : 2 1 1 0

2 1 00,0,0

2 2 2 0 2 4 0 : 2 4 0

r

r

r

r

r

x
Q

r y
v

z

v v x y z

u Q P

Q

y z z x x y z x y z













= −
 

 =  
= − =

= = −


= = − =  − = 


 

 − − − =  − + − =  − + =

 

 

La ecuación del plano que contiene a la recta r y al punto P.es : 2 4 0x y z − + = . 
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EJERCICIO 7 (2.5 puntos) 

Una empresa fabrica bolígrafos en tres provincias: Almería, Barcelona y Cáceres. El porcentaje 

de producción total de bolígrafos que se fabrica en cada provincia es, respectivamente, del 20%, 

50% y 30%. Además, el porcentaje de bolígrafos defectuosos en cada una de ellas es del 7%, 

6% y 2%, respectivamente. 

a) [1 punto] ¿Cuál es la probabilidad de que un bolígrafo, tomado al azar, sea defectuoso? 

b) [1,5 puntos] Si se ha escogido un bolígrafo no defectuoso, ¿cuál es la probabilidad de que 

provenga de Almería? 
 

Realizamos un diagrama de árbol. 

 

 
 

a) Nos piden calcular ( )P D . Aplicamos el teorema de la probabilidad total. 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )/ / /

0.2·0.07 0.5·0.06 0.3·0.02 0.05

P D P A P D A P B P D B P C P D C= + + =

= + + =

 

 

b) Debemos calcular ( )/ CP A D . Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de 

Bayes. 

 

( )
( )

( )
( ) ( )

( )

/ 0.2·0.93 93
/ 0.1958

1 1 0.05 475

C C

C

C

P A D P A P D A
P A D

P DP D


= = = =

− −
 

 

OTRA FORMA DE RESOLVER EL PROBLEMA 

Pasamos los datos porcentuales a absolutos. Suponemos que se fabrican un total de 1000 

bolígrafos. En Almería se fabrican 0.20 · 1000 = 200, en Barcelona 0.50 · 1000 = 500 y en 

Cáceres 0.3’ · 1000 = 300. De los fabricados en Almería hay 0.07 · 200 = 14 defectuosos, 

de los fabricados en Barcelona hay 0.06 · 500 = 30 defectuosos y de los fabricados en 

Bolígrafos y sus 
defectos

Almería

P(A) = 0.20

Defectuoso

P(D/A) = 0.07

No defectuoso

P(DC/A) = 0.93

Barcelona

P(B) = 0.50

Defectuoso

P(D/B) = 0.06

No defectuoso

P(DC/B) = 0.94

Cáceres

P(C) = 0.30

Defectuoso

P(D/C) = 0.02

No defectuoso

P(DC/C) = 0.98
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Cáceres hay 0.02 · 300 = 6 defectuosos. Hay un total de 14 + 30 + 6 = 50 bolígrafos 

defectuosos de un total de 1000 bolígrafos fabricados. 

 

a) Hay 50 bolígrafos defectuosos de un total de 1000 bolígrafos fabricados. Aplicando la 

regla de Laplace la probabilidad de que al elegir al azar un bolígrafo este sea defectuoso 

vale 
50

0.05
1000

= . 

 

b) Hay 50 bolígrafos defectuosos, por lo que hay 1000 – 50 = 950 bolígrafos no 

defectuosos. Siendo 200 – 14 = 186 los bolígrafos no defectuosos fabricados en 

Almería. Aplicando la regla de Laplace la probabilidad de que al elegir un bolígrafo no 

defectuoso este haya sido fabricado en Almería vale 
186 93

0.1958
950 475

= . 
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PAU 2025 Extraordinaria suplente 2 Matema ticas II 

 

PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y 
PRUEBA DE ADMISIÓN 

ANDALUCÍA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS 
CURSO 2024-2025 

MATEMÁTICAS II 

 

Instrucciones: 

a) Duración: 1 hora y 30 minutos 

b) Todas las cuestiones deben responderse en el papel entregado para la realización del examen y 

nunca en los folios que contienen los enunciados. 

c) Este examen consta de siete ejercicios distribuidos en un bloque con un ejercicio obligatorio y 

tres bloques con dos ejercicios optativos cada uno. 

d) Deberá resolver el ejercicio obligatorio y solamente un ejercicio de cada uno de los tres bloques 

con optatividad. 

e) En caso de responder a dos ejercicios de un bloque, sólo se corregirá el que aparezca físicamente 

en primer lugar. 

f) Cada ejercicio tiene un valor máximo de 2.5 puntos. 

g) En la puntuación máxima de cada ejercicio están contemplados 0,25 puntos para valorar la 

expresión correcta de los procesos y métodos utilizados. 

h) Se permitirá el uso de calculadoras que no sean programables, ni gráficas ni con capacidad para 

almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos conducentes a la obtención de 

resultados deben estar suficientemente justificados. 

i) Se proporcionará la tabla de la distribución Normal. Se permite el uso de regla. 

 

BLOQUE OBLIGATORIO.  Resuelve el siguiente ejercicio: 
 

EJERCICIO 1 (2.5 puntos) 

Considera las rectas 
2

1 1 2

x y z k
r

− −
 = =

−
 y 

2 3 1

1 2 1

x y z
s

+ + −
 = =

−
. 

a) [1,5 puntos] Determina k sabiendo que ambas se cortan en un punto. 

b) [1 punto] Para 0k = , halla la ecuación general del plano que contiene a r y es paralelo a s. 

 
 

 

BLOQUE CON OPTATIVIDAD 1.  Resuelve sólo uno de los siguientes ejercicios: 
 

EJERCICIO 2 (2.5 puntos) 

Un náufrago se encuentra en una isla situada en el punto de coordenadas (2, 0) de un plano. Se 

sabe que un ferry navega en el mismo plano siempre en la trayectoria dada por la gráfica de la 

función ( ) 1f x x= + . ¿Hacia qué punto de la trayectoria debe nadar el náufrago para recorrer 

la menor distancia posible? Calcula dicha distancia. 
 

EJERCICIO 3 (2.5 puntos) 

Sea la función ( ): 1,1f − →  definida por ( )
1

1

x
f x

x

+
=

−
. 

a) [1,5 puntos] Estudia la derivabilidad de f. 

b) [1 punto] Halla los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f. 
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PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y 
PRUEBA DE ADMISIÓN 

ANDALUCÍA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS 
CURSO 2024-2025 

MATEMÁTICAS II 

 

BLOQUE CON OPTATIVIDAD 2.   Resuelve sólo uno de los siguientes ejercicios: 
 

EJERCICIO 4 (2.5 puntos) 

Se considera la matriz 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a

M a a a

a a a

 
 

=  
 
 

 con determinante igual a –5. 

a) [1,25 puntos] Calcula 

11 31 21

12 32 22

13 33 23

2

3 3 6

2 2 4

a a a

a a a

a a a

. 

b) [1,25 puntos] Calcula 

11 31 12 32 13 33

21 22 23

31 32 33

2 3 2 3 4 6

2

2

a a a a a a

a a a

a a a

− − −

. 

 

EJERCICIO 5 (2.5 puntos) 

Sean las matrices 
3

1

a
A

b

 
=  

 
 y 

1 1

1 2

1 1

B

 
 

= − 
 
 

. 

a) [1,5 puntos] Determina a y b para que 
2 4A I= , donde I es la matriz identidad de orden 2. 

b) [1 punto] Para 1a = −  y 1b = , calcula, si es posible, la matriz X que cumple
2 tA X B= . 

 

 

 

BLOQUE CON OPTATIVIDAD 3.  Resuelve sólo uno de los siguientes ejercicios: 
 

EJERCICIO 6 (2.5 puntos) 

Considera las funciones , :f g →  definidas por ( ) xf x e= −  y ( ) xg x e−= − . 

a) [1 punto] Esboza las gráficas de dichas funciones. 

b) [1,5 puntos] Calcula la suma de las áreas de los recintos acotados y limitados por las 

gráficas de dichas funciones y las rectas 1x = −  y 1x = . 

 

EJERCICIO 7 (2.5 puntos) 

El peso de las manzanas producidas en una granja sigue una distribución normal de media 200 

gramos y desviación típica desconocida. 

a) [1,25 puntos] Si el 33% de las manzanas pesan más de 230 gramos, calcula la desviación 

típica del peso de las manzanas. 

b) [1,25 puntos] Si la desviación típica es de 50 gramos, calcula el porcentaje de manzanas que 

pesan entre 160 y 220 gramos. 
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SOLUCIONES 

EJERCICIO 1 (2.5 puntos) 

Considera las rectas 
2

1 1 2

x y z k
r

− −
 = =

−
 y 

2 3 1

1 2 1

x y z
s

+ + −
 = =

−
. 

a) [1,5 puntos] Determina k sabiendo que ambas se cortan en un punto. 

b) [1 punto] Para 0k = , halla la ecuación general del plano que contiene a r y es paralelo a s. 

 

a) Hallamos un punto y un vector de cada recta. 

( )

( )

1, 1,22

1 1 2 0,2,

r

r

vx y z k
r

P k

 = −− − 
 = =  

− 

 

 

( )

( )

1,2,12 3 1

1 2 1 2, 3,1

s

s

ux y z
s

Q

 = −+ + − 
 = =  

− − −

 

 

Estas rectas no son paralelas ni coincidentes pues sus vectores directores no tienen 

coordenadas proporcionales. 

Para que las rectas se corten en un punto el producto mixto , ,r s r sv u PQ 
 

 debe ser nulo. 

 

( )

( )
( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

0,2,
2, 3,1 0,2, 2, 5,1

2, 3,1

1, 1,2 1 1 2

1,2,1 , , 1 2 1

2 5 12, 5,1

2 2 2 10 8 1 5 26

, , 0 2

r

r s

s

r

s r s r s

r s

r s r s

P k
PQ k k

Q

v

u v u PQ

kPQ k

k k k

v u PQ


 = − − − = − − −

− − 

= − −
  = −  = − =  
 − − −= − − − 

= − + + + − + + = −

  = 
 

6 0 26k k− =  =

 

 

Para 26k =  las rectas se cortan en un punto. 
 

b) Para 0k =  las rectas quedan 
2

1 1 2

x y z
r

−
 = =

−
 y 

2 3 1

1 2 1

x y z
s

+ + −
 = =

−
. 

El plano que contiene a la recta r y es paralelo a s tiene como vectores directores los vectores 

directores de ambas rectas y pasa por el punto ( )0,2,0rP  de la recta r. 

( )

( )

( )

1, 1,2 2

1,2,1 : 1 1 2 0 2 4 2 2 4 0

1 2 10,2,0

r

s

r

v v x y z

u u x y z z y x

P





= = − −


= = −  − =  − − + + − − + − = 
 − 

 

 

5 3 6 0 : 5 3 6 0x y z x y z − − + + =  + − − =  

 

El plano que cumple lo pedido tiene ecuación : 5 3 6 0x y z + − − = .  
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EJERCICIO 2 (2.5 puntos) 

Un náufrago se encuentra en una isla situada en el punto de coordenadas (2, 0) de un plano. Se 

sabe que un ferry navega en el mismo plano siempre en la trayectoria dada por la gráfica de la 

función ( ) 1f x x= + . ¿Hacia qué punto de la trayectoria debe nadar el náufrago para recorrer 

la menor distancia posible? Calcula dicha distancia. 
 

 

Dibujamos la situación planteada. 
 

 
 

Obtenemos la expresión de la distancia del naufrago a un punto de la trayectoria del barco. 

Un punto de la trayectoria tiene coordenadas ( ), 1x x+ , siendo 1x  − . 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )
22 2 2

, 1 2,0 2, 1

,

2 1 4 4 1 3 5

NF x x x x

d x d Naufrago Ferry NF

d x x x x x x x x

= + − = − +

= =

= − + + = + − + + = − +

 

 

Calculamos la derivada de la función distancia a recorrer por el naufrago y averiguamos 

cuando se anula. 
 

( ) ( )

( )

2

2

2

2 3
3 5 ´

2 3 5

2 3 3
´ 0 0 2 3 0 1.5

22 3 5

x
d x x x d x

x x

x
d x x x

x x

−
= − +  =

− +

−
=  =  − =  = =

− +

 

 

Estudiamos el signo de la derivada antes y después de 1.5x = . 
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• En el intervalo  )1,1.5−  tomamos 0x =  y la derivada vale 

( )
2

2·0 3 3
´ 0 0

2 52 0 3·0 5
d

− −
= = 

− +
. La función decrece antes de 1.5x = . 

• En el intervalo ( )1.5,+  tomamos 2x =  y la derivada vale 

( )
2

2·2 3 1
´ 2 0

2 32 2 3·2 5
d

−
= = 

− +
. La función crece después de 1.5x = . 

 

La distancia tiene un mínimo en 1.5x = . 

Para este valor tenemos que 1 1.5 2.5 1.58y = + = . 

El punto hacia el que debe nadar tiene coordenadas ( )1.5, 2.5 . La distancia mínima que 

debe recorrer tiene un valor de ( ) 2 11
1.5 1.5 3·1.5 5 1.6583

2
d = − + =   unidades. 
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EJERCICIO 3 (2.5 puntos) 

Sea la función ( ): 1,1f − →  definida por ( )
1

1

x
f x

x

+
=

−
. 

a) [1,5 puntos] Estudia la derivabilidad de f. 

b) [1 punto] Halla los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f. 

 

a) Obtenemos la expresión de la función como una función definida a trozos. 

 

( )

1
1 0

1 1

11
0 1

1

x
si x

x x
f x

xx
si x

x

−
−  +  +

= = 
+−   

 −

 

La función es continua en ( ) ( )1,0 0,1−  . 

Estudiamos la continuidad en 0x = . 

 

( )

( )

( )

( ) ( ) ( )
0 0 0 0

0 0

1 0
0 1

1 0

1 1 0
lim lim 1 0 lim lim 1

1 1 0

1 1 0
lim lim 1

1 1 0

x x x x

x x

f

x
f x f f x f x

x

x
f x

x

− − − +

+ +

→ → → →

→ →

+ 
= = 

− 
− − 

= = =  = = =
+ + 
+ + 

= = = − −


 

 

La función es continua en 0x = . La función es continua en todo su dominio ( )1,1− . 

La función en el intervalo ( )1,0−  tiene la expresión ( )
1

1

x
f x

x

−
=

+
, es derivable siendo su 

derivada ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
2 2 2

1· 1 1· 1 1 1 2
´

1 1 1

x x x x
f x

x x x

− + − − − − − + −
= = =

+ + +
. 

La función en el intervalo ( )0,1  tiene la expresión ( )
1

1

x
f x

x

+
=

−
, es derivable siendo su 

derivada ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
2 2 2

1· 1 1 · 1 1 1 2
´

1 1 1

x x x x
f x

x x x

− − − + − + +
= = =

− − −
. 

Estudiamos la derivabilidad en 0x = . 

 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
2 2

0 0

2 2
0 0

2 2
´ 0 lim ´ lim 2

1 1 0
´ 0 ´ 0

2 2
´ 0 lim ´ lim 2

1

2

1

2

0

x x

x x

f f x
x

f f

f f x
x

+ +

− −

+

→ →

+ −

−

→ →


= = = = 

− − 
 = =

+

 −
− − = = = = −

+ 

 

 

Las derivadas laterales no coinciden y la función no es derivable en 0x = . 

La función es derivable en ( ) ( )1,0 0,1−  . 
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b) La derivada de la función en el intervalo ( )1,0−  tiene la expresión ( )
( )

2

2
´

1
f x

x

−
=

+
. Esta 

expresión de la derivada siempre es negativa. La función decrece en ( )1,0− . 

La derivada de la función en el intervalo ( )0,1  tiene la expresión ( )
( )

2

2
´

1
f x

x
=

−
. Esta 

expresión de la derivada siempre es positiva. La función crece en ( )0,1 . 

 

La función decrece en ( )1,0−  y crece en ( )0,1 . 

 

 
 

  

http://www.ebaumatematicas.com/


PAU 2025 Extraordinaria Suplente 2 Matemáticas II en Andalucía      

 

37 de 571  www.ebaumatematicas.com  

EJERCICIO 4 (2.5 puntos) 

Se considera la matriz 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a

M a a a

a a a

 
 

=  
 
 

 con determinante igual a –5. 

a) [1,25 puntos] Calcula 

11 31 21

12 32 22

13 33 23

2

3 3 6

2 2 4

a a a

a a a

a a a

. 

b) [1,25 puntos] Calcula 

11 31 12 32 13 33

21 22 23

31 32 33

2 3 2 3 4 6

2

2

a a a a a a

a a a

a a a

− − −

. 

 

a) Aplicamos las propiedades de los determinantes. 
 

 

 

11 31 21 11 12 13

12 32 22 31 32 33

13 33 23 21 22 23

11 12 13 11

31 32 33

21 22 23

2 3 2
Sacamos 3 de la 2ª columna

3 3 6 3 2
Sacamos 2 de la 3ª columna

2 2 4 2 6 4

3·2· Sacamos 2 de la 3ª fila 12

2 2 2

t

a a a a a a

a a a A A a a a

a a a a a a

a a a a a

a a a

a a a

 
= = = = = 

 

= = =

( ) ( )

12 13

31 32 33

21 22 23

11 12 13

21 22 23

31 32 33

Intercambiamos la fila 2ª y 3ª
12 1 12 5 60

el determinante cambia de signo

a

a a a

a a a

a a a

a a a

a a a

=

 
= = − = − − = 

 

 

 

b) Calculamos el determinante aplicando las propiedades de los determinantes. 
 

11 31 12 32 13 33 11 12 13 31 32 33

21 22 23 21 22 23 21 22 23

31 32 33 31 32 33 31 32 33

11 12 13

21 2

2 3 2 3 4 6 2 2 4 3 3 6

2 2 2

2 2 2

2 2 4
En el 2º determinante la 1ª fila = 3 3ª

El determinante vale 0

a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a

a a a a a a a a a

a a a

a a

− − −

= − =

 
= = 

 

( )

2 23

31 32 33

11 12 13 11 12 13

21 22 23 21 22 23

31 32 33 31 32 33

Sacamos 2 
2

de la 1ª fila
2

2
Sacamos 2 

2 2 2·2 4 5 20
de la 3ª columna

2

a

a a a

a a a a a a

a a a a a a

a a a a a a

 
= = 

 

 
= = = = − = − 

 
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EJERCICIO 5 (2.5 puntos) 

Sean las matrices 
3

1

a
A

b

 
=  

 
 y 

1 1

1 2

1 1

B

 
 

= − 
 
 

. 

a) [1,5 puntos] Determina a y b para que 2 4A I= , donde I es la matriz identidad de orden 2. 

b) [1 punto] Para 1a = −  y 1b = , calcula, si es posible, la matriz X que cumple 2 tA X B= . 

 

a) Determinamos el valor de a y b. 

 

( )

( )

2

2

2

2

3 3 1 0 4 03 3 3
4 4

1 1 0 1 0 43 1

3 4

1 3·1 4 ¡ !3 3 0 3 3 1

0 1 ·1 1 0 ¡ !

3 1 4 3 3 1

a a a b a
A I

b b ab b b

a b

Oka a a

ab b Ok

b b b

 + +      
=  =  =        

+ +       

 + =


 − + = →+ = → = − → = − 
  

+ = − + = → 


+ = → = → =

 

 

Para que se cumpla lo pedido debe ser 1a = −  y 1b = . 

 

b) Para 1a = −  y 1b =  las matrices quedan 
1 3

1 1
A

− 
=  

 
 y 

1 1

1 2

1 1

B

 
 

= − 
 
 

. Hemos visto en el 

apartado anterior que 
2 4A I= . 

Despejamos X de la ecuación matricial. 

 

2 1
4 4

4

t t t tA X B IX B X B X B=  =  =  =  

 
Determinamos la expresión de la matriz X. 

 
1 1

1 1 1
1 2

1 2 1
1 1

1 1 1 1/ 4 1/ 4 1/ 41 1

1 2 1 1/ 4 1/ 2 1/ 44 4

t

t

B B

X B

 
−  

= −  =   
  

 

− −   
= = =   

   

 

 

La matriz tiene la expresión 
1/ 4 1/ 4 1/ 4

1/ 4 1/ 2 1/ 4
X

− 
=  

 
. 
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos) 

Considera las funciones , :f g →  definidas por ( ) xf x e= −  y ( ) xg x e−= − . 

a) [1 punto] Esboza las gráficas de dichas funciones. 

b) [1,5 puntos] Calcula la suma de las áreas de los recintos acotados y limitados por las 

gráficas de dichas funciones y las rectas 1x = −  y 1x = . 

 

a) La derivada de la función f es ( )´ xf x e= − . Esta derivada nunca se anula y siempre es 

negativa. La función f es decreciente en . 

La derivada de la función g es ( )
1

´ x

x
g x e

e

−= = . Esta derivada nunca se anula y siempre es 

positiva. La función g es creciente en . 

Determinamos los puntos de corte de las dos gráficas. 
 

( ) ( ) 21
1 1 2 0 0x x x x x x x x

x
f x g x e e e e e e e e x x

e

− −=  − = −  =  =  =  =  =  =  

 

Las gráficas coinciden en el punto ( )0, 1− . 

Hacemos una pequeña tabla de valores y dibujamos las gráficas de las dos funciones. 
 

( ) ( )
2 2

2 2

2 1/ 2

1 1/ 1

0 1 0 1

1 1 1/

2 2 1/

x xx f x e x g x e

e e

e e

e e

e e

−= − = −

− − − −

− − − −

− −

− −

− −
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b) Dibujamos la situación planteada. 

 

 
 

Los recintos son simétricos, y por tanto el área del recinto 1 es igual que la del recinto 2. 

Calculamos el área del recinto 1. 

 

( )
1 1

0 0

1
1 1 0 0 2

0

Re int 1

1
2 1.0861

x x x x

x x

Área c o e e dx e e dx

e e e e e e e u
e

− −

− − −

= − − − = − + =

     = + = + − + = + −     

 
 

 

La suma de las áreas de los recintos acotados y limitados por las gráficas de las dos funciones 

y las rectas 1x = −  y 1x =  es el doble del área del recinto 1: 
2

2 4 2.1723e
e

+ − unidades 

cuadradas. 
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EJERCICIO 7 (2.5 puntos) 

El peso de las manzanas producidas en una granja sigue una distribución normal de media 200 

gramos y desviación típica desconocida. 

a) [1,25 puntos] Si el 33% de las manzanas pesan más de 230 gramos, calcula la desviación 

típica del peso de las manzanas. 

b) [1,25 puntos] Si la desviación típica es de 50 gramos, calcula el porcentaje de manzanas que 

pesan entre 160 y 220 gramos. 
 

a) Sea X = Peso en gramos de las manzanas producidas en una granja. X = N(200, σ). 

Nos dicen que ( )230 0.33P X  = . Utilizamos esta información para obtener el valor de σ. 

( )  
230 200

230 0.33 0.33

30 30 30
0.33 1 0.33 1 0.33 0.67

Buscamos en la 30 30 750
0.44 68.1818

tabla N(0, 1) 0.44 11

P X Tipificamos P Z

P Z P Z P Z



  




− 
 =    =  

 

     
  =  −  =   = − =      

     

 
  =  = = 

 

 

 

 
 

La desviación típica vale 
750

68.1818
11

 = . 

 

b) Tenemos que X = N(200, 50). Calculamos ( )160 220P X  . 

( )  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

160 200 220 200
160 220

50 50

0.8 0.4 0.4 0.8 0.4 0.8

Buscamos en la
0.4 1 0.8 0.6554 1 0.7881 0.4435

tabla N(0, 1)

P X Tipificamos P Z

P Z P Z P Z P Z P Z

P Z P Z

− − 
  = =   = 

 

= −   =  −  − =  −  =

 
=  − −  = = − + =    

 

 

 
 

El porcentaje de manzanas que pesan entre 160 y 220 gramos es del 44.35 %. 
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PAU 2025 Ordinaria Matema ticas II 

 

PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y 
PRUEBA DE ADMISIÓN 

ANDALUCÍA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS 
CURSO 2024-2025 

MATEMÁTICAS II 

 

Instrucciones: 

a) Duración: 1 hora y 30 minutos 

b) Todas las cuestiones deben responderse en el papel entregado para la realización del examen y 

nunca en los folios que contienen los enunciados. 

c) Este examen consta de siete ejercicios distribuidos en un bloque con un ejercicio obligatorio y 

tres bloques con dos ejercicios optativos cada uno. 

d) Deberá resolver el ejercicio obligatorio y solamente un ejercicio de cada uno de los tres bloques 

con optatividad. 

e) En caso de responder a dos ejercicios de un bloque, sólo se corregirá el que aparezca físicamente 

en primer lugar. 

f) Cada ejercicio tiene un valor máximo de 2.5 puntos. 

g) En la puntuación máxima de cada ejercicio están contemplados 0,25 puntos para valorar la 

expresión correcta de los procesos y métodos utilizados. 

h) Se permitirá el uso de calculadoras que no sean programables, ni gráficas ni con capacidad para 

almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos conducentes a la obtención de 

resultados deben estar suficientemente justificados. 

i) Se proporcionará la tabla de la distribución Normal. Se permite el uso de regla. 

 

BLOQUE OBLIGATORIO  Resuelve el siguiente ejercicio: 
 

EJERCICIO 1 (2.5 puntos) 

Juan ha gastado 80€ por la compra de un jersey, una camisa y un pantalón. Sabemos que el 

precio del jersey es un tercio del precio de la camisa y el pantalón juntos. 

a) [1,25 puntos] ¿Es posible determinar de forma única el precio del jersey? ¿Y el de la camisa? 

Razona la respuesta. 

b) [1,25 puntos] Si Juan hubiera esperado a las rebajas se habría gastado 57€, pues el jersey, la 

camisa y el pantalón tenían un descuento del 30%, del 40% y del 20%, respectivamente. 

Calcula el precio de cada prenda antes de las rebajas. 
 

 

BLOQUE CON OPTATIVIDAD 1.  Resuelve sólo uno de los siguientes ejercicios: 
 

EJERCICIO 2 (2.5 puntos) 

Sabiendo que 
( ) ( )

( )0

2 2cos
lim

cos 1xx

sen x ax x

e x x→

− + −

− −
 es finito, calcula a y el valor del límite. 

 

EJERCICIO 3 (2.5 puntos) 

Sea la función ( ): 0,f + ⎯⎯→  definida por ( )
( )
2

ln x
f x a

x
= + . 

a) [1 punto] Calcula a para que y = 1 sea una asíntota horizontal de la gráfica de f. 

b) [1,5 puntos] Para 0a = , calcula los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f. 

Estudia y halla los extremos relativos de f (abscisas donde se obtienen y valores que se 

alcanzan). 
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PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y 
PRUEBA DE ADMISIÓN 

ANDALUCÍA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS 
CURSO 2024-2025 

MATEMÁTICAS II 

 

BLOQUE CON OPTATIVIDAD 2.   Resuelve sólo uno de los siguientes ejercicios: 
 

EJERCICIO 4 (2.5 puntos) 

Sean los puntos O(0, 0, 0), A(0, 2,−2), B(1, 2,m) y C(2, 3, 2). 

a) [1,25 puntos] Halla los valores de m para que el tetraedro determinado por los puntos O, A, 

B y C tenga un volumen de 3 unidades cúbicas. 

b) [1,25 puntos] Para 0m = , calcula la distancia del punto O al plano que pasa por los puntos 

A, B y C. 

 

EJERCICIO 5 (2.5 puntos) 

Considera el punto P(1, 1, 1) y la recta 
1 2 3

1 2 2

x y z
r

− − −
 = =  

a) [1 punto] Halla el plano que pasa por el punto P y contiene a la recta r. 

b) [1,5 puntos] Halla la recta que pasa por el punto P y corta perpendicularmente a la recta r. 

 

 

 

BLOQUE CON OPTATIVIDAD 3.  Resuelve sólo uno de los siguientes ejercicios: 
 

EJERCICIO 6 (2.5 puntos) 

Halla la función ( ): 0,f + ⎯⎯→  que pasa por los puntos ( )( )2, 2 2ln 2e − −  y ( )1,0 , y 

verifica que ( ) 1 1
´́ xf x e

x

−= − .. 

 

 

EJERCICIO 7 (2.5 puntos) 

En la tabla siguiente se recoge el número de coches y motos que se presentaron a la ITV en el 

año 2023: 

 Coches Motos 

Aptos 116.383 160.667 

No aptos 2.679 3.447 

 

Se elige un vehículo al azar de entre los coches y motos que se presentaron a dicha inspección. 

a) [1,25 puntos] ¿Cuál es la probabilidad de que el vehículo elegido sea una moto o haya 

resultado apto? 

b) [1,25 puntos] Si el vehículo elegido es un coche, ¿cuál es la probabilidad de que haya 

resultado no apto? 
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SOLUCIONES 

EJERCICIO 1 (2.5 puntos) 

Juan ha gastado 80€ por la compra de un jersey, una camisa y un pantalón. Sabemos que el 

precio del jersey es un tercio del precio de la camisa y el pantalón juntos. 

a) [1,25 puntos] ¿Es posible determinar de forma única el precio del jersey? ¿Y el de la camisa? 

Razona la respuesta. 

b) [1,25 puntos] Si Juan hubiera esperado a las rebajas se habría gastado 57€, pues el jersey, la 

camisa y el pantalón tenían un descuento del 30%, del 40% y del 20%, respectivamente. 

Calcula el precio de cada prenda antes de las rebajas. 
 

a) Llamamos “x”, “y” y “z” al precio de un jersey, una camisa y un pantalón. 

Obtenemos las ecuaciones que podamos obtener de los datos del problema. 

“Juan ha gastado 80€ por la compra de un jersey, una camisa y un pantalón” → 

80x y z+ + = . 

“El precio del jersey es un tercio del precio de la camisa y el pantalón juntos” → 
3

y z
x

+
=  

Reunimos las ecuaciones en un sistema y lo intentamos resolver. 
 

80
80

3 80
3

3

x y z
y x z

x x zy z
x y zx

+ + = 
= − − 

  = − −+  
= += 



z+ 4 80

20
80

20 80 20 60 60 ; 0 60
4

x

x

x y z z y

z

 



 = 

=


 = =  = − − = −  = −  
 =

 

  

Hemos obtenido el precio del jersey: 20 euros, pero del precio de la camisa y del pantalón 

solo sabemos que sus precios suman 60 €, por lo que no podemos determinar el precio de 

la camisa, solo que su precio está entre 0 y 60 euros. 
 

b) Obtenemos la nueva ecuación. 

“Si Juan hubiera esperado a las rebajas se habría gastado 57€, pues el jersey, la camisa y el 

pantalón tenían un descuento del 30%, del 40% y del 20%, respectivamente” el descuento 

que hubiese obtenido en las rebajas es de 80 – 57 = 23 euros → 0.3 0.4 0.2 23x y z+ + = . 

Añadimos esta ecuación al sistema anterior y lo resolvemos. 

( )

80 80
3 80

3 3
3 4 80 2 230

0.3 0.4 0.2 23 3 4 2 230

80
4 80 20

20 2 904
3 320 4 4 2 230

2 90

y x z y x z
x x z z

x y z x y z
x x z z

x y z x y z

x x
z

x x z z
x z

= − − = − − 
= − − +   

= +  = +    
+ − − + =  + + = + + = 


= = = 

   − − = −  
+ − − + =  − − = − 

 

 

70
70 2 35 80 20 35 25

2
z z y =  = =  = − − =  

 

El jersey cuesta 20 €, la camisa cuesta 25 € y el pantalón 35 €.  
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EJERCICIO 2 (2.5 puntos) 

Sabiendo que 
( ) ( )

( )0

2 2cos
lim

cos 1xx

sen x ax x

e x x→

− + −

− −
 es finito, calcula a y el valor del límite. 

 

Calculamos el límite indicado. 

 

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

00

0

0

2 2cos 0 ·0 2 2cos 0 0
lim

cos 1 0·cos 0 1 0

cos 2
det min ( ´ ) lim

cos

cos 0 2 0 1 1
...

cos 0 0· 0 1 1 0 0

xx

xx

sen x ax x sen a

e x x e

x a sen x
In er ación L Hôpital

e x xsen x

a sen a a

e sen

→

→

− + − − + −
= = =

− − − −

− +
= = =

− +

− + − −
= = = =

− + − +

 

 

Para que este límite no valga ∞ debe ser el numerador igual a cero para que surja una 

indeterminación y sigamos con su cálculo. Es decir, debe ser 1a = . Seguimos con el cálculo 

del límite tomando 1a = . 

 

 
( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

0

00

2cos0
... 1 det min ( ´ ) lim

0 cos

2cos 0 2cos 0 2
lim 2

2 cos 2 0 0·cos 0 1 0 0

xx

xx

sen x x
a In er ación L Hôpital

e sen x sen x x x

sen x x sen

e sen x x x e sen

→

→

− +
= = = = = =

+ + +

− + − +
= = = =

+ + + + + +

 

 

El valor de a necesario para que el límite sea finito es 1a = . Para este valor el límite vale 2.  
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EJERCICIO 3 (2.5 puntos) 

Sea la función ( ): 0,f + ⎯⎯→  definida por ( )
( )
2

ln x
f x a

x
= + . 

a) [1 punto] Calcula a para que y = 1 sea una asíntota horizontal de la gráfica de f. 

b) [1,5 puntos] Para 0a = , calcula los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f. 

Estudia y halla los extremos relativos de f (abscisas donde se obtienen y valores que se 

alcanzan). 
 

a) Para que y = 1 sea una asíntota horizontal debe cumplirse ( )lim 1
x

f x
→

= . 

( )
( ) ( )
2 2

2

ln ln
lim lim lim det min ( ´ )

1

1 1
lim lim

2 2

x x x

x x

x x
f x a a a In er ación L Hôpital

x x

xa a a a
x x

→ → →

→ →


= + = + = + = =



= + = + = + =


 

 
Como este límite debe valer 1 entonces debe ser 1a = . 

 

b) Para 0a =  la función queda ( )
( )
2

ln x
f x

x
= . Buscamos los puntos críticos de la función. 

 

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) ( ) ( )

2

2 4 4 3

1/2

3

1
2 lnln 2 ln 1 2ln

´

1 2ln 1
´ 0 0 1 2ln 0 1 2ln ln

2

x x xx x x x xxf x f x
x x x x

x
f x x x x x e

x

− − −
=  = = =

−
=  =  − =  =  =  =

 

 

Estudiamos el signo de la derivada antes y después de punto crítico 1/2 1.65x e= . 
 

• En el intervalo ( )1/20,e  tomamos 1x =  y la derivada vale ( )
( )

4

1 2ln 1
´ 1 1 0

1
f

−
= =  . 

La función crece en ( )1/20,e . 

• En el intervalo ( )1/2 ,e +  tomamos 2x =  y la derivada vale 

( )
( )

4

1 2ln 2
´ 2 0.024 0

2
f

−
= = −  . La función decrece en ( )1/2 ,e + . 

 

La función crece en ( )1/20,e  y decrece en ( )1/2 ,e + . 

Con esta evolución de la función podemos decir que la función tiene un máximo relativo y 

absoluto en 1/2x e= . Como ( )
( )

( )

1/2

1/2

2
1/2

1
ln 12

2

e
f e

e ee
= = =  las coordenadas del máximo son 

1
,
2

e
e

 
 
 

.  
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EJERCICIO 4 (2.5 puntos) 

Sean los puntos O(0, 0, 0), A(0, 2,−2), B(1, 2,m) y C(2, 3, 2). 

a) [1,25 puntos] Halla los valores de m para que el tetraedro determinado por los puntos O, A, 

B y C tenga un volumen de 3 unidades cúbicas. 

b) [1,25 puntos] Para 0m = , calcula la distancia del punto O al plano que pasa por los puntos 

A, B y C. 
 

a) Hallamos la expresión del volumen del tetraedro OABC. 
 

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

0,2, 2
, ,

1,2,
6

2,3,2

0 2 2
4 21 1

1 2 0 4

0,  0,  0

0,  2, 2

1

6

,

,

6 8 4 0
6 6

 2,

3

2 3

,  

2

2  2

O
OA

OA OB OCA
OB m Volumen OABC

O

m

B m
C

C

m
m


 = −

    
 =  = = 

 
= 



−
−

= = + − + −

−

− =

 

 

Buscamos el valor de m para el que dicho volumen vale 3 unidades cúbicas. 

4 2
3 4 2 18 4 20 5

4 2 6
3 3

4 26
3 4 2 18 4 16 4

6

m
m m m

m
Volumen OABC

m
m m m

−
= → − = → = → =− 

=  =  
− + = → − + = → − = → = −



 

 

Para 4m = −  y 5m =  el tetraedro determinado por los puntos O, A, B y C tiene un 

volumen de 3 unidades cúbicas. 
 

b) Para 0m =  los puntos quedan O(0, 0, 0), A(0, 2,−2), B(1, 2, 0) y C(2, 3, 2). 

Hallamos el plano π determinado por los puntos A, B y C. 
 

( )

( )

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

( )

1,2,0 0,2, 20,2, 2

1,2,0 2,3,2 0,2, 2

2,3,2 0,

1,0,2

2,1,4

2 2

: 1 0 2 0 4 2

2

2 1

,

4

2

u ABA

v AC

C A

x y z

B

y





 = = − =
 

 = = − =  
 

 

− +

 = 

−−

−

−

− ( )2 4 2z y+ + − − 2 0 : 2 2 0x x z− =  − + + =

 

 

Hallamos la distancia del punto ( )0,0,0O  al plano : 2 2 0x z − + + = . 

( )
( )

( )
2 2 2

: 2 2 0 2·0 0 2 2 2 5
,

0,0,0 552 0 1

x z
d O

O




− + + =  − + +
 = = =

 − + +

 

 

Para 0m =  la distancia del punto O al plano que pasa por los puntos A, B y C tiene un 

valor de 
2 5

5
 unidades.  
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EJERCICIO 5 (2.5 puntos) 

Considera el punto P(1, 1, 1) y la recta 
1 2 3

1 2 2

x y z
r

− − −
 = =  

a) [1 punto] Halla el plano que pasa por el punto P y contiene a la recta r. 

b) [1,5 puntos] Halla la recta que pasa por el punto P y corta perpendicularmente a la recta r. 

 

a)  Hallamos un punto y un vector director de la recta. 
 

( )

( )

1,2,31 2 3

1 2 2 1,2,2

r

r

Qx y z
r

v

− − − 
 = =  

=

 

 

El plano π que pasa por el punto P y contiene a la recta r tiene como vectores directores 

( )1,2,2rv  y rPQ . 

 

( )

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

1,2,2 1 1 1

1,2,3 1,1,1 0,1, 2 : 1 2 2 0

0 1 21,1,1

4 1 1 2 1 2 1 0

4 4 1 2 2 2 2 0 : 2 2 1 0

r

r

u v x y z

v PQ

P

x z y x

x z y x x y z







= = − − −


= = − =  = 


 

 − + − − − − − = 

 − + − − + − + =  − + − =

 

 

El plano que pasa por el punto P y contiene la recta r tiene ecuación : 2 2 1 0x y z − + − = . 

 

b) Seguimos los pasos del dibujo. 

 
 

Hallamos el plano π´ perpendicular a la recta r que pasa por P. Este plano tiene como vector 

normal el director de la recta. 
 

( )

( ) ( )

:́ 2 2 0´ 1,2,2
1 2 2 0

1,1,1 ´1,1,1 ´

5 :́ 2 2 5 0

r
x y z Dn v

D
PP

D x y z







 + + + == =  
  + + + =  

 

 = −  + + − =
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Hallamos el punto A de corte del plano :́ 2 2 5 0x y z + + − =  y la recta r. 

 

( )

( )

( ) ( )

:́ 2 2 5 0

1
1,2,3 1 2 2 2 2 3 2 5 0

2 2
1,2,2

3 2

6 2
1 4 4 6 4 5 0 9 6 0

9 3

r

r

x y z

x
Q

r r y
v

z




  





    

+ + − = 


= +   + + + + + − =   
 →  = +  

=  = + 

− −
 + + + + + − =  + =  = = 

 

 

1
1

3 3

4 2 1 2 5
2 , ,

3 3 3 3 3

4 5
3

3 3

x

y A

z


= − =


  

 = − =   
 


= − =



 

 

La recta s que buscamos pasa por los puntos P y A. 

 

( )

( )

( )

( )

( )

1 2 5 1 2 5 2 1 2
, , 1,1,1 , , , ,

3 3 3 3 3 3 3 3 3

1,1,1 1,1,1

1 22 1 2
3 3 , , 2,1, 2

3 3 3 : 1 ;

1,1,1 1 2

s

A s AP

P s P s

x
v AP

s y

P s z



 



 −      
 = − =      

       
   

= +−   
= = = −   

  = +    
  = −

 

 

La recta que pasa por el punto P y corta perpendicularmente a la recta r tiene ecuación 

paramétrica 

1 2

: 1 ;

1 2

x

s y

z



 



= +


= + 
 = −

. 
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos) 

Halla la función ( ): 0,f + ⎯⎯→  que pasa por los puntos ( )( )2, 2 2ln 2e − −  y ( )1,0 , y 

verifica que ( ) 1 1
´́ xf x e

x

−= − .. 

 

Integramos la derivada segunda para obtener la derivada primera de la función. 

 

( ) ( ) 1 11
´ ´́ lnx xf x f x dx e dx e x A

x

− −= = − = − +

  

 

Integramos la primera derivada para obtener la función (salvo dos parámetros a determinar). 

 

( ) ( )

( ) ( )

1 1

1 1

´ ln ln ...

Integración por partes

1 1
ln ln ln ln ln

... ln ln 1

x x

x x

f x f x dx e x Adx e xdx Ax

xdx u x du dx x x x dx x x dx x x x
x x

dv dx v dx x

e x x x Ax e x x A x B

− −

− −

= = − + = − + =

 
 
 

= = → = = − = − = − 
 
 = → = =
 

= − − + = − + + +





  

 



 

 

Sabemos que la función tiene la expresión ( ) ( )1 ln 1xf x e x x A x B−= − + + + , falta por 

determinar A y B. 

 

Si la función pasa por los puntos ( )( )2, 2 2ln 2e − −  y ( )1,0  se debe cumplir: 

( )2 2 2ln 2f e= − −  y ( )1 0f = . 

 

( ) ( )

( )

( )

( )

( )

1

2 1

1 1

ln 1
2 2ln 2 2ln 2 1 2

2 2 2ln 2
0 ln1 1

1 0

xf x e x x A x B
e e A B

f e
e A B

f

e

−

−

−

= − + + +
 − − = − + + + 

= − −   
= − + + + 

= 


2 2ln 2− − e= 2ln 2−

( )

4 2 4 22 2

0 2 0 20 1 0 1

0 2 4 2 0 2 2 4 2 2 0

A B A BA B

A B A BA B

A A A A B

 − = + − − = + + +
    

= + + = + += − + + +  

 = + − −  = − −  = −  = − − − =

 

 

Hemos obtenido que debe ser A = –2 y B = 0. 

La función que cumple todo lo pedido es ( ) 1 lnxf x e x x x−= − − . 
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EJERCICIO 7 (2.5 puntos) 

En la tabla siguiente se recoge el número de coches y motos que se presentaron a la ITV en el 

año 2023: 

 

 

 

 

Se elige un vehículo al azar de entre los coches y motos que se presentaron a dicha inspección. 

a) [1,25 puntos] ¿Cuál es la probabilidad de que el vehículo elegido sea una moto o haya 

resultado apto? 

b) [1,25 puntos] Si el vehículo elegido es un coche, ¿cuál es la probabilidad de que haya 

resultado no apto? 

 

Completamos la tabla proporcionada añadiendo los totales. 

 

 Coches Motos TOTALES 

Aptos 116.383 160.667 277050 

No aptos 2.679 3.447 6126 

TOTALES 119062 164114 283176 

 

a) Acudieron a la ITV 164114 motos y resultaron aptos 116383 coches, por lo que la 

probabilidad de que el vehículo elegido sea una moto o haya resultado apto vale  

 
164114 116383 4921

0.9905
283176 4968

+
= . 

 

b) De los 119062 coches que acudieron a la ITV resultaron no aptos 2679, por lo que la 

probabilidad de que al elegir un coche este haya resultado no apto vale 
2679

0.0225
119062

= . 

 
 

 

 Coches Motos 

Aptos 116.383 160.667 

No aptos 2.679 3.447 
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PAU 2025 Ordinaria suplente 1 Matema ticas II 

 

PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y 
PRUEBA DE ADMISIÓN 

ANDALUCÍA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS 
CURSO 2024-2025 

MATEMÁTICAS II 

 

Instrucciones: 

a) Duración: 1 hora y 30 minutos 

b) Todas las cuestiones deben responderse en el papel entregado para la realización del examen y 
nunca en los folios que contienen los enunciados. 

c) Este examen consta de siete ejercicios distribuidos en un bloque con un ejercicio obligatorio y 

tres bloques con dos ejercicios optativos cada uno. 
d) Deberá resolver el ejercicio obligatorio y solamente un ejercicio de cada uno de los tres bloques 

con optatividad. 

e) En caso de responder a dos ejercicios de un bloque, sólo se corregirá el que aparezca físicamente 

en primer lugar. 
f) Cada ejercicio tiene un valor máximo de 2.5 puntos. 

g) En la puntuación máxima de cada ejercicio están contemplados 0,25 puntos para valorar la 

expresión correcta de los procesos y métodos utilizados. 
h) Se permitirá el uso de calculadoras que no sean programables, ni gráficas ni con capacidad para 

almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos conducentes a la obtención de 

resultados deben estar suficientemente justificados. 

i) Se proporcionará la tabla de la distribución Normal. Se permite el uso de regla. 

 

BLOQUE OBLIGATORIO.  Resuelve el siguiente ejercicio: 
 

EJERCICIO 1 (2.5 puntos) 

Considera la función :f ⎯⎯→  definida por ( ) ( )1 xf x x e= − . 

a) [1,5 puntos] Determina la ecuación de la recta tangente y la ecuación de la recta normal a la 

gráfica de f en el punto de inflexión. 

b) [1 punto] Estudia y calcula las asíntotas de la función. 
 

 

BLOQUE CON OPTATIVIDAD 1.  Resuelve sólo uno de los siguientes ejercicios: 
 

EJERCICIO 2 (2.5 puntos) 

Sea la función :f ⎯⎯→  definida por ( ) ( )
2

1f x x= − . 

a) [0,75 puntos] Esboza el recinto acotado y limitado por la gráfica de f y la recta y a=  con 

0a  . 

b) [1,75 puntos] Calcula a > 0 para que el área del recinto acotado y limitado por la gráfica de 

f y la recta y a=  sea 
4

3
 unidades cuadradas. 

 

EJERCICIO 3 (2.5 puntos) 

Considera la función  

( )
( )

( )

2 0

cos 1 0

xsen x si x
f x

x si x


= 

− 

. 

Calcula ( )
1

4

f x dx
− . 
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PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y 
PRUEBA DE ADMISIÓN 

ANDALUCÍA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS 
CURSO 2024-2025 

MATEMÁTICAS II 

 

BLOQUE CON OPTATIVIDAD 2.   Resuelve sólo uno de los siguientes ejercicios: 
 

EJERCICIO 4 (2.5 puntos) 

Sean los puntos A(3, –1, 1), B(1, 3, –3) y C(–2, –2, 1). 

a) [1 punto] Calcula el área del triángulo de vértices A, B y C. 

b) [1,5 puntos] Halla los puntos D pertenecientes al eje OZ para que el tetraedro de vértices 

A, B, C y D tenga un volumen de 20 unidades cúbicas. 

 

EJERCICIO 5 (2.5 puntos) 

Considera el plano 2 2 5 0x y z  + + + = . 

a) [1,5 puntos] Calcula el punto simétrico de P(1, 0, 1) respecto de π. 

b) [1 punto] Calcula los planos paralelos a π y que disten 2 unidades de π. 

 

 

BLOQUE CON OPTATIVIDAD 3.  Resuelve sólo uno de los siguientes ejercicios: 
 

EJERCICIO 6 (2.5 puntos) 

Sea la matriz 

4 0

1 1

0 4

A

 



 

+ 
 

=  
 + 

 

a) [1 punto] Indica para qué valores de α la matriz A admite inversa. 

b) [1,5 puntos] Para 1 =  determina, si es posible, la matriz inversa de A. 

 

EJERCICIO 7 (2.5 puntos) 

Los rodamientos de las ruedas de un coche se configuran con unas bolas cuyos diámetros siguen 

una distribución normal de media 13 mm y desviación típica 0,1 mm. Para que el 

funcionamiento del rodamiento sea óptimo el diámetro debe estar entre 12,9 mm y 13,15 mm. 

No obstante, la máquina que los elabora es muy sensible a los cambios de temperatura y pierde 

eficacia cuando ésta sube considerablemente. El 15 de julio, tras una rotura del sistema de 

refrigeración, la máquina configura bolas cuyos diámetros siguen una distribución normal de 

media 12,9 mm y desviación típica 0,2 mm. 

a) [1,25 puntos] En circunstancias ideales, ¿cuál es la probabilidad de que la máquina elabore 

piezas con rodamiento óptimo? 

b) [1,25 puntos] ¿Cuál es la probabilidad de que el 15 de julio la máquina elabore piezas con 

rodamiento óptimo? 
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SOLUCIONES 

EJERCICIO 1 (2.5 puntos) 

Considera la función :f ⎯⎯→  definida por ( ) ( )1 xf x x e= − . 

a) [1,5 puntos] Determina la ecuación de la recta tangente y la ecuación de la recta normal a la 

gráfica de f en el punto de inflexión. 

b) [1 punto] Estudia y calcula las asíntotas de la función. 

 

a) Hallamos la segunda derivada de la función y averiguamos cuando se anula (candidato a 

punto de inflexión). 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )  

1 ´ 1· 1 1 1

´́ 1

´́ 0 1 0 0 1 0 1

x x x x x

x x x

x x

f x x e f x e x e x e xe

f x e xe x e

f x x e e x x

= −  = + − = − + = 

 = + = +

=  + =    + =  = −

 

 

Sustituimos 1x = −  en la tercera derivada y vemos si no se anula. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 1
´́ ´ 1 2 ´́ ´ 1 1 2 0x x xf x e x e x e f e

e

−= + + = +  − = − + =   

 

La función tiene un punto de inflexión en 1x = − . 

Hallamos el valor de la función y de su derivada para 1x = − . 
 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

1

2
1 1 1 1

1
´ ´ 1 1

x

x

f x x e f e
e

f x xe f e
e

−

−

−
= −  − = − − =

−
=  − = − =

 

 

Hallamos la ecuación de la recta tangente y la ecuación de la recta normal a la gráfica de f 

en el punto de inflexión 1x = − . 
 

( ) ( ) ( )( ) ( )

( )
( )

( )( ) ( )

( )
2

2 1
Recta tangente 1 ´ 1 1 1

2 1 1 1 1 2 1 3

1 2 1
Recta normal 1 1 1

1´ 1

2 2 2
1

y f f x y x
e e

y x y x y x
e e e e e e e e

y f x y x
f e

e

e
y e x y ex e y ex

e e e

− −
→ − − = − − −  − = + 

− − −
 + = −  = − −  = −

− − −
→ − − = − −  − = + 

−−

−
 + = +  = + −  = +
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b) Asíntotas verticales. x a=  

La función tiene como dominio todos los números reales. No tiene asíntotas verticales. 
 

Asíntota horizontal. y b=  

Estudiamos la situación cuando x tiende a +∞. 

( ) ( ) ( )lim lim 1 x

x x
b f x x e e+

→+ →+
= = − = + = +  

La función no tiene asíntota horizontal cuando x tiende a +∞.  
 

Estudiamos la situación cuando x tiende a –∞. 

( ) ( )
1

lim lim 1 lim Indeterminación (L´Hôpital)=

1 1 1
= lim 0

x

xx x x

xx

x
b f x x e

e e

e e

− +→− →− →−

− +→−

− − 
= = − = = = =



= = =
− − −

 

La recta 0y =  es asíntota horizontal cuando x tiende a –∞.  

 

Asíntota oblicua. y mx n= +  

Estudiamos la situación cuando x tiende a +∞. Como no tiene asíntota horizontal puede 

tener asíntota oblicua. 

( ) ( )

( )( )

1 1
lim lim lim

1 1
lim 1 1 1 0

x

x

x x x

x

x

f x x e x
m e

x x x x

e e
x

→+ →+ →+

+

→+

−  
= = = − = 

 

   
= − = − = − + = +   

+   

 

La función no tiene asíntota oblicua cuando x tiende a +∞.  
 

Estudiamos la situación cuando x tiende a –∞. Como la función tiene asíntota horizontal no 

puede tener asíntota oblicua. 
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EJERCICIO 2 (2.5 puntos) 

Sea la función :f ⎯⎯→  definida por ( ) ( )
2

1f x x= − . 

a) [0,75 puntos] Esboza el recinto acotado y limitado por la gráfica de f y la recta y a=  con 

0a  . 

b) [1,75 puntos] Calcula a > 0 para que el área del recinto acotado y limitado por la gráfica de 

f y la recta y a=  sea 
4

3
 unidades cuadradas. 

 

a) Hallamos los puntos de corte de la recta y la parábola. 
 

( ) ( )
( )  

2
2 1 11

1 0 1

1 1

x a x af x

y a

x
x a a x a

x a x a

 − = → = += −  
 − =    − =   

  − = − → == −

 

 

Dibujamos la gráfica de la parábola y dibujamos la recta 4y =  para hacer una aproximación 

de la situación planteada. 
 

( ) ( )
2

41

1 41 4

0 40 1

1 41 0

2 42 1

3 43 4

x yx f x x == −

−−
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b) Hallamos la expresión del área como la integral definida de 1 a−  a 1 a+  de la diferencia 

entre la recta y la parábola. 

 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

1
3

1 2

1

1

3 3

1
1

3

1 1 1 1
1 1

3 3

a

a

a

a

x
Área a x dx ax

a a
a a a a

a

+

+

−

−

 −
= − − = − = 

  

   + − − −
   = + − − − − =
   
      

=



3

3

a
a a a+ − −

3 3

3
3 3 3

2
2

3 3

2 2 4
2 2

3 3 3

a a
a a a a

a
a a a

+ − = − =

 
= − = − = 

 

 

 

Averiguamos cuando el área vale 
4

3
. 

 

3 3 3 34 4 4
1 1 1 1

3 3 3
Áreaa a a a a=  =  =  =  = =  

 

Para 1a =  se cumple lo pedido. 
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EJERCICIO 3 (2.5 puntos) 

Considera la función  

( )
( )

( )

2 0

cos 1 0

xsen x si x
f x

x si x


= 

− 

. 

Calcula ( )
1

4

f x dx
− . 

 

La función en el intervalo ,1
4

− 
 
 

 tiene un cambio de definición por lo que la integral 

definida la dividimos en suma de dos integrales definidas. 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

1 0 1 0 1

0 0
4 4 4

2 cos 1 ...

Integración por partes

2

1
2 2 cos 2

2

1 1 1
· cos 2 cos 2 cos 2 cos 2

2 2 2 2

cos 2
2

f x dx f x dx f x dx xsen x dx x dx

xsen x dx u x du dx

dv sen x dx v sen x dx x

x
x x x dx x x dx

x
x

   
− − −

= + = + − =

 
 
 

= = → = = 
 −
 = → = =
 

− − −
= − = + =

−
= +





    







( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

0 1

0
4

1 1 1
· 2 cos 2 2

2 2 2 4

1 1
... cos 2 2

2 4

0 1 / 4 1
cos 2·0 2·0 cos 2 2

2 4 2 4 4 4

1 1
·1 1 ·0 0

1
·cos

8 2 4

x
sen x x sen x C

x
x sen x sen x x

sen sen

sen sen

s






  

 
 

 

−

−
= + +

−   
= + + − =   

   

−  − −      
= + − + +     

      

   
+ − − − =   

   

− 
= − − 

 
( )

1 1 3
1 1

2 4 4
en sen






− − 
+ − = − = 

 
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EJERCICIO 4 (2.5 puntos) 

Sean los puntos A(3, –1, 1), B(1, 3, –3) y C(–2, –2, 1). 

a) [1 punto] Calcula el área del triángulo de vértices A, B y C. 

b) [1,5 puntos] Halla los puntos D pertenecientes al eje OZ para que el tetraedro de vértices 

A, B, C y D tenga un volumen de 20 unidades cúbicas. 
 

a) El área del triángulo de vértices A, B y C es la mitad del módulo del producto vectorial 

AB AC . 

( )

( )

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

1,3, 3 3, 1,1 2,4, 4

2, 2,1 3, 1,1 5, 1,0

2 4 4 20 2 20 4 4 20 22 4,20,22

3

5 1

3, –1,1

1,3, –

–2, –2,1

0

AB

AC

i j k

AB AC j k

A

k

B

C

i i j k


 = − − − = − − 

 
= − − − − = − − 



 = − − = + + − = − + + = −

− −

 

( )
2 2 2

2
4 20 22

15
2 2

AB AC
Área ABC u

 − + +
= = =  

 

El área del triángulo de vértices A, B y C tiene un valor de 15 unidades cuadradas. 
 

b) El punto D tiene coordenadas ( )0,0,D c . El volumen del tetraedro ABCD se obtiene como 

la sexta parte del valor absoluto del producto mixto , ,AB AC AD 
 

. 

( )

( )
( ) ( ) ( )0,0, 3, 1,1 3,1 1

3, –1,1
,

0,0,

A
AB c c

D c


 = − − = − −



 

( )

( )

( )

( ) ( )

2,4, 4 2 4 4

5, 1,0 , , 5 1 0

3 1 13,1, 1

2 1 0 20 12 20 1 0 2 2 20

AB

AC AB AC AD

cAB c

c c c

= − − − −


 = − −  = − − =  
 − −= − − 

= − + + + + − − = − + 12 20 20c+ + − 22 10c= +

. 

, , 22 10 11 5

6 6 3

AB AC AD c c
Volumen ABCD

  + + 
= = =  

 

Averiguamos cuando el volumen vale 20 unidades cúbicas. 

55
11 5 60 5

11 5 11
20 20 11 5 60

3 65
11 5 60

11

c c
c

Volumen ABCD c

c c


+ = → = =

+ 
=  =  + = 

−
+ = − → =




 

 

El valor buscado puede ser 
1 5c =  y el punto del eje Z que cumple lo pedido es ( )1 0,0,5D .  

O bien 2

65

11
c

−
=  y el punto del eje Z que cumple lo pedido es 2

65
0,0,

11
D

− 
 
 

.  
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EJERCICIO 5 (2.5 puntos) 

Considera el plano 2 2 5 0x y z  + + + = . 

a) [1,5 puntos] Calcula el punto simétrico de P(1, 0, 1) respecto de π. 

b) [1 punto] Calcula los planos paralelos a π y que disten 2 unidades de π. 

 

a) Buscamos la recta perpendicular al plano que pasa por el punto P, luego determinamos el 

punto Q de corte de recta y plano. Por último, determinamos el punto P ´ simétrico de P 

respecto de π. 

 
Determinamos la recta r perpendicular al plano 𝛑 que pasa por el punto P. Esta recta tiene 

como vector director el vector normal del plano. 

 

( )

( )

( )

2 2 5 0 2,1,

0

2

1,  

2

1 2
2,1,

:
1

;

1
 

2
,

r

x y z n

x
v n

r
P

y
r

z





 



 + + + =  =

= +
= =  

 =  
   = +

 

 

Hallamos el punto Q de corte de recta y plano. 

 

( ) ( )

( )

( )

( )

1 2

: ;
2 1 2 2 1 2 5 0

1 2

2 2 5 0

2 4 2 4 5 0 9 9 0 9 9 1

1 2 1 1

1 1, 1, 1

1 2 1 1

x

r y

z

x y z

x

y Q

z



 
  





     

= + 
 

=  
 + + + + + =  = + 

 + + + = 

 + + + + + =  + =  = −  = − 

= + − = −


 = −  − − −
 = + − = −

 

 

Obtenemos el punto P ´ sumando al punto Q el vector PQ . 

 

( ) ( ) ( )1, 1, 1 1,0,1 2, 1, 2PQ = − − − − = − − −  
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( ) ( ) ( )´ 1, 1, 1 2, 1, 2 3, 2, 3P Q PQ= + = − − − + − − − = − − −  

 

El punto simétrico de P(1, 0, 1) respecto de π es el punto ( )´ 3, 2, 3P − − − . 

 

b) Un plano paralelo a 2 2 5 0x y z  + + + =  tiene ecuación ´ 2 2 0x y z D  + + + = . 

Como estos planos son paralelos la distancia entre ellos es el valor de la distancia entre un 

punto del plano π y el plano π ´. 

 

( )

( )

( )
( ) ( )

( )
2 2 2

2 2 5 0

2 2 2 1 2 5 0 4 1 2 5 0

1

2 0 0 2, 1,0

2 2 1 2·02, 1,0 5
, ´ , ´

3´ 2 2 0 2 1 2

x y z

x z z

y

z z A

DA D
d d A

x y z D






  



 + + + = 


= −  − − + + =  − − + + = 
= − 

 =  =  − − 

− − + +− −   − +
 = = =

 + + + =  + +

 

 

Averiguamos cuando esta distancia vale 2. 

 

( )

1

2

5
, ´ 2 2 5 6

3

5 6 11 : 2 2 11 0

5 6 1 : 2 2 1 0

D
d D

D D x y z

D D x y z

 





− +
=  =  − + = 

− + = → = → + + + =
 

− + = − → = − → + + − =

 

 

Los planos paralelos a π y que distan 2 unidades de π son 
1 : 2 2 11 0x y z + + + =  y 

2 : 2 2 1 0x y z + + − = . 
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos) 

Sea la matriz 
4 0

1 1

0 4

A

 



 

+ 
 

=  
 + 

 

a) [1 punto] Indica para qué valores de α la matriz A admite inversa. 

b) [1,5 puntos] Para 1 =  determina, si es posible, la matriz inversa de A. 

 

a) Para que la matriz A tenga inversa su determinante debe ser distinto de cero. 

Averiguamos cuando se anula el determinante de A. 

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

3 3

2 2

2

2

2

4 0

1 1 0 0 0 4 4 2 4

0 4

2 4 2 8

2 2 4 8
2 8 0

2

2 6
4

2 6 2
0 2 8 0

2 62
2

2

0

A

A

 

        

 

     

  



  





+

= = + + − − + − + = − + =

+

   = − + = − −   

  − − −
• − − = → = =



+ = = 
 =  − − =  = =   −  = − =

 

• =




 

 

La matriz A tiene inversa para cualquier valor de α distinto de –2, 0 y 4. 
 

b) Como hemos visto en el apartado anterior para 1 =  existe la inversa de la matriz A. La 

matriz queda 

1 5 0

1 1 1

0 5 1

A

 
 

=  
 
 

. Calculamos la inversa de A. 

 

( )
1

1 5 0

1 1 1 1 0 0 0 5 5 9 0

0 5 1

1 5 5 5 5 11 1 0

1 1 0 1 0 15 1 5
4 5 5

1 0 1 0 1 10 1 1 1 1
1 1 1

1 1 0 1 0 19 9 9
5 5 4

1 0 1 0 1 1

1 5 5 5 5 1

T

A

Adj

Adj A
A

A

−

= = + + − − − = − 

  
+ − +  

   − −    − −     = = = − + − = − − −    − −  
 + − + 
 

.  
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EJERCICIO 7 (2.5 puntos) 

Los rodamientos de las ruedas de un coche se configuran con unas bolas cuyos diámetros siguen 

una distribución normal de media 13 mm y desviación típica 0,1 mm. Para que el 

funcionamiento del rodamiento sea óptimo el diámetro debe estar entre 12,9 mm y 13,15 mm. 

No obstante, la máquina que los elabora es muy sensible a los cambios de temperatura y pierde 

eficacia cuando ésta sube considerablemente. El 15 de julio, tras una rotura del sistema de 

refrigeración, la máquina configura bolas cuyos diámetros siguen una distribución normal de 

media 12,9 mm y desviación típica 0,2 mm. 

a) [1,25 puntos] En circunstancias ideales, ¿cuál es la probabilidad de que la máquina elabore 

piezas con rodamiento óptimo? 

b) [1,25 puntos] ¿Cuál es la probabilidad de que el 15 de julio la máquina elabore piezas con 

rodamiento óptimo? 

 

Sea X = Diámetro de las bolas de los rodamientos de las ruedas de un coche en milímetros. 

X = N(13, 0.1). 

Sea Y = Diámetro de las bolas de los rodamientos de las ruedas de un coche en milímetros el 

15 de julio con mucho calor y la máquina funcionando mal. Y = N(12.9, 0.2). 

 

a) En circunstancias ideales el diámetro de las bolas sigue la ley normal X = N(13, 0.1). Nos 

piden calcular la probabilidad ( )12.9 13.15P X  . 

 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

12.9 13 13.15 13
12.9 13.15 13

0.1 0.1
0.1

1 1.5 1.5 1 1.5 1

Buscamos en la
1.5 1 1 0.9332 1 0.8413 0.7745

tabla N(0, 1)

Tipificamos

P X P ZX
Z

P Z P Z P Z P Z P Z

P Z P Z

 
− −   

  = =   =−   
=   

 

= −   =  −  − =  −  =

 
=  − −  = = − − =    

 

 

 

    
 

En circunstancias ideales, la probabilidad de que la máquina elabore piezas con rodamiento 

óptimo es de 0.7745. 
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b) El 15 de Julio el diámetro de las bolas sigue la ley normal Y = N(12.9, 0.2).. Nos piden 

calcular la probabilidad ( )12.9 13.15P Y  . 

 

( )

( ) ( ) ( )

12.9 12.9 13.15 12.9
12.9 13.15 12.9

0.2 0.2
0.2

Buscamos en la
0 1.25 1.25 0 0.8944 0.5 0.3944

tabla N(0, 1)

Tipificamos

P Y P ZX
Z

P Z P Z P Z

 
− −   

  = =   =−   
=   

 

 
=   =  −  = = − = 

 

 

 

 
 

El 15 de Julio la probabilidad de que la máquina elabore piezas con rodamiento óptimo es 

de 0.3944. 

 

 
 

http://www.ebaumatematicas.com/


PAU 2025 Ordinaria Suplente 2 Matemáticas II en Andalucía      

 

67 de 571  www.ebaumatematicas.com  

PAU 2025 Ordinaria suplente 2 Matema ticas II 

 

PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y 
PRUEBA DE ADMISIÓN 

ANDALUCÍA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS 
CURSO 2024-2025 

MATEMÁTICAS II 

 

Instrucciones: 

a) Duración: 1 hora y 30 minutos 

b) Todas las cuestiones deben responderse en el papel entregado para la realización del examen y 

nunca en los folios que contienen los enunciados. 

c) Este examen consta de siete ejercicios distribuidos en un bloque con un ejercicio obligatorio y 

tres bloques con dos ejercicios optativos cada uno. 

d) Deberá resolver el ejercicio obligatorio y solamente un ejercicio de cada uno de los tres bloques 

con optatividad. 

e) En caso de responder a dos ejercicios de un bloque, sólo se corregirá el que aparezca físicamente 

en primer lugar. 

f) Cada ejercicio tiene un valor máximo de 2.5 puntos. 

g) En la puntuación máxima de cada ejercicio están contemplados 0,25 puntos para valorar la 

expresión correcta de los procesos y métodos utilizados. 

h) Se permitirá el uso de calculadoras que no sean programables, ni gráficas ni con capacidad para 

almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos conducentes a la obtención de 

resultados deben estar suficientemente justificados. 

i) Se proporcionará la tabla de la distribución Normal. Se permite el uso de regla. 

 

BLOQUE OBLIGATORIO.  Resuelve el siguiente ejercicio: 
 

EJERCICIO 1 (2.5 puntos) 

Sea  : 0,2f ⎯⎯→  la función definida por 

( )
1 0 1

2 1 1 2

xe si x
f x

x e si x

 −  
= 

− −  
 

a) [1 punto] Estudia la derivabilidad de f. 

b) [1,5 puntos] Halla los extremos absolutos de f (abscisas donde se obtienen y valores que se 

alcanzan). 
 

 

 

BLOQUE CON OPTATIVIDAD 1.  Resuelve sólo uno de los siguientes ejercicios: 
 

EJERCICIO 2 (2.5 puntos) 

Calcula 
2

4 2
3

4

6 10

x
dx

x x− +





 .  (Sugerencia: efectúa el cambio de variable 2 3t x= − ). 

 

EJERCICIO 3 (2.5 puntos) 

Sean las funciones , :f g →  definidas por ( ) 3f x x x= −  y ( ) 2 1g x x= − + . 

a) [1 punto] Halla los puntos de corte (abscisas donde se obtienen y valores que se alcanzan) 

de las gráficas de f y g. Realiza un esbozo del recinto acotado y limitado por dichas gráficas. 

b) [1,5 puntos] Calcula el área del recinto acotado y limitado por las gráficas de f y g.  
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PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y 
PRUEBA DE ADMISIÓN 

ANDALUCÍA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS 
CURSO 2024-2025 

MATEMÁTICAS II 

 

BLOQUE CON OPTATIVIDAD 2.   Resuelve sólo uno de los siguientes ejercicios: 
 

EJERCICIO 4 (2.5 puntos) 

Considera la matriz 

0 3 4

1 4 5

1 3 4

A

 
 

= − − 
 − 

. 

a) [1,5 puntos] Comprueba que 3A I O+ = , siendo I la matriz identidad y O la matriz nula. 

Calcula 1A− . 

b) [1 punto] Calcula 2025A . 

 

EJERCICIO 5 (2.5 puntos) 

Sabiendo que 1

a b c

x y z

u v w

= , calcula razonadamente: 

a) [1,5 puntos] 

2 2 2

a x b y c z

a b c

a u b v c w

+ + +

+ + +

 

b) [1 punto] 

z c w

x a u

y b v

 

 

 

BLOQUE CON OPTATIVIDAD 3.  Resuelve sólo uno de los siguientes ejercicios: 
 

EJERCICIO 6 (2.5 puntos) 

Considera el plano 1 0x y z  + + + =  y los puntos A(1, 2, 0) y B(3, 1, 0). 

a) [1,5 puntos] Calcula el punto simétrico del punto A con respecto al plano π. 

b) [1 punto] Halla el plano que contiene a los puntos A y B y es perpendicular al plano π. 
 

EJERCICIO 7 (2.5 puntos) 

Se hace un estudio sobre el café que se consume en la cafetería de una estación. Según el tipo 

de taza tenemos tres opciones: expreso, medio y americano; con porcentajes, respectivamente, 

de 29 %, 51% y 20 %. Por otra parte, también sabemos que el café puede ser de la variedad que 

tiene cafeína o ser descafeinado. En concreto, las tazas de café con cafeína presentan, para cada 

uno de los tipos de taza establecidos antes, los porcentajes 18 %, 31% y 11 %, respectivamente. 

a) [0,75 puntos] ¿Cuál es la probabilidad de que una persona adquiera un café expreso 

descafeinado? 

b) [1,75 puntos] Si sabemos que el café es descafeinado, ¿cuál es la probabilidad de que sea un 

expreso? 
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SOLUCIONES 

EJERCICIO 1 (2.5 puntos) 

Sea  : 0,2f ⎯⎯→  la función definida por 

( )
1 0 1

2 1 1 2

xe si x
f x

x e si x

 −  
= 

− −  
 

a) [1 punto] Estudia la derivabilidad de f. 

b) [1,5 puntos] Halla los extremos absolutos de f (abscisas donde se obtienen y valores que se 

alcanzan). 

 

a) En el intervalo  )0,1  la función tiene la expresión ( ) 1 xf x e= −  que es una función continua 

y derivable, siendo su derivada ( )´ xf x e= − . 

En el intervalo ( 1,2  la función tiene la expresión ( ) 2 1f x x e= − −  que es una función 

continua y derivable, siendo su derivada ( )´ 2f x = . 

Estudiamos la continuidad de la función en 1x = . 

 

( )

( )

( )

( ) ( ) ( )
1 1 1 1

1

1 1

1 2·1 1 1

lim lim 2 1 1 lim lim 1 1

lim lim1 1 1

x x x x

x

x x

f e e

f x x e e f x f x f e

f x e e e

+ + + −

− −

→ → → →

→ →


= − − = − 


= − − = −  = = = −


= − = − = − 



 

 

La función es continua en 1x = . La función es continua en  )0, 2 . 

La derivada de la función en  ) ( 0,1 1,2  tiene la expresión ( )
0 1

´
2 1 2

xe si x
f x

si x

−  
= 

 
. 

Estudiamos la derivabilidad de la función en 1x = . 

 

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

1

1 1

1 1

´ 1 lim ´ lim

´ 1 ´ 1
´ 1 lim ´ lim 2 2

2

x

x x

x x

f f x e e e

f f
f f x

e
− −

+ +

−

→ → − +

+

→ →

= = − = −

=
− 

= −


 = =
= = 



 

 

No coinciden las derivadas laterales en 1x = . La función no es derivable en 1x = . 

La función es continua en  )0, 2  y derivable en  ) ( 0,1 1,2 . 

 

b) La derivada de la función tiene la expresión ( )
0 1

´
2 1 2

xe si x
f x

si x

−  
= 

 
. 

En el intervalo  )0,1  la derivada tiene la expresión ( )´ xf x e= −  y siempre es negativa. La 

función decrece en  )0,1 . 

En el intervalo ( 1,2  la derivada tiene la expresión ( )´ 2f x =  y siempre es positiva. La 

función crece en ( 1,2 . 

Valoramos la función en los extremos del intervalo de definición y en el cambio de 

definición 1x = . 
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( )

( )

( )

0

2 3 0.

i

0 1 0

1 2·1 1

2 ·2 1 ix

1 1.71 

2

Mín

 

m

8 mo

o

Má

f e

f e

f

e

ee

= − =


= − − = 


=

−

−− − = 

−  

 

La función decrece en  )0,1  desde 0 a –1.71. Luego crece en ( 1,2  desde –1.71 a 0.28. 

El máximo absoluto de la función es 3 e−  y se alcanza en 2x = . 

El mínimo absoluto de la función es 1 e−  y se alcanza en 1x = . 
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EJERCICIO 2 (2.5 puntos) 

Calcula 
2

4 2
3

4

6 10

x
dx

x x− +





 .  (Sugerencia: efectúa el cambio de variable 2 3t x= − ). 

 

Hallamos primero la integral indefinida usando el cambio de variable sugerido. 

 

( )

( ) ( )

2
2 2 2 4 2 4 2

4 2 2

4 2

2

2 2

3 3 9 6 6 10 1

4
6 10 1

6 10

2
2

4 1
· 2 2 2 3

1 2 1

t x t x x x x x

x
dx x x t

x x
dt

dt xdx dx
x

x dt
dt arctg t arctg x C

t x t

 
= − → = − = + − = − + − 

 
= − + = + = 

− +  
 = → =
 

= = = = − +
+ +





 
 
 

 

 

Utilizo este resultado para obtener la integral definida pedida. 

 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

2
22

2 2

4 2 3
3

4
2 3 2 2 3 2 3 3

6 10

2 1 2 0 2 2·0
4 2

x
dx arctg x arctg arctg

x x

arctg arctg
 

 = − = − − − =
 − +

= − = − =




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EJERCICIO 3 (2.5 puntos) 

Sean las funciones , :f g →  definidas por ( ) 3f x x x= −  y ( ) 2 1g x x= − + . 

a) [1 punto] Halla los puntos de corte (abscisas donde se obtienen y valores que se alcanzan) 

de las gráficas de f y g. Realiza un esbozo del recinto acotado y limitado por dichas gráficas. 

b) [1,5 puntos] Calcula el área del recinto acotado y limitado por las gráficas de f y g. 
 

a) Hallamos los puntos de corte de las dos gráficas. 
 

( )

( )

( ) ( )

( )( )

( )( )

3

2 3 2 3 2

3 2 2

2
22 3 2

1 1 1 0

1 1 1 1

1 1 2 1 1 1 2 1

1 2 1 0

2 2 4 2
2 1 0 1 1 1 1

2 2

f x x x

g x x x x x x x x

f x g x

x x x x x x

x x x x x x x x

= −


= − +  − = − +  + − − =


= 

− −

 + − − = − + +

−  − −
+ + =  = = = −  + − − = − +

 

 

Los dos puntos de corte de las gráficas están en 1x = −  y 1x = . 

Tenemos que ( ) ( ) ( )
3

1 1 1 0f − = − − − =  y ( ) 31 1 1 0f = − = . Los puntos de corte tienen 

coordenadas ( )1,0−  y ( )1,0 . 

Hacemos una pequeña tabla de valores y dibujamos las gráficas en el intervalo (–1, 1). 
 

( )

( )

3

2

2 10

1 0

0 0

1 0

2 6

1

2 3

1 0

0 1

1 0

2 3

x f x x x

x g x x

= −

−

−

= − +

− −

−

−
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b) El área del recinto es el valor de la integral definida entre –1 y 1 de ( ) ( )g x f x− . 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

1 1 1
2 3 3 2

1 1 1

1 4 3 24 3 2 4 3 2

1

1 1

1 1 11 1 1
1 1

4 3 2 4 3 2 4 3 2

1

4

g x f x dx x x x dx x x x dx

x x x
x

− − −

−

− = − + − − = − − + + =

 − − − −   − −
= − + + = − + + − − + + − =    

      

= −

  

1 1

3 2
− +

1
1

4
+ +

1 1

3 2
− − 22 4

1 2 1.3333
3 3

u+ = − =
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EJERCICIO 4 (2.5 puntos) 

Considera la matriz 

0 3 4

1 4 5

1 3 4

A

 
 

= − − 
 − 

. 

a) [1,5 puntos] Comprueba que 3A I O+ = , siendo I la matriz identidad y O la matriz nula. 

Calcula 1A− . 

b) [1 punto] Calcula 2025A . 
 

a) Comprobamos la igualdad. 
 

2

3 2

0 3 4 0 3 4 0 3 4 0 12 12 0 15 16 1 0 1

1 4 5 1 4 5 0 4 5 3 16 15 4 20 20 1 4 4

1 3 4 1 3 4 0 3 4 3 12 12 4 15 16 1 3 3

1 0 1 0 3 4 0 0 1

1 4 4 1 4 5

1 3 3 1 3 4

A

A A A

+ − − + − + −      
      

= − − − − = − + + − + − =      
      − − + − − − + − − + − − −      

− + − −  
  

= = − − =
  
  − − − −  

3 3

3 0 3 4 0 4

0 4 4 3 16 12 4 20 16

0 3 3 3 12 9 4 15 12

1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0

A A I O

+ + − + + 
 

+ − − + − +
 
 − + − + − − + − 

− −       
       

= −  + = − + = =       
       − −       

 

 

Queda demostrado que se cumple la igualdad 3A I O+ = . 
 

b) Hemos visto en el apartado anterior que 3A I O+ = , lo que implica que 
3A I= − . Esto nos 

lleva a decir que ( )( )6 3 3A A A I I I= = − − = . Calculamos 
2025A . 

 

( ) ( )
337 3372025 6·337 3 6 3 3 3

2025 6

18 337

225 1 0 0

18 · · 0 1 0

0 0 145

42

3

A A A A I A A I+




− 


− 
  −  = = = = = − = −  
  − 
−



 

 

Hemos visto que 
2025

1 0 0

0 1 0

0 0 1

A

− 
 

= − 
 − 

.  
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EJERCICIO 5 (2.5 puntos) 

Sabiendo que 1

a b c

x y z

u v w

= , calcula razonadamente: 

a) [1,5 puntos] 

2 2 2

a x b y c z

a b c

a u b v c w

+ + +

+ + +

 

b) [1 punto] 

z c w

x a u

y b v

 

 

a) Aplicamos las propiedades de los determinantes. 
 

A la fila 1ª le restamos la fila 2ª

Con esta operación el determinante  no cambia
2 2 2

A la fila 3ª le restamos la fila 2ª multiplicada por 2

Con esta opera
2 2 2

a x b y c z

a b c

a u b v c w

x y z

a b c

a u b v c w

+ + +
 

= = 
 

+ + +

= =

+ + +
ción el determinante no cambia

Si intercambiamos de posición dos filas

el determinante cambia de signo 1

Fila 2ª Fila 1ª

x y z a b c

a b c x y z

u v w u v w

 
= 

 

 
 

= = = − = − 
  

 

 

b) Calculamos el segundo determinante. 
 

 
Si intercambiamos de posición dos filas

el determinante cambia de signo

Fila1 Fila 2

T

z c w z x y

x a u A A c a b

y b v w u v

 
 

= = = = = 
  

 

 

Si intercambiamos de posición dos columnas

el determinante cambia de signo

Columna1 2

c a b

z x y

w u v Columna

 
 

= − = = 
  

 

 

Si intercambiamos de posición dos columnas

el determinante cambia de signo 1

Columna 2 3

a c b a b c

x z y x y z

u w v Columna u v w

 
 

= + = = − = − 
  
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos) 

Considera el plano 1 0x y z  + + + =  y los puntos A(1, 2, 0) y B(3, 1, 0). 

a) [1,5 puntos] Calcula el punto simétrico del punto A con respecto al plano π. 

b) [1 punto] Halla el plano que contiene a los puntos A y B y es perpendicular al plano π. 

 

a) Buscamos la recta perpendicular al plano que pasa por el punto A, luego determinamos el 

punto C de corte de recta y plano. Por último, determinamos el punto A´ simétrico de A 

respecto de π. 

 
Determinamos la recta r perpendicular al plano 𝛑 que pasa por el punto A. Esta recta tiene 

como vector director el vector normal del plano. 

 

( )

( )

( ),

1 0 1,1,

,

1  2,  0

1

1
1,1 1

: 2 ;
r

x y z n

x
v n

r y
rA

z





 



 + + + =  =

= +
= =  

 = +  
   =

 

 

Hallamos el punto C de corte de recta y plano. 

 

1

: 2 4
1 2 1 0 3 4 0

3

1 0

4 1
1

3 3

4 2 1 2 4
2 , ,

3 3 3 3 3

4

3

x

r y

z

x y z

x

y C

z




    





= + 
 

= + − 
 + + + + + =  + =  =  = 

 + + + = 

−
= − =


− −  

 = − =   
 

−
=



 

 

Obtenemos el punto A´ sumando al punto C el vector AC . 

 

( )
1 2 4 4 4 4

, , 1,2,0 , ,
3 3 3 3 3 3

AC
− − − − −   

= − =   
   
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1 2 4 4 4 4 5 2 8
´ , , , , , ,

3 3 3 3 3 3 3 3 3
A C AC

− − − − − − − −     
= + = + =     

     
 

 

El punto simétrico de ( )1,2,0A  respecto de π es el punto 
5 2 8

´ , ,
3 3 3

A
− − − 

 
 

. 

 

b) El plano π´ que contiene a los puntos A y B y es perpendicular al plano π, tiene como 

vectores directores el vector AB  y el vector normal del plano π. 

 

( ) ( ) ( )

( )

( )

3,1,0 1,2,0 1 2

:́ 2 1 0 0

1 1 1

1 2 2 4 0 2 3 5 0 :́ 2 3 5 0

´ 2, 1,0

´ 1,1,1

1,2,0 ´

x y z

x z z

v

y x

u A

x

n

y

A

z z

B

y







 − −


 − = 



 − + + + − + =  − − + + =  + − −

= = − = −

= =



=

 

 

El plano π´ que contiene a los puntos A y B y es perpendicular al plano π tiene ecuación

:́ 2 3 5 0x y z + − − = . 
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EJERCICIO 7 (2.5 puntos) 

Se hace un estudio sobre el café que se consume en la cafetería de una estación. Según el tipo 

de taza tenemos tres opciones: expreso, medio y americano; con porcentajes, respectivamente, 

de 29 %, 51% y 20 %. Por otra parte, también sabemos que el café puede ser de la variedad que 

tiene cafeína o ser descafeinado. En concreto, las tazas de café con cafeína presentan, para cada 

uno de los tipos de taza establecidos antes, los porcentajes 18 %, 31% y 11 %, respectivamente. 

a) [0,75 puntos] ¿Cuál es la probabilidad de que una persona adquiera un café expreso 

descafeinado? 

b) [1,75 puntos] Si sabemos que el café es descafeinado, ¿cuál es la probabilidad de que sea un 

expreso? 

 

Realizamos un diagrama de árbol. 

 

 
 

a) Debemos calcular ( )P E SC . 

 

( ) ( ) ( )/ 0.29·0.82 0.2378P E SC P E P SC E = = =  

 

b) Debemos calcular ( )/P A D . Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de 

Bayes. 

 

( )
( )

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

/
/

/ / /

0.2378 2378
0.31

0.2378 0.51·0.69 0.2·0.89 7677

P E SC P E P SC E
P E SC

P SC P E P SC E P M P SC M P A P SC A


= = =

+ +

= =
+ +

 

 

Cafés y cafeína

Expreso

P(E) = 0.29

Con cafeína

P(CC/E) = 0.18

Descafeinado

P(SC/E) = 0.82

Medio

P(M) = 0.51

Con cafeína

P(CC/M) = 0.31

Descafeinado

P(SC/M) = 0.69

Americano

P(A) = 0.20

Con cafeína

P(CC/A) = 0.11

Descafeinado

P(SC/A) = 0.89
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PevAU 2024 Extraordinaria Matema ticas II 

 

PRUEBA DE EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS DE ADMISIÓN 

ANDALUCÍA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS 
CURSO 2023-2024 

MATEMÁTICAS II 

 

Instrucciones: a) Duración: 1 hora y 30 minutos 

b) Todas las cuestiones deben responderse en el papel entregado para la 

realización del examen y nunca en los folios que contienen los enunciados. 

c) Este examen consta de 8 ejercicios distribuidos en 4 bloques de 2 ejercicios 

cada uno. 

d) Cada ejercicio tiene un valor máximo de 2.5 puntos. 

e) Se realizarán únicamente un ejercicio de cada bloque. En caso de responder a 
dos ejercicios de un bloque, sólo se corregirá el que aparezca físicamente en primer 

lugar. 

f) Se permitirá el uso de calculadoras que no sean programables, ni gráficas ni con 
capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos 

conducentes a la obtención de resultados deben estar suficientemente justificados. 

g) En la puntuación máxima de cada ejercicio están contemplados 0,25 puntos para 

valorar la expresión correcta de los procesos y métodos utilizados. 

 

BLOQUE A.  Resuelve sólo uno de los siguientes ejercicios: 
 

EJERCICIO 1 (2.5 puntos) 

Sea :f →  la función definida por 

( ) ( )( ) cosf x a b x csen x= + +  

Halla a, b y c sabiendo que su gráfica tiene en el punto de abscisa 
2

x


=  a la recta 1y =  como 

recta tangente, y que la recta 1y x= −  corta a la gráfica de f en el punto de abscisa 0x = .   
 

 

EJERCICIO 2 (2.5 puntos) 

Sea la función :f →  dada por ( )
21

2

xf x x e− 
= − 

 
. 

a) [1,5 puntos] Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f. 

b) [1 punto] Halla los extremos absolutos de f (abscisas donde se obtienen y valores que se 

alcanzan). 
 

 

BLOQUE B.  Resuelve sólo uno de los siguientes ejercicios: 
EJERCICIO 3 (2.5 puntos) 

Sean , :f g →  las funciones definidas por ( ) 2 7f x x= − +  y ( ) 2 1g x x= − . 

a) [1 punto] Halla los puntos de intersección de las gráficas de f y g. Realiza un esbozo del 

recinto acotado y limitado por dichas gráficas. 

b) [1,5 puntos] Calcula el área de dicho recinto. 
 

 

EJERCICIO 4 (2.5 puntos) 

Halla ( )2

0
cosxe x dx



 . 
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PRUEBA DE EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS DE ADMISIÓN 

ANDALUCÍA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS 
CURSO 2023-2024 

MATEMÁTICAS II 

 

BLOQUE C.  Resuelve sólo uno de los siguientes ejercicios: 
 

EJERCICIO 5 (2.5 puntos) 

Considera la matriz
1 0

0 1
A

− 
=  

 
. 

a) [1,25 puntos] Halla todas las matrices X que cumplen 
tXA AX= −  y 

2X I= , donde I es la 

matriz identidad de orden 2. 

b) [1,25 puntos] Halla todas las matrices Y que cumplen YA AY= , la suma de los elementos 

de su diagonal principal es cero y tienen determinante –1. 

 

 

EJERCICIO 6 (2.5 puntos) 

Un proveedor de perfumerías vende a sus comerciantes tres tipos de perfumes A, B y C. En un 

primer pedido una tienda ha encargado 20 perfumes de tipo A, 30 de tipo B y 15 de tipo C, por 

un importe de 2200 euros. En un segundo pedido ha comprado 15 perfumes de tipo A, 10 de 

tipo B y 10 de tipo C, por un importe de 1250 euros. 

a) [1,25 puntos] ¿Cuánto tendremos que pagar por un pedido de 25 perfumes de tipo A, 10 

perfumes de tipo B y 16 de tipo C?  

b) [1,25 puntos] Si añadimos que el precio de un perfume de tipo C es 
2

5
 del precio de una 

unidad de tipo A, ¿cuál es el precio de cada tipo de perfume? 
 

 

BLOQUE D.  Resuelve sólo uno de los siguientes ejercicios: 
 

EJERCICIO 7 (2.5 puntos) 

Considera el plano 2 2 0x y z  − + − =  y la recta 

1 2

1

x

r y

z



 

= +


 = 
 =

. 

a) [1 punto] Estudia la posición relativa de π y r. 

b) [1,5 puntos] Calcula la ecuación de la recta contenida en π que pasa por el punto 

( )2, 1, 2P − −  y es perpendicular a r. 

 

 

EJERCICIO 8 (2.5 puntos) 

Considera los puntos ( )4,0,0A  y ( )0,2,0B . Calcula los puntos del plano OXZ que forman 

un triángulo equilátero con A y B. 

 

  

http://www.ebaumatematicas.com/


PevAU 2024 Extraordinaria Matemáticas II en Andalucía      

 

81 de 571  www.ebaumatematicas.com  

SOLUCIONES 

EJERCICIO 1 (2.5 puntos) 

Sea :f →  la función definida por 

( ) ( )( ) cosf x a b x csen x= + +  

Halla a, b y c sabiendo que su gráfica tiene en el punto de abscisa 
2

x


=  a la recta 1y =  como 

recta tangente, y que la recta 1y x= −  corta a la gráfica de f en el punto de abscisa 0x = . 

 

 Si la recta 1y =  es recta tangente en 
2

x


=  significa que la función vale 1 para ese valor → 

1
2

f
 

= 
 

 y la pendiente de la recta tangente (recta  horizontal → pendiente = 0) es el valor 

de la derivada para 
2

x


=  → ´ 0
2

f
 

= 
 

. 

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) cos

1 cos 1
2 21

2

´( ) ·cos

0 ·cos 0 0
2 2´ 0

2

f x a b x csen x

a b csen a c
f

f x bsen x c x

bsen c b b
f

 


 


= + + 
    

 = + +  = +     
=      

  

= − + 
    

 = − +  = −  =     
=      

  

 

 

La recta 1y x= −  corta a la gráfica de f en el punto de abscisa 0x =  por lo que el valor de la 

función para 0x =  es 0 1 1y = − = −  → ( )0 1f = − . 

 

( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) cos
1 cos 0 0 1

0 1

f x a b x csen x
a b csen a b

f

= + + 
 − = + +  − = +

= − 

 

 

Reunimos las tres ecuaciones obtenidas en un sistema y lo resolvemos. 

 

1
1

0 1 1 2
0 1 1

1

a c
a c

b c c
a a

a b

+ = 
+ =  

=   − + =  = 
+ = − → = − + = −



 

 

Los valores buscados son a = –1, b = 0 y c = 2. 
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EJERCICIO 2 (2.5 puntos) 

Sea la función :f →  dada por ( )
21

2

xf x x e− 
= − 

 
. 

a) [1,5 puntos] Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f. 

b) [1 punto] Halla los extremos absolutos de f (abscisas donde se obtienen y valores que se 

alcanzan). 

 

a) Buscamos cuando se anula la derivada de la función. 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )( )

( )

2 2 2 2 2

2

2 2

2 2

2

1
´ 1 2 2 2 1

2

´ 0 2 1 0 2 1 0

1 3 1
1 1 4 2 1 1 3 4 2

2 2 4 1 3
1

4

x x x x x

x

f x e x x e e x x e x x e

f x x x e x x

x

x

x

− − − − −

−

 
= + − − = + − + = − + + 

 

=  − + + =  − + + = 

− + −
= =−  − − −   −

 = = = 
− − − −

= =
 −

 

 

La función presenta dos puntos críticos: 
1

2
x

−
=  y 1x = . 

Estudiamos el signo de la derivada antes, entre y después de estos valores. 

 

• En el intervalo ( ), 1/ 2− −  tomamos 1x = −  y la derivada vale 

( ) ( )( ) ( )
22 1 1´ 1 2 1 1 1 2 0f e e

− − −− = − − − + = −  . La función decrece en ( ), 1/ 2− − . 

• En el intervalo ( )1/ 2,1−  tomamos 0x =  y la derivada vale 

( ) ( )( )
22 0´ 0 2 0 0 1 1 0f e−= − + + =  . La función crece en ( )1/ 2,1− . 

• En el intervalo ( )1,+  tomamos 2x =  y la derivada vale 

( ) ( )
22 2 4´ 2 2·2 2 1 5 0f e e− −= − + + = −  . La función decrece en ( )1,+ . 

 

La función sigue el esquema siguiente. 
 

 
 

La función decrece en ( )
1

, 1,
2

− 
−  + 

 
 y crece en 

1
,1

2

− 
 
 

. 
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b) Observando el esquema anterior sabemos que la función tiene un mínimo relativo en 

1

2
x

−
=  y un máximo relativo en 1x = . 

Para estos valores determinamos el valor de la función. 

 

( )

( )

2

2

0.5 0.25

1 1

1 1 1 1
0.7788

2 2 2 2

1 1 1
1 1 1 0.1839

2 2 2

x f e e

x f e e
e

− − −

− −

− − −   
= → = − = − −   

   

 
= → = − = = 

 

 

 

Calculamos los límites de la función cuando x tiende a +∞ y a –∞ para determinar si son 

máximos y mínimos absolutos. 

 

( )

( )

2

2

2

2

2

2

1
1 2lim lim lim det min ( ´ )
2

1 1
lim 0

2

1
1 2lim lim lim det min ( ´ )
2

1 1
lim 0

2

x

xx x x

xx

x

xx x x

xx

x

f x x e In er ación L Hôpital
e

xe

x

f x x e In er ación L Hôpital
e

xe

−

→− →− →−

→−

−

→+ →+ →+

→+

−
 

= − = = = = 
 

= = =


−
 

= − = = = = 
 

= = =


 

 

El mínimo absoluto de la función es 0.25 0.7788e−− −  y se alcanza en 
1

2
x

−
= . 

El máximo absoluto de la función es 
1

0.1839
2e

 y se alcanza en 1x = . 
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EJERCICIO 3 (2.5 puntos) 

Sean , :f g →  las funciones definidas por ( ) 2 7f x x= − +  y ( ) 2 1g x x= − . 

a) [1 punto] Halla los puntos de intersección de las gráficas de f y g. Realiza un esbozo del 

recinto acotado y limitado por dichas gráficas. 

b) [1,5 puntos] Calcula el área de dicho recinto. 
 

a) Hallamos los puntos de corte. 
 

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

2

2 2 2

2

2 2 2 2

2

2 2

7

1 7 1

2 2 7 3
7 1 8 2 4 4 2

2 2 7 3

7 1 I7 1 ¡ mposible!

f x x

g x x x x

f x g x

f
x x x x x

f

x x

= − +


= −  − + = − 


= 

  − = − − + =
− + = − → =  =  = =  → 

 = − + = 


− + = − + → = →

 

 

Los puntos de corte de ambas gráficas son ( )2,3A −  y ( )2,3B . 

La gráfica de la función f es una parábola. Hallamos su vértice. 
 

( )

( )

´ 2
2 0 0

´ 0

f x x
x x

f x

= − 
 − =  =

= 

 

 

Hallamos la expresión de la función g como una función a trozos. 
 

( )

2 2

2

2 2

2

1 0 1 1 1

1 1

1 1 1 1

1 1

x x x

x si x

g x x x si x

x si x

− =  =  = = 

 −  −


= − = − + −  


− 

 

 

Hacemos una tabla de valores y representamos el recinto acotado y limitado por dichas 

gráficas. 
 

( ) ( )

( )

2

2 2

2

2

1 1

7 1 1 1

1 1

7

2 32 3

1 01 6

0 10 7

1 01 6

2 32 3

x si x

f x x g x x si x

x si x

x y g xx y x

 −  −


= − + = − + −  


− 

== − +

−−

−−
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b) Hallamos el área pedida obteniendo por separado el área de cada zona. 

Área de zona 1. 

( )

( )
( )

( )
( )

1
3

1 1
2 2 2

2 2
2

3 3

7 1 2 8 2 8
3

1 2 2 16 10
2 8 1 2 8 2 8 16

3 3 3 3 3

x
x x dx x dx x

−
− −

− −
−

 
− + − − = − + = − + = 

 

   − −
= − + − − − + − = − − + =   

      

 

 

 

El área de la zona 1 tiene un valor de 
10

3
 unidades cuadradas. 

Área de zona 2. 

( )   ( )
1 1 12 2

11 1
7 1 6 6 6 6 1 12x x dx dx x

−− −
− + − − + = = = − − =   

 

El área de la zona 2 tiene un valor de 12 unidades cuadradas. 

Área de zona 3. 

( )
2

3
2 2

2 2 2

1 1
1

3 3

7 1 2 8 2 8
3

2 1 16 2 10
2 8·2 2 8·1 16 8

3 3 3 3 3

x
x x dx x dx x

 
− + − − = − + = − + = 

 

   
= − + − − + = − + + − =   

   

 

 

 

El área de la zona 3 tiene un valor de 
10

3
 unidades cuadradas. 

El área del recinto acotado y limitado por las gráficas de f y g es la suma de las áreas 

obtenidas: 
10 10 56

12 18.667
3 3 3

+ + =  unidades cuadradas.  
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EJERCICIO 4 (2.5 puntos) 

Halla ( )2

0
cosxe x dx



 . 

 

Calculamos la integral indefinida. 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

Integración por partes

cos cos cos

Integración por partes

cos cos

cos

x x x

x x x

x x

x x x

x x

e x dx u x du sen x e x sen x e dx

dv e dx v e dx e

e x sen x e dx u sen x du x

dv e dx v e dx e

e x sen x e

 
 
 

= = → = − = − − = 
 

= → = =  

 
 
 

= + = = → = = 
 

= → = =  

= + −

 







( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

cos

cos cos cos

2 cos cos cos cos
2

x

x x x

x
x x x

x e dx

e x dx e x sen x x e dx

e
e x dx e x sen x e x dx x sen x K



 = + − 

 = +  = + +



 

 

 

 

Aplicamos este resultado al cálculo de la integral definida. 

 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

2
2

0
0

02 2 2

cos cos
2

1 1
cos cos 0 0

2 2 2 2 2 2 2

x
x e

e x dx x sen x

e e e e
sen sen




  

 

 
= + = 

 

 
   −    = + − + = − =             

  



 

 

Hemos obtenido que ( )
2

2

0

1
cos

2

x e
e x dx




−
= . 
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EJERCICIO 5 (2.5 puntos) 

Considera la matriz
1 0

0 1
A

− 
=  

 
. 

a) [1,25 puntos] Halla todas las matrices X que cumplen tXA AX= −  y 
2X I= , donde I es la 

matriz identidad de orden 2. 

b) [1,25 puntos] Halla todas las matrices Y que cumplen YA AY= , la suma de los elementos 

de su diagonal principal es cero y tienen determinante –1. 

 

a) La matriz X es una matriz 2×2. Consideramos 
a b

X
c d

 
=  

 
. 

Debe cumplirse 
tXA AX= − . 

 

1 0 1 0

0 1 0 1

0

0

t
a b a c

XA AX
c d b d

a a a

a b a c a b a c b c

c d b d c d b d c b

d d d

− −     
= −  = −      

     

− = → =


− − − −        =
 = −  =         

− − − − − = −        


= −  =

 

 

La matriz X queda 
0

0

c
X

c

 
=  

 
. También debe cumplirse 2X I= . 

 

2

2 2

2

0 0 1 0 1 00
1 1 1

0 0 0 1 0 10

c c c
X I c c

c c c

       
=  =  =  =  = =        

       

 

 

Las matrices X que cumple lo pedido son 1

0 1

1 0
X

 
=  

 
 y 2

0 1

1 0
X

− 
=  

− 
. 

 

b) Consideramos 
a b

Y
c d

 
=  

 
. 

La suma de los elementos de su diagonal principal es cero → 0a d d a+ =  = − . 

La matriz queda 
a b

Y
c a

 
=  

− 
. Debe cumplir YA AY= . 

 

1 0 1 0 0

0 1 0 1 0

a b a b a b a b b b b
YA AY

c a c a c a c a c c c

− − − − − = − → =          
=  =  =           

− − − − − = − → =          

 

 

La matriz queda 
0

0

a
Y

a

 
=  

− 

. Su determinante es –1. 

 

2 2
0

1 1 1 1 1 1
0

a
Y a a a

a
= −  = −  − = −  =  = = 

−
 

 

Las matrices que cumplen lo pedido son 1

1 0

0 1
Y

 
=  

− 
 e 2

1 0

0 1
Y

− 
=  

 
.  
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos) 

Un proveedor de perfumerías vende a sus comerciantes tres tipos de perfumes A, B y C. En un 

primer pedido una tienda ha encargado 20 perfumes de tipo A, 30 de tipo B y 15 de tipo C, por 

un importe de 2200 euros. En un segundo pedido ha comprado 15 perfumes de tipo A, 10 de 

tipo B y 10 de tipo C, por un importe de 1250 euros. 

a) [1,25 puntos] ¿Cuánto tendremos que pagar por un pedido de 25 perfumes de tipo A, 10 

perfumes de tipo B y 16 de tipo C?  

b) [1,25 puntos] Si añadimos que el precio de un perfume de tipo C es 
2

5
 del precio de una 

unidad de tipo A, ¿cuál es el precio de cada tipo de perfume? 
 

a) Llamamos “x” al precio de una unidad de perfume A, “y” al precio de una de B y “z” al 

precio de una de C. 
 

“Una tienda ha encargado 20 perfumes de tipo A, 30 de tipo B y 15 de tipo C, por un 

importe de 2200 euros” → 20 30 15 2200x y z+ + = . 

“En un segundo pedido ha comprado 15 perfumes de tipo A, 10 de tipo B y 10 de tipo C, 

por un importe de 1250 euros” → 15 10 10 1250x y z+ + = . 

 

Reunimos las ecuaciones en un sistema y obtenemos sus soluciones. 

 

( )

( )

20 30 15 2200 4 6 3 440

15 10 10 1250 3 2 2 250

3 12 18 9 1320

4 12 8 8 1000

10 320 320 10 3 2 2 320 10 250

3 2 640 20 250 3 18 390 6 130 6 130

x y z x y z

x y z x y z

x y z

x y z

y z z y x y y

x y y x y x y x y

+ + = + + = 
  

+ + = + + = 

 → + + = 
 

 − → − − − = − 

+ =  = −  + + − = 

 + + − =  − = −  − = −  = −

 

 

Veamos cuanto se pagaría por un pedido de 25 perfumes de tipo A, 10 perfumes de tipo B 

y 16 de tipo C. 

 

( ) ( )
6 130

25 10 16 25 6 130 10 16 320 10
320 10

150

x y
x y z y y y

z y

y

= − 
 + + = − + + − =

= − 

= 3250 10y− + 5120 160y+ − 1870=

 

 

Tendremos que pagar 1870 euros por el tercer pedido. 

 

b) Añadimos al sistema la ecuación que nos proporciona el dato: “el precio de un perfume de 

tipo C es 
2

5
 del precio de una unidad de tipo A” → 

2

5
z x= . 

 

Dado que hemos resuelto el sistema con las dos ecuaciones añadimos esta tercera ecuación 

a las soluciones obtenidas y lo resolvemos. 
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6 130 6 130
6 130 6 130

320 10 2
2 1600 50 800 25320 10

2 5

5

6·30 130 50930
6 130 800 25 31 930 30

31 320 10·30 20

x y x y
x y x y

z y
x y x yx y

z x

x
y y y y

z


= − = − 

= − = −  
= −       

= − = −= −   


=


 = − =
 − = −  =  = =  

= − =

 

 

Una unidad del perfume A cuesta 50 €, una de B cuesta 30 € y una de C cuesta 20 €. 
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EJERCICIO 7 (2.5 puntos) 

Considera el plano 2 2 0x y z  − + − =  y la recta 

1 2

1

x

r y

z



 

= +


 = 
 =

. 

a) [1 punto] Estudia la posición relativa de π y r. 

b) [1,5 puntos] Calcula la ecuación de la recta contenida en π que pasa por el punto 

( )2, 1, 2P − −  y es perpendicular a r. 

 

a) Hallamos un vector normal del plano y un vector director de la recta. 
 

( )

( )

( )

2 2 0 1, 2,1

1 2
2,1,0

1,0,1
1

r

r

x y z n

x
v

r y
P

z







 − + − =  = −

= +
 = 

 =  
 =

 

 

Comprobamos si los vectores n  y rv  son perpendiculares. 

 

( )( )· 1, 2,1 2,1,0 2 2 0 0rn v = − = − + =  

 

Como el producto escalar es nulo los vectores son perpendiculares, por lo que plano y recta 

son paralelos o la recta está contenida en el plano. 

Comprobamos si el punto ( )1,0,1rP  de la recta pertenece al plano. 

 

( )

2 2 0
¿1 2·0 1 2 0?

¿ 1,0,1 ?r

x y z

P





 − + − = 
 − + − =

 
 

 

La igualdad es cierta y la recta está contenida en el plano. 

 

b) La recta s contenida en π que es perpendicular a r es perpendicular también al vector normal 

del plano. Por lo que nos sirve como vector director de dicha recta el producto vectorial de 

n  y rv . 

 
 

Hallamos la expresión del vector director de la recta s. 
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( )1 2 1 2 4 2 5 1,2,5

2 1 0

s r

i j k

u n v j k k i i j k=  = − = + + − = − + + = −  

 

Hallamos la ecuación de la recta s que pasa por el punto ( )2, 1, 2P − −  y tiene vector director 

( )1,2,5su = − . 

 

( )

( )

2
1,2,5

: 1 2
2, 1, 2

2 5

s

x
u

s y
P s

z



 



= −
= −  

 = − +  
− −    = − +

 

 

La ecuación de la recta s contenida en π que pasa por el punto ( )2, 1, 2P − −  y es perpendicular 

a r es 

2

: 1 2

2 5

x

s y

z



 



= −


= − + 
 = − +

. 
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EJERCICIO 8 (2.5 puntos) 

Considera los puntos ( )4,0,0A  y ( )0,2,0B . Calcula los puntos del plano OXZ que forman 

un triángulo equilátero con A y B. 

 

El plano OXZ tiene ecuación 0y = . 
 

 
 

Un punto C del plano OXZ tiene coordenadas ( ),0,C a c . 

 
El triángulo ABC debe ser equilátero y para ello las distancias entre sus vértices debe ser la 

misma. Obtenemos la distancia del punto A al punto B. 
 

( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
2 2 2

4,0,0
0,2,0 4,0,0 4,2,0

0,2,0

, 4 2 0 20

A
AB

B

d A B AB


 = − = − 



 = = − + + =

 

 

Obtenemos la expresión de la distancia del punto A al punto C y la del punto B al punto C. 
 

( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
2 2 2 2 2

4,0,0
,0, 4,0,0 4,0,

,0,

, 4 0 16 8

A
AC a c a c

C a c

d A C AC a c a a c


 = − = − 



 = = − + + = + − +

 

 

( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) 2 2 2 2 2

0,2,0
,0, 0,2,0 ,2,

,0,

, 2 4

B
BC a c a c

C a c

d B C BC a c a c


 = − = 



 = = + + = + +
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Igualamos estas distancias a 20  y resolvemos el sistema. 

 

( )

( )

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

2 2

2

2 2 2

2 2

, 20 4 20 4 20

, 20 16 8 20 16 8 20

16 12 3
16 8 4 8 12

8 28 4

3 9
16 16 9 4 64

2 4

55 55 55
4 55

4 4 2

d B C a c a c

d A C a a c a a c

a c
a a a

a c a

c c c

c c c

=  + + =  + + = 


=  + − + =  + − + = 

+ = 
  − =  − = −  = = 

+ − = 

 
 + =  + =  + =  

 


 =  =  = =

 

 

Los puntos buscados son 1

3 55
,0,

2 2
C

 −
  
 

 y 2

3 55
,0,

2 2
C

 
  
 

. 
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PevAU 2024 Extraordinaria (suplente) Matema ticas II 

 

PRUEBA DE EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS DE ADMISIÓN 

ANDALUCÍA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS 
CURSO 2023-2024 

MATEMÁTICAS II 

 

Instrucciones: a) Duración: 1 hora y 30 minutos 

b) Todas las cuestiones deben responderse en el papel entregado para la 

realización del examen y nunca en los folios que contienen los enunciados. 

c) Este examen consta de 8 ejercicios distribuidos en 4 bloques de 2 ejercicios 

cada uno. 

d) Cada ejercicio tiene un valor máximo de 2.5 puntos. 

e) Se realizarán únicamente un ejercicio de cada bloque. En caso de responder a 
dos ejercicios de un bloque, sólo se corregirá el que aparezca físicamente en primer 

lugar. 

f) Se permitirá el uso de calculadoras que no sean programables, ni gráficas ni con 
capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos 

conducentes a la obtención de resultados deben estar suficientemente justificados. 

g) En la puntuación máxima de cada ejercicio están contemplados 0,25 puntos para 
valorar la expresión correcta de los procesos y métodos utilizados. 

 

BLOQUE A.  Resuelve sólo uno de los siguientes ejercicios: 
 

EJERCICIO 1 (2.5 puntos) 

Sea la función ( ): 0,f + ⎯⎯→ , definida por ( )
2 1

ln
x

f x
x

 +
=  

 
, donde ln denota la función 

logaritmo neperiano. 

a) [1 punto] Calcula los intervalos de crecimiento y de decrecimiento. 

b) [1,5 puntos] Estudia y halla los extremos relativos y absolutos de f (abscisas donde se obtienen 

y valores que alcanzan). 
 

 

EJERCICIO 2 (2.5 puntos) 

Calcula a y b sabiendo que  

( )( ) ( ) ( )
20

ln 1 1 1 cos
lim 5

( )

x

x

a x x b e x

sen x→

+ − + − + −
=  

donde ln denota la función logaritmo neperiano. 
 

 

BLOQUE B.  Resuelve sólo uno de los siguientes ejercicios: 
 

EJERCICIO 3 (2.5 puntos) 

Considera la función :f ⎯⎯→  definida por 

( ) ( ) ( )2

0
cos

x

f x t sen t dt=  . 

Determina las ecuaciones de la recta tangente y de la recta normal a la gráfica de f en el punto 

de abscisa 
4

x


= . 

 

EJERCICIO 4 (2.5 puntos) 

Calcula 
4 4 x

dx

e+





. (Sugerencia: efectúa el cambio de variable 1 xt e= + ). 
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PRUEBA DE EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS DE ADMISIÓN 

ANDALUCÍA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS 
CURSO 2023-2024 

MATEMÁTICAS II 

 

BLOQUE C.  Resuelve sólo uno de los siguientes ejercicios: 
 

EJERCICIO 5 (2.5 puntos) 

Considera el sistema de ecuaciones lineales 

( )

1

2 1

1 0

ax y z a

x y z a

x a y az

+ + = +


+ − = −
 + + − =

 

a) [1,5 puntos] Calcula a para que el sistema sea compatible indeterminado. 

b) [1 punto] Resuelve el sistema, si es posible, para 0a = . 

 

 

EJERCICIO 6 (2.5 puntos) 

Considera las matrices 
1 3

2 5
A

 
=  

− 
, 

0 1

1 1
M

 
=  

 
 e I la matriz identidad de orden 2. 

a) [1,5 puntos] Sabiendo que A verifica la identidad ( )
2

A aI bI+ = , halla a y b. 

b) [0,75 puntos] Resuelve la ecuación 2MX M I+ = . 

 

 

BLOQUE D.  Resuelve sólo uno de los siguientes ejercicios: 
 

EJERCICIO 7 (2.5 puntos) 

Considera el plano 0x y  − =  y la recta 
1

2
2 3

x y
r z

−
 = = − . 

a) [1,25 puntos] Calcula, si es posible, el plano perpendicular a π que contiene a r. 

b) [1,25 puntos] Calcula, si es posible, la recta perpendicular a r, contenida en π y que pasa por 

el origen. 

 

 

EJERCICIO 8 (2.5 puntos) 

Considera los puntos ( ) ( )0,0,0 , , 1,2O A a −  y ( ),1,0B a . 

a) [1,5 puntos] Determina a para que el triángulo OAB tenga área 3 unidades cuadradas. 

b) [1 punto] Calcula a para que O, A y B sean coplanarios con el punto ( )1,1,0C . 
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SOLUCIONES 

EJERCICIO 1 (2.5 puntos) 

Sea la función ( ): 0,f + ⎯⎯→ , definida por ( )
2 1

ln
x

f x
x

 +
=  

 
, donde ln denota la función 

logaritmo neperiano. 

a) [1 punto] Calcula los intervalos de crecimiento y de decrecimiento. 

b) [1,5 puntos] Estudia y halla los extremos relativos y absolutos de f (abscisas donde se obtienen 

y valores que alcanzan). 
 

a) Hallamos los puntos críticos de la función averiguando donde se anula su derivada. 
 

( ) ( ) ( )

( )

2
2

2

2 2 2

2 2

1 2 1
ln ln 1 ln ´

1

2 1 2 1
´ 0 0 2 1 1 1 1

1 1

x x
f x x x f x

x x x

x x
f x x x x x

x x x x

 +
= = + −  = − 

+ 

=  − =  =  = +  =  = =
+ +

 

 

Solo nos sirve el valor positivo de la raíz. Estudiamos el signo de la derivada antes y 

después de este punto crítico: 1x = . 
 

• En el intervalo ( )0,1  tomamos 0.5x =  y la derivada vale 

( ) 2

2·0.5 1
´ 0.5 1.2 0

0.5 1 0.5
f = − = − 

+
. La función decrece en ( )0,1 . 

• En el intervalo ( )1,+  tomamos 2x =  y la derivada vale ( ) 2

2·2 1
´ 2 0.3 0

2 1 2
f = − = 

+

. La función crece en ( )1,+ . 

 

La función decrece en ( )0,1  y crece en ( )1,+ . 

 

b) Por lo visto en el apartado anterior la función sigue el esquema siguiente. 
 

 

La función tiene un mínimo relativo y absoluto en 1x = . Como ( )
21 1

1 ln ln 2
1

f
 +

= = 
 

 el 

mínimo relativo y absoluto de la función tiene coordenada ( )1, ln 2 . 

Calculamos los límites de la función cuando x tiende a 0 y a +∞. 

 ( ) ( )
2 1 1

lim lim ln lim ln ln 0
x x x

x
f x x

x x→+ →+ →+

 +  
= = + = + + = +   

  
 

 ( ) ( )
2

0 0

1 1 1
lim lim ln lim ln ln 0 ln

0xx x

x
f x x

x x+ + +→+→ →

 +    
= = + = + = + = +     

    
 

La función no tiene máximos relativos ni absolutos.  
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EJERCICIO 2 (2.5 puntos) 

Calcula a y b sabiendo que  

( )( ) ( ) ( )
20

ln 1 1 1 cos
lim 5

( )

x

x

a x x b e x

sen x→

+ − + − + −
=  

donde ln denota la función logaritmo neperiano. 

 

Calculamos la expresión del límite. 

 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

( )

( ) ( )

( )

0

2 20

2

0 0

ln 1 1 1 cos ln 1 0 0 1 1 cos 0
lim

( ) (0)

·0 ·0 1 1 0
Indeterminación (L´Hôpital)

0 0

1 1
1 1

1 1
lim lim

2 ( )cos 2 ( )cos

1
1

1 0

x

x

x x

x x

a x x b e x a b e

sen x sen

a b

a b e sen x a b e sen x
x x

sen x x sen x x

a

→

→ →

+ − + − + − + − + − + −
= =

+ + −
= = = =

   
− + − − − + +   

+ +   = = =

−
+

=

( ) ( )

( )

0 0
·0 0

....
2 (0)cos 0 2·0·1 0

b e sen
a b b

sen

 
+ +  + +  = = =

 
 

Como el límite debe valer 5 el valor de b debe ser cero, pues, en caso contrario, el límite valdría 

∞. 

Le damos a b el valor 0 y seguimos calculando el límite. 

 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
 

( )
( )

( )

( )
( )

( )

2

0

2 2

2 2 2 20

1·1
cos

10
... Indeterminación(L´Hôpital) lim 0

0 2cos( )cos 2

1 1
cos cos 0

1 1 0 1 1
lim

2cos ( ) 2 2cos (0) 2 0 2 0 2

x

x

x

a b e x
x

b
x x sen x sen x

a x a
x a a

x sen x sen

→

→

 −
+ + 

 + = = = = = =
+ −

   
− + − +   

   + + − + −   = = = =
− − −

 

 

Como queremos que este límite valga 5 igualamos el resultado obtenido a este valor. 

 
1

5 1 10 1 10 9
2

a
a a a

−
=  − =  − =  = −  

 

Los valores buscados son 9a = −  y 0b = .  

http://www.ebaumatematicas.com/


PevAU 2024 Extrardinaria (suplente) Matemáticas II en Andalucía      

 

98 de 571  www.ebaumatematicas.com  

EJERCICIO 3 (2.5 puntos) 

Considera la función :f ⎯⎯→  definida por 

( ) ( ) ( )2

0
cos

x

f x t sen t dt=  . 

Determina las ecuaciones de la recta tangente y de la recta normal a la gráfica de f en el punto 

de abscisa 
4

x


= . 

 

Obtenemos el valor de 
4

f
 

 
 

. 

( ) ( ) ( )

( )

4
/4

2 3

0
0

3

3 3

1
cos

4 3

1 1 1 2 2
0 · 0

3 4 3 3 2 12

f t sen t dt sen t

sen sen






   
= = =   

   

  
= − = − =       



 

 

Obtenemos el valor de ´
4

f
 

 
 

. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2

0

2

2

cos ´ cos

2 2 2
´ cos ·

4 4 4 2 2 4

x

f x t sen t dt f x x sen x

f sen
  

=  = 

      
 = = =               


 

Obtenemos la ecuación de la recta tangente a la gráfica de f en el punto de abscisa 
4

x


= . 

2

4 12

2 2 2 2 2 2
´

4 4 12 4 4 4 12 16

´
4 4 4

f

f y x y x

y f f x



  

  

 
=  

  
   

=  − = −  = + −   
   

    
− = −     

    

 

Obtenemos la ecuación de la recta normal a la gráfica de f en el punto de abscisa 
4

x


= . 

2

4 12

2 2 1 4 2
´

4 4 12 4 122 2 2

41

4 4
´

4

f

f y x y x

y f x

f



  

 




 

=  
  

 − −   
=  − = −  = + +   

   
−   

− = −    
    
    
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EJERCICIO 4 (2.5 puntos) 

Calcula 
4 4 x

dx

e+





. (Sugerencia: efectúa el cambio de variable 1 xt e= + ). 

 

Calculamos la integral pedida.  

( ) ( )

2

2

2

2

2 2 2

Cambio de variable

1 1
1 1

1
24 4 2 1 14 1

2 1

2

1

1 1 2 2 1 1
...

2 1 2 1 1

Descomposición en fr

x x

x

x x xx
x

t e t e
dx dx dx

dx t e
e e ee

tdt e dx t dx

t
dx dt

t

t
dt dt dt

t t t t

 
 
 
 = + → = +
 

= = = = − = = 
+ + ++  

= = − 
 
 =

− 

= = = =
− − −

  
  

  
  
  

( )( )

( ) ( )

( )( )

( ) ( )

( ) ( )

2

2

acciones simples

1 11 1

1 1 1 1 1 1 1

1
1 1 2

1 1/ 2 1/ 22
1 1 1

1 1 1 1
1 1 2

2

1/ 2 1/ 2 1 1 1 1 1 1
... ln 1 ln 1

1 1 2 1 2 1 2 2

A t B tA B

t t t t t t t

t B B

A t B t
t t t

t A A

dt dt dt dt t t
t t t t

t

− + +
= = + = 

− + − + − + −


= → = → = −

 = − + +   = +
− − + − = − → = − → =



− − −
= + = + = + + − =

+ − + −

= =

   
   
   

  ( ) ( )

( ) ( )

1 1
1 ln 1 1 ln 1 1

2 2

1 1
ln 1 1 ln 1 1

2 2

x x x

x x

e e e

e e K

−
+ = + + + + − =

= + − − + + +  
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EJERCICIO 5 (2.5 puntos) 

Considera el sistema de ecuaciones lineales 

( )

1

2 1

1 0

ax y z a

x y z a

x a y az

+ + = +


+ − = −
 + + − =

 

a) [1,5 puntos] Calcula a para que el sistema sea compatible indeterminado. 

b) [1 punto] Resuelve el sistema, si es posible, para 0a = . 

 

a) El sistema tiene asociada la matriz de coeficientes 

1 1

1 2 1

1 1

a

A

a a

 
 

= − 
 + − 

 y la matriz ampliada 

1 1 1

/ 1 2 1 1

1 1 0

a a

A B a

a a

+ 
 

= − − 
 + − 

. 

Para que el sistema sea compatible indeterminado las dos matrices deben tener el mismo rango 

y se menor de 3. Para ello lo primero que debe ocurrir es que el determinante de la matriz A 

sea nulo. 

 

( )

( )( )

( )

2

2 2 2

2

2

1 1

1 2 1 2 1 1 2 1

1 1

2 1 1 2 3 2

3 1
1

3 3 4 1 2 3 1 2
0 3 2 0

3 12 1 2
2

2

a

A a a a a a

a a

a a a a a a a

a

A a a a

a

= − = − − + + − + + + =

+ −

= − − + + − + + + = − + −

− +
= =−  − − − −   −

=  − + − =  = = = 
− −− −  = =

 −

 

 

Analizamos estos dos casos por separado. 

 

Si 1a =  el determinante de la matriz de coeficientes es nulo y su rango es menor de 3. 

La matriz queda 

1 1 1

1 2 1

1 2 1

A

 
 

= − 
 − 

. Observamos que la fila 2ª y 3ª son iguales. Consideramos 

el menor de orden 2 que resulta de quitar la tercera fila y la tercera columna → 

1 1
2 1 1 0

1 2
= − =  . El rango de A es 2. 

La matriz ampliada queda 

1 1 1 2

/ 1 2 1 0

1 2 1 0

A B

 
 

= − 
 − 

. Observamos que la fila 2ª y 3ª son iguales, 

por lo que su rango no puede ser 3 y es 2 como el rango de la matriz A. 
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Rango de A = Rango de A/B = 2 < 3 = Número de incógnitas. El sistema es compatible 

indeterminado. 

 

Si 2a =  el determinante de la matriz de coeficientes es nulo y su rango es menor de 3. 

La matriz queda 

2 1 1

1 2 1

1 3 2

A

 
 

= − 
 − 

. Consideramos el menor de orden 2 que resulta de quitar 

la tercera fila y la tercera columna → 
2 1

4 1 3 0
1 2

= − =  . El rango de A es 2. 

La matriz ampliada queda 

2 1 1 3

/ 1 2 1 1

1 3 2 0

A B

 
 

= − − 
 − 

. Consideramos el menor de orden 3 que 

resulta de quitar la primera columna (columna 1ª = columna 2ª + columna 3ª) → 

1 1 3

2 1 1 0 3 6 9 0 2 2 0

3 2 0

− − = − − + + − = − 

−

. El rango de la matriz ampliada es 3. 

Rango de A = 2 ≠ 3 = Rango de A/B. El sistema es incompatible. 

 

El sistema es compatible indeterminado para 1a = . 

 

b) Para 0a =  el sistema es compatible determinado, pues es un valor distinto de 1 y 2 por lo 

que el determinante de la matriz de coeficientes es no nulo y su rango es 3, al igual que el 

rango de la matriz ampliada y el número de incógnitas. 

El sistema queda 

1

2 1

0

y z

x y z

x y

+ =


+ − =
 + =

. Lo resolvemos. 

 

1 1

2 1 2 1 2 1 1

0

1 1 0
2 2 1

1

y z z y

x y z x y z y y y

x y x y

z
y y

x

+ = = − 
 

+ − =  + − =  − + − + =  
 + = = − 

 = − =
 =  =  

= −

 

 

Para 0a =  la solución del sistema es x = –1, y = 1 y z = 0.  
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos) 

Considera las matrices 
1 3

2 5
A

 
=  

− 
, 

0 1

1 1
M

 
=  

 
 e I la matriz identidad de orden 2. 

a) [1,5 puntos] Sabiendo que A verifica la identidad ( )
2

A aI bI+ = , halla a y b. 

b) [0,75 puntos] Resuelve la ecuación 2MX M I+ = . 
 

a) Hallamos la expresión de la matriz ( )
2

A aI+ . 

 

( )
( )

( )

2

2

2

2 2

2 2

1 3 1 0 1 3

2 5 0 1 2 5

1 6 3 3 15 31 3 1 3

2 5 2 5 2 2 10 2 6 5

1 2 6 6 18 2 5 6 18

4 12 6 25 10 4 12 10 19

a
A aI a

a

a a aa a
A aI

a a a a a

a a a a a a

a a a a a a

+     
+ = + =     

− − +     

 + − + + ++ +  
 + = = =    − + − + − − − − − + +    

   + + − + + − +
= =   

− − − + + + − − + +   

 

 

Resolvemos la ecuación matricial. 

( )

( ) ( )

( ) ( )

2
2

2

22

2

2

2 2

1 0 02 5 6 18

0 1 04 12 10 19

2 52 5

3 0 3 2 3 56 18 0 2

4 12 0 3 0 3 23 10 3 19

10 19 10 19

ba a a
A aI bI b

ba a a

a a ba a b

a ba b

a a a bb

a a b a a b

 + − +    
+ =  = =      

− − + +     

 + − = + − =
 + = − + − − = + = − =   

      
− − = + = → = − − =− + − + =   

 + + = + + = 

 

 

Para 3a = −  y 2b = −  se cumple lo pedido. 
 

b) Despejamos X de la ecuación: ( )2 2 1 2MX M I MX I M X M I M−+ =  = −  = −  

Comprobamos que la matriz M tiene inversa y la calculamos. 
 

( )

1

1

0 1
0 1 1 0 Existe

1 1

0 1

1 1 1 11 1

1 0 1 01

T

M M

Adj
Adj M

M
M

−

−

= = − = −  →

 
 

− −    = = = − =   
−−    

 

 

Determinamos la expresión de la matriz X. 

2
1 0 0 1 0 1 1 0 1 1 0 1

0 1 1 1 1 1 0 1 1 2 1 1
I M

−          
− = − = − =          

− −          
 

 

( )1 2
1 1 0 1 1 1 1 1 0

1 0 1 1 0 1 0 1
X M I M−

− − − − −      
= − = = =      

− − − −      
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EJERCICIO 7 (2.5 puntos) 

Considera el plano 0x y  − =  y la recta 
1

2
2 3

x y
r z

−
 = = − . 

a) [1,25 puntos] Calcula, si es posible, el plano perpendicular a π que contiene a r. 

b) [1,25 puntos] Calcula, si es posible, la recta perpendicular a r, contenida en π y que pasa por 

el origen. 

 

a) El plano π´ que contiene a la recta r tiene como uno de sus vectores directores el vector director 

de la recta. Como también debe ser perpendicular al plano   el otro vector director es el 

vector normal del plano π. Además, como contiene a la recta el plano contiene los puntos de 

la recta. 
 

( )

( )
( )

( )

( )

( )

( ) ( )

1,0,21 0 2
0 1, 1,0

2 3 1 2,3,1

1,0,2 ´ 1 2

2,3,1 :́ 2 3 1 0

1 1 01, 1,0

0 2 2 3 2 0 1 0

2 4 3 6 1 0 :́ 5 9 0

r

r

r

r

Px y z
r x y n

u

P x y z

u u

v n

y z z x

y z z x x y z









− − − 
 = =   − =  = −

=

  − −


= =  = 
 −= = − 

 + − − − − + + − = 

 − + − + + − =  + − + =

 

 

El plano perpendicular a π que contiene a r tiene ecuación :́ 5 9 0x y z + − + = . 

 

b) Como la recta s que nos piden hallar debe ser perpendicular a la recta r su vector director debe 

ser perpendicular a ( )2,3,1ru = . También debe estar contenida en el plano π por lo que su 

vector director debe ser perpendicular al vector normal del plano. Un vector director de la 

recta s es el producto vectorial de ( )2,3,1ru =  y ( )1, 1,0n = − . 

 

( )

( )
( )

( )

( )

2,3,1
2 3 1 2 3 5 1,1, 5

1, 1,0
1 1 0

1,1, 5
;

0,0,0
5

r

s r

s

i j k
u

v u n j k k i i j k
n

x
v

s y
O s

z



 



= 
 =  = = − − + = + − = −

= −  −

=
= −  

  =  
   = −

 

 

La recta perpendicular a r, contenida en π y que pasa por el origen tiene ecuación 

;

5

x

s y

z



 



=


 = 
 = −

.  

http://www.ebaumatematicas.com/


PevAU 2024 Extrardinaria (suplente) Matemáticas II en Andalucía      

 

104 de 571  www.ebaumatematicas.com  

EJERCICIO 8 (2.5 puntos) 

Considera los puntos ( ) ( )0,0,0 , , 1,2O A a −  y ( ),1,0B a . 

a) [1,5 puntos] Determina a para que el triángulo OAB tenga área 3 unidades cuadradas. 

b) [1 punto] Calcula a para que O, A y B sean coplanarios con el punto ( )1,1,0C . 

 

a) Hallamos la expresión del área del triángulo OAB. 
 

( )

( )

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0,0,0
, 1, 2 0,0,0 , 1, 2

, 1, 2
,1,0 0,0,0 ,1,0

,1,0

O
OA a a

A a
OB B a a

B a


 = − − = − 

−  
= − = 



  

( )

( ) ( ) ( )

( )

2 2 2

2
2 2 2

2

1 2 2 2 2 2 2 2,2 ,2

1 0

2 2 2

2 2

4 1 24 4 4 4 8
1 2

2 2 2

i j k

OA OB a aj ak ak i i aj ak a a

a

OA OB a a
Área OAB

aa a a
a

 = − = + + − = − + + = −

 − + +
= = =

++ + +
= = = = +

 

 

Igualamos este resultado a 3. 
 

( )
2

2 2 2 2 2 2 8
1 2 3 1 2 3 1 2 9 2 8 4 4 2

2
a a a a a a+ =  + =  + =  =  = =  = =   

 

Los valores buscados son 2a =  . 
 

b) Hallamos la ecuación del plano π definido por los puntos ( ) ( )0,0,0 , , 1,2O A a −  y ( ),1,0B a

. Hemos hallado en el apartado anterior el vector normal de dicho plano como 

( )2,2 ,2n OA OB a a=  = − . 

 

( )

( ) ( )

: 2 2 2 02,2 ,2
0 0

0,0,00,0,0

0 : 2 2 2 0 : 0

x ay az Dn a a
D

OO

D x ay az x ay az





 

 − + + + == −  
  + =  

 

 =  − + + =  − − =

 

 

Para que los puntos O, A, B y C sean coplanarios el punto C debe pertenecer al plano π. 
 

( )
1

1
0

,

: 0
0 0 1 :

1,0

x ay az
a x y

C
a z






− − = 
 − + =  =  − − =

 
 

 

Para 1a =  los puntos O, A, B y C son coplanarios. 
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PevAU 2024 Extraordinaria (reserva) Matema ticas II 

 

PRUEBA DE EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS DE ADMISIÓN 

ANDALUCÍA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS 
CURSO 2023-2024 

MATEMÁTICAS II 

 

Instrucciones: a) Duración: 1 hora y 30 minutos 

b) Todas las cuestiones deben responderse en el papel entregado para la 

realización del examen y nunca en los folios que contienen los enunciados. 

c) Este examen consta de 8 ejercicios distribuidos en 4 bloques de 2 ejercicios 

cada uno. 

d) Cada ejercicio tiene un valor máximo de 2.5 puntos. 

e) Se realizarán únicamente un ejercicio de cada bloque. En caso de responder a 
dos ejercicios de un bloque, sólo se corregirá el que aparezca físicamente en primer 

lugar. 

f) Se permitirá el uso de calculadoras que no sean programables, ni gráficas ni con 
capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos 

conducentes a la obtención de resultados deben estar suficientemente justificados. 

g) En la puntuación máxima de cada ejercicio están contemplados 0,25 puntos para 
valorar la expresión correcta de los procesos y métodos utilizados. 

 

BLOQUE A.  Resuelve sólo uno de los siguientes ejercicios: 
 

EJERCICIO 1 (2.5 puntos) 

De entre todos los rectángulos de área 25 cm2, determina las dimensiones de aquel en el que el 

producto de las longitudes de sus dos diagonales sea el menor posible. 
 

 

EJERCICIO 2 (2.5 puntos) 

Considera la función ( )
3

2

1

3

ax x
f x

x bx

+ −
=

+ −
, para 2 3 0x bx+ −  . 

a) [1,5 puntos] Calcula a y b para que 2y x= −  sea una asíntota oblicua de la gráfica de f. 

b) [1 punto] Estudia y halla las asíntotas verticales de la gráfica de f cuando 0a =  y 2b = . 
 

 

BLOQUE B.  Resuelve sólo uno de los siguientes ejercicios: 
 

EJERCICIO 3 (2.5 puntos) 

Considera la función  

( )
( )

1 0

cos 0

xe si x
f x

x x si x

 − 
= 


. 

Calcula ( )f x dx


− . 

 

 

EJERCICIO 4 (2.5 puntos) 

Calcula una primitiva de la función ( ): 1,f + ⎯⎯→  definida por ( ) ( )
2 1

1 ln
2

x
f x x

−
= −  

cuya gráfica pase por el punto ( )5, 7 / 2− , donde ln denota la función logaritmo neperiano. 

(Sugerencia: efectúa el cambio de variable 21x t− = ). 
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PRUEBA DE EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS DE ADMISIÓN 

ANDALUCÍA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS 
CURSO 2023-2024 

MATEMÁTICAS II 

 

BLOQUE C.  Resuelve sólo uno de los siguientes ejercicios: 
 

EJERCICIO 5 (2.5 puntos) 

Considera las matrices ( ) ( )3 0 2 ,   1 y  3 0 0

1 1 1

x y z

A B y z C

 
 

= = = 
 
 

. 

a) [1 punto] Sabiendo que el determinante de A es 5, calcula 

1 1 1

1 1 1

4 1 3

x y z− − −

, indicando las 

propiedades que utilizas. 

b) [1,5 puntos] Calcula los valores ( )x y z  tales que ·B A C= . 

 

 

EJERCICIO 6 (2.5 puntos) 

Considera el sistema 

5 2 3

2 0 2

3 2 1

x x

y m y

z z

− −    
    

− =    
    − −    

. 

a) [1,75 puntos] Determina los valores de m para los que el sistema es compatible 

indeterminado. 

b) [0,75 puntos] Para 2m =  resuelve el sistema, si es posible. 
 

 

BLOQUE D.  Resuelve sólo uno de los siguientes ejercicios: 
 

EJERCICIO 7 (2.5 puntos) 

Considera las rectas 
1

2

z
r x y a

+
 = + =  y 

2 3

2

x y a
s

x z

− =
 

+ =
. 

a) [1,25 puntos] Calcula a para que las rectas se corten. 

b) [1,25 puntos] Para 1a = − , halla la recta que corta perpendicularmente a r y s. 

 

 

EJERCICIO 8 (2.5 puntos) 

Considera los vectores ( )1, ,2u a=  y ( )2,1,v a= − . 

a) [1 punto] Calcula a para que ambos vectores formen un ángulo de π/3 radianes. 

b) [1,5 puntos] Calcula a para que el vector ( )u v v −  sea ortogonal a u . 
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SOLUCIONES 

EJERCICIO 1 (2.5 puntos) 

De entre todos los rectángulos de área 25 cm2, determina las dimensiones de aquel en el que el 

producto de las longitudes de sus dos diagonales sea el menor posible. 

 
El área del rectángulo es el producto de la longitud de la base por la altura y sabemos que 

debe valer 25 cm2. 
25

25Área xy y
x

= =  =  

 

Las dos diagonales del rectángulo miden lo mismo, por lo que el producto de las mismas 

vale 2d . 

Aplicamos el teorema de Pitágoras al triángulo rectángulo de catetos x e y del dibujo. 
 

2 2 2x y d+ =  

Sustituimos y por 
25

x
. 

2

2 2 2

2

25 625
d x x

x x

 
= + = + 

 
 

 

Debemos minimizar la función ( ) 2

2

625
f x x

x
= + . 

Buscamos sus puntos críticos averiguando cuando se anula la derivada. 
 

( ) ( ) ( )

( )

2 2 2 3

2 3

4 4 4

3 3

625 1250
625 ´ 2 625 2 2

1250 1250
´ 0 2 0 2 2 1250 625 625 5

f x x x x f x x x x
x x

f x x x x x x
x x

− −= + = +  = + − = −

=  − =  =  =  =  = =

 

 

Solo nos interesa el valor positivo de la raíz. Estudiamos el signo de la segunda derivada 

para 5x = . 
 

( ) ( ) ( ) ( )3 4

4 4

3750 3750
´ 2 1250 ´́ 2 1250 3 2 ´́ 5 2 8 0

5
f x x x f x x f

x

− −= −  = − − = +  = + =   

 

Al ser la segunda derivada positiva la función tiene un mínimo para 5x = . Para este valor 

tenemos que 
25

5
5

y = = . 

Para que el producto de las longitudes de sus dos diagonales sea el menor posible debe ser 

un cuadrado de lado 5 cm.  
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EJERCICIO 2 (2.5 puntos) 

Considera la función ( )
3

2

1

3

ax x
f x

x bx

+ −
=

+ −
, para 2 3 0x bx+ −  . 

a) [1,5 puntos] Calcula a y b para que 2y x= −  sea una asíntota oblicua de la gráfica de f. 

b) [1 punto] Estudia y halla las asíntotas verticales de la gráfica de f cuando 0a =  y 2b = . 

 

a) Si 2y x= −  es una asíntota oblicua de la función se debe cumplir que 
( )

lim 1
x

f x

x→
=  y que 

( )( )lim 2
x

f x x
→

− = − . 

( )

( )

3

32

3 2

1

13lim lim lim
13

lim 1

x x x

x

ax x
f x ax xx bx a

ax x x bx x

f x

x

→ → →

→

+ −
+ −+ −= = = 

 =+ − 

=


 

 

( )( )

( )( )

( )( )

3 3 3 2

2 2

2

2

1 1 3
lim lim lim

3 3

4 1
lim

3

lim
2 2

lim 2

x x x

x

x

x

x x x x x bx x
f x x x

x bx x bx

bx x
b

x bx

f x x b
b b

f x x

→ → →

→

→

→

   + − + − − − +
− = − = =   

+ − + −   

 − + −
= = − 

+ − 

− = −


 − = −  =
− = − 

 

 

Los valores buscados son 1a =  y 2b = . 

 

b) Cuando 0a =  y 2b =  la función queda ( ) 2

1

2 3

x
f x

x x

−
=

+ −
. Esta función es racional y su 

dominio son todos los números reales menos los que anulan el denominador. 

 

( )( )2

2

2 4
1

2 2 4 1 3 2 4 2
2 3 0

2 42 2
3

2

x

x x x

x

− +
= =−  − − −  

+ − =  = = = 
− − = − =



 

 

El dominio de la función es  3,1− − . 

¿ 3x = −  es asíntota vertical? 

 ( )
( ) ( )

223 3

1 3 1 4
lim lim

2 3 03 2 3 3x x

x
f x

x x→− →−

− − − −
= = = = 

+ − − + − −
 

3x = −  es asíntota vertical. 

 

¿ 1x =  es asíntota vertical? 
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( )
( )

( )( )

2 21 1

1 1

1 1 1 0
lim lim det min

2 3 1 2 1 3 0

1 1 1 1
lim lim

1 3 3 1 3 4

x x

x x

x
f x In er ación

x x

x

x x x

→ →

→ →

− −
= = = = =

+ − + −

−
= = = =

− + + +

 

1x =  no es asíntota vertical. 

 

La función tiene una asíntota vertical: 3x = − . 
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EJERCICIO 3 (2.5 puntos) 

Considera la función  

( )
( )

1 0

cos 0

xe si x
f x

x x si x

 − 
= 


. 

Calcula ( )f x dx


− . 

 

En el intervalo ( ), −  la función cambia de definición por lo que la integral definida pedida 

la expresamos como la integral definida entre –π y 0 más la integral definida entre 0 y π. 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

0 0 0

0 0

0

1 cos ...

Integración por partes

cos

cos cos

cos cos

...

x x

x

f x dx f x dx f x dx e dx x x dx x e

x xdx u x du dx xsen x sen x dx

dv x dx v x dx sen x

xsen x x xsen x x K

x e xse

  

  



−− − −

−

 = + = − + = − + 

 
  

= = → = = − = 
 

= → = =  

= − − = + +

 = − + 

    

 



( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0

0

cos

0 cos 0· 0 cos 0

1 1
1 1 1 3

n x x

e e sen sen

e e





 

   

 

−

+ =  

   = − − − − + + − + =         

= − + + − − = + −

 

  

http://www.ebaumatematicas.com/


PevAU 2024 Extrardinaria (reserva) Matemáticas II en Andalucía      

 

111 de 571  www.ebaumatematicas.com  

EJERCICIO 4 (2.5 puntos) 

Calcula una primitiva de la función ( ): 1,f + ⎯⎯→  definida por ( ) ( )
2 1

1 ln
2

x
f x x

−
= −  

cuya gráfica pase por el punto ( )5, 7 / 2− , donde ln denota la función logaritmo neperiano. 

(Sugerencia: efectúa el cambio de variable 21x t− = ). 
 

Calculamos la integral de la función. 
 

( ) ( ) ( )

( )

2

2

2
2

2 4 5

5

6
5 5

Cambio de variable1
1 ln

2 1 2

ln 2 ln 2 2 ln ...
2 2 2

Integración por partes

1/ 2 1
ln ln

2 2 / 2

6

x
F x f x dx x dx

x t dx tdt

t t t
t tdt t tdt t dt

t t
t dt u du dt dt

t t

t
dv t dt v t dt

 −
= = − = = 

− = → = 

= = = =

 
 
 


= = → = = 



= → = =






  
 
 









( ) ( )

( )

6 6 6
5

6 6 6 6

2
6 6 6 6 6

3 36 2

3

1 1
ln ln

6 2 6 6 2 6

1
ln · ln

6 2 6 6 6 2 36

1 11
... 2 ln ln ln

6 2 36 3 2 18 3 2 6 1

1 1 1
ln

3 2 6

t t t t t
dt t dt

t

t t t t t t

x t x tt t t t t t t t

t t x

x x
K


= − = − =






= − = −

 − = → − =    
= − = − = − = =    

  = = −    

 − −
= − +  

 







 

Como debe pasar por el punto ( )5, 7 / 2−  debe cumplirse que ( )
7

5
2

F
−

= . 

( )

( )
( )

( )
3

3

7
5

2 5 17 5 1 1
ln

1 1 1 2 3 2 6
ln

3 2 6

F

K
x x

F x K

− 
= 

 −− −
 = − +     − −  = − +     

 

 
37 4 1 7 64 7 64 7 64 1

ln1
2 3 6 2 18 2 18 2 18 18

K K K K
− − − − − 

 = − +  = − +  = +  = + = 
 

 

 

La primitiva buscada tiene la expresión ( )
( )

3
2 1 1 1

ln
3 2 6 18

x x
F x

 − −
= − +  

 
.  
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EJERCICIO 5 (2.5 puntos) 

Considera las matrices ( ) ( )3 0 2 ,   1 y  3 0 0

1 1 1

x y z

A B y z C

 
 

= = = 
 
 

. 

a) [1 punto] Sabiendo que el determinante de A es 5, calcula 

1 1 1

1 1 1

4 1 3

x y z− − −

, indicando las 

propiedades que utilizas. 

b) [1,5 puntos] Calcula los valores ( )x y z  tales que ·B A C= . 

 

a) Sabemos que 3 0 2 5

1 1 1

x y z

A = = . Calculamos el determinante pedido. 

 

1 1 1
La primera fila tiene una diferencia de elementos

1 1 1
el determinante es diferencia de dos determinantes

4 1 3

1 1 1
El segundo determinante tiene dos filas iguales

1 1 1 1 1 1
por lo que

4 1 3 4 1 3

x y z

x y z

− − −
 

= = 
 

= − =
 su determinante vale cero

Resto a la 3ª fila la 2ª

4 1 3

1 1 1 0 1 1 1 1 1 1

4 1 3 3 0 2 3 0 2

el determinante no cambia de valor

Intercambio las filas 2ª y 3ª

el determinante cambia de

x y z x y z

 
= 

 

 
 
 
 

= − = − − − = = 
 
 
  

= 3 0 2 5
 signo

1 1 1

x y z

A
 

= − = − = − 
 

 

 

b) Resolvemos la ecuación matricial ·B A C= . 

 

( ) ( )· 1 3 0 2 3 0 0

1 1 1

x y z

B A C y z

 
 

=  =  
 
 
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( ) ( )

3 3

3 0 2 3 0 0 0

2 2 0

x y z

x y z y z z y z y z

y z

+ + =


 + + + + + + =  + = 
 + =

 

3 3
3 3

0 3 3 2 3
0

0

3 2

3 2 ;

x y z
x y z

y z x y y x y
y z z y

y z

x

x y y

z



 



+ + =
+ + = 

 + =   + − =  + =  
+ = → = − + =

= −


 = −  = 
 = −

 

 

El sistema tiene infinitas soluciones: 

3 2

;

x

y

z



 



= −


= 
 = −

. 
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos) 

Considera el sistema 

5 2 3

2 0 2

3 2 1

x x

y m y

z z

− −    
    

− =    
    − −    

. 

a) [1,75 puntos] Determina los valores de m para los que el sistema es compatible indeterminado. 

b) [0,75 puntos] Para 2m =  resuelve el sistema, si es posible. 

 

a) Obtenemos la expresión del sistema que se nos plantea. 
 

( )

( )

5 2 3 5 2 3 5 2 3 0

2 0 2 2 2 2 2 0

3 2 1 3 2 3 2 0

5 2 3 0 5 2 3

2 2 0 2 2

3 2 13 2 1 0

x x x y z mx x y z mx

y m y x z my x z my

z z x y z mz x y z mz

m x y z m

x my z m

mx y m z

− − − − = − − − =      
     

− =  − =  − − =      
     − − − − = − − − =      

− − − =  − − − 
  

 − − =  − −  
  − − −− + − − =  

0

0

0

x

y

z

   
   

=   
   
   

 

 

El sistema que se nos plantea es un sistema homogéneo que siempre es compatible. Será 

indeterminado cuando el rango de la matriz de coeficientes sea menor de 3, es decir, cuando 

su determinante sea nulo. 
 

 

  ( )( )( ) ( )
2

5 2 3 5 2 2

2 2 3ª 1ª 2 0

3 2 1 3 2 2

2 0 0

1ª 3ª 2 0 2 2 2

3 2 2

m m m

m Columna Columna m

m m

m

Fila Fila m m m m m m

m

− − − − − −

− − = + = − =

− − − − −

−

= − = − = − − − = − −

− −

 

 

Averiguamos cuando se anula el determinante. 

 

( )
2

5 2 3
0

2 2 0 2 0
2 0 2

3 2 1

m
m

m m m
m m

m

− − −
 =

− − =  − − =  
− = → =− − −

 

 

El sistema es compatible indeterminado cuando 0m =  o 2m = . 

 

b) Hemos visto en el apartado anterior que para 2m =  el sistema es compatible indeterminado. 

Obtenemos la expresión de sus soluciones. 
 

( )

( )

 

5 2 3 0 3 2 3 0

2 2 0 2 2 2 0 1ª 3ª

3 2 3 03 2 1 0

m x y z x y z

x my z x y z Ecuación Ecuación

x y zx y m z

− − − =  − − = 
 

− − =  − − =  =  
 − − =− + − − = 
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( )
3 2 3 0 3 3 2

2 3 3 2 0
2 2 2 0 2 2 2 0

2 3 3 2 0 0 2 3 3 0

0 0 ;

x y z x z y
x x z z

x y z x y z

x x z z x z x z y z z

x

y y

z







− − = − = 
   − − − =  

− − = − − = 

 − + − =  − + =  =  = − = 

=


 =  = 
 =

 

 

Las soluciones del sistema tienen la expresión 0

x

y

z





=


=
 =

, siendo   cualquier número real.  
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EJERCICIO 7 (2.5 puntos) 

Considera las rectas 
1

2

z
r x y a

+
 = + =  y 

2 3

2

x y a
s

x z

− =
 

+ =
. 

a) [1,25 puntos] Calcula a para que las rectas se corten. 

b) [1,25 puntos] Para 1a = − , halla la recta que corta perpendicularmente a r y s. 

 

a) Obtenemos un vector director y un punto de cada recta. 

 

( )

( )

1,1,20 1

1 1 2 0, , 1

r

r

ux y a z
r

P a

 =− + + 
 = =  

− −

 

 

( )

( )

2 3 2 3
2 3 2 2 3 2

2 2

3 2
2,1, 2

3 ,0, 2 3
2 3 2

s

s

x y a x y a
s y a z z a y

x z x z

x a
v

s y
Q a a

z a







− = = + 
   + + =  = − −  

+ = + = 

= +
 = − 

  =  
− = − −

 

 

Los vectores directores no tienen coordenadas proporcionales, por lo que las rectas no son ni 

paralelas ni coincidentes. Las rectas se cortan o se cruzan. 

Calculamos el valor del producto mixto , ,r s r su v PQ 
 

. 

 

( )

( )
( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

0, , 1
3 ,0,2 3 0, , 1 3 , ,3 3

3 ,0,2 3

1,1,2 1 1 2

2,1, 2 , , 2 1 2

3 3 33 , ,3 3

3 3 6 4 6

r

r s

s

r

s r s r s

r s

P a
PQ a a a a a a

Q a a

u

v u v PQ

a a aPQ a a a

a a a a

− − 
 = − − − − = −

− 

=
  = −  = − =  
 −= − 

= − − + − 6 6a− + 2 3 3a a+ = − −

 

 

Para que las rectas se corten el producto mixto , ,r s r su v PQ 
 

 debe valer cero. 

 

, , 3 3
3 3 0 3 3 1

, , 0

r s r s

r s r s

u v PQ a
a a a

u v PQ

  = − −
  

 − − =  = −  = −
  =   

 

 

Las rectas se cortan cuando 1a = − . 

 

b) Para 1a = −  las rectas tienen los siguientes vectores directores: 
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( )

( )

1,1,20 1 1

1 1 2 0,1, 1

r

r

ux y z
r

P

 =− − + 
 = =  

−

 

( )

( )

2,1, 22 3

2 3,0,5

s

s

vx y
s

x z Q

 = −− = − 
  

+ = − 

 

 

Para este valor hemos comprobado que las rectas se cortan. La recta que corta 

perpendicularmente ambas rectas pasa por el punto de corte de ambas rectas y tiene como 

vector director el producto vectorial de los vectores directores de las rectas. 

Hallamos el punto A de corte de las rectas. 

 

( )

( )

( )

( )

1,1,20 1 1
1

1 1 2 0,1, 1
1 2

2 3

2
2 1 3 2 2 3

3 31 2 2
1

1 2

1
1

1 1 2 1,2,1
1

1 2 1

r

r

x
ux y z

r r y
P

z

x y
s

x z

x

r y

z

x

y A

z







   


 








=
 =− − +  

 = =    = + 
−  = − +

− = − 
  

+ =  − + = − − − = − 
  =   

=− + =  = + 
 = − + 

=
− = − 

  = + =  
=  = − + =

 

 

Hallamos el vector director de la recta t perpendicular a r y s. 

 

( ) ( )

( )

2,1, 2 1,1,2 2 1 2

1 1 2

2 2 2 4 2 4 6 4, 6,1

t s r

i j k

w v u

i j k k j i i j k

=  = −  = − =

= − + − − + = − + = −

 

 

Hallamos la ecuación de la recta t. 
 

( )

( )

1 4
4, 6,1

2 6 ;
1,2,1

1

t

x
w

t y
A t

z



 



= +
= −  

  = −  
   = +

 

 

La recta que corta perpendicularmente a r y s tiene ecuación 

1 4

2 6

1

x

t y

z







= +


 = −
 = +

, siendo   .  
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EJERCICIO 8 (2.5 puntos) 

Considera los vectores ( )1, ,2u a=  y ( )2,1,v a= − . 

a) [1 punto] Calcula a para que ambos vectores formen un ángulo de π/3 radianes. 

b) [1,5 puntos] Calcula a para que el vector ( )u v v −  sea ortogonal a u . 

 

a) Utilizamos la fórmula del producto escalar. 
 

( )
( )( )

( )
22 2 22 2 2 2 2

1, ,2 2,1,· 2 2 3 2
cos ,

5· 5 51 2 2 1

a au v a a a
u v

au v a aa a

− − + + −
= = = =

++ ++ + − + +

 

 

El ángulo debe ser de π/3 radianes = 60º entonces el cos60º = 1/2. 
 

( )

( )

( ) ( )( )

2
2 2

2

2

3 2
cos ,

1 3 25
5 6 4 6 9 0

2 5
,

3

6 6 4 1 9 6
3

2 2

a
u v

aa
a a a a

a
u v radianes

a



− 
=  −+

 =  + = −  − + = 
+=



 − −
 = = =

 

 

Para 3a =  los vectores u  y v  forman un ángulo de π/3 radianes. 

 

b) Determinamos la expresión del vector ( )u v v − . 

 

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2

2 2

2 2

1, ,2
1 2 4 2 2

2,1,
2 1

2 4 1 2 2, 4 ,1 2

2, 4 ,1 2 2,1, , 5 ,1

i j k
u a

u v a a i j k ak aj i
v a

a

a i a j a k a a a

u v v a a a a a a a

= 
  = = − + + − − =

= −  −

= − + − − + + = − − − +

 − = − − − + − − = − − +

 

 

Para que el vector ( )u v v −  sea ortogonal a u  su producto escalar debe ser nulo. 

 

( ) ( )( ) ( ) ( )2 2

2

· 0 , 5 ,1 1, , 2 0 5 2 1 0u v v u a a a a a a a a

a

  − =  − − + =  + − − + + = 
 

 25a a− −
2

2 2 0 3 2 0 3 2
3

a a a a+ + =  − + =  =  =

 

 

El valor buscado es 
2

3
a = . 
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PevAU 2024 Ordinaria Matema ticas II 

 

PRUEBA DE EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS DE ADMISIÓN 

ANDALUCÍA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS 
CURSO 2023-2024 

MATEMÁTICAS II 

 

Instrucciones: a) Duración: 1 hora y 30 minutos 

b) Todas las cuestiones deben responderse en el papel entregado para la 

realización del examen y nunca en los folios que contienen los enunciados. 

c) Este examen consta de 8 ejercicios distribuidos en 4 bloques de 2 ejercicios 

cada uno. 

d) Cada ejercicio tiene un valor máximo de 2.5 puntos. 

e) Se realizarán únicamente un ejercicio de cada bloque. En caso de responder a 
dos ejercicios de un bloque, sólo se corregirá el que aparezca físicamente en primer 

lugar. 

f) Se permitirá el uso de calculadoras que no sean programables, ni gráficas ni con 
capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos 

conducentes a la obtención de resultados deben estar suficientemente justificados. 

g) En la puntuación máxima de cada ejercicio están contemplados 0,25 puntos para 
valorar la expresión correcta de los procesos y métodos utilizados. 

 

BLOQUE A.  Resuelve sólo uno de los siguientes ejercicios: 
 

EJERCICIO 1 (2.5 puntos) 

Sea la función ( ): 0,f + →  definida por ( )( ) lnf x x= , donde ln denota la función 

logaritmo neperiano, y los puntos de su gráfica A(1, 0) y B(e, 1).  

a) [1,5 puntos] Determina, si existen, los puntos de la gráfica de f en los que la recta tangente a 

la gráfica es paralela a la recta que pasa por los puntos A y B.  

b) [1 punto] Determina la ecuación de la recta normal a la gráfica de f en el punto A.   
 

 

EJERCICIO 2 (2.5 puntos) 

Considera la función continua definida por 

( )
( ) ( )

( )

3

cos
0

cos 1 0

x x asen x
si x

f x x

b x si x

−


= 
 − 

 

Calcula a y b. 
 

 

BLOQUE B.  Resuelve sólo uno de los siguientes ejercicios: 
 

EJERCICIO 3 (2.5 puntos) 

Considera la función definida por ( )
3

2

2

1

x
f x

x

+
=

−
, para 1, 1x x −  . Calcula una primitiva de 

f cuya gráfica pase por el punto (0, 1). 
 

 

EJERCICIO 4 (2.5 puntos) 

Halla la función :f →  tal que ( ) ( )´́ cosf x x x=  y cuya gráfica pasa por los puntos 

( )0,   y  ,2
2


 

 
 
 

. 
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PRUEBA DE EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS DE ADMISIÓN 

ANDALUCÍA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS 
CURSO 2023-2024 

MATEMÁTICAS II 

 

BLOQUE C.  Resuelve sólo uno de los siguientes ejercicios: 
 

EJERCICIO 5 (2.5 puntos) 

Considera la matriz

1 1/ 8 1/ 8

0 1 0

0 0 1

A

 
 

=  
 
 

. 

a) [1 punto] Calcula 2024A . 

b) [1,5 puntos] Halla la matriz X, si es posible, que verifica 2A XA I O+ = , donde I y O son la 

matriz identidad y la matriz nula de orden 3, respectivamente. 
 

 

EJERCICIO 6 (2.5 puntos) 

Considera el sistema ( )

( )

1

1

1 0

y z

k x y z k

x k y z

 + =


− + + =


+ − + =

. 

a) [1,75 puntos] Discute el sistema según los valores de k.  

b) [0,75 puntos] Para 1k =  resuelve el sistema, si es posible. ¿Hay alguna solución en la que 

0y = ? En caso afirmativo, calcúlala. En caso negativo, justifica la respuesta. 
 

 

BLOQUE D.  Resuelve sólo uno de los siguientes ejercicios: 
 

EJERCICIO 7 (2.5 puntos) 

a) [1,25 punto] Halla el punto simétrico de ( )2,2,1P  respecto de la recta 
2 2

1

x y z
r

y z

− + =
 

− =
. 

b) [1,25 puntos] Halla el punto simétrico de ( )1, 1, 3Q − −  respecto del plano 

2 6 0x y z  − + + = . 

 

 

EJERCICIO 8 (2.5 puntos) 

Considera las rectas 
0

2 0

y
r

x z

=
 

− =
 y 

7 0

0

x y
s

z

+ + =
 

=
 

a) [1 puntos] Estudia la posición relativa de r y s.  

b) [1,5 puntos] Calcula la ecuación del plano paralelo a r y s que equidista de ambas rectas. 
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SOLUCIONES 

EJERCICIO 1 (2.5 puntos) 

Sea la función ( ): 0,f + →  definida por ( )( ) lnf x x= , donde ln denota la función 

logaritmo neperiano, y los puntos de su gráfica A(1, 0) y B(e, 1).  

a) [1,5 puntos] Determina, si existen, los puntos de la gráfica de f en los que la recta tangente a 

la gráfica es paralela a la recta que pasa por los puntos A y B.  

b) [1 punto] Determina la ecuación de la recta normal a la gráfica de f en el punto A. 

 

a) La función logaritmo neperiano es continua y derivable con derivada ( )
1

´f x
x

= . 

La pendiente de la recta que pasa por los puntos A y B es 
1 0 1

1 1
m

e e

−
= =

− −
. 

La pendiente de la recta tangente en x a=  es el valor de la derivada en ese punto ( )´f a . 

Para que la recta tangente sea paralela a la recta que pasa por A y B deben tener la misma 

pendiente, lo que implica la igualdad ( )
1

´
1

f a
e

=
−

 . 

Averiguamos para que valores de a ocurre. 

 

( )

( )

1
´

1 1 1
1

1 1

1
´

1

f x
x

m a e
e a e

f a
e


= 




=  =  = −
− −


= − 

 

 

Como ( ) ( )1 ln 1f e e− = −  el punto de la gráfica de la función donde la recta tangente a la 

gráfica es paralela a la recta que pasa por los puntos A y B es el punto de coordenadas 

( )( )1,ln 1e e− − . 

 

b) La recta normal a la gráfica de f en x = 1 tiene ecuación ( )
( )

( )
1

1 1
´ 1

y f x
f

−
− = − . 

 

( ) ( )

( ) ( )

( )
( )

( )

( )

1 ln 1 0

1 1 1
´ ´ 1 1 0 1 1

1 1

1
1 1

´ 1

f

f x f y x y x
x

y f x
f


= =


−
= → = =  − = −  = − +


− 

− = − 


 

 

La recta normal a f en el punto A tiene ecuación 1y x= − + . 
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EJERCICIO 2 (2.5 puntos) 

Considera la función continua definida por 

( )
( ) ( )

( )

3

cos
0

cos 1 0

x x asen x
si x

f x x

b x si x

−


= 
 − 

 

Calcula a y b. 

 

La función debe ser continua en x = 0. Para ello debe existir la función y su valor debe coincidir 

con el valor de los límites laterales. 

 

• Existe ( ) ( )0 cos 0 1 1f b b= − = − . 

 

• Existe ( )
0

lim
x

f x
+→

. 

( ) ( )
0 0

lim lim cos 1 1
x x

f x b x b
+ +→ →

= − = −  

 

• Existe ( )
0

lim
x

f x
−→

. 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

3 3
0 0

2
0

2

cos 0·cos 0 0 0
lim lim

0 0

cos cos
Indeterminación(L´Hôpital) lim

3

cos 0 0· 0 cos 0 1 0 1
...

3·0 0 0

x x

x

x x asen x asen
f x

x

x xsen x a x

x

sen a a a

− −

−

→ →

→

− −
= = = =

− −
= = =

− − − − −
= = = =

 

 

Para que pueda existir el límite debe ser a = 1 pues en caso contrario el límite valdría ∞ y 

la función no sería continua en x = 0. 

 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2
0 0 0

0

cos cos
1 lim lim lim

3 3 3

cos cos 00 1
Indeterminación (L´Hôpital) lim

0 3 3 3

x x x

x

x xsen x x xsen x sen x
a

x x x

x

− − −

−

→ → →

→

− − − −
=  = = =

− − −
= = = = =

 

 

• Los tres valores deben ser iguales → 
1 1 2

1 1
3 3 3

b b
−

− =  = − = . 

 

Los valores necesarios para que la función sea continua son 1a =  y 
2

3
b = .  
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EJERCICIO 3 (2.5 puntos) 

Considera la función definida por ( )
3

2

2

1

x
f x

x

+
=

−
, para 1, 1x x −  . Calcula una primitiva de 

f cuya gráfica pase por el punto (0, 1). 
 

Calculamos la primitiva F(x) de la función. 
 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )( )

( ) ( )

3

2

3 2

3

2

2 2 2

2

2
...

1

2 1

2

2 2 2
... ...

1 1 2 1

Descomposición en fracciones simples

1 12 2

1 1 1 1 1 1 1

1 1

2 1 1

x
F x f x dx dx

x

x x

x x x

x

x x x x
x dx xdx dx dx

x x x

A x B xx x A B

x x x x x x x

x

x A x B x

+
= = =

−

+ −

− +

+

+ + +
= + = + = + =

− − −

+ + −+ +
= = + = 

− − + − + − +

= − →

+ = + + − 





  
  
  





( )

2

2 2 2

1
2

2

3
1 3 2

2

2 3 / 2 1/ 2

1 1 1

3 / 2 1/ 2 3 1 1 1 3 1
... ln 1 ln 1

2 1 1 2 2 1 2 1 2 2 2

B B

x A A

x

x x x

x x x
dx dx dx x x C

x x x x

−
= − → =


 = → = → =


+
= −

− − +

= + − = + − = + − − + +
− + − +

  
  
    

 

Hemos obtenido la primitiva: ( )
2 3 1

ln 1 ln 1
2 2 2

x
F x x x C= + − − + + . 

Como esta primitiva debe pasar por el punto (0, 1) debe cumplirse que F(0) = 1. 
 

( )

( )

2

2
3 1

ln 1 ln 1 0 3 1
1 ln 0 1 ln 0 1 12 2 2

2 2 2
0 1

x
F x x x C

C C

F


= + − − + + 

 = + − − + +  =
= 

 

 

La primitiva buscada es ( )
2 3 1

ln 1 ln 1 1
2 2 2

x
F x x x= + − − + + .  
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EJERCICIO 4 (2.5 puntos) 

Halla la función :f →  tal que ( ) ( )´́ cosf x x x=  y cuya gráfica pasa por los puntos 

( )0,   y  ,2
2


 

 
 
 

. 

 

La integral de la segunda derivada es la derivada primera y la integral de la derivada primera es 

la función. 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

Integración por partes

´ ´́ cos

cos cos

cos

´ cos cos ...

Integración por partes

f x f x dx x x dx u x du dx

dv x dx v x dx sen x

xsen x sen x dx xsen x x A

f x f x dx xsen x x Adx xsen x dx x dx Adx

xsen x dx

 
  

= = = = → = = 
 

= → = =  

= − = + +

= = + + = + + =

=

 





    


( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

cos cos

cos

cos cos cos

... cos cos 2

u x du dx x x x dx

dv sen x dx v sen x dx x

x x x dx x x sen x

x x sen x sen x Ax x x sen x Ax B

 
  

= → = = − − − = 
 

= → = = −  

= − + = − +

= − + + + = − + + +






 

 

La función buscada, a falta de determinar los dos parámetros A y B tiene la expresión: 
 

( ) ( ) ( )cos 2f x x x sen x Ax B= − + + +  

Como pasa por el punto ( )0, / 2  debe cumplirse que ( )0
2

f


= . 

( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

0 / 2
0·cos 0 2 0 ·0

2 2cos 2

f
sen A B B

f x x x sen x Ax B

  = 
 = − + + +  =

= − + + + 
 

La función queda ( ) ( ) ( )cos 2 / 2f x x x sen x Ax = − + + + . Como pasa por el punto ( ), 2   

debe cumplirse que ( ) 2f  = . 

( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2

2 ·cos 2 ·
cos 2

2

1
2 2

2 2 2 2

f

sen A B
f x x x sen x Ax

A A A A

 

    

  
      

= 


 = − + + + 
= − + + + 



 = + +  − − =  =  =

 

La función buscada tiene la expresión ( ) ( ) ( )cos 2
2 2

x
f x x x sen x


= − + + + .  
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EJERCICIO 5 (2.5 puntos) 

Considera la matriz

1 1/ 8 1/ 8

0 1 0

0 0 1

A

 
 

=  
 
 

. 

a) [1 punto] Calcula 2024A . 

b) [1,5 puntos] Halla la matriz X, si es posible, que verifica 2A XA I O+ = , donde I y O son la 

matriz identidad y la matriz nula de orden 3, respectivamente. 

 

a) Calculamos varias potencias de la matriz A hasta encontrar alguna regularidad.  
 

2

2

3 2

1 1/ 8 1/ 8 1 1/ 8 1/ 8 1 0 0 1/ 8 1/ 8 0 1/ 8 0 1/ 8

0 1 0 0 1 0 0 1 0

0 0 1 0 0 1 0 0 1

1 / 8 / 8

0 1 0

0 0 1

1 2 / 8 2 / 8 1 1/ 8 1/ 8 1 0 0 1/ 8 2 / 8 0 1/ 8 0 2 / 8

0 1 0 0 1 0 0 1 0

0 0 1 0 0 1 0 0

2 2

1

A

A

A A A

+ + + + + +    
    

= =    
    
    

 
 

=  
 
 

+ + + + + +   
  

= = =  
  
   

3

1 / 8 / 8

1

3 3

0 1 0

0 0

A


 
 
 



 
 

=  
 
   

 

Observamos que lo único que cambia en cada potencia son los números rojos. 
 

1 / 8 / 8

0 1 0

0 0 1

n

n n

A

 
 

=  
 
 

 

 

Demostramos que si se cumple para n también se cumple para n + 1. 
 

( ) ( )

1

1

1 / 8 / 8 1 1/ 8 1/ 8 1 0 0 1/ 8 / 8 0 1/ 8 0 / 8

· 0 1 0 0 1 0 0 1 0

0 0 1 0 0 1 0 0 1

1 1 / 8 1 / 8

0 1 0

0 0 1

n n

n

n n n n

A A A

n n

A

+

+

+ + + + + +    
    

= = =    
    
    

+ + 
 

=  
 
 

 

 

La fórmula es correcta y así tenemos que: 
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2024

1 2024 / 8 2024 / 8 1 253 253

0 1 0 0 1 0

0 0 1 0 0 1

A

   
   

= =   
   
   

 

 

b) La matriz A tiene determinante no nulo y por tanto existe la inversa. La calculamos. 
 

1 1/ 8 1/ 8 1 1/ 8 1/ 8

0 1 0 0 1 0 1 0

0 0 1 0 0 1

A A

 
 

=  = =  
 
 

 

 

( )
1

1

1 0 1/ 8 0 1/ 8 11 0 0

0 1 1/ 8 1 1/ 8 01/ 8 1 0

0 0 1 0 1 01/ 8 0 1

0 1 1/ 8 1 1/ 8 01

0 0 1 0 1 0

1 0 1/ 8 0 1/ 8 1

1 1/ 8 1/ 8

0 1 0

0 0 1

T

Adj

Adj A
A

A

A

−

−

  
+ − +  

  
   
   = = = − + −

 
 
 + − + 
 

− − 
 

=  
 
 

 

 

Despejamos X en la ecuación matricial. 
 

 

( )

2 2 1 1 1

1
3

1 1 1 1 1 1 1

Multiplico por 

Multiplico por 

por ambos lados

A XA I O A XA I A A AAXA IA

A
AXA A A AXAA A A A X A

− − −

−

− − − − − − −

+ =  = −  = = − 

 
 = −   = −  = − 

 

 

 

Calculamos la expresión de la matriz X. 
 

( )
3

1

1 1/ 8 1/ 8 1 1/ 8 1/ 8 1 1/ 8 1/ 8

0 1 0 0 1 0 0 1 0

0 0 1 0 0 1 0 0 1

1 2 / 8 2 / 8 1 1/ 8 1/ 8 1 3 / 8 3 / 8 1 3 / 8 3 / 8

0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0

0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1

X A−

− − − − − −   
   

= − = − =   
   
   

− − − − − − −      
      

= − = − = −      
      −      

 

 

La matriz X solución de la ecuación matricial tiene la expresión 

1 3 / 8 3 / 8

0 1 0

0 0 1

X

− 
 

= − 
 − 

.  
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos) 

Considera el sistema ( )

( )

1

1

1 0

y z

k x y z k

x k y z

 + =


− + + =


+ − + =

. 

a) [1,75 puntos] Discute el sistema según los valores de k.  

b) [0,75 puntos] Para 1k =  resuelve el sistema, si es posible. ¿Hay alguna solución en la que 

0y = ? En caso afirmativo, calcúlala. En caso negativo, justifica la respuesta. 

 

a) La matriz de coeficientes A asociada al sistema es 

0 1 1

1 1 1

1 1 1

A k

k

 
 

= − 
 − 

 y la matriz ampliada 

es 

0 1 1 1

/ 1 1 1

1 1 1 0

A B k k

k

 
 

= − 
 − 

. 

El determinante de A es: 

0 1 1

1 1 1 0 1

1 1 1

A k

k

= − = +

−

( )
2

1 1k+ − − 2 21 0 1 2 1 3 2k k k k k k− + + = + − − + = − +  

Veamos cuando se anula. 

( ) ( )( )
2

2

3 1
2

3 3 4 1 2 3 1 2
0 3 2 0

3 12 2
1

2

k

A k k k

k

+
= = − −  

=  − + =  = = = 
− = =



 

Analizamos tres casos diferentes. 
 

CASO 1. 1 y 2k k   

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, así como el de la matriz 

ampliada y el número de incógnitas. El sistema es COMPATIBLE DETERMINADO 

(tiene una única solución). 

 
CASO 2. 1k =  

En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3. 

Estudiamos su rango y la compatibilidad del sistema usando el método de Gauss. 
 

 

/

0 1 1 1 1 0 1 0

/ 0 1 1 1 3ª 1ª 0 1 1 1

1 0 1 0 0 1 1 1

3ª 2ª
1 0 1 0

0 1 1 1
0 1 1 1

0 1 1 1
0 0 0 0

0 0 0 0 3ª

A B

A

A B Fila Fila

Fila Fila

Nueva Fila

   
   

=   =   
   
   

 − 
  
  

   − − −
   
 →     

 

El rango de A y de A/B son iguales a 2, menor que el número de incógnitas (3).  
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El sistema es COMPATIBLE INDETERMINADO (infinitas soluciones). 
 

CASO 3. 2k =  
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.  

Estudiamos su rango usando el método de Gauss. 
 

 

 

/

0 1 1 1 1 1 1 0

/ 1 1 1 2 3ª 1ª 1 1 1 2

1 1 1 0 0 1 1 1

2ª 1ª
1 1 1 0

1 1 1 2
0 0 0 2

1 1 1 0
0 1 1 1

0 0 0 2 2ª

1 1 1 0

3ª 2ª 0 1 1 1

0 0 0 2

A B

A

A B Fila Fila

Fila Fila

Nueva Fila

Fila Fila

   
   

=   =   
   
   

− 
  

   
    − − −

   
  →

 

 
 
 

    
 
 
   

 

El rango de A es 2 y el de A/B es 3, los rangos son distintos. 

El sistema es INCOMPATIBLE (sin solución). 
 

Resumiendo: Para 1 y 2k k   el sistema es compatible determinado (una única solución), 

para 1k =  el sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones) y para 2k =  es 

incompatible (sin solución). 
 

b) Lo resolvemos para k = 1. Sabemos que es compatible indeterminado (CASO 2) 
 

 

1
1 1

1 1ª 2ª 1 ;
0

0

y z x
y z y z

y z Ecuación Ecuación y
x z x z

x z z



 



+ = = − 
+ = = −  

+ =  =    = −    
+ = = −  + = = 

 

 

Las soluciones son 1 ;

x

y

z



 



= −


= − 
 =

. 

¿Hay alguna solución en la que y = 0? 

Ponemos este valor en las soluciones y vemos si es posible. 
 

1
0 1 1

1

x x
x

z
z z

 

 

 

= − = − 
= − 

= −  =   
= = = 

 

 

Existe la solución pedida siendo la solución 1, 0, 1x y z= − = = .  
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EJERCICIO 7 (2.5 puntos) 

a) [1,25 punto] Halla el punto simétrico de ( )2,2,1P  respecto de la recta 
2 2

1

x y z
r

y z

− + =
 

− =
. 

b) [1,25 puntos] Halla el punto simétrico de ( )1, 1, 3Q − −  respecto del plano 

2 6 0x y z  − + + = . 

 

a) Vamos a determinar las coordenadas del punto P´ simétrico de P respecto de la recta r 

calculando previamente el plano π perpendicular a la recta que pasa por P, después el punto 

M de corte de recta y plano. Por último, hallamos el punto P´ sumándole al punto M el vector 

PM  ya que M es el punto medio del segmento ´PP . 

 

Hallamos la ecuación del plano π. Su vector normal es el vector director de la recta. 
 

( )

( )

( ) ( )

2 2 2 2
2 2 2 4

1 1

4

1 1,1,1

01,1,1
2 2 1 0 5

2,2,12,2,1

5 0

r

r

x y z x y z
r x z z z

y z y z

x

r y v

z

x y z Dn v
D D

PP

x y z













− + = = − + 
   = + − + = +  

− = = + 

= +


  = +  =
 =

  + + + == =  
  + + + =  = −  

 

  + + − =

 

 

Hallamos el punto M de corte de recta y plano. 
 

5 0

4
4 1 5 0 3 0

1

x y z

x

r y

z




   





 + + − = 


= + 
 + + + + − =  =  

 = + 
 = 

 

 

( )

4 0 4

0 1 0 1 4,1,0

0

x

y M

z



= + =


 =  = + = 
 =
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Hallamos las coordenadas del punto P´. 
 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

4,1,0 2,2,1 2, 1, 1

´ 4,1,0 2, 1, 1 6,0, 1

PM

P M PM

= − = − −

= + = + − − = −

 

 

El punto P´ simétrico de P respecto de la recta r tiene coordenadas ( )´ 6,0, 1P − . 

 

b) Para obtener el punto Q´ simétrico de Q respecto de 

un plano determinamos la recta que pasa por Q y es 

perpendicular al plano. Luego determinamos el 

punto M de corte de recta y plano y por último hallo 

Q´ sumando a M el vector QM . 
 

 
 

Hallo la ecuación de la recta. Como es 

perpendicular al plano su vector director es el 

vector normal del plano. 

( )

( )

( )

2 6 0 1, 2,1

1
1, 1, 3

1 2
1, 2,1

3s

x y z n

x
Q s

s y
v n

z









 − + + =  = −

= +
− −   

  = − − 
= = −   = − +

 

 

Hallo el punto de corte de la recta s y el plano (lo llamamos M) resolviendo el sistema 

formado por las ecuaciones de recta y plano. 
 

( )

2 6 0

1
1 2 1 2 3 6 0

1 2

3

1 2 4 3 6 0 6 6

x y z

x

s y

z




  





   

 − + + = 


= + 
 + − − − − + + =  

 = − − 
 = − + 

 + + + − + + =  = − 

 

 

( ) ( )

1 1 0

1 1 2 1 1 0,1, 4

3 1 4

x

y M

z



= − =


 = −  = − − − =  −


= − − = −

 

Las coordenadas del punto simétrico Q´ las hallamos sumando al punto M el vector QM . 

( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0,1, 4
0,1, 4 1, 1, 3 1,2, 1

1, 1, 3

´ 0,1, 4 1,2, 1 1,3, 5

M
QM

Q

Q M QM

− 
 = − − − − = − −

− − 

= + = − + − − = − −

 

 

El punto simétrico de Q respecto del plano π es ( )´ 1,3, 5Q − − .  
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EJERCICIO 8 (2.5 puntos) 

Considera las rectas 
0

2 0

y
r

x z

=
 

− =
 y 

7 0

0

x y
s

z

+ + =
 

=
 

a) [1 puntos] Estudia la posición relativa de r y s.  

b) [1,5 puntos] Calcula la ecuación del plano paralelo a r y s que equidista de ambas rectas. 

 

a) Obtenemos un punto y un vector de cada recta. 

 

( )

( )

0,0,00 0
0

2 0 2 1,0,2
2

r

r

x
Py y

r r y
x z z x u

z





=
= =   

    =    
− = = =   =

 

 

( )

( )

7
7,0,07 0 7

0 0 1,1,0
0

s

s

x
Qx y x y

s s y
z z v

z





= − −
 −+ + = = − −   

    =    
= = = −   =

 

 

Los vectores directores no tienen coordenadas proporcionales, por lo que las rectas no son 

ni coincidentes ni paralelas. Las rectas se cortan o cruzan. 
 

( )

( )

1,0,2 1 0 2

1 1 01,1,0

r

s

u

v

= 
  

−= − 

 

 

Averiguamos si el producto mixto , ,r s r su v PQ 
 

 es nulo o no. Con ello decidimos si se 

cortan o cruzan. 

 

( )

( )
( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

0,0,0
7,0,0 0,0,0 7,0,0

7,0,0

1,0,2 1 0 2

1,1,0 , , 1 1 0 0 0 0 14 0 0 14 0

7 0 07,0,0

r

r s

s

r

s r s r s

r s

P
PQ

Q

u

v u v PQ

PQ


 = − − = −

− 

=
  = −  = − = + + + − − =   
 −= − 

 

 

Como el producto mixto es no nulo las rectas r y s se cruzan en el espacio. 

 

b) Hallamos la ecuación de un plano paralelo a ambas rectas. El vector normal de este plano es 

perpendicular al vector director de las dos rectas. El vector normal del plano es el producto 

vectorial de los dos vectores directores.  

 

( )

( )
( )

1,0,2
1 0 2 2 2 2 2 2, 2,1

1,1,0
1 1 0

r

r s

s

i j k
u

n u v j k i i j k
v

= 
 =  = = − + − = − − + = − −

= −  −

 

 

La ecuación de un plano paralelo a las dos rectas es : 2 2 0x y z D − − + + = . 
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Debemos hallar el valor D tal que el plano sea equidistante de las dos rectas. Debe cumplir 

que ( ) ( ), ,d r d s = . 

Como las rectas son paralelas al plano la distancia de la recta al plano es la distancia de uno 

cualquiera de sus puntos al plano. 
 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 22 2

, , , ,

: 2 2 0
14

0,0,0
2 2 1 2 2 1

7,0,0

14 0 14
1 0

¡ !
4 : 2 2 7

1

m

4

b

1

l

4

e

2

i

7

I pos

r s

r

s

d r d s d P d Q

x y z D
D D

P

Q

D D
D D x y z

D D D D

   





=  =

− − + + =
 +

 = 
 − + − + − + − +

− 

= + → =
 = +   − − + − =

− = + → − = → = −

 

 

El plano buscado tiene ecuación : 2 2 7 0x y z − − + − = . 
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PevAU 2024 Ordinaria (suplente)  Matema ticas II 

 

PRUEBA DE EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS DE ADMISIÓN 

ANDALUCÍA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS 
CURSO 2023-2024 

MATEMÁTICAS II 

 

Instrucciones: a) Duración: 1 hora y 30 minutos 

b) Todas las cuestiones deben responderse en el papel entregado para la 

realización del examen y nunca en los folios que contienen los enunciados. 

c) Este examen consta de 8 ejercicios distribuidos en 4 bloques de 2 ejercicios 

cada uno. 

d) Cada ejercicio tiene un valor máximo de 2.5 puntos. 

e) Se realizarán únicamente un ejercicio de cada bloque. En caso de responder a 
dos ejercicios de un bloque, sólo se corregirá el que aparezca físicamente en primer 

lugar. 

f) Se permitirá el uso de calculadoras que no sean programables, ni gráficas ni con 
capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos 

conducentes a la obtención de resultados deben estar suficientemente justificados. 

g) En la puntuación máxima de cada ejercicio están contemplados 0,25 puntos para 

valorar la expresión correcta de los procesos y métodos utilizados. 

 

BLOQUE A.  Resuelve sólo uno de los siguientes ejercicios: 
EJERCICIO 1 (2.5 puntos) 

Sea f la función definida por 

3 2

2

1
( )

1

ax bx x
f x

x

+ + −
=

−
, para 1x   . Sabiendo que su gráfica 

tiene una asíntota oblicua que pasa por el punto (0, 1) y es paralela a la recta 2y x= , calcula la 

asíntota oblicua y los valores de a y b. 
 

 

EJERCICIO 2 (2.5 puntos) 

Considera la función :f →  definida por ( ) ( )f x arctg x = + , donde arctg denota la 

función arcotangente. 

a) [1,5 puntos] Calcula los intervalos de concavidad y convexidad de f. Estudia y halla, si existen, 

los puntos de inflexión de f (abscisas donde se obtienen y valores que se alcanzan). 

b) [1 punto] Calcula 
( )

lim
( )x

arctg x

sen x



→−

+
. 

 

 

BLOQUE B.  Resuelve sólo uno de los siguientes ejercicios: 
EJERCICIO 3 (2.5 puntos) 

Halla la función ( ): 2,f + →  que pasa por el punto ( )3, –4 5ln  y verifica 

( )
2

2

3 4 12
´

4

x x
f x

x

+ +
=

−
 donde ln denota la función logaritmo neperiano. 

 

 

EJERCICIO 4 (2.5 puntos) 

Sea :f →  la función definida por ( ) ( )2 3 5 xf x x x e= − + . Halla una primitiva de f cuya 

gráfica pase por el punto (0, 5). 
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PRUEBA DE EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS DE ADMISIÓN 

ANDALUCÍA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS 
CURSO 2023-2024 

MATEMÁTICAS II 

 

BLOQUE C.  Resuelve sólo uno de los siguientes ejercicios: 
 

EJERCICIO 5 (2.5 puntos) 

Considera las matrices 

1 0 1 4 8 0

1 0 y  0 4 4

1 1 2 4 12 20

A m B

−   
   

= =   
   −   

. 

a) [0,75 puntos] Determina los valores de m para los que la matriz 2A  tiene inversa. 

b) [1,75 puntos] Para 0m =  calcula, si es posible, la matriz X que verifica ( )2 1

2
A X A B= + . 

 

 

EJERCICIO 6 (2.5 puntos) 

Determina un numero natural de tres cifras sabiendo que la suma de sus dígitos es 9, que la 

diferencia de dicho número con el que se obtiene al intercambiar la cifra de las centenas por la 

de las unidades es 198, y que si consideramos la suma entre ambos números, es decir, entre el 

número a determinar y el que se obtiene al intercambiar sus cifras, el resultado es 828. 

 

 

BLOQUE D.  Resuelve sólo uno de los siguientes ejercicios: 
 

EJERCICIO 7 (2.5 puntos) 

Considera los puntos ( )1,0,1P  y ( )3, 2,1Q − . 

a) [1 punto] Calcula el plano perpendicular al segmento PQ que pasa por su punto medio. 

b) [1,5 puntos] Calcula el plano paralelo a la recta 
2

1 1
3

y
r x z

−
 − = = +  que pasa por P y Q. 

 

 

EJERCICIO 8 (2.5 puntos) 

Considera los puntos ( ) ( ) ( )1,1,2 , 1,0,1  y 1, 1,2A B C −  

a) [1,25 puntos] Determina el área del triángulo de vértices A, B y C.  

b) [1,25 puntos] Calcula D para que los puntos A, B, C y D sean los vértices consecutivos de un 

paralelogramo. 
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SOLUCIONES 

EJERCICIO 1 (2.5 puntos) 

Sea f la función definida por 

3 2

2

1
( )

1

ax bx x
f x

x

+ + −
=

−
, para 1x   . Sabiendo que su gráfica 

tiene una asíntota oblicua que pasa por el punto (0, 1) y es paralela a la recta 2y x= , calcula la 

asíntota oblicua y los valores de a y b. 
 

La asíntota oblicua es paralela a la recta 2y x=  por lo que tiene la misma pendiente y su 

ecuación será 2y x c= + . 

Como la asíntota pasa por el punto (0, 1) tenemos que 1 = 2 · 0 + c → c = 1. 

La asíntota oblicua tiene ecuación 2 1y x= + . 

 

Por ser esta la asíntota oblicua debe cumplirse que 
( )

2 lim
x

f x
m

x→
= =  y que 

( )( )1 lim 2
x

n f x x
→

= = − . 

 

( )
 

 

3 2

3 22

3

1

11lim lim lim ( ) 0

Grado de numerador = Grado de denominador 2
1

x x x

ax bx x
f x ax bx xxm f x a

x x x x

a
a a

→ → →

+ + −

+ + −−= = = = =  =
−

= = =  =

 

 

Con a = 2 la función queda 

3 2

2

2 1
( )

1

x bx x
f x

x

+ + −
=

−
. Aplicamos que ( )( )1 lim 2

x
n f x x

→
= = − . 

 

( )( )
3 2 3

2

2 1 2
lim 2 lim 2 lim

1x x x

x bx x x
n f x x x

x→ → →

 + + −
= − = − = 

− 

2 31 2bx x x+ + − −

   

2

2

2

2

1

3 1
lim 0 Grado de numerador = Grado de denominador

1

1
1

x

x

x

bx x
b

x

b
b b

→

 +
= 

 − 

 + −
= =  = = 

− 

= =  =

 

 

Los valores buscados son a = 2 y b = 1. 
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EJERCICIO 2 (2.5 puntos) 

Considera la función :f →  definida por ( ) ( )f x arctg x = + , donde arctg denota la 

función arcotangente. 

a) [1,5 puntos] Calcula los intervalos de concavidad y convexidad de f. Estudia y halla, si existen, 

los puntos de inflexión de f (abscisas donde se obtienen y valores que se alcanzan). 

b) [1 punto] Calcula 
( )

lim
( )x

arctg x

sen x



→−

+
. 

 

a) Calculamos la segunda derivada de la función y averiguamos cuando se anula (posibles 

puntos de inflexión). 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )( ) ( )

( )

2

2 2

0· 1 2 ·11
´ ´́

1 1

x x
f x arctg x f x f x

x x

 


 

+ + − +
= +  =  = 

+ + + +
 

 

( )
( )

( )

( )

( )

( )
( )

2

2

2
´́ 2

1 0 2 0 0
1

´́ 0

x
f x x

x x x x
x

f x




   


− + 
= − +

+ +  =  − + =  + =  = −
+ +

= 

 

 

La función tiene un posible punto de inflexión en x = − . Estudiamos la concavidad y 

convexidad antes y después de este valor. 
 

• En el intervalo ( ), − −  tomamos 2x = −  y la derivada segunda vale 

( )
( )

( )
2 2

2 2 2
´́ 2 0

11 2
f

  


 

− − +
− = = 

++ − +
. La función es convexa (∪) en ( ), − − . 

• En el intervalo ( ),− +  tomamos 0x =  y la derivada segunda vale 

( )
( )

( )
2 2

2 0 2
´́ 0 0

11 0
f

 



− + −
= = 

++ +
. La función es cóncava (∩) en ( ),− + . 

 

La función es convexa (∪) en ( ), − −  y cóncava (∩) en ( ),− + . 

La función presenta un punto de inflexión en x = − . Como 

( ) ( ) 0 0f arctg arctg  − = − + = =  el punto de inflexión tiene coordenadas ( ),0− . 

 

b) Calculamos el valor del límite. 
 

( )0( ) ( ) 0
lim Indeterminación (L´Hôpital)=

( ) ( ) 0 0x

arctgarctg x arctg

sen x sen

  

→−

+ − +
= = = =

−
 

 

( ) ( )

2

2 2

1

1 1 11 ( )
= lim lim 1

cos( ) 11 ( ) cos( ) 1 ( ) cos( )x x

x

x x x 



   →− →−

+ +
= = = = −

−+ + + − + −
 

 

  

http://www.ebaumatematicas.com/


PevAU 2024 Ordinaria (suplente) Matemáticas II en Andalucía      

 

137 de 571  www.ebaumatematicas.com  

EJERCICIO 3 (2.5 puntos) 

Halla la función ( ): 2,f + →  que pasa por el punto ( )3, –4 5ln  y verifica 

( )
2

2

3 4 12
´

4

x x
f x

x

+ +
=

−
 donde ln denota la función logaritmo neperiano. 

 

La función f(x) es la integral de su derivada f ´(x). 

 

( ) ( )

( )( )

( ) ( )

( )( )

( )

2

2

2 2

2

2 2

2

3 4 12
´ ...

4

3 4 12 4

3 12 3

4 24

4 24 4 24
... 3 3 ...

4 4

Descomposición en fracciones simples

2 24 24 4 24

4 2 2 2 2 2 2

4 24 2

x x
f x f x dx dx

x

x x x

x

x

x x
dx dx dx

x x

A x B xx x A B

x x x x x x x

x A x B x

+ +
= = =

−

+ + −

− +

+

+ +
= + = + =

− −

+ + −+ +
= = + = 

− − + − + − +

+ = + + −





 
 
 





( )
( )

( ) ( )

2

2 8 24 4 16 4 4
2

2 8 24 4 32 4 8

4 24 8 4

4 2 2

8 4 1 1
... 3 3 8 4

2 2 2 2

3 8ln 2 4ln 2

x B B B

x A A A

x

x x x

x dx x dx dx
x x x x

x x x C

= − → − + = − → = − → = −
 

= → + = → = → =

+
= −

− − +

= + − = + − =
− + − +

= + − − + +

  
  
  

 

 

Como sabemos que la función pasa por el punto ( )3, –4 5ln  entonces debe cumplirse que 

( )3 4ln5f = − . 

 

( ) ( ) ( )

( )

3 8ln 2 4ln 2
4ln 5 9 8ln1 4ln 5 9

3 4ln 5

f x x x x C
C C

f

= + − − + + 
 − = + − +  = −

= − 
 

 

La función tiene la expresión ( ) ( ) ( )3 8ln 2 4ln 2 9f x x x x= + − − + −  
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EJERCICIO 4 (2.5 puntos) 

Sea :f →  la función definida por ( ) ( )2 3 5 xf x x x e= − + . Halla una primitiva de f cuya 

gráfica pase por el punto (0, 5). 

 

Calculamos la primitiva pedida. 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2

2

2

Integración por partes

3 5 3 5 2 3

Integración por partes

3 5 2 3 2 3 2

3 5 2 3

x

x x x

x x

x x x

x

F x f x dx x x e dx u x x du x dx

dv e dx v e dx e

x x e x e dx u x du dx

dv e dx v e dx e

x x e x

 
 
 

= = − + = = − + → = − = 
 

= → = =  

 
  

= − + − − = = − → = = 
 

= → = =  

= − + − −

 







( ) ( )

( ) ( )

2

2 2

2 3 5 2 3 2

3 5 2 3 2 5 10

x x x x x

x x

e e dx x x e x e e

x x x e x x e C

 − = − + − − + =
 

= − + − + + = − + +



 

 

La primitiva de f(x) es ( ) ( )2 5 10 xF x x x e C= − + + . Si pasa por el punto (0, 5) entonces debe 

cumplirse F(0) = 5. 
 

 

( ) ( )
( )

( )
2

2 0
5 10

5 0 5·0 10 5 10 5
0 5

xF x x x e C
e C C C

F

= − + + 
 = − + +  = +  = −

= 

 

La primitiva buscada es ( ) ( )2 5 10 5xF x x x e= − + − . 
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EJERCICIO 5 (2.5 puntos) 

Considera las matrices 

1 0 1 4 8 0

1 0 y  0 4 4

1 1 2 4 12 20

A m B

−   
   

= =   
   −   

. 

a) [0,75 puntos] Determina los valores de m para los que la matriz 2A  tiene inversa. 

b) [1,75 puntos] Para 0m =  calcula, si es posible, la matriz X que verifica ( )2 1

2
A X A B= + . 

 

a) Calculamos la expresión de 2A . 
 

2

2

1 0 1 1 0 1 1 0 1 0 0 1 1 0 2

1 0 1 0 0 0 1 0 0 0

1 1 2 1 1 2 1 2 0 1 2 1 0 4

2 1 3

2 1

3 3 5

A m m m m m

m

A m m

m

+ + + − + +    
    

= = + + + + + +    
    − − − + − − + +    

− 
 

=  
 − − 

 

 

Averiguamos cuando se anula el determinante de 2A . 
 

( ) ( )2

2 1 3

2 1 10 3 18 3 3 10 6

3 3 5

10 3

A m m m m m m m m

m

m

−

= = − − − − − + + =

− −

= − 2 18 9 3m m m+ − − +

( ) ( )( )

2

2

2 2

10 6 2 1

2 2 4 1 1 2
0 2 1 0 1

2 2

m m m m

A m m m

+ + = − +

 − −
=  − + =  = = =

 

 

Para m = 1 se anula el determinante de 2A  y por tanto no existe la inversa. Para cualquier 

valor 1m   el determinante es no nulo y existe la inversa de 2A . 

 

b) Para 0m =  existe la inversa de 2A . La calculamos. 
 

2 2

2 1 3 2 1 3

0 1 0 0 1 0 10 0 0 9 0 0 1 0

3 3 5 3 3 5

A A

− − 
 

=  = = + + − − − =  
 − − 

 

 

( )
( )( )2

1
2

2

2 0 3

1 1 3

3 0 5

1

T
Adj

Adj A
A

A

−

 
 

− −
 
 
 = = =  
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( )
1

2

1 3 1 3 1 1

0 5 3 5 3 0
5 4 3

0 3 2 3 2 0
0 1 0

0 5 3 5 3 0
3 3 2

0 3 2 3 2 0

1 3 1 3 1 1

A
−

 − − − − 
+ − + 

 
− −  

  = − + − =     −  
 + − + − − − − 

 

 

Hallamos la expresión de X. 

 

( ) ( ) ( )
1

2 2

1 0 1 4 8 0 3 8 1

0 1 0 0 4 4 0 5 4

1 1 2 4 12 20 5 11 22

5 4 3 3 8 1
1 1 1

0 1 0 0 5 4
2 2 2

3 3 2 5 11 22

15 0 15 40 20 33 5 16 66
1

0 5 4
2

9 0 10 24 15 22 3 12 44

A B

A X A B X A A B
−

− −     
     

+ = + =     
     −     

− − −  
  

= +  = + = =
  
  −  

− + − − − − − 
 

=  
 + + − + + − + + 

30 13 77
1

0 5 4
2

19 13 53

− − − 
 

=  
  

 

 

 

La matriz buscada es 

30 13 77
1

0 5 4
2

19 13 53

X

− − − 
 

=  
 
 

. 
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos) 

Determina un numero natural de tres cifras sabiendo que la suma de sus dígitos es 9, que la 

diferencia de dicho número con el que se obtiene al intercambiar la cifra de las centenas por la 

de las unidades es 198, y que si consideramos la suma entre ambos números, es decir, entre el 

número a determinar y el que se obtiene al intercambiar sus cifras, el resultado es 828. 

 

Sea el número 100 10xyz x y z= + + . 

“La suma de sus dígitos es 9” → 9x y z+ + = . 

“La diferencia de dicho número con el que se obtiene al intercambiar la cifra de las centenas 

por la de las unidades es 198” → 198xyz zyx− = . 

“La suma entre ambos números, es decir, entre el número a determinar y el que se obtiene al 

intercambiar sus cifras, es 828” → 828xyz zyx+ = . 

 

Reunimos las ecuaciones en un sistema y lo resolvemos. 

 

( )

99

198 100 10 100 10 198

828 100 10 100 10 828

9 9

100 10 100 10 198 99 99 198

100 10 100 10 828 101 20 101 828

x y zx y z

xyz zyx x y z z y x

xyz zyx x y z z y x

x y z x y z

x y z z y x x z

x y z z y x x y z

+ + =+ + = 
 

− =  + + − + + =  
 + = + + + + + = 

+ + = + + = 
 

 + + − − − =  − = 
+ + + + + = + + =

( )

( )

9
2 9

2 2
101 2 20 101 828

101 20 101 828

2 7 7 2

202 101 20 101 828 202 20 626

202 20 7 2 626 202 140 40 626

7 6 1486
162 486 3

162 2 3

x y z
z y z

x z x z
z y z

x y z

y z y z

z y z z y

z z z z

y
z z

x





+ + = 
+ + + =  

 − = → = +   
+ + + = + + = 

+ = = − 
   

+ + + = + = 

 + − =  + − = 

= − =
 =  = = 

= + 5




=

 

 

El número que cumple lo pedido es 513. 
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EJERCICIO 7 (2.5 puntos) 

Considera los puntos ( )1,0,1P  y ( )3, 2,1Q − . 

a) [1 punto] Calcula el plano perpendicular al segmento PQ que pasa por su punto medio. 

b) [1,5 puntos] Calcula el plano paralelo a la recta 
2

1 1
3

y
r x z

−
 − = = +  que pasa por P y Q. 

 

a) Calculamos las coordenadas del punto medio M del segmento PQ. 

 

( ) ( )
( )

1,0,1 3, 2,1
2, 1,1

2
M

+ −
= = −  

 

El plano perpendicular al segmento PQ que pasa por su punto medio M tiene como vector 

normal el vector PQ . 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

: 2 2 03, 2,1 1,0,1 2, 2,0
4 2 0

2, 1,12, 1,1

6 : 2 2 6 0

x y Dn PQ
D

MM

D x y







 − + == = − − = −  
  + + =  

− −  

 = −  − − =

 

 

El plano perpendicular al segmento PQ que pasa por su punto medio tiene ecuación 
: 2 2 6 0x y − − = . 

 

b) La recta 
1 2 1

1 3 1

x y z
r

− − +
 = =

−
 tiene como vector director ( )1,3,1rv = − . El plano paralelo 

a la recta r  tiene como uno de sus vectores directores el vector director de la recta. El otro 

vector director es el vector ( )2, 2,0PQ = − . 

 

( )

( )

( )

( ) ( ) ( )

1,3,1 1 1

2, 2,0 :́ 1 3 1 0

2 2 01,0,1 ´

0 2 2 1 6 1 0 2 1 0

2 2 2 6 6 2 2 0 2 2 4 2 0 :́ 2 1 0

ru v x y z

v PQ

P

y z z x

y z z x x y z x y z







= = − − −


= = −  − = 
 − 

 + + − − − + + − = 

 + − − + + − =  + − + =  + − + =

 

 

El plano paralelo a la recta 
2

1 1
3

y
r x z

−
 − = = +  que pasa por P y Q tiene ecuación

:́ 2 1 0x y z + − + = . 
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EJERCICIO 8 (2.5 puntos) 

Considera los puntos ( ) ( ) ( )1,1,2 , 1,0,1  y 1, 1,2A B C −  

a) [1,25 puntos] Determina el área del triángulo de vértices A, B y C.  

b) [1,25 puntos] Calcula D para que los puntos A, B, C y D sean los vértices consecutivos de 

un paralelogramo. 

 

a) El área del triángulo de vértices A, B y C es la mitad del módulo del producto vectorial 

AB AC . 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

2 2 2
2

1,0,1 1,1, 2 0, 1, 1
0 1 1 2 2,0,0

1, 1, 2 1,1, 2 0, 2,0
0 2 0

2 0 0
1

2 2

i j k
AB

AB AC i
AC

AB AC
Área ABC u

= − = − − 
  = − − = =

= − − = −  −

 + +
= = =

 

El área del triángulo es de 1 unidad cuadrada. 

 

b) La situación planteada es la del dibujo. 

 

 
Al ser un paralelogramo los vectores AD  y BC  tienen las mismas coordenadas. 

El punto D se obtiene sumando al punto A el vector BC . 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )1

1, 1,2 1,0,1 0, 1,1

0, 1,1 1,0,, 2 3,1

BC

CD BA

− − =

=

= −

+ == −+

 

 

El cuarto vértice del paralelogramo ABCD es ( )1,0,3D . 
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PevAU 2024 Ordinaria (reserva) Matema ticas II 

 

PRUEBA DE EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS DE ADMISIÓN 

ANDALUCÍA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS 
CURSO 2023-2024 

MATEMÁTICAS II 

 

Instrucciones: a) Duración: 1 hora y 30 minutos 

b) Todas las cuestiones deben responderse en el papel entregado para la 

realización del examen y nunca en los folios que contienen los enunciados. 

c) Este examen consta de 8 ejercicios distribuidos en 4 bloques de 2 ejercicios 

cada uno. 

d) Cada ejercicio tiene un valor máximo de 2.5 puntos. 

e) Se realizarán únicamente un ejercicio de cada bloque. En caso de responder a 
dos ejercicios de un bloque, sólo se corregirá el que aparezca físicamente en primer 

lugar. 

f) Se permitirá el uso de calculadoras que no sean programables, ni gráficas ni con 
capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos 

conducentes a la obtención de resultados deben estar suficientemente justificados. 

g) En la puntuación máxima de cada ejercicio están contemplados 0,25 puntos para 

valorar la expresión correcta de los procesos y métodos utilizados. 

 

BLOQUE A.  Resuelve sólo uno de los siguientes ejercicios: 
 

EJERCICIO 1 (2.5 puntos) 

Sea la función :f ⎯⎯→  definida por ( )2( ) 1 xf x x e= + . 

a) [1 punto] Calcula los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f. 

b) [1,5 puntos] Determina los intervalos de concavidad y de convexidad de f y los puntos de 

inflexión de su gráfica (abscisas donde se obtienen y valores que alcanzan). 
 

 

EJERCICIO 2 (2.5 puntos) 

Sea la función derivable :f →  definida por ( )
( )

( )

ln 1 0

ln 1 0

xae b x si x
f x

x x si x

− + − 
= 

+ + 

, donde 

ln denota la función logaritmo neperiano. 

a) [1,5 puntos] Determina a y b. 

b) [1 punto] Halla la ecuación de la recta tangente y de la recta normal a la gráfica de f en el 

punto de abscisa 0x = . 
 

 

BLOQUE B.  Resuelve sólo uno de los siguientes ejercicios: 
 

EJERCICIO 3 (2.5 puntos) 

Considera la función :f →  definida por ( ) 3 26 8f x x x x= − + . 

a) [1 punto] Calcula los puntos de corte de la gráfica de f con los ejes de coordenadas y esboza 

dicha gráfica. 

b) [1,5 puntos] Calcula la suma de las áreas de los recintos acotados y limitados por la gráfica 

de f y el eje de abscisas. 
 

 

EJERCICIO 4 (2.5 puntos) 

Calcula 
3 1

3

x

x

e
dx

e

−

−





 . (Sugerencia: efectúa el cambio de variable xt e= ). 
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PRUEBA DE EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS DE ADMISIÓN 

ANDALUCÍA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS 
CURSO 2023-2024 

MATEMÁTICAS II 

 

BLOQUE C.  Resuelve sólo uno de los siguientes ejercicios: 
 

EJERCICIO 5 (2.5 puntos) 

Considera las matrices 

1 1 0 2 0 1

7 2 0 y  0 1 0

0 0 1 1/ 9 0 0

A B

−   
   

= =   
   
   

. 

a) [1,25 puntos] Calcula los determinantes de las matrices ( )( )
1

5
AB

−

 y 627AB . 

b) [1,25 puntos] Halla la matriz X, si es posible, que verifica que 9AXB I= , donde I es la matriz 

identidad de orden 3. 
 

 

EJERCICIO 6 (2.5 puntos) 

Considera la matriz 

1 0 1

2 0

5 3 1 0

A a

a

 
 

=  
 − 

. 

a) [1,25 puntos] Calcula el rango de A según los valores de a. 

b) [1,25 puntos] Si 

1

2

4

B

 
 

=  
 
 

, 

x

X y

z

 
 

=  
 
 

 y 2a =  resuelve, si es posible, el sistema AX B= . 

 

 

BLOQUE D.  Resuelve sólo uno de los siguientes ejercicios: 
 

EJERCICIO 7 (2.5 puntos) 

Considera la recta 
1 2

3
2 2

x y
r z

+ −
 = = −  y el punto ( )0,2, 4P − . 

a) [1,25 puntos] Calcula el punto de r a menor distancia de P. 

b) [1,25 puntos] Halla los puntos de r cuya distancia a P sea igual a 50 . 
 

 

EJERCICIO 8 (2.5 puntos) 

Sea 1  el plano determinado por los puntos ( )1,0,0 ,  1,1, 3( )A B −  y ( )0,1,1C , y sea 

2 1 0x y z  − + − = . Determina la ecuación de la recta paralela a ambos planos que pasa por el 

origen. 
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SOLUCIONES 

EJERCICIO 1 (2.5 puntos) 

Sea la función :f ⎯⎯→  definida por ( )2( ) 1 xf x x e= + . 

a) [1 punto] Calcula los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f. 

b) [1,5 puntos] Determina los intervalos de concavidad y de convexidad de f y los puntos de 

inflexión de su gráfica (abscisas donde se obtienen y valores que alcanzan). 

 

a) El dominio de la función son todos los números reales. Dominio = . 

Utilizamos la derivada para hallar los puntos críticos de la función. 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( )  

( )( )

2 2 2

2 2

2

( ) 1 ´( ) 2 1 2 1

´( ) 0 2 1 0 0 2 1 0

2 2 4 1 1 2
1

2 2

x x x x

x x

f x x e f x x e x e x x e

f x x x e e x x

x

= +  = + + = + +

=  + + =    + + = 

−  − −
 = = = −

 

 

Estudiamos el signo de la derivada antes y después del punto crítico 1x = − . 

 

• En el intervalo ( ), 1− −  tomamos 2x = −  y la derivada vale 

( ) ( )( )2 2 2´( 2) 2 2 2 1 0f e e− −− = − + − + =  . La función crece en ( ), 1− − . 

• En el intervalo ( )1,− +  tomamos 0x =  y la derivada vale 

( )2 0´(0) 0 2·0 1 1 0f e= + + =  . La función crece en ( )1,− + . 

 

La función crece en todo . 

 

b) Buscamos los valores que anulan la segunda derivada. 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( )  

( )( )

2 2 2

2 2

2

´( ) 2 1 ´́ ( ) 2 2 2 1 4 3

´́ ( ) 0 4 3 0 0 4 3 0

4 2
1

4 4 4 1 3 4 2 2

4 22 2
3

2

x x x x

x x

f x x x e f x x e x x e x x e

f x x x e e x x

x

x

x

= + +  = + + + + = + +

=  + + =    + + = 

− +
= − =−  − −  

 = = = 
− − = − =



 

 

Estudiamos el signo de la segunda derivada antes, entre y después de los dos valores 

obtenidos. 
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• En el intervalo ( ), 3− −  tomamos 4x = −  y la segunda derivada vale 

( ) ( )( )2 4 4´́ ( 4) 4 4 4 3 3 0f e e− −− = − + − + =  . La función es convexa (∪) en ( ), 3− − . 

• En el intervalo ( )3, 1− −  tomamos 2x = −  y la segunda derivada vale 

( ) ( )( )2 2 2´́ ( 2) 2 4 2 3 0f e e− −− = − + − + = −  . La función es cóncava (∩) en ( )3, 1− − . 

• En el intervalo ( )1,− +  tomamos 0x =  y la segunda derivada vale 

( )2 0´́ (0) 0 4·0 3 3 0f e= + + =  . La función es convexa (∪) en ( )1,− + . 

 

La función es convexa (∪) en ( ) ( ), 3 1,− −  − +  y cóncava (∩) en ( )3, 1− − . 

La función tiene dos puntos de inflexión: 3x = −  y 1x = − . 

Como ( )( )2 3

3

10
( 3) 3 1f e

e

−− = − + =  y ( )( )2 1 2
( 1) 1 1f e

e

−− = − + =  los puntos de inflexión 

tienen coordenadas 
3

10
3,

e

 
− 

 
 y 

2
1,

e

 
− 

 
. 

No lo pide el ejercicio, pero dibujamos la gráfica de la función. 
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EJERCICIO 2 (2.5 puntos) 

Sea la función derivable :f →  definida por ( )
( )

( )

ln 1 0

ln 1 0

xae b x si x
f x

x x si x

− + − 
= 

+ + 

, 

donde ln denota la función logaritmo neperiano. 

a) [1,5 puntos] Determina a y b. 

b) [1 punto] Halla la ecuación de la recta tangente y de la recta normal a la gráfica de f en el 

punto de abscisa 0x = . 

 

a) Si la función es derivable debe ser continua en x = 0. 
 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 0

0

0 0

0 0

0 0 ln 1 0

lim lim ln 1 0

0
lim lim ln 1 ln 1 0

lim lim 0

x x

x

x x

x x

f

f x x x

a
f x ae b x ae b a

f x f x f

+ +

− −

+ −

→ →

− −

→ →

→ →

= + = 


= + + = 


 =
= + − = + − = 


= = 

 

 

La función queda ( )
( )

( )

ln 1 0

ln 1 0

b x si x
f x

x x si x

− 
= 

+ + 
. 

Al ser la función derivable en x = 0 deben coincidir las derivadas laterales en dicho valor. 

( )
( )

( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

0 0

0 0

1
0

ln 1 0 1
´

1ln 1 0
1 0

1

1
´ 0 lim ´ lim

1 1

1
´ 0 lim ´ lim 1 1 1 2 2 2

1

´ 0 ´ 0

x x

x x

b si x
b x si x x

f x f x
x x si x

si x
x

b
f f x b b

x

f f x b b
x

f f

− −

+ +

−

→ →

+

→ →

− +

−
−   −

=  = 
+ +   + 

 +

− − 
= = = = − −




= = + = + =  − =  = −
+ 

=



 

Los valores buscados son 0a =  y 2b = − . 
 

b) La función tiene la expresión ( )
( )

( )

2ln 1 0

ln 1 0

x si x
f x

x x si x

− − 
= 

+ + 
 y su derivada es 

( )

2
0

1
´

1
1 0

1

si x
x

f x

si x
x


 −

= 
 + 
 +

. Calculamos el valor de la función, el de su derivada en 0x =  y 

determinamos la ecuación de la recta tangente y la recta normal en 0x = . 
 

( ) ( )

( )

( ) ( )( )

( )
( )

( )

Recta tangente 0 ´ 0 0 20 0 ln 1 0 0

1 1 1
´ 0 1 2 Recta normal 0 0

1 0 ´ 0 2

y f f x y xf

f y f x y x
f

 → − = − → == + + = 


  − −
= + = → − = − → = 

+  
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EJERCICIO 3 (2.5 puntos) 

Considera la función :f →  definida por ( ) 3 26 8f x x x x= − + . 

a) [1 punto] Calcula los puntos de corte de la gráfica de f con los ejes de coordenadas y esboza 

dicha gráfica. 

b) [1,5 puntos] Calcula la suma de las áreas de los recintos acotados y limitados por la gráfica 

de f y el eje de abscisas. 

 

a) Hallamos los puntos de corte con cada uno de los ejes de coordenadas.  

 

( )
( ) ( )

( )
( )

( )

( ) ( )( ) ( )

( )

3 2

3 2

3 2

3 2 2

2

2

6 8
0 0 6·0 8·0 0 0,0

0

6 8
6 8 0 6 8 0

0

0 0,0

6 2
4 4,0

6 6 4 1 8 6 2 2
6 8 0

6 22 2
2 2,0

2

f x x x x
f A

EjeOY x

f x x x x
x x x x x x

EjeOX y

x A

B

x x x

C

= − + 
 = − + = 

→ = 

= − + 
 − + =  − + = 

→ = 

= →


+ = →  − −  
− + = → = = = 

− = →
 

 

 

La gráfica de la función corta los ejes en tres puntos: ( )0,0A , ( )4,0B  y ( )2,0C . 

Hacemos una tabla de valores y representamos la gráfica de la función. 

 

  

( ) 3 26 8

1 15

0 0

1 3

2 0

3 3

4 0

5 15

x f x x x x= − +

− −

−
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b) Los recintos acotados limitados por la gráfica y el eje de abscisas los coloreamos en el 

siguiente dibujo. 

 

 
 

El área del recinto 1 es el valor de la integral definida de la función entre 0 y 2. 

 

( )
2

4
2 2

3 2 3 2

0 0
0

4 4
3 2 3 2 2

1 6 8 2 4
4

2 0
2·2 4·2 2·0 4·0 4 16 16 4

4 4

x
Área f x dx x x xdx x x

u

 
= = − + = − + = 

 

   
= − + − − + = − + =   

   

 

 

 

Como el recinto 2 está situado por debajo del eje de abscisas su área es el valor absoluto de 

la integral definida de la función entre 2 y 4. 

 

( )

( )

4
4

4 4
3 2 3 2

2 2
2

4 4
3 2 3 2

6 8 2 4
4

4 2
2·4 4·4 2·2 4·2 64 64 4 16 16 4

4 4

x
f x dx x x xdx x x

 
= − + = − + = 

 

   
= − + − − + = − − − + = −   

   

 

 

 

El área del recinto 2 tiene un valor de 4 unidades cuadradas. 

 

La suma de las dos áreas es 4 + 4 = 8 unidades cuadradas.  
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EJERCICIO 4 (2.5 puntos) 

Calcula 

3 1

3

x

x

e
dx

e

−

−





 . (Sugerencia: efectúa el cambio de variable xt e= ). 

 

( )

3 3 3

2

3
3 3

3 2

3 2

2

2

2

2 2

1 1 1
...

3 3 3

1 3

3 3

3 1

3 9

9 1

9 1 9 1
... 3 3 ...

3 2 3

Descomposición en frac

x x

x

x x

x x

e t e dx dt

e dt dt t dt t
dx dx dt

e e t t t t t

e e t

t t t

t t t

t

t t

t

t t t
t dt t dt

t t t t

 
= → =

 
 − − −

= = = = = = 
− − − 

 = =
 

− −

− + +

−

− +

−

− −
= + + = + + =

− −

  
  
  

 
 
 

( )

( )

( )

( )

2

2

2 2

2

ciones simples

39 1 9 1

3 3 3 3

1
0 0 1 3

9 1 1/ 3 26 / 33
9 1 3

26 3 3
3 27 1 3

3

1/ 3 26 / 3 1 1 26 1
... 3 3

2 3 2 3 3 3

3
2

A t Btt t A B

t t t t t t t t

t A A
t

t A t Bt
t t t t

t B B

t t
t dt dt t dt dt

t t t t

t

− +− −
= = + = 

− − − −


= → − = − → = −

 − = − +   = +
− − = → − = → =



= + + + = + + + =
− −

= +

   
   
   

( )   ( )

( )

2

2

1 26 1 26
ln ln 3 3 ln ln 3

3 3 2 3 3

26
3 ln 3

2 3 3

x
x x x x

x
x x

e
t t t e t e e e

e x
e e K

+ + − = = = + + + − =

= + + + − +
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EJERCICIO 5 (2.5 puntos) 

Considera las matrices 

1 1 0 2 0 1

7 2 0 y  0 1 0

0 0 1 1/ 9 0 0

A B

−   
   

= =   
   
   

. 

a) [1,25 puntos] Calcula los determinantes de las matrices ( )( )
1

5
AB

−

 y 627AB . 

b) [1,25 puntos] Halla la matriz X, si es posible, que verifica que 9AXB I= , donde I es la matriz 

identidad de orden 3. 
 

a) Calculamos el valor de los determinantes de las matrices A y B. 
 

1 1 0

7 2 0 2 0 0 0 7 0 9 0  tiene inversa

0 0 1

2 0 1
1 1

0 1 0 0 0 0 0 0 0  tiene inversa
9 9

1/ 9 0 0

A A

B B

−

= = + + − + − =  →

−
= = + + − − − =  →

 

 

Aplicamos las propiedades de los determinantes. 
 

( )( )
( ) ( ) ( )

1
5

5 5 5 55

9
1 1 1 1 1

11
11·

9·9
9

A

AB
BABAB A B

−
 = 
 

= = = = = = = − −
= −−  

   
 

 

 
6

6 3 6 3 6

6
63 3

 es una matriz
27 27 27 · ·

cuadrada de orden 3

1 1
27 · · 27 ·9·

9 3

AB
AB AB A B

A B

 
= = = = 

 

− 
= = = 

 

 

 

b) Resolvemos la ecuación matricial despejando primero la matriz X. 
 

( )1 1 1 19 9 9AXB I X A I B A B− − − −=  = =  

 

Determinamos las matrices inversas de A y B. 
 

( )
1

2 0 1 0 1 21 7 0

0 1 0 1 0 01 2 0
2 1 0

7 0 1 0 1 70 0 1 1 1
7 1 0

0 1 0 1 0 09 9 9
0 0 9

7 0 1 0 1 7

2 0 1 0 1 2

T

Adj

Adj A
A

A

−

 − −  
+ − +  

−        
    = = = − + − = −    
  

 + − + − − 
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( )
1

1

1 0 0 0 0 12 0 1/ 9

0 0 1 0 1 00 1 0

0 1/ 9 2 1/ 9 2 01 0 0
9

0 0 1 0 1 01/ 9

0 1/ 9 2 1/ 9 2 0

1 0 0 0 0 1

0 0 1 0 0 9

9 0 1/ 9 0 0 1 0

1/ 9 0 2 1 0 18

T

Adj

Adj B
B

B

B

−

−

  
+ − +  

  
   
   = = = − − + −

−  
 
 + − + 
 

−   
   

= − − =   
   − −   

 

 

Determinamos la expresión de la matriz X. 

 

1 1

2 1 0 0 0 9
1

9 9· 7 1 0 0 1 0
9

0 0 9 1 0 18

0 0 0 0 1 0 18 0 0 0 1 18

0 0 0 0 1 0 63 0 0 0 1 63

0 0 9 0 0 0 0 0 162 9 0 162

X A B− −

  
  

= = − =  
  −  

+ + + + + +   
   

= + + + + − + + = −   
   + + + + + − −   
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos) 

Considera la matriz 

1 0 1

2 0

5 3 1 0

A a

a

 
 

=  
 − 

. 

a) [1,25 puntos] Calcula el rango de A según los valores de a. 

b) [1,25 puntos] Si 

1

2

4

B

 
 

=  
 
 

, 

x

X y

z

 
 

=  
 
 

 y 2a =  resuelve, si es posible, el sistema AX B= . 

 

a) Calculamos el determinante de la matriz A y averiguamos cuando se anula. 

 

( )( )

( )

2 2

2

2

1 0 1

2 0 0 0 6 2 0 0 3 3 7 2

5 3 1 0

7 5 1
7 7 4 3 2 7 5 6 3

0 3 7 2 0
7 52 3 6

2
6

A a a a a a a

a

A a a a

= = + + − − − − + = − + −

−

− +
=−  − − − −   −

=  − + − =  = = = 
− −− −  =

 −

 

 

Nos surgen tres situaciones distintas que analizamos por separado. 

 

CASO 1. 
1

3
a   y 2a  . 

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3. 

 

CASO 2. 
1

3
a =  

En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3. 

La matriz queda 

1 0 1

2 0 1/ 3

5 0 0

A

 
 

=  
 
 

. Si tomamos el menor de orden 2 que resulta de quitar 

la primera fila y segunda columna (nula) → 
2 1/ 3 5

0
5 0 3

= −  . El rango de A es 2. 

 

CASO 3. 2a =  

En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3. 

La matriz queda 

1 0 1

2 0 2

5 5 0

A

 
 

=  
 
 

. Si tomamos el menor de orden 2 que resulta de quitar 

la primera fila y primera columna → 
0 2

10 0
5 0

= −  . El rango de A es 2. 
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Resumiendo: Si 
1

3
a   y 2a   el rango de A es 3 y si 

1

3
a =  o 2a =  el rango de A es 2. 

 

b) Para 2a =  la matriz queda 

1 0 1

2 0 2

5 5 0

A

 
 

=  
 
 

. Intentamos resolver el sistema AX B= . 

 

( )

1 0 1 1 1 1
1

2 0 2 2 2 2 2 1
5 5 4

5 5 0 4 5 5 4 5 5 4

1 1
5 1 5 4 5 4 5 5 5 5 1

5 5 4 5

1

1
;

5

x x z x z
x z

y x z x z
x y

z x y x y

x z
z y y z y z y z

x y

x

y

z



 



+ = + =      
+ =      

=  + =  + =         + =       + = + =      

= − 
  − + =  = − +  = −  = − 

+ = 

= −


−
 = + 


=

 

 

El sistema tiene infinitas soluciones: 
1

1 ; ;
5

x y z  
−

= − = + = , siendo   . 
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EJERCICIO 7 (2.5 puntos) 

Considera la recta 
1 2

3
2 2

x y
r z

+ −
 = = −  y el punto ( )0,2, 4P − . 

a) [1,25 puntos] Calcula el punto de r a menor distancia de P. 

b) [1,25 puntos] Halla los puntos de r cuya distancia a P sea igual a 50 . 

 

a) El punto de la recta a menor distancia del punto P es el punto Q del dibujo. Siendo π el plano 

perpendicular a la recta que contiene al punto P. 

 
 

El plano 𝛑 al ser perpendicular a la recta tiene como vector normal el vector director de la 

recta. Hallamos su ecuación. 
 

( )

( )

( ) ( )
( )

1 2 3
2,2, 1

2 2 1

: 2 2 02,2, 1
2·0 2·2 4 0

0,2, 40,2, 4

8 0 8 : 2 2 8 0

r

r

x y z
r v

x y z Dn v
D

PP

D D x y z







+ − −
 = =  = −

−

 + − + == = −  
  + − − + =  

− −  

 + =  = −  + − − =

 

 

Hallamos el punto Q intersección de recta y plano resolviendo el sistema formado por sus 

ecuaciones. 
 

( )

( )

( ) ( ) ( )

1 2
2,2, 11 2 3

: 2 2
2 2 1 1,2,3

3

: 2 2 8 0

1 2
2 1 2 2 2 2 3 8 0

: 2 2

3

1 2 1

2 4 4 4 3 8 0 9 9 0 1 2 2 4 1,

3 1 2

r

r

x
vx y z

r r y
A r

z

x y z

x

r y

z

x

y Q

z










  





    

= − +
 = −+ − −  

 = =   = + 
− −   = −

+ − − = 


= − + 
 − + + + − − − =  

= + 
 = − 

= − + =


 − + + + − + − =  − =  =  = + = 
 = − =

( )4,2
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El punto de r a menor distancia de P es ( )1,4,2Q . 

 

b) Un punto B de la recta r tiene coordenadas ( )1 2 ,2 2 ,3B   − + + − . 

La distancia del punto B al punto P es el módulo del vector PB . 

 

( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

2 2 2 2

1 2 ,2 2 ,3
1 2 ,2 2 ,3 0,2, 4 1 2 ,2 ,7

0,2, 4

, 1 2 2 7

1 4 4 4 49 14 9 18 50

B
PB

P

d P B PB

  
     

  

      

− + + − 
 = − + + − − − = − + −

− 

= = − + + + − =

= − + + + − + = − +

 

 

Igualamos esta distancia a 50  y determinamos el valor de  . 

 

( )

( )

2 2

2

, 50 9 18 50 50 9 18 50 50

0
9 18 0 9 2 0

2 0 2

d P B    


   

 

=  − + =  − + = 

 =
 − =  − =  

− = → =

 

 

Obtenemos dos puntos que cumplen lo pedido. 

Para 0 =  el punto de la recta es ( )1 1,2,3B − . 

Para 2 =  el punto de la recta es ( ) ( )2 21 4,2 4,3 2 3,6,1B B− + + − → . 
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EJERCICIO 8 (2.5 puntos) 

Sea 
1  el plano determinado por los puntos ( )1,0,0 ,  1,1, 3( )A B −  y ( )0,1,1C , y sea 

2 1 0x y z  − + − = . Determina la ecuación de la recta paralela a ambos planos que pasa por el 

origen. 

 

Hallamos la ecuación del plano 
1 . 

 

( )

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

1

1

1

1,1, 3 1,0,01,0,0

1,1, 3 0,1,1 1,0,0

0

( ) 0,1, 3 1

( ) : 0 1 3 0

3

1

1 1 11,0,0

1 3 0 0 3 0 : 4

,1

3

,1

0,1,1

4

A

B

C

u AB x y z

v AC

A

x y z x x y z







= = − = − −
 

 = = − =  − =  
  − 

 − + + + − + − =  + +

−

−

−

=

−

 

 

Los dos planos coinciden en la recta r definida por las ecuaciones de los planos. 

 

1

2

4

: 1

: 4 3 0
:

0

x y z
r

x y z

 + + − =

− + − =





 

 

Cualquier recta paralela a la recta r será paralela a ambos planos. Hallamos un vector director 

de la recta r. 

 

( )

( )

( )

1

1 2

2

4 3 4 0 4,3,

,
4 3 1

1 0 1, 1 1
1 1 1

3 4 3 4 4 3 7 7

1

4 3,

:

,

r

x y z n
r

i j k

n
x y z n

i j k k j

v n

i i j k

= =
− + − = → = −

→

−

= + − −



− −

 + + − = =
 = 



+ = − − = −

 

 

La recta pedida es la recta s que pasa por el punto ( )0,0,0O  y tiene como vector director 

( )4, 3, 7rv = − − . 

 

( )

( )

4

: 3 ;
0,0,0

7

4, 3, 7s r

x
u v

s y
O

z



 



=
= =  

 = −  
  = −

− −
 

 

La recta paralela a ambos planos que pasa por el origen tiene ecuación 

4

: 3 ;

7

x

s y

z



 



=


= − 
 = −

. 
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PevAU 2023 Extraordinaria Matema ticas II 

 

PRUEBA DE EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS DE ADMISIÓN 

ANDALUCÍA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS 
CONVOCATORIA ORDINARIA, CURSO 2022-2023 

MATEMÁTICAS II 

 

Instrucciones: a) Duración: 1 hora y 30 minutos 

b) Este examen consta de 8 ejercicios distribuidos en 2 bloques (A y B) de 4 

ejercicios cada uno. 

c) Cada ejercicio tiene un valor máximo de 2.5 puntos. 
d) Se realizarán únicamente cuatro ejercicios, independientemente del bloque al 

que pertenezcan. En caso de responder a más de cuatro ejercicios, se corregirán 

únicamente los cuatro que aparezcan físicamente en primer lugar. 
e) Se permitirá el uso de calculadoras que no sean programables, ni gráficas ni con 

capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos 

conducentes a la obtención de resultados deben estar suficientemente justificados. 

f) En la puntuación máxima de cada ejercicio están contemplados 0,25 puntos para 

valorar la expresión correcta de los procesos y métodos utilizados. 
 

BLOQUE A 
 
 

EJERCICIO 1 (2.5 puntos) 

Sea la función  : 2,2f − →  definida por 
( )

5 1 2 0
( )

cos 0 2x

x si x
f x

e x si x 

+ −  
= 

 
. 

a) [2 puntos] Halla los extremos relativos y absolutos de f (abscisas donde se obtienen y 

valores que se alcanzan). 

b) [0,5 puntos] Determina la ecuación de la recta tangente a la gráfica de f en el punto de 

abscisa
2

x


=  

 

 

EJERCICIO 2 (2.5 puntos) 

Sea ( ): 0,f + →  la función definida por ( )( )
2

( ) lnf x x x=  (In denota la función logaritmo 

neperiano). 

a) [1,25 puntos] Calcula, si existen, sus extremos relativos (abscisas donde se obtienen y 

valores que se alcanzan). 

b) [1,25 puntos] Calcula, si existen, sus extremos absolutos (abscisas donde se obtienen y 

valores que se alcanzan). 
  

 

EJERCICIO 3 (2.5 puntos) 

Calcula a con 0 1a  , tal que 
( )

1

ln
2 0

a

x
dx

x
+ =





 (ln denota la función logaritmo neperiano). 

 

EJERCICIO 4 (2.5 puntos) 

Considera las funciones :f →  y  : 0g − →  definidas por ( ) 25f x x= −  y ( ) 2

4
g x

x
=  

a) [1,25 puntos] Esboza las gráficas de las dos funciones y calcula los puntos de corte entre 

ellas. 

b) [1,25 puntos] Calcula la suma de las áreas de los recintos limitados por las gráficas de f y g. 
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PRUEBA DE EVALUACIÓN DE BACHILLERATO 
PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS 

DE ADMISIÓN 
ANDALUCÍA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS 

CONVOCATORIA ORDINARIA, CURSO 2022-2023 

MATEMÁTICAS II 

 

BLOQUE B 

 

EJERCICIO 5 (2.5 puntos) 

Sea la matriz 

1 1 1

1 1 1

1 1 1

A

 
 

=  
 
 

 e I la matriz identidad de orden 3. 

a) [1 punto] Halla los valores de m para que la matriz A mI−  no tenga inversa. 

b) [1,5 puntos] Halla x, distinto de cero, para que A xI−  sea la inversa de la matriz ( )
1

A I
x

−  

 

 

EJERCICIO 6 (2.5 puntos) 

El dueño de un bar ha comprado refrescos, cerveza y vino por un importe de 500 euros sin incluir 

impuestos. El gasto en vino es 60 euros menos que los gastos en refrescos y cerveza 

conjuntamente, sin incluir impuestos. Teniendo en cuenta que los impuestos de los refrescos, la 

cerveza y el vino son el 6%, el 12% y el 30%, respectivamente, entonces el importe total de la 

factura incluyendo impuestos ha ascendido a 592,4 euros. Calcula el importe, incluyendo 

impuestos, invertido en cada una de las bebidas. 
 

 

EJERCICIO 7 (2.5 puntos) 

Considera los planos 
1 0x y z  − + =  y 

2 2x y  + = . 

a) [1,5 puntos] Calcula la distancia entre la recta intersección de 
1  y 

2  y el punto 

( )2,6, –2P . 

b) [1 punto] Halla el ángulo que forman 
1  y 

2 . 
 

 

EJERCICIO 8 (2.5 puntos) 

Calcula el volumen del tetraedro que limita el plano determinado por los puntos A(0, 2, –2), 

( )3,  2,  1B  y C(2, 3, 2) con los planos cartesianos. 
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SOLUCIONES 

EJERCICIO 1 (2.5 puntos) 

Sea la función  : 2,2f − →  definida por 
( )

5 1 2 0
( )

cos 0 2x

x si x
f x

e x si x 

+ −  
= 

 
. 

a) [2 puntos] Halla los extremos relativos y absolutos de f (abscisas donde se obtienen y valores 

que se alcanzan). 

b) [0,5 puntos] Determina la ecuación de la recta tangente a la gráfica de f en el punto de abscisa

2
x


= . 

 

a) En el intervalo 2 0x−    la función es ( ) 5 1f x x= +  una recta creciente, por lo que el valor 

mínimo lo alcanza en –2x =  y el máximo en 0x = . Como ( ) ( )2 5 2 1 9f − = − + = −  y 

( ) ( )0 5 0 1 1f = + =  tenemos que el valor mínimo en  2,0−  es –9 y el máximo es 1. 

 

En el intervalo 0 2x    la función es ( ) ( )cosxf x e x=  usamos la derivada para obtener 

los puntos críticos de la función. 

 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )   ( ) ( )

( ) ( )  

´( ) cos cos

´( ) 0 cos 0 0 cos 0

4
cos 0 2

5

4 4

x x x

x x

f x e x e sen x e x sen x

f x e x sen x e x sen x

x

x sen x x

x




 



= − = −

=  − =    − = 


=

 =     
 = + =


 

 

Estudiamos el signo de la segunda derivada en estos valores. 

 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )

/4 /4

5 /4 /4

´( ) cos ´́ ( ) cos cos

´́ ( ) cos cos 2 2

´́ 2 2 0 ¡ !
4 4

5 5
´́ 2 2 0 ¡ !

4 4

x x x

x x x

f x e x sen x f x e x sen x e sen x x

f x e x sen x sen x x e sen x e sen x

f e sen e Máximo

f e sen e Mínimo

 

 

 

 

= −  = − + − − 

 = − − − = − = − 

    
= − = −  →   

    
 

   
= − =  →   

   




 

 

La función presenta un máximo relativo en 
4

x


= . En dicho valor la función vale 

/4 /42
cos 1.55

4 4 2
f e e     

= =   
   

. 
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La función presenta un mínimo relativo en 
5

4
x


= . En dicho valor la función vale 

5 /4 5 /45 5 2
cos 35.88

4 4 2
f e e     

= = − −   
   

. 

 

Comprobamos si la función es continua en x = 0. 

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )
0 0 0 0

0

0 0

(0) 1

lim lim 5 1 1 (0) lim lim 1

lim lim cos cos 0 1

x x x x

x

x x

f

f x x f f x f x

f x e x e

− − − +

+ +

→ → → →

→ →


= 


= + =  = = =


= = = 



 

 

La función es continua en el intervalo x = 0. 

 

En x = 0 la función cambia de definición y no tiene un máximo relativo pues al tener un 

máximo relativo en 
4

x


=  significa que la función crece en el intervalo 0,
4

 
 
 

. 

El máximo relativo de la función es /42
,

4 2
e 

  
 

 y el mínimo relativo es 5 /45 2
,

4 2
e  

−  
 

 

 

Reunimos toda la información obtenida para decidir donde está el máximo y mínimo 

absoluto de la función. También valoramos la función en los extremos del intervalo de 

definición  2,2− .  

 

• El valor mínimo en  2,0−  está en x = –2 y es –9 y el máximo está en 0x =  y es 1. 

• El valor mínimo relativo en  0,2  está en 
5

4
x


=  y es –35.88 y el máximo relativo 

está en 
4

x


=   y es 1.55. 

• La función en 2x =  vale ( )2 2cos 2 535.49e e  = . 

 

El máximo absoluto está en 2x =  con valor 2 535.49e  . 

El mínimo absoluto está en 
5

4
x


=  y su valor es 5 /42

35.88
2

e − − . 

 

b) La función en un entorno de 
2

x


=  es ( )( ) cosxf x e x= . 

La ecuación de la recta tangente a la gráfica de f en el punto de abscisa
2

x


=  es: 

/2

/2 /2 /2 /2

cos 0
2 2

´ cos 0
2 2 2 2 2

´
2 2 2

f e

f e sen e y e x y e x

y f f x



   

 

    

  

   
= =    

    
          

= − = −  − = − −  = − −          
           

    
− = −     

     
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EJERCICIO 2 (2.5 puntos) 

Sea ( ): 0,f + →  la función definida por ( )( )
2

( ) lnf x x x=  (In denota la función logaritmo 

neperiano). 

a) [1,25 puntos] Calcula, si existen, sus extremos relativos (abscisas donde se obtienen y valores 

que se alcanzan). 

b) [1,25 puntos] Calcula, si existen, sus extremos absolutos (abscisas donde se obtienen y 

valores que se alcanzan). 
  

a) Averiguamos cuando se anula la función derivada 
 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )
( )

( ) ( )

2 2

2

1
´( ) ln ·2 ln · ln 2ln ln ln 2

ln 0 1
´( ) 0 ln ln 2 0

ln 2 0 ln 2

f x x x x x x x x
x

x x
f x x x

x x x e−

= + = + = +

 = → =
=  + =  

+ = → = − → =

 

 

Sustituimos estos valores en la segunda derivada. 
 

( )( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

2

2 2 2 2 2 2

2 2

1 1
´( ) ln 2ln ´́ ( ) 2 ln 2

1 1
´́ (1) 2ln 1 2 2 0 1 es mínimo

1 1

1 1
´́ 2 ln 2 2 2 2 2 0  es máximo

f x x x f x x
x x

f x

f e e e e e x e
e e

− − −

− −

= +  = + 


= + =  → =

 
 = + = − + = −  → =


 

 

Obtenemos el valor de la función en estos dos puntos críticos: 
 

 ( )( ) ( ) ( )( )
22 2 2 2 2(1) 1· ln 1 0; ln 4f f e e e e− − − −= = = =  

 

El mínimo relativo tiene coordenadas ( )1,0  y el máximo relativo es ( )2 2, 4e e− −
. 

 

b) A partir de la información de los extremos relativos la función sigue el esquema siguiente: 

 

Como la función ( )( )
2

( ) lnf x x x=  en su dominio ( )0,+  siempre es mayor o igual que 

cero el mínimo absoluto de la función es el mínimo relativo ( )1,0 . 

Para decidir el máximo absoluto necesitamos conocer la evolución de la función cuando 

x → + . 

( )( ) ( )
2 2

lim ( ) lim ln
x x

f x x x
→+ →+

= = + + = +  

 

Por lo que la función no tiene máximo absoluto.  
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EJERCICIO 3 (2.5 puntos) 

Calcula a con 0 1a  , tal que 
( )

1

ln
2 0

a

x
dx

x
+ =





 (ln denota la función logaritmo neperiano). 

 

Hay que determinar cuando 
( ) ( )

1 1

ln ln
2 0 2

a a

x x
dx dx

x x
+ =  = −

 
 
 

. 

 

Calculamos primero la integral indefinida. 

 

( )
( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( )
( )( )

2 2

2

Integración por partes

ln 1 1
ln ln

1 1
ln

1
ln ln ln

1 1 1
ln ln ln 2 ln ln

ln1
ln

2

x
dx x dx u x du dx

x x x

dv dx v dx x
x x

x x x dx
x

x dx x x dx x dx x
x x x

x
x dx K

x

 
 
 
 

= = = → = = 
 
 

= → = = 
 

= − 

 = −  = 

 = +

 











  
  
  





 

 

Aplicamos este resultado a la integral definida. 

 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
11 2 2 2 2

ln ln 1 ln lnln

2 2 2 2
a a

x a ax
dx

x

     
     = = − = −
     
     





 

 

Igualamos este resultado a –2. 

 

( ) ( )( ) ( )( )
( )( )

( )
( )

( )

1 2 2

2

2

2

ln lnln
2 2 2 ln 4

2 2

ln 2 1
ln 4 2

ln 2 1

a

a ax
dx a

x

a a e
a

a a e−

= −  − = −  =  = 

 = → = 
 = =   

= − → = 





 

 

El valor buscado es 2a e−= . 
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EJERCICIO 4 (2.5 puntos) 

Considera las funciones :f →  y  : 0g − →  definidas por ( ) 25f x x= −  y 

( ) 2

4
g x

x
= .  

a) [1,25 puntos] Esboza las gráficas de las dos funciones y calcula los puntos de corte entre 

ellas. 

b) [1,25 puntos] Calcula la suma de las áreas de los recintos limitados por las gráficas de f y g. 

 

a) Hallamos los puntos de corte de las gráficas de las dos funciones. 

( ) ( )

( )( )

( )

2 2 4 4 2

2

2
2

2

2

4
5 5 4 5 4 0

5 3
1 1 1

5 5 4 1 4 5 3 2

5 32 1 2
4 4 2

2

f x g x x x x x x
x

x x

x

x x

=  − =  − =  − + − = 

− +
= = → = = −  − − − −   −

 = = = 
− −− −  = = → = = 

 −

 

 

Las gráficas tienen 4 puntos de corte: x = –2, x = –1, x = 1, x = 2. 

 

La función ( ) 25f x x= −  es una parábola con vértice en 
0

0
2 2

b
x

a

−
= = =

−
. 

Hacemos una tabla de valores y la representamos. 

 

 
25

2 1

1 4

0 5

1 4

2 1

x y x= −

−

−
 

 

 

 

La función ( ) 2

4
g x

x
=  tiene una asíntota vertical en x = 0 y una asíntota horizontal en 0y =

, ya que se cumple que ( ) 2

4 4
lim lim 0
x x

g x
x→+ →+

= = =


 y ( ) 2

4 4
lim lim 0
x x

g x
x→− →−

= = =


. 

Hacemos una tabla de valores de la función ( ) 2

4
g x

x
=  y la representamos. 
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2

4

2 1

1 4

0.5 16

0.5 16

1 4

2 1

x y
x

=

−

−

−
 

 

 

 

 

b) Hay dos recintos limitados por las gráficas. Dibujamos los recintos y observamos que tienen 

el mismo valor de área, dada la simetría de las funciones.  

 

Calculamos una de las áreas. 

( )
( )

( )
( )

1 11 3 1
2 2 2

2

2 2
2

1 3 33

2

2

4
1 5 5 4 5 4

3 1

1 24 4 4
5 5 1 5 2

3 3 1 3 2

1 8 7 2
5 4 10 2 3

3 3 3 3

x x
Área x dx x x dx x

x

x
x

x

u

− −− −
−

− −
−

−

−

 
= − − = − − = − − = 

− 

   − − 
= − + = − − + − − − + =    

− −        

 
= − + − − − + − = − = 

 



 

 

El área total es 22 4
2· 1.33

3 3
u= .  
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BLOQUE B 

EJERCICIO 5 (2.5 puntos) 

Sea la matriz 

1 1 1

1 1 1

1 1 1

A

 
 

=  
 
 

 e I la matriz identidad de orden 3. 

a) [1 punto] Halla los valores de m para que la matriz A mI−  no tenga inversa. 

b) [1,5 puntos] Halla x, distinto de cero, para que A xI−  sea la inversa de la matriz ( )
1

A I
x

− . 

 

a) Para que no tenga inversa el determinante debe ser nulo. 

 

1 1 1 1 0 0 1 1 1

1 1 1 0 1 0 1 1 1

1 1 1 0 0 1 1 1 1

Fila 3ª  Fila 2ª
1 1 1 1 1 1

1 1 1
1 1 1 1 1 1

1 1 1
1 1 1 0

0

Fila 2ª  Fila 1ª

1 1 1

1 1 1

0

m

A mI m m

m

m m
m

A mI m m
m

m m m
m m

m

m

m m

−     
     

− = − = −     
     −     

− 
− − 

− 
− = − = = − = 

− − + −
 − −
 −
 

− 


−
=  

− + − −

 −


( )

( ) ( ) ( )

( )

2 2 2

2 2 2 2

2

1 1 1

0 1 0 0 0

0

1 2 1 2 3

0
0 3 0

3 0 3

m

m m m m m m

m m

m m m m m m m

m
A mI m m

m m

−


= − = − + + − + − =
 −



= − + = − + = −

=
− =  − =  

− = → =  
 

La matriz A mI−  no tiene inversa cuando m = 0 o m = 3. 

 

b) Para que A xI−  sea la inversa de la matriz ( )
1

A I
x

−  debe cumplirse que su producto sea la 

matriz identidad. 

Obtenemos la expresión de las dos matrices. 

 

( )

1 1 1 1 0 0 0 1 1
1 1 1

1 1 1 0 1 0 1 0 1

1 1 1 0 0 1 1 1 0

A I
x x x

      
      

− = − =      
      
      
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1 1 1 1 0 0 1 1 1 0 0 1 1 1

1 1 1 0 1 0 1 1 1 0 0 1 1 1

1 1 1 0 0 1 1 1 1 0 0 1 1 1

x x

A xI x x x

x x

−         
         

− = − = − = −         
         −         

 

 

Calculamos el producto ( )( )
1

A I A xI
x

− −  y lo igualamos a la matriz identidad. 

 

( )( )

0 1 1 1 1 1 1 0 0
1 1

1 0 1 1 1 1 0 1 0

1 1 0 1 1 1 0 0 1

1 1 1 1 1 1 1 0 0
1

1 1 1 1 1 1 0 1 0

1 1 1 1 1 1 0 0 1

2 2 2 1 0 0
1

2 2 2 0 1 0

2 2 2 0 0 1

x

A I A xI I x
x x

x

x x

x x
x

x x

x x

x x
x

x x

−    
    

− − =  − =     
    −    

+ − + + −   
   

 − + + + − =    
   − + + − +   

− −  
  

 − − =  
 − −  

2 2 2 1 0 0

2 2 2 0 1 0

2 2 2 0 0 1

2 2 2 0 0
2

2 2 2 0 0 2
2 0

2 2 2 0 0

x x

x x x

x x

x x x
x

x x x x
x

x x x

− −    
    

 − − =     
     − −    

− −   
=   

 − − =   =    − =   − −     

 

El valor buscado es x = 2. 
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos) 

El dueño de un bar ha comprado refrescos, cerveza y vino por un importe de 500 euros sin incluir 

impuestos. El gasto en vino es 60 euros menos que los gastos en refrescos y cerveza 

conjuntamente, sin incluir impuestos. Teniendo en cuenta que los impuestos de los refrescos, la 

cerveza y el vino son el 6%, el 12% y el 30%, respectivamente, entonces el importe total de la 

factura incluyendo impuestos ha ascendido a 592,4 euros. Calcula el importe, incluyendo 

impuestos, invertido en cada una de las bebidas. 

 

Llamamos “x” el gasto en refrescos sin impuestos, “y” al gasto en cerveza sin impuestos y 

“z” al gasto en vino sin impuestos. 

 

El gasto total es de un importe de 500 euros sin incluir impuestos → 500x y z+ + = . 

 

El gasto en vino es 60 euros menos que los gastos en refrescos y cerveza conjuntamente, sin 

incluir impuestos → 60z x y= + −  

 

Teniendo en cuenta que los impuestos de los refrescos, la cerveza y el vino son el 6%, el 

12% y el 30%, respectivamente, entonces el importe total de la factura incluyendo impuestos 

ha ascendido a 592,4 euros. Obtenemos el valor de los impuestos: 592.4 – 500 = 92.4 € → 

0.06· 0.12· 0.30· 92.4x y z+ + =  

 

Reunimos las ecuaciones obtenidas en un sistema y lo resolvemos. 

 

500 500

0.06· 0.12· 0.30· 92.4 6· 12· 30· 9240

500
60 500

60 2 5 1540
2 5 1540

2 440 220
6·220 1480

6 148

60

60

0

60

x y z x y z

x y z x y z

x y z
z y y

y

z x y z x y

z

z y y z
x z

z z
y

y z

z y x

= + − = + −

−

+ + = + + = 
 

  
 + + = + + = 

+ + = 
− + + + = 

   
− + + + = + + = 



=

+

= → = 
  =

+ 

=

+


1480 1320 160 220 160 60 120y x



 = − =  = − + =

 

 

Sin incluir impuestos se ha gastado 120 euros en refrescos, 160 en cerveza y 220 en vino. 

Incluyendo impuestos el gasto es de 120 · 1.06 = 127.2 € en refrescos, 160 · 1.12 = 179.2 € 

en cerveza y 220. 1.30 = 286 € en vino. 
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EJERCICIO 7 (2.5 puntos) 

Considera los planos 
1 0x y z  − + =  y 

2 2x y  + = . 

a) [1,5 puntos] Calcula la distancia entre la recta intersección de 
1  y 

2  y el punto P(2, 6, –2). 

b) [1 punto] Halla el ángulo que forman 
1  y 

2 . 

 

a) Obtenemos las ecuaciones paramétricas de la recta intersección de 
1  y 

2 . 

1

2

2
0 0

2 0 2 2 :
2 2

2 2

x
x y z x y z

y y z z y r y
x y x y

z









= −
 − + = − + =  

  − − + =  = − +  =  
 + = = −   = − +

 

 

 
Hallamos el plano perpendicular a la recta que pasa por el punto P. 

Dicho plano tiene como vector normal el vector director de la recta. 

 

( )

( )

( ) ( )
( )

2

: 1,1,2

2 2

: 2 01,1,2
2 6 2 2 0

2,6, 22,6, 2

0 : 2 0

r

r

x

r y v

z

x y z Dn v
D

PP

D x y z













= −


=  = −
 = − +

 − + + + == = −  
  − + + − + =  

− −  

 =  − + + =

 

 

Determinamos el punto P´ de corte de la recta r y el plano π. 
 

( ) ( )

( )

: 2 0

2
2 2 2 2 0

:

2 2

2 1 1

2 4 4 0 6 6 1 1 ´ 1,1,0

2 2 0

x y z

x

r y

z

x

y P

z




  





    

− + + = 


= − 
 − − + + − + =  

= 
 = − + 

= − =


 − + + − + =  =  =  = 
 = − + =
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La distancia de P a la recta r es la distancia de P a P´. 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

´ 1,1,0 2,6, 2 1, 5,2

, , ´ ´ 1 5 2 30 5.47

PP

d P r d P P PP u

= − − = − −

= = = − + − + =

 

 

b) El ángulo que forman 
1  y 

2  es el ángulo que forman sus vectores normales. 

 

( )

( )
( )

( )
( )( )

( )

( ) ( )

11 1 2
1 2

2 1 22

1 2
22 2 2 2 2

1 2

1, 1,10 ·
cos ,

2 ·1,1,0

1, 1,1 1,1,0 1 1 0
cos , 0

3 2 61 1 1 1 1 0

, arccos 0 90º

nx y z n n
n n

x y n nn

n n

n n





= − − + =  
  = 

 + = = 

− −
= = = = 

+ − + + +

 = =

 

 

Los planos 
1  y 

2  forman un ángulo de 90º, los planos son perpendiculares. 
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EJERCICIO 8 (2.5 puntos) 

Calcula el volumen del tetraedro que limita el plano determinado por los puntos A(0, 2, –2), 

( )3,  2,  1B  y C(2, 3, 2) con los planos cartesianos. 

 

Hallamos la ecuación del plano determinado por los puntos A, B y C. 
 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

3,0,3 3 2 1

2,3,2 2,1,4 : 3 0 3 0

2 1 43,2,1

6 2 3 1 12 2 3 3 0

6 12 3 3 12 24 3 9 0

3 6 3 18 0 : 2 6 0

3,2,1 0, 2, –2

0,2, –2

x y z

v AC

B

y z y

u AB

x

y z y x

x y z x y z







= − − −


= = =  = 


 

 − + − − − − − = 

 − + − − + − + = 

 − − + + =

=



= −

−

−

+ − =

 

 

Hallamos los puntos de corte del plano con los ejes de coordenadas. 
 

  

( )

( )

( )

: 2 6 0

6 0 6 6,0,00

0

: 2 6 0

2 6 0 3 0,3,00

0

: 2 6 0

6 0 6 0,0, 60

0

x y z

x x Py
OX

z

x y z

y y Qx
OY

z

x y z

z z Rx
OZ

y







+ − − = 


 − =  = = 
→  = 

+ − − = 


 − =  = = 
→  = 

+ − − = 


 − − =  = −  −= 
→  = 

 

 

El volumen del tetraedro definido por el origen O(0, 0,0) y los puntos P, Q y R es la sexta 

parte del valor absoluto del producto mixto de ,  yOP OQ OR . 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

6,0,0 0,0,0 6,0,0 6 0 0

0,3,0 0,0,0 0,3,0 , , 0 3 0 108

0 0 60,0, 6 0,0,0 0,0, 6

OP

OQ OP OQ OR

OR

= − =
  = − =  = = −  
 −= − − = − 

 

 

3
, , 108

18
6 6

OP OQ OR
Volumen OPQR u

 
 

= = =  

 

El volumen del tetraedro es de 318 u . 
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PevAU 2023 Extraordinaria (suplente) Matema ticas II 

 

PRUEBA DE EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS DE ADMISIÓN 

ANDALUCÍA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS 
CURSO 2022-2023 

MATEMÁTICAS II 

 

Instrucciones: a) Duración: 1 hora y 30 minutos 

b) Este examen consta de 8 ejercicios distribuidos en 2 bloques (A y B) de 4 

ejercicios cada uno. 

c) Cada ejercicio tiene un valor máximo de 2.5 puntos. 

d) Se realizarán únicamente cuatro ejercicios, independientemente del bloque 

al que pertenezcan. En caso de responder a más de cuatro ejercicios, se 

corregirán únicamente los cuatro que aparezcan físicamente en primer lugar. 

e) Se permitirá el uso de calculadoras que no sean programables, ni gráficas ni con 

capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos 

conducentes a la obtención de resultados deben estar suficientemente justificados. 

f) En la puntuación máxima de cada ejercicio están contemplados 0,25 puntos para 

valorar la expresión correcta de los procesos y métodos utilizados. 

 

BLOQUE A 
 

 

EJERCICIO 1 (2.5 puntos) 

Sea ( ): 1,f − + →  la función definida por 
( )ln 1

( )
3 4

x a
f x

x

+ +
=

+
 (ln denota la función 

logaritmo neperiano). 

a) [1 punto] Determina a sabiendo que la pendiente de la recta tangente a la gráfica de la 

función f en el punto de abscisa x = 0 es 1. 

b) [1,5 puntos] Para a = 0, estudia y calcula las asíntotas de f. 
 

 

EJERCICIO 2 (2.5 puntos) 

En una fábrica de pinturas, las latas que se utilizan para envasar la pintura tienen forma cilíndrica 

y una capacidad de 20 litros. Halla las dimensiones del cilindro, con tapas, para que la chapa 

empleada en su construcción sea mínima. 
  

 

EJERCICIO 3 (2.5 puntos) 

Calcula una primitiva de la función  ): 0,f + →  definida por ( ) ( )f x arctg x=  cuya 

gráfica pase por el punto (0; 1) (arc tg denota la función arco tangente). Sugerencia: efectúa el 

cambio 2x t= . 
 

EJERCICIO 4 (2.5 puntos) 

Considera la función ( ): 1,f − + →  definida por ( ) ( )ln 1f x x= + , donde ln denota el 

logaritmo neperiano. Calcula el área del recinto limitado por la gráfica de f, el eje de abscisas y 

la recta 1x e= − . 
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PRUEBA DE EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS DE ADMISIÓN 

ANDALUCÍA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS 
CURSO 2022-2023 

MATEMÁTICAS II 

 

BLOQUE B 

 

EJERCICIO 5 (2.5 puntos) 

Dadas las matrices 

2 1 2

2 3 1

6 1 3

A

− − 
 

= − 
 
 

 y 
1 0 1

3 1 5
B

− − 
=  

− − 
, calcula, si es posible, la matriz X 

que verifica la ecuación 3 tX B AX− = , siendo Bt la matriz traspuesta de B. 

 

 

 

EJERCICIO 6 (2.5 puntos) 

Una plataforma de streaming se especializa en series de tres géneros: animación, ciencia ficción 

y comedia. Se sabe que el 30% de las series de animación más el 50% de las de ciencia ficción 

coincide con el 20% de total de series. El 25% de las series de animación más el 50% de las de 

ciencia ficción más el 60% de las de comedia representan la mitad del total de series. Hay 100 

series menos de animación que de ciencia ficción. Halla el número de series de cada género. 

 

 

EJERCICIO 7 (2.5 puntos) 

Determina los puntos de la recta 
0

3 1 0

x y z
r

x y

− + =
 

+ − =
 que son equidistantes de los planos OYZ y 

OXZ. 

 

 

EJERCICIO 8 (2.5 puntos) 

Considera la recta 
1

3 2 2

x y z
r

x z

− + =
 

− = −
 

a) [1,5 puntos] Determina la ecuación del plano paralelo a r que contiene a la recta 

3
1

2

z
x y

−
− + = = . 

b) [1 punto] Calcula la distancia entre la recta r y el plano 2 5 3 41x y z+ + = . 
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SOLUCIONES 

EJERCICIO 1 (2.5 puntos) 

Sea ( ): 1,f − + →  la función definida por 
( )ln 1

( )
3 4

x a
f x

x

+ +
=

+
 (ln denota la función 

logaritmo neperiano). 

a) [1 punto] Determina a sabiendo que la pendiente de la recta tangente a la gráfica de la función 

f en el punto de abscisa x = 0 es 1. 

b) [1,5 puntos] Para a = 0, estudia y calcula las asíntotas de f. 
 

a) La pendiente de la recta tangente a la gráfica de la función f en el punto de abscisa x = 0 se 

obtiene con el valor de ( )´ 0f . 

 

( ) ( )( )

( )

( )

( )

( )

( )

2 2

2

1 3 4
3 4 3 ln 1 3ln 1 3

1 1´( )
3 4 3 4

3·0 4
3ln 0 1 3

4 30 1´(0)
163·0 4

x
x x a x a

x xf x
x x

a
a

f

+
+ − + + − + −

+ += =
+ +

+
− + −

−+= =
+

 

 

Igualamos la pendiente a 1 y obtenemos el valor de a. 

4 3 12
1 4 3 16 3 12 4

16 3

a
a a a

−
=  − =  − =  = = −

−
 

El valor buscado es 4a = − . 
 

b) Para a = 0 la función es 
( )ln 1

( )
3 4

x
f x

x

+
=

+
. 

El dominio de esta función son todos los reales menos los que anulan el denominador. 
 

4
3 4 0 3 4

3
x x x

−
+ =  = −  =  

( )
4

1.33 1,
3

x
−

= −  − + . No pertenece al dominio de definición de la función. 

El dominio de la función es ( )1,− + . 

Asíntota vertical. x a=  

No tiene asíntota vertical, pues la función es continua en su dominio de definición. 
 

Asíntota horizontal. y b=  

( )ln 1
lim ( ) lim det min ( ´ )

3 4x x

x
b f x In er ación L Hôpital

x→+ →+

+ +
= = = = =

+ +
 

1

1 11lim lim 0
3 3 3x x

x

x→+ →+

+= = = =
+ +

 

 

La asíntota horizontal es 0y = . 
 

Asíntota oblicua. y mx n= +  

 Como la función tiene una asíntota horizontal no tiene asíntota oblicua.  
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EJERCICIO 2 (2.5 puntos) 

En una fábrica de pinturas, las latas que se utilizan para envasar la pintura tienen forma cilíndrica 

y una capacidad de 20 litros. Halla las dimensiones del cilindro, con tapas, para que la chapa 

empleada en su construcción sea mínima. 

 

 

Sabemos que su volumen es 20 litros = 20 000 cm3. 

Si el bote de forma cilíndrica tiene un radio de tapa r y una altura h tenemos que su volumen 

es 2 ·Volumen Áreabase Altura r h=  = . Igualamos este volumen a 20000 y despejamos h 

de la expresión. 
 

2

2

20000
· 20000r h h

r



=  =  

 

Debemos minimizar la superficie del cilindro que es la suma del área de las dos tapas más el 

rectángulo del lateral → ( ) 2, 2 2A r h r rh = + . 

 

Sustituimos en esta expresión h y obtenemos una función superficie que depende solo de r. 

 

( )
( )

2

2 2

2

2

, 2 2
20000 40000

2 2 220000

A r h r rh

A r r r r
r rh

r

 

  




= +


 = + = +
= 



 

 

Derivamos esta función, la igualamos a cero y obtenemos sus puntos críticos. 

 

( ) ( )

( )

2

2

3

2 2

3
3

40000 40000
2 ´ 4

40000 40000
´ 0 4 0 4 4 40000

40000 10000 10000
14.71

4

A r r A r r
r r

A r r r r
r r

r r cm

 

  

  

= +  = −

=  − =  =  = 

 = =  =
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Averiguamos si es un mínimo viendo la evolución de la derivada antes y después de dicho 

valor. 

 

• En el intervalo 3
10000

0,


 
  
 

 tomamos r = 1 y la derivada vale 

( ) 2

40000
´ 1 4 39987.4 0

1
A = − = −  , La función decrece en 3

10000
0,



 
  
 

. 

• En el intervalo 3
10000

,


 
+  

 
 tomamos r = 20 y la derivada vale 

( ) 2

40000
´ 20 80 80 100 151.3 0

20
A  = − = − =  , La función crece en 3

10000
,



 
+  

 
. 

 

Como la función decrece antes de 3
10000

14.71r cm


=  y crece después tenemos que la 

función superficie presenta un valor mínimo para 3
10000

14.71r cm


= . 

Para 3
10000

r


=  la altura vale: 

3 2

2 33 3 33

3
3 2

20000 20000 20000 200
29.42

100000000 100100 10010000

h cm


 




= = = =
 
 
 

 

 

El bote de 20 litros con forma cilíndrica y superficie mínima tiene radio 

3
10000

14.71r cm


=  y altura 
3

200
29.42

100
h cm


= . 
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EJERCICIO 3 (2.5 puntos) 

Calcula una primitiva de la función  ): 0,f + →  definida por ( ) ( )f x arctg x=  cuya 

gráfica pase por el punto (0; 1) (arc tg denota la función arco tangente). Sugerencia: efectúa el 

cambio 2x t= . 
 

 

Determinamos la expresión de la primitiva de la función f(x). 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

2

2

2 2

2 2

2

2
2 2

2

Cambiode variable
2

2

Integración por partes

1 1
2 ·

1 1

2 2

1

F x arc tg x dx arc tg t tdt
x t dx tdt

t arc tg t dt u arctg t du dt t arctg t t dt
t t

dv tdt v tdt t

t
t arctg t dt t arctg

t

 
= = = = 

= → = 

 
 
 

= = = → = = − = 
+ + 

 = → = =
 

= − =
+









 





( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2

2

2
2 2

2 2 2

2

2

1 1

1

1 1 1

1 1 1

Deshacemos el

cambio de variable

t
t dt

t

t
t arctg t dt dt t arctg t dt dt

t t t

t arctg t t arctg t xarc tg x x arc tg x C

x t t x

+ −
− =

+

+
= − + = − + =

+ + +

 
 

= − + = = − + + 
 

= → = 





  
 
 



 

 

Las primitivas de la función son ( ) ( ) ( )F x xarctg x x arctg x C= − + + . Como la 

primitiva debe pasar por el punto (0, 1) entonces debe cumplirse que ( )0 1F = . 

 

( ) ( ) ( )
( )

0 0· 0 0 0
1

0 1

F arc tg arc tg C C
C

F

= − + + = 
 =

= 

 

 

La primitiva buscada es ( ) ( ) ( ) 1F x xarctg x x arctg x= − + + . 
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EJERCICIO 4 (2.5 puntos) 

Considera la función ( ): 1,f − + →  definida por ( ) ( )ln 1f x x= + , donde ln denota el 

logaritmo neperiano. Calcula el área del recinto limitado por la gráfica de f, el eje de abscisas y 

la recta 1x e= − . 
 

Buscamos los puntos de corte de la función ( ) ( )ln 1f x x= +  y la recta 1x e= − . 

( ) ( )
( ) ( )

ln 1
1 ln 1 1 ln 1

1

f x x
f e e e

x e

= + 
 − = − + = =

= − 
 

El punto de corte es ( )1,1e − . 

Hallamos el punto de corte de la gráfica de f con el eje de abscisas. 

( ) ( )
( ) 0

ln 1
ln 1 0 1 1 0

0

f x x
x x e x

y

= + 
 + =  + = =  =

= 
 

El punto de corte es (0, 0). 

Hacemos una tabla de valores y representamos la función. 

 

( ) ( )ln 1

0.5 0.4

0 0

1 1

10 2.4

100 4.6

x f x x

e

= +

−
 

 

 

 

Calculamos el área de la región pintada de rosa como la integral definida de 0 a 1e −  de 

( ) ( )ln 1f x x= + . 

Calculamos primero la integral indefinida. 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

Integración por partes

1 1
ln 1 ln 1 ln 1

1 1

1 1
ln 1 ln 1

1 1

1 1 1
ln 1 ln 1

1 1 1

ln 1 ln 1

x dx u x du dx x x x dx
x x

dv dx v dx x

x x
x x dx x x dx

x x

x
x x dx dx x x dx dx

x x x

x x x x C

 
 
 

+ = = + → = = + − = 
+ + 

 = → = =
 

+ −
= + − = + − =

+ +

+
= + − + == + − + =

+ + +

= + − + + +

 



 

   

 

Aplicamos este resultado al cálculo del área. 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1

00

2

ln 1 ln 1 ln 1

1 ln 1 1 1 ln 1 1 0·ln 0 1 0 ln 0 1

1 1 1 0 1

e e

Área x dx x x x x

e e e e

e e u

− −

= + = + − + + =  

= − − + − − + − + − + − + + =      

= − − + + − =


 

El área tiene un valor de 1 unidad cuadrada.  
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EJERCICIO 5 (2.5 puntos) 

Dadas las matrices 

2 1 2

2 3 1

6 1 3

A

− − 
 

= − 
 
 

 y 
1 0 1

3 1 5
B

− − 
=  

− − 
, calcula, si es posible, la matriz X 

que verifica la ecuación 3 tX B AX− = , siendo Bt la matriz traspuesta de B. 

 

Despejamos X en la ecuación matricial. 
 

( ) ( )
1

3 3 3 3t t t tX B AX X AX B I A X B X I A B
−

− =  − =  − =  = −  

 

Hallamos la inversa de la matriz 3I A− . 
 

( )

( )
( )1

1 0 0 2 1 2 3 0 0 2 1 2 1 1 2

3 3 0 1 0 2 3 1 0 3 0 2 3 1 2 0 1

0 0 1 6 1 3 0 0 3 6 1 3 6 1 0

1 1 2

3 2 0 1 0 6 4 0 0 1 1 0

6 1 0

0 11 2 6

11 0 1

2 1 03
3

3 1

t

I A

I A

Adj

Adj I A
I A

I A

−

− − − −         
         

− = − − = − − = −         
         − −         

− = − = + − − + + = 

− −

−− 
+  −− 

 −−  − = = =
−

( )
1

1 1 1 0

0 2 0 2 1

2 6 1 6 1 2

1 0 2 0 2 1

2 6 1 6 1 2

0 1 1 1 1 0

1 2 1

3 6 12 5

2 5 2

I A
−

 − 
− + 

− 
 − −
 − + −

− − 
 

− − + − + − − 

− − − 
 

− =  
 − − − 

 

 

Determinamos la expresión de la matriz X. 
 

( )
1

1 2 1 1 3 1 0 1 3 2 5

3 6 12 5 0 1 6 0 5 18 12 25

2 5 2 1 5 2 0 2 6 5 10

3 3 · 3 2 3 2

2 0

11 5

4 1

tX I A B

X

−

− − − − − + + + −    
    

= − = − = − + − − − +    
    − − − − + + + −    

  ⎯⎯⎯→ 

 
 

= − − 
 
 
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos) 

Una plataforma de streaming se especializa en series de tres géneros: animación, ciencia ficción 

y comedia. Se sabe que el 30% de las series de animación más el 50% de las de ciencia ficción 

coincide con el 20% de total de series. El 25% de las series de animación más el 50% de las de 

ciencia ficción más el 60% de las de comedia representan la mitad del total de series. Hay 100 

series menos de animación que de ciencia ficción. Halla el número de series de cada género. 

 

Llamamos “x” al número de series de animación, “y” al número de series de ciencia ficción 

y “z” al número de series de comedia. 

 

“Se sabe que el 30% de las series de animación más el 50% de las de ciencia ficción 

coincide con el 20% de total de series” → ( )0.30 0.50 0.20x y x y z+ = + + . 

 

“El 25% de las series de animación más el 50% de las de ciencia ficción más el 60% de 

las de comedia representan la mitad del total de series” → 

0.25 0.50 0.60
2

x y z
x y z

+ +
+ + = . 

 

“Hay 100 series menos de animación que de ciencia ficción” → 100x y= − . 

 

Juntamos las tres ecuaciones en un sistema y lo resolvemos. 

 

( )

( )

( )

0.30 0.50 0.20
0.30 0.50 0.20 0.20 0.20

0.25 0.50 0.60 0.5 1.2
2

100
100

0.10 0.30 0.20 0
0.10 100 0.30 0.20 0

0.5 0.2 0
0.5 100 0.2

100

x y x y z
x y x y z

x y z
x y z x y z x y z

x y
x y

x y z
y y z

x z
y

x y

+ = + + 
+ = + + 

+ +  
+ + =  + + = + +  

 = − = − 


+ − = 
− + − =

 − + = 
− − += − 

( )

0

0.10 10 0.30 0.20 0 0.40 0.20 10

0.5 50 0.2 0 0.5 0.2 50

4 2 100 2 50 2 50

5 2 500 5 2 500 5 2 500

5 2 2 50 500 5 4 100 500 400

400

z

y y z y z

y z y z

y z y z y z

y z y z y z

y y y y y

y




= 

− + − = − = 
   

− + + = − + = − 

− = − = − =  
     

− + = − − + = − − + = −  

 − + − = −  − + − = −  − = − 

 = 
400 100 300

2·400 50 750

x

z

 = − =


= − =

 

 

Hay 300 series de animación, 400 de ciencia ficción y 750 de comedia.  
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EJERCICIO 7 (2.5 puntos) 

Determina los puntos de la recta 
0

3 1 0

x y z
r

x y

− + =
 

+ − =
 que son equidistantes de los planos OYZ y 

OXZ. 

 

El plano OYZ tiene ecuación 0OYZ x = , el plano OXZ tiene ecuación 0OXZ y = . 

Hallamos las ecuaciones paramétricas de la recta. 
 

( )

0
3 1 0 4 1 0

3 1 0 3 1 0

1 3

4 1 4 1 4 1 1 3 ,

1 4

x y z x y z
r y z y y z

x y x y

x

y z x y y y y y r y

z



 



− + = = − 
   − + − =  − − =  

+ − = + − = 

= −


 − =  = − − = − + = −   = 
 = − +

 

 

Un punto perteneciente a la recta r tiene coordenadas ( )1 3 , , 1 4P   − − + . 

Hallamos la distancia del punto P al plano OYZ. 
 

( )
( )

2 2 2

1 3 , , 1 4 1 3
, 1 3

0 1 0 0

P
d P OYZ

OYZ x

   


− − +  −
 = = −

 =  + +
 

 

Hallamos la distancia del punto P al plano OXZ. 
 

( )
( )

2 2 2

1 3 , , 1 4
,

0 0 1 0

P
d P OXZ

OXZ y

   


− − + 
 = =

 =  + +
 

 

Igualamos las distancias y determinamos el valor de  . 
 

( ) ( )

1
1 3 1 4

4
, , 1 3

1
1 3 1 2

2

d P OYZ d P OXZ

   

 

   


− = → = → =

=  − =  
 − = − → = → =


 

Obtenemos los puntos sustituyendo en la recta el valor de   obtenido. 

 

1 1 1 1 1 1
1 3 , , 1 4 , ,0

4 4 4 4 4 4

1 1 1 1 1 1
´ 1 3 , , 1 4 ´ , ,1

2 2 2 2 2 2

Si P P

Si P P





   
=  − − +    

   

−   
=  − − +    

   

 

 

Los dos puntos de la recta r equidistantes de los planos OYZ y OXZ son: 

1 1 1 1
, ,0 y ´ , ,1

4 4 2 2
P P

−   
   
   
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EJERCICIO 8 (2.5 puntos) 

Considera la recta 
1

3 2 2

x y z
r

x z

− + =
 

− = −
 

a) [1,5 puntos] Determina la ecuación del plano paralelo a r que contiene a la recta 

3
1

2

z
x y

−
− + = = . 

b) [1 punto] Calcula la distancia entre la recta r y el plano 2 5 3 41x y z+ + = . 

 

a) Un plano paralelo a la recta r tiene como uno de sus vectores directores el director de la recta. 

Hallamos un vector director de la recta r obteniendo las ecuaciones paramétricas de la recta. 
 

( )

( )

1 1
3 1 2 2

3 2 2 3 2 2

5 5
3 3 3 2 2 3 5 5 3 5 5

3 3

2 2

3 3

5 5 2 2 5 5 2 5
1 , ,1 2,5,3

3 3 3 3 3 3 3 3
r r

x y z x y z
r y z z

x z x z

y z z y z y z y z

x

x z z z r y v u

z







− + = = − + 
   − + − = −  

− = − − = − 

−
 − + − = −  − = −  = − +  = + 

−
= +


− − −  

 = + − + = +   = +  =  =  
 

=

  

 

Hallamos un punto y un vector director de la recta 
3

1
2

z
s x y

−
 − + = = . 

 

( )

( )

1,0,3
3 1 0 3

1
2 1 1 2 1,1,2

s

s

P
z x y z

x y
v


− − − − 

− + = =  = =  
− = −

 

 

El plano π paralelo a la recta r y que contiene la recta s tiene como vectores directores los 

vectores ( )2,5,3ru = , ( )1,1,2sv = −  y pasa por el punto ( )1,0,3sP . 

 

( )

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2,5,3 1 3

1,1,2 2 5 3 0

1 1 21,0,3

10 1 3 2 3 5 3 4 3 1 0

7 1 7 3 7 0 7 7 7 21 7 0

7 7 7 28 0 4 0

r

s

s

u u x y z

v v

P

x y z z y x

x z y x z y

x y z x y z







= = − −


= = −   = 
 − 

 − − + − + − − − − = 

 − + − − =  − + − − = 

 − + − =   − + − =
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b) Estudiamos la posición relativa de recta y plano. 

 

( )

( )

2 5 3 41 2,5,3

2,5,3r

x y z n

u

+ + =  = 


= 

 

 

El vector normal del plano y el vector director de la recta son el mismo, por lo que la recta y 

plano son perpendiculares y la distancia entre ambos no tiene sentido. 
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PevAU 2023 Extraordinaria (reserva) Matema ticas II 

 

PRUEBA DE EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS DE ADMISIÓN 

ANDALUCÍA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS 
CURSO 2022-2023 

MATEMÁTICAS II 

 

Instrucciones: a) Duración: 1 hora y 30 minutos 

b) Este examen consta de 8 ejercicios distribuidos en 2 bloques (A y B) de 4 

ejercicios cada uno. 

c) Cada ejercicio tiene un valor máximo de 2.5 puntos. 

d) Se realizarán únicamente cuatro ejercicios, independientemente del bloque al 

que pertenezcan. En caso de responder a más de cuatro ejercicios, se corregirán 

únicamente los cuatro que aparezcan físicamente en primer lugar. 

e) Se permitirá el uso de calculadoras que no sean programables, ni gráficas ni con 

capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos 

conducentes a la obtención de resultados deben estar suficientemente justificados. 

f) En la puntuación máxima de cada ejercicio están contemplados 0,25 puntos para 

valorar la expresión correcta de los procesos y métodos utilizados. 

 

BLOQUE A 
 

 

EJERCICIO 1 (2.5 puntos) 

Halla dos números mayores o iguales que 0, cuya suma sea 1, y el producto de uno de ellos por 

la raíz cuadrada del otro sea máximo. 
 

 

EJERCICIO 2 (2.5 puntos) 

Considera la función ( )
2

,  para 
x a

f x x b
x b

+
= 

−
. 

a) [1,5 puntos] Calcula a y b para que la gráfica de f pase por el punto (1, –2) y tenga a la 

recta 4y x= +  como asíntota oblicua. 

b) [1 punto] En el caso a = 5 y b = 4, calcula la ecuación de la recta normal a la gráfica de f 

que pasa por el punto de abscisa x = 0. 
  

 

EJERCICIO 3 (2.5 puntos) 

Sabiendo que :F →  definida por ( )
2xF x e=  es una primitiva de f. 

a) [1,25 puntos] Comprueba que f es creciente. 

b) [1,25 puntos] Calcula el área del recinto limitado por la gráfica de la función f, el eje de 

abscisas y la recta x = 1. 
 

EJERCICIO 4 (2.5 puntos) 

Considera la función  ): 0,f + →  definida por ( ) ( )cosf x x= . Calcula, si es posible, una 

primitiva de f cuya gráfica pase por el punto (0, 5). Sugerencia: haz el cambio t x=  
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PRUEBA DE EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS DE ADMISIÓN 

ANDALUCÍA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS 
CURSO 2022-2023 

MATEMÁTICAS II 

 

BLOQUE B 

 

EJERCICIO 5 (2.5 puntos) 

Considera la matriz 

0

0 0

0 0 0

a b

A b

− 
 

=  
 
 

. 

a) [0,75 puntos] Calcula A10. 

b) [1,75 puntos] Calcula, si es posible, la matriz inversa de 
2I A A+ + , donde I denota la 

matriz identidad de orden 3. 

 

 

 

EJERCICIO 6 (2.5 puntos) 

Dadas las matrices 

1 1 0 0 0 1

1 0 1   y  0 1 0

0 1 1 1 0 0

A B

   
   

= =   
   
   

, se define la matriz ( )1M A B= + − . 

a) [1,5 puntos] Halla los valores de   para los que la matriz M tiene rango menor que 3. 

b) [1 punto] Para 1 = − , resuelve el sistema lineal homogéneo cuya matriz de coeficientes 

es M. 

 

 

EJERCICIO 7 (2.5 puntos) 

Considera el plano π, determinado por los puntos ( ) ( ) ( )1,0,0 , 0,1,1   y  2,1,0A B C− , y la recta 

2 3 0

2 0

x z
r

y z

− − =
 

− − =
 

Halla los puntos de r cuya distancia a π es 14  unidades. 

 

 

EJERCICIO 8 (2.5 puntos) 

Considera el paralelogramo cuyos vértices consecutivos son los puntos 

( ) ( )–1,2,3 ,  –2,1,0 ,  0,5,1  y ( )P Q R S . 

a) [1 punto] Halla las coordenadas del punto S. 

b) [1,5 puntos] Calcula la ecuación de la recta que pasa por el origen de coordenadas y es 

perpendicular al plano que contiene a los puntos P, Q y R. 
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SOLUCIONES 

EJERCICIO 1 (2.5 puntos) 

Halla dos números mayores o iguales que 0, cuya suma sea 1, y el producto de uno de ellos por 

la raíz cuadrada del otro sea máximo. 
 

Llamamos x e y a los números que buscamos. 

Su suma debe ser 1 → 1x y+ = . 

El producto de uno de ellos por la raíz cuadrada del otro sea máximo. 
 

( ), ; 0 , 1f x y y x x y=    

 

Despejamos “y” en la primera ecuación y sustituimos en la función. 
 

( )
( ) ( ) 3,

1
1 1

f x y y x
f x x x x x x x x

x y y x

= 
 = − = − = −

+ = → = − 

 

 

Derivamos e igualamos a cero en busca de los puntos críticos. 

 

( ) ( )

( ) ( )

3 3/2 3/2 1 1/2

2

1 3 1 3 1 3
´

2 2 22 2 2

1 3 1 3 2 1
´ 0 0 2 6 2 6

2 2 6 32 2

x
f x x x x x f x x x

x x x

x x
f x x x x

x x

−= − = −  = − = − = −

=  − =  =  =  =  = =

 

 

Comprobamos si es máximo estudiando la evolución de la función. 

 

• En el intervalo 
1

0,
3

 
 
 

 tomamos x = 0.1 y la derivada vale 

( )
1 3 0.1 7 10

´ 0.1 0
2 202 0.1

f = − =  . La función crece en el intervalo 
1

0,
3

 
 
 

. 

• En el intervalo 
1

,1
3

 
 
 

 tomamos x = 0.5 y la derivada vale 

( )
1 3 0.5 2

´ 0.5 0
2 42 0.5

f
−

= − =  . La función decrece en el intervalo 
1

,1
3

 
 
 

. 

 

Como la función crece antes de 
1

3
x =  y decrece después de este valor la función presenta un 

valor máximo en 
1

3
x = . 

 

Para 
1

3
x =  tenemos que 

1 2
1

3 3
y = − = . 

Los números buscados son 
1 2

  y  
3 3

.  
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EJERCICIO 2 (2.5 puntos) 

Considera la función ( )
2

,  para 
x a

f x x b
x b

+
= 

−
. 

a) [1,5 puntos] Calcula a y b para que la gráfica de f pase por el punto (1, –2) y tenga a la recta 

4y x= +  como asíntota oblicua. 

b) [1 punto] En el caso a = 5 y b = 4, calcula la ecuación de la recta normal a la gráfica de f que 

pasa por el punto de abscisa x = 0. 
  

a) Para que la gráfica de f pase por el punto (1, –2) debe cumplirse que ( )1 2f = − . 

( )

( )

2

21
2 1 2 2 3 2

1
1 2

x a
f x a

a b a bx b
b

f

+
= +

 = −  + = − +  = − +− 
−= − 

 

Para que la función tenga a la recta 4y x= +  como asíntota oblicua ( y mx n= + ) debe 

cumplirse que 
( )

lim 1
x

f x
m

x→+
= =  y ( )lim 4

x
n f x x

→+
= − = . 

( )

( )

2

2

2

2 2

lim 1 lim 1 lim 1 ¡Se cumple!

lim 4 lim 4 lim

x x x

x x x

x a
f x x ax b

x x x bx

x a x
f x x x

x b

→+ →+ →+

→+ →+ →+

+

+−=  =  = 
−

+
− =  − = 

−

2a x+ −
4

lim 4 4 4
1x

bx

x b

a bx b
b

x b→+

+
= 

−

+
 =  =  =

−

 

 

Sustituimos este valor en la primera ecuación y obtenemos a → ( )3 2 4 3 8 5a = − + = − + =  

Los valores buscados son a = 5 y b = 4. 
 

b) Para a = 5 y b = 4 la función queda ( )
2 5

,  para 4
4

x
f x x

x

+
= 

−
. 

La recta normal a la gráfica de f que pasa por el punto de abscisa x = 0 tiene ecuación 

( )
( )

( )
1

0 0
´ 0

y f x
f

−
− = − . 

( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( )

2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 2

5 0 5 5
0

4 0 4 4

2 4 1 5 2 8 5 8 5 0 8·0 5 5
´ ´ 0

164 4 4 0 4

x
f x f

x

x x x x x x x x
f x f

x x x

+ + −
=  = =

− −

− − + − − − − − − − −
= = =  = =

− − − −

 

 

( )

( )

0 5 / 4 5 1 5 16 16 5

4 5 /16 4 5 5 4´ 0 5 /16

f
y x y x y x

f

= −  − −
 − =  + =  = −

−= − 

 

 

La recta normal buscada tiene ecuación 
16 5

5 4
y x= − .  
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EJERCICIO 3 (2.5 puntos) 

Sabiendo que :F →  definida por ( )
2xF x e=  es una primitiva de f. 

a) [1,25 puntos] Comprueba que f es creciente. 

b) [1,25 puntos] Calcula el área del recinto limitado por la gráfica de la función f, el eje de 

abscisas y la recta x = 1. 
 

a) Al ser F(x) una primitiva de la función f tenemos que ( ) ( )´f x F x= . 

 

( ) ( )
2

´ 2 xf x F x xe= =  

 

Hallamos la derivada de la función f(x), la igualamos a cero en busca de sus puntos críticos. 
 

( ) ( )

( ) ( )

2 2 2

2

2

2 2 2 ¡2

´ 2 2 ·2 2 4

2 2
!Imp s´ 0 2 4 0 4 0

4
o ible

4

x x x

x

f x e x xe x e

f x x e x x x

= + = +

− −
=  + =  + =  =  = =

 

 

La función no presenta puntos críticos y siempre es creciente o decreciente. 

Comprobamos el signo de la derivada en un punto cualquiera, por ejemplo, en x = 0. 
 

( ) ( ) ( ) ( )
2 22 2 0´ 2 4 ´ 0 2 4·0 2 0xf x x e f e= +  = + =   

 

La función es creciente en x = 0 y, por tanto, es creciente en cualquier valor real. 

 

b) Buscamos los puntos de corte de la función con el eje de abscisas. 
 

( )
2

22
2 0 0

0

x

xf x xe
xe x

y

= 
 =  =

= 

 

 

El área pedida es el valor de la integral definida de la función 

entre 0 y 1. 

 
2 2 2 211

1 0 2

0 0
2 1 1.72x xÁrea xe dx e e e e u = = = − = −

   
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EJERCICIO 4 (2.5 puntos) 

Considera la función  ): 0,f + →  definida por ( ) ( )cosf x x= . Calcula, si es posible, una 

primitiva de f cuya gráfica pase por el punto (0, 5). Sugerencia: haz el cambio t x=  

 

Calculamos la integral de la función f(x). 

 

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2

Cambio de variable
cos

2

Integración por partes

2 cos 2 2

cos cos

Deshacemoselcambio

2 2 2 2cos de variable

F x x dx
x t x t dx tdt

t t dt t u du dt

t dt dv v t dt sen t

tsen t sen t dt tsen t t

x t

  
= = = 

= → = → =  

 
  

= = = → = = 
 

= → = =  

= − = + =

=









( ) ( )2 · 2cosx sen x x C

 
 

= 
 
 

= + +

 

 

Las primitivas de la función ( ) ( )cosf x x=  son ( ) ( ) ( )2 2cosF x xsen x x C= + + . 

 

Como la primitiva debe pasar por el punto (0, 5) debe cumplirse que F(0) = 5. 

 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2cos
0 2 0 0 2cos 0 5

2 5 3 2 2cos 3

0 5

F x xsen x x C
F sen C

C C F x xsen x x

F

= + + 
 = + + = 



 + =  =  +

=

= +

 

 

La primitiva buscada es ( ) ( ) ( )2 2cos 3F x xsen x x= + + . 
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EJERCICIO 5 (2.5 puntos) 

Considera la matriz 

0

0 0

0 0 0

a b

A b

− 
 

=  
 
 

. 

a) [0,75 puntos] Calcula A10. 

b) [1,75 puntos] Calcula, si es posible, la matriz inversa de 
2I A A+ + , donde I denota la matriz 

identidad de orden 3. 
 

a) Calculamos las primeras potencias de la matriz A. 

2

3 2

10 3 3 3

0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

a b a b ab

A b b

ab a b

A A A b

A A A A A

− −    
    

= =    
    
    

−    
    

= = =
    
    
    

   
   

= =    
   
   

0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

a b

b

−   
   

=   
   
   

 

 

b) Calculamos la expresión de 
2I A A+ + . 

 

2

1 0 0

0 1 0

0 0 1

0

0 0 0 1

0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 1

I

a b a

A A

b a b ab

b b

− − +     
     

+ =     
 

 
 

+ + = + 
   

    


 

 

 

Comprobamos si esta matriz tiene inversa viendo si su determinante es no nulo. 

2 1 0

1

0 1

0 0 1

a b a

I

b

A A b+ + = =

−



+

 

La matriz tiene inversa. La calculamos. 

( )
( )2

1
2

2

1 0 0

1 0

1

1

t
Adj a

Adj I A A b ab b
I A A

I A A

−

 
 
 
 + + − +

= + + = =
+ +

 

1 0 0 1

1 1
1 1

0 0 1 0 1 0
0 1 0 1

1 1
0 0 1 0 0 1

0 0 1 0 1 0

1 0 0 1

a a

b b ab b ab b
a ab b ab a b

b b
b b ab b ab b

a a

 
+ − + 

− + − + 
− + − −    

    = − + − = − = −   − + − +     
    

 + − + 
 
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos) 

Dadas las matrices 

1 1 0 0 0 1

1 0 1   y  0 1 0

0 1 1 1 0 0

A B

   
   

= =   
   
   

, se define la matriz ( )1M A B= + − . 

a) [1,5 puntos] Halla los valores de   para los que la matriz M tiene rango menor que 3. 

b) [1 punto] Para 1 = − , resuelve el sistema lineal homogéneo cuya matriz de coeficientes es 

M. 

 

a) Hallamos la expresión de la matriz M. 

 

( ) ( )

1 1 0 0 0 1 1 1 0 0 0 1

1 1 0 1 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0

0 1 1 1 0 0 0 1 1 1 0 0

1 1 1

1 1 1

1 1 1

M A B

M



  









−       
       

= + − = + − = + −       
       −       

− 
 

= − 
 − 

 

 

Para que la matriz M tenga rango menor que 3 su determinante debe ser nulo. 

 

( )( )( )

( )( ) ( )

( )

2 3 2 2

3 2

1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1

3 5 2 1 1 3 5 2 2 1

3 5 3 3 1 3

M

M



      



         

    

−

= − = − + − + − − − − − − −

−

= − − − + − = − − − − + + − =

= − − − + − = 3 25 3 3  − − + −

( )( )

( )( )

( )

3 2

3 2

3 2 2

2

2

1 3 4

0 3 4 0

1 3 0 4

1 1 4 4 3 4 1 4 4

1 4 4 0

4 4 4 1 4 4 0
4 4 0 2

2 1 2

M

 

 

    

  

+ = − + −

=  − + − =

− −

− −  − + − = + − + −

− −

−  − − − − 
− + − =  = = =

− −

 

 

Para 1 = −  y 2 =  el determinante de M se anula. 

Para 1 = −  y 2 =  el rango de M es menor que 3. 
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b) Para 1 = −  la matriz queda 

1 1 2

1 2 1

2 1 1

M

− 
 

= − 
 − 

. La matriz M tiene rango menor que 3, 

por lo que el sistema no puede ser compatible determinado. 

Como todo sistema lineal homogéneo tiene solución el sistema será compatible indeterminado 

(infinitas soluciones). 

 

El sistema queda: 

2 0

2 0

2 0

x y z

x y z

x y z

+ − = 


− + = 
− + + = 

. Lo resolvemos. 

 

( )

2 0 2
2 2 0

2 0 2 0
2 2 0

2 0 2 0

3 3 0 0 0
0

2 4 0 3 3 0 0

2 ;

x y z x y z
y z y z

x y z x y z
y z y z

x y z x y z

y z y z y z
y z

y z y z y z y z

x

y z x z z z y

z



 



+ − = = − + 
− + − + =   

− + =  − + =    
− − + + + =  − + + = − + + = 

− + = − + = − + =  
    − =   

− + + = − = − =  

=


 =  = − + =  = 
 =

 

 

Las soluciones del sistema son x y z= = . 
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EJERCICIO 7 (2.5 puntos) 

Considera el plano π, determinado por los puntos ( ) ( ) ( )1,0,0 , 0,1,1   y  2,1,0A B C− , y la recta 

2 3 0

2 0

x z
r

y z

− − =
 

− − =
 

Halla los puntos de r cuya distancia a π es 14  unidades. 

 

Hallamos la ecuación del plano 𝛑. 

 

( )

( )

( )

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1,0,01,0,0 1

0,1,1 0,1,1 1,0,0 1,1,1 1 1 1 0

3 1 02,1,0 2,1,0 1,0,0 3,1,0

0 3 3 0 1 0 3 2 1 0 3 2 1 0

AA x y z

B u AB

C v AC

y z z x x y z x y z



 





−  −   +
 

  = = − − =   =  
 

 = = − − =  

 + + − − − − =  − + − − =   − + + =

 

 

Hallamos las ecuaciones paramétricas de la recta r. 

 

3 2
2 3 0 2 3

2 ;
2 0 2

x
x z x z

r r y
y z y z

z



 



= +
− − = = +  

    = +   
− − = = +   =

 

 

Un punto P de la recta r tiene coordenadas ( )3 2 ,2 ,P   + + . 

Hallamos la distancia de P al plano π. 

 

( )
( )

( )

( )
22 2

3 2 3 2 2 13 2 ,2 ,
,

3 2 1 0 1 3 2

3 2 6 3 2 1 2

14 14

P
d P

x y z

    




   

+ − + + ++ + 
 = =

 − + + =  + − +

+ − − + + −
= =

 

 

Igualamos esta distancia a 14  y hallamos el valor de  . 

 

( )

( ) ( )

( ) ( )

2 14 162
, 14 2 14

2 14 1214

16 3 32,2 16,16 35,18,16

12 ´ 3 24,2 12, 12 ´ 21, 10, 12

d P

Si P P

Si P P

 
 

 





− = → =− 
= =  − =  

− = − → = −

=  + + 

= −  − − −  − − −

 

 

Los dos puntos de la recta r que están a una distancia 14  unidades del plano π son 

( )35,18,16P  y ( )´ 21, 10, 12P − − − .  
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EJERCICIO 8 (2.5 puntos) 

Considera el paralelogramo cuyos vértices consecutivos son los puntos 

( ) ( )–1,2,3 ,  –2,1,0 ,  0,5,1  y ( )P Q R S . 

a) [1 punto] Halla las coordenadas del punto S. 

b) [1,5 puntos] Calcula la ecuación de la recta que pasa por el origen de coordenadas y es 

perpendicular al plano que contiene a los puntos P, Q y R. 
 

a) El paralelogramo PQRS debe cumplir que PQ SR=  y PS QR= . 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) 1, 1, 3

, , ,5 ,1 1, 1, 3 ,5 ,1

1 1

1 5

–2,1,0

4

–1,2,3

0,5

6 1,6,

3

1

1 4

,

PQ

SR x y z x y z x y z

PQ SR

x x

y y S

z z

= − = − − −


= − = − − −  − − − = − − − 


= 

− = − = 
 

 − = −  =  
 − = − = 

 

 

Comprobamos que se cumple PS QR= . 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

1,6,4 1,2,3 2,4,1
2,4,1

0,5,1 2,1,0 2,4,1

PS
PS QR

QR

= − − = 
 = =

= − − = 

 

El punto S tiene coordenadas ( )1,6,4S . 

 

b) Hallamos la ecuación del plano que contiene a los puntos P, Q y R. 
 

( )

( )

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

1–1,2,3( )( ) 2 3

1, 1, 3 1 1 3 0

2 4 12,4,1

1 6 2 4 3 2 3 2 12 1 0

1 6 12 4 12 2 6 2 12 12 0 11 5 2 27 0

–1,2,3

–2,1,0

0,5,1

PP x y z

u PQ

QR

x y z z y x

x y z z y x

v

x y z

Q

R



 





 + − −
 

  = = − − −   − − − =  
 

 =  

 − − − − − − + − + − + + = 

 − − − + − + + − + − + + =   − − + =

=

 

 

La recta s es perpendicular al plano 11 5 2 27 0x y z  − − + =   y tiene como vector director 

el vector normal del plano ( )11, 5, 2n = − − . 

( )

( )

11
0,0,0

5 ;
11, 5, 2

2s

x
s

s y
v n

z



 



=
  

  = −  
= = − −   = −
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PevAU 2023 Ordinaria Matema ticas II 

 

PRUEBA DE EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS DE ADMISIÓN 

ANDALUCÍA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS 
CONVOCATORIA ORDINARIA, CURSO 2022-2023 

MATEMÁTICAS II 

 

Instrucciones: a) Duración: 1 hora y 30 minutos 

b) Este examen consta de 8 ejercicios distribuidos en 2 bloques (A y B) de 4 

ejercicios cada uno. 

c) Cada ejercicio tiene un valor máximo de 2.5 puntos. 

d) Se realizarán únicamente cuatro ejercicios, independientemente del bloque 

al que pertenezcan. En caso de responder a más de cuatro ejercicios, se 

corregirán únicamente los cuatro que aparezcan físicamente en primer lugar. 

e) Se permitirá el uso de calculadoras que no sean programables, ni gráficas ni con 

capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos 

conducentes a la obtención de resultados deben estar suficientemente justificados. 

f) En la puntuación máxima de cada ejercicio están contemplados 0,25 puntos para 

valorar la expresión correcta de los procesos y métodos utilizados. 

 

BLOQUE A 
 

 

EJERCICIO 1 (2.5 puntos) 

Considera la función continua :f →  definida por 
1

( )
x x

f x
e e−

=
+

. 

a) [1,5 puntos] Estudia y halla los máximos y mínimos absolutos de f (abscisas donde se 

obtienen y valores que se alcanzan). 

b) [1 punto] Calcula ( )( )2lim
x

x f x
→+

. 

 

 

EJERCICIO 2 (2.5 puntos) 

Sea la función  : 2,2f − ⎯⎯→  definida por 
3( ) 2 5f x x x= − + . 

a) [1,5 puntos] Determina las abscisas de los puntos, si existen, en los que la pendiente de la 

recta tangente coincide con la pendiente de la recta que pasa por los puntos (–2, f(–2)) y 

(2, f(2)). 

b) [1 punto] Determina la ecuación de la recta tangente y la ecuación de la recta normal a la 

gráfica de f en el punto de inflexión. 
  

 

EJERCICIO 3 (2.5 puntos) 

Considera la función :f →  definida por ( ) 1f x x x= − . Calcula el área del recinto 

limitado por la gráfica de dicha función y su recta tangente en el punto de abscisa x = 0. 

 
 

EJERCICIO 4 (2.5 puntos) 

Considera la función :F →  definida por ( ) ( )2

0

x

F x sen t dt=  .  Calcula 
( )

( )20
lim
x

xF x

sen x→
. 
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PRUEBA DE EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA 
EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS DE 

ADMISIÓN 
ANDALUCÍA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS 

CONVOCATORIA ORDINARIA, CURSO 2022-2023 

MATEMÁTICAS II 

 

BLOQUE B 

 

EJERCICIO 5 (2.5 puntos) 

Una marca de vehículos ha vendido este mes coches de tres colores: blancos, negros y rojos. El 

60% de los coches blancos más el 50% de los coches negros representan el 30% de los coches 

vendidos. El 20% de los coches blancos junto con el 60% de los coches negros y el 60% de los 

coches rojos representan la mitad de los coches vendidos. Se han vendido 100 coches negros más 

que blancos. Determina el número de coches vendidos de cada color. 

 

 

EJERCICIO 6 (2.5 puntos) 

Considera las matrices 

0 0 1 0 0

0 0 0 0 1

0 0 0 1 0

m

A m y B

m

   
   

= =   
   
   

. 

a) [0,5 puntos] Determina para que valores de m tiene inversa de la matriz A?  

b) [2 puntos] Para todo 1m  −  resuelve, si es posible, la ecuación matricial AX X B+ = . 

 

 

EJERCICIO 7 (2.5 puntos) 

El plano perpendicular al segmento de extremos P(0, 3, 8) y Q(2, 1, 6) que pasa por su punto 

medio corta a los ejes coordenados en los puntos A, B y C. Halla el área del triángulo cuyos 

vértices son los puntos A, B y C. 

 

 

EJERCICIO 8 (2.5 puntos) 

Considera el punto A(–1, 1, 3) y la recta r determinada por los puntos B(2, 1, 1) y C(0, 1, –1) 

a) [1,5 puntos] Halla la distancia del punto A a la recta r.  

b) Calcula el área del triángulo cuyos vértices son A, B y C. 
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SOLUCIONES 

EJERCICIO 1 (2.5 puntos) 

Considera la función continua :f →  definida por 
1

( )
x x

f x
e e−

=
+

. 

a) [1,5 puntos] Estudia y halla los máximos y mínimos absolutos de f (abscisas donde se 

obtienen y valores que se alcanzan). 

b) [1 punto] Calcula ( )( )2lim
x

x f x
→+

. 

 

a) Usamos la derivada para obtener los puntos críticos de la función. 
 

( )

( ) ( )

( )

2 2

2

0 1
´( )

´( ) 0 0 0 2 0 0

x x x x

x x x x

x x
x x x x

x x

e e e e
f x

e e e e

e e
f x e e e e x x x x

e e

− −

− −

−
− −

−

− − − +
= =

+ +

− +
=  =  − + =  =  − =  − =  =

+

 

 

Estudiamos el cambio de signo de la derivada antes y después de x = 0. 
 

• En el intervalo ( ),0−  tomamos x = –1 y la derivada vale 

( )

1 1

2
1 1

´( 1) 0.24 0
e e

f
e e

−

−

− +
− = 

+
. La función crece en ( ),0− . 

• En el intervalo ( )0,+  tomamos x = 1 y la derivada vale 

( )

1 1

2
1 1

´(1) 0.24 0
e e

f
e e

−

−

− +
= − 

+
. La función decrece en ( )0,+ . 

 

La función sigue el esquema siguiente. 

 
 

La función presenta un máximo relativo que es absoluto en x = 0. En dicho valor la función 

vale 
0 0

1 1
(0)

2
f

e e−
= =

+
. El máximo absoluto tiene coordenadas 

1
0,

2

 
 
 

. 

La función no presenta mínimo relativo ni absoluto pues su dominio es , es continua y 

1 1
lim ( ) lim 0

0x xx x
f x

e e−→− →−
= = =

+ + 
, 

1 1
lim ( ) lim 0

0x xx x
f x

e e−→+ →+
= = =

+  +
. La función es 

siempre positiva, pero no alcanza el valor 0 en ningún punto de la gráfica. 
 

b) Hallamos la expresión de ( )2x f x  y calculamos el límite pedido. 

( )( )
2

2 2 1
lim lim lim Indeterminación(L´Hôpital) =

0

2 2 2 2
= lim Indeterminación(L´Hôpital) = lim 0

0 0

x x x xx x x

x x x xx x

x
x f x x

e e e e

x

e e e e

− −→+ →+ →+

− −→+ →+

 
= = = = =

+ +  + 

 
= = = = = =

−  −  +  + 

  

http://www.ebaumatematicas.com/


PevAU 2023 Ordinaria Matemáticas II en Andalucía      

 

199 de 571  www.ebaumatematicas.com  

EJERCICIO 2 (2.5 puntos) 

Sea la función  : 2,2f − ⎯⎯→  definida por 
3( ) 2 5f x x x= − + . 

a) [1,5 puntos] Determina las abscisas de los puntos, si existen, en los que la pendiente de la 

recta tangente coincide con la pendiente de la recta que pasa por los puntos (–2, f(–2)) y 

( )( )2, 2f . 

b) [1 punto] Determina la ecuación de la recta tangente y la ecuación de la recta normal a la 

gráfica de f en el punto de inflexión. 
 

a) La pendiente de la recta que pasa por los puntos (–2, f(–2)) y (2, f(2)) vale: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

3

3

2 22 2 2 5 1 9 1
2

2 2 4(2) 2 2·2 5 9

–2f f f
Pendiente

f

 − −= − − − + = −
 = = =

− −= − + = 

 

 

La pendiente de la recta tangente es la derivada. Igualamos las expresiones y hallamos el 

punto o puntos pedidos. 

 
2

2 2 2´( ) 3 2 4 4
3 2 2 3 4

3 32

f x x
x x x x

Pendiente

= −
 − =  =  =  = 

= 
 

 

Existen dos puntos donde se cumple lo pedido: 
4

3
x = − ; 

4

3
x = +  

 

b) Hallamos las coordenadas del punto de inflexión igualando a cero la segunda derivada. 

 
2´( ) 3 2 ´́ ( ) 6

´́ ( ) 0 6 0 0

´́ ´( ) 6 ´́ ´(0) 6 0

f x x f x x

f x x x

Como f x f

= −  =

=  =  =

=  = 

 

 

La función presenta un punto de inflexión en x = 0. 

 

Hallamos la ecuación de la recta tangente en x = 0. 

 

( )
3

2

(0) 0 2·0 5 5
5 2 0 2 5

´(0) 3·0 2 2

f
y x y x

f

= − + = 
 − = − −  = − +

= − = − 
 

 

Hallamos la ecuación de la recta normal en x = 0. 

 

( )
(0) 5 1 1

5 0 5
´(0) 2 2 2

f
y x y x

f

= 
 − = − −  = +

= − −
 

 

  

http://www.ebaumatematicas.com/


PevAU 2023 Ordinaria Matemáticas II en Andalucía      

 

200 de 571  www.ebaumatematicas.com  

EJERCICIO 3 (2.5 puntos) 

Considera la función :f →  definida por ( ) 1f x x x= − . Calcula el área del recinto 

limitado por la gráfica de dicha función y su recta tangente en el punto de abscisa x = 0. 

 

La función valor absoluto la expresamos como una función a trozos. 
 

( )
( )

( )

1 1
1

1 1

x x si x
f x x x

x x si x

− + 
= − = 

− 

 

 

Hallamos la ecuación de la recta tangente en el punto de abscisa x = 0. En el entorno de este 

valor la función es ( ) ( )1 1f x x x x x= − = − + . 

( ) ( ) ( )21 ´ 2 1f x x x x x f x x= − + = − + → = − +  

( )

( ) ( )

( ) ( )( )

( )

´ 0 0 1 1

0 0 0 1 0 0 1 0

0 ´ 0 0

f

f y x y x

y f f x

= − + = 


= − + =  − = −  =


− = − 

 

 

Nos piden calcular el área del recinto limitado por la gráfica de ( ) 1f x x x= −  y la recta 

y x= . Averiguamos donde se cortan ambas funciones. 

 

( ) 1
1

f x x x
x x x

y x

= − 
 − = 

= 
 

( ) ( )

( )

2 2

2 2

0
1 2 0 2 0

2

1 0 0

x
x x x x x x x x x x

x

x x x x x x x x

 =
− = → − = → − = → − = → 

= 


− + = → − + = → − = → =

 

 

El recinto del cual queremos hallar el área es el valor absoluto de la integral definida de la 

función entre 0 y 2 de la diferencia de las dos funciones. Como la función cambia de 

definición en x = 1 y pertenece al intervalo (0, 2) dividimos el área en dos partes. 
 

( )

( )

1
3 2

1 1
2

0 0
0

3 2 3 2

22 2 3 2
2

1 1 1

3 2 3 2

1
3 2

1 1 0 0 1 1 1
?

3 2 3 2 3 2 6

1
3 2

2 2 1 1 8 1 1 5
2

3 2 3 2 3 3 2 6

x x
x x dx x xdx

x x
x x dx x xdx

 
− + = − + = − + = 

 

   
− + − − + = − + =   

   

 
− = − = − = 

 

   
= − − − = − − + =   

   

 

 

 

 

El área del recinto es la suma de estos dos valores: 
1 5

1
6 6

unidad cuadrada+ = .  
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EJERCICIO 4 (2.5 puntos) 

Considera la función :F →  definida por ( ) ( )2

0

x

F x sen t dt=  .  Calcula 
( )

( )20
lim
x

xF x

sen x→
. 

 

 

( )

( )
( )

( )2 20

0· 0 0
lim Indeterminación (L´Hôpital)=...

00x

xF x F

sen x sen→
= = =  

La función f(x) es continua en  por lo que la función F(x) es continua y derivable siendo 

su derivada ( ) ( )2´F x sen x=  

Usando esta propiedad calculamos el valor del límite pedido. 

( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2

2 2 20 0

2 2

2 20

2 2 2 2

2 2 20

0 0 0´ 0
... lim lim

02 ·cos 2 ·cos 2·0·cos 0

´ ·2 ·cos
Indeterminación (L´Hôpital)= lim

2cos 2 ·2 ·

2 ·cos 0 0
lim

2cos 4 ·

x x

x

x

F x xsen x F senF x xF x

x x x x

F x sen x x x x

x x x sen x

sen x sen x x x

x x sen x

→ →

→

→

+ ++
= = = = =

+ +
= =

 + −
 

+ + + +
= =

− ( )
0 0

0
2cos 0 0 2

= =
+
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BLOQUE B 

EJERCICIO 5 (2.5 puntos) 

Una marca de vehículos ha vendido este mes coches de tres colores: blancos, negros y rojos. El 

60% de los coches blancos más el 50% de los coches negros representan el 30% de los coches 

vendidos. El 20% de los coches blancos junto con el 60% de los coches negros y el 60% de los 

coches rojos representan la mitad de los coches vendidos. Se han vendido 100 coches negros más 

que blancos. Determina el número de coches vendidos de cada color. 

 

Llamamos “x” al número de coches blancos, “y” al número de coches negros y “z” al 

número de coches rojos. 

 

El número total de coches vendidos es x y z+ + . 

 

“El 60% de los coches blancos más el 50% de los coches negros representan el 30% de 

los coches vendidos” → ( )0.6· 0.50· 0.30x y x y z+ = + +  

 

“El 20% de los coches blancos junto con el 60% de los coches negros y el 60% de los 

coches rojos representan la mitad de los coches vendidos” → 

0.20· 0.60· 0.60·
2

x y z
x y z

+ +
+ + =  

“Se han vendido 100 coches negros más que blancos” → 100y x= + . 

 

Reunimos las ecuaciones obtenidas en un sistema y lo resolvemos. 

 

( ) ( )

( )

0.6· 0.50· 0.30 6 5 3

6 5 3 3 3 3

0.20· 0.60· 0.60· 2 6 6 1

1

2 3 0
3 2

0
2 2

100 00

100
2 6 6 5 5 5 3 0

100 100

3 0

x y z x y z
x y z x y z

y x y x

x y x y z x y x y z

x y x y

y

x
x y z x y z x y

z
z

z x y

x

z
x

y x

+ + + +
+ + = + + =

= + = +

+
+ + = + + − + + =

−

+ = + + + = + + 
 
 

  
 
 
 

+ = + + + − = 


= + =

+ − =
   

 + 

( )1

3

3 2 200 3 0 5 3 200
5 3 00 2 200

500 100 600
5 300 6 200 500 500

100 2· 0

100 0

2 100 0 2

50

100

0 9 0

x x z x z
x x

y
x x

z

x
z

x x z

z

x

x x






+ + − = − = − 
   − − + = −  

 

 = + =
 + − = −  − = −  =  

= − + =

+ + + =

− + + = = −



+

 

 

Se han vendido 500 coches blancos, 600 negros y 900 rojos. 
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos) 

Considera las matrices 

0 0 1 0 0

0 0 0 0 1

0 0 0 1 0

m

A m y B

m

   
   

= =   
   
   

. 

a) [0,5 puntos] Determina para que valores de m tiene inversa de la matriz A?  

b) [2 puntos] Para todo 1m  −  resuelve, si es posible, la ecuación matricial AX X B+ = . 

 

a) Una matriz tiene inversa cuando su determinante es no nulo. 
 

3 3

3

0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0

0 0 0

m

A m m m

m

A m m

= = + + − − − =

=  =  =

 

 

La matriz A tiene inversa cuando m es distinto de 0. 

 

b) Despejo X de la ecuación AX X B+ = . 
 

( ) ( )
1

A I X B X A I B
−

+ =  = +  

 

Comprobamos que la matriz A + I tiene inversa viendo si su determinante es no nulo. 
 

3 3

3 3 3

0 0 1 0 0 1 0

0 0 0 1 0 1 0

0 0 0 0 1 0 1

1 0

1 0 1 0 0 0 0 1

0 1

0 1 0 1 1 1

m m

A I m m

m m

m

A I m m m

m

A I m m m

     
     

+ = + =     
     
     

+ = = + + − − − = +

+ =  + =  = −  = − = −

 

 

La matriz A + I tiene inversa pues 1m  − . La calculamos. 
 

( )
( )1

3 3

1 0 0 11 0

0 1 1 00 1

0 1 0 10 1 1

0 1 1 01 1

0 1 0 1

1 0 0 1

T

m mm

m mAdj m

m mmAdj A I
A I

m mA I m m

m m

m m

−

  
−  

  
   +    + = = = − −

+ + +  
 
 − 
 

 

 

( )

2

1 2

3

2

1
1

1
1

1

m m

A I m m
m

m m

−

 −
 

+ = − +
 − 
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Hallamos la expresión de la matriz X. 

( )

2 2

2 2

3 3

1

2 2

1 1 0 0 1
1 1

1 0 0 1 1
1 1

1 0 1 0 1

X

m m m m

m m m m
m

m

A I
m

m m m

B
−

   − − 
    

− = −    + +    − −    

= + =  

OTRA FORMA DE HACERLO 

0 0 1 0 0

; 0 0 0 0 1

0 0 0 1 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 1

0 0 0 1 0

1

a b c m

X d e f A m y B

g h i m

m a b c a b c

AX X B m d e f d e f

m g h i g h i

mg mh mi a b c

ma mb mc d e f

md me mf g h i

     
     

= = =     
     
     

      
      

+ =  + =      
      
      

   
   

+ =   
   
   

0 0 1 0 0

0 0 1 0 0 1

0 1 0 0 1 0

1

1 1

0 1

0

0

0

1

0

1

0

mg a mh b mi c

ma d mb e mc f

md g me h mf i

mg a

mg a mc f

mh b me h

mi c b
h

ma d m

mb e c mi

mc f d
a

mmd g

e mbme h

g mdmf i

f

+ + +     
     

 + + + =     
     + + +     

+ =

+ =  + =


+ = + =
+ = −
 =

+ = 


+ =  = −
+ = −
 =

+ = 
 = −+ =


= −+ = 

=

( )

( )

( )

22

2 2

2 2

3

3

3

1
11 1

1
1 1 1

11 1 1

1
1

1
1

1
1

d d d mm md m d
mm m

i i
m mi m i i m

m m m

b b
m mb m b b m

m m m

i

m

m
d

m

m
i

m

m
b

m







    − − =− − = − − =          
    

 − − =  − − =  − − =     
    

    − − = − − = − − =        


−



 +
− = 

 

 +
 − =  

 

 +
− = 

 

3 3

2

3 3

3
2

3 3
2

3 32

2

3 3

3 2

3 3

3 3

1 1

1 1

1 1

1 11 1
11 1

1
1 1

1
1 1

1

1 1

1 1

1 1

m
h

m m m

m m
c m

m m m
d

mm m ma
m m m m

i X m m
m mm m

e m m m
m m mb

m m m
g m

m m

m
f

m m m

− − 
= = + +


− 

= − =
− + + =  − −+   −= = −    + +

 =   = −   + +−    = − = − −  + +=  +  − = − =
+ +
− −
= =

+ + 
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EJERCICIO 7 (2.5 puntos) 

El plano perpendicular al segmento de extremos P(0, 3, 8) y Q(2, 1, 6) que pasa por su punto 

medio corta a los ejes coordenados en los puntos A, B y C. Halla el área del triángulo cuyos 

vértices son los puntos A, B y C. 

 

El punto medio M del segmento PQ tiene coordenadas 
( ) ( )

( )
0,3,8 2,1,6

1,2,7
2

M
+

= = . 

El plano π perpendicular al segmento PQ tiene como vector normal el vector PQ . Y 

contiene al punto M. 

 

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

2,1,6 0,3,8 2, 2, 2

: 2 2 2 02, 2, 2
: 2 4 14 0

1,2,71,2,7

16 : 2 2 2 16 0 : 8 0

PQ

x y z Dn PQ
D

MM

D x y z x y z






 

= − = − −

 − − + == = − −  
  − − + =  

 

 =  − − + =  − − + =

 

 

Hallamos los puntos de corte con cada uno de los ejes de coordenadas. 
 

( )

( )

( )

: 8 0

8 0 8 8,0,00
:

0

: 8 0

8 0 8 0,8,00
:

0

: 8 0

8 0 8 0,0,80
:

0

x y z

A x x Ay
OX

z

x y z

B y y Bx
OY

z

x y z

C z z Cx
OZ

y







− − + =


→  + =  = −  −=
 =

− − + =


→  − + =  = =
 =

− − + =


→  − + =  = =
 =

 

 

El área del triángulo ABC es la mitad del módulo del producto vectorial AB AC . 
 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )
2 22

0,8,0 8,0,0 8,8,0
8 8 0 64 64 64

0,0,8 8,0,0 8,0,8
8 0 8

64, 64, 64

64 64 64
32 3 55.426

2 2

i j k
AB

AB AC i k j
AC

AB AC

AB AC
Área unidades cuadradas

= − − = 
  = = − −

= − − = 

 = − −

 + − + −
= = =
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EJERCICIO 8 (2.5 puntos) 

Considera el punto A(–1, 1, 3) y la recta r determinada por los puntos B(2, 1, 1) y C(0, 1, –1) 

a) [1,5 puntos] Halla la distancia del punto A a la recta r.  

b) [1 punto] Calcula el área del triángulo cuyos vértices son A, B y C. 

 

a) Hallamos la ecuación de la recta r. 

 

( )

( )

( ) ( ) ( )

( )

2,  1,  1 2,1,1 0,1, 1 2,0,2
: :

0,  1,  –1 2,  1,  1

2 2

: 1 ,

1 2

r
B v CB

r r
C B

x t

r y t

z t

r

r r

 = = − − = 
  

  

= +


 



 

=
 = +

 

 
Hallamos la proyección ortogonal del punto A en la recta r. Para ello hallamos el punto A´ 

perteneciente a la recta tal que el vector ´AA  sea ortogonal al vector director de la recta 

( )2,0,2rv = . 

 

( )

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )( )

´ 1.1,3

´

2 2

: 1 ,
´ 2 2 ,1,1 2

1 2

´

2 2 ,1,1 2 3 2 ,0, 2 2

2,0

2

´ 0

,2

3 2 ,0, 2 2 2,0,2 3 2 ,0, 2 0

·

r

r

x t

r y t
A t t

z t

A r

t t t t

v

t

A

t t t

Av

AA

AA

= + 
 

=  
 + + = + 

 

+ + − + − +

=


+ − +  + − + = = 



= − =

=

 

 

1 6 3
2 2

4 4 2
2 1 3 1

6 4 4 4 0 8 2 1 ´ ,1,
8 4 2 2

1 2 1
1 2

4 4 2

x

t t t t y A

z

−
= + = =

− −  
 + − + =  = −  = =  =   

  −
 = + = =

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La distancia del punto A a la recta r es la distancia del punto A al punto A´, es decir, el 

módulo del vector ´AA . 

 

( )
3 1 5 5

,1, ,0,
2 2

3
2 2

´ 1,1,AA
   

= − − =   


−

  
 

 

 

( ) ( )
2 2

25 5 5 2
, , ´ ´ 0 3.54

2 2 2
d A r d A A AA unidades

−   
= = = + + =   

   
 

 

b) El área del triángulo ABC es la mitad del módulo del producto vectorial AB AC . 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

2 2 2

2,1,1 1,1,3 3,0, 2
3 0 2 2 12 10

0,1, 1 1,1,3 1,0, 4
1 0 4

0,10,0

0 10 0
5

2 2

i j k
AB

AB AC j j j
AC

AB AC

AB AC
Área ABC unidades cuadradas

= − − = − 
  = − = − + =

= − − − = −  −

 =

 + +
= = =
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PevAU 2023 Ordinaria (suplente) Matema ticas II 

 

PRUEBA DE EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS DE ADMISIÓN 

ANDALUCÍA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS 
CURSO 2022-2023 

MATEMÁTICAS II 

 

Instrucciones: a) Duración: 1 hora y 30 minutos 

b) Este examen consta de 8 ejercicios distribuidos en 2 bloques (A y B) de 4 

ejercicios cada uno. 

c) Cada ejercicio tiene un valor máximo de 2.5 puntos. 

d) Se realizarán únicamente cuatro ejercicios, independientemente del bloque al 

que pertenezcan. En caso de responder a más de cuatro ejercicios, se corregirán 

únicamente los cuatro que aparezcan físicamente en primer lugar. 

e) Se permitirá el uso de calculadoras que no sean programables, ni gráficas ni con 

capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos 

conducentes a la obtención de resultados deben estar suficientemente justificados. 

f) En la puntuación máxima de cada ejercicio están contemplados 0,25 puntos para 

valorar la expresión correcta de los procesos y métodos utilizados. 

 

BLOQUE A 
 

 

EJERCICIO 1 (2.5 puntos) 

De entre todos los rectángulos de diagonal 10 cm (cada una), calcula las dimensiones del que 

tiene mayor área. 
 

 

EJERCICIO 2 (2.5 puntos) 

Considera la función ( )
1

f x
x x

= , para 0x  . 

a) [1 punto] Calcula los intervalos de concavidad y de convexidad de f, así como los puntos 

de inflexión de su gráfica, si existen. 

b) [1,5 puntos] Estudia y calcula las asíntotas de la función. Esboza su gráfica. 
  

 

EJERCICIO 3 (2.5 puntos) 

Determina la función ( ): 0,f + → , sabiendo que es dos veces derivable, su gráfica pasa por 

el punto ( )1,0 , ( )´f e e=  y ( ) ( )´́ 2ln 1f x x= + , para todo 0x   (ln denota la función 

logaritmo neperiano). 

 
 

EJERCICIO 4 (2.5 puntos) 

Considera las funciones , :f g →  definidas por ( ) 2 1f x x= −  y ( ) 5g x x= + . 

a) [1,25 puntos] Calcula los puntos de corte de las gráficas de ambas funciones y esboza el 

recinto que determinan. 

b) [1,25 puntos] Determina el área del recinto anterior. 
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PRUEBA DE EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA 
EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS DE 

ADMISIÓN 
ANDALUCÍA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS 

CURSO 2022-2023 

MATEMÁTICAS II 

 

BLOQUE B 

 

EJERCICIO 5 (2.5 puntos) 

Sean las matrices 

1 1 1 0 4 2 0 0 1

1 1 1 , 0 0 4 y  0 1 0

1 1 1 2 2 1 1 0 0

m m

A B C

m m

+ −     
     

= = =     
     − +     

. 

a) [1 punto] Calcula m para que la matriz A tenga inversa. 

b) [1,5 puntos] Para m = 0, resuelve, si es posible, la ecuación matricial 41

2
AX C B+ = . 

 

 

EJERCICIO 6 (2.5 puntos) 

Considera las matrices ( ) ( ), 1 1    y   1 1 1

x y z

A y x x B C

z z y



 
 

= = = 
 
 

. 

a) [1,5 puntos] Discute el sistema BA C= , según los valores de α. 

  

b) [1 punto] Resuelve el sistema, si es posible, para 0 =  y para 1 = . 

 

 

EJERCICIO 7 (2.5 puntos) 

Determina el punto simétrico de ( )2, 4, 3A − −  con respecto al plano que contiene a los puntos 

( ) ( ) ( )1,1,2 , 0,1/ 3,1   y  3,0,3B C D − . 

 

 

EJERCICIO 8 (2.5 puntos) 

Dados los puntos  ( ) ( )0,0,0 ,  2, –1,0 ,  )3,0, – , 1( 1, –) (O A B x y C x , los vectores ,   y  OA OB OC  

determinan un paralelepípedo. 

a) [1,5 puntos] Calcula los posibles valores de x sabiendo que el volumen del paralelepípedo 

es 5 unidades cúbicas. 

b) [1 punto] Para x = 1, halla el área de la cara del paralelepípedo que contiene a los 

vértices O, A y B. 
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SOLUCIONES 
EJERCICIO 1 (2.5 puntos) 

De entre todos los rectángulos de diagonal 10 cm (cada una), calcula las dimensiones del que 

tiene mayor área. 
 

 
Aplicamos el teorema de Pitágoras al triángulo rectángulo de catetos x, y. 
 

2 2 2 2 2 210 100 100x y y x y x+ =  = −  = −  

 

El área del rectángulo es ·Base altura xy= . 
 

( ) 2 2 4100 100 ; 0 10A x xy x x x x x= = − = −    

 

Hallamos los puntos críticos de la función Área. 
 

( ) ( )

( )

( )

3
2 4

2 4

3
3

2 4

2

2 2

200 4
100 ´

2 100

200 4
´ 0 0 200 4 0

2 100

0 0
4 50 0

50 0 50 50 7.07

x x
A x x x A x

x x

x x
A x x x

x x

x Área
x x

x x x

−
= −  =

−

−
=  =  − = 

−

 = → =
 − =  

− = → = → =

 

 

Estudiamos el signo de la derivada antes y después de 50x = . 

• En el intervalo ( )0, 50  tomamos x = 5 y la derivada vale 

( )
3

2 4

200·5 4·5 500
´ 5 0

2 100·5 5
A

−
= = 

+−
. La función crece en ( )0, 50 . 

• En el intervalo ( )50,10  tomamos x = 8 y la derivada vale 

( )
3

2 4

200·8 4·8 448
´ 8 0

2 100·8 8
A

− −
= = 

+−
. La función decrece en ( )50,10 . 

 

La función sigue el esquema siguiente. 

 

La función tiene un máximo en 50x = . 

Para 50x =  tenemos que ( )
2

2100 100 50 50y x= − = − = . 

El rectángulo de área máxima con diagonal 10 cm es un cuadrado de lado 50 7.07  cm.  
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EJERCICIO 2 (2.5 puntos) 

Considera la función ( )
1

f x
x x

= , para 0x  . 

a) [1 punto] Calcula los intervalos de concavidad y de convexidad de f, así como los puntos de 

inflexión de su gráfica, si existen. 

b) [1,5 puntos] Estudia y calcula las asíntotas de la función. Esboza su gráfica. 
  

a) Expresamos la función como una función a trozos. 
 

( )
( )

( )

2

2

1 1
0

·1

1 1
0

·

si x
x x x

f x
x x

si x
x x x

−
=  −

= = 
 = 


 

 

 Calculamos la derivada segunda y averiguamos cuando se anula. 
 

( )

( ) ( )

2

2

2

2

4
3 4

3
4

4

1
0

1
0

6
6 0

2 0
´ ´́

62 0
6 0

x si x
x

f x

x si x
x

x si x
x si x x

f x f x
x si x

x si x
x

−

−

−
−

−
−

−
= − 

= 
 = 


−
− =   

=  = 
−   = 



 

 

Esta expresión de la segunda derivada nunca se anula y en cada intervalo no cambia su 

signo. 
 

• En el intervalo ( ),0−  tomamos x = –1 y la derivada segunda vale 

( )
( )

4

6
´́ 1 6 0

1
f

−
− = = − 

−
. La función es cóncava (∩) en el intervalo ( ),0− . 

• En el intervalo ( )0,+  tomamos x = 1 y la derivada segunda vale ( ) 4

6
´́ 1 6 0

1
f = =  . 

La función es convexa (∪) en el intervalo ( )0,+ . 

 

La función es cóncava (∩) en el intervalo ( ),0−  y convexa (∪) en el intervalo ( )0,+ . No 

presenta puntos de inflexión, pues x = 0 no pertenece al dominio de la función. 

 

b) Asíntota vertical. x a=  

¿ 0x =  es asíntota vertical? 

 

( )

( )

2
0 0

2
0 0

1 1
lim lim

0

1 1
lim lim

0

x x

x x

f x
x

f x
x

− −

+ +

+
→ →

+
→ →

− −
= = = −

= = = +

 

0x =  es asíntota vertical. 
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Asíntota horizontal y b=  

( )

( )

2

2

1 1
lim lim 0

1 1
lim lim 0

x x

x x

b f x
x

b f x
x

→+ →+

→− →−

= = = =
+

= = = =
+

 

 

0y =  es asíntota horizontal 

 

Asíntota oblicua y mx n= +  

No tiene asíntota oblicua, pues tiene asíntota horizontal 

 

Hacemos una tabla de valores y la representamos. 

 

2 2

0 0

1 1

2 0.25 0.5 4

1 1 1 1

0.5 4 2 0.25

x x

x y x y
x x

 

−
= =

− −

− −

− −
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EJERCICIO 3 (2.5 puntos) 

Determina la función ( ): 0,f + → , sabiendo que es dos veces derivable, su gráfica pasa por 

el punto ( )1,0 , ( )´f e e=  y ( ) ( )´́ 2ln 1f x x= + , para todo 0x   (ln denota la función 

logaritmo neperiano). 
 

Si la segunda derivada es ( ) ( )´́ 2ln 1f x x= +  su integral será la derivada primera. 

 

( ) ( ) ( )

( )

´ ´́ 2 ln 1 2 ln ...

1 1
ln ln ln ln ln

... 2 ln 2 ln 2 2 ln

f x f x dx x dx xdx dx

Integral por partes

xdx u x du dx x x x dx x x dx x x x
x x

dv dx v x

x x x x x x x x x x x A

= = + = + =

 
 
 

= = → = = − = − = − 
 

= → =  

= − + = − + = − +





   

   

 

Si ( )´f e e=  entonces: 

 

( )

( )

´ 2 ln
2 ln 2 0

´

f x x x x A
e e e e A e e e A A

f e e

= − + 
 = − +  = − +  =

= 

 

 

La primera derivada queda ( )´ 2 lnf x x x x= − . 

Si la primera derivada es ( )´ 2 lnf x x x x= −  su integral será la función. 

 

( ) ( )

2 2

2

2 2 2 2 2 2

2 2

´ 2 ln 2 ln ...

1 1
ln ln ln ·

2 2

2

1 1
ln ln ln · ln

2 2 2 2 2 2 2 2 4

... 2 ln
2 4

f x f x dx x x xdx x xdx xdx

Integral por partes

x x
x xdx u x du dx x dx

x x

x
dv xdx v xdx

x x x x x x x
x dx x xdx x x

x x
x

= = − = − =

 
 
 
 

= = → = = − = 
 
 

= → = = 
 

= − = − = − = −

= −









   







2 2 2
2 2 2ln ln

2 2 2

x x x
x x x x x B

 
− = − − = − + 

 

 

 

La función tiene la expresión ( ) 2 2lnf x x x x B= − + . 

Si su gráfica pasa por el punto ( )1,0  → ( )1 0f = . 

( )

( )

2 2

2 2
ln

0 1 ln1 1 1
1 0

f x x x x B
B B

f

= − + 
 = − +  =

= 

 

La función tiene la expresión ( ) 2 2ln 1f x x x x= − + .  
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EJERCICIO 4 (2.5 puntos) 

Considera las funciones , :f g →  definidas por ( ) 2 1f x x= −  y ( ) 5g x x= + . 

a) [1,25 puntos] Calcula los puntos de corte de las gráficas de ambas funciones y esboza el 

recinto que determinan. 

b) [1,25 puntos] Determina el área del recinto anterior. 
 

a)  Expresamos la función f(x) como una función a trozos. 
 

( )

2 2

2

2 2

2

1 0 1 1 1

1 1

1 1 1 1

1 1

x x x

x si x

f x x x si x

x si x

− =  =  = = 

 −  −


= − = − + −  


− 

 

 

Buscamos los puntos de corte de las gráficas. 
 

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

2

2

2

2 2

2

2 2

1

5 1 5

1 5
3

1 1 4·1· 6 1 5 2
1 5 6 0

1 52 2
2

2

1 1 4·1·4 1 15
1 5 4 0  No existe

2 2

f x x

g x x x x

f x g x

x

x x x x x

x

x x x x x

= −


= +  − = + 


= 

 +
= =  − − −  

− = + → − − = → = = = 
−  = − =  


 −  − −  −

− = − + → + + = → = = =


 

 

Como g(3) = 3 + 5 = 8 y g(–2) = –2+5 = 3 los puntos de corte de las gráficas son ( )3,8P y 

( )2,3Q − . 

Hacemos una tabla de valores y esbozamos las 

gráficas y el recinto que delimitan. 

 
2 1

2 3

1 0

0 1

1 0

3 8

x y x= −

−

−
      

5

2 3

1 4

0 5

1 6

3 8

x y x= +

−

−
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b) El recinto del cual queremos hallar el área lo dividimos en tres zonas. 

Calculamos el área de cada una de ellas  

 

Zona 1: 

( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

1 1 1
2 2 2

2 2 2

1 3 2 3 23 2

2

5 1 5 1 6

1 1 2 2
6 6 1 6 2

3 2 3 2 3 2

1 1 8 7 1 13
6 2 12 4

3 2 3 3 2 6

x x dx x x dx x x dx

x x
x

− − −

− − −

−

−

+ − − = + − + = − + + =

   − − − − 
= − + + = − + + − − − + + − =    

        

= + − − − + = − + =

  

 

 

Zona 2: 

 

( )

( ) ( )
( )

1 1 1
2 2 2

1 1 1

1 3 23 2 3 2

1

5 1 5 1 4

1 11 1
4 4·1 4 1

3 2 3 2 3 2

1 1

3 2

x x dx x x dx x x dx

x x
x

− − −

−

+ − − + = + + − = + + =

 − −   
= + + = + + − + + − =    

      

= +

  

1 1
4

3 2
+ + −

2 26
4 8

3 3
+ = + =

 

 

Zona 3: 

 

( )
3 3 3

2 2 2

1 1 1

3
3 2 3 2 3 2

1

5 1 5 1 6

3 3 1 1
6 6·3 6·1

3 2 3 2 3 2

9 1 1 8 1 1 22
9 18 6 3 7

2 3 2 2 3 3 3

x x dx x x dx x x dx

x x
x

+ − − = + − + = − + + =

     
= − + + = − + + − − + + =     

     

= − + + + − − = + + = + =

  

 

 

El área del recinto es la suma de estos tres valores: 
13 26 22 109

18.16
6 3 3 6

+ + = .unidades 

cuadradas. 

 

  

http://www.ebaumatematicas.com/


PevAU 2023 Ordinaria (suplente) Matemáticas II en Andalucía      

 

216 de 571  www.ebaumatematicas.com  

BLOQUE B 

EJERCICIO 5 (2.5 puntos) 

Sean las matrices 

1 1 1 0 4 2 0 0 1

1 1 1 , 0 0 4 y  0 1 0

1 1 1 2 2 1 1 0 0

m m

A B C

m m

+ −     
     

= = =     
     − +     

. 

a) [1 punto] Calcula m para que la matriz A tenga inversa. 

b) [1,5 puntos] Para m = 0, resuelve, si es posible, la ecuación matricial 41

2
AX C B+ = . 

 

a) Para que la matriz A tenga inversa su determinante debe ser no nulo. 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 2

2 2

2

1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1

2 1 2 2 2 1 1 1

m m

A m m m m m m

m m

m m m m m m m

m

+ −

= = + + − + − − − − + − + =

− +

= + + + − − − + − − − − =

= 2 1m+ + 22 2m m+ − − 2m+ 1− 2m− 2 4 4

0 4 4 0 4 4 1

m

A m m m

− = −

=  − =  =  =

 

 

El determinante de A se anula para m = 1. La matriz A tiene inversa para cualquier valor de 

m distinto de 1. 

 

b) Para m = 0 la matriz A tiene inversa. Despejamos X en la ecuación matricial. 

 

( ) ( )4 4 4 1 41 1
2 2

2 2
AX C B AX B C AX B C X A B C−+ =  = −  = −  = −  

 

Calculamos la inversa de A. 

 

( )
1

1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 4 0

1 1 1

1 1 1 1 1 11 1 1

1 1 1 1 1 11 1 1

1 1 1 1 1 11 1 1 1

1 1 1 1 1 14 4

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

T

A

Adj

Adj A
A

A

−

−

= = − − − − − = − 

−

 − 
−   − −  

   − −−   = = = − −
− −− −  

 
− − − 

 
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1

0 2 2
1

2 0 2
4

2 2 0

A−

− 
 

= − − −  − 

 

 

Obtenemos la expresión de X. 

 

( )

2

4 2 2

4

1 4

0 0 1 0 0 1 1 0 0

0 1 0 0 1 0 0 1 0

1 0 0 1 0 0 0 0 1

1 0 0

· · 0 1 0

0 0 1

0 4 2 1 0 0 1 4 2

0 0 4 0 1 0 0 1 4

2 2 1 0 0 1 2 2 0

0 2 2
1

2 2· 2 0 2
4

2 2 0

C I

C C C I I I

B C

X A B C−

    
    

= = =    
    
    

 
 

= = = =  
 
 

−     
     

− = − = −     
     
     

− 
 

= − = − −−  − 

1 4 2 4 2 4 8
1

0 1 4 2 4 8 4 4
2

2 2 0 2 8 2 4 8

4 6 8 2 3 4
1

2 12 4 1 6 2
2

2 10 4 1 5 2

X

− + −   
−   

− = − − − −   
   − + −   

− − −   
−    

= − − − =   
   − − −   
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos) 

Considera las matrices ( ) ( ), 1 1    y   1 1 1

x y z

A y x x B C

z z y



 
 

= = = 
 
 

. 

a) [1,5 puntos] Discute el sistema BA C= , según los valores de α. 

  
b) [1 punto] Resuelve el sistema, si es posible, para 0 =  y para 1 = . 

 

a) Obtenemos el sistema de ecuaciones asociado a la ecuación matricial. 
 

( ) ( )

( ) ( )

1 1 1 1 1

1 1

1 1 1 1 1

1 1

x y z

BA C y x x

z z y

x y z x y z

x y z y x z z x y y x z x y z

z x y x y z



 

    

 

 
 

=  = 
 
 
 

+ + = + + = 
 

 + + + + + + =  + + =  + + = 
 + + = + + = 

 

 

La matriz de coeficientes asociada al sistema es 

1 1

1 1

1 1

A







 
 

=  
 
 

 y la matriz ampliada es 

1 1 1

/ 1 1 1

1 1 1

A B







 
 

=  
 
 

. 

Vemos cuando se anula el determinante de A. 
 

( )( )

( )

3 3

3 2

2

2

1 1

1 1 1 1 3 2

1 1

1 0 3 2

0 3 2 0 1 1 1 2 1 2 0

1 1 2 0

1 0 1

1 3
1

1 1 4·1· 2 1 3 2
2 0

1 32 2
2

2

A

A



      



    

 



  



= = + + − − − = − +

−

=  − + =  −  − + − = 

−

 − = → =


− + = = −  − − −  
+ − = → = = = 

− − = − =
 

 

 

Estudiamos tres situaciones diferentes. 
 

CASO 1. Si 1 y 2   −  

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el rango de la 

matriz ampliada A/B y el número de incógnitas (3). El sistema es compatible determinado 

(una única solución). 
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CASO 2. Si 1 =  

En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3. 

El sistema queda tan sencillo que lo analizamos sin usar los rangos. 
 

 

1 1

1 Tres ecuaciones iguales 1 , ,

1

x y z x

x y z x y z y

x y z z

 

  



+ + = = − − 
 

+ + =   + + =  =  
 + + = = 

 

 

El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones) 
 

CASO 3. Si 2 = −  

En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3. 

Obtenemos una matriz triangular equivalente utilizando el método de Gauss. 
 

Fila 1ª + 2 · Fila 2ª Fila 1ª + 2 · Fila 3ª
2 1 1 1

2 1 1 1 2 1 1 1
/ 1 2 1 1

2 4 2 2 2 2 4 2
1 1 2 1

0 3 3 3  Fila 2ª 0 3 3 3 Fila 3ª

Fila 3ª + Fila 2ª
2 1 1 1

0 3 3 3
0 3 3 3

0 3
0 3 3 3

A B

  
−    

− −   
= −      − −

   −    − → − →
  

− 
− 

 −   −
 − 

/

2 1 1 1

0 3 3 3
3 3

0 0 0 6
0 0 0 6 Nueva Fila 3ª

A B

A

  
 − 
  

 −   
   
 →     

 

 

La matriz A tiene rango 2 y la matriz ampliada A/B tiene rango 3. Los rangos son distintos 

y el sistema es incompatible (sin solución). 
 

Resumiendo: Si 1 y 2   −  el sistema BA C=  tiene una única solución, si 2 = −  el 

sistema no tiene solución y si 1 =  el sistema tiene infinitas soluciones. 
 

b) Para 0 =  el sistema tiene una única solución la obtenemos a partir del sistema de 

ecuaciones obtenido en el apartado a). 
 

1 1
1 1 1

1 1 1
1 1 0

1 1

1/ 21
2 1

2 1 1/ 2 1/ 2

y z y z
x z x z x z

x z x z z z
x z x z x z

x y x y

x
z z

y

+ = = − 
+ = + = + =   

+ =  + =     + =     
+ − = − = =   + = + = 

 =
 =  =  

= − =

 

Para 0 =  la solución del sistema es 
1

2
x y z= = = . 

Para 1 =  las soluciones son: 

1

, ,

x

y

z

 

  



= − −


= 
 =

, obtenidas en el apartado a).   
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EJERCICIO 7 (2.5 puntos) 

Determina el punto simétrico de ( )2, 4, 3A − −  con respecto al plano que contiene a los puntos 

( ) ( ) ( )1,1,2 , 0,1/ 3,1   y  3,0,3B C D − . 

 

Debemos hallar el punto A´ simétrico del punto A respecto del plano 𝛑 que contiene a los 

puntos B, C y D.  

 
Hallamos la ecuación del plano π que contiene los puntos B, C y D. 

 

( )

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

1 2
1,1,2 0, ,1 1, ,1

3 3 1 1 2

: 3,0,3 1,1,2 4, 1,1 : 1 2 / 3 1 0

4 1 11,1,2

2 2 8
4 1 2 2 1 1 0

3 3 3

2 2 8 16
4 4 2 1

3 3 3 3

u CB
x y z

v BD

B

x y z z y x

x y z z y

 



    
= = − =   

    − − −


= = − − = − −  = 
 − −


 − − − − + + − − − + − = 

 − − + − + + − − + 1x+ −
5 5

0 5 0
3 3

5 15 5 0 : 3 0

x y z

x y z x y z

=  − + = 

 − + =  − + =

 

 

Hallamos la recta r perpendicular al plano π que pasa por el punto A. 

 

( )

( )

( )

: 3 0 1, 3,1

2
2, 4, 3

: : 4 3
1, 3,1

3r

x y z n

x
A r

r r y
v n

z









− + =  = −

= +
 − −  

 = − − 
= = −  = − +

 

 

El punto medio M del segmento AA´ es el punto de corte de la recta r con el plano π. 
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( )

( ) ( )

: 3 0

2
2 3 4 3 3 0

: 4 3

3

2 12 9 3 0 11 11 0 11 11 1

2 1 1

4 3 1 1 1, 1, 4

3 1 4

x y z

x

r y

z

x

y M

z




  





     

− + = 


= + 
 + − − − − + =  

= − − 
 = − + 

 + + + − + =  + =  = −  = − 

= − =


 = − − − = −  − −


= − − = −

 

 

El punto A´ es M AM+ . 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1, 1, 4 2, 4, 3 1,3, 1

´ 1, 1, 4 1,3, 1 0,2, 5

AM

A M AM

= − − − − − = − −

= + = − − + − − = −

 

 

El punto A´ simétrico de A con respecto al plano que contiene a los puntos B, C y D tiene 

coordenadas ( )´ 0,2, 5A −  
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EJERCICIO 8 (2.5 puntos) 

Dados los puntos  ( ) ( )0,0,0 ,  2, –1,0 ,  )3,0, – , 1( 1, –) (O A B x y C x , los vectores ,   y  OA OB OC  

determinan un paralelepípedo. 

a) [1,5 puntos] Calcula los posibles valores de x sabiendo que el volumen del paralelepípedo es 

5 unidades cúbicas. 

b) [1 punto] Para x = 1, halla el área de la cara del paralelepípedo que contiene a los vértices 

O, A y B. 
 

a) El volumen del paralelepípedo es el valor absoluto del producto mixto , ,OA OB OC 
 

. 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2, –1,0 0,0,0 2, –1,0

3,0, 0,0,0 3,0,

– ,1, –1 0,0,0 – ,1, –1

( )

= ( )

( )

O

x

A

OB

OC

x

x x

= − =

− =

= − =

 

 

2 2

2 1 0

, , 3 0

1 1

0 0 0 3 2 2 3

OA OB OC x

x

x x x x

−

  = =
 

− −

= + + − − − = − −

 

 

Como el volumen del paralelepípedo debe valer 5 unidades cúbicas tenemos: 
 

( ) ( )

( )

2 2

2

2 2

2

2

2 3 5 2 8 0 1
2 3 5

2 3 5 2 2 0 2

2 6
4

2 2 4

e

·1 8 2 6 2
1

2 62 2
2

2

2 2 4·1·2 2
2

4
No exi

2 2
st

x x x x
x x

x x x x

x

x

x

x

 − − = → − − = →
− − =  

− − = − → − + = →

+
= = − − −  

 = = = 
− = − =



 − − 
 = =

−
=

 

 

Los dos valores buscados son 2x = −  y 4x = . 
 

b) Para x = 1 los puntos son ( ) ( )0,0,0 ,  2, –1,0 ,  3,0,1( )O A B . 

Utilizamos la fórmula del área de un paralelogramo como el módulo del producto vectorial 

de los vectores yOA OB que lo definen. 

 

( )

( )
( )

( ) ( )
2 2 2

2 1 0 3 2 1, 2,3
=

3 0 1

1 2 3 14 3.74 u s

2, –1,

i

0

3,0

n dades a

,1

 cu drada

i j k
OA

OA OB i k j
OB

Área OAB OA OB

= 
  = − = − + − = − −



=  = − + − + =
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PevAU 2023 Ordinaria (reserva) Matema ticas II 

 

PRUEBA DE EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS DE ADMISIÓN 

ANDALUCÍA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS 
CURSO 2022-2023 

MATEMÁTICAS II 

 

Instrucciones: a) Duración: 1 hora y 30 minutos 

b) Este examen consta de 8 ejercicios distribuidos en 2 bloques (A y B) de 4 

ejercicios cada uno. 

c) Cada ejercicio tiene un valor máximo de 2.5 puntos. 

d) Se realizarán únicamente cuatro ejercicios, independientemente del bloque 

al que pertenezcan. En caso de responder a más de cuatro ejercicios, se 

corregirán únicamente los cuatro que aparezcan físicamente en primer lugar. 

e) Se permitirá el uso de calculadoras que no sean programables, ni gráficas ni con 

capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos 

conducentes a la obtención de resultados deben estar suficientemente justificados. 

f) En la puntuación máxima de cada ejercicio están contemplados 0,25 puntos para 

valorar la expresión correcta de los procesos y métodos utilizados. 

 

BLOQUE A 
 

 

EJERCICIO 1 (2.5 puntos) 

Determina las longitudes de los lados de un rectángulo de área máxima que está inscrito en una 

semicircunferencia de 6 cm de radio, teniendo uno de sus lados sobre el diámetro de ella. 
 

 

EJERCICIO 2 (2.5 puntos) 

Sabiendo que 
( ) ( )

( )20

ln 1 1
lim

cos 2 7xx

sen x x

ax x e x→

− +
= −

− + −
, calcula a (ln denota la función logaritmo 

neperiano). 
  
 

EJERCICIO 3 (2.5 puntos) 

Calcula 
12

2
6

1

9
dx

x−





. 

 
 

EJERCICIO 4 (2.5 puntos) 

Considera la función :f →  definidas por ( ) 2 1f x x= + . 

a) [0,75 puntos] Determina el punto de la gráfica de f en el que la recta tangente es 

4 3y x= − . 

b) [1,75 puntos] Haz un esbozo del recinto limitado por la gráfica de f, la recta 4 3y x= −  y 

el eje de ordenadas. Calcula el área del recinto indicado. 
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PRUEBA DE EVALUACIÓN DE BACHILLERATO 
PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS 

DE ADMISIÓN 
ANDALUCÍA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS 

CURSO 2022-2023 

MATEMÁTICAS II 

 

BLOQUE B 

 

 

EJERCICIO 5 (2.5 puntos) 

Una fábrica dispone de tres líquidos L1, L2 y L3, en los que se encuentran disueltas dos sustancias: 

sodio y magnesio. Cada litro del líquido L1 contiene 120 mg de sodio y 90 mg de magnesio, cada 

litro del líquido L2 contiene 100 mg de sodio y 90 mg de magnesio y cada litro del líquido L3 

contiene 60 mg de sodio y 180 mg de magnesio. ¿Es posible obtener un litro de un líquido 

mezclando distintas cantidades de L1, L2 y L3 en el que la cantidad de sodio y de magnesio sea 

de 100 mg cada una? En caso afirmativo, calcula dichas cantidades. 

 

 

EJERCICIO 6 (2.5 puntos) 

Considera las matrices 

1 2 1 1 1 3

3 0 2    y   B 0 2 1

3 1 2 2 5 4

m

A

m

− −   
   

= − =   
   −   

. 

a) [1 punto] Determina los valores de m para que la matriz A tenga inversa. 

  

b) [1,5 puntos] Calcula para 1m = , si es posible, la matriz X tal que 
tAX B= , donde 

tB  

denota la matriz traspuesta de B. 

 

 

EJERCICIO 7 (2.5 puntos) 

Considera los puntos ( ) ( )1, 2,3   y  B 2,0, 1A − − . 

a) [1,5 puntos] Halla los puntos que dividen el segmento AB en cuatro partes iguales. 

b) [1 punto] Determina la ecuación del plano perpendicular al segmento AB que pasa por el 

punto medio de dicho segmento. 

 

 

EJERCICIO 8 (2.5 puntos) 

Considera el plano 0x y z  + + =  y la recta 
1

1
2 2

y z
r x

+
 − = = . Halla la ecuación del plano 

π´, paralelo a π, tal que si Q y Q´ son respectivamente los puntos de corte de la recta r con los 

planos π y π´, entonces la distancia entre Q y Q´ sea de 2 unidades. 
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SOLUCIONES 
 

BLOQUE A 
 
 

EJERCICIO 1 (2.5 puntos) 

Determina las longitudes de los lados de un rectángulo de área máxima que está inscrito en una 

semicircunferencia de 6 cm de radio, teniendo uno de sus lados sobre el diámetro de ella. 
 

La situación planteada es la del dibujo. La semicircunferencia tiene radio 6 cm. 

 
 

El área del rectángulo es ( ), 2 · , 0 6, 0 6A x y x y x y=     . 

Si miramos el dibujo tenemos un triángulo rectángulo de hipotenusa 6 y de catetos x e y. 

Aplicando el teorema de Pitágoras se cumple 2 2 26x y+ = . 

Sustituimos en la expresión de la función área. 

 

( )
( )

2 2 2 2 2

2

2

36 36 36

, 2 ·
2 36 , 0 6

36

x y y x y x

A x y x y
A x x x x

y x

+ =  = −  = −

= 
 = −  

= − 

 

 

Hallamos la derivada de la función y la igualamos a cero en busca de sus puntos críticos. 

 

( ) ( )

( )

( )

3 3
2 2 4

2 4 2 4

3
3 3

2 4

2

2 2

72 4 72 4
2 36 2 36 ´ 2

2 36 36

72 4
´ 0 0 72 4 0 18 0

36

0
18 0

18 0 18 18 3 2 4.24

x x x x
A x x x x x A x

x x x x

x x
A x x x x x

x x

x
x x

x x x

− −
= − = −  = =

− −

−
=  =  − =  − = 

−

 =
 − =  

− = → = → = =

 

 

Averiguamos el valor de x que nos proporciona un área máxima viendo la evolución de la 

derivada de la función en el intervalo [0, 6]. 

http://www.ebaumatematicas.com/


PevAU 2023 Ordinaria (reserva) Matemáticas II en Andalucía      

 

226 de 571  www.ebaumatematicas.com  

 

• En el intervalo )0,3 2


 tomamos x = 1 y la derivada vale ( )
72 4 68

´ 1 0
36 1 35

A
−

= = 
−

. La derivada es positiva y la función crece en el intervalo )0,3 2


. 

• En el intervalo (3 2,6


 tomamos x = 5 y la derivada vale 

( )
3

2 4

72·5 4·5 140
´ 5 0

27536·5 5
A

− −
= = 

−
. La derivada es negativa y la función decrece en el 

intervalo (3 2,6


. 

 

La función área tiene un valor máximo en 3 2x = . 

Para 3 2x =  tenemos que ( )
2

36 3 2 18 3 2y = − = = . 

 

El rectángulo de área máxima que está inscrito en una semicircunferencia de 6 cm de radio 

tiene unas dimensiones de base 2·3 2 6 2=  y de altura 3 2 . 
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EJERCICIO 2 (2.5 puntos) 

Sabiendo que 
( ) ( )

( )20

ln 1 1
lim

cos 2 7xx

sen x x

ax x e x→

− +
= −

− + −
, calcula a (ln denota la función logaritmo 

neperiano). 
  

Calculamos el valor del límite. 

 

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

( )

( )

( )

( )

2 2 00

0

0

ln 1 0 ln 1 0 0 0 0
lim

cos 2 ·0 0 cos 2·0 0 0 1 1 0

1
cos

1det min ( ´ ) lim
2 1 2 2

1
cos 0

1 1 01 0

2 ·0 1 2 2·0 0 1 1 0 0

det min ( ´ )

xx

xx

sen x x sen

ax x e x a e

x
xIn er ación L Hôpital

ax e sen x

a e sen

In er ación L Hôpital

→

→

− + − + −
= = = =

− + − − + − − + −

−
+= = =

− + +

−
−+= = = =

− + + − + +

=

( )
( )

( )

( )
( )

( )

2

0

2

0

1

1
lim

2 4cos 2

1
0

1 0 0 1 1

2 4cos 2·0 2 1 4 5 2

xx

sen x
x

a e x

sen

a e a a

→

− +
+

= =
+ +

− +
+ +

= = =
+ + + + +

 

 

Igualamos el valor del límite a 
1

7
− . 

 

1 1 12
7 5 2 12 2 6

5 2 7 2
a a a

a
= −  = − −  = −  = = −

+ −
 

 

El valor buscado es 6a = − .  
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EJERCICIO 3 (2.5 puntos) 

Calcula 
12

2
6

1

9
dx

x−





. 

 

Calculamos primero la integral indefinida usando el método de descomposición en 

fracciones simples. 
 

( )( )

( )( )

( )

( )( )

( )

( )( )

( ) ( )

( )( )

( ) ( )

( )( )

2

2 2

2

2

1
...

9

Descomposición en fracciones simples

9 0 9 9 3

1 1

9 3 3 3 3

3 3 3 31

3 3 3 3 3 3 3 3

1
3 1 6

6
1 3 3

1
3 1 6

6

1 1 1/ 6

9 3 3 3

dx
x

x x x

A B

x x x x x

A x B x A x B x

x x x x x x x x

x A A

A x B x

x B B

x x x

=
−

− =  =  = = 

= = +
− − + − +

+ − + + −
= + =

− + − + − + − +


= → = → =

= + + −  
 = − → = → =


= =
− − +





( )

1/ 6

3

1/ 6 1/ 6 1/ 6 1/ 6 1 1 1 1
...

3 3 3 3 6 3 6 3

1 1 1
ln 3 ln 3 ln 3 ln 3

6 6 6

x x

dx dx dx dx dx
x x x x x x

x x x x C

+
− +

= + = + = + =
− + − + − +

−
= − + + = − − + + +

    
    
    

 

 

Aplicamos este resultado en el cálculo de la integral definida pedida en el ejercicio. 
 

( )
1212

2
6 6

1 1
ln 3 ln 3

9 6
dx x x

x

 
= − − + + = −  





 

 

( ) ( )
1 1

ln 3 12 ln 3 12 ln 3 6 ln 3 6
6 6

   
= − − + + − − − + + =   

   
 

 

( )
1 1 1 1 1

ln 9 ln15 ln 3 ln 9 ln15 ln 3 2ln 9
6 6 6 6 6

= − + + − = + − =  

 

( )2

2

1 1 15·3 1 5
ln15·3 ln 9 ln ln

6 6 9 6 9
= − = =   
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EJERCICIO 4 (2.5 puntos) 

Considera la función :f →  definidas por ( ) 2 1f x x= + . 

a) [0,75 puntos] Determina el punto de la gráfica de f en el que la recta tangente es 4 3y x= − . 

b) [1,75 puntos] Haz un esbozo del recinto limitado por la gráfica de f, la recta 4 3y x= −  y el 

eje de ordenadas. Calcula el área del recinto indicado. 

 

a) Para que la recta tangente a la función ( ) 2 1f x x= +  en x = a sea 4 3y x= −  deben 

cumplirse dos cosas: 

• Recta tangente y función coinciden en x a= . 

( ) 2

2 2
1

1 4 3 4 4 0
4 3

f a a
a a a a

y a

= + 
 + = −  − + =

= − 
 

 

• La pendiente de la recta tangente (m) es el valor de la derivada en x a= . 

( ) ( )´ 2 ´ 2
2 4 2

4

f x x f a a
a a

m

= → = 
 =  =

= 
 

 

Comprobamos que el valor obtenido cumple la primera condición. 

 
22 4·2 4 4 8 4 0− + = − + =  

 

Se cumple y el punto de la gráfica es 2x = . Para dicho valor 4·2 3 5y = − = . El punto de la 

gráfica tiene coordenadas (2, 5). 

 

b) Averiguamos donde corta la función el eje de ordenadas ( 0x = ). 

 

( )
( ) ( )

2

2
1

0 0 1 1 0,1
0

f x x
f P

x

= + 
 = + = 

= 
 

 

Averiguamos donde se cortan la función ( ) 2 1f x x= +  y la recta 4 3y x= − . 

 

( )

( ) ( )( )
( )

2

2 2

2

1
1 4 3 4 4 0

4 3

4 4 4 1 4 4 0
2 4·2 3 5 2,5

2 2

f x x
x x x x

y x

x y Q

= + 
 + = −  − + = 

= − 

 − − 
 = = =  = − = 

 

 

La gráfica de la función es una parábola. Averiguamos su vértice. 

 

( )

( )

´ 2
2 0 0

´ 0

f x x
x x

f x

= 
 =  =

= 

 

El vértice es el punto de corte con el eje de ordenadas (0, 1). 
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Hacemos una tabla de valores de la función ( ) 2 1f x x= +  y de la recta 4 3y x= −  y las 

representamos. 

 

( ) 2

4 3

0 3

1 1

2 5

1

0 1

1 2

2 5

x y x

x f x x

= −

−

= +

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

El área del recinto es el valor de la integral definida entre 0 y 2 de la parábola menos la 

recta. 

 

( )
2 2 2

2 2 2

0 0 0

2
3 3 3

2 2 2

0

2

1 4 3 1 4 3 4 4

2 0
2 4 2·2 4·2 2·0 4·0

3 3 3

8 8
8 8 0 2.67

3 3

x x dx x x dx x x dx

x
x x

u

+ − − = + − + = − + =

     
= − + = − + − − + =     

     

= − + − =

  
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BLOQUE B 

EJERCICIO 5 (2.5 puntos) 

Una fábrica dispone de tres líquidos L1, L2 y L3, en los que se encuentran disueltas dos sustancias: 

sodio y magnesio. Cada litro del líquido L1 contiene 120 mg de sodio y 90 mg de magnesio, cada 

litro del líquido L2 contiene 100 mg de sodio y 90 mg de magnesio y cada litro del líquido L3 

contiene 60 mg de sodio y 180 mg de magnesio. ¿Es posible obtener un litro de un líquido 

mezclando distintas cantidades de L1, L2 y L3 en el que la cantidad de sodio y de magnesio sea 

de 100 mg cada una? En caso afirmativo, calcula dichas cantidades. 

 

Llamamos “x” al número de litros de L1, “y” al número de litros de L2 y “z” al número de 

litros de L3 que hay que utilizar en la mezcla. 

Hacemos una tabla con los datos. 
 

 Sodio (mg) Magnesio (mg) 

x (litros de L1) 120x 90x 

y (litros de L2) 100y 90y 

z (litros de L3) 60z 180z 

TOTAL 120 100 60x y z+ +  90 90 180x y z+ +  
 

Por las condiciones dadas tenemos que: 

“Obtener un litro de un líquido mezclando distintas cantidades de L1, L2 y L3 en el que la 

cantidad de sodio y de magnesio sea de 100 mg cada una” → 

1; 90 90 180 100; 120 100 60 100x y z x y z x y z+ + = + + = + + = . 

 

Intentamos resolver el sistema planteado. 
 

( )

( )

1 1 1

90 90 180 100 9 9 18 10 9 9 18 10

120 100 60 100 6 5 3 5 6 5 3 5

9 1 9 18 10 9 9 9 9 18 10

6 6 6 5 3 56 1 5 3 5

1
9 1

9

x y z x y z x y z

x y z x y z x y z

x y z x y z x y z

y z y z y z y z

y z y zy z y z

z z

+ + = + + = = − −  
  

+ + =  + + =  + + =   
  + + = + + = + + =  

− − + + =  − − + + = 
   

− − + + =− − + + = 

= → =


−

1 1
3 1 1

9 3
3 1

1 2 2 6 2 1 2
1 1

3 3 3 9 3 9 9

y y

y z

y y x




 − − = −  − − = − 
− = − 

 − = − + = −  = =  = − − =

 

 

Es posible obtener la mezcla pedida con 2/9 de litro de L1, 6/9 de litro de L2 y 1/9 de litro de 

L3.  
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos) 

Considera las matrices 

1 2 1 1 1 3

3 0 2    y   B 0 2 1

3 1 2 2 5 4

m

A

m

− −   
   

= − =   
   −   

. 

a) [1 punto] Determina los valores de m para que la matriz A tenga inversa. 

b) [1,5 puntos] Calcula para 1m = , si es posible, la matriz X tal que 
tAX B= , donde tB  

denota la matriz traspuesta de B. 

 

a) Para que la matriz A tenga inversa debe de tener determinante no nulo. Calculamos su 

determinante y averiguamos cuando se anula. 

 

( )

( ) ( )( )

( ) ( )( )

2 2

2

2

2

1 2 1

3 0 2 0 12 3 0 12 2 12 12 1

3 1 2

12 12 4 12 1
0 12 12 1 0

24

12 12 4 12 1 12 8 3 3 2 3

24 24 6

m

A m m m m

m

A m m m

−

= − = + − − + − = − −

−

 − − −
=  − − =  = =

 − − −  
= = =

 

 

La matriz A tiene inversa para cualquier valor de 
3 2 3

6
m


  

 

b) Para 1m =  la matriz A tiene inversa. La calculamos. 

 

( )

2

1

1

1 2 1

3 0 2 12·1 12·1 1 1 0

3 1 2

0 1 2 1 2 01 3 3

2 2 1 2 1 22 0 1

3 3 1 3 1 31 2 2

2 2 1 2 1 21

3 3 1 3 1 3

0 1 2 1 2 0

2 5 4 2 5 4

0 1 1 0 1 1

3 7 6

T

A A

Adj

Adj A
A

A

A

−

−

− 
 

= −  = − − = −  
 − 

 − 
+ − +   − − − −  

   − −− −   = = = − − + −
− − − −−  

 
− − + − + 

 

− − − 
 

= − − − = 
 − − −  3 7 6

 
 
 
 
   
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Despejamos X en la ecuación matricial, sustituimos el valor de la matriz inversa de A 

obtenido y calculamos la expresión de X. 

 
1

1 1 3 1 0 2

0 2 1 1 2 5

2 5 4 3 1 4

2 5 4 1 0 2 2 5 12 0 10 4 4 25 16

0 1 1 1 2 5 0 1 3 0 2 1 0 5 4

3 7 6 3 1 4 3 7 18 0 14 6 6 35 24

5 14 37

2 3 9

8 20 53

t t

t

AX B X A B

B B

X

X

−=  =

−   
   

=  = −   
   
   

− − − + + + − + +    
    

= − = − + + + + +
    
    − − − + + + − + +    

 
 

=  
 
 
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EJERCICIO 7 (2.5 puntos) 

Considera los puntos ( ) ( )1, 2,3   y  B 2,0, 1A − − . 

a) [1,5 puntos] Halla los puntos que dividen el segmento AB en cuatro partes iguales. 

b) [1 punto] Determina la ecuación del plano perpendicular al segmento AB que pasa por el 

punto medio de dicho segmento. 

 

a) Necesitamos encontrar tres puntos P, Q y R tales que dividen el segmento AB en cuatro 

partes iguales. 

 

Para determinar las coordenadas del punto P hallamos el vector AB . El vector AP  será la 

cuarta parte del vector AB . 

 

( ) ( ) ( )2,0, 1 1, 2,3 1,2, 4

1 2 4 1 1
, , , , 1

4 4 4 4 4 2

AB

AB
AP

= − − − = −

−   
= = = −   

   

 

 

El punto P se obtiene sumando a las coordenadas de A el vector AP . 

 

( )
1 1 5 3

1, 2,3 , , 1 , ,2
4 2 4 2

P A AP
−   

= + = − + − =   
   

 

 

El punto Q se obtiene sumando a las coordenadas de P el vector AP . 

 

5 3 1 1 6 2 3
, ,2 , , 1 , ,1 , 1,1

4 2 4 2 4 2 2
Q P AP

− −       
= + = + − = = −       

       
 

 

El punto R se obtiene sumando a las coordenadas de Q el vector AP . 

 

3 1 1 7 1
, 1,1 , , 1 , ,0

2 4 2 4 2
R Q AP

−     
= + = − + − =     

     
 

 

Como comprobación deberíamos obtener el punto B al sumar a R el vector AP . 

 

( )
7 1 1 1 8

, ,0 , , 1 ,0, 1 2,0, 1
4 2 4 2 4

R AP B
−     

+ = + − = − = − =     
     
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Los puntos que dividen el segmento AB en cuatro partes iguales son 
5 3

, ,2
4 2

P
− 

 
 

, 

3
, 1,1

2
Q

 
− 

 
 y 

7 1
, ,0

4 2
R

− 
 
 

. 

 

b) El punto medio del segmento AB es el punto 
3

, 1,1
2

Q
 

− 
 

. 

Como el plano que nos piden hallar es perpendicular al segmento AB el vector normal de 

dicho plano es el vector ( )1,2, 4AB = − . 

Nos piden hallar la ecuación del plano que pasa por el punto Q y que tiene por vector normal 

el vector ( )1,2, 4AB = − . 

 

( )

( ) ( )

3 3
, 1,1 , 1,1 3

2 2 1 4 1 02
2

2 4 01,2, 4

3 3 9 9
2 4 0 6 2 4 0

2 2 2 2

2 4 8 9 0

Q Q
D

x y z Dn AB

D D x y z

x y z

 







   −  −     
    + − − + =   

  + − + == = − 

 − − + =  = − =   + − + = 

  + − + =

 

 

El plano buscado tiene ecuación 2 4 8 9 0x y z  + − + = . 
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EJERCICIO 8 (2.5 puntos) 

Considera el plano 0x y z  + + =  y la recta 
1

1
2 2

y z
r x

+
 − = = . Halla la ecuación del plano 

π´, paralelo a π, tal que si Q y Q´ son respectivamente los puntos de corte de la recta r con los 

planos π y π´, entonces la distancia entre Q y Q´ sea de 2 unidades. 

 

Si el plano π´ es paralelo al plano 0x y z  + + =  tiene ecuación ´ 0x y z D  + + + = . 

Hallamos las ecuaciones paramétricas de la recta r. 
 

( )

( )

1
1,0, 11

1 2 ,
2 2 1,2,2

1 2

r

r

x
Py z

r x r y
v

z



 



= +
− +  

 − = =    =  
=   = − +

 

 

Hallamos el punto Q de corte entre el plano π y la recta r. 
 

( )

0
1

1
1 2 1 2 0 5 0 0 0 1,0, 1

2
1

1 2

x y z
x

x
y Q

r y
z

z




    





 + + = 
=

= +  
 + + − + =  =  =  =  −  

 =   = − = − + 

 

 

Hallamos el punto Q´ de corte entre el plano π´ y la recta r. 
 

´ 0

1
1 2 1 2 0 5 0

2

1 2

1
5

2 2 2
´ 1 , , 1

5 5 5 5 5

2
1

5

x y z D

x
D D

r y

z

D
x

D D D D D
y Q

D
z




   







 + + + = 


= + 
 + + − + + =  + =  

 = 
 = − + 


= −


−   

 =  = −  − − − −  
 


= − −



 

 

Hallamos la distancia entre Q y Q´ como el módulo del vector que une dichos puntos. 
 

( )
( )

2 2
´ 1 , , 1 2 2

5 5 5 ´ 1 , , 1 1,0, 1
5 5 5

1,0, 1

2 2
´ , ,

5 5 5

D D D
Q D D D

QQ

Q

D D D
QQ

 
− − − −    

 = − − − − − −    
 − 

 
 = − − − 

 
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( )
2 2 2

2 2 2 2

2 2
, ´ ´

5 5 5

34 4 9

25 25 25 25 5

D D D
d Q Q QQ

DD D D D

     
= = − + − + − =     

     

= + + = =

 

 

Igualamos la distancia a 2 unidades para determinar el valor de D y por tanto la ecuación del 

plano π´. 
 

10 10
´ 0 ´ 3 3 3 10 0

3 10 3 3
2

10 105 3
´́ 0 ´́ 3 3 3 10 0

3 3

D x y z x y z
D

D

D x y z x y z

 

 


= →  + + + = →  + + + =

=  =  
 = − →  + + − = →  + + − =


 

 

Los planos que cumplen lo pedido en el ejercicio son ´ 3 3 3 10 0x y z  + + + =  y también 

´́ 3 3 3 10 0x y z  + + − =  
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PevAU 2022 Extraordinaria Matema ticas II 

 

PRUEBA DE EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS DE ADMISIÓN 

ANDALUCÍA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS 
CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA, CURSO 2021-2022 

MATEMÁTICAS II 

 

Instrucciones: a) Duración: 1 hora y 30 minutos 

b) Este examen consta de 8 ejercicios distribuidos en 2 bloques (A y B) de 4 

ejercicios cada uno. 

c) Cada ejercicio tiene un valor máximo de 2.5 puntos. 

d) Se realizarán únicamente cuatro ejercicios, independientemente del bloque 

al que pertenezcan. En caso de responder a más de cuatro ejercicios, se 

corregirán los cuatro que aparezcan físicamente en primer lugar. 

e) Se permitirá el uso de calculadoras que no sean programables, ni gráficas ni con 
capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos 

conducentes a la obtención de resultados deben estar suficientemente justificados. 

f) En la puntuación máxima de cada ejercicio están contemplados 0,25 puntos para 

valorar la expresión correcta de los procesos y métodos utilizados. 

 

BLOQUE A 
 

 

EJERCICIO 1 (2.5 puntos) 

Calcula a sabiendo que 
( )

3
lim 1

ln 2x

ax

x x→+
=

+
 (donde ln denota la función logaritmo neperiano) 

 

 

EJERCICIO 2 (2.5 puntos) 

Calcula los vértices y el área del rectángulo de área máxima inscrito en el recinto limitado por la 

gráfica de la función :f ⎯⎯→  definida por 2( ) 12f x x= − +  y el eje de abscisas, y que tiene 

su base sobre dicho eje. 
  
 

EJERCICIO 3 (2.5 puntos) 

Calcula 
8

3

1

1 1
dx

x+ −
  (Sugerencia: efectúa el cambio de variable 1 1t x= + − ). 

 

 

EJERCICIO 4 (2.5 puntos) 

Considera las funciones , :f g ⎯⎯→  definidas por ( ) 3 2f x x= +  y ( ) 2 2 2g x x x= − + + . 

a) Calcula los puntos de corte de las gráficas de f y g. Esboza sus gráficas. (1,25 puntos) 

b) Determina el área del recinto limitado por las gráficas de f y g en el primer cuadrante. 

(1,25 puntos) 
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PRUEBA DE EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS DE ADMISIÓN 

ANDALUCÍA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS 
CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA, CURSO 2021-2022 

MATEMÁTICAS II 

 

BLOQUE B 

 

EJERCICIO 5 (2.5 puntos) 

Considera las matrices 

1 1
1 0 1 0 2

, 2 1
2 1 2 1 1

2 2 0

a

A B a y C

 
−    

= = =    − − −    
 

 

a) Determina los valores de a para los que la matriz B no tiene inversa. (0,5 puntos) 

b) Para a = 1 calcula X tal que AXB C= , si es posible. (2 puntos) 

 

 

EJERCICIO 6 (2.5 puntos) 

Se sabe que 2

a b c

p q r

x y z

= − . 

a) Calcula: 2 2 2

3 3 3

a c b

x z y

p r q− − −

 (1 punto) 

b) Calcula: 

3 2

3 2

3 2

x a p a

y b q b

z c r c

− −

− −

− −

 (1,5 puntos) 

 

 

EJERCICIO 7 (2.5 puntos) 

Considera las rectas 1r x y a z + = − = −  y 

5 2

3

2

x

s y

z





= +


 = −
 = −

 

a) Calcula a para que r y s se corten. Determina dicho punto de corte. (1,5 puntos) 

b) Halla la ecuación del plano que pasa por ( )8, 7,2P −  y que contiene a la recta s. (1 punto) 

 

 

EJERCICIO 8 (2.5 puntos) 

Sea el plano 2x y z  + − =  y la recta 1
3

y
r x z = = − . 

a) Calcula, si existe, el punto de intersección de π y r. (0,75 puntos) 

b) Dado el punto ( )2,6,3Q , halla su simétrico respecto del plano π. (1,75 puntos) 
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SOLUCIONES 

BLOQUE A 
 

EJERCICIO 1 (2.5 puntos) 

Calcula a sabiendo que 
( )

3
lim 1

ln 2x

ax

x x→+
=

+
 (donde ln denota la función logaritmo neperiano) 

 

Calculamos el valor del límite en función de “a”. 

 

( )

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

3

2 2
2

2

lim Indeterminación(L´Hôpital)=
ln 2

= lim lim lim
1 3 ln 3 ln 23 ln 2 2

lim Indeterminación(L´Hôpital) =
3 ln 2

= lim lim lim
1 6 ln 2 6 ln 2

6 ln 2

x

x x x

x

x x x

ax

x x

a a a

x x xx
x x x

ax

x x

a a ax

x x x
x

x x

→+

→+ →+ →+

→+

→+ →+ →+


= =

+

= = =
++ +


= = =

+

= =
+ +

+

Indeterminación(L´Hôpital)= lim lim
1 6

6 2 2

Grado del numerador

lim lim igual que el grado del
6 2 6 2 2

denominador

x x

x x

x

a a

x x

a ax a

x x

x

→+ →+

→+ →+

=

= = =

+ +

 
 

= = = = 
+ +  

 

 

 

Como el límite debe valer 1 debe ser 1 2
2

a
a=  =  

 

El valor de “a” que hace cierta la igualdad es a = 2. 

  

http://www.ebaumatematicas.com/


PevAU 2022 Extrardinaria Matemáticas II en Andalucía      

 

241 de 571  www.ebaumatematicas.com  

EJERCICIO 2 (2.5 puntos) 

Calcula los vértices y el área del rectángulo de área máxima inscrito en el recinto limitado por la 

gráfica de la función :f ⎯⎯→  definida por 2( ) 12f x x= − +  y el eje de abscisas, y que tiene 

su base sobre dicho eje. 
  

Veamos cuando corta el eje de abscisas la parábola. 
 

2

2 2( ) 12
12 0 12 12

0

f x x
x x x

y

= − +
 − + =  =  = 

= 
 

 

Hacemos una table y dibujamos la situación planteada. 

 
2 12

12 0

2 8

0 12

2 8

12 0

x y x= − +

−

−
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

El área del rectángulo rojo del dibujo es: 

 

( ) ( )2 3· 2 · 2 12 2 24Área base altura x f x x x x x= = = − + = − +  

 

La función que debemos maximizar es ( ) 32 24 , 0, 12A x x x x  = − +  +
 

 

Hallamos su derivada y la igualamos a cero. 

( ) ( )

( )

3 2

2 2 2

2 24 ´ 6 24

´ 0 6 24 0 4 0 4 4 2

A x x x A x x

A x x x x x

= − +  = − +

=  − + =  − =  =  = =
 

Comprobamos si es máximo o mínimo utilizando el signo de la segunda derivada. 

( ) ( ) ( ) ( )2´ 6 24 ´́ 12 ´́ 2 12 2 24 0A x x A x x A= − +  = −  = − = −   

Como la segunda derivada es negativa tenemos que en x = 2 hay un máximo relativo de la 

función área. 

El área máxima es ( ) 3 22 2·2 24·2 16 48 32A u= − + = − + =  

Para x = 2 la función vale 2(2) 2 12 8f = − + = . Para x = –2 toma el mismo valor ( 2) 8f − =  

 

Las coordenadas de los vértices son: (–2, 0); (2, 0); (–2, 8) y (2, 8).  

http://www.ebaumatematicas.com/


PevAU 2022 Extrardinaria Matemáticas II en Andalucía      

 

242 de 571  www.ebaumatematicas.com  

EJERCICIO 3 (2.5 puntos) 

Calcula 
8

3

1

1 1
dx

x+ −
  (Sugerencia: efectúa el cambio de variable 1 1t x= + − ). 

 

Calculamos primero la integral indefinida usando el cambio de variable sugerido. 

 

( ) ( )

( )
2

Cambio de variable
1 1

1 1 1 1 2 1
1 1

1 1 2 1

1 1
2 2 2 2ln 2 2ln 2

Deshacemos el cambio
2ln 1 1 2 1 2

1 1

2ln 1 1

dx t x t x t dt
tx

t x t dt dx

t t
dt dt dt t dt t t

t t t

x x K
t x

x

 
  

= = + − → + = + = + = 
+ −  

+ = + → + =  

+
= = + = + = + =

  
= = + − + + − + = 

= + −  

= + −

 





   

2 1 x K+ + +

 

 

Lo aplicamos en el calculo de la integral definida pedida. 

 
88

3 3

1
2ln 1 1 2 1

1 1

2ln 1 8 1 2 1 8 2ln 1 3 1 2 1 3

2ln 2 6 2ln1 4 2 2ln 2

dx x x
x

 = + − + + =
 + −

   = + − + + − + − + + =
   

= + − − = +


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EJERCICIO 4 (2.5 puntos) 

Considera las funciones , :f g ⎯⎯→  definidas por ( ) 3 2f x x= +  y ( ) 2 2 2g x x x= − + + . 

a) Calcula los puntos de corte de las gráficas de f y g. Esboza sus gráficas. (1,25 puntos) 

b) Determina el área del recinto limitado por las gráficas de f y g en el primer cuadrante. (1,25 

puntos) 

 
a) Calculamos los puntos de corte de las gráficas de f y g. 

 

( ) ( )

( ) ( )

3 2 3 2

2 2

2

2 2 2 2 0

0

1 3
12 0 1 1 4 2 1 3 2

2 0
1 32 2

2
2

f x g x x x x x x x

x

xx x x
x x x

x

=  + = − + +  + − = 

 =


− + = = + − =  −  − − −  
+ − =  = = = 

− − = − =
 

 

 
Las gráficas se cortan en x = –2, x = 0 y x = 1. 

Como ( ) ( )
3

2 2 2 6f − = − + = − , ( ) 30 0 2 2f = + =  y ( ) 31 1 2 3f = + =  los puntos de corte 

tienen coordenadas (–2, –6), (0, 2) y (1, 3) 

 

Para dibujar sus gráficas hacemos una tabla de valores. 

 
3

2

2

2 6

1 1

0 2

1 3

2 10

2 2

2 6

1 1

0 2

1 3

2 2

3 1

x y x

x y x x

= +

− −

−

= − + +

− −

− −

−  
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b) En el primer cuadrante el recinto limitado por las gráficas está situado entre 0 y 1. 

El área es la integral definida de la diferencia de las dos funciones entre 0 y 1. 

 

( ) ( ) ( )
1 1 1

2 3 2 3

0 0 0

1
4 3 4 3 4 3

1
3 2 2 2 2

0
0

2

2 2 2 2 2 2

1 1 0 0
2 1 0

4 3 4 3 4 3

1 1 5
1 0.417

4 3 12

Área g x f x dx x x x dx x x x dx

x x
x x xdx x

u

= − = − + + − + = − + + − − =

     
= − − + = − − + = − − + − − − + =     

     

= − − + =

  

  
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BLOQUE B 

EJERCICIO 5 (2.5 puntos) 

Considera las matrices 

1 1
1 0 1 0 2

, 2 1
2 1 2 1 1

2 2 0

a

A B a y C

 
−    

= = =    − − −    
 

 

a) Determina los valores de a para los que la matriz B no tiene inversa. (0,5 puntos) 

b) Para a = 1 calcula X tal que AXB C= , si es posible. (2 puntos) 

 

a) Para que no tenga inversa la matriz B su determinante debe ser nulo. 
 

( )

2 2

2

1 1

2 1 0 2 4 2 0 2 2 4

2 2 0

0

0 2 4 0 2 2 0

2

a

B a a a a a

a

B a a a a o

a

= = + + − + − = − +

 =


=  − + =  − − =  


=

 

 

La matriz B no tiene inversa cuando a = 0 o a = 2. 
 

b) Para a = 1 la matriz B tiene inversa y la matriz A también. 

Despejamos X en la ecuación matricial. 
 

1 1AXB C X A CB− −=  =  

 

Hallamos la matriz inversa de A. 
 

( )
1

1 0
1 0

2 1

1 2

1 00 1

2 11

T

A A

Adj
Adj A

A
A

−

 
=  =  

− 

− 
 

  = = =  
 

 

 

Hallamos la inversa de B. 
 

1 1 1 1 1 1

2 1 1 2 1 1 2 4 2 2 2

2 2 0 2 2 0

B B

 
 

=  = = + − − = 
 
 
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( )
1

1 2 1 2 1 11 2 2

1 0 1 0 1 11 1 2

2 2 1 2 1 21 1 0 1

1 0 1 0 1 12 2

2 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 1

T

Adj

Adj B
B

B

−

  
+ − +  

  
   
   = = = − + −

 
 
 + − + 
 

 

 

1

2 2 0 1 1 0
1

2 2 1 1 1 1/ 2
2

2 0 1 1 0 1/ 2

B−

− −   
   

= − = −   
   − −   

 

 

Calculamos la matriz X. 
 

1 1

1 1 0
1 0 1 0 2

1 1 1/ 2
2 1 2 1 1

1 0 1/ 2

1 0 1 2 1 1 1 0 3 1 1 3 1 1

2 1 2 1 1 2 1 1/ 2 1/ 2 2 1 4 3 0 6 4 2 3 2

3 1 1

10 5 2

X A CB

X

− −

− 
−   

= = − =   − −   − 

− − − −       
= = =       

− − − + − + − − − +       

− 
=  

− 
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos) 

Se sabe que 2

a b c

p q r

x y z

= − . 

a) Calcula: 2 2 2

3 3 3

a c b

x z y

p r q− − −

 (1 punto) 

b) Calcula: 

3 2

3 2

3 2

x a p a

y b q b

z c r c

− −

− −

− −

 (1,5 puntos) 

 

a)  Usamos las propiedades de los determinantes. 

( )

Intercambiamos columna 2ª y 3ª
2 2 2 2 2 2

El determinante cambia de signo
3 3 3 3 3 3

Sacamos factor común
2 3 6

2 en fila  2ª y 3 en fila 3ª

Intercambi

a c b a b c

x z y x y z

p r q p q r

a b c a b c

x y z x y z

p q r p q r

 
= = − = 

 
− − − − − −

 
= = − − = = 

− 

= ( )
amos Fila 2ª y 3ª

6 6· 2 12
El determinante cambia de signo

a b c

p q r

x y z

 
= − = − − = 

 

 

 

b)   Usamos las propiedades de los determinantes. 

  ( )( )

3 2 2 3 2
En la columna 2ª

3 2 2 3 2
la separamos en dos determinantes

3 2 2 3 2

Sacamos factor común 2 3 2

x a p a x a a x p a

y b q b y b b y q b

z c r c z c c z r c

x a a x p a

y b b y q b

z c c z r c

− − − − −
 

− − = = − + − − = 
 

− − − − −

= = − + − − =

 

 

En el primer determinante En el segundo determinante

la columna 2ª y 3ª son iguales intercambiamos columna 1ª y 3ª

El determinante vale 0 El determinante cambia de signo

  
  

= =  
  
  

 

 

( )
Trasponemos la matriz

0 6 6 6 2 12
El determinante no cambia

a p x a b c

b q y p q r

c r z x y z

 
= − = = − = − − = 

 
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EJERCICIO 7 (2.5 puntos) 

Considera las rectas 1r x y a z + = − = −  y 

5 2

3

2

x

s y

z





= +


 = −
 = −

 

a) Calcula a para que r y s se corten. Determina dicho punto de corte. (1,5 puntos) 

b) Halla la ecuación del plano que pasa por ( )8, 7,2P −  y que contiene a la recta s. (1 punto) 

 

a) Resolvemos el sistema formado por las ecuaciones de las rectas. 

 

( )

( )

1

5 2
5 2 1 3 2 6 2 3 2

3

2

6 2 3 9 2
9 2 8 7

6 2 2 8 8

r x y a z

x
a a

s y

z

a a
a


   



 

   

 + = − = − 


= + 
 + + = − − = − −  + = − − = − +  

 = − 
 = − 

+ = − − → = − −
  = − − − =

+ = − + → = − → = −

 

 

Para que el sistema tenga solución debe ser a = 7. 

 

Termino de resolver el sistema con el valor a = 7 y determino las coordenadas del punto A de 

corte de las dos rectas. 

 

( )

( )

( )

5 2 8 11

8 3 11, 3,10

2 8 10

x

y A

z



= + − = −


= −  = −  − −
 = − − =

 

 

b) El plano que contiene a la recta s tiene como uno de sus vectores directores el director de la 

recta. El otro vector director es el vector sQ P  que une el punto P y un punto 
sQ  de la recta s. 

 

( )

( )
( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

5 2
5, 3,2

3 8, 7,2 5, 3,2 3, 4,0
2,0, 1

2

2,0, 1 8 7 2

3, 4,0 2 0 1 0

3 4 08, 7,2

3 21 8 16 4 32 0 4 3 8 27 0 4 3 8 27 0

s

s

s

s

s

x
Q

s y Q P
v

z

u v x y z

v Q P

P

y z x x y z x y z











= +
 − 

 = −   = − − − = − 
= − = −

= = − − + −


= = −   − = 
 −−  

 − − − + − + =  − − − + =   + + − =
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EJERCICIO 8 (2.5 puntos) 

Sea el plano 2x y z  + − =  y la recta 1
3

y
r x z = = − . 

a) Calcula, si existe, el punto de intersección de π y r. (0,75 puntos) 

b) Dado el punto ( )2,6,3Q , halla su simétrico respecto del plano π. (1,75 puntos) 

 
a) Hallamos las ecuaciones paramétricas de la recta r. 

( )

( )

0,0,10 0 1
3

1 3 1 1,3,1
1

r

r

x
Px y z

r r r y
v

z







=
− − −  

 = =     = 
=  = +

 

Planteamos el sistema formado por las ecuaciones de recta y plano e intentamos resolverlo. 
 

( )

( )

2

3 1 2 3 1 2
3

1

1

3 3 1 3 1,3,2

1 1 2

x y z

x

r y

z

x

y A

z




     





 

 + − = 


= 
 + − + =  + − − =  

 = 
 = + 

=


 =  =  = 
 = + =

 

 

Recta y plano son secantes y se cortan en el punto A(1, 3, 2). 

 

b) Dibujamos la situación planteada. 

 
Hallamos la recta s perpendicular al plano π que pasa por el punto Q. 
 

( )

( )

( )

2 1,1, 1

2
1,1, 1

6
2,6,3

3

s

x y z n

x
v n

s y
Q s

z









 + − =  = −

= +
= = −  

  = + 
   = −

 

 

Hallamos el punto M de corte de recta y plano. 
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( )

( )

( )

2

2
2 6 3 2 2 6 3 2

6

3

2 1 1

3 3 1 6 1 5 1,5,4

3 1 4

x y z

x

s y

z

x

y M

z




     





 

 + − = 


= + 
 + + + − − =  + + + − + =  

 = + 
 = − 

 = − =


 = −  = −  = − = 
 = − − =

 

 

El punto Q´ simétrico de Q respecto del plano π se obtiene sumando al punto M el vector 

QM . 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1,5,4 2,6,3 1, 1,1

´ 1,5,4 1, 1,1 0,4,5

QM

Q M QM

= − = − −

= + = + − − =

 

 

El punto Q´ simétrico de Q respecto del plano π tiene coordenadas Q´(0, 4, 5). 
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PevAU 2022 Extraordinaria (suplente) Matema ticas II 

 

PRUEBA DE EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS DE ADMISIÓN 
ANDALUCÍA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS 

CURSO 2021-2022 

MATEMÁTICAS II 

 

Instrucciones: a) Duración: 1 hora y 30 minutos 

b) Este examen consta de 8 ejercicios distribuidos en 2 bloques (A y B) de 4 

ejercicios cada uno. 

c) Cada ejercicio tiene un valor máximo de 2.5 puntos. 

d) Se realizarán únicamente cuatro ejercicios, independientemente del bloque 

al que pertenezcan. En caso de responder a más de cuatro ejercicios, se 

corregirán los cuatro que aparezcan físicamente en primer lugar. 

e) Se permitirá el uso de calculadoras que no sean programables, ni gráficas ni con 
capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos 

conducentes a la obtención de resultados deben estar suficientemente justificados. 

f) En la puntuación máxima de cada ejercicio están contemplados 0,25 puntos para 

valorar la expresión correcta de los procesos y métodos utilizados. 

 

BLOQUE A 
 

 

EJERCICIO 1 (2.5 puntos) 

Sea f la función la función continua definida por ( ) 2
0

0

x xe e x
si x

f x x

si x





 − −


= 
 =

 

a) Calcula y  . (1,25 puntos) 

b) Para 2 = , calcula la ecuación de la recta tangente a la gráfica de f en el punto de abscisa 

1x = . (1,25 puntos) 

 
 

EJERCICIO 2 (2.5 puntos) 

Considera la función f definida por 
( )

4 2

3

3
(

2
)

2

x x
f x

x

− +
=

+
, para 2x  − . 

a) Estudia y halla las asíntotas de la gráfica de f. (1,5 puntos) 

b) Calcula la ecuación de la recta normal a la gráfica de f en el punto de abscisa 0x = . (1 

punto) 

 

 

EJERCICIO 3 (2.5 puntos) 

Calcula 
3 2

2

2 2 2 7

2

x x x
dx

x x

+ − +

+ −





. 

  
 

EJERCICIO 4 (2.5 puntos) 

Considera las funciones , :f g ⎯⎯→  definidas por  ( ) 2f x x=  y ( )g x a x= , con a > 0. 

Determina el valor de a para que el área total de los recintos limitados por las gráficas de ambas 

funciones sea de 9 unidades cuadradas. 
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PRUEBA DE EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS DE ADMISIÓN 

ANDALUCÍA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS 
CONVOCATORIA ORDINARIA, CURSO 2021-2022 

MATEMÁTICAS II 

 

BLOQUE B 
 

EJERCICIO 5 (2.5 puntos) 

Considera el sistema de ecuaciones lineales: 

1 1 0

1 1 0

0 0

x

y

z





 

    
    

− =    
    
    

 

a) Discute el sistema según los valores de α. (1,25 puntos) 

b) Para α = 1 resuelve el sistema y da una solución del mismo diferente de la solución 

trivial, si es posible. (1,25 puntos) 

 

 

EJERCICIO 6 (2.5 puntos) 

Considera el sistema: 

2

2

2 3

x my z m

x y z m

x y mz m

− − =


+ + =
 + + =

 

a) Discute el sistema según los valores de m. (1,75 puntos) 

b) Para m = 1 resuelve el sistema, si es posible. (0,75 puntos) 

 

 

EJERCICIO 7 (2.5 puntos) 

Sea el plano 2 2 2 0x y z  + − − = . 

a) Halla las ecuaciones de los planos paralelos a π que distan 2 unidades de dicho plano. (1,5 

puntos) 

b) Calcula el volumen del tetraedro cuyos vértices son el origen de coordenadas y los puntos 

de corte del plano π con los ejes coordenados. (1 punto) 

 

 

EJERCICIO 8 (2.5 puntos) 

Considera las rectas 1r x y z = − =  y 
3 4

3 2

x y z
s

x y z

+ − =
 

− + = −
. 

a) Estudia la posición relativa de r y s. (1,5 puntos) 

b) Calcula la ecuación del plano que contiene a s y es paralelo a r. (1 punto) 
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SOLUCIONES 
 

BLOQUE A 
 

EJERCICIO 1 (2.5 puntos) 

Sea f  la función continua definida por ( ) 2
0

0

x xe e x
si x

f x x

si x





 − −


= 
 =

 

a) Calcula y  . (1,25 puntos) 

b) Para 2 = , calcula la ecuación de la recta tangente a la gráfica de f en el punto de abscisa 

1x = . (1,25 puntos) 

 

a) La función debe ser continua en x = 0 y para ello debe cumplirse que ( ) ( )
0

lim 0
x

f x f
→

= . 

Calculamos el valor del límite. 
 

( )
0 0

2 20 0

0 0

0

0 1 1 0
lim lim det min ( ´ )

0 0 0

1 1 1 1 2
lim ...

2 2·0 0 0

x x

x x

x x

x

e e x e e
f x In er ación L Hôpital

x

e e e e

x



   

→ →

→

− − − − −
= = = = = =

− − − − − − −
= = = = =

 

 

Existen dos posibilidades: 2 0 − =  o 2 0 −  . 

 

Si 2 0 −  entonces el límite anterior queda: 

( )
0

2
lim

0x
f x



→

−
= =   

Pero entonces tenemos que: 

( )

( )

( ) ( )

0

0

lim

0

lim 0

x

x

f x

f

f x f

 

→

→

=  


=   =


= 

. Esto no es posible. 

 

Por lo que debe ser 2 0 2 − =  = . Y seguimos calculando el límite. 

 

( )
2 2

20 0 0

2 0 0

0

0 2 1 2 1 1 0
lim lim lim

0 2 0 0

4 4 4 1 3
det min ( ´ ) lim

2 2 2 2

x x x x

x x x

x x

x

e e x e e
f x

x x

e e e e
In er ación L Hôpital

→ → →

→

− − − − − −
= = = = = =

− − −
= = = = =

 

 

El valor de   es 2 y el límite vale 3/2. 

 

Aplicamos la continuidad en x = 0. 
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( )

( )

( ) ( )

0

0

3
lim

2
3

0
2

lim 0

x

x

f x

f

f x f

 

→

→


= 


=  =


= 



 

 

Los valores buscados son 2 =  y 
3

2
 =  

 

b) Para 2 =  la función queda ( )

2

2
0

0

x xe e x
si x

f x x

si x

 − −


= 
 =

. En el entorno de x = 1 la 

función es ( )
2

2

x xe e x
f x

x

− −
= . 

La ecuación de la recta tangente a la gráfica de f en el punto de abscisa 1x =  es 

( ) ( )( )1 ´ 1 1y f f x− = − . 

 

( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

2 2 22

2 4

2 1 2 2 1 2

4

2 1 2
´

2 1 ·1 2 1 2
´ 1

1

x x x xx x e e x x e e xe e x
f x f x

x x

e e e e e
f

− − − − −− −
=  = 

− − − − −
 = =

21 2e e− − −

( )

( )

( ) ( )( )

( ) ( )( )

( ) ( )

2 1
2

2

2

2 2

2 2
1

1

1
1 1

1

´ 1 1 1 1 1

1 ´ 1 1

1 1 1 1 2 2

e
e

e e
f e e

f e y e e e x

y f f x

y e x e e e y e x e e

+ +
= +

− −
= = − − 


= +  − − − = + − 


− = − 



 = + − − + − −  = + + − −  
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EJERCICIO 2 (2.5 puntos) 

Considera la función f definida por 
( )

4 2

3

3
(

2
)

2

x x
f x

x

− +
=

+
, para 2x  − . 

a) Estudia y halla las asíntotas de la gráfica de f. (1,5 puntos) 

b) Calcula la ecuación de la recta normal a la gráfica de f en el punto de abscisa 0x = . (1 

punto) 

 

a) El dominio de la función es  2− − . 

Asíntota vertical. x a=  

¿ 2x = −  es asíntota vertical? 

( )

( ) ( )

( )

4 24 2

3 3
2 2

2 3 2 23 2 16 12 2 6
lim lim

0 02
( )

2 2x x

x x
f x

x→− →−

− − − +− + − +
= = = = = 

+ − +
 

 

2x = −  es asíntota vertical. 

 

Asíntota horizontal. y b=  

( )
 

4 2

3

3 2
lim lim Grado del denominador < grado del num o( ) erad r

2x x

x x
b f x

x→ →

− +
= = = = 

+
 

No tiene asíntota horizontal. 

 

Asíntota oblicua. y mx n= +  

Calculamos el valor de m. 

( )

( ) ( )

( ) ( )

4 2
4 2

3 4 2 4 4 4

3 3

4

2 4 2 4 2 4

3 3 3 3

3

3 2
2

32 3 2
lim lim lim lim

2 2

3 2 3 2 3 2
1 1 1

1 0 0
lim lim lim 1

2 1 02 2

)

1

(

x x x x

x x x

x x
x x

xf x x x x x xm
x x x x x x

x

x x x x x x

x x

x x xx

→ → → →

→ → →

− +
− ++ − +

= = = = =
+ +

− + − + − +
− +

= = = = =
+ +   

+ +   
   

 

Calculamos el valor de n. 

( )( )
( )

( )

( )

( )
( )

34 24 2

3 3

4 2 3 2 4

3

3 2 23 2
lim lim lim

2 2

3 2 8 6 12
lim lim

2

x x x

x x

x x x xx x
n f x mx x

x x

x x x x x x x

x

→ → →

→ →

− + − +− +
= − = − = =

+ +

− + − + + +
= =

+

2 43 2x x− + −

( )

( )

3 2

3

3 2 3

3 3

8 6 12

2

6 15 2 8 6
lim lim 6

2x x

x x x

x

x x x x

xx→ →

− − −
=

+

− − + − −
= = = −

+

 

 

La asíntota oblicua es 6y x= − . 

Resumiendo: La función tiene una asíntota vertical: 2x = − , no tiene asíntota horizontal y la 

recta 6y x= −  es asíntota oblicua. 
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b) La ecuación de la recta normal a la gráfica de f en el punto de abscisa 0x =  es 

( )
( )

( )
1

0 0
´ 0

y f x
f

−
− = − . 

 

( )

( )( ) ( ) ( )
( )

( )( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )

3 23 4 24 2

3 6

3 23 4 2

6

4 2

3

4 6 2 3 2 3 23 2
´

2 2

4·0 6·0 0 2 3 0 2 0 3·0 2 24 3
´

64 80 2

0 3·0 2 1

40 2

3

( ) ( )

(0)

0

1 1 1 8 8 1
(0)

34 4 3 3 4

81
0 0

´

8

0

´

x x x x x xx x
f

y

x f x

f

f

y x y x y x

x

x

f

x

f

f

−


= 



− + − + − +− +
=  =

+ +

− + − + − +
= = = −

+

−

 −
 −

−

+
=

+

=  − =  = +
 −

− 
= −

=



−

  
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EJERCICIO 3 (2.5 puntos) 

Calcula 
3 2

2

2 2 2 7

2

x x x
dx

x x

+ − +

+ −





. 

  
Podemos realizar la división de polinomios del integrando o bien descomponer la fracción 

en suma como se hace a continuación. 

 

( )

3 2 3 2

2 2 2

2

2 2 2 7 2 2 4 2 7

2 2 2

2 2

x x x x x x x
dx dx

x x x x x x

x x x

+ − + + − +
= + =

+ − + − + −

+ −
=

 
 
 

2 2x x+ −

2

2 2 2

2 7 2 7 2 7
2 ...

2 2 2

x x x
dx x dx x dx

x x x x x x

+ + +
+ = + = + =

+ − + − + −


 

  
  


 

 

Una vez que el grado del numerador es menor que el grado del denominador calculamos la 

integral con el método de descomposición en fracciones simples. 

 

( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )( )

( ) ( )

2
2 2

2

2

1 3
1

1 1 8 1 3 2
2 0 2 1 2

1 32 2
2

2

2 12 7 2 7 2 7

2 1 2 1 2 1 2 1 2

2 3 3 1 7 3 1
2 7 2 1

1 9 3 3 2 1 2

x

x x x x x x x

x

A x B xx x A B x

x x x x x x x x x x

x B B
x A x B x

x A A x x x x

− +
= =−  + −  

+ − =  = = =  + − = − +
− − = − =



+ + −+ + +
= = +  = 

+ − − + − + − + − +

= − → = − → = −
 + = + + −   = −

= → = → = + − − +

 

 

Terminamos de calcular la integral. 

 

2 2 23 1 1 1
... 3 3ln 1 ln 2

1 2 1 2
x dx dx x dx dx x x x K

x x x x
= + − = + − = + − − + +

− + − +

   
   
   
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EJERCICIO 4 (2.5 puntos) 

Considera las funciones , :f g ⎯⎯→  definidas por  ( ) 2f x x=  y ( )g x a x= , con a > 0. 

Determina el valor de a para que el área total de los recintos limitados por las gráficas de ambas 

funciones sea de 9 unidades cuadradas. 

 

Hallo los puntos de corte de ambas gráficas. 
 

( )

( )

( ) ( )

( )

( )

2 2

2

2

2 2

0
0 0

0
0 0

x
x ax x ax x x a

f x x x a

g x a x x a x o

xf x g x
x ax x ax x x a

x a

 =
= → − = → − =  = = 

=  =  
  ==   = − → + = → + =  

 = −

 

 

Como a es positivo tenemos dos regiones: una entre –a y 0 y otra entre 0 y a. 

Calculamos el área de cada una de estas regiones. 

( )

( ) ( )

0
3 2

0 0
2 2

3 23 2 3 3 3 3 3 3

1
3 2

0 0 2 3

3 2 3 2 3 2 6 6 6

a a
a

x x
Área región x ax dx x axdx a

a a a a a a a a
a a

− −
−

 
= − − = + = + = 

 

 − −  − −
= + − + = − = = =  

    

 

 

 

3 2
2 2

0 0
0

3 2 3 2 3 3 3 3 3 3

2
3 2

0 0 2 3

3 2 3 2 3 2 6 6 6

a
a a x x

Área región x axdx x axdx a

a a a a a a a a
a a

 
= − = − = − = 

 

    − −
= − − − = − = = =   

   

 

 

 

El área total es la suma de las dos áreas parciales. 

Área total = 
3 3 3 3

22

6 6 6 3

a a a a
u+ = =  

El área total tiene un valor de 
3

2

3

a
u . 

Como deseamos que el área valga 9 obtenemos el valor de “a” correspondiente. 

 
3

3 39 27 27 3
3

a
a a=  =  = =  

 

El valor buscado es a = 3. 
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BLOQUE B 
 

EJERCICIO 5 (2.5 puntos) 

Considera el sistema de ecuaciones lineales: 

1 1 0

1 1 0

0 0

x

y

z





 

    
    

− =    
    
    

 

a) Discute el sistema según los valores de α. (1,25 puntos) 

b) Para α = 1 resuelve el sistema y da una solución del mismo diferente de la solución trivial, si 

es posible. (1,25 puntos) 

 

a) El sistema es 0AX = , siendo A la matriz de coeficientes 

1 1

1 1

0

A a



 

 
 

= − 
 
 

, X es la matriz 

de las incógnitas 

x

X y

z

 
 

=  
 
 

 y 0 es la matriz columna nula 

0

0 0

0

 
 

=  
 
 

 

Averiguamos cuando se anula el determinante de A. 

 

( )

2 2 2

2

1 1

1 1 0 0 2 2

0

0
0 2 2 0 2 1 0

1 0 1

A a

A



     

 


   

 

= − = − + + + − − = − +

=
=  − + =  − + =  

− + = → =

 

 

Estudiamos tres situaciones diferentes. 

 

CASO 1. Si 0 y 1    

En este caso 0A   y existe la inversa de A. 

La solución del sistema 0AX =  es 
1·0 0X A−= = . El sistema tiene solución única y 

dicha solución es la trivial 0; 0; 0x y z= = =  

 

CASO 2. 0 =  

En este caso el determinante de A es nulo y el sistema no tiene solución única. 

Resolvemos el sistema que nos queda: 

 

0 1 1 0
0 0

0 1 1 0 0 2 0
0

0 0 0 0

0 0

x
y z y z

y y y y
y z z y

z

y z

    
+ = + =     

− =    + =  =       − + = =     
    

 =  =
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El sistema tiene infinitas soluciones: , 0x t y z= = = . 

 

CASO 3. 1 =  

En este caso el determinante de A es nulo y el sistema no tiene solución única. 

Resolvemos el sistema que nos queda: 

 

1 1 1 0 0 0
0

1 1 1 0 0 0
0

1 0 1 0 0

0
0

0

x x y z x y z
z y z

y x y z x y z
z y z

z x z x z

y
y

y

+ + = + + =     
− + + =     

− =  − + =  − + =         − − + =       + = = −      

= 
 =

− = 

 

 

El sistema tiene infinitas soluciones: , 0;x t y z t= − = = . 

 

Resumiendo: Si 0 y 1    el sistema tiene una única solución y si 0 =  o 1 =  el 

sistema tiene infinitas soluciones. 

 

b) Para α = 1 ya hemos resuelto el sistema en el apartado anterior y sus soluciones son 
, 0;x t y z t= − = = . 

Una solución distinta de la trivial se obtiene dando a t un valor distinto de cero. Por ejemplo, 

tomamos t = 1 y una solución no trivial es 1, 0; 1x y z= − = =  

 

  

http://www.ebaumatematicas.com/


PevAU 2022 Extrardinaria (suplente) Matemáticas II en Andalucía      

 

261 de 571  www.ebaumatematicas.com  

EJERCICIO 6 (2.5 puntos) 

Considera el sistema: 

2

2

2 3

x my z m

x y z m

x y mz m

− − =


+ + =
 + + =

 

a) Discute el sistema según los valores de m. (1,75 puntos) 

b) Para m = 1 resuelve el sistema, si es posible. (0,75 puntos) 

 

a) La matriz de coeficientes A y la matriz ampliada A/B asociadas al sistema son: 
 

1 2 1 2

1 1 1 / 1 1 1 2

1 2 1 2 3

m m m

A A B m

m m m

− − − −   
   

= =   
   
   

 

 

Vemos cuando se anula el determinante de la matriz de coeficientes. 
 

2 2

2 2

1 2

1 1 1 4 2 2 4

1 2

0 4 0 4 4 2

m

A m m m m

m

A m m m

− −

= = − − + + − = −

=  − =  =  = = 

 

 

Existen tres situaciones diferentes que estudiamos por separado. 

 

CASO 1. Si 2 2m y m  −  

En este caso 0A   y el rango de A es 3, al igual que el rango de A/B y el número de 

incógnitas. El sistema tiene una única solución. 

 

CASO 2. Si 2m =  

En este caso 0A =  y el rango de A no es 3. Será 2 o 1. 

Averiguamos el rango de A y el de A/B utilizando el método de Gauss para triangular el 

sistema. 
 

Fila 3ª   Fila 2ª
1 2 2 2

1 2 2 6
/ 1 1 1 4

1 1 1 4
1 2 2 6

0 1 1 2 Nueva Fila 3ª

Fila 2ª   Fila 1ª
1 2 2 2

1 1 1 4
0 3 3 2

1 2 2 2
0 1 1 2

0 3 3 2 Nueva Fila 2ª

A B

− 
− −   

  
=     − − − −

  
   →

 

− 
− −  

   
    − −

   
  →

 
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/3·Fila 3ª  Fila 2ª
1 2 2 2

0 3 3 6
0 3 3 2

0 3 3 2
0 0 0 4

0 0 0 4 Nueva Fila 3ª

A B

A

 − 
 − − 

   
   − − −

   
 →  
   

 

 

El rango de A es 2 y el de A/B es 3. El sistema no tiene solución. 

 

CASO 3. Si 2m = −  

En este caso 0A =  y el rango de A no es 3. Será 2 o 1. 

Averiguamos el rango de A y el de A/B utilizando el método de Gauss. 
 

/

Fila 2ª   Fila 1ª
1 2 2 2

1 1 1 4
/ 1 1 1 4

1 2 2 2
1 2 2 6

0 1 3 2 Nueva Fila 2ª

Fila 3ª   Fila 1ª
1 2 2 2

1 2 2 6
0 1 3 2

1 2 2 2
0 0 0 4

0 0 0 4 Nueva Fila 3ª

A B

A

A B

− 
− −   

−  
= −     − −

  − −   − − →
 

− 
 − − 

− −  
 − −  − −

   −
 − →
  







 


 

 

El rango de A es 2 y el de A/B es 3. El sistema no tiene solución. 

 

Resumiendo: Para 2 2m y m  −  el sistema es compatible determinado y para 2m =  o 

2m = −  el sistema es incompatible. 

 

b) Para m = 1 estamos en el caso 1 y el sistema tiene solución única. Lo resolvemos utilizando 

el método de Gauss para obtener un sistema triangular equivalente más sencillo de resolver. 
 

Ecuación 2ª   Ecuación 1ª
2 1

2
2

2 1
2 3

2 3 1 Nueva Ecuación 2ª

Ecuación 3ª   Ecuación 1ª
2

2 3

2 1

3 3 2 Nueva Ecuación 3ª

x y z
x y z

x y z
x y z

x y z
y z

x y
x y z

x y z

y z

− 
− − =  

+ + =  
+ + =   

− + + = −
  + + =  + = →

 

− 
− − 

+ + = 
 

− + + = −
 
 + = →
 

1

2 3 1

3 3 2

z

y z

y z

= 


+ = 
+ = 
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2·Ecuación 3ª  3 ·Ecuación 2ª
2 1

6 6 4
2 3 1

6 9 3
3 1

3 1 Nueva Ecuación 3ª

x y z
y z

y z
y z

z
z

− 
− − =  

+ =  
 + =   

− − = −
  − =  − = →
 

 

 

1
2 1 2 1 2 2

1 13
2 3 1 3 3

1
2 1 1 2 22 3 11

3
3

x y z x y
x y x y

y z

y yy
z


−   

− − = − − =     − + = − = −     
 + =       

−    − = =+ =  −   =   


 

 

1
1 1 4

3 1 1
3 3 3

1

x y
x x

y


− = 

  − =  = + =
= 

 

 

La solución del sistema es 
4 1

; 1;
3 3

x y z
−

= = =  
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EJERCICIO 7 (2.5 puntos) 

Sea el plano 2 2 2 0x y z  + − − = . 

a) Halla las ecuaciones de los planos paralelos a π que distan 2 unidades de dicho plano. 

(1,5 puntos) 

b) Calcula el volumen del tetraedro cuyos vértices son el origen de coordenadas y los puntos de 

corte del plano π con los ejes coordenados. (1 punto) 

 

a) Un plano ´ paralelo a 2 2 2 0x y z  + − − =  tiene ecuación ´ 2 2 0x y z D  + − + = . 

La distancia entre los planos es la distancia entre un punto P del plano π y el plano π´. 

 

 
 

( )

( )

( )

( ) ( )
( )

22 2

0 0 2
, ´ , ´ 2

2 1 2
, ´ 2

2 6 42

1

2 2 6
3 2 6 8

2 2 2 0
2

0 0 0 2 2 0 2 2 0,0, 1
2

0

´ 2 2 0

0,0, 1

´ 2 2 4 0

´́ 2 2 8 0

P

x y z

x z z z P

D

y

x y z D

P d d

d

D DD
D

D D

x y z

x y z







 

 








 + + +

 = = = 
 + + −

= 

 + =  = + 
 =  + =  

+ = −  = − 

 + − − = 


=  + − − =  − =  = = −  −
−= 

 + − + =

− 

 + − + =

+ − − = 

 

 

Existen dos planos que cumplen las condiciones pedidas: ´ 2 2 4 0x y z  + − + =  y 

´́ 2 2 8 0x y z  + − − = . 

 
 

b)  Hallamos los puntos de corte del plano π con los ejes coordenados. 
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( )

2 2 2 0

0 0 0 2 2 0 2 2 1 0,0, 1

0

x y z

x z z z A

y

  + − − = 


=  + − − =  = −  = −  −
= 

 

( )

( )

2 2 2 0

0 0 2·0 2 0 2 0 2 0,2,0

0

2 2 2 0

0 2 0 2·0 2 0 2 2 0 1 1,0,0

0

x y z

x y y y B

z

x y z

y x x x C

z





 + − − = 


=  + − − =  − =  = 
= 

 + − − = 


=  + − − =  − =  = 
= 

 

 

El tetraedro tiene vértices O(0, 0, 0), A(0,0,–1), B(0, 2, 0) y C(1, 0, 0). 

 

El volumen de dicho tetraedro es la sexta parte del producto mixto de los vectores que unen 

el punto O con el resto de puntos (A, B y C). 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

3

0,0, 1 0,0,0 0,0, 1 0 0 1

0,2,0 0,0,0 0,2,0 , , 0 2 0 2

1 0 01,0,0 0,0,0 1,0,0

2 1

6 3

OA

OB OA OB OC

OC

Volumen OABC u

= − − = − −
  = − =  = =  


= − = 

= =

 

 

El volumen del tetraedro es 31

3
u . 
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EJERCICIO 8 (2.5 puntos) 

Considera las rectas 1r x y z = − =  y 
3 4

3 2

x y z
s

x y z

+ − =
 

− + = −
. 

a) Estudia la posición relativa de r y s. (1,5 puntos) 

b) Calcula la ecuación del plano que contiene a s y es paralelo a r. (1 punto) 

 

a) Obtenemos los vectores directores de las rectas. 

 

( )

( )

( )

0,1,0
0 1 0

1
1 1 1 1, 1,1

3 4 3 4
3 2 3 4

3 2 2 3

6 9 3 4 10 2 2 5 1 5 1

2 3 5 1 1 2 1 5

1 2

r

r

P
x y z

r x y z r r
u

x y z x y z
s x y x y

x y z z x y

x y x y x y x y x y

x t Q
z x x z x s y t s

z t

→


− − − 

 = − =   = =   
− = −

+ − = + − = 
   + − − − + =  

− + = − = − − + 

 + + + − =  − = −  − = −  + = 

=


 = − − + +  = − +   = +  
 = − +

( )

( )

0,1, 1

1,5,2

s

sv
→

 −



=

 

Los vectores directores ( )1, 1,1ru
→

= −  y ( )1,5, 2sv
→

=  no tienen coordenadas proporcionales, 

por lo que las rectas no son ni paralelas ni coincidentes. Las rectas se cortan o cruzan. 

( )

( )

1, 1,1 1 1 1

1 5 2
1,5,2

r

s

u

v

→

→


= − −

  
= 

 

Averiguamos si se cortan o cruzan comprobando si el producto mixto , ,r s r sPQ u v
→ → 

  
 es nulo 

o no. 

( ) ( ) ( )

( )

( )

0,1, 1 0,1,0 0,0, 1
0 0 1

1, 1,1 , , 1 1 1 5 1 6 0

1 5 2
1,5,2

r s

r r s r s

s

PQ

u PQ u v

v

→ → →

→

= − − = −
−

  
= −  = − = − − = −    

=


 

Al ser no nulo las rectas r y s se cruzan. 

 
 

http://www.ebaumatematicas.com/


PevAU 2022 Extrardinaria (suplente) Matemáticas II en Andalucía      

 

267 de 571  www.ebaumatematicas.com  

b) Nos piden hallar la ecuación del plano π del dibujo. 

 

 
 

Este plano tiene como vectores directores los vectores directores de las rectas y contiene el 

punto Qs de la recta s. 

 

( )

( )

( )

0,1, 1
1 1

1, 1,1 1 1 1 0

1 5 2
1,5,2

2 1

s

r

s

Q
x y z

u u

v v

x y




→ →

→ →

−  
− +


= = −   − = 


= = 

 − + − 5 5 1z z+ + + + 2 2 5 0 7 6 7 0y x x y z− + − =   − − + + =

 

 

La ecuación del plano pedido es 7 6 7 0x y z  − − + + = . 
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PevAU 2022 Extraordinaria (reserva) Matema ticas II 

 

PRUEBA DE EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS DE ADMISIÓN 
ANDALUCÍA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS 

CURSO 2021-2022 

MATEMÁTICAS II 

 

Instrucciones: a) Duración: 1 hora y 30 minutos 

b) Este examen consta de 8 ejercicios distribuidos en 2 bloques (A y B) de 4 

ejercicios cada uno. 

c) Cada ejercicio tiene un valor máximo de 2.5 puntos. 

d) Se realizarán únicamente cuatro ejercicios, independientemente del bloque al 

que pertenezcan. En caso de responder a más de cuatro ejercicios, se corregirán 

los cuatro que aparezcan físicamente en primer lugar. 

e) Se permitirá el uso de calculadoras que no sean programables, ni gráficas ni con 

capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos 

conducentes a la obtención de resultados deben estar suficientemente justificados. 

f) En la puntuación máxima de cada ejercicio están contemplados 0,25 puntos para 

valorar la expresión correcta de los procesos y métodos utilizados. 

 

BLOQUE A 
 

 

EJERCICIO 1 (2.5 puntos) 

Calcula a y b sabiendo que 
( ) ( ) 2

3 20

ln 1
lim 2
x

a sen x x x bx

x x→

+ + +
=

+
 (donde ln denota la función 

logaritmo neperiano). 

 
 

EJERCICIO 2 (2.5 puntos) 

Sea  : 0,2f  ⎯⎯→  la función definida por ( )(  ) ( ( ) )xf x e cos x sen x= + . 

a) Halla los extremos absolutos de f (abscisas donde se obtienen y valores que se alcanzan). (2 

puntos) 

b) Determina la ecuación de la recta tangente y la ecuación de la recta normal a la gráfica de f 

en el punto de abscisa 
3

2
x


= . (0,5 puntos) 

 

 

EJERCICIO 3 (2.5 puntos) 

Considera la función :f ⎯⎯→ definida por 
3( )f x x x= − . Calcula el área total de los 

recintos limitados por la gráfica de la función f y la recta normal a dicha gráfica en el punto de 

abscisa x = 0. 
  
 

EJERCICIO 4 (2.5 puntos) 

Calcula 

3

0 1

x
dx

x+





. (Sugerencia: efectúa el cambio de variable 1t x= + ). 
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PRUEBA DE EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS DE ADMISIÓN 

ANDALUCÍA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS 
CONVOCATORIA ORDINARIA, CURSO 2021-2022 

MATEMÁTICAS II 

 

BLOQUE B 
 

EJERCICIO 5 (2.5 puntos) 

La suma de los seguidores en una determinada red social de Alberto, Begoña y Carlos es de 

13000 personas. Aunque Carlos perdiera una tercera parte de sus seguidores, todavía seguiría 

teniendo el doble de seguidores que tiene Alberto. Por otro lado, los seguidores de Alberto más 

la quinta parte de los seguidores de Begoña, son tantos como la mitad de los de Carlos. Calcula 

cuantos seguidores tiene cada uno. 

 

 

EJERCICIO 6 (2.5 puntos) 

Considera las matrices 

1 3

1 2

1 3

m

A m

m

 
 

=  
 
 

 y 

2 2

1 0

1 2

B

 
 

=  
 − 

 

a) Calcula el rango de la matriz A según los valores de m. (1 punto) 

b) Para m = 0 resuelve la ecuación AX B= , si es posible. (1,5 puntos) 

 

 

EJERCICIO 7 (2.5 puntos) 

Considera el triángulo cuyos vértices son los puntos ( ) ( ) ( )0,2,3 , ,0,1 y 2,1,2A B m C . 

a) Halla los valores de m, sabiendo que el área del triángulo es 
18

2
 unidades cuadradas. 

(1,5 puntos) 

b) Para m = 0, calcula el coseno del ángulo en el vértice A de dicho triángulo. (1 punto) 

 

 

EJERCICIO 8 (2.5 puntos) 

Considera el punto ( )2,0, 4P −  y el plano 

9 3

1 2

3 4

x

y

z

 

 

 

= +


 = − +
 = + +

. 

a) Halla el punto simétrico del punto P respecto del plano  . (1,75 puntos) 

b) Calcula la distancia del punto P al plano  . (0,75 puntos) 
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SOLUCIONES 

BLOQUE A 
 

EJERCICIO 1 (2.5 puntos) 

Calcula a y b sabiendo que 
( ) ( ) 2

3 20

ln 1
lim 2
x

a sen x x x bx

x x→

+ + +
=

+
 (donde ln denota la función 

logaritmo neperiano). 

 

Calculamos el valor del límite en función del valor de “a” y “b”. 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2

3 2 3 20

20

2

ln 1 0 0ln 0 1 ·0 0
lim

0 0 0

1
cos ln 1 2

1det min ( ´ ) lim
3 2

1
cos 0 ln 0 1 0 2 ·0

0 1 ...
3·0 2·0 0

x

x

a sen x x x bx a sen b

x x

a x x x bx
xIn er ación L Hôpital

x x

a b
a

→

→

+ + + + + +
= = =

+ +

+ + + +
+= = =

+

+ + + +
+= = =

+

 

 

Como el límite debe valer 2 el valor de “a” debe ser 0. De no ser así el límite sería ∞. 

Seguimos calculando el límite suponiendo que a = 0. 

 

( ) ( ) ( )

( )

( )

( ) ( )

2 20 0

2

0

2 2

0

1
0· cos ln 1 2 ln 1 2

1 1lim lim
3 2 3 2

1 1 1·1
2

1 10
det min ( ´ ) lim

0 6 2

1 1 1 1
2 2

1 0 11 0 1 2 2
lim 1

6 2 6·0 2 2

x x

x

x

x
x x x bx x bx

x x

x x x x

x x
b

x x
In er ación L Hôpital

x

b b
x x b

b
x

→ →

→

→

+ + + + + + +
+ += =

+ +

+ −
+ +

+ +
= = = =

+

+ + + +
+ ++ + +

= = = = +
+ +

 

 

Tenemos que con a = 0 nos queda 
( ) ( ) 2

3 20

ln 1
lim 1
x

a sen x x x bx
b

x x→

+ + +
= +

+
. Igualamos este 

resultado a 2 y determinamos el valor de b. 

 

1 2 2 1 1b b+ =  = − =  

 

Los valores buscados son a = 0 y b = 1.  
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EJERCICIO 2 (2.5 puntos) 

Sea  : 0,2f  ⎯⎯→  la función definida por ( )(  ) ( ( ) )xf x e cos x sen x= + . 

a) Halla los extremos absolutos de f (abscisas donde se obtienen y valores que se alcanzan). (2 

puntos) 

b) Determina la ecuación de la recta tangente y la ecuación de la recta normal a la gráfica de f 

en el punto de abscisa 
3

2
x


= . (0,5 puntos) 

 

a) Comprobamos si existe algún punto crítico de la función. 
 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )s´ cox x xsenf x e cos x sen x e x x e cos x sen x= −+ + + = + ( )sen x−( )

( )( )

( )
( )( ) ( )

cos

´ 2cos 2
2cos 0 cos 0

3´

( )

(

0

2

) x

x

x

xf x e x
e x x

f x
x





+


= =  

 =  =  
=   =



 

 

Estos son dos puntos críticos que pueden ser máximos, mínimos relativos o puntos de 

inflexión de la función. 

Valoramos la función en los extremos del dominio de definición y en dichos valores y 

averiguaremos cuales son los extremos absolutos de la función. 
 

( )

( )2

0

/2 /2

3 /

2

2 3 /2

(0) (0) (0)

2 2 2

3 3 3

2 2 2

(2 ) (2

1

4.81

1

9

¡Mínimo!

¡Máxi

11.31  

53 o m( 5.4)  !) 2

f e cos sen

f e cos sen e

f e cos sen e

f e cos sen e

 

 

 



 

 

 





= + =


  
= + =  

  


  

     
     
     

     
     
    

−= + = − 
 

=



= + 





 

 

La función alcanza su mínimo absoluto en 
3

2
x


= , siendo dicho valor mínimo 

3 /2 111.
2

3
3

1f e 
= − −

 
 
 

. 

La función alcanza su máximo absoluto en 2x = , siendo dicho valor máximo 
2 535.) 42 9(f e  = . 

 

b) La ecuación de la recta tangente a la gráfica de f en el punto de abscisa 
3

2
x


=  tiene la 

expresión 
3 3 3

´
2 2 2

y f f x
      

− = −    
    

. 
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( )3 /2 3 /2 3 /2

3 /2

3

3 3 3
´

2 2 2

3
0

2

3 3
´ 2cos 0

2 2

2

y f f x

f e y e x y e

f e

  



  



 



    
− = −     

     
  

= −  − − = −  = −  
 

    
= =     

   

 










 

 

Este resultado es lógico pues en 
3

2
x


=  la función tiene un mínimo relativo y la recta 

tangente debe ser horizontal. 

 

Como la recta normal a la gráfica de f en el punto de abscisa 
3

2
x


=  debe ser perpendicular 

a la recta tangente (es horizontal) dicha recta normal debe ser vertical y tiene ecuación 

3

2
x


= . 

  

http://www.ebaumatematicas.com/


PevAU 2022 Extrardinaria (reserva) Matemáticas II en Andalucía      

 

273 de 571  www.ebaumatematicas.com  

EJERCICIO 3 (2.5 puntos) 

Considera la función :f ⎯⎯→ definida por 
3( )f x x x= − . Calcula el área total de los 

recintos limitados por la gráfica de la función f y la recta normal a dicha gráfica en el punto de 

abscisa x = 0. 
  
 

La ecuación de la recta normal a dicha gráfica en el punto de abscisa x = 0 tiene la expresión 

( )
( )

( )
1

0 0
´ 0

y f x
f

−
− = − . 

( )

( ) ( )

( )
( )

( )

( )

3

2 2

0 0
1

´ 3 1 ´ 1

( )

0 3·0 1 0
1

1
0 0

´ 0

f x x x f

f x x f y x y x

y f x
f


= −  =


−
= −  = − = −  − =  =

−
−

− = −


 

 

 Hallamos los puntos de corte de la gráfica de la función y la recta normal. 

 

( )
3

3 3 2

2

0
2 0 2

(
0

)

2 0 2

xf x x x
x x x x x x x

y x x x

 == − 
 − =  − =  − =  

=  − =  = 

 

 

Como hay tres puntos de corte hay dos regiones: una entre 2−  y 0, la otra entre 0 y 2 . 

 

( )
( ) ( )

00 0 4
3 3 2

2 2 2

4

4 2
2

   1 2
4

20
0 2 1 2 1

4 4

Á i
x

x x xdx xrea de reg ón xdx x
− − −

 
= − − = − = − = 

 

 −   = − − − − = − − =   
 

  

 

 

 

( )

( )
( )

2

3

0

22 4
3 2

0 0

4

42
2

2
4

2 0
2 0 1 2 1

 2

4

  

4

Área de reg ó x x x dx

x
x x dx x

i n = − − =

 
= − = − = 

 

 
  = − − − = − =  
 

  




 

 

 

 

El área total es la suma de las áreas de la región 1 y 2. Área total = 2 unidades cuadradas. 
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EJERCICIO 4 (2.5 puntos) 

Calcula 

3

0 1

x
dx

x+





. (Sugerencia: efectúa el cambio de variable 1t x= + ). 

 

Calculamos la integral indefinida utilizando el cambio de variable sugerido. 

 

2
2

2

Cambio de variable
1

1 1
1

1 2

x t
dx t x t x

tx
t x tdt dx

 
  −

= = + → = + = 
+  

− = → = 





2 t

( )

3 3
2

3

2
2 1 2 2

3 3

2 1Deshacemos el cambio de variable
2 1

31

t t
dt t dt t t

x
x K

t x

 
= − = − = − = 

 

+  
= = − + + 

= +  







 

 

Calculamos la integral definida pedida. 

 

( )

( ) ( )

3
3

3

0

0

3 3

2 1
2 1

31

2 1 3 2 1 0 16 2 14 8
2 1 3 2 1 0 4 2 2

3 3 3 3 3 3

xx
dx x

x

 +
 = − + =
 +
  

   + +
   = − + − − + = − − + = − =
   
      




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BLOQUE B 

 

EJERCICIO 5 (2.5 puntos) 

La suma de los seguidores en una determinada red social de Alberto, Begoña y Carlos es de 

13000 personas. Aunque Carlos perdiera una tercera parte de sus seguidores, todavía seguiría 

teniendo el doble de seguidores que tiene Alberto. Por otro lado, los seguidores de Alberto más 

la quinta parte de los seguidores de Begoña, son tantos como la mitad de los de Carlos. Calcula 

cuantos seguidores tiene cada uno. 

 

Llamamos x, y, z al número de seguidores de Alberto, Begoña y Carlos respectivamente. 

 

“La suma de los seguidores en una determinada red social de Alberto, Begoña y Carlos es de 

13000 personas” → 13000x y z+ + =  

 

“Aunque Carlos perdiera una tercera parte de sus seguidores, todavía seguiría teniendo el 

doble de seguidores que tiene Alberto” → “las dos terceras partes de los seguidores de 

Carlos es el doble de seguidores de Alberto” → 
2

2
3

z x=  

 

“Los seguidores de Alberto más la quinta parte de los seguidores de Begoña, son tantos 

como la mitad de los de Carlos” → 
1 1

5 2
x y z+ =  

 

Reunimos las ecuaciones en un sistema y lo resolvemos. 

 

13000
13000 13000

2
2 2 6 3

3
10 2 5 10 2 5

1 1

5 2

3 13000 4 13000

10 2 15 2 5

13000 4
26000 8 5

2 5

26000
13 26000 2000

13

x y z
x y z x y z

z x z x z x

x y z x y z

x y z

x y x x y

x y x y x

y x
x x

y x

x x


+ + =

+ + = + + = 
  

=  =  =   
  + = + = 

+ = 

+ + = + = 
   

+ = = 

= − 
  − = 

= 

 =  = =
13000 8000 5000

6000

y

z

 = − =
 

=

 

 

El número de seguidores de Alberto son 2000 personas, los seguidores de Begoña son 5000 

y los de Carlos son 6000. 
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos) 

Considera las matrices 

1 3

1 2

1 3

m

A m

m

 
 

=  
 
 

 y 

2 2

1 0

1 2

B

 
 

=  
 − 

 

a) Calcula el rango de la matriz A según los valores de m. (1 punto) 

b) Para m = 0 resuelve la ecuación AX B= , si es posible. (1,5 puntos) 

 

a) El rango de la matriz A es 3, 2 o 1. 

Calculamos el determinante de A y vemos cuando se anula. 
 

2

1 3

1 2 3 2 3

1 3

m

A m m m

m

= = + + 3m− 2 2

2 2

3 2 1

0 1 0 1 1 1

m m

A m m m

− − = −

=  − =  =  = = 

 

 

Nos planteamos tres situaciones diferentes que estudiamos por separado. 

 

CASO 1. Si 1 y 1m m −  . 

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3. 

 

CASO 2. Si 1m = . 

En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3. 

La matriz A queda 

1 1 3

1 1 2

1 1 3

A

 
 

=  
 
 

. 

Obtenemos una matriz equivalente triangular utilizando el método de Gauss. 
 

Fila 2ª  Fila 1ª
1 1 3

1 1 2
1 1 2

1 1 3
1 1 3

0 0 1 Nueva Fila 2ª

Fila 3ª  Fila 1ª
1 1 3

1 1 3
0 0 1

1 1 3
0 0 0

0 0 0 Nueva Fila 3ª

A

− 
   

  
=     − − −

  
   − →

 

− 
−  

   
 −   − − −

   
  →

 

 

 

La matriz A tiene rango 2. 
 

CASO 3. Si 1m = − . 

En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3. 

La matriz A queda 

1 1 3

1 1 2

1 1 3

A

− 
 

= − 
 − 

. 
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Obtenemos una matriz equivalente triangular utilizando el método de Gauss. 
 

Fila 2ª + Fila 1ª Fila 3ª + Fila 1ª
1 1 3

1 1 2 1 1 3
1 1 2

1 1 3 1 1 3
1 1 3

0 0 5 Nueva Fila 2ª 0 0 6 Nueva Fila 3ª

5.Fila 3ª  6·Fila 2ª
1 1 3

0 0 30
0 0 5

0 0 30
0 0 6

0 0 0 Nueva 

A

  
−    

− −   
= −      − −

   −    → →
  

−
− 

 
   −

 
  →

1 1 3

0 0 5

0 0 0
Fila 3ª

 
−  

   
   

   
  

 

 

 

La matriz A tiene rango 2. 
 

Resumiendo: Si 1 y 1m m −   el rango de A es 3 y si 1m = −  o 1m =  el rango de A es 2. 

 

b) Despejamos X en la ecuación matricial. 
 

1AX B X A B−=  =  

 

Comprobamos que existe la inversa de A y la calculamos. 
 

Para m = 0 la matriz A queda 

0 1 3

1 0 2

1 0 3

A

 
 

=  
 
 

 

0 1 3

1 0 2 0 2 0 0 3 0 1 0

1 0 3

A = = + + − − − = −  . Existe A–1 y la calculamos. 

( )
1

1

0 0 1 0 1 00 1 1

2 3 3 3 3 21 0 0

1 1 0 1 0 13 2 3

2 3 3 3 3 21

1 1 0 1 0 1

0 0 1 0 1 0

0 3 2 0 3 2

1 3 3 1 3 3

0 1 1 0 1 1

t

Adj

Adj A
A

A

A

−

−

  
+ − +  

  
   
   = = = − − + −

−  
 
 + − + 
 

− −   
   

= − − − = −   
   − −   

 

 

Sustituimos en 
1X A B−=  y obtenemos la expresión de la matriz X. 

 

1

0 3 2 2 2 3 2 4 5 4

1 3 3 1 0 2 3 3 2 6 8 4

0 1 1 1 2 1 1 2 2 2

3 3 · 3 2 3 2

X XA B−

− + − −      
      

− = + + −  = −      
      − − − − −      

  ⎯⎯⎯→

=



=
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EJERCICIO 7 (2.5 puntos) 

Considera el triángulo cuyos vértices son los puntos ( ) ( ) ( )0,2,3 , ,0,1 y 2,1,2A B m C . 

a) Halla los valores de m, sabiendo que el área del triángulo es 
18

2
 unidades cuadradas. (1,5 

puntos) 

b) Para m = 0, calcula el coseno del ángulo en el vértice A de dicho triángulo. (1 punto) 

 

a) El área del triángulo ABC es la mitad del módulo del producto vectorial de los vectores AB
⎯⎯→

 

y AC
⎯⎯→

. 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )2

2 2
,0,1 0,2,3 , 2, 2

2,1,2 0, ,3 2, 1, 1 2 1 1

2

i j k
AB

AB AC m

AC

AB AC i

m m
⎯⎯→

⎯⎯→ ⎯⎯→

⎯⎯→

⎯⎯→ ⎯⎯→

−


= 

  = − − 
 − −= 

 

− −

− = −

=

− =

4 4 2j mk k mj i− − + + − ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
2 2 22

4 4 0, 4,4

0 4 4 2 4 2
4

2 2 2 2

m j m k m m

AB AC
m m m

Área ABC m

⎯⎯→ ⎯⎯→

= − + − = − −


+ − + − −

= = = = −

 

 

Igualamos esta área a 
18

2
. 

 

4 3 72 18 18
4 2 4 18 4 9 3

2 2 2 4 3 1

m m
m m m

m m

 − = → =
− =  − =  − = = =  

− = − → =

 

 

b) Para m = 0 el punto B queda ( )0,0,1B . 

Para obtener el ángulo en el vértice A utilizamos el producto escalar de AB
⎯⎯→

 y AC
⎯⎯→

. 

 

( ) ( ) ( )

( )

( )( )

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 22 2

0,0,1 0,2,3 0, 2, 2

2

·
cos ,

·

2 2 4 4 1 3

32

, 1, 1

0, 2, 2 2, 1, 1

8 6 48 4 3 30 2 2 1 1

AB AB AC
AB AC

AB ACAC

⎯⎯→ ⎯⎯→ ⎯⎯→
⎯⎯→ ⎯⎯→

⎯⎯→ ⎯⎯→⎯⎯→


=  

 = =  
 = 

+
= = = = = =

+ −

− = − −

− −

− − − −

++ − − + −

 

 

El coseno del ángulo en el vértice A vale 
3

3
.  
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EJERCICIO 8 (2.5 puntos) 

Considera el punto ( )2,0, 4P −  y el plano 

9 3

1 2

3 4

x

y

z

 

 

 

= +


 = − +
 = + +

. 

a) Halla el punto simétrico del punto P respecto del plano  . (1,75 puntos) 

b) Calcula la distancia del punto P al plano  . (0,75 puntos) 

 
a) Hallamos la ecuación implícita del plano π. 

 

( )

( )

( )

0, 1,39 3 1 3

1 2 9,2,4 9 2 4 0

3 4 3 0 13,0,1

2 12 12 0 6 18 9 9 0 2 3 6 21 0

Px x y z

y u

z v

x y z y x y z

 

   

 



− = + + −
 

 = − +   =   =  
 = + + =

 + + + − + − − =   + − + =

 

 
Hallamos la ecuación de la recta t perpendicular al plano 2 3 6 21 0x y z  + − + =  que pasa por 

el punto ( )2,0, 4P − . 

( )

( )

2 2
2,0, 4

3
2,3, 6

4 6t

x
P t

t y
v n

z







= +
−   

  = 
= = −   = − −

 

 

Hallamos el punto de corte M de la recta t y el plano π. 
 

( ) ( ) ( )

( )

2 2

3
2 2 2 3 3 6 4 6 21 0

4 6

2 3 6 21 0

4 4 9 24 36 21 0 49 49 0 49 49

2 2 0

1 3 0, 3,2

4 6 2

x

t y

z

x y z

x

y M

z




  





    



= + 
 

 = 
 + + − − − + =  = − − 

 + − + = 

 + + + + + =  + =  = − 

= − =


 = −  = −  −
 = − + =

 

http://www.ebaumatematicas.com/


PevAU 2022 Extrardinaria (reserva) Matemáticas II en Andalucía      

 

280 de 571  www.ebaumatematicas.com  

El punto simétrico P´ se obtiene sumando al punto M el vector PM . 

 

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

0, 3,2 2,0, 4 2, 3,6
´ 0, 3,2 2, 3,6 2, 6,8

0, 3,2

PM
P

M

= − − − = − − 
 = − + − − = − −

= − 

 

 

El punto simétrico del punto P respecto del plano   es ( )´ 2, 6,8P = − − . 

 
b) La distancia del punto P al plano π se puede obtener de dos formas distintas. 

 

Aplicamos la fórmula de la distancia de un punto a un plano. 

 

( )
( )

( )
22 2

2 3 6 21 0 4 0 24 21 49 49
, 7

2,0, 4 7492 3 6

x y z
d P u

P




 + − + =  + + +
 = = = =

−  + + −

 

 

La distancia del punto P al plano   es de 7 unidades. 

 

OTRA FORMA DE HACERLO 
También podemos hallar esta distancia como la distancia del punto P al punto M hallado en 

el apartado anterior. La distancia será el módulo del vector PM . 

 

 
 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2, , 2 3 6 49 7d P d P M PM u = = = − + − + = =  

 

La distancia del punto P al plano   es de 7 unidades. 
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PevAU 2022 Ordinaria Matema ticas II 

 

PRUEBA DE EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS DE ADMISIÓN 

ANDALUCÍA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS 
CONVOCATORIA ORDINARIA, CURSO 2021-2022 

MATEMÁTICAS II 

 

Instrucciones: a) Duración: 1 hora y 30 minutos 

b) Este examen consta de 8 ejercicios distribuidos en 2 bloques (A y B) de 4 

ejercicios cada uno. 

c) Cada ejercicio tiene un valor máximo de 2.5 puntos. 

d) Se realizarán únicamente cuatro ejercicios, independientemente del bloque al 

que pertenezcan. En caso de responder a más de cuatro ejercicios, se corregirán 

los cuatro que aparezcan físicamente en primer lugar. 

e) Se permitirá el uso de calculadoras que no sean programables, ni gráficas ni con 

capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos 

conducentes a la obtención de resultados deben estar suficientemente justificados. 

f) En la puntuación máxima de cada ejercicio están contemplados 0,25 puntos para 

valorar la expresión correcta de los procesos y métodos utilizados. 

 

BLOQUE A 
 
 

EJERCICIO 1 (2.5 puntos) 

Considera la función continua f definida por 

2

1
1

( ) 1 1

1
1

si x
x

f x ax b si x

x
si x

x


 −


= + −  


 
 +

 

a) Calcula a y b. (1 punto) 

b) Estudia y halla las asíntotas de la gráfica de f. (1,5 puntos) 
 
 

EJERCICIO 2 (2.5 puntos) 

De entre todos los rectángulos con lados paralelos a los ejes de coordenadas, determina las 

dimensiones de aquel de área máxima que puede inscribirse en la región limitada por las gráficas 

de las funciones , :f g ⎯⎯→  definidas por 
2

( ) 4
3

x
f x = −  y ( )

2

2
6

x
g x = − .  

 

EJERCICIO 3 (2.5 puntos) 

Sea f  la función definida por ( )
( )

2

2 4 0

2 0

x si x
f x

x si x

+ 
= 

− 

. 

a) Calcula los puntos de corte de la gráfica de f con el eje de abscisas y esboza la gráfica de 

la función. (1 punto) 

b) Halla el área del recinto limitado por la gráfica de f y por el eje de abscisas. (1.5 puntos)  
 
 

EJERCICIO 4 (2.5 puntos) 

Considera la función f definida por ( )
3

2 2 1

x
f x

x x
=

− +
 para 1x  . Halla una primitiva de f que 

pase por el punto (2, 6). 
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PRUEBA DE EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS DE ADMISIÓN 

ANDALUCÍA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS 
CONVOCATORIA ORDINARIA, CURSO 2021-2022 

MATEMÁTICAS II 

 

BLOQUE B 

 

EJERCICIO 5 (2.5 puntos) 

Considera el sistema: 

3

3 1

4 6

x y mz

mx y z

x y mz

− + = −


− + − =
 − + = −

 

a) Discute el sistema según los valores de m. (1,75 puntos) 

b) Para m = 2 resuelve el sistema, si es posible. (0.75 puntos) 

 

 

EJERCICIO 6 (2.5 puntos) 

Considera la matriz 1

1

m m m

A m m

m m

 
 

=  
 
 
 

, donde 0m  . 

a) ¿Para que valores de m tiene inversa la matriz A? (1 punto) 

b) Para m = 4 resuelve, si es posible, la ecuación matricial 12AX I= , donde I es la matriz 

identidad de orden 3. (1,5 puntos) 

 

 

EJERCICIO 7 (2.5 puntos) 

Se consideran los vectores ( )1,2,3u = −  y ( )2,0, 1v = − , así como el punto A(−4, 4, 7). 

a) Calcula a y b para que el vector ( )1, ,w a b=  sea ortogonal a u  y v . (0,75 puntos) 

b) Determina los cuatro vértices de un paralelogramo cuyos lados tienen las direcciones de 

los vectores u  y v , y que tiene al vector OA  como una de sus diagonales, siendo O el 

origen de coordenadas. (1,75 puntos) 

 

 

EJERCICIO 8 (2.5 puntos) 

Considera la recta 
1

2
1 2

y z
r x

−
 − = =

−
 así como la recta s determinada por el punto P(1, 2, 3) 

y el vector director ( )1 , ,3v a a a= + − . 

a) Calcula a para que las rectas r y s se corten. (1,5 puntos) 

b) Calcula a para que las rectas r y s sean perpendiculares. (1 punto) 
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SOLUCIONES 

EJERCICIO 1 (2.5 puntos) 

Considera la función continua f definida por 

2

1
1

( ) 1 1

1
1

si x
x

f x ax b si x

x
si x

x


 −


= + −  


 
 +

 

a) Calcula a y b. (1 punto) 

b) Estudia y halla las asíntotas de la gráfica de f. (1,5 puntos) 
 

a) La función debe ser continua en x = –1 
 

( )

1 1

1 1

1 1
lim ( ) lim 1

1

lim ( ) lim 1

1

x x

x x

f x
x

f x ax b a b a b

f a b

− −

+ +

→− →−

→− →−


= = = − −


= + = − +  − + = −


− = − + 



 

La función debe ser continua en x = 1 
 

( )

1 1

2

1 1

lim ( ) lim

1 1
lim ( ) lim

1 2 2

1
1

2

x x

x x

f x ax b a b

x
f x a b

x

f

− −

+ +

→ →

→ →


= + = +





= =  + =
+ 


= 

 

Juntamos las dos ecuaciones y resuelvo el sistema que se forma. 
 

1 1
1 3 3

1 21 1
2 2 4

2 2

1 3 1

2 4 4

a b a b

a a a a
a b b a

b

− + = − − + = − 
 

  − + − = −  − = −  =  
+ = = − 

 

 = − = −

 

 

Los valores buscados son 
3

4
a =  y 

1

4
b

−
= . 

 

b) Con 
3

4
a =  y 

1

4
b

−
=  la función queda 

2

1
1

3 1
( ) 1 1

4 4

1
1

si x
x

x
f x si x

x
si x

x


 −




= − −  




+
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Estudiamos sus asíntotas verticales, horizontales y oblicuas. 
 

Asíntota vertical. x a=  

No tiene. Pues su dominio es . 

x = 0 y x = –1 anulan los denominadores, pero las funciones no están definidas en dichos 

valores.  
 

Asíntota horizontal. y b=  

( )
1 1

lim lim 0
x x

b f x
x→− →−

= = = =
−

 

Una asíntota horizontal en –∞ es y = 0. 

( )
2

lim lim
1x x

x
b f x

x→+ →+
= = = +

+
 

No hay asíntota horizontal en +∞. 
 

Asíntota oblicua. y mx n= +  

En –∞ no hay pues existe asíntota horizontal. 

Hacemos el estudio en +∞ 

( )

( )( )

2

2

2

2 2 2

1lim lim lim 1

lim lim lim
1

x x x

x x x

x
f x xxm

x x x x

x x x
n f x mx x

x

→+ →+ →+

→+ →+ →+

+= = = =
+

  −
= − = − = 

+ 
lim 1

1 1x

x x

x x→+

 − −
= = − 

 + + 

 

 

En +∞ la asíntota oblicua tiene ecuación 1y x= − . 

 

Resumiendo: La función no tiene asíntotas verticales, tiene una asíntota horizontal en –∞ 

con ecuación y = 0, en +∞ tiene una asíntota oblicua con ecuación 1y x= − . 
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EJERCICIO 2 (2.5 puntos) 

De entre todos los rectángulos con lados paralelos a los ejes de coordenadas, determina las 

dimensiones de aquel de área máxima que puede inscribirse en la región limitada por las gráficas 

de las funciones , :f g ⎯⎯→  definidas por 
2

( ) 4
3

x
f x = −  y ( )

2

2
6

x
g x = − .  

 

Dibujamos las gráficas de las dos parábolas para entender mejor lo planteado. 

 
Averiguamos donde se cortan las gráficas. 

( )
2 2

2 2 2 2( ) 4 2 24 2 12 3 36 12 12
3 6

x x
f x g x x x x x x=  − = −  − = −  − = −  =  =   

Por la simetría de las funciones podemos decir que la base del rectángulo (2x) es variable 

dependiendo de la coordenada x del punto de la gráfica elegido estando x comprendida entre 

0 y 12 . 

Y la altura del rectángulo es el valor positivo (f(x)) menos el valor negativo (g(x)). 

( )
2 2 2 2 2 23

( ) 4 2 4 2 6 6
3 6 3 6 6 2

x x x x x x
Altura f x g x

 
= − = − − − = − − + = − = − 

 
 

El área del rectángulo es el producto de la base por la altura. 

( )
2

32 6 12
2

x
A x x x x

 
= − = − 

 
 

Derivamos la función y la igualamos a cero en busca de un máximo. 
 

( ) ( )

( )

3 2

2 2 2

12 ´ 12 3

12
´ 0 12 3 0 3 12 4 4 2

3

A x x x A x x

A x x x x x

= −  = −

−
=  − =  − = −  = =  = =

−

 

 

Como ( ) ( )´́ 6 ´́ 2 12 0A x x A= −  = −   

La función presenta un máximo relativo en x = 2. 

Las dimensiones del rectángulo son 2 · 2 = 4 de base y altura 
22

6 6 2 4
2

− = − = . Es un 

cuadrado de lado 4.  
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EJERCICIO 3 (2.5 puntos) 

Sea f  la función definida por ( )
( )

2

2 4 0

2 0

x si x
f x

x si x

+ 
= 

− 

. 

a) Calcula los puntos de corte de la gráfica de f con el eje de abscisas y esboza la gráfica de la 

función. (1 punto) 

b) Halla el área del recinto limitado por la gráfica de f y por el eje de abscisas. (1.5 puntos)  

 

a) Igualamos a cero la función. 

( )
( )

( ) ( )
2

2 4 0 2 4 2 0
0

2 0 2 0 2 0

x x x si x
f x

x x x si x

+ =  = −  = − 
=  

− =  − =  = 

 

La gráfica corta el eje de abscisas en (–2, 0) y (2, 0). 

 

La gráfica es un trozo de recta y un trozo de parábola. Hacemos una tabla de valores y 

dibujamos su gráfica. 
 

( )

( ) ( )

( )

2

2

2 4 0

2 4

3 2

2 0

1 2

0 4 No incluido

2 0

2

0 4

1 1

2 0

3 1

f x x si x

x y x

f x x si x

x y x

= + 

= +

− −

−

−

= − 

= −

 

 

b) Nos piden hallar el área del recinto coloreado de rosa y rojo. 
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Contando cuadraditos el área será un valor entre 6 y 7 unidades cuadradas. 

 

Calculamos su valor exacto con el cálculo integral. 

 

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

0 0 22 2 2

22

2
3 3 3

2 2 2

0

0

2

1 2 4 4 0 4·0 2 4 2 0 4 8 4

2 2 2 0 2 8 8
2 2 0

3 3 3 3 3

8 20
1 2 4 6.66

3 3

Área x dx x x u

x
Área x dx u

Área total Área Área u

−−

    = + = + = + − − + − = − − =     

 − − − −
= − = = − = − = 

  

= + = + =



  
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EJERCICIO 4 (2.5 puntos) 

Considera la función f definida por ( )
3

2 2 1

x
f x

x x
=

− +
 para 1x  . Halla una primitiva de f que 

pase por el punto (2, 6). 
 

Calculamos la integral de la función f utilizando la descomposición en fracciones simples. 
 

( )

( )

( ) ( )

( )

3 2

3 2

3

2

2 2

2

2

2 2

2

2

2 22

2 1

2 2
3 2

22
2 1 2 1

2 4 2

3 2

3 2 3 2
2 2 ...

2 1 2 2 1

2 2 4
2 1 0 1 raiz doble

2

13 2 3 2

2 1 11 1

x x x

x x x x
x x

F x dx x dxx x
x x x x

x x

x

x x x
x dx dx x dx

x x x x

x x x

A xx x A B

x x xx x

− +

− + − +
−

= = = + + =+ −
− + − +

− + −

−

− −
= + + = + + =

− + − +

 − −
− + =  = =

−− −
= = + =

− + −− −

 



 
 
 

( )

( )
( )

( )

2

2

22

1

2

1

3
3 2 2 3 1

2

3 2 3 1
3ln 1 1

2 1 1 1

1 1
3ln 1 3ln 1

1 1

1
... 2 3ln 1

2 1

B

x

A
x Ax A B B B

A B

x
dx dx dx x x dx

x x x x

x
x x

x

x
x x K

x

−

−

+


−

=
 − = − +   − = − +  =

− = − +

−
= + = − + − =

− + − −

−
= − + = − −

− −

= + + − − +
−

 
    



 

 

La primitiva de f(x) es ( )
2 1

2 3ln 1
2 1

x
F x x x K

x
= + + − − +

−
 

 

Como pasa por el punto (2, 6) debe cumplirse F(2) = 6. 

 

( )
22 1

2 6 2·2 3ln 2 1 2 4 0 1 6 1
2 2 1

F K K K= = + + − − +  + + − + =  =
−

 

La primitiva de f(x) que pasa por el punto (2, 6) es ( )
2 1

2 3ln 1 1
2 1

x
F x x x

x
= + + − − +

−
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EJERCICIO 5 (2.5 puntos) 

Considera el sistema: 

3

3 1

4 6

x y mz

mx y z

x y mz

− + = −


− + − =
 − + = −

 

a) Discute el sistema según los valores de m. (1,75 puntos) 

b) Para m = 2 resuelve el sistema, si es posible. (0.75 puntos) 

 

a) La matriz de coeficientes es 

1 1

3 1

1 4

m

A m

m

− 
 

= − − 
 − 

 y la ampliada es 

1 1 3

/ 3 1 1

1 4 6

m

A B m

m

− − 
 

= − − 
 − − 

. 

Averiguamos cuando se anula el determinante de A. 

 

2 2 2

2 2 2

1 1

3 1 3 1 4 3 4 3 3

1 4

0 3 3 0 3 3 1 1 1

m

A m m m m m m

m

A m m m m

−

= − − = + + − − − = −

−

=  − =  =  =  = = 

 

 

CASO 1. 1m   y 1m  − . 

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el rango de A/B 

y el número de incógnitas. El sistema es compatible determinado (una única solución). 

 

CASO 2.  1m = . 

En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3. Utilizamos el método de 

Gauss para estudiar el rango de A y de A/B. 
 

 2ª 1ª
1 1 1 3

1 3 1 1
/ 1 3 1 1

1 1 1 3
1 4 1 6

0 2 0 2 Nueva Fila 2ª

 3ª  1ª
1 1 1 3

1 4 1 6
0 2 0 2

1 1 1 3
0 3 0 3

0 3 0 3 Nueva Fila 3ª

Fila Fila

A B

Fila Fila

+ 
− −   

− −  
= − −     − −

  − −   − →
 

− 
− −  

− −   
 −    − −

   − −  − − →
 

 

 

/
2·  3ª  +3 · 2ª

1 1 1 3
0 6 0 6

0 2 0 2
0 6 0 6

0 0 0 12
0 0 0 12 Nueva Fila 3ª

A B

A

Fila Fila   
 − − 

− −   
  −   −

   −
 − →     

 

El rango de A es 2 y el de A/B es 3. El sistema es incompatible (sin solución). 
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CASO 3.  1m = − . 

En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3. Utilizamos el método de 

Gauss para estudiar el rango de A y de A/B. 
 

 2ª 1ª
1 1 1 3

1 3 1 1
/ 1 3 1 1

1 1 1 3
1 4 1 6

0 4 0 4 Nueva Fila 2ª

 3ª  1ª
1 1 1 3

1 4 1 6
0 4 0 4

1 1 1 3
0 3 0 3

0 3 0 3 Nueva Fila 3ª

Fila Fila

A B

Fila Fila

− 
− − −   

−  
= −     −

  − − −   →
 

− 
− −  

− − −   
    −

   − −  − − →
 

 

 

4·  3ª  +3 · 2ª
1 1 1 3

0 12 0 12
0 4 0 4

0 12 0 12
0 0 0 0

0 0 0 0 Nueva Fila 3ª

Fila Fila 
− −  

− −   
    

   
  →

 

 

 

El rango de A y el de A/B es 2 y el número de incógnitas es 3. El sistema es compatible 

indeterminado (infinitas soluciones). 
 

Resumiendo: Si 1m   y 1m  −  el sistema es compatible determinado, si 1m =  el sistema 

es incompatible y si 1m = −  el sistema es compatible indeterminado. 

 

b) Para m = 2 el sistema es compatible determinado. Utilizamos el método de Gauss para 

encontrar su solución. 

 

Ecuación 2ª + 2 · Ecuación 1ª Ecuación 3ª  Ecuación 1ª
2 3

2 3 1 4 2 6
2 3 1

2 2 4 6 2 3
4 2 6

0 3 5 0 3 3

2 3

3 5

3 3

x y z
x y z x y z

x y z
x y z x y z

x y z
y z y

x y z

y z

y

−  
− + = −   

− + − = − + = −   
− + − =     

− + = − − + − =
   − + = −   + = − − = −

  

− + = −


 + = −

− = −

( )

2 3
1 2 3 2 2

3 5
1 3 5 3 6

1

2 2
2 2 2 4 2 2

2

x y z
x z x z

y z
z z

y

x z
x x x

z

 − + = −
 − + = − + = − 

 + = −     
+ = − = −  

=

+ = −
  + − = −  − = −  =

= −

 

 

La solución es x = 2; y = 1; z = –2.  
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos) 

Considera la matriz 1

1

m m m

A m m

m m

 
 

=  
 
 
 

, donde 0m  . 

a) ¿Para qué valores de m tiene inversa la matriz A? (1 punto) 

b) Para m = 4 resuelve, si es posible, la ecuación matricial 12AX I= , donde I es la matriz 

identidad de orden 3. (1,5 puntos) 

 

a) Averiguamos cuando se anula el determinante de A. 

 

( ) ( )

( ) ( )

2 2

2
2

2

1 1

1 1

Saco factor común 
1 1

en columna 1ª
1 1

1 1 1
Saco factor común 

1 1
en fila 1ª

1 1

1 1 1 2 1

0

0 2 1 0 2 2 4
2 1 0 1

2

m m m m m m m

A m m m m

m m m m

m m m
m

m m

m

m
m m m

m

m m m m m m m

m

A m m m

m m m

= = =

  
= = = 

  

  
= = = 

  

= + + − − − = − +

 =


=  − + =    − −
 − + =  = =
  

 

La inversa de la matriz A existe para cualquier valor de m distinto de 0 y 1. 

 

b) Para m = 4 existe la inversa de A. 

Despejamos X en la ecuación matricial. 
 

1 112 12 12AX I X A I A− −=  = =  

 

Calculamos la inversa de A. 
 

4 2 2 4 2 2

2 4 1 2 4 1

2 1 4 2 1 4

TA A

   
   

=  =   
   
   
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4 2 2

2 4 1 64 4 4 16 16 4 36

2 1 4

A = = + + − − − =  

 

( )
1

1

4 1 2 1 2 44 2 2

1 4 2 4 2 12 4 1

2 2 4 2 4 22 1 4 1

1 4 2 4 2 136 36

2 2 4 2 4 2

4 1 2 1 2 4

15 6 6
1

6 12 0
36

6 0 12

T

Adj

Adj A
A

A

A

−

−

  
+ − +  

  
   
   = = = − + −

 
 
 + − + 
 

− − 
 

= − 
 − 

 

 

Terminamos de resolver la ecuación matricial. 

 

1

15 6 6 15 6 6 5 2 2
1 1

6 12 0 6 12 0 2 4 0
36 3

6

2

0 12

2

6 0 12 2 0

1

4

1X A−

− − − − − −     
     

− = − = −


=     
    − − − 

=

   
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EJERCICIO 7 (2.5 puntos) 

Se consideran los vectores ( )1,2,3u = −  y ( )2,0, 1v = − , así como el punto A(−4, 4, 7). 

a) Calcula a y b para que el vector ( )1, ,w a b=  sea ortogonal a u  y v . (0,75 puntos) 

b) Determina los cuatro vértices de un paralelogramo cuyos lados tienen las direcciones de los 

vectores u  y v , y que tiene al vector OA  como una de sus diagonales, siendo O el origen de 

coordenadas. (1,75 puntos) 

 

a) Para que ( )1, ,w a b=  sea ortogonal a ( )1,2,3u = −  y ( )2,0, 1v = −  el producto escalar debe 

ser cero. 

 

( )( ) ( )

( )( )

· 1, , 2,0, 1 0 2 0 2 1, , 2

5
· 1, , 2 1,2,3 0 1 2 6 0 2 5 2.5

2

w v a b b b w a

w u a a a a

= − =  − =  =  =

−
= − =  − + + =  = −  = = −

 

 

b) La situación planteada es la del dibujo. 

 
 

Tenemos que hallar los puntos B y C tales que se forme un paralelogramo. 

Como los puntos B y C están en la dirección de los vectores u  y v : 
 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1,2,3 1,2,3 ,2 ,3

2,0, 1 2,0, 1 2 ,0,

u B a a a a

v C b b b

= −  = − = −

= −  = − = −
 

 

Como es un paralelogramo OC BA=  y OB CA= . 
 

( ) ( ) ( ) ( )2 ,0, 4,4,7 ,2 ,3 4 ,4 2 ,7 3OC BA b b a a a a a a=  − = − − − = − + − −   

 

2 42 4 2 4 2
12 4 2 2 2

20 4 2 2 4 2
7 6 1

17 3 7 3 7 3

b ab a b a
bb b

a a a
b b

bb a b a b a

= − += − + = − + −  
= = −= − + = −    

 = −  =  =        
− = − − =     = −− = − − = − − = −   

 

 

( ) ( ) ( ) Igual que el anter .,2 ,3 4,4,7 io2 r,0,OB CA a a a b b=  − = − − −  

 

Sustituyendo en las coordenadas de los vértices: 

( ) ( )

( ) ( )

, 2 ,3 2,4,6

2 ,0, 2,0,1

B a a a

C b b

= − = −

= − = −
. 

Los cuatro vértices del paralelogramo son O(0, 0, 0); A(–4, 4, 7); B(–2, 4, 6) y C(–2, 0, 1). 
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EJERCICIO 8 (2.5 puntos) 

Considera la recta 
1

2
1 2

y z
r x

−
 − = =

−
 así como la recta s determinada por el punto P(1, 2, 3) 

y el vector director ( )1 , ,3v a a a= + − . 

a) Calcula a para que las rectas r y s se corten. (1,5 puntos) 

b) Calcula a para que las rectas r y s sean perpendiculares. (1 punto) 
 

a)  Hallamos un punto y un vector de cada recta. 

 

( )

( )

2,0,12 0 1
:

1 1 2 1, 1,2

r

r

Qx y z
r r

u

− − − 
 = =  

− = −

       
( )

( )

1,2,3
:

1 , ,3s

P
s

v a a a




= + −

 

 

Para que las rectas se corten deben pertenecer al mismo plano. Para ello el producto mixto 

de los vectores directores ru , sv  y el vector rQ P  debe ser nulo.  

 

( ) ( ) ( )1,2,3 2,0,1 1,2,2

1 1 2

, , 1 3 2

1 2 2

r

r s r

Q P

u v Q P a a a a

= − = −

−

  = + − = −
 

−

3 4 4 2 2 2a a a a+ + + − + + 6 6

, , 0 6 0 6r s r

a a

u v Q P a a

− = − +

  =  − + =  =
 

 

 

Comprobamos que para a = 6 también se cumple que los vectores directores de las rectas no 

tienen coordenadas proporcionales y por tanto las rectas no son paralelas ni coincidentes. 

 

( )

( )

1, 1,2 1 1 2

7 6 186 7, 6,18

r

s

u

a v

= − −
  =

−= → = − 

 

El valor buscado es 6a = . 

 

b) Para que sean perpendiculares el producto escalar de los vectores directores debe ser nulo. 

Pueden estar en distinto plano pero sus direcciones son perpendiculares. 

 

( )

( ) ( )( )

1, 1,2

1 , ,3 · 0 1, 1,2 1 , ,3 0 1 6 0

1
1 8 0 8 1

8

r

s r s

r s

u

v a a a u v a a a a a a

u v

a a a

= −


= + −  =  − + − =  + + + = 


⊥ 

 + =  = −  = −
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PRUEBA DE EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS DE ADMISIÓN 
ANDALUCÍA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS 

CURSO 2021-2022 

MATEMÁTICAS II 

 

Instrucciones: a) Duración: 1 hora y 30 minutos 

b) Este examen consta de 8 ejercicios distribuidos en 2 bloques (A y B) de 4 

ejercicios cada uno. 

c) Cada ejercicio tiene un valor máximo de 2.5 puntos. 

d) Se realizarán únicamente cuatro ejercicios, independientemente del bloque 

al que pertenezcan. En caso de responder a más de cuatro ejercicios, se 

corregirán los cuatro que aparezcan físicamente en primer lugar. 

e) Se permitirá el uso de calculadoras que no sean programables, ni gráficas ni con 

capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos 

conducentes a la obtención de resultados deben estar suficientemente justificados. 

f) En la puntuación máxima de cada ejercicio están contemplados 0,25 puntos para 

valorar la expresión correcta de los procesos y métodos utilizados. 

 

BLOQUE A 
 
 

EJERCICIO 1 (2.5 puntos) 

Sea f la función continua definida por 

2 2 0

( ) 0 2

3
2

2 2 2

x si x

f x ax b si x

x
si x


 + 


= +  
 −
 + 


 

a) Calcula a y b. (1,25 puntos) 

b) Para 1a = −  y 4b = , estudia si existe la derivada de f en x = 2. En caso afirmativo, 

calcula la ecuación de la recta tangente a la gráfica de f en dicho punto. (1,25 puntos) 
 

EJERCICIO 2 (2.5 puntos) 

Considera la función :f ⎯⎯→  definida por ( )2 1( )f x ln x= +  (donde ln denota la función 

logaritmo neperiano). 

a) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f. (1 punto) 

b) Determina los intervalos de convexidad y de concavidad de f y los puntos de inflexión de 

su gráfica. (1,5 puntos) 
 

EJERCICIO 3 (2.5 puntos) 

Considera la función  : 0,2F  ⎯⎯→  definida por  ( ) ( )
0

2 cos
x

F x t t dt=  . 

a) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de F. (1 punto) 

b) Halla la ecuación de la recta tangente a la gráfica de F en el punto de abscisa x = π. (1,5 

puntos) 
 

EJERCICIO 4 (2.5 puntos) 

Calcula ( )
1

0
x arctg x dx  (donde arctg denota la función arcotangente). 
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PRUEBA DE EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS DE ADMISIÓN 

ANDALUCÍA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS 
CURSO 2021-2022 

MATEMÁTICAS II 

 

BLOQUE B 

 

EJERCICIO 5 (2.5 puntos) 

Considera el sistema:  

2 3 3

1

3 3

x y mz

x my z

x y z m

+ + =


+ − = −
 + − = −

 

a) Discute el sistema según los valores de m. (1,75 puntos) 

b) Para m = –2 encuentra, si es posible, y0 para que la solución del sistema sea 

0

3
, ,

7
x y y z = = = − . (0,75 puntos) 

 

 

EJERCICIO 6 (2.5 puntos) 

Dado 0a  , considera las matrices 
3

1

a
A

a

− 
=  

 
 y 

1 1

3 4

1 2

B

− 
 

=  
 
 

. 

a) Determina para qué valores de a se cumple que 1 1

4
A A− = . (1,25 puntos) 

b) Para a = 1 calcula, si es posible, la matriz X tal que 
tAX B= , donde 

tB  denota la matriz 

traspuesta de B. (1,25 puntos) 

 

 

EJERCICIO 7 (2.5 puntos) 

Considera el plano 0x y z  + + =  y la recta 1

0

x

r y

z





=


 = −
 =

. 

a) Determina la ecuación del plano perpendicular a π que contiene a r. (1,25 puntos) 

b) Calcula la distancia entre r y π. (1,25 puntos) 

 

 

EJERCICIO 8 (2.5 puntos) 

Sean los planos 
1 2 3 0x y z  + + − = , 2 2 5 0x y z  + − + =  y la recta 

1
1

2 5

y z
r x

+
 − = = . 

a) Halla los puntos de r que equidistan de 
1  y 2 . (2 puntos) 

b) Halla el seno del ángulo que forma el plano 
1  con la recta r. (0,5 puntos) 
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SOLUCIONES 

EJERCICIO 1 (2.5 puntos) 

Sea  f  la función continua definida por 

2 2 0

( ) 0 2

3
2

2 2 2

x si x

f x ax b si x

x
si x


 + 


= +  
 −
 + 


 

a) Calcula a y b. (1,25 puntos) 

b) Para 1a = −  y 4b = , estudia si existe la derivada de f en x = 2. En caso afirmativo, calcula 

la ecuación de la recta tangente a la gráfica de f en dicho punto. (1,25 puntos) 

 

a) La función debe ser continua en x = 0. Debe cumplirse ( ) ( ) ( )
0 0

lim lim 0
x x

f x f x f
− +→ →

= = . 

 

( )

( )

( ) ( ) ( )

2 2

0 0

2

0 0

0 0

lim lim 2 0 2 2

lim lim 0 2 2 4

lim lim 0

x x

x x

x x

f x x

f x ax b b b b b

f x f x f

− −

+ +

− +

→ →

→ →

→ →

= + = + =



= + = + =  =  = =


= = 


 

 

La función queda 

2 2 0

( ) 4 0 2

3
2

2 2 2

x si x

f x ax si x

x
si x


 + 


= +  
 −
 + 


 

 

La función debe ser continua en x = 2. Debe cumplirse ( ) ( ) ( )
2 2

lim lim 2
x x

f x f x f
− +→ →

= = . 

 

( )

( )

( ) ( ) ( )

2 2

2 2

2 2

lim lim 4 2 4

3 2 3 1 3 2
lim lim 2 2 4 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

lim lim 2

2
2 4 2 2 2 1

2

x x

x x

x x

f x ax a

x
f x a

f x f x f

a a a

− −

+ +

− +

→ →

→ →

→ →

= + = +

− − −

= + = + = + = =  + = 

= =


−
 + =  = −  = = −

 

 

Los valores buscados son 1a = −  y 4b = . 

 

b) Para 1a = −  y 4b = la función es continua y queda 

2 2 0

( ) 4 0 2

3
2

2 2 2

x si x

f x x si x

x
si x


 + 


= − +  
 −
 + 


. 
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Para que exista la derivada en x = 2 debe cumplirse que sean iguales las derivadas laterales. 

 

( )

( )

2 2

2 2

1 1 1
´(2 ) lim ´ lim

12 4 2 2 4 2 2
´(2 ) ´(2 )

1 1 2 2
´(2 ) lim ´ lim

2 2 2 2

x x

x x

f f x
x

f f

f f x

− −

+ +

−

→ →
− +

+

→ →

− − − 
= = = =  −− + − + 

 = =
− − = = =



 

 

La derivada en x = 2 existe y vale 
1

´(2)
2 2

f
−

=  

 

La ecuación de la recta tangente a la gráfica de f en x = 2 es ( ) ( )( )2 ´ 2 2y f f x− = − . 

 

( ) ( )( )

( ) ( )

2 ´ 2 2

1 1 2
2 2 4 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
1

´(2)
2 2

2 1 2 2 2 3 2
2 2

4 4 2 4 22

y f f x

f y x y x

f

y x y x y x


− = −
 − −

= − + =  − = −  = + + 


−
=


− − −
 = + +  = + +  = +
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EJERCICIO 2 (2.5 puntos) 

Considera la función :f ⎯⎯→  definida por ( )2 1( )f x ln x= +  (donde ln denota la función 

logaritmo neperiano). 

a) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f. (1 punto) 

b) Determina los intervalos de convexidad y de concavidad de f y los puntos de inflexión de su 

gráfica. (1,5 puntos) 
 

a) Utilizamos la derivada para hallar los puntos críticos de la función. 
 

2

2

2
´ 2

0 01
1

´ 0

( )

( )

x
f x x

xx
x

f x


= 

 =  =+ 
+= 

 

 

Estudiamos el signo de la derivada antes y después de x = 0. 

• En ( ),0−  tomamos x = –1 y la derivada vale 
( )

2

2 2
´ 1 01

1
( )

21
f

− −
=− = = − 

− +
. La 

función decrece en ( ),0− . 

• En ( )0,+  tomamos x = 1 y la derivada vale 
2

2
´ 1 0

1 1
(1)f = = 

+
. La función crece 

en ( )0,+ . 

 

Resumiendo: La función decrece en ( ),0−  y crece en ( )0,+ . 

 

b) Utilizamos la derivada segunda. 

 

( )

( ) ( ) ( )
( )

2 2 2 2

2
2 2 22 2 2 2

2
2

2 2 2

2 1 2 ·22 2 2 4 2 2
´ ´́ 2 2

1 1 1 1
1

´́ 0

2 2 1 0 1 1 1

( ) ( )

( )

x x xx x x x
f x f x x

x x x x
x

f x

x x x x

+ − + − −
=  = = = −

+  + + +
+

= 

 −  − =  =  =  = 

 

 

Estudiamos el signo de la segunda derivada antes, entre y después de estos dos valores. 
 

• En ( ), 1− −  tomamos x = –2 y la derivada segunda vale 

( )

( )( )

2

2
2

2 2 2 6
´́ 0

251

( )

2

2f
− − −

= = 

−

−

+

. La función es cóncava (∩) en ( ), 1− − . 

• En ( )1, 1− +  tomamos x = 0 y la derivada segunda vale 

( )

2

2
2

2 2·0
´́ 2 0

1
(

0
0)f

−
= = 

+
. La 

función es convexa (∪) en ( )1, 1− +  
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• En ( )1,+ +  tomamos x = 2 y la derivada segunda vale 

( )

2

2
2

2 2·2 6
´́ 0(

22
)

51
2f

− −
= = 

+
. 

La función es cóncava (∩) en ( )1,+ + . 

 

Resumiendo: La función es cóncava (∩) en ( ) ( ), 1 1,− −  + +  y es convexa (∪) en 

( )1, 1− + . 

La función presenta dos puntos de inflexión uno en x = –1 y otro en x = +1. 
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EJERCICIO 3 (2.5 puntos) 

Considera la función  : 0,2F  ⎯⎯→  definida por  ( ) ( )
0

2 cos
x

F x t t dt=  . 

a) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de F. (1 punto) 

b) Halla la ecuación de la recta tangente a la gráfica de F en el punto de abscisa x = π. (1,5 puntos) 

 

Calculamos la integral indefinida. 

 

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

Integración por partes

2 cos 2 2

cos cos

2 2 2 2 cos 2 2cos

t t dt u t du dt

dv t dt v t dt sen t

tsen t sen t dt tsen t t tsen t t K

 
  

= = → = = 
 

= → = =  

= − = − − = + +







 

 

Obtenemos la expresión de la función F. 
 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

00
2 cos 2 2cos

2 2cos 2·0· 0 2cos 0 2 2cos 2

x x

F x t t dt tsen t t

xsen x x sen xsen x x

= = + =  

= + − + = + −      


 

 

La función es ( ) ( ) ( )2 2cos 2F x xsen x x= + − . 

 

a) Utilizamos la derivada. 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( )

´ 2 2 cos 2 2 cos
2 cos 0

´ 0

0

3
cos 0 ;

2 2

F x sen x x x sen x x x
x x

F x

x

o

x x x
 

= + − = 
 = 

= 




=


 

 = → = =


 

 

Otra opción es saber que se cumple que si ( ) ( )
0

2 cos
x

F x t t dt=   entonces 

( ) ( )´ 2 cosF x x x=  

 

Tenemos tres puntos críticos en el dominio de definición  0,2  

Estudiamos el signo de la derivada antes, entre y después de estos valores. 
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• En 0,
2

 


 
 tomamos 

4
x


=  y la derivada vale ´ 2 cos 0

4 4 4
F

     
=    

   
. La función 

crece en 0,
2

 


 
. 

• En 
3

,
2 2

  
 
 

 tomamos x =  y la derivada vale ( ) ( )´ 2 cos 2 0F    = = −  . La 

función decrece en 
3

,
2 2

  
 
 

. 

• En 
3

,2
2




 
 
 

 tomamos 
7

4
x


=  y la derivada vale 

7 7 7
´ 2 cos 0

4 4 4
F

     
=    

   
. La 

función crece en 
3

,2
2




 
 
 

. 

 

Resumiendo: La función F crece en 
3

0, ,2
2 2

 


   
  

   
 y decrece en 

3
,

2 2

  
 
 

. 

 

b) La ecuación de la recta tangente a la gráfica de F en x = 𝜋 es ( ) ( )( )´y F F x  − = − . 

 

( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) 2

´

2 2cos 2 2 2 4

´ 2 cos 2

4 2 2 2 4

y F F x

F sen

F

y x y x

  

   

   

   

− = − 


= + − = − − = − 


= = − 

 − − = − −  = − + −
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EJERCICIO 4 (2.5 puntos) 

Calcula ( )
1

0
x arctg x dx  (donde arctg denota la función arcotangente). 

 

Calculamos primero la integral indefinida. 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

2 2

2 2

2

2 2 2 2

2 2

2 2

2 2

Integración por partes

1 1

1 2 2 1

2

1 1 1 1

2 2 1 2 2 1

1 1 1

2 2 1 1

x x
xarctg x dx u arctg x du dx arctg x dx

x x

x
dv xdx v xdx

x x x x
arctg x dx arctg x dx

x x

x x x
arctg x dx dx

x x

 
 
 
 

= = → = = − = 
+ + 

 
= → = = 

 

+ −
= − = − =

+ +

 +
= − − = 

+ + 

 



 

  ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2

2

2 2

1 1

2 2 1

1 1

2 2 2 2 2

arctg x dx dx
x

x x x
arctg x x arctg x arctg x arctg x K

 
− − = + 

= − − = − + +  

 

 

 
 

Aplicamos este resultado en el cálculo de la integral definida pedida. 

 
 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1
2

1

0
0

2 2

1

2 2 2

1 1 1 0 0 1
1 1 0 0

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1
0 0

2 4 2 2 4 2 4 2

x x
x arctg x dx arctg x arctg x

arctg arctg arctg arctg

  

 
= − + = 

 

   
= − + − − + =   

   

   
= − + − + = −   

   


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BLOQUE B 

EJERCICIO 5 (2.5 puntos) 

Considera el sistema:  

2 3 3

1

3 3

x y mz

x my z

x y z m

+ + =


+ − = −
 + − = −

 

a) Discute el sistema según los valores de m. (1,75 puntos) 

b) Para m = –2 encuentra, si es posible, y0 para que la solución del sistema sea 
0,x y y= = , 

3

7
z = − . (0,75 puntos) 

 

a) La matriz de coeficientes asociada al sistema es 

2 3

1 1

3 1 3

m

A m

 
 

= − 
 − 

 y la matriz ampliada es 

2 3 3

/ 1 1 1

3 1 3

m

A B m

m

 
 

= − − 
 − − 

. 

Averiguamos cuando se anula el determinante de A. 

 

( )

2 2

2

2

2 3

1 1 6 9 3 9 2 3 5 2

3 1 3

5 7
2

5 5 24 65 7
0 3 5 2 0

5 7 16 6

6 3

m

A m m m m m m

m

A m m m

m

= − = − − + − + + = − − +

−

+
= − = − + − 

=  − − + =  = = = 
−− −  = =

 −

 

 

Estudiamos las tres situaciones diferentes que se nos plantean. 
 

CASO 1. 
1

2 y
3

m m −   

En este caso el determinante de A es no nulo y el rango de A es 3, así como el de A/B e 

igual al número de incógnitas = 3, por lo que el sistema tiene una única solución. 

 

CASO 2. 2m = − . 

En este caso el determinante de A es nulo y su rango es menor de 3. 

 

La matriz ampliada queda 

2 3 2 3

/ 1 2 1 1

3 1 3 2

A B

− 
 

= − − − 
 − 

. Triangulamos el sistema utilizando 

el método de Gauss. 
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Fila 3ª 3·Fila 2ª
2 3 2 3

3 1 3 2
/ 1 2 1 1

3 6 3 3
3 1 3 2

0 7 0 5 Nueva Fila 3ª

Fila 1ª 2·Fila 2ª
2 3 2 3

2 3 2 3
0 7 0 5

2 4 2 2
0 7 0 5

0 7 0 5 Nueva Fila 2ª

Fila 3ª Fila 2ª

0 7 0 5

0 7 0

A B

− 
−   

−  
= − − −     −

  −   →
 

− 
−  

−   
    −

   
  →

 

−


− −

/

2 3 2 3

0 7 0 5
5

0 0 0 0
0 0 0 0 Nueva Fila 3ª

A B

A

  
 − 
  

   
   
 →     

 

 

El rango de A = 2 = Rango de A/B < nº de incógnitas = 3. 

El sistema tiene infinitas soluciones. 
 

CASO 3. 
1

3
m =  

En este caso el determinante de A es nulo y su rango es menor de 3. 

 

La matriz ampliada queda 

2 3 1/ 3 3

/ 1 1/ 3 1 1

3 1 3 1/ 3

A B

 
 

= − − 
 − − 

. Triangulamos el sistema 

utilizando el método de Gauss. 

 

/

Fila 3ª 3·Fila 2ª
2 3 1/ 3 3

3 1 3 1/ 3
/ 1 1/ 3 1 1

3 1 3 3
3 1 3 1/ 3

0 0 0 8 / 3 Nueva Fila 3ª

Fila 1ª 2·Fila 2ª
2 3 1/ 3 3

2 3 1/ 3 3
0 7 / 3 7 / 3 5

2 2 / 3 2 2
0 0 0 8 / 3

0 7 / 3 7 / 3 5 Nueva Fila 2ª

A

A

A B

− 
   

− −  
= − −     − −

  − −   →
 

− 
 
 

 
− −

 
 →
 

B 
 
 
 
 
 
 

 

 

El rango de A es 2 y el de A/B es 3. Al ser los rangos distintos el sistema no tiene 

solución. 

 

Resumiendo: Si 
1

2 y
3

m m −  el sistema tiene solución única, si 2m = −  el sistema tiene 

infinitas soluciones y si 
1

3
m =  el sistema no tiene solución. 
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b) Para m = –2 el sistema tiene infinitas soluciones.  

Lo resolvemos a partir del sistema equivalente obtenido con el método de Gauss. 

 

2 3 2 32 3 2 3
2 3 2 3 15

0 7 0 5 2 2 35
7 5 7

0 0 0 0 7

15 6 3 3
2 2 3 2 2

7 7 7 7

x y z
x y z

x z
y y

x z x z x z x z

+ − =−  
+ − =   

   + − =    = =  
  

 − = −  − =  − =  = +

 

 

Las soluciones son 
3 5

; ;
7 7

x y z = + = = . 

Comprobamos que existe la solución 
0

3
, ,

7
x y y z = = = − . 

 

0

0 0

0

3

7

5
3 3

7
7 7

3 3 5

7 7 7

5 5

7 7

3

7

x

y

z

y

x y y

y y

z



   



   






= + 


=    = + = +  

=   
  

 = −  + =  =  
  
  = = =    = 

= −
 

 

 

Existe la solución pedida siendo 0

5

7
y =   
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos) 

Dado 0a  , considera las matrices 
3

1

a
A

a

− 
=  

 
 y 

1 1

3 4

1 2

B

− 
 

=  
 
 

. 

a) Determina para qué valores de a se cumple que 1 1

4
A A− = . (1,25 puntos) 

b) Para a = 1 calcula, si es posible, la matriz X tal que tAX B= , donde tB  denota la matriz 

traspuesta de B. (1,25 puntos) 

 

a) Averiguamos para que valores de “a” existe la inversa de la matriz A. 

3
3 4

1

0 4 0 0

a
A a a a

a

A a a

−
= = − − = −

=  − =  =

 

La inversa de la matriz A existe para cualquier valor de 0a  . 
 

Multiplicamos la igualdad 1 1

4
A A− =  por la matriz A y debemos obtener la matriz identidad. 

 

1 2

22 2

2

2 2 2 2

2

2

1 0 3 31
4 4

0 1 1 14

4 34 3 4 3

4 0 0 3 3 3 33 3 3 1

0 4 3 1 0 0 0

4 3 1 3 3 1

4 1 3

0 1 1

a a
A A AA I I A

a a

a aa a a a

a aa a a a

a a a a a a a a a

a a a

−
− −    

= =  =  =     
    

= + = + = +
 

= − + − = − + − +  =  
=        

− + + = − + = − + = − +      
  = + = =  

= +


= − +
¡Se cumplen todas las ecuaciones!






 

 

El valor buscado es a = 1. 
 

b) Para a = 1 la matriz A queda 
1 3

1 1
A

− 
=  

 
 y su matriz inversa es 1

1 31 1

1 14 4
A A−

− 
= =  

 
 

Despejamos X en la ecuación
tAX B= . 

1t tAX B X A B−=  =  

Obtenemos la expresión de X. 

1
1 3 1 3 1 1 3 3 12 1 6 4 9 51 1 1

1 1 1 4 2 1 1 3 4 1 2 0 7 34 4 4

2 2 · 2 3 2 3

1 9 / 4 5 / 4

0 7 / 4 3 / 4

tX A B

X

−
− − − − + − + −      

= = = =      
− − + +      

  ⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ 

− 
=  

 
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EJERCICIO 7 (2.5 puntos) 

Considera el plano 0x y z  + + =  y la recta 1

0

x

r y

z





=


 = −
 =

. 

a) Determina la ecuación del plano perpendicular a π que contiene a r. (1,25 puntos) 

b) Calcula la distancia entre r y π. (1,25 puntos) 

 

Estudiemos la posición relativa de recta y plano. 
 

( )

( )
( ) ( )

0 1,1,1

· 1, 1,0 · 1,1,1 1 1 0
1 1, 1,0

0

r

r

x y z n

x n v
r y v

z







→

→ →

→


 + + =  = 

=  = − = − =
 = −  = − 

 = 

 

 

Al ser perpendiculares el vector normal del plano y el vector director de la recta sabemos 

que la recta es paralela al plano, o bien la recta está contenida en el plano. 
 

( )1 0,1,0
0 1 0 0

0

0

r

x

r y P

z

x y z







= 
 

 = −  
 + +  = 

 + + = 

 

 

El plano no contiene al punto Pr, por lo que la recta no está contenida en el plano y son 

paralelos y por tanto existe el plano que se pide. 

 

a) El plano π´ perpendicular a π que contiene a r tiene como vectores directores el vector 

normal del plano y el vector director de la recta, y además contiene un punto de la recta. 

 

( )

( )

( )

0,1,0
11

´ 1 1 0 01, 1,00
1 1 1

0 1,1,1

1 0 ´ 2 1 0

r

r

x P
x y zr y

vz

x y z n

x z z y x y z










→

→

= 
  − = −  

  − = = − =



 + + =  = 

 − + + − + =   − − + + =

 

 

b) La recta r y el plano π son paralelos por lo que la distancia entre ellos es la distancia entre 

un punto de la recta y el plano. 
 

( )
( ) ( )

2 2 2

0 0 1 0 1 3
, ,

0,1,0 331 1 1
r

r

x y z
d r d P u

P r


 

 + + =  + +
 = = = =

  + +
 

 

La distancia es ( )
3

,
3

d r u = .  
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EJERCICIO 8 (2.5 puntos) 

Sean los planos 
1 2 3 0x y z  + + − = , 

2 2 5 0x y z  + − + =  y la recta 
1

1
2 5

y z
r x

+
 − = = . 

a) Halla los puntos de r que equidistan de 
1  y 

2 . (2 puntos) 

b) Halla el seno del ángulo que forma el plano 
1  con la recta r. (0,5 puntos) 

 

Estudiamos la posición relativa de los dos planos. 

Comprobamos que sus vectores normales no son paralelos pues no tienen coordenadas 

proporcionales, por lo que no son planos paralelos (son secantes, coincidiendo en una recta). 

( )

( )

1 1

2 2

2 3 0 2,1,1 2 1 1

1 2 1
2 5 0 1,2, 1

x y z n

x y z n





→

→


 + + − =  = 

  
− + − + =  = − 

 

 
 

a) Hallamos las coordenadas paramétricas de la recta r. 
 

( )

( )

11,0, 1
1

1 2
2 5 1,2,5 1 5

r

r

xP
y z

r x r r y
v z







→

= + −
+  

 − = =     = 
=  = − +

 

 

Un punto P de la recta tiene coordenadas ( )1 ,2 , 1 5P   + − + . Calculamos la distancia del 

punto P a cada plano. 
 

( )
( )1

2 2 2
1

1 ,2 , 1 5 2 2 2 1 5 3 9 2
,

2 3 0 62 1 1

P
d P

x y z

      




+ − +  + + − + − −
 = =

 + + − =  + +
 

 

( )
( )

( )

( )
2

22 2
2

1 4 1 5 51 ,2 , 1 5 7
,

2 5 0 61 2 1

P
d P

x y z

    




+ + − − + ++ − + 
 = =

 + − + =  + + −

 

 

Igualamos las distancias para que el punto P equidiste de ambos planos. 

 

( ) ( )1 2

9 2 7
, , 9 2 7

6 6
d P d P


  

−
=  =  − =   
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( )9 2 7 9 9 1 2,2,4

5 4 10 34
9 2 7 9 5 ´ , ,

9 9 9 9

P

o

P

  

  




− =  =  = 



 


− − −  − = −  = −  =     

 

 

Los dos puntos de la recta r que equidista de los dos planos son ( )2,2,4P  y 

4 10 34
´ , ,

9 9 9
P

− − 
 
 

. 

 

b) Hallamos el coseno del ángulo que forman el vector normal del plano y el vector director de 

la recta utilizando el producto escalar. 

 

( )

( )

( )( )

( )

1 1
1

1

1

1
2 2 2 2 2 2

1

1

2 3 0 2,1,1
·

cos ,
1

1 1,2,5 ·
2 5

2,1,1 1,2,5
cos ,

2 1 1 1 2 5

2 2 5 9 9 9 3 3 5 3 5
cos ,

2·5 106 30 180 9·4·5 6 5 2 5

, cos

r
r

r r

r

r

x y z n
n v

n v
y z

r x v n v

n v

n v

sen r n





→
→ →

→ →

→ → →

→ →

→ →


 + + − =  =   

 =   +   − = =  =


 
 =  

  + + + +

+ + 
 = = = = = = =  

 

 = 1

3 5
, 0.67

10
rv

→ → 
= 

 

 

 

Hemos utilizado la propiedad de los ángulos ( )cos 90ºsen = − . 
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PevAU 2022 Ordinaria (reserva) Matema ticas II 

 

PRUEBA DE EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS DE ADMISIÓN 
ANDALUCÍA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS 

CURSO 2021-2022 

MATEMÁTICAS II 

 

Instrucciones: a) Duración: 1 hora y 30 minutos 

b) Este examen consta de 8 ejercicios distribuidos en 2 bloques (A y B) de 4 

ejercicios cada uno. 

c) Cada ejercicio tiene un valor máximo de 2.5 puntos. 

d) Se realizarán únicamente cuatro ejercicios, independientemente del bloque 

al que pertenezcan. En caso de responder a más de cuatro ejercicios, se 

corregirán los cuatro que aparezcan físicamente en primer lugar. 

e) Se permitirá el uso de calculadoras que no sean programables, ni gráficas ni con 

capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos 

conducentes a la obtención de resultados deben estar suficientemente justificados. 

f) En la puntuación máxima de cada ejercicio están contemplados 0,25 puntos para 

valorar la expresión correcta de los procesos y métodos utilizados. 

 

BLOQUE A 
 

 

EJERCICIO 1 (2.5 puntos) 

Sea f la función continua definida por 

( )

2

2

1
0

1
( )

0
1

x
si x

x
f x

ax b
si x

x

 +


−
=  +

 
 +

 

a) Determina a y b sabiendo que f tiene un extremo relativo en el punto de abscisa 2x = .  

(1,5 puntos) 

b) Para 2a =  y 1b = − , estudia la derivabilidad de f. (1 punto) 
 

EJERCICIO 2 (2.5 puntos) 

Se quiere cercar un trozo de terreno como el de la figura, de modo que el área del recinto central 

rectangular sea de 
200


 metros cuadrados. Sabiendo que el coste de la cerca que se puede poner 

en los tramos rectos es de 10 euros por metro lineal, y en los tramos circulares de 20 euros por 

metro lineal, calcula las dimensiones a y b del terreno para las que se minimiza el coste del 

cercado. 

 
 

 

EJERCICIO 3 (2.5 puntos) 

Considere la función :f ⎯⎯→  definida por  ( ) ( )2xf x e sen x= . Halla la primitiva de f 

cuya gráfica pase por el punto (0, 0). 
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EJERCICIO 4 (2.5 puntos) 

Considera las funciones , :f g ⎯⎯→ definida por ( ) 21f x x= −  y ( ) 22g x x= . 

a) Calcula los puntos de corte de las gráficas de f y g. Esboza el recinto que delimitan. (1,25 

puntos) 

b) Determina el área del recinto anterior. (1,25 puntos) 
 

 

 

 

PRUEBA DE EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS DE ADMISIÓN 

ANDALUCÍA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS 
CONVOCATORIA ORDINARIA, CURSO 2021-2022 

MATEMÁTICAS II 

 

BLOQUE B 

 

EJERCICIO 5 (2.5 puntos) 

Considera la matriz 

1 2 1

1 1 1

1 1 1

A

 
 

=  
 − − 

 

a) Calcula 
1A−
. (1 punto) 

b) Calcula la matriz X de orden tres que verifica ( )
2 2AX A X X I+ − = + , siendo I la matriz 

identidad de orden tres. (1.5 puntos) 

 
 

EJERCICIO 6 (2.5 puntos) 

En un estudio del ciclo del sueño se monitoriza la fase NO-REM (es el momento del sueño que 

el cuerpo utiliza para descansar físicamente). Esta fase se divide a su vez en tres momentos: Fase 

I (adormecimiento), Fase II (sueno ligero) y Fase III (sueño profundo). Una persona dedica el 

75% de su sueño a la fase NO-REM. Además, el tiempo que dedica a la Fase II es el doble que 

el de la Fase I y III juntas. Por otro lado, a la Fase III se dedica el cuádruple que a la Fase I. Si 

una persona ha dormido 8 horas, ¿cuántos minutos dedica a las Fases I, II y III del ciclo del 

sueño? 
 

 

EJERCICIO 7 (2.5 puntos) 

Considera las rectas 
0

0

x
r

z

=
 

=
 y 

1

1

x y
s

x y

+ =
 

− =
. 

a) Determina la ecuación del plano que contiene a r y es paralelo a s. (1,5 puntos) 

b) Determina la ecuación del plano que contiene a r y es perpendicular a s. (1 punto) 
 

 

EJERCICIO 8 (2.5 puntos) 

Considera los planos 
1 2 0x y  + + =  y 2 1 0x z  − − = , así como la recta 

2 1

1

x z
r

y

+ =
 

=
. 

a) Calcula los puntos de la recta r que equidistan de los planos 
1  y 2 . (1,5 puntos) 

b) Halle el ángulo que forman los planos 
1  y 2 . (1 punto) 
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SOLUCIONES 

BLOQUE A 
 

EJERCICIO 1 (2.5 puntos) 

Sea f la función continua definida por 

( )

2

2

1
0

1
( )

0
1

x
si x

x
f x

ax b
si x

x

 +


−
=  +

 
 +

 

a) Determina a y b sabiendo que f tiene un extremo relativo en el punto de abscisa 2x = .  

(1,5 puntos) 

b) Para 2a =  y 1b = − , estudia la derivabilidad de f. (1 punto) 

 

a) Si la función es continua debe serlo en x = 0. 

Para ello debe cumplirse que ( )
0 0

lim ( ) lim ( ) 0
x x

f x f x f
− −→ →

= =  

 

( ) ( )

( )

( )

2 2

0 0

2 2
0 0

2

0 0

1 0 1
lim ( ) lim 1

1 0 1

0
lim ( ) lim

1 0 1 1

0 1
0 1

0 1

lim ( ) lim ( ) 0

x x

x x

x x

x
f x

x

ax b b
f x b

x b

f

f x f x f

− −

+ +

− −

→ →

→ →

→ →

+ +
= = = − 

− −


+ + 
= = =

+ +  = −
+
= = −

− 
= =


 

 

La función queda 

( )

2

2

1
0

1
( )

1
0

1

x
si x

x
f x

ax
si x

x

 +


−
=  −

 
 +

 

Además, f tiene un extremo relativo en el punto de abscisa 2x =   

La derivada debe anularse en x = 2. En el entorno de este valor la función es 
( )

2

1
( )

1

ax
f x

x

−
=

+
 

 

( ) ( )( )

( )

( )

( ) ( )( )

( )

( )

2

4

2

4

1 2 1 1
´( )

1
2 1 2 2 1 2 1

0
2 1

´ 2 0

0 9 6 2 1 0 9 12 6 6 3 0 2

a x x ax
f x

x
a a

f

a a a a a a

+ − + −
= 

+ 
+ − + −

 = 
+=





 = − −  = − +  − =  =

 

 

Los valores buscados son a = 2 y b = –1. 
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b) Para 2a =  y 1b = −  la función queda 

( )

2

2

1
0

1
( )

2 1
0

1

x
si x

x
f x

x
si x

x

 +


−
=  −

 
 +

 y es continua.  

 

En  0−  la función es derivable y su derivada es  

 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

( )

2 2 2 2

2 2 2

2

4 3

3 3

2

2

3

2 1 1· 1 2 2 1 2 1
0 ´( )

1 1 1

2 1 2 1 2 1 2 1 2 2 1
0 ´( )

1 1

2 2 4 2 2 4

1 1

2 1
0

1
´( )

2 4
0

1

x x x x x x x x
si x f x

x x x

x x x x x
si x f x

x x

x x x

x x

x x
si x

x
f x

x
si x

x

− − + − − − − −
  = = =

− − −

+ − + − + − −
  = = =

+ +

+ − + − +
= =

+ +

 − −


−
= 

− + 
 +

 

 

Comprobamos si es derivable en x = 0 viendo si coinciden sus derivadas laterales. 

 

( )
( )

( )
( )

( ) ( )

2

2
0 0

3
0 0

2 1 1
´ 0 lim ´( ) lim 1

11
´ 0 ´ 0

2 4 4
´ 0 lim ´( ) lim 4

11

x x

x x

x x
f f x

x
f f

x
f f x

x

− −

+ +

−

→ →
− +

+

→ →

− − −
= = = = − 

− 
 

− + = = = =
+ 

 

 

La función no es derivable en x = 0. 

 

La función es derivable en  0− . 
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EJERCICIO 2 (2.5 puntos) 

Se quiere cercar un trozo de terreno como el de la figura, de modo que el área del recinto central 

rectangular sea de 
200


 metros cuadrados. Sabiendo que el coste de la cerca que se puede poner 

en los tramos rectos es de 10 euros por metro lineal, y en los tramos circulares de 20 euros por 

metro lineal, calcula las dimensiones a y b del terreno para las que se minimiza el coste del 

cercado. 

 
 

 

El área del recinto central rectangular es 
200 200

·Área a b b
a 

= =  = . 

Los tramos rectos miden 2a y cuestan 20a euros. 

Los tramos curvos miden una circunferencia de radio b/2, por lo que miden 2 ·
2

b
b = , por 

lo que cuestan 20 b  

El coste total de la cerca es:   

 

( )
( )

, 20 20
200 4000

20 20 20200

C a b a b

C a a a
a ab

a








= + 


 = + = +
= 



 

 

Derivamos la función y la igualamos a cero en busca del mínimo. 

 

( ) ( )

( )

1 2

2

2 2

2 2

4000 4000
20 20 4000 ´ 20 4000 20

4000 4000
´ 0 20 0 20 4000 20 200

200 14.14

C a a a a C a a
a a

C a a a
a a

a m

− −= + = +  = − = −

=  − =  =  =  = 

=

 

 

Sustituimos este valor en la derivada segunda para ver si 200a =  es máximo o mínimo. 

 

( ) ( ) ( )
( )

2 3

33

8000 8000
´ 20 4000 ´́ 8000 ´́ 200 0

200

C a a C a a C
a

− −= −  = =  =   

Con 200a =  el coste C(a) de la cerca es mínimo. 

 

Para 200 14.14a metros=  tenemos que 
200 200

4.5
200

b metros


= =  
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EJERCICIO 3 (2.5 puntos) 

Considere la función :f ⎯⎯→  definida por  ( ) ( )2xf x e sen x= . Halla la primitiva de f 

cuya gráfica pase por el punto (0, 0). 
 

Calculamos la integral de la función. 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

Integración por partes

2 2 2cos 2

e

2 2cos 2 2 2 cos 2

Integración por partes

cos 2 2 2

e

x

x x x

x x x x

x x x

F x f x dx e sen x dx sen x u x dx du

dx dv v e dx e

e sen x e x dx e sen x e x dx

x u sen x dx du

dx dv v e dx e

 
 
 

= = = = → = = 
 

= → = =  

= − = − =





= = → − =

= → = =

 



 



( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 cos 2 2 2

2 2 cos 2 2 2 2 2 2 cos 2 4 2

x x x

x x x x x x

e sen x e x sen x e dx

e sen x e x sen x e dx e sen x e x sen x e dx



  = − − − =  

 
  

= − + − = − −



 

 

 

Tenemos que ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 cos 2 4 2x x x xe sen x dx e sen x e x sen x e dx= − −   y despejando 

obtenemos la expresión de la primitiva. 
 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 cos 2 4 2

2 4 2 2 2 cos 2

5 2 2 2 cos 2

2 2 cos 2 2
2 2 cos 2

5 5 5

x x x x

x x x x

x x x

x x x x
x

e sen x dx e sen x e x sen x e dx

e sen x dx e sen x dx e sen x e x

e sen x dx e sen x e x

e sen x e x e e
e sen x dx sen x x K

= − − 

 + = − 

 = − 

−
 = = − +

 

 





 

 

Tenemos que ( ) ( ) ( )
2

2 cos 2
5 5

x xe e
F x sen x x K= − + . 

Como la gráfica de la primitiva de f debe pasar por el punto (0, 0) → F(0) = 0. 
 

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 0
2

2 cos 2 2
0 cos 0 05 5

5 5
0 0

2 2 2 2
0 2 cos 2

5 5 5 5 5

x x

x x

e e
F x sen x x K e e

sen K

F

e e
K K F x sen x x


= − + 

 − + = 
= 

 − + =  =  = − +

 

 

La primitiva buscada es ( ) ( ) ( )
2 2

2 cos 2
5 5 5

x xe e
F x sen x x= − +   
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EJERCICIO 4 (2.5 puntos) 

Considera las funciones , :f g ⎯⎯→ definida por ( ) 21f x x= −  y ( ) 22g x x= . 

a) Calcula los puntos de corte de las gráficas de f y g. Esboza el recinto que delimitan. (1,25 

puntos) 

b) Determina el área del recinto anterior. (1,25 puntos) 
 

 

a)  Hallamos los puntos de corte de ambas gráficas. 

( )

( )

( ) ( )

2

2 2 2 2 2

1
1 1

2 1 2 1 3
3 3

f x x

g x x x x x x x

f x g x

= −


=  − =  =  =  = 


= 

 

Para 
1

3
x =   la función vale 

2

1 1 1 2
1 1

3 3 3 3
f

   
= − = − =      

   
 

Las dos gráficas se cortan en los puntos 
1 2

,
3 3

 
−  

 
 y 

1 2
,

3 3

 
  
 

. 

 

Para esbozar las gráficas obtenemos una tabla de valores. 

 

( ) 21

1 0

1 2

3 3

0 1

1 2

3 3

1 0

x f x x= −

−

−

  

( ) 22

1 2

1 2

3 3

0 0

1 2

3 3

1 2

x g x x=

−

−

 

 

b) Calculamos el valor de la integral definida de la diferencia de las dos funciones entre 

1

3
x = −  y 

1

3
x = + . 
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( ) ( )

1 1

13 3

2 2 2 3 3

1

1 1 3

3 3

3 3 3 3

3 3

2

3 2

1 2 1 3

1 1 1 1 1 1 1 1

3 3 3 3 3 3 3 3

3 3 3 3 2 3 3 3 2 3 2 3 6 3 2 3 4 3
2 0.77

3 3 3 3 3 3 3 3 9 9

Área x x dx x dx x x

u

+ +

−

− −

 = − − = − = − = 

        
 = − − − − − = − + − =                       

    −
= − + − = − = − = =      

   

 
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BLOQUE B 

EJERCICIO 5 (2.5 puntos) 

Considera la matriz 

1 2 1

1 1 1

1 1 1

A

 
 

=  
 − − 

 

a) Calcula 1A− . (1 punto) 

b) Calcula la matriz X de orden tres que verifica ( )
2 2AX A X X I+ − = + , siendo I la matriz 

identidad de orden tres. (1.5 puntos) 

 

a) Comprobamos que existe la inversa de A. 
 

1 2 1

1 1 1 1 2 1 1 2 1 2 0

1 1 1

A = = − + − − + + = 

− −

 

 

Existe la inversa y utilizamos la fórmula para su obtención. 
 

( )
1

1

1 1 2 1 2 11 1 1

1 1 1 1 1 12 1 1
0 1 1

1 1 1 1 1 11 1 1 1 1
2 2 0

1 1 1 1 1 12 2 2
2 3 1

1 1 1 1 1 1

1 1 2 1 2 1

0 1/ 2 1/ 2

1 1 0

1 3 / 2 1/ 2

T

Adj

Adj A
A

A

A

−

−

 − −  
+ − +   − −−        −     = = = − + − = −

 − −   − −  
 + − + − − 

 
 

= − 
 − − 

 

 

b) Despejamos X en la ecuación matricial. 
 

( ) ( )( )
2 2 2AX A X X I AX A X A X X I

AX

+ − = +  + − − = + 

 2A AX+ − 2XA X− + 2X=

( )

2

2 2 1

I XA I A

XA A I X A I A−

+  − = − 

 = −  = −

 

 

Sustituimos la expresión de cada matriz para obtener la matriz X. 
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( )

2

2

2 1

1 2 1 1 2 1 1 2 1 2 2 1 1 2 1 4 3 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 1 1 1 1 1 3 2 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 1 1 1 1 1 1 2 1

4 3 2 1 0 0 3 3 2

3 2 1 0 1 0 3 1 1

1 2 1 0 0 1 1 2 0

1

A

A I

X A I A

X

−

+ + + − + −      
      

= = + + + − + − =      
      − − − − − − − + − + −      

     
     

− = − =     
     − −     

= −

=

3 3 2 0 1 1 6 4 3 6 6 3 2 2 3 1
1 1

3 1 1 2 2 0 2 2 3 2 3 3 1 0 4 2
2 2 2

1 2 0 2 3 1 4 1 4 1 4 5 1

1 3 / 2 1/ 2

0 2 1

2 5 / 2 1/ 2

X

− − + −      
      

− = − − + − =      
      − − − − − − − −      

 
 

=
 
 − − 
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos) 

En un estudio del ciclo del sueño se monitoriza la fase NO-REM (es el momento del sueño que 

el cuerpo utiliza para descansar físicamente). Esta fase se divide a su vez en tres momentos: Fase 

I (adormecimiento), Fase II (sueno ligero) y Fase III (sueño profundo). Una persona dedica el 

75% de su sueño a la fase NO-REM. Además, el tiempo que dedica a la Fase II es el doble que 

el de la Fase I y III juntas. Por otro lado, a la Fase III se dedica el cuádruple que a la Fase I. Si 

una persona ha dormido 8 horas, ¿cuántos minutos dedica a las Fases I, II y III del ciclo del 

sueño? 

 

Llamamos x, y, z al número de minutos que se dedica a la fase I, II y III respectivamente. 

 

“Una persona ha dormido 8 horas, por lo que en la fase NO-REM está 8 · 0.75 = 6 horas 

= 360 minutos” → 360x y z+ + =  

 

“El tiempo que dedica a la Fase II es el doble que el de la Fase I y III juntas” → 

( )2y x z= +  

 

“A la Fase III se dedica el cuádruple que a la Fase I” → 4z x=  

 

Reunimos las tres ecuaciones en un sistema y lo resolvemos. 

 

( )
( )

360
4 360 5 360

2 5 10 360
2 4 10

4

240360
15 360 24

15 4·24 96

x y z
x y x x y

y x z x x
y x x y x

z x

y
x x

z

+ + = 
+ + =  + =  

= +    + =   
= + = 

= 

 =
 =  = =  

= =

 

 

La persona dedica 24 minutos a la Fase I, 240 a la Fase II y 96 a la Fase III. 
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EJERCICIO 7 (2.5 puntos) 

Considera las rectas 
0

0

x
r

z

=
 

=
 y 

1

1

x y
s

x y

+ =
 

− =
. 

a) Determina la ecuación del plano que contiene a r y es paralelo a s. (1,5 puntos) 

b) Determina la ecuación del plano que contiene a r y es perpendicular a s. (1 punto) 

 

a) Estudiamos la posición relativa entre las dos rectas. 

Hallamos un punto y un vector director de cada recta. 
 

( )

( )

0 0,0,00

0 0,1,00

r

r

x Px
r r y t r

z uz

→

= =  
   =    

= = =

 

 

( )

( )

1 1
1 1 2 0 0 1 0 1

1 1

1 1,0,0
0

0,0,1

s

s

x y x y
s y y y y x

x y x y

x Q
s y s

vz t

→

+ = = − 
   − − =  − =  =  = − =  

− = − = 

= 
 

  =   
= =

 

 

Las rectas no son paralelas ni coincidentes, pues sus vectores directores no tienen coordenadas 

proporcionales. 

( )

( )

0,1,0 0 1 0

0 0 1
0,0,1

r

s

u

v

→

→


= 

  
= 

 

 

Calculamos el valor del producto mixto , ,r s r sPQ u v
⎯⎯→ → → 

 
 

 y decidimos si se cortan o cruzan. 

( ) ( ) ( )1,0,0 0,0,0 1,0,0

1 0 0

, , 0 1 0 1 0

0 0 1

r s

r s r s

P Q

P Q u v

⎯⎯→

⎯⎯→ → →

= − =

 
= =  

 

 

Las rectas se cruzan. 
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El plano π que contiene a r y es paralelo a s tiene como vectores directores los vectores 

directores de las dos rectas y contiene los puntos de la recta r. 
 

( )

( )

( )

0,0,0

0,1,0 0 1 0 0 0

0 0 1
0,0,1

r

r

s

P
x y z

u u x

v v



 
→ →

→ →

 



= =   =   =

= = 

 

 

b) Este plano solo es posible si las rectas son perpendiculares entre sí, es decir, si el producto 

escalar de sus vectores directores es nulo. 

 

( )

( )
( )( )

0,1,0
· 0,1,0 0,0,1 0 0 0 0

0,0,1

r

r s

s

u
u v

v

→

→ →

→


= 

 = = + + =
= 

 

 

Es posible encontrar el plano que contiene a r y es perpendicular a s. 

El plano π´ que contiene a r y es perpendicular a s tiene como vector normal el vector director 

de la recta s y pasa por un punto de la recta r. 

 

( )

( )

( )0,0,0 ´ 0,0,0 ´
0 ´ 0

´ 0 0 00,0,1

r
r

s

P P
D z

x y z Dn v

 



→ →

    
  =   = 

 + + + = = = 
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EJERCICIO 8 (2.5 puntos) 

Considera los planos 
1 2 0x y  + + =  y 

2 1 0x z  − − = , así como la recta 
2 1

1

x z
r

y

+ =
 

=
. 

a) Calcula los puntos de la recta r que equidistan de los planos 
1  y 

2 . (1,5 puntos) 

b) Halle el ángulo que forman los planos 
1  y 

2 . (1 punto) 

 

Estudiamos la posición relativa de los dos planos. 

Comprobamos que sus vectores normales no son paralelos pues no tienen coordenadas 

proporcionales, por lo que no son planos paralelos (son secantes, coincidiendo en una recta). 

( )

( )

1 1

2 2

2 0 1,1,0 1 1 0

1 0 1
1 0 1,0, 1

x y n

x z n





→

→


 + + =  = 

  
− − − =  = − 

 

 

a) Hallamos las coordenadas paramétricas de la recta r. 

2 1 1 2
1

1 1
1 2

x
x z z x

r r y
y y

z





=
+ = = −  

    =  
= =   = −

 

Un punto P de la recta tiene coordenadas ( ),1,1 2P  − . Calculamos la distancia del punto 

P a cada plano. 

( )
( )1

2 2 2
1

,1,1 2 1 2 3
,

2 0 21 1 0

P
d P

x y

   




−  + + +
 = =

 + + =  + +
 

 

( )
( )

( )

( )
2

22 2
2

1 2 1,1,1 2 3 2
,

1 0 21 0 1

P
d P

x z

   




− − −−  −
 = =

 − − =  + + −

 

 

Igualamos las distancias para que el punto equidiste de ambos planos. 

 

( ) ( )1 2

1

2

3 3 2
, ,

2 2

3 3 2
1 3 3 2 2 5

2 2

5 5 5
,1,1 2 ,1, 4

2 2 2 2

3 3 2
2 3 3 2 4 1

2 2

1 1 1 1 3
,1,1 2 ,1,

4 4 4 4 2

d P d P Dos opciones

Opción

P P

Opción

P P

 
 

 
  



 
  



+ −
=  = 

+ −
 =  + = −  − = − 

   
 =  −  −   

   

+ −
 = −  + = − +  = − 

−  − −  −   
 =  −     

    
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Los únicos puntos de la recta r que equidistan de los dos planos son 
1 ,1, 4

2
P

 
− 

 
 y 

2

1 3
,1,

4 2
P

− 
 
 

. 

 

b) El ángulo formado por los planos es el ángulo formado por sus vectores normales. 

Utilizamos el producto escalar para obtener dicho ángulo. 

 

( )

( )

( )( )

( )

1 1 1 2
1 2

22 2 2

1 22 2

1

1 2 1 2

2 0 1,1,0 1,1,0 1,0, 1·
cos ,

1 1 1 1·1 0 1,0, 1

1 1 1
cos , , cos 60º

2 22 2

x y n n n
n n

n nx z n

n n n n





→ → →
→ →

→ →→

→ → → →
−


 + + =  = −  

 = =   
  + + − − − =  = − 

    
 = =  = =     

     

 

 

Los planos forman un ángulo de 60º. 
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PevAU 2021 Extraordinaria Matema ticas II 

 

PRUEBA DE ACCESO Y ADMISIÓN A LA UNIVERSIDAD 
ANDALUCÍA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS 

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA, CURSO 2020-2021 
MATEMÁTICAS II 

 

Instrucciones: a) Duración: 1 hora y 30 minutos 

b) Este examen consta de 8 ejercicios distribuidos en 2 bloques (A y B) de 4 

ejercicios cada uno. 

c) Cada ejercicio tiene un valor máximo de 2.5 puntos. 

d) Se realizarán únicamente cuatro ejercicios, independientemente del bloque al 

que pertenezcan. En caso de responder a más de cuatro ejercicios, se corregirán 

los cuatro que aparezcan físicamente en primer lugar. 

e) Se permitirá el uso de calculadoras que no sean programables, ni gráficas ni con 

capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos 

conducentes a la obtención de resultados deben estar suficientemente justificados. 

f) En la puntuación máxima de cada ejercicio están contemplados 0,25 puntos para 

valorar la expresión correcta de los procesos y métodos utilizados. 

 

BLOQUE A 
 

 

EJERCICIO 1 (2.5 puntos) 

Calcula a y b sabiendo que 
( )( ) ( ) ( )

20

1 cos 2 1
lim 7

x

x

a x bsen x e

x→

− + − −
= . 

 

 

EJERCICIO 2 (2.5 puntos) 

Halla 0a   y 0b   sabiendo que la gráfica de la función :f ⎯⎯→  dada por ( )
2

41

bx
f x

ax
=

+
 

tiene en el punto (1, 2) un punto crítico. 
 

 

EJERCICIO 3 (2.5 puntos) 

Considera la función :f ⎯⎯→  definida por  

( )
0

1

x

tf x te dt= +  . 

Determina los intervalos de concavidad y convexidad de f  y sus puntos de inflexión (abscisas 

donde se obtiene y valores que se alcanzan)).  
 

 

EJERCICIO 4 (2.5 puntos) 

Considera la función f  definida por ( )
2

2

1

1

x
f x

x

+
=

−
 (para x ≠ –1, x ≠ 1). Halla una primitiva de 

f cuya gráfica pase por el punto (2, 4) 
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CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA CURSO 2020-2021 
MATEMÁTICAS II 

 

BLOQUE B 

 

EJERCICIO 5 (2.5 puntos) 

Considera la matriz 

0 3 4

1 4 5

1 3 4

A

 
 

= − − 
 − 

.  

a) Comprueba que 
2 1A A−= − . (1.25 puntos) 

b) Dadas las matrices 

1 1 2 0

3 0 3 2

4 5 1 1

B y C

−   
   

= = −   
   − −   

 

calcula la matriz X que verifica 4A X B AC+ = . (1.25 puntos) 

 

 

EJERCICIO 6 (2.5 puntos) 

Una empresa de mensajería opera en tres rutas distintas A, B y C. Semanalmente hace un total 

de 70 viajes, y el número de viajes por la ruta B es igual a la suma de los viajes por las rutas A y 

C. 

a) Si sabemos que el doble de la suma de los viajes por las rutas A y C es 70, ¿podemos 

deducir el número de viajes por cada ruta? Razona la respuesta. (1.25 puntos) 

b) Si el doble de viajes por la ruta C es igual al número de viajes por la ruta B menos 5, 

¿cuántos viajes hace por cada rula? (1.25 puntos) 

 

EJERCICIO 7 (2.5 puntos) 

La recta perpendicular desde el punto A(1,1,0) a un cierto plano π corta a éste en el punto 

1 1
1, ,

2 2
B

 
=  

 
. 

a) Calcula la ecuación del plano π. (1.5 puntos) 

b) Halla la distancia del punto A a su simétrico respecto a  .  (1 punto) 

 

 

EJERCICIO 8 (2.5 puntos) 

Considera las rectas 

3
1

1
0

3

x
x y

r y y s
z

z





= +
+ =

 =  
= = − −

  

a) Estudia la posición relativa de r y s. (1.25 puntos) 

b) Halla la recta que corta perpendicularmente a r y a s. (1.25 puntos) 
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SOLUCIONES 

BLOQUE A 
 

EJERCICIO 1 (2.5 puntos) 

Calcula a y b sabiendo que 
( )( ) ( ) ( )

20

1 cos 2 1
lim 7

x

x

a x bsen x e

x→

− + − −
= . 

 

 

Calculamos el límite y luego lo igualamos a 7. 

 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0

2 20

0

0

0

1 cos 2 1 1 cos 0 0 2 1 0
lim

0 0

0 cos 2 0
det min ( ´ ) lim

2

· cos 2 · 0 cos 0 2 2
lim ....

2 2 ·0 0

x

x

x

x

x

x

a x bsen x e a bsen e

x

a sen x b x e
In er ación L Hôpital

x

a sen x b x e a sen b e b

x

→

→

→

− + − − − + − −
= = =

+ + − −
= = =

+ − + − −
= = = =

 

 

Como el límite debe valer 7 no puede ser b – 2 distinto de cero pues entonces valdría ∞. 

Entonces b = 2 y seguimos calculando el límite. 
 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

0

0

0

0

· 2cos 2 · 0 2cos 0 2 2 2 0
... lim

2 2·0 0 0

·cos 2 2
det min ( ´ ) lim

2

·cos 0 2 0 2 2

2 2

x

x

x

x

a sen x x e a sen e

x

a x sen x e
In er ación L Hôpital

a sen e a

→

→

+ − + − −
= = = = =

− −
= = =

− − −
= =

 

 

Como el límite debe dar 7 entonces 
2

7 2 14 16
2

a
a a

−
=  − =  =  

 

Los valores buscados son a = 16 y b = 2.  
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EJERCICIO 2 (2.5 puntos) 

Halla 0a   y 0b   sabiendo que la gráfica de la función :f ⎯⎯→  dada por ( )
2

41

bx
f x

ax
=

+
 

tiene en el punto (1, 2) un punto crítico. 

 

La función tiene un punto crítico en el punto (1, 2) lo que significa dos cosas: 

La función pasa por dicho punto, es decir, f(1) = 2 y otra que la derivada se anula en x = 1, 

es decir f ´(1) = 0. 

 

Primero: La función pasa por dicho punto, es decir, f(1) = 2. 

 

( )
( )

2
2

4
4

·1
2 2 1 2 21

1 ·1 1
(1) 2

bx
f x b b

a b b aax
a a

f


= 

 = =  + =  = ++ 
+ += 

 

 

Segundo: La derivada se anula en x = 1, es decir f ´(1) = 0. 

 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( )

4 3 22 5 5

2 24 4 4

5

2
4

2

2 1 4 2 2 4
´

1 1 1

2 2
´

1

0
2 2

´ 1 0 0 2 2 0 2 1 0
1

1 0 1

bx ax ax bxbx bx abx abx
f x f x

ax ax ax

bx abx
f x

ax

b
b ab

f b ab b a o
a

a a

+ − + −
=  = =

+ + +

−
=

+

 =
−

=  =  − =  − =  
+ 

− = → =

 

 

Hay dos formas de conseguir lo pedido: 

 

1ª forma.  

2 2 1
2 2 0 1

0 0

b a a
a a

b b

= + = − 
 + =  = −  

= = 
 Esta opción no es válida pues a > 0. 

 

2ª forma.  

2 2 1
2 2 4

1 4

b a a
b

a b

= + = 
 = + =  

= = 
 

 

 Se consigue lo pedido en el ejercicio con a = 1 y b = 4. 
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EJERCICIO 3 (2.5 puntos) 

Considera la función :f ⎯⎯→  definida por  

( )
0

1

x

tf x te dt= +  . 

Determina los intervalos de concavidad y convexidad de f  y sus puntos de inflexión (abscisas 

donde se obtiene y valores que se alcanzan)).  
 

Calculamos la expresión de la función f(x) hallando primero la integral indefinida y con ello 

la integral definida. 
 

( )

0 0

0
0

0

Integración por partes

0 1

1 1 1 2

t t t t t

t t t

x
x

t t t x x x x

x

t x x x x

te dt u t du dt te e dt te e K

dv e dt v e dt e

te dt te e xe e e e xe e

f x te dt xe e xe e

 
  

= = → = = − = − + 
 

= → = =  

     = − = − − − = − +     

= + = + − + = − +

 







 

 

Calculamos la derivada segunda y la igualamos a cero para obtener los posibles puntos de 

inflexión. 
 

( ) ( )2 ´x x xf x xe e f x e= − +  = x xxe e+ − ( )

( ) ( )

¡Impo

´́

0,

´́ 0 0 1

s !

0

1 0 1

ible

x x x

x

x x x

xe f x e xe

e

f x e xe e x o

x x

=  = +

 =


=  + =  + =  


+ = → = −

 

 

Estudiamos el signo de la derivada segunda antes y después de x = –1. 
 

• En ( ), 1− −  tomamos x = –2 y la derivada segunda vale ( ) 2 2´́ 2 2 0f e e− −− = −  . La 

función es cóncava (∩) en ( ), 1− − . 

• En ( )1,− +  tomamos x = 0 y la derivada segunda vale ( ) 0 0´́ 0 0· 1 0f e e= + =  . La 

función es convexa (∪) en ( )1,− + . 

 

La función es cóncava (∩) en ( ), 1− −  y convexa (∪) en ( )1,− + . 

Y tiene un punto de inflexión en x = –1. Como ( ) 1 1 1 2
1 2 2 2 2f e e e

e

− − −− = − − + = − = −  el 

punto de inflexión tiene coordenadas 
2

1, 2
e

 
− − 

 
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EJERCICIO 4 (2.5 puntos) 

Considera la función f  definida por ( )
2

2

1

1

x
f x

x

+
=

−
 (para x ≠ –1, x ≠ 1). Halla una primitiva de 

f cuya gráfica pase por el punto (2, 4) 

 

Calculamos la integral de la función f(x) usando la descomposición en fracciones simples. 

 

( ) ( )

( )( )

( )( )

( ) ( )

( )( )
( )

2

2

2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2

2

1
...

1

1 1 2 1 2 2
1

1 1 1 1 1

2 2 2
... 1 1 ...

1 1 1

Descomposición en fracciones simples

2 2

1 1 1 1 1

1 12
2 1

1 1 1 1

x
F x f x dx dx

x

x x x

x x x x x

dx dx dx x dx
x x x

A B

x x x x x

A x B x
A x B

x x x x

+
= = =

−

+ − + −
= = + = +

− − − − −

= + = + = + =
− − −

= = +
− − + − +

+ + −
=  = + +

− + − +

 

   

( )

( ) ( )

( ) ( )

2

1

1 2 0 2 2 2 1

1 2 2 0 2 2 1

2 1 1

1 1 1

1 1
... ln 1 ln 1

1 1

x

x A B B B

x A B A A

x x x

x dx dx x x x K
x x

− 

= − → = + − → = − → = −
 

= → = + → = → =

 = −
− − +

= + − = + − − + +
− + 

 

 

Las primitivas de f(x) son ( ) ln 1 ln 1F x x x x K= + − − + + . 

 

La primitiva que pasa por (2, 4) debe cumplir que F(2) = 4. 

 

( )2 4 2 ln 2 1 ln 2 1 4 2 0 ln3 4 2 ln3F K K K=  + − − + + =  + − + =  = +  

 

La primitiva pedida tiene la expresión ( ) ln 1 ln 1 2 ln3F x x x x= + − − + + +  
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BLOQUE B 

EJERCICIO 5 (2.5 puntos) 

Considera la matriz 

0 3 4

1 4 5

1 3 4

A

 
 

= − − 
 − 

.  

a) Comprueba que 2 1A A−= − . (1.25 puntos) 

b) Dadas las matrices 

1 1 2 0

3 0 3 2

4 5 1 1

B y C

−   
   

= = −   
   − −   

 

calcula la matriz X que verifica 4A X B AC+ = . (1.25 puntos) 

 

a) Calculamos A2 y –A–1 y vemos si son iguales. 

 

2

2

0 3 4 0 3 4 0 3 4 0 12 12 0 15 16

1 4 5 1 4 5 0 4 5 3 16 15 4 20 20

1 3 4 1 3 4 0 3 4 3 12 12 4 15 16

1 0 1

1 4 4

1 3 3

0 3 4

1 4 5 0 15 12

1 3 4

A

A

A

+ − − + − +    
    

= − − − − = − + + − + −    
    − − + − − − + − − +    

− 
 

=  
 − − − 

= − − = + +

−

16 12− −

( )
1

1

0 1 0

4 3 3 3 3 40 1 1

5 4 4 4 4 53 4 3

1 1 0 1 0 14 5 4

5 4 4 4 4 51

1 1 0 1 0 1

4 3 3 3 3 4

1 0 1 1 0 1

1 4 4 1 4 4

1 3 3 1 3 3

T

Adj

Adj A
A

A

A

−

−

− = − 

 − − − 
+ − +   − −−   

   − −−   = = = − − + −
− −−  

 
− − + − + − − 

− −   
   

= − = − − −   
   − − −   

 

 

Como se observa se cumple que 
2 1

1 0 1 1 0 1

1 4 4 1 4 4

1 3 3 1 3 3

A A−

− −   
   

= = − − − − = −   
   − − −   

 

 

OTRA FORMA DE RESOLVERLO 

Comprobamos que ( )2 ·A A Id− = . De cumplirse tendríamos que 
2 1A A−= − . 
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( )2

1 0 1 0 3 4 1 0 1 0 3 4

· 1 4 4 1 4 5 1 4 4 1 4 5

1 3 3 1 3 4 1 3 3 1 3 4

0 0 1 3 0 3 4 0 4 1 0 0

0 4 4 3 16 12 4 20 16 0 1 0

0 3 3 3 12 9 4 15 12 0 0 1

A A

−   −      
       

− = − − − = − − − =       
       − − − − − − − −       

+ − − + + − + + −   
   

= − + − − + − + = − −  
  − + − + − − + − −   

1 0 0

0 1 0

0 0 1

Id

 
 

= =  
  

 

 

 

Queda comprobado que 
2 1A A−= −  

 

b) Despejamos X de la ecuación matricial. 

 

( )( ) ( )( )

4 4 2 2

1 1 1 1

A X B AC A X AC B A A X AC B

A A X AC B A A X AC B− − − −

+ =  = −  = − 

 − − = −  = − 

 

 

( )( )1 1 1 2

1 1 1 1

2 1

A A A X AAC AB A X A C AB

A X A C AB AA X AA C AAB

X C A B X C A B

− − −

− − − −

−

 = −  = − 

 = − −  = − − 

 = − −  = − +

 

 

Sustituyo cada matriz por su valor y determino la expresión de la matriz X. 

 

1

2 0 1 0 1 1 1

3 2 1 4 4 3 0

1 1 1 3 3 4 5

2 0 1 0 4 1 0 5

3 2 1 12 16 1 0 20

1 1 1 9 12 1 0 15

2 0 5 6

3 2 3 19

1 1 2 14

3 6

6 21

3 15

X C A B

X

X

X

−

− −    
    

= − + = − − + − − −    
    − −    

− + + − + −   
   

= − + − − + + −   
   − + − − + +   

− −   
   

= − + −   
   − −   

−


= −

−




 
 


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EJERCICIO 6 (2.5 puntos) 

Una empresa de mensajería opera en tres rutas distintas A, B y C. Semanalmente hace un total 

de 70 viajes, y el número de viajes por la ruta B es igual a la suma de los viajes por las rutas A y 

C. 

a) Si sabemos que el doble de la suma de los viajes por las rutas A y C es 70, ¿podemos deducir 

el número de viajes por cada ruta? Razona la respuesta. (1.25 puntos) 

b) Si el doble de viajes por la ruta C es igual al número de viajes por la ruta B menos 5, ¿cuántos 

viajes hace por cada rula? (1.25 puntos) 

 

a) Llamamos a = número de viajes semanales en la ruta A, b = número de viajes semanales en 

la ruta B. c = número de viajes semanales en la ruta C. 

 

“Semanalmente hace un total de 70 viajes” → 70a b c+ + =  

“El número de viajes por la ruta B es igual a la suma de los viajes por las rutas A y C” 

→ b a c= +  

“El doble de la suma de los viajes por las rutas A y C es 70” → ( )2 70a c+ =  

 

Planteamos el sistema de ecuaciones y averiguamos si tiene solución. 

 

( )

70 70 70

0 0

70 352 70
35

2

Ecuación 2ª + Ecuación 1ª Ecuación 3ª  Ecuación 1ª

0

70

0 2 0 70

Nueva Ecuación 2ª

a b c a b c a b c

b a c a b c a b c

a ca c
a c

a b c a c

a b c

b


+ + = + + = + + = 
 

= +  − + − =  − + − =   
  + =+ =  + = =



  −
 

− + − = + 
 

 + + = 
 =
 
  

35

70

0 0 35

Nueva Ecuación 3ª

Ecuación 3ª + Ecuación 2ª

70 70 35

2 70 35 35

35 35 0 0

Nueva Ecuación 3ª

70

35

0 0

a b c

b

a b c a b c b

b b b

b b

a b c

b

 
 

= 
 

− − − = −  
 − = −
 
  

 
 

+ + = + + = − =   
   

=  =  = −    
   − = − − = − =   

  

+ + = 


= 
= 

70 35
35 70 35

3535

a b c b
a c a c

a cb

+ + =  =
  + + =  + =  

+ ==  

 

 

Se pueden encontrar muchas soluciones, pero no existe una solución única. 

Habría 35 viajes en la ruta B y otros 35 entre las rutas A y C. 
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Podría ser una solución a = 0, b = 35 y c = 35, pero también valdría como solución 10a = , 

35b =  y 25c = . Podríamos dar muchas soluciones más. 

 

b) Si añadimos la condición “el doble de viajes por la ruta C es igual al número de viajes por 

la ruta B menos 5” → 2 5c b= −  y añadimos esta nueva ecuación al sistema tendremos que: 

 

70
3535 70

35 15 35 20
2 35 5 15

2 5

a b c
a ca c

b a a
c c

c b

+ + = 
+ = + + =  

=    + =  =  
= − =  = −



 

 

En este caso la solución si es única y vale a = 20, b = 35 y c = 15. 

 

La solución es 20 viajes en la ruta A, 35 en la ruta B y 15 en la ruta C. 
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EJERCICIO 7 (2.5 puntos) 

La recta perpendicular desde el punto A(1,1,0) a un cierto plano π corta a éste en el punto 

1 1
1, ,

2 2
B

 
=  

 
. 

a) Calcula la ecuación del plano π. (1.5 puntos) 

b) Halla la distancia del punto A a su simétrico respecto a  .  (1 punto) 

 

a) La situación planteada es la del dibujo. 

 

El vector AB  es perpendicular al plano, por lo que podemos considerarlo como vector 

normal del plano. 
 

( )
1 1 1 1 1 1

1, , 1,1,0 0, , 0
2 2 2 2 2 2

1 11 1
1, ,1, ,

2 22 2

1 1 1 1 1 1
· · 0 0 0 0

2 2 2 2 2 2

n AB y z D

BB

D D y z y z





 

    
= = − = −  − + + =        

  
    = =          

 − + + =  =   − + =   − + =

 

 

b) Dibujamos la situación planteada. Siendo A´ al punto simétrico de A respecto del plano π. 

 
 

La distancia entre A y su simétrico A´ es el doble de la distancia entre A y el plano π. 
 

( )
( ) ( )

( )
2 2

1 0 2
, ´ 2 , 2 2

0 21

,1 0

1

1 ,
d A A d A u

z

A

y




 − +
 = = = =

 − + =  − +
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EJERCICIO 8 (2.5 puntos) 

Considera las rectas 

3
1

1
0

3

x
x y

r y y s
z

z





= +
+ =

 =  
= = − −

  

a) Estudia la posición relativa de r y s. (1.25 puntos) 

b) Halla la recta que corta perpendicularmente a r y a s. (1.25 puntos) 

 

a) Obtenemos un punto y un vector director de cada recta. 
 

( )

( )

( )

( )

3
1,0, 1

1
3,1, 3

3

1
1,1,01 1

0 0 1,0,0
0

r

r

s

s

x
u

r y
P

z

x
vx y x y

s s y
z z Q

z









= +
 = − 

 =  
− = − −

= −
 = −+ = = −   

    =    
= =   =

 

 

¿Los vectores directores tienen coordenadas proporcionales? 
 

( )

( )

1,0, 1 1 0 1

1 1 01,1,0

r

s

u

v

= − −
  

−= − 

 

 

No tienen coordenadas proporcionales y las rectas no son ni paralelas ni coincidentes. 

¿El producto mixto de ru , sv  y r sPQ  es cero o distinto de cero? 

 

( ) ( ) ( )

( )

( )

1,0,0 3,1, 3 2, 1,3 2 1 3

1,0, 1 , , 1 0 1 1 3 2 0

1 1 01,1,0

r r r

s

r s

ss

P

u

Q

PQu v

v

− − = − − − −
  = −  = − = − + − =  
 −= −

=



 

 

Al ser nulo el producto mixto las rectas r y s se cortan en un punto. 

 

b) La recta t que nos piden hallar tiene como vector director el producto vectorial de los vectores 

directores de ambas rectas y pasa por el punto C de corte de ambas rectas. 
Hallamos el punto C de corte de r y s. 

 

( )

3

1
3 1 2 1 1 0

3 1
1 1 1 0,1,0

31
3 0 3 0

0

x

r y
x

z
y C

x
z

s y

z



   
 

  


 


= + 
 

 =  + = − = − − = − =   = − − =     
 =  =   = =     

= −= −    − − = = − =    =
 =  

 

 

Hallamos el vector director de la recta t. 
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( )

( )
( )

1,0, 1
1 0 1 1,1,1

1,1,0
1 1 0

r

t r s

s

i j k
u

w u v
v

= − 
 =  = − =

= −  −

 

 

Con estos datos hallamos la ecuación de la recta t pedida que sabemos que tiene como 

vector director t r sw u v=   y que pasa por C(0, 1, 0). 

 

( )

( )

1,1,1
1

0,1,0

t

x
w

t y
C t

z







=
=  

  = + 
   =
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PevAU 2021 Extraordinaria (suplente) Matema ticas II 

 

PRUEBA DE ACCESO Y ADMISIÓN A LA UNIVERSIDAD 
ANDALUCÍA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS 

CURSO 2020-2021 
MATEMÁTICAS II 

 

Instrucciones: a) Duración: 1 hora y 30 minutos 

b) Este examen consta de 8 ejercicios distribuidos en 2 bloques (A y B) de 4 

ejercicios cada uno. 

c) Cada ejercicio tiene un valor máximo de 2.5 puntos. 

d) Se realizarán únicamente cuatro ejercicios, independientemente del bloque 

al que pertenezcan. En caso de responder a más de cuatro ejercicios, se 

corregirán los cuatro que aparezcan físicamente en primer lugar. 

e) Se permitirá el uso de calculadoras que no sean programables, ni gráficas ni con 

capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos 

conducentes a la obtención de resultados deben estar suficientemente justificados. 

f) En la puntuación máxima de cada ejercicio están contemplados 0,25 puntos para 

valorar la expresión correcta de los procesos y métodos utilizados. 

 

BLOQUE A 
 

 

EJERCICIO 1 (2.5 puntos) 

Sabiendo que 
( )0

1
lim

ln 1x

x a

x x→

 +
−  + 

 es finito, calcula a y el valor del límite (ln denota la función 

logaritmo neperiano). 
 

 

EJERCICIO 2 (2.5 puntos) 

Sea f la función definida por ( ) ( )
2

para
ax b

f x x a
a x

+
= 

−
. 

a) Halla a y b sabiendo que la gráfica de f pasa por el punto (2, 3) y tiene una asíntota oblicua 

cuya pendiente vale –4. (1.25 puntos) 

b) Para a = 2 y b = 3, calcula las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la gráfica de f 

en el punto de abscisa x = 1. (1.25 puntos) 
 

 

EJERCICIO 3 (2.5 puntos) 

Considera la función :f →  definida por 
2( ) 1f x x x= + − . 

a) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f. (1.25 puntos) 

b) Calcula ( )
2

0
f x dx . (1.25 puntos)  

 

 

EJERCICIO 4 (2.5 puntos) 

Considera la función  ): 0,f + →  definida por ( ) xf x xe= . 

a) Esboza el recinto limitado por la gráfica de f y las rectas x = 2, y = x. (1 punto) 

b) Determina el área del recinto anterior. (1.5 puntos)  
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PRUEBA DE ACCESO Y ADMISIÓN A LA UNIVERSIDAD 
ANDALUCÍA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS 

CURSO 2020-2021 
MATEMÁTICAS II 

 

BLOQUE B 

 

EJERCICIO 5 (2.5 puntos) 

Considera la matriz 1

2

m m m

A m m m

m m m

 
 

= + 
 + 

. 

a) ¿Para qué valores de m existe la inversa de la matriz A? Razona la respuesta. (1.5 puntos) 

b) Para m = 1, halla 

1
1

2
A

−

 
 
 

. (1 punto) 

 

 

EJERCICIO 6 (2.5 puntos) 

En una cafetería, tres cafés, una tostada y dos zumos de naranja cuestan 7.50 €. Cuatro cafés, 

una tostada y un zumo de naranja cuestan 7.20 €. 

a) Calcula, de forma razonada, el precio total de dos cafés, una tostada y tres zumos de 

naranja. (1.5 puntos) 

b) ¿El precio de un zumo de naranja podría ser de 2 €? Razona la respuesta. (1 punto) 

 

 

EJERCICIO 7 (2.5 puntos) 

Considera el punto P(1, 0, 1) y el plano 1 0x y z  − + + =  

a) Halla el simétrico del punto P respecto al plano π. (1.25 puntos) 

b) Halla la distancia del punto P al plano π. (1.25 puntos) 

 

 

EJERCICIO 8 (2.5 puntos) 

Considera las rectas 

2 32
1

2 22 2

x yx z
r y y s

y z

+ =−
 = − =  

+ =− − 
 

a) Estudia la posición relativa de r y s. (1.25 puntos) 

b) Calcula, si es posible, el plano que contiene a r y a s. (1.25 puntos) 
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SOLUCIONES 

BLOQUE A 
 

EJERCICIO 1 (2.5 puntos) 

Sabiendo que 
( )0

1
lim

ln 1x

x a

x x→

 +
−  + 

 es finito, calcula a y el valor del límite (ln denota la función 

logaritmo neperiano). 

 

Calculamos el valor del límite. 

 

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

( )

( )

( ) ( )

0 0

0

0

1 ln 1 0 0 1 ln 0 11 0 0
lim lim

ln 1 ln 1 0ln 0 1 0

1
1

1Indeterminación ( ´ ) lim
1

ln 1
1

2 1 0 1
1 0 1lim

0
ln 1 ln 0 1

1

x x

x

x

x x a x ax a

x x x x

x x a
xL Hôpital

x x
x

a a
x

x
x

x
x

→ →

→

→

   + − + + − ++ −
− = = = =      + + +   

 
+ + − += = = 

 + +
+ 

 
+ − + − + += = 

 + + + +
+ 

1
¿?

0

0 1

a−
= =

+

 

 

Como el límite debe ser finito debe cumplirse que 1 – a = 0 para poder seguir teniendo una 

indeterminación y aplicar de nuevo la regla de L´Hôpital. 

El valor buscado es a = 1. 

Termino de calcular el valor del límite. 

 

( ) ( ) ( )

( )
( )

( )

( )

( )

( )

( )

0 0

2

0

2

2 2

0

2 2

1 1
2 1 0 1

1 1 1 1 01 0 1lim lim
0ln 1 0 0

ln 1 ln 0 1
1 0 1

1
2

1
Indeterminación ( ´ ) lim

1 1 1·1

1 1

1 1
2 2

1 0 1 2 1 3
lim

1 1 1 1 1 1

1 0 11 0 1

x x

x

x

x
x x

xx x
x

x

x
L Hôpital

x x

x x

x

x x

→ →

→

→

 
+ − + −   + −+ +− = = = = =    +   + + + +

+ + 

−
−

+
= = =

+ −
+

+ +

+ +
+ + +

= = = =
+

+ +
+ ++ +

2
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EJERCICIO 2 (2.5 puntos) 

Sea f la función definida por ( ) ( )
2

para
ax b

f x x a
a x

+
= 

−
. 

a) Halla a y b sabiendo que la gráfica de f pasa por el punto (2, 3) y tiene una asíntota oblicua 

cuya pendiente vale –4. (1.25 puntos) 

b) Para a = 2 y b = 3, calcula las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la gráfica de f en 

el punto de abscisa x = 1. (1.25 puntos) 

 

a) Si la gráfica de f pasa por el punto (2, 3) se cumple que f(2) = 3. 
 

( )

( )

2

4
3 3 6 4 6

2
2 3

ax b
f x a b

a a b a ba x
a

f

+
= +

 =  − = +  − = +− 
−= 

 

 

Si tiene una asíntota oblicua cuya pendiente vale –4 quiere decir que 
( )

lim 4
x

f x
m

x→
= = − . 

 

( )

( )

2

2

22

lim 4

lim 4 lim 4 4 4
1

x

x x

f x ax b

ax b ax a x a
x ax xax b

f x
a x

→

→ →

 +
= −  + − = −  = −  = −  =

− −+ =
− 

 

 

Sustituimos el valor obtenido en la primera ecuación. 
 

4
4 6 10

6

a
b b

a b

= 
 + = −  = −

+ = − 
 

 

Los valores buscados son a = 4 y b = –10. 

 

b) Para a = 2 y b = 3 la función queda ( ) ( )
22 3

para 2
2

x
f x x

x

+
= 

−
 

 

La ecuación de la recta tangente a la gráfica de f en el punto de abscisa x = 1 tiene ecuación 

( ) ( )( )1 ´ 1 1y f f x− = − . 
 

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )( )

( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( )

( )

( ) ( )( )

( )

2 2

22 2 2

2 2

2 2

2 2

2 3 2·1 3
1 5

2 2 1

4 2 1 2 32 3 8 4 2 3
´

2 2 2

2 8 3 2·1 8·1 3
´ ´ 1 9

2 2 1

1 5

´ 1 9 5 9 1 5 9 9 9 4

1 ´ 1 1

x
f x f

x

x x xx x x x
f x f x

x x x

x x
f x f

x

f

f y x y x y x

y f f x

+ +
=  = =

− −

− − − ++ − + +
=  = =

− − −

− + + − + +
=  = =

− −

= 


=  − = −  − = −  = −


− = − 
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La recta tangente tiene ecuación 9 4y x= − . 

 

La ecuación de la recta normal a la gráfica de f en el punto de abscisa x = 1 tiene ecuación 

( )
( )

( )
1

1 1
´ 1

y f x
f

−
− = − . 

 

( )

( )

( )
( )

( )

( )

1 5
1 1 1 1 46

´ 1 9 5 1 5
9 9 9 9 9

1
1 1

´ 1

f

f y x y x y x

y f x
f


=


−
=  − = −  − = − +  = − +


−

− = −


 

 

La ecuación de la recta normal es 
1 46

9 9
y x= − +  
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EJERCICIO 3 (2.5 puntos) 

Considera la función :f →  definida por 2( ) 1f x x x= + − . 

a) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f. (1.25 puntos) 

b) Calcula ( )
2

0
f x dx . (1.25 puntos)   

 

a) Expresamos la función como una función definida a trozos. 
 

2

2

2

1 1
( ) 1

1 1

x x si x
f x x x

x x si x

 − + 
= + − = 

+ − 

 

 

Calculamos la derivada y la igualamos a cero. 
 

1

1
¡No es

2 1 1
´( )

2 1 1

2 1 0 1
2

l

´( ) 0

 posib e!
2

2 1 0 1 

x si x
f x

x si x

x x si x

f x

x x si x

− 
= 

+ 


− = → = 

=  
 + = → = 


−

 

 

La derivada se anula en x = 1/2. 

Estudiamos el signo de la derivada antes de 1/2, entre 1/2 y 1, y después de 1. 
 

• En el intervalo 
1

,
2

 
− 

 
 tomamos x = 0 y la derivada vale ( )´ 0 0 1 1 0f = − = −  . La 

función decrece en 
1

,
2

 
− 

 
. 

• En el intervalo 
1

,1
2

 
 
 

 tomamos x = 0.75 y la derivada vale 

( )´ 0.75 1.5 1 0.5 0f = − =  . La función crece en 
1

,1
2

 
 
 

. 

• En el intervalo ( )1,+  tomamos x = 2 y la derivada vale ( )´ 2 4 1 5 0f = + =  . La 

función crece en ( )1,+ . 
 

Resumiendo: La función decrece en 
1

,
2

 
− 

 
 y crece en 

1
,

2

 
+ 

 
 

 

b) La función en el intervalo (0, 2) está definida de dos formas distintas, por lo que la integral 

definida pedida se calcula con la suma de dos integrales definidas. 
 

( )
1 2

3 2 3 2
2 1 2

2 2

0 0 1
0 1

3 2 3 2 3 2 3 2

1 1
3 2 3 2

1 1 0 0 2 2 1 1
1 0 2 1

3 2 3 2 3 2 3 2

1

3

x x x x
f x dx x x dx x x dx x x

   
= − + + + − = − + + + − =   

   

       
= − + − − + + + − − + − =       

       

=

  

1 8
1 2 2

2 3
− + + + −

1

3
−

1 11
1

2 3
− + =
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EJERCICIO 4 (2.5 puntos) 

Considera la función  ): 0,f + →  definida por ( ) xf x xe= . 

a) Esboza el recinto limitado por la gráfica de f y las rectas x = 2, y = x. (1 punto) 

b) Determina el área del recinto anterior. (1.5 puntos) 

 

a) Hacemos una tabla de valores para cada función. 
 

2

3

0 0

1 2.7

2 2 14.8

3 3 60.3

0 0

1 1

2 2

3 3

2 0

2 1

2 2

2 3

2

( ) xx

x

y

e

e

e

x

y

x

f x xe=

=

=

 

 

 

 

 

b) El valor del área se obtiene calculando la integral definida entre 0 y 2 de la diferencia de las 

funciones ( ) xf x xe=  e y = x → 
2

0

xÁrea xe xdx= −  

Calculamos primero la integral indefinida. 
2

2

...
2

Integración por partes

...
2

x x x

x x x x x

x x x

x x

x
xe xdx xe dx xdx xe dx

xe dx u x du dx xe e dx xe e

dv e dx v e dx e

x
xe e K

− = − = − =

 
  

= = → = = − = − 
 

= → = =  

= − − +

   

 



 

Seguimos calculando la integral definida. 
 

2
2 2 2

2
2 2 0 0 2 2

0
0

2 0
2 0 1 6.39

2 2 2

x x x x
Área xe xdx xe e e e e e e u

     
= − = − − = − − − − − = −     

     
  
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BLOQUE B 
 

EJERCICIO 5 (2.5 puntos) 

Considera la matriz 1

2

m m m

A m m m

m m m

 
 

= + 
 + 

. 

a) ¿Para qué valores de m existe la inversa de la matriz A? Razona la respuesta. (1.5 puntos) 

b) Para m = 1, halla 

1
1

2
A

−

 
 
 

. (1 punto) 

 

a) Para que exista la inversa de A su determinante debe ser no nulo. 
 

Fila 2ª  Fila 1ª
1

El determinante no cambia de valor
2

Fila 3ª  Fila 1ª
0 1 0 2

El determinante no cambia de valor
0 0 2

0 2 0 0

m m m

A m m m

m m m

m m m

m

A m m

− 
= + =  

 
+

− 
= = 

 

=  =  =

 

 

La matriz inversa de A existe cuando m es distinto de 0. 

 

b) Para m = 1 la matriz queda 

1 1 1

1 2 1

1 1 3

A

 
 

=  
 
 

 

 

3 3
1/ 2 1/ 2 1/ 2

1 1 1 1 1
1/ 2 1 1/ 2 ·2 0

2 2 2 2 4
1/ 2 1/ 2 3 / 2

A A A

 
    

=  = = =          
 

 

 

1

1/ 2 1/ 2 1/ 2

1 1/ 2 1 1/ 2

2 1/ 2 1/ 2 3 / 21

2 1/ 41

2

1 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1

1/ 2 3 / 2 1/ 2 3 / 2 1/ 2 1/ 2

1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2
4

1/ 2 3 / 2 1/ 2 3 / 2 1/ 2 1/ 2

1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2

1 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1

T
Adj

Adj A

A

A

−

 
                = = = 

  
 
 


+ − +



= − + −

+ − +


5 / 4 1/ 2 1/ 4 5 2 1

4 1/ 2 1/ 2 0 2 2 0

1/ 4 0 1/ 4 1 0 1





− − − −    
     = − = −
        − −    

 
 


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EJERCICIO 6 (2.5 puntos) 

En una cafetería, tres cafés, una tostada y dos zumos de naranja cuestan 7.50 €. Cuatro cafés, una 

tostada y un zumo de naranja cuestan 7.20 €. 

a) Calcula, de forma razonada, el precio total de dos cafés, una tostada y tres zumos de naranja.  

    (1.5 puntos) 

b) ¿El precio de un zumo de naranja podría ser de 2 €? Razona la respuesta. (1 punto) 

 

a) Sea x = precio de un café, y = precio de una tostada, z = precio de un zumo de naranja. 
 

“Tres cafés, una tostada y dos zumos de naranja cuestan 7.50 €” → 3 2 7.5x y z+ + =  

“Cuatro cafés, una tostada y un zumo de naranja cuestan 7.20 €” → 4 7.2x y z+ + =  

 

Tenemos el sistema 
3 2 7.5

4 7.2

x y z

x y z

+ + = 


+ + = 
. Lo convertimos en otro sistema equivalente 

triangular. 

 

3 ·Ecuación 2ª + 4 ·Ecuación 1ª

12 3 3 21.63 2 7.5 3 2 7.5

12 4 8 304 7.2 5 8.4

5 8.4

x y zx y z x y z

x y zx y z y z

y z

− 
 

− − − = −+ + = + + =  
    

+ + =+ + = + =  
 + =
 

 

 

Le añadimos la ecuación que nos plantean en la pregunta, asignando un valor “m” a lo que 

se indica → dos cafés, una tostada y tres zumos de naranja valen “m” → 2 3x y z m+ + =  

El nuevo sistema queda 

3 2 7.5

5 8.4

2 3

x y z

y z

x y z m

+ + = 


+ = 
+ + = 

. Triangulamos el sistema. 

 

3 ·Ecuación 3ª  2 ·Ecuación 1ª
3 2 7.5 3 2 7.5

6 3 9 3
5 8.4 5 8.4

6 2 4 15
2 3 5 3 15

5 3 15

Ecuación 3ª  Ecuación 2ª

5 3 15

5 8.4

0 3

x y z x y z
x y z m

y z y z
x y z

x y z m y z m
y z m

y z m

y z

m

− 
+ + = + + =  

+ + =   
+ =   + =    

− − − = −
   + + = + = −  + = −

 

−

+ = −


− − = −

= −

3 2 7.5

5 8

2
0 3 23 4

.4

3.
.

4

x y z

y z

m

 
+ + =  

  
 + =  

  
 


= −



 

 

Como el sistema debe tener solución debe ser 

23.4
3 – 23.4 0 3 23.4 7.8 €

3
m m m=  =  = =  

 

El precio total de dos cafés, una tostada y tres zumos de naranja es de 7.8 €. 
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OTRA FORMA DE RESOLVERLO (Cortesía de Germán-Jesús Rubio Luna) 

 

“Tres cafés, una tostada y dos zumos de naranja cuestan 7.50 €” → 3 2 7.5x y z+ + =  

“Cuatro cafés, una tostada y un zumo de naranja cuestan 7.20 €” → 4 7.2x y z+ + =  

“Dos cafés, una tostada y tres zumos de naranja valen “m” → 2 3x y z m+ + =  

 

Realizando operaciones con las dos primeras ecuaciones intento conseguir la tercera 

ecuación. 

 

Ecuación 2ª Ecuación 1ª
3 2 7.5

4 7.2
4 7.2

3 2 7.5
2 3

0.3 Nueva ecuación 2ª

Ecuación 1ª Ecuación 2ª
3 2 7.5

3 2 7.5
0.3

0
2 3

x y z
x y z

x y z
x y z

x y z m
x z

x y z
x y z

x z
x z

x y z m

− 
+ + =   

+ + =  
+ + =    

− − − = −
  + + =   − = − →

 

−
+ + = 

+ + =
 − = − 

− + =
+ + = 

.3

2 3 7.8 Nueva ecuación 1ª

2 3 7.8

0.3 7.8

2 3

x y z

x y z

x z m

x y z m

 
 
 

 
 
 + + = →
 

+ + = 


 − = −  =
+ + = 

 

 

El precio total de dos cafés, una tostada y tres zumos de naranja es de 7.8 €. 

 

b) ¿Puede ser z = 2? 

Colocamos este valor en el sistema y vemos si es posible encontrar el resto de precios. 

 

!

3 2 7.5
3 4 7.5 3 3.5 3.5 3

4 7.2
4 2 7.2 4 5.2 4 5.2

2

4 3.5 3 5.2 1.7 3.5 3·1.7 1.6 ¡Imposible

x y z
x y x y y x

x y z
x y x y x y

z

x x x y

+ + = 
+ + = + = = −  

   + + =    
+ + = + = + =  

= 

 + − =  = = − − =

 

 

No es posible que una tostada tenga un precio negativo. 

El zumo de naranja no puede costar 2 €. 
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EJERCICIO 7 (2.5 puntos) 

Considera el punto P(1, 0, 1) y el plano 1 0x y z  − + + =  

a) Halla el simétrico del punto P respecto al plano π. (1.25 puntos) 

b) Halla la distancia del punto P al plano π. (1.25 puntos) 

 

a) Queremos hallar un punto P´ simétrico del punto P respecto al plano π. 

 
Hallamos la recta r perpendicular al plano que pasa por el punto P. 
 

( )
( )

( )

1
1,  0

1 0 1, 1,1
1, 1,1

,  1

1r

x
r

x y z n
P

r
n

y
v

z









= +
 

  = − 
 = 


 − + + =  = − 

=
=

−
+

 

 

Hallamos el punto M de corte de recta y plano. 
 

( )

1 0

1 1 1 0 3 3 0 1

0,1,0

1

1

1 1 0

1

1 1 0

x

y

x y z

M

r

z

x

y

z




   







 − + + = 



 + + + + + =  + =  = − 






= +


 = −
 = +

= − =


= 
 = − =

 

 

El punto P´ se obtiene sumando al punto M el vector PM . 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0,1,0 1,0,1 1,1, 1 ´ 0,1,0 1,1, 1 1,2, 1PM P= − = − −  = + − − = − −  
 

El punto P´ simétrico del punto P respecto al plano π es ( )´ 1,2, 1P = − − . 

 

b) Utilizamos la fórmula de la distancia de un punto a un plano. 

( )
( )

( )
22 2

1 0 1 0 1 1 3
, 3 1.73

1,0,1 31 1 1

x y z
d P u

P




 − + + =  − + +
 = = =

 + − +

 

 

OTRA FORMA DE RESOLVERLO (Cortesía de Germán-Jesús Rubio Luna) 
 

( )

( ) ( ) ( ) ( )
2 22

1,1, 1

, , 1 1 1 3 1.73

PM

d P d P M PM u

= − −

= = = − + + − =
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EJERCICIO 8 (2.5 puntos) 

Considera las rectas 

2 32
1

2 22 2

x yx z
r y y s

y z

+ =−
 = − =  

+ =− − 
 

a) Estudia la posición relativa de r y s. (1.25 puntos) 

b) Calcula, si es posible, el plano que contiene a r y a s. (1.25 puntos) 

 

a) Obtenemos un punto y un vector director de cada una de las rectas. 

( )

( )

( )

( )

2,1,02
1

2 2 2,1, 2

3 2
3,0, 22 3 3 2

2 2 2 2 2,1, 2
2 2

r

r

s

s

Px z
r y r

v

x
Qx y x y

s s y s
y z z y u

z







− 
 = − =   

− − = − −

= −
+ = = −   

    =     
+ = = − = − −   = −

 

Los vectores tienen coordenadas proporcionales, por lo que las rectas son coincidentes o 

paralelas. 

( )

( )

2,1, 2
¡¡ !!

2,1, 2

r

r s

s

v
v u

u

= − − 
 =

= − − 

 

Comprobamos si el punto Pr está en la recta s. De ser afirmativo las rectas son coincidentes, 

de ser negativo las rectas son paralelas. 

 

( )¿ 2,1,0 ?
¿2 2 3?

2 3
¿2 0 2

!

2

¡

? ¡ !
2

rP s

x y
Sis

N

y z

o
 

+ =
+ =  

+ =  
+ = 

 

 

El punto Pr no está en la recta s y las rectas son paralelas. 

 

b) Es posible calcular el plano que contiene las dos rectas, pues son paralelas. 

El plano que las contiene tiene como vectores directores el vector director de una de ellas y 

el vector que une un punto de r con un punto de s. 
 

 

( )

( ) ( ) ( )

( )

2,1, 2 2 1

3,0,2 2,1,0 1, 1,2 2 1 2 0

1 1 22,1,0

2

r

r s

r

u v x y z

v PQ

P

x





= = − − − −


= = − = −   − − = 
 − 

 4 2 2 2 4 4y z z y− − + + − + − 2x− 4+ 0 2 2 0y z=   + − =

 

 

El plano que contiene a las rectas r y s tiene ecuación 2 2 0y z  + − = . 
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PevAU 2021 Extraordinaria (reserva) Matema ticas II 

 

PRUEBA DE ACCESO Y ADMISIÓN A LA UNIVERSIDAD 
ANDALUCÍA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS 

CURSO 2020-2021 
MATEMÁTICAS II 

 

Instrucciones: a) Duración: 1 hora y 30 minutos 

b) Este examen consta de 8 ejercicios distribuidos en 2 bloques (A y B) de 4 

ejercicios cada uno. 

c) Cada ejercicio tiene un valor máximo de 2.5 puntos. 

d) Se realizarán únicamente cuatro ejercicios, independientemente del bloque 

al que pertenezcan. En caso de responder a más de cuatro ejercicios, se 

corregirán los cuatro que aparezcan físicamente en primer lugar. 

e) Se permitirá el uso de calculadoras que no sean programables, ni gráficas ni con 
capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos 

conducentes a la obtención de resultados deben estar suficientemente justificados. 

f) En la puntuación máxima de cada ejercicio están contemplados 0,25 puntos para 

valorar la expresión correcta de los procesos y métodos utilizados. 

 

BLOQUE A 
 

 

EJERCICIO 1 (2.5 puntos) 

Calcula a, b, c y d sabiendo que la gráfica de la función :f ⎯⎯→  definida por 

( ) 3 2f x ax bx cx d= + + +  tiene un punto de inflexión en (0, 4) y su recta normal en el punto 

( )1,  8  es paralela al eje de ordenadas. 

 

 

EJERCICIO 2 (2.5 puntos) 

Considera la función f definida por ( ) ( )
2

2

10
para 3, 1

2 3

x
f x x x

x x

−
=  − 

+ −
. 

a) Estudia y halla las asíntotas de la gráfica de f. (1.25 puntos) 

b) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f. (1.25 puntos) 
 

 

EJERCICIO 3 (2.5 puntos) 

Considera la función :f →  definida por ( ) xf x e= . 

a) Calcula a para que la recta tangente a la gráfica de f en el punto (a, f(a)) pase por el origen 

de coordenadas. (1.25 puntos) 

b) Calcula el área del recinto limitado por la gráfica de f, la recta tangente a la misma en el 

punto (1, f(1)) y el eje de ordenadas. (1.25 puntos)  
 

 

EJERCICIO 4 (2.5 puntos) 

Calcula 

3

2

1

3 2x x dx− +  
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PRUEBA DE ACCESO Y ADMISIÓN A LA UNIVERSIDAD 
ANDALUCÍA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS 

CURSO 2020-2021 
MATEMÁTICAS II 

 

BLOQUE B 

 

EJERCICIO 5 (2.5 puntos) 

Considera la matriz 

2 1

1 1

1 1

a

A b

c

 
 

= − 
 
 

, con determinante igual a 5. 

a) Calcula razonadamente el determinante de 2A3. (0.5 puntos) 

b) Calcula razonadamente los determinantes 

2 1 3

2 1/ 2 3 4 2 2

2 1/ 2 3 1 1 1

a a b c

b y a b c

c a b c

−

+ − +

− + + +

. (2 puntos) 

 

 

EJERCICIO 6 (2.5 puntos) 

Considera el sistema de ecuaciones lineales 

( )

1

2 1 1

2 2

x my mz

x my m z

x my mz

+ + =


+ + + =


+ + =

 

a) Discute el sistema según los valores de m. (1.75 puntos) 

b) Resuelve el sistema, si es posible, para m = 1. (0.75 puntos) 

 

 

EJERCICIO 7 (2.5 puntos) 

Considera el punto P(1, 2, 6) y el plano 2 0x y z  − + =  

a) Halla las ecuaciones de los planos paralelos a π cuya distancia a éste sea 6  unidades.  

(1.25 puntos) 

b) Halla el simétrico del punto P respecto al plano π. (1.25 puntos) 

 

 

EJERCICIO 8 (2.5 puntos) 

Considera los puntos ( ) ( )1,0, 1 , 0,1, 3B C− − −  y la recta 1 2

1

x

r y

z







= −


 = +
 = − +

 

a) Calcula un punto que esté en r y equidiste de B y C. (1.25 puntos) 

b) Siendo ( )1, 1, 2D − − , calcula el área del triángulo con vértices en los puntos B, C y D.  

(1.25 puntos) 
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SOLUCIONES 

BLOQUE A 
 

EJERCICIO 1 (2.5 puntos) 

Calcula a, b, c y d sabiendo que la gráfica de la función :f →  definida por 

( ) 3 2f x ax bx cx d= + + +  tiene un punto de inflexión en (0, 4) y su recta normal en el punto 

( )1,8  es paralela al eje de ordenadas. 

 

Si la función ( ) 3 2f x ax bx cx d= + + +  tiene un punto de inflexión en (0, 4) quiere decir que 

f(0) = 4 y que f ´´(0) = 0. 

 

( )

( )

3 2

3 24 ·0 ·0 ·0 4
0 4

f x ax bx cx d
a b c d d

f

= + + + 
 = + + +  =

= 

 

 

( ) ( ) ( )

( )

( )

3 2 2´ 3 2 ´́ 6 2

´́ 6 2
0 6 ·0 2 0 2 0

´́ 0 0

f x ax bx cx d f x ax bx c f x ax b

f x ax b
a b b b

f

= + + +  = + +  = +

= + 
 = +  =  =

= 

 

 

La función queda ( ) 3 4f x ax cx= + + . 

Si la función tiene una recta normal en el punto (1, 8) paralela al eje de ordenadas significa 

que ( )1 8f =  y que la recta tangente en dicho punto es paralela al eje de abscisas, es decir, 

que tiene pendiente igual a 0 → ( )´ 1 0f = . 

 

( )

( )

3

3
4

8 ·1 ·1 4 8 4 4
1 8

f x ax cx
a c a c a c

f

= + + 
 = + +  = + +  + =

= 

 

 

( ) ( )

( )

3 2

2
4 ´ 3

0 3 ·1 0 3
´ 1 0

f x ax cx f x ax c
a c a c

f

= + +  = + 
 = +  = +

= 

 

 

Resolvemos el sistema formado por las dos ecuaciones obtenidas. 

 

( )

4 4
3 4 2 4 2

3 0 3

3· 2 6

a c a c
a a a a

a c c a

c

+ = + = 
  − =  − =  = −  

+ = = − 

 = − − =

 

 

Los valores buscados son –2, 0, 6 y 4a b c d= = = = . 
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EJERCICIO 2 (2.5 puntos) 

Considera la función f definida por ( ) ( )
2

2

10
para 3, 1

2 3

x
f x x x

x x

−
=  − 

+ −
. 

a) Estudia y halla las asíntotas de la gráfica de f. (1.25 puntos) 

b) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f. (1.25 puntos) 

 

a) Por la expresión de la función deducimos que el denominador se anula en x = –3 y en x = 1. 

El dominio de la función es  3,1− −  

 

Asíntotas verticales. x a=  

¿ 3x = −  es asíntota vertical? 

( )
( )

( ) ( )

22

223 3

3 1010 1
lim lim

2 3 03 2 3 3x x

x
f x

x x→− →−

− −− −
= = = = 

+ − − + − −
 

3x = −  es asíntota vertical 

 

¿ 1x =  es asíntota vertical? 

( )
( )

2 2

2 21 1

10 1 10 9
lim lim

2 3 1 2 1 3 0x x

x
f x

x x→ →

− − −
= = = = 

+ − + −
 

1x =  es asíntota vertical 

 

Asíntota horizontal. y b=  

( )

2

2 2 2 2

22

22 2 2

10 10
1

10 1
lim lim lim lim 1

2 32 32 3 1
1

x x x x

x

x x x xb f x
x xx x

x xx x x

→ → → →

− −
−

= = = = = =
+ −

+ −+ −

 

1y =  es la asíntota horizontal. 

 

Asíntota oblicua. y mx n= +  

No existen pues tiene asíntota horizontal. 

 

Resumiendo: La función tiene dos asíntotas verticales: 3x = − , 1x =  y una asíntota 

horizontal: 1y = . 

 

b) Buscamos los puntos críticos de la función averiguando donde se anula la derivada. 
 

 

( ) ( )
( ) ( )( )

( )

( )
( )

( )

( )

2 22

22 2

3 2 3 2

2
2

3

2 2 3 2 2 1010
´

2 3 2 3

2 4 6 2 20 2 20
´

2 3

2
´

x x x x xx
f x f x

x x x x

x x x x x x
f x

x x

x
f x

+ − − + −−
=  =

+ − + −

+ − − − + −
=

+ −

=
2 34 6 2x x x+ − −

( ) ( )

2 2

2 2
2 2

20 2 20 2 14 20

2 3 2 3

x x x x

x x x x

+ − + + +
=

+ − + −
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( )
( )

2
2 2

2
2

2

2 14 20
´ 0 0 2 14 20 0 7 10 0

2 3

7 3
2

7 7 40 7 3 2

7 32 2
5

2

x x
f x x x x x

x x

x

x

x

+ +
=  =  + + =  + + = 

+ −

− +
= − =−  − −  

 = = = 
− − = − =



 

 

Estudiamos la variación del signo de la derivada antes, entre y después de estos valores. 

Añadimos los valores excluidos del dominio (x = –3, x = 1). 

 

 
 

• En el intervalo ( ), 5− −  tomamos x = –6 y la derivada vale 

( )
( ) ( )

( ) ( )( )

2

2
2

2 6 14 6 20 8
´ 6 0

4416 2 6 3

f
− + − +

− = = 

− + − −

. La función crece en ( ), 5− − . 

• En el intervalo ( )5, 3− −  tomamos x = –4 y la derivada vale 

( )
( ) ( )

( ) ( )( )

2

2
2

2 4 14 4 20 4
´ 4 0

254 2 4 3

f
− + − +

− = = − 

− + − −

. La función decrece en ( )5, 3− − . 

• En el intervalo ( )3, 2− −  tomamos x = –2.5 y la derivada vale 

( )
( ) ( )

( ) ( )( )

2

2
2

2 2.5 14 2.5 20 40
´ 2.5 0

492.5 2 2.5 3

f
− + − +

− = = − 

− + − −

. La función decrece en ( )3, 2− − . 

• En el intervalo ( )2,1−  tomamos x = 0 y la derivada vale 

( )
( )

2

2
2

2·0 0 20 20
´ 0 0

90 0 3
f

+ +
= = 

+ −
. La función crece en ( )2,1− . 

• En el intervalo ( )1,+  tomamos x = 2 y la derivada vale 

( )
( )

2

2
2

2·2 28 20 56
´ 2 0

252 4 3
f

+ +
= = 

+ −
. La función crece en ( )1,+ . 

 

La función sigue el esquema siguiente: 

 
 

La función crece en ( ) ( ) ( ), 5 2,1 1,− −  −  +  y decrece en ( ) ( )5, 3 3, 2− −  − − .  
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EJERCICIO 3 (2.5 puntos) 

Considera la función :f →  definida por ( ) xf x e= . 

a) Calcula a para que la recta tangente a la gráfica de f en el punto (a, f(a)) pase por el origen de 

coordenadas. (1.25 puntos) 

b) Calcula el área del recinto limitado por la gráfica de f, la recta tangente a la misma en el punto 

( )( )1,  1f  y el eje de ordenadas. (1.25 puntos)  

 

a) Hallamos la ecuación de la recta tangente en x = a. 
 

( ) ( )( )

( )

( ) ( )

´( ) ´( )

´

x a

x a a a a a a a a a

f x e f a e

f x e f a e y e e x a y e e x ae y e x ae e

y f a f a x a

=  =


=  =  − = −  − = −  = − +
− = − 

 

 

Averiguamos el valor de “a” para que la recta tangente pase por (0, 0). 
 

( )
( )0

¡Imp !

0 · 0 1 0
0

o

,0

0

1 0 1

sible

a a a

a a a a a a

a

y e x ae e
e ae e ae e e a

Pasa por

e

a a

= − + 
 = − +  − + =  − + = 



 = →
 

− + = → =

 

El valor buscado es a = 1. 
 

b) Obtenemos la ecuación de la recta tangente a la función en el punto ( )( )1,  1f . 
 

1 1 1 ·
1

a a ay e x ae e
y e x e e y e x

a

= − +
 = − +  =

= 
 

 

Dibujamos las gráficas de la función y la recta tangente para 

visualizar la región de la cual queremos hallar el área. 

 

2

1 1/ 0.37

0 1

1 2.72

2 7.39

1 2.72

0 0

1 2.72

2 2 5.44

)

·

( xx

y e

e

e

e

x

e

e

e

x

f x e

−

=

− −

=

−

 

El área de la región coloreada de rosa es el valor de la integral 

definida entre 0 y 1 de la diferencia de la función y la tangente. 
1

1
2 1 2 0 2 2

0
0

· ·1 ·0 1 0.36
2 2 2 2

x x e e e e
Área e e xdx e x e e u

     
= − = − = − − − = −     

     
   
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EJERCICIO 4 (2.5 puntos) 

Calcula 
3

2

1

3 2x x dx− +  

 

Obtenemos la expresión de la función valor absoluto como una función a trozos. 

Vemos cuando vale 0 y la función cambia de expresión. 
 

( )
2

2

3 1
2

3 3 8 3 1 2
3 2 0

3 12 2
1

2

x

x x x

x

+
= = − −  

− + =  = = = 
− = =



 

 

La función es positiva antes de 1 y también después de 2. Lo comprobamos. 
 

En ( ),1−  tomamos x = 0 y la función vale 20 3·0 2 2 0− + =  . 

En ( )1,2  tomamos x = 1.5 y la función vale 21.5 3·1.5 2 0.25 0− + = −   

En ( )2,+  tomamos x = 3 y la función vale 23 3·3 2 2 0− + =   
 

Por lo que la expresión de la función es: 

 ( )

2

2 2

2

3 2 1

3 2 3 2 1 2

3 2 2

x x si x

f x x x x x si x

x x si x

 − + 


= − + = − + −  


− + 

 

La integral pedida se obtiene como la suma de dos integrales definidas. 
 

3 2 3

2 2 2

1 1 2

2 3

3 2 3 2

1 2

3 2 3 2

3 2 3 2

3 2 3 2 3 2

1 3 1 3
2 2

3 2 3 2

1 3 1 3
·2 ·2 2·2 ·1 ·1 2·1

3 2 3 2

1 3 1 3
·3 ·3 2·3 ·2 ·2 2·2

3 2 3 2

x x dx x x dx x x dx

x x x x x x

− + = − + − + − + =

   
= − + − + − + =   

   

    
= − + − − − + − +    

    

    
+ − + − − + =    

    

  

 

 

8 1 3 27 8 1 5
6 4 2 9 6 6 4 1

3 3 2 2 3 6 6

   
= − + − + − + + − + − + − = + =   

   
 

 

 Hemos obtenido que 

3

2

1

3 2 1x x dx− + =  
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BLOQUE B 
 

EJERCICIO 5 (2.5 puntos) 

Considera la matriz 

2 1

1 1

1 1

a

A b

c

 
 

= − 
 
 

, con determinante igual a 5. 

a) Calcula razonadamente el determinante de 2A3. (0.5 puntos) 

b) Calcula razonadamente los determinantes 

2 1 3

2 1/ 2 3 4 2 2

2 1/ 2 3 1 1 1

a a b c

b y a b c

c a b c

−

+ − +

− + + +

. (2 puntos) 

 

a) Sabemos que 5A = . Aplicamos las propiedades de los determinantes. 
 

3 3 32 2 8 · · 8 · · 8·5·5·5 1000A A A A A A A A= = = = =  

 

b) Calculamos el valor del primer determinante. 
 

 

 

2 1 3 1 3

2 1/ 2 3 Sacamos factor común 2 en 1ª columna 2 1/ 2 3

2 1/ 2 3 1/ 2 3

1 1

Sacamos factor común 3 en 3ª columna 2·3 1/ 2 1

1/ 2 1

Multiplicamos por 2 la 2ª columna

y por 1/2 fuera del determinante

a a

b b

c c

a

b

c

− −

= = =

− −

−

= = =

−

−
= 

−

2 1
1

6· 1 1 3 3·5 15
2

1 1

a

b A

c

 −
= − = − = − = −

 

 

 

Calculamos el valor del segundo determinante. 
 

A la 2ª fila le resto la 1ª fila
4 2 2

y el determinante no cambia de valor
1 1 1

a b c

a b c

a b c

 
+ − + = = 

 
+ + +

 

 

A la 3ª fila le resto la 1ª fila
4 2 2

y el determinante no cambia de valor
1 1 1

4 1
Transponemos la matriz

4 2 2 2 1
y el determinante no cambia de valor

1 1 1 2 1

Saco factor común 

a b c

a b c

a b c a

b

c

 
= − = = 

 
+ + +

 
= − = = − = 

 

=  

2 1

2 en 2ª columna 2 1 1 2· 10

1 1

a

b A

c

= − = =
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos) 

Considera el sistema de ecuaciones lineales 

( )

1

2 1 1

2 2

x my mz

x my m z

x my mz

+ + =


+ + + =


+ + =

 

a) Discute el sistema según los valores de m. (1.75 puntos) 

b) Resuelve el sistema, si es posible, para m = 1. (0.75 puntos) 

 

a) La matriz de coeficientes es 

1

1 2 1

2

m m

A m m

m m

 
 

= + 
 
 

 

Y la matriz ampliada es 

1 1

/ 1 2 1 1

2 2

m m

A B m m

m m

 
 

= + 
 
 

 

 

Averiguamos cuando se anula el determinante de la matriz de coeficientes. 
 

1 1 1

1 2 1 1 2 1 2 2

2 2 1

m m m

A m m m m m m m

m m m

= + = + = + 2 m+ + 4m− m−( ) ( )

( )

1 1

0
0 1 0

1

m m m

m
A m m

m

− − = −

 =
=  − =  

=

 

 

Estudiamos 3 situaciones diferentes. 

 

CASO 1. 0m   y 1m   

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3. El rango de A/B también es 

3, al igual que el número de incógnitas. 

El sistema es compatible determinado (única solución) 
 

CASO 2. 0m =  

La matriz ampliada queda 

1 0 0 1

/ 1 0 1 1

2 0 0 2

A B

 
 

=  
 
 

. Utilizamos el método de Gauss para 

obtener una matriz triangular equivalente con la que resulte más fácil averiguar los rangos 

de la matriz de coeficientes y la matriz ampliada. 
 

Fila 3ª 2 · Fila 1ª
1 0 0 1

2 0 0 2
/ 1 0 1 1

2 0 0 2
2 0 0 2

0 0 0 0 Nueva Fila 3ª

A B

− 
   

  
= →    − −

  
   →

 
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/

Fila 2ª Fila 1ª
1 0 0 1 1 0 0 1

1 0 1 1
1 0 1 1 0 0 1 0

1 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 Nueva Fila 2ª

A

A B

 − 
    
   

       − −
       →     

 

 

El rango de la matriz A es 2, al igual que el rango de A/B, pero el número de incógnitas 

es 3. El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones) 

 

CASO 3. 1m =  

La matriz ampliada queda 

1 1 1 1

/ 1 2 2 1

2 1 1 2

A B

 
 

=  
 
 

. Utilizamos el método de Gauss para 

obtener una matriz triangular equivalente. 

 

Fila 3ª 2 · Fila 1ª
1 1 1 1

2 1 1 2
/ 1 2 2 1

2 2 2 2
2 1 1 2

0 1 1 0 Nueva Fila 3ª

Fila 2ª Fila 1ª
1 1 1 1

1 2 2 1
1 2 2 1

1 1 1 1
0 1 1 0

0 1 1 0 Nueva Fila 2ª

1 1 1 1

0 1 1 0

0 1 1 0

A B

− 
   

  
= →    − − − −

  
   − − →

 

− 
   

  
     − − − −

  − −   →
 




 
− −

/

Fila 3ª +Fila 2ª
1 1 1 1

0 1 1 0
0 1 1 0

0 1 1 0
0 0 0 0

0 0 0 0 Nueva Fila 3ª

A

A B

  
   

− −   
    

      →       
 

El rango de la matriz A es 2, al igual que el rango de A/B, pero el número de incógnitas 

es 3. El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones) 
 

b) El sistema tiene infinitas soluciones cuando m = 1. Determinamos las soluciones partiendo 

de la matriz triangular equivalente obtenida. 
 

1 1 1 1 1
1 1

0 1 1 0 1 1 ;
0

0 0 0 0

x
x y z x y z

x z z x y
y z y z

z

 



=  
+ + = + + =   

   − + =  =  = −     + = = −    =  

 

 

Las soluciones son: 1; ; ;x y z  = = − =  .  
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EJERCICIO 7 (2.5 puntos) 

Considera el punto P(1, 2, 6) y el plano 2 0x y z  − + =  

a) Halla las ecuaciones de los planos paralelos a π cuya distancia a éste sea 6  unidades.  

(1.25 puntos) 

b) Halla el simétrico del punto P respecto al plano π. (1.25 puntos) 

 

a) Un plano paralelo a 2 0x y z  − + =  tiene ecuación ´ 2 0x y z D  − + + = . 

 

 
 

Como son paralelos la distancia entre ellos es la distancia entre un punto de π y el plano π´. 

 

( )

( )
( ) ( )

( )
22 2

2 0 0,0,0

0,0,0 2·0 0 0
, ´ , ´

´ 2 0 62 1 1

x y z P

P D D
d d P

x y z D

 


  



 − + =  

  − + +
 = = =

 − + + =  + − +

 

 

Nos piden hallar los planos paralelos a distancia 6 . 

 

( )

( )
( )

2, ´ 6
6 6 66

66
, ´ 6

D
d DD

D D
D

d

 

 


= =

 =  =  =  
= −= 

 

Existen dos planos paralelos a π cuya distancia a éste sea 6  unidades: 

1 2 6 0x y z  − + + =  y 
2

2 6 0x y z  − + − =  

 

b)  Queremos hallar un punto P´ simétrico del punto P respecto al plano π. 
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Hallamos la recta r perpendicular al plano que pasa por el punto P. 

 

( )

( )

( )

1 2
1,  2,  6

2

2 0 2, 1,1

2, 1,1
6r

x

z

P

y

r y

x n

r

z
v n









= +
 

  = − 
 

 − + =  = −

 =



=


=
+

−

 

 

Hallamos el punto M de corte de recta y plano. 

 

( )

( )

1 2

2

6

1 2 1

2 1 3

2

2 0

1 2 2 6 0 6 6 0 1

1,3,5

6 1 5

x

r y

z

x

y

x y z

M

z



    






+
= +


 = −

 = +

= −

 − + = 



 + − + =

= −


= + = 
 = − =

+ =  + =  − 




 −



 

 

El punto P´ se obtiene sumando al punto M el vector PM . 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1,3,5 1,2,6 2,1, 1 ´ 1,3,5 2,1, 1 3,4,4PM P= − − = − −  = − + − − = −  

 

El punto P´ simétrico del punto P respecto al plano π es ( )´ 3,4,4P = − . 
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EJERCICIO 8 (2.5 puntos) 

Considera los puntos ( ) ( )1,0, 1 , 0,1, 3B C− − −  y la recta 1 2

1

x

r y

z







= −


 = +
 = − +

 

a) Calcula un punto que esté en r y equidiste de B y C. (1.25 puntos) 

b) Siendo ( )1, 1, 2D − − , calcula el área del triángulo con vértices en los puntos B, C y D.  

(1.25 puntos) 

 

a) Un punto A de la recta r tiene coordenadas ( ),1 2 , 1A   − + − + . 

Si equidista de B y C debe ser d(A, B) = d(A, C). Lo cual implica que los módulos de los 

vectores AB  y AC  son iguales. 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2 22

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

1,0, 1 ,1 2 , 1 1 , 1 2 ,

0,1, 3 ,1 2 , 1 , 2 , 2

1 1 2 2 2

1 2 1 4 4 4 4 4

6 2 2 6 4 4 6 2 2 6 4 4

2

AB

AC

AB AC

     

     

     

        

       



= − − − − + − + = − + − − −

= − − − + − + = − − −

=  − + + − − + − = + − + − − 

 + − + + + + = + + + + 

 + + = + +  + + = + + 

 − ( )( ) ( )2 0 1 1 ,1 2, 1 1 1, 1, 2A A− =  = −  − − − − −  − −

 

 

El punto A que buscamos es ( )1, 1, 2A − − . 

 

b) El área del triángulo BCD es la mitad del módulo del producto vectorial de BC  y BD . 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )
2 2 2

2

0,1, 3 1,0, 1 1,1, 2
1 1 2

1, 1, 2 1,0, 1 2, 1, 1
2 1 1

4 2 2 3 3 3 3, 3, 3

3 3 3 27
2.598

2 2 2

i j k
BC

BC BD
BD

BC BD i j k k j i i j k

BC BD
Área ABC u

= − − − − = − 
  = −

= − − − − − = − −  − −

 = − − − − + − = − − − = − − −

 − + − + −
= = =
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PevAU 2021 Ordinaria Matema ticas II 

 

PRUEBA DE ACCESO Y ADMISIÓN A LA UNIVERSIDAD 
ANDALUCÍA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS 

CONVOCATORIA ORDINARIA, CURSO 2020-2021 
MATEMÁTICAS II 

 

Instrucciones: a) Duración: 1 hora y 30 minutos 

b) Este examen consta de 8 ejercicios distribuidos en 2 bloques (A y B) de 4 

ejercicios cada uno. 

c) Cada ejercicio tiene un valor máximo de 2.5 puntos. 

d) Se realizarán únicamente cuatro ejercicios, independientemente del bloque 

al que pertenezcan. En caso de responder a más de cuatro ejercicios, se 

corregirán los cuatro que aparezcan físicamente en primer lugar. 

e) Se permitirá el uso de calculadoras que no sean programables, ni gráficas ni con 
capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos 

conducentes a la obtención de resultados deben estar suficientemente justificados. 

f) En la puntuación máxima de cada ejercicio están contemplados 0,25 puntos para 

valorar la expresión correcta de los procesos y métodos utilizados. 

 

BLOQUE A 
 
 

EJERCICIO 1 (2.5 puntos) 

Se sabe que la gráfica de la función f definida por ( )
2 2

( )  para 1
1

ax bx
f x x

x

+ +
= 

−
tiene una 

asíntota oblicua que pasa por el punto (1, 1) y tiene pendiente 2. Calcula a y b. 
 

 

EJERCICIO 2 (2.5 puntos) 

Considera la función continua :f ⎯⎯→  definida por 

( )

( )( )
3

3 6 0

( ) 36
0

xx e si x

f x sen x ax
si x

x

 − 


=  −




 

a) Calcula a. (1.5 puntos) 

b) Halla la ecuación de la recta tangente a la gráfica de f en el punto de abscisa x = –1. (1 

punto) 
 

 

EJERCICIO 3 (2.5 puntos) 

Considera la función :f ⎯⎯→  definida por ( ) 3 44f x x x= − . 

a) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f. (1 punto) 

b) Esboza la gráfica de f y calcula el área del recinto limitado por dicha gráfica y el eje de 

abscisas. (1.5 puntos)  
 

 

EJERCICIO 4 (2.5 puntos) 

Considera la función  ): 0,F + ⎯⎯→  definida por 

( ) ( )
0

2

x

F x t t dt= +  

Halla la ecuación de la recta tangente a la gráfica de F en el punto de abscisa x = 1. 
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PRUEBA DE ACCESO Y ADMISIÓN A LA UNIVERSIDAD 
ANDALUCÍA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS 

CONVOCATORIA ORDINARIA, CURSO 2020-2021 
MATEMÁTICAS II 

 

BLOQUE B 

 

EJERCICIO 5 (2.5 puntos) 

Considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales 

2 1

5 4 2 0

2
3

5

mx y z

x y z

x my m


 + − =


− + =

 + = +


 

a) Discute el sistema según los valores de m. (2 puntos) 

b) Resuelve el sistema para m = 0. ¿Hay alguna solución en la que x = 0? En caso 

afirmativo, calcúlala. En caso negativo, justifica la respuesta. (0.5 puntos) 

 

 

EJERCICIO 6 (2.5 puntos) 

En una empresa se fabrican tres tipos de productos plásticos: botellas, garrafas y bidones. Se 

utiliza como materia prima 10 kg de polietileno cada hora. Se sabe que para fabricar cada botella 

se necesitan 50 gramos, para cada garrafa 100 gramos y 1 kg para cada bidón. 

El gerente también nos dice que se debe producir el doble de botellas que de garrafas. Por último, 

se sabe que por motivos de capacidad de trabajo, en las máquinas se producen en total 52 

productos cada hora. 

¿Cuántas botellas, garrafas y bidones se producen cada hora? 

 

 

EJERCICIO 7 (2.5 puntos) 

Considera las rectas 

3 2
2 3 2 0

1
3 2 2 1 0

2 2

x
x y z

r y s y
x y z

z







= −
− + − = 

  = − + 
− + + + =  = − +

 

a) Calcula el plano perpendicular a la recta s que pasa por el punto P(1, 0, –5). (1.5 puntos) 

b) Calcula el seno del ángulo que forma la recta r con el plano 2 2 0x y z  − + + = .  (1 

punto) 

 

 

EJERCICIO 8 (2.5 puntos) 

La recta 
3 4 3

2 2 3

x y z
r

+ + −
 = =  y la recta s, que pasa por los puntos P(1, 0, 2) y A(a, 1, 0), se 

cortan en un punto. Calcula el valor de a y el punto de corte. 
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SOLUCIONES 

BLOQUE A 
 
 

EJERCICIO 1 (2.5 puntos) 

Se sabe que la gráfica de la función f definida por ( )
2 2

( )  para 1
1

ax bx
f x x

x

+ +
= 

−
tiene una 

asíntota oblicua que pasa por el punto (1, 1) y tiene pendiente 2. Calcula a y b. 
 

 

La asíntota oblicua tiene ecuación y mx n= + . Si pasa por el punto (1, 1) entonces 1 m n= +

. Además, la pendiente es 2, lo que significa que m = 2. Por lo que 1 = 2 + n → n = –1. 

 

La asíntota oblicua tiene ecuación 2 1y x= − . 

Aplicamos las fórmulas que nos permiten obtener la ecuación de la asíntota oblicua a f(x). 

 
2 2

2 2 2 2 2

22

2 2

2 2 2

( ) 21lim lim lim lim lim
1

1
x x x x x

ax bx ax bx b
a

f x ax bxx x x x x xm a
x xx x x x

xx x

→ → → → →

+ +
+ + + +

+ +−= = = = = =
−

−−

 

Tenemos que a = 2. La función queda ( )
22 2

( )  para 1
1

x bx
f x x

x

+ +
= 

−
 

Seguimos averiguando el valor de b. 
 

( )
2 22 2 2

1 lim ( ) lim 2 lim
1x x x

x bx x
n f x mx x

x→ → →

 + +
= − = − = − = 

− 

22 2bx x+ + −

( )
( )

2

1

2 2 2 2
2 22 2

lim lim lim 2
1 1 11

1 1

1 2 3

x x x

x

x

b x
b bb x x x x b

xx

x x x

b b

→ → →

+
=

−

+
+ + + + ++ + = = = = = +

−
− − −



− = +  = −

 

 

Los valores buscados son a = 2 y b = –3. 

  

  

http://www.ebaumatematicas.com/


PevAU 2021 Ordinaria Matemáticas II en Andalucía      

 

367 de 571  www.ebaumatematicas.com  

EJERCICIO 2 (2.5 puntos) 

Considera la función continua :f ⎯⎯→  definida por 

( )

( )( )
3

3 6 0

( ) 36
0

xx e si x

f x sen x ax
si x

x

 − 


=  −




 

a) Calcula a. (1.5 puntos) 

b) Halla la ecuación de la recta tangente a la gráfica de f en el punto de abscisa x = –1. (1 

punto) 
 

a) Como la función es continua debe serlo en x = 0 y por tanto el valor de la función y los 

límites laterales deben coincidir. 
 

El valor de la función es ( ) 0(0) 0 6 6f e= − = − . 

El límite de la función por la izquierda de 0x =  es ( )
0 0

lim ( ) lim 3 6 6x

x x
f x x e

− −→ →
= − = − . 

Calculo el límite de la función por la derecha de 0x = . 

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )

3 3
0 0

2 2
0

36 36 0 ·0 0
lim ( ) lim

0 0

36 cos 36 cos 0 36 1
Indeterminación (L´Hôpital) lim ....

3 3·0 0

x x

x

sen x ax sen a
f x

x

x a a a

x

+ +

+

→ →

→

− −
= = = =

− − −
= = = = =

 

Como debe ser un valor finito el númerador debe ser nulo → 1a = . 

De ser 1a   el límite daría ∞ y la función no sería continua. 

Consideramos 1a =  y seguimos calculando el límite por la derecha. 

 

( ) ( )( )

( ) ( )

0

0 0

3636 1 1 0
... =Indeterminación (L´Hôpital) lim

0 0 6

36 36cos0
lim Indeterminación (L´Hôpital) lim 6

6 0 6

x

x x

sen x

x

sen x x

x

+

+ +

→

→ →

−−
= = = =

− −
= = = = = −

 

 

Se cumple que 
0 0

lim ( ) lim ( ) (0) 6
x x

f x f x f
− +→ →

= = = − . 

La función es continua si a = 1. 
 

b) En las proximidades de x = –1 la función es ( )( ) 3 6 xf x x e= − . 

La ecuación de la recta tangente a la gráfica de f en el punto de abscisa x = –1 es: 
 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 ´ 1 1 1 ´ 1 1y f f x y f f x− − = − − −  − − = − +  

Como ( ) 1 9
( 1) 3 6f e

e

−− = − − = −   

Y también ( ) ( ) ( ) ( )( ) 3 6 (́ ) 3 3 6 3 3 6 3 3x x x x xf x x e f x e x e x e x e= −  = + − = + − = −   

( ) ( ) 1 6
´ 1 3 3f e

e

− − = − − = −  la recta tangente nos quedaría: 

( )
9 6 9 6 6 6 15

1y x y x y x
e e e e e e e

 
− − = − +  + = − −  = − − 

 
 

 

La ecuación de la recta tangente es 
6 15

y x
e e

= − −   
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EJERCICIO 3 (2.5 puntos) 

Considera la función :f ⎯⎯→  definida por ( ) 3 44f x x x= − . 

a) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f. (1 punto) 

b) Esboza la gráfica de f y calcula el área del recinto limitado por dicha gráfica y el eje de 

abscisas. (1.5 puntos)  

 

a) Utilizamos la derivada para obtener los puntos críticos 

 

( ) ( )

( ) ( )

3 4 2 3

2 3 2

4 ´ 12 4

0
´ 0 12 4 0 4 3 0

3

f x x x f x x x

x
f x x x x x

x

= −  = −

=
=  − =  − =  

=

 

 

Vemos que ocurre antes, entre y después de estos valores. 

 

• En ( ),0−  tomo x = –1 y la derivada vale ( ) ( ) ( )
2 3

´ 1 12 1 4 1 16 0f − = − − − =  . La 

función crece en ( ),0−  

• En ( )0,3  tomo x = 1 y la derivada vale ( )´ 1 12 4 8 0f = − =  . La función crece en 

( )0,3  

• En ( )3,+  tomo x = 4 y la derivada vale ( ) 2 3´ 4 12·4 4·4 64 0f = − = −  . La función 

decrece en ( )3,+  

La función sigue el esquema: 

 
La función crece en ( ),3−  y decrece en ( )3,+ . 

 

b) La función es continua, pues es polinómica. Sabemos que la función tiene un máximo 

relativo en x = 3, hacemos una tabla de valores y la representamos. 

 
3 44

1 4 1 5

0 0

1 4 1 3

3 27

4 0

x y x x= −

− − − = −

− =
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En la tabla de valores y en la gráfica de la función observamos que corta el eje de abscisas 

en 0x =  y en 4x = . El área del recinto limitado por dicha gráfica y el eje de abscisas lo 

calculamos con la integral definida entre 0 y 4 de la función. 

 
44 5 5 5

3 4 4 4 4 2

0

4 0 256
4 4 0 51.2

5 5 5 5
o

x
Área x x dx x u

     
= − = − = − − − = =     

     
  
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EJERCICIO 4 (2.5 puntos) 

Considera la función  ): 0,F + ⎯⎯→  definida por 

( ) ( )
0

2

x

F x t t dt= +  

Halla la ecuación de la recta tangente a la gráfica de F en el punto de abscisa x = 1. 

 

Obtenemos la expresión de la función F(x). 

 

( ) ( )

( )

1 3
1

1 32 2
2 2 22

0 0
0

0 0

3 3 3
2 2 2

3
2

2
2 2

1 3 3
1

2 2

2 2 0 2
0

3 3 3

2

3

x x

x
x x

t t t
F x t t dt t t dt t t t

x x
x x

x
F x x

+
   

     
= + = + = + = + = + =      

        +
   

   
= + − + = +   

      

= +

 

 

 

Como nos piden la recta tangente a F en x = 1 la ecuación es ( )(1) (́1) 1y F F x− = −  y 

necesitamos el valor de la función y el de la derivada en x = 1. 

 

( ) ( )

( ) ( )

( )

3 3
2 2

3
3 13 2 1

2 2 2 2

2 2 1 2 5
1 1 1

3 3 3 3

2 2 2 3
´ 2 2 2

3 3 3 2

´ 1 2 1 3

x
F x x F

x x
F x x x F x x x x x x x

F

−

= +  = + = + =

= + = +  = + = + = +

= + =

 

 

Sustituyendo en la ecuación queda: 

 

( )

( )

( )

( )

(1) (́1) 1

5 5 5 4
1 3 1 3 3 3

3 3 3 3

´ 1 3

y F F x

F y x y x y x

F

− = − 



=  − = −  − = −  = −

= 

 

 También se puede realizar sabiendo que si ( ) ( )
0

2

x

F x t t dt= + entonces ( ) ´ 2F x x x= + .  
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BLOQUE B 

EJERCICIO 5 (2.5 puntos) 

Considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales 

2 1

5 4 2 0

2
3

5

mx y z

x y z

x my m


 + − =


− + =

 + = +


 

a) Discute el sistema según los valores de m. (2 puntos) 

b) Resuelve el sistema para m = 0. ¿Hay alguna solución en la que x = 0? En caso afirmativo, 

calcúlala. En caso negativo, justifica la respuesta. (0.5 puntos) 

 

a) La matriz de coeficientes es 

2 1

5 4 2

1 3 0

m

A

m

− 
 

= − 
 
 

 

Y la matriz ampliada es 

2 1 1

/ 5 4 2 0

2
1 3 0

5

m

A B

m m

 
 −
 

= − 
 

+ 
 

 

Averiguamos cuando se anula el determinante de la matriz de coeficientes. 
 

( )

2 2

2

2 1

5 4 2 4 15 4 6 6 15

1 3 0

0

0 6 15 0 6 15 0 5
6 15 0 2 5 0

2

m

A m m m m

m

m

A m m m m
m m m

−

= − = − − − = − −

=


=  − − =  − + =  
+ =  + =  = −



 

 

Estudiamos por separado 3 casos diferentes. 
 

CASO 1. 
5

0
2

m y m  −  

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3. El rango de A/B también es 

3, al igual que el número de incógnitas. 

El sistema es compatible determinado (única solución) 
 

CASO 2. 0m =  

La matriz ampliada queda 

0 2 1 1

/ 5 4 2 0

2
1 0 0

5

A B

 
 −
 

= − 
 
 
 

. Utilizamos el método de Gauss para 

obtener una matriz triangular equivalente. 
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0 2 1 1
multiplicamos la fila 3ª por 5

/ 5 4 2 0
Cambiamos fila 2ª por fila 1ª

2
1 0 0

5

Fila 3ª  Fila 1ª

5 4 2 0 5 0 0 2

0 2 1 1 5 4 2 0

5 0 0 2 0 4 2 2

Nueva fila 3ª

5 4 2 0

0 2 1

A B

 
 −
   

= − →   
  

 
 

 −
 

−   
  

 −  − −   
   −   
  

−

 −

Fila 3ª  2 · Fila 2ª

0 4 2 2 5 4 2 0

1 0 4 2 2 0 2 1 1

0 4 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0

Nueva fila 3ª

 −
 

− −    
    

 − −  −    
    −    
  

 

 

El rango de la matriz A es 2, al igual que el rango de A/B, pero el número de incógnitas 

es 3. El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones) 

 

CASO 3. 
5

2
m = −  

La matriz ampliada queda 

5
2 1 1

2

/ 5 4 2 0

15 21
1 0

2 10

A B

 
− − 

 
= − 

 
− − 

 

. Utilizamos el método de 

Gauss para obtener una matriz triangular equivalente. 

 

5
2 1 1

2
multiplicamos la fila 3ª por 10

/ 5 4 2 0
multiplicamos fila 1ª por 2

15 21
1 0

2 10

A B

 
− − 

   
= − →   

  
− − 

 

 

Fila 2ª + Fila 1ª Fila 3ª + 2 · Fila 1ª

5 4 2 2 5 4 2 0 10 75 0 21

5 4 2 0 5 4 2 2 10 8 4 4

10 75 0 21 0 0 0 2 0 67 4 17

Nueva fila 2ª Nueva fila 3ª

  
  

− − − − −    
   

 −  − − − −    
   − − − − −    
    
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 

5 4 2 2 5 4 2 2

0 0 0 2 Cambio fila 3ª por fila 2ª 0 67 4 17

0 67 4 17 0 0 0 2

− − − −   
   

   − − −   
   − − −   

 

 

Contando filas no nulas tenemos que el rango de A es 2 y el de A/B es 3, por lo que son 

distintos y el sistema es incompatible (sin solución). 

 

Resumiendo: Para 
5

0
2

m y m  −  el sistema es compatible determinado, para 0m =  el 

sistema es compatible indeterminado y para 
5

2
m = −  el sistema es incompatible. 

 

b) Para m = 0 estamos en el caso 2 y el sistema tiene infinitas soluciones. 

Resolvemos el sistema a partir de la matriz triangular obtenida en el apartado anterior. 

 

( )

5 4 2 0
5 4 2 05 4 2 0

0 2 1 1 5 4 2 2 1 0
2 1 2 1

0 0 0 0

5 4

x y zx y z
x y y

y z y z

x y

− 
− + = − + =   

−    − + − =    − = − =   
 

 − 4y+
2

2 0 5 2 0 5 2
5

x x x− =  − =  =  =

 

 

Las soluciones son: 
2

5
x = ; y t= ; 1 2z t= − +  

 

¿Hay alguna solución en la que x = 0?  

Si nos preguntan tomando m = 0 la respuesta es: No, pues el valor de x es siempre igual a 
2

5
 

 

Si nos preguntan tomando m cualquier valor: Solo nos falta verlo en el caso 1 con 

5
0

2
m y m  −  y donde la solución es única. Si le añadimos x = 0 al sistema nos quedaría: 

2 1

2 0 ¡ !

0 2 1

0 0 4 2 0

2 2
0 3 3

5 5

y z

x

z

y z

my m my

y

y z IMPOSIBLE

m

 
 + − =
 

=  − + =   
 
 + = +

− =

 

− =

= +

 

El sistema no tiene solución. 

 

En cualquier caso, no existe ninguna solución con x = 0. 
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos) 

En una empresa se fabrican tres tipos de productos plásticos: botellas, garrafas y bidones. Se 

utiliza como materia prima 10 kg de polietileno cada hora. Se sabe que para fabricar cada botella 

se necesitan 50 gramos, para cada garrafa 100 gramos y 1 kg para cada bidón. 

El gerente también nos dice que se debe producir el doble de botellas que de garrafas. Por último, 

se sabe que por motivos de capacidad de trabajo, en las máquinas se producen en total 52 

productos cada hora. 

¿Cuántas botellas, garrafas y bidones se producen cada hora? 

 

Llamamos x = número de botellas producidas por hora, y = número de garrafas, z = número 

de bidones. 

 

“Se utiliza como materia prima 10000 gramos de polietileno cada hora. Se sabe que para 

fabricar cada botella se necesitan 50 gramos, para cada garrafa 100 gramos y 1000 

gramos para cada bidón” → 50 100 1000 10000x y z+ + =  

 

“Se debe producir el doble de botellas que de garrafas” → 2x y=  

 

“Se producen en total 52 productos cada hora” → 52x y z+ + =  

 

Reunimos las ecuaciones en un sistema y resolvemos: 

 

( )

50 100 1000 10000 2 20 200
2 2 20 200

2 2
2 52

52 52

4 20 200 5 50 50 5
3 50 5 52

3 52 3 52 3 52

98
150 15 52 14 98 7 50

14

x y z x y z
y y z

x y x y
y y z

x y z x y z

y z y z y z
z z

y z y z y z

z z z z y

+ + = + + = 
+ + =  

=  =    
+ + =  + + = + + = 

+ = + = = −  
    − + =   

+ = + = + =  

 − + =  − = −  = =  = 35 15 30x− =  =

 

 

Se producen cada hora 30 botellas, 15 garrafas y 7 bidones.  
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EJERCICIO 7 (2.5 puntos) 

Considera las rectas 

3 2
2 3 2 0

1
3 2 2 1 0

2 2

x
x y z

r y s y
x y z

z







= −
− + − = 

  = − + 
− + + + =  = − +

 

a) Calcula el plano perpendicular a la recta s que pasa por el punto P(1, 0, –5). (1.5 puntos) 

b) Calcula el seno del ángulo que forma la recta r con el plano 2 2 0x y z  − + + = .  (1 punto) 

 

a) Si el plano π es perpendicular a la recta s entonces el vector normal del plano es el director 

de la recta. 
 

( )

3 2

1 2,1,2

2 2

s

x

s y v

z







= −


 = − +  = −
 = − +

 

 

( )

( ) ( )

2 2 02,1,2
2 0 10 0

1,0, 51,0, 5

12 2 2 12 0

s
x y z Dn v

D
PP

D x y z







  − + + + == = −  
  − + − + =  

− −  

 =   − + + + =

 

 

b) El seno del ángulo que forma la recta r con el plano 2 2 0x y z  − + + =  es el coseno del 

ángulo que forma el vector director de la recta y el vector normal del plano. 

Este coseno lo puedo calcular usando el producto escalar de dichos vectores. 

Hallamos primero el vector director de la recta r como el producto vectorial de los vectores 

normales de los planos que la definen. 
 

( ) ( )

( )

2 3 2 0
2, 3,1 3,2,2 2 3 1 8 7 5

3 2 2 1 0
3 2 2

8, 7, 5

r

r

i j k
x y z

r v i j k
x y z

v

− + − =
  = −  − = − = − − − 

− + + + =
−

 = − − −

 

 

Tomamos como vector director de la recta r el mismo vector con las coordenadas positivas: 

( )8,7,5ru =  

 

( )

( )

( )
( ) ( )

( )( )

( )

( )

22 2 2 2 2

2 2 0 2,1,2

8,7,5 8,7,5 2,1,2·
, cos ,

·2,1,2 8 7 5 2 1 2

16 7 10 1
,

138 9 3 138

r r
r

r

x y z n

u u n
sen r u n

u nn

sen r







 − + + =  = −

= −
 = = =

= −  + + − + +

− + +
= =

  

http://www.ebaumatematicas.com/


PevAU 2021 Ordinaria Matemáticas II en Andalucía      

 

376 de 571  www.ebaumatematicas.com  

EJERCICIO 8 (2.5 puntos) 

La recta 
3 4 3

2 2 3

x y z
r

+ + −
 = =  y la recta s, que pasa por los puntos P(1, 0, 2) y A(a, 1, 0), se 

cortan en un punto. Calcula el valor de a y el punto de corte. 
 

Hallamos un vector director y un punto de cada una de las rectas. 
 

( )

( )

3, 4,33 4 3

2 2 3 2,2,3

r

r

Px y z
r r

u

 − −+ + − 
 = =   

=

 

 

( )

( )

( )

( ) ( ) ( )

1,0,21,0,2

,1,0 1,0,2 ,1,0 1 , 1,2s

P sP s

A a s v AP a a

   
 

 = = − = − −  

 

 

Si las rectas son secantes entonces el producto mixto de los vectores directores de las rectas 

y el vector que une un punto de r con otro punto de s debe ser nulo. 
 

( )

( )

( ) ( ) ( )

2,2,3

2 2 3
1 , 1,2

1 1 2 0
3, 4,3 1,0,2 4, 4,1

4 4 1

, , 0

2 16 12 12 12 2 2 16 0 14 28 0 2

r

s

r

r s r

u

v a
a

PP

u v PP

a a a a

=

= − − 

 − − = 
= − − − = − −  − −


  =   

 − − − + − − + + =  − =  =

 

 

El valor buscado es a = 2. 

Comprobamos que para este valor las rectas no son ni paralelas ni coincidentes. 
 

( )

( )

2,2,3 2 2 3
2

1 1 21, 1,2

r

s

u
a

v

= 
=   = 

− −= − − 

 

 

Los vectores directores de las rectas no tienen coordenadas proporcionales y las rectas no 

son ni paralelas ni coincidentes. 

El punto de corte lo averiguamos resolviendo el sistema formado por ambas rectas. 
 

( )

( )

( )

( )

( )

3 2
3, 4,3

4 2
3 2 1 4 22,2,3

3 3
4 2 4 2

1
1,0,2 3 3 2 2 1 3 2

1, 1,2
2 2

1 3 2 4 2 1 3 8 4 7

r

r

s

x
P

r r y
t tu

z
t t

x t
P s t t

s s y t
v

z t




 


 

 

    

= − + 
 − −  

   = − +   − + = − − + = −=    = +   
 − + = −  − =   

= −     + = + + =      = − 
= − −   = +  

 + = −  + = − 

3 2 1

7 1 4 2 2

3 3 6

x

y

z



= − + = −


=  =  = − + = −
 = + =

 

El punto de corte de las rectas es ( )1, 2,6P − −  
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PevAU 2021 Ordinaria (suplente) Matema ticas II 

 

PRUEBA DE ACCESO Y ADMISIÓN A LA UNIVERSIDAD 
ANDALUCÍA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS 

CURSO 2020-2021 
MATEMÁTICAS II 

 

Instrucciones: a) Duración: 1 hora y 30 minutos 

b) Este examen consta de 8 ejercicios distribuidos en 2 bloques (A y B) de 4 

ejercicios cada uno. 

c) Cada ejercicio tiene un valor máximo de 2.5 puntos. 

d) Se realizarán únicamente cuatro ejercicios, independientemente del bloque 

al que pertenezcan. En caso de responder a más de cuatro ejercicios, se 

corregirán los cuatro que aparezcan físicamente en primer lugar. 

e) Se permitirá el uso de calculadoras que no sean programables, ni gráficas ni con 
capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos 

conducentes a la obtención de resultados deben estar suficientemente justificados. 

f) En la puntuación máxima de cada ejercicio están contemplados 0,25 puntos para 

valorar la expresión correcta de los procesos y métodos utilizados. 

 

BLOQUE A 
 

 

EJERCICIO 1 (2.5 puntos) 

Sea la función continua :f ⎯⎯→  definida por 

( )

( )

3

2

ln
0

( ) 4 0 1

1

xe x
si x

x

f x x a si x

b sen x si x

 +
 



= +  


 + 

 

(ln denota la función logaritmo neperiano). Determina a y b. 
 

 

EJERCICIO 2 (2.5 puntos) 

Sea :f ⎯⎯→  definida por ( )
2

2

1

1

x

x

e
f x

e

−
=

+
. 

a) Estudia y halla las asíntotas de la gráfica de f. (1.25 puntos) 

b) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f. (1.25 puntos) 
 

 

EJERCICIO 3 (2.5 puntos) 

Calcula ( ) ( )( )
/2

2 2

0
2 cossen x x dx



−  

 

 

EJERCICIO 4 (2.5 puntos) 

Considera las funciones , :f g ⎯⎯→  definidas por ( ) 2f x x= −  y por ( ) 24g x x= − . 

a) Halla los puntos de corte de las gráficas de ambas funciones y esboza el recinto que 

delimitan.      (1 punto) 

b) Determina el área del recinto anterior. (1.5 puntos)  
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PRUEBA DE ACCESO Y ADMISIÓN A LA 
UNIVERSIDAD 

ANDALUCÍA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS 
CURSO 2020-2021 

MATEMÁTICAS II 

 

BLOQUE B 

 

EJERCICIO 5 (2.5 puntos) 

Considera la matriz 

2 0 2

1 2 1

0 1 4

A

 
 

= − 
 
 

 

a) Estudia, según los valores de  , el rango de la matriz A I− , siendo I la matriz identidad 

de orden tres. (1.75 puntos) 

b) Resuelve el sistema ( )

0

0

0

x

A I y

z

   
   

− =   
   
   

 y halla, si existe, una solución en la que x = 2. 

(0.75 puntos) 

 

 

EJERCICIO 6 (2.5 puntos) 

Considera las matrices 

1 1
1 1 0

0 2
1 1

1

A y B
m

m

 
−   

= =   
   − 

. 

a) Calcula m para que AB no tenga inversa. (1 punto) 

b) Estudia el rango de la matriz BA según los valores de m. (1.5 puntos) 

 

 

EJERCICIO 7 (2.5 puntos) 

Considera las rectas 

2 3
2 2 0

1 2
2 4 0

3

x
x y

r y y s
y z

z







= +
− − =

 = − +  
+ − = = +

 

a) Halla el plano que contiene a r y es paralelo a s. (1.5 puntos) 

b) Deduce razonadamente que ningún plano perpendicular a s contiene a r. (1 punto). 

 

 

EJERCICIO 8 (2.5 puntos) 

Considera los puntos A(1,2,3), B(–2,4,–3) y C(–10,1,0). 

a) Halla el área del triángulo de vértices A, B y C. (1.25 puntos) 

b) Halla el plano que equidista de A y B. (1.25 puntos) 
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SOLUCIONES 

BLOQUE A 
 

EJERCICIO 1 (2.5 puntos) 

Sea la función continua :f ⎯⎯→  definida por 

( )

( )

3

2

ln
0

( ) 4 0 1

1

xe x
si x

x

f x x a si x

b sen x si x

 +
 



= +  


 + 

 

(ln denota la función logaritmo neperiano). Determina a y b. 
 

La función debe ser continua en x = 0. 

Calculamos los límites laterales. 

 

( ) ( )3 0 3

0 0

2

2 0 23

3 0 3
0 0

2 2

0 0

ln ln 0 0
lim ( ) lim det min ( ´ )

0 0

3

3 3·0 1
lim lim 1

1 0 1

lim ( ) lim 4 4·0

x

x x

x

xx

x
x x

x x

e x e
f x In er ación L Hôpital

x

e x

e x ee x

e x e

f x x a a a

− −

− −

+ +

→ →

→ →

→ →

+ +
= = = = =

+

+ ++= = = = =
+ +

= + = + =

 

 

Obligamos a que sea continua en x = 0. 

 

( )

( )

0

0

0 0

lim ( ) 1

lim ( )
1

0

lim ( ) lim ( ) 0

x

x

x x

f x

f x a
a

f a

f x f x f

−

+

− +

→

→

→ →

= 


= 
 =

= 


= = 

 

 

La función debe ser continua en x = 1. 

 

( ) ( )

( )

( )

2 2

1 1

1 1

1 1

lim ( ) lim 4 4 ·1 4

lim ( ) lim
4

1 4

lim ( ) lim ( ) 1

x x

x x

x x

f x x a a a

f x b sen x b sen b
a b

f a

f x f x f

 

− −

+ +

− +

→ →

→ →

→ →

= + = + = +

= + = + = 

 + =
= + 


= = 

 

 

Como a = 1 entonces 4 + 1 = b → b = 5. 

 

Los valores buscados son a = 1 y b = 5.  
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EJERCICIO 2 (2.5 puntos) 

Sea :f ⎯⎯→  definida por ( )
2

2

1

1

x

x

e
f x

e

−
=

+
. 

a) Estudia y halla las asíntotas de la gráfica de f. (1.25 puntos) 

b) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f. (1.25 puntos) 
 

 

a) El dominio de la función son todos los números reales, pues el denominador no se anula 

nunca. 
 

2 2 ¡Imposible!, la función exponencial siempre es positiva.1 0 1x xe e+ =  = −   

 

Asíntota vertical. x a= . 

No existen, pues el dominio es . 

 

Asíntota horizontal. y b=  

Estudiamos la situación cuando x tiende a +∞. 

( )
2

2

2

2

1 1
lim lim det min ( ´ )

1 1

2
lim lim 1 1

2

x

xx x

x

xx x

e e
f x In er ación L Hôpital

e e

e

e

+

+→+ →+

→+ →+

− − 
= = = = =

+ + 

= = =

 

 

Estudiamos la situación cuando x tiende a –∞. 
 

( )
2

2

1 1 0 1
lim lim 1

1 1 0 1

x

xx x

e e
f x

e e

−

−→− →−

− − −
= = = = −

+ + +
 

 

La asíntota horizontal cuando x → +∞ es la recta 1y = . 

La asíntota horizontal cuando x → –∞ es la recta 1y = − . 

 

Asíntota oblicua. y mx n= +  

Al tener asíntotas horizontales no tiene asíntota oblicua. 

 

b) Hallamos la derivada de la función y estudiamos su variación de signo. 
 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 2 2 4 2 4 2 2

2 2 2
2 2 2

2 1 2 1 2 2 2 2 4
´

1 1 1

x x x x x x x x x

x x x

e e e e e e e e e
f x

e e e

+ − − + − +
= = =

+ + +
 

 

La derivada es siempre positiva, pues el numerador es una función exponencial ( 24 xe ) y el 

denominador esta elevado al cuadrado y además la expresión ( )2 1xe +  es siempre positiva. 

La función es creciente en todo . 
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EJERCICIO 3 (2.5 puntos) 

Calcula ( ) ( )( )
/2

2 2

0
2 cossen x x dx



−  

 

 

Calculamos primero la integral indefinida. 

 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

2 2 2 2

2 2 2 2

2

2

2 cos 2 1

2 1 3 1 3 1

3 ...

Integración por partes

cos

sen x x dx sen x sen x dx

sen x sen x dx sen x dx sen x dx dx

sen x dx x

sen x dx sen x sen x dx u sen x du x dx

dv sen x dx v sen x dx cos x

sen x

− = − − =

= − + = − = − =

= − =

 
 
 

= = = → = = 
 

= → = = −  

=

 

   



 



( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

2

2 2

2

2

2 2 2

2

cos cos cos cos

cos 1 cos 1

cos

cos 2 cos

cos

2

...

x cos x x dx sen x x x dx

sen x x sen x dx sen x x dx sen x dx

sen x x x sen x dx

Despejamos sen x dx

sen x dx sen x x x sen x dx sen x dx sen x x x

x sen x x
sen x dx

− − − = − + =

= − + − = − + − =

= − + −

= − + −  = − + 

−
 =

=

 

  





  



( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )cos 3 3 cos 2 3 cos
3

2 2 2

x sen x x x sen x x x x sen x x
x K

− − − −
− = = +

 
 

Usamos este resultado para determinar el valor de la integral definida pedida. 

 

( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

/2
/2

2 2

0
0

3 cos
2 cos

2

/ 2 3 / 2 cos / 2 0 3 0 cos 0

2 2 4

x sen x x
sen x x dx

sen sen




   

− 
− = = 

 

− −   
= − =   

   


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EJERCICIO 4 (2.5 puntos) 

Considera las funciones , :f g ⎯⎯→  definidas por ( ) 2f x x= −  y por ( ) 24g x x= − . 

a) Halla los puntos de corte de las gráficas de ambas funciones y esboza el recinto que delimitan.  

     (1 punto) 

b) Determina el área del recinto anterior. (1.5 puntos)  

 

a) La función ( ) 2f x x= −  es una función definida a trozos: 
2 0

( )
2 0

x si x
f x

x si x

− − 
= 

− 
. 

Buscamos los puntos de corte. 

( )

( )

( )

( )

 )

 )

2

2 2

2 2
2 2

1 1 24
2 4 6 0

2

1 5
3

1 5 2

1 52
2 ,0

2 0 2
( )

2 0

4 1 1 24
2 4 6 0

2

1 5
2 0,

1

3

,0

0,

5 2

1 52

2

x x x x x

x si x
f x

x si x o

g x x
x x x x x

  − +
− − = − → − − = → = =



+ =  = =  − = −  −
− −   



 −

=   
− 



  
 

= − −  +  − = − → + − =



→ = =



− + =  +−  
= =  − − = − +



 

Los puntos de corte de ambas gráficas se producen en x = –2 y en x = 2. 

Para dibujar sus gráficas hacemos una tabla de valores de cada una. Sabemos que una es una 

función a trozos (dos trozos de recta que cambia en x = 0) y la otra es una parábola. 
 

( )

( )

( )

2

2 0

1 1

0 2

1 1

2 0

2 0

1 3

0 4

1 3

2 0

2 0
( )

2 0

4

x si x
f

g

x f x

x

x
x si x

x x

g x

−

− −

− − 
= 

−

−



−

=

−

−

−
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b) El recinto que limitan las dos gráficas tiene dos partes diferenciadas. 

La región 2 situada por debajo del eje de abscisas (de color gris) es un triángulo de base 4 y 

altura 2, por lo que: 

Área de la región 2 = 
4·2

4
2

=  u2. 

 

La región 1 es la limitada entre la gráfica de la función ( ) 24g x x= −  y el eje de abscisas. 

Calculamos su área con una integral definida de la función entre –2 y 2. 

 

( )
( )

2 33 3
2

2

2
2

2

22
Área de la región1 4 4 4·2 4 2

3 3 3

8 8 32
8 8

3 3 3

x
x dx x

u

−
−

 −   
= − = − = − − − − =    

      

= − + − =



 

 

El área de la región limitada por las dos gráficas es la suma de las dos áreas obtenidas. 

 

Área total = 232 44
4 14.67

3 3
u+ =  
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BLOQUE B 

EJERCICIO 5 (2.5 puntos) 

Considera la matriz 

2 0 2

1 2 1

0 1 4

A

 
 

= − 
 
 

 

a) Estudia, según los valores de  , el rango de la matriz A I− , siendo I la matriz identidad de 

orden tres. (1.75 puntos) 

b) Resuelve el sistema ( )

0

0

0

x

A I y

z

   
   

− =   
   
   

 y halla, si existe, una solución en la que x = 2. 

(0.75 puntos) 

 

a) Determinamos la expresión de A I−  
 

2 0 2 1 0 0 2 0 2

1 2 1 0 1 0 1 2 1

0 1 4 0 0 1 0 1 4

A I



  



−     
     

− = − − = − −     
     −     

 

 

Hallamos su determinante y averiguamos cuando se anula. 
 

( ) ( )

( )( )

( )( )

2

2 2 3 2

3 2

3 2

2

2

2 0 2

1 2 1 2 4 2 2

0 1 4

4 4 4 4 16 4 16 4 4 4

8 19 12

0 8 19 12 0

1 8 19 12

1 1 7 12

1 7 12 0 1  es raíz

7 1
3

7 7 4 1 12 7 1 2
7 12 0

2 2

A I

A I

A I



    



         

   

   





  

−

− = − − = − − − − + =

−

= + − − − + = + − − − + − +

− = − + − +

− =  − + − + = 

− −

− −

− −  = 

− +
= =

−  − − − −  −
− + − =  = = =

− − 7 1
4

2






− − = =
 −

 

Estudiamos cuatro casos diferentes. 
 

CASO 1. 1; 3 4y      

En este caso el determinante de A I−  es no nulo y su rango es 3. 
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CASO 2. 1 =  

En este caso el determinante de A I A I− = −  es nulo y su rango no es 3. 

La matriz queda 

1 0 2

1 1 1

0 1 3

A I

 
 

− = − 
 
 

. 

La matriz tiene un menor de orden 2 con determinante no nulo, que resulta de quitar la fila 

y columna 1ª → 
1 1

3 1 2 0
1 3

= − =  . El rango de A I−  es 2. 

 

CASO 3. 3 =  

En este caso el determinante de 3A I A I− = −  es nulo y su rango no es 3. 

La matriz queda 

1 0 2

3 1 1 1

0 1 1

A I

− 
 

− = − − 
 
 

. 

La matriz tiene un menor de orden 2 con determinante no nulo, que resulta de quitar la fila 

y columna 1ª → 
1 1

1 1 2 0
1 1

−
= − − = −  . El rango de 3A I−  es 2. 

 

CASO 4. 4 =  

En este caso el determinante de 4A I A I− = −  es nulo y su rango no es 3. 

La matriz queda 

2 0 2

4 1 2 1

0 1 0

A I

− 
 

− = − − 
 
 

. 

La matriz tiene un menor de orden 2 con determinante no nulo, que resulta de quitar la fila 

y columna 1ª → 
2 1

0 1 1 0
1 0

−
= − = −  . El rango de 4A I−  es 2. 

 

Resumiendo: Si 1; 3 4y     el rango de A I−  es 3. Si 1 = , 3 =  o 4 =  el 

rango de A I−  es 2. 
 

b)  Hallamos la expresión del sistema y lo resolvemos. 
 

( )

0 1 0 2 0 2 0

0 1 1 1 0 0

0 0 1 3 0 3 0

2
2 0 3 0

0 3 0 3
3 0 3 0

3 0

x x x z

A I y y x y z

z z y z

x z
z y z y z

x y z y z y z
y z y z

y z

+ =         
        

− =  − =  − + + =         
         + =         

= −
+ + = + =  

 − + + =    + =  = −  
+ = + = + =



 

 

La solución es x = –2t, y = –3t, z = t; t  . 

¿Existe una solución en la que x = 2? 

( )3 1 3–2
1

2 1

yx t
t

x z

= − − ==  
 = −  

= = − 
 

Si existe. La solución es x = 2; y = 3; z = –1.  
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos) 

Considera las matrices 

1 1
1 1 0

0 2
1 1

1

A y B
m

m

 
−   

= =   
   − 

. 

a) Calcula m para que AB no tenga inversa. (1 punto) 

b) Estudia el rango de la matriz BA según los valores de m. (1.5 puntos) 

 

a)  Para que AB no tenga inversa el determinante debe ser nulo. 
 

1 1
1 1 0 1 1 2 1 1

0 2
1 1 1 1 2 1 1 2

1

1 1
2 1 3 1

1 2

1
0 3 1 0

3

AB
m m m m m

m

AB m m m
m m

AB m m

 
− − −      

= = =       + + − +      − 

−
= = + + = +

+

−
=  + =  =

 

 

La matriz AB no tiene inversa cuando 
1

3
m

−
= . 

 

b) Calculamos la expresión de BA. 

 

1 1 1 1 1 1 2 1 1
1 1 0

0 2 2 2 2 2 2 2
1 1

1 1 1 1 2 1

m m

BA m m
m

m m m m m m

+ − + −     
−      

= = =      
      − − − − − − − −     

 

 

Vemos cuando se anula el determinante. 

 

2 1 1

2 2 2 4

1 2 1

m

BA m m

m m

−

= = −

− − −

( )
2

2 1 4m m+ − − 22 2 2 2 8m m m m− + + − +

( )2 2 22 1 2 2 4 2 2m m m m m

=

= + − − + − = 2+ 4m− 22m− 4m+ 2− 0=

 

 

El determinante de AB es nulo, independientemente del valor de m. 

 

Si tomamos el menor de orden 2 que resulta de quitar la fila 3ª y la columna 2ª nos queda un 

menor con determinante no nulo → 
2 1

4 2 2 0
2 2

= − =  . 

 

El rango de BA es 2, independientemente del valor de m. 

  

http://www.ebaumatematicas.com/


PevAU 2021 Ordinaria (suplente) Matemáticas II en Andalucía      

 

387 de 571  www.ebaumatematicas.com  

EJERCICIO 7 (2.5 puntos) 

Considera las rectas 

2 3
2 2 0

1 2
2 4 0

3

x
x y

r y y s
y z

z







= +
− − =

 = − +  
+ − = = +

 

a) Halla el plano que contiene a r y es paralelo a s. (1.5 puntos) 

b) Deduce razonadamente que ningún plano perpendicular a s contiene a r. (1 punto). 

 

a) El plano π que contiene a r y es paralelo a s tiene como vectores directores los vectores 

directores de la recta r y s (las rectas no son paralelas). Y pasa por un punto cualquiera de la 

recta r. 

Hallamos primero un punto y un vector director de cada recta. 

 

( )

( )

( )

( )

2 3
3,2,1

1 2
2, 1,3

3

2 2 0 2 2 0
2 2 4 2 0 2 2 6 0

2 4 0 2 4

3
1, 2,1

3 0 3 4 2
3,4,0

r

r

s

s

x
u

r y r
P

z

x y x y
s x z x z

y z y z

x t
v

x z x z s y t s
Q

z t







= +
 = 

 = − +   
− = +

− − = − − = 
   + − − =  + − =  

+ − = = − + 

= −
 = − − 

 + − =  = −   = −   
 =

 

 

Hallamos la ecuación del plano π pedido. 

 

( )

( )

( )

3,2,1 2 1 3

1, 2,1 3 2 1 0

1 2 12, 1,3

2 4 1 6 18 2 6 3 3 2 4 0

4 4 4 0 0

r

s

r

u u x y z

v v

P

x y z z y x

x y z x y z







= = − + −


= = − −   = 
 − −−  

 − − − − + + − − − + − = 

 − − =   − − =

 

 

La ecuación del plano que contiene a r y es paralelo a s es 0x y z  − − = . 

 

b) Un plano π´ perpendicular a la recta s tiene como vector normal el vector director de la recta 

s. 
 

( )

( )
( )

1, 2,1
1, 2,1 ´ 2 0

3,4,0

s

s

s

v
s n v x y z D

Q


 = − −
  = = − −   − − + + =


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Hallamos los puntos de corte de este plano y la recta r. Buscamos el número de soluciones, 

que indicarán si la recta está contenida o no en el plano. 

 

2 3

1 2
2 3 2 4 3 0 6 3

3

´ 2 0

3 7
2

2 2

3 3 7 21
1 , ,

6 3 3 2 3 6

3 21
3

6 6

x

r y
D D

z

x y z D

D D
x

D D D D D D
y P

D D
z




   







= + 
 

 = − + 
 − − + − + + + =  − = − −  = + 

 − − + + = 

+ +
= + =


+ + + +  

 =  = − + =   
 

+ +
= + =



 

 

El plano π´ y la recta r solo coinciden en un punto P, por lo que dicho plano nunca contiene 

a la recta r. 

 

OTRA FORMA DE HACERLO 

 

b)  Usando el vector director de la recta r y el vector normal del plano perpendicular a la recta s 

que es el vector director de la recta s. 

Si los vectores de estas dos rectas son perpendiculares habrá un plano perpendicular a s que 

puede contener a la recta r. De no ser así no existe dicho plano. 

 

( )

( )
( )( )

3,2,1
· 3,2,1 1, 2,1 3 4 1 6 0

1, 2,1

r

r s

s

u
u v

v

= 
 = − − = − − + = − 

= − − 

 

 

Al ser el producto escalar no nulo las rectas no son perpendiculares y la situación planteada 

no es posible. 
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EJERCICIO 8 (2.5 puntos) 

Considera los puntos A(1,2,3), B(–2,4,–3) y C(–10,1,0). 

a) Halla el área del triángulo de vértices A, B y C. (1.25 puntos) 

b) Halla el plano que equidista de A y B. (1.25 puntos) 

 

a) El área del triángulo de vértices A, B y C es la mitad del producto vectorial de AB  y AC . 
 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )
2 22

2

10,1,0 1,2,3 11, 1 3
11 1 3

2,4, 3 1,2,3 3,2, 6
3 2 6

6 9 22 3 66 6 12 57 25 12, 57, 25

12 57 25 7 82
31.69

2 2 2

i j k
AC

AC AB
AB

i j k k j i i j k

AC AB
Área ABC u

= − − = − − − 
  = − − − =

= − − − = − −  − −

= + − − − + = − − = − −

 + − + −
= = =

 

 

El área del triángulo de vértices A, B y C vale 27 82
31.69

2
u  

 

b) Buscamos la ecuación del plano π del dibujo. 

 
Hallamos el punto M que pertenecerá al plano π y que es el punto medio del segmento AB. 
 

( ) ( )2,4, 3 1,2,3 1
,3,0

2 2
M

− − +  
= = − 

 
 

 

El vector normal del plano es el vector AB . Hallamos la ecuación del plano π. 
 

( ) 3 2 6 03,2, 6
1

3 2·3 6·0 011
,3,0 2,3,0

22

3 3 15 15
6 0 6 3 2 6 0

2 2 2 2

6 4 12 15 0

x y z Dn AB

D
MM

D D x y z

x y z









  − + − + == = − − 
−   

  − + − + =       = −   = −     
    

 + + =  = − − = −   − + − − = 

  − + − − =

 

 

La ecuación del plano buscado es 6 4 12 15 0x y z  − + − − = . 
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PevAU 2021 Ordinaria (reserva) Matema ticas II 

 

PRUEBA DE ACCESO Y ADMISIÓN A LA UNIVERSIDAD 
ANDALUCÍA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS 

CONVOCATORIA ORDINARIA, CURSO 2020-2021 
MATEMÁTICAS II 

 

Instrucciones: a) Duración: 1 hora y 30 minutos 

b) Este examen consta de 8 ejercicios distribuidos en 2 bloques (A y B) de 4 

ejercicios cada uno. 

c) Cada ejercicio tiene un valor máximo de 2.5 puntos. 

d) Se realizarán únicamente cuatro ejercicios, independientemente del bloque 

al que pertenezcan. En caso de responder a más de cuatro ejercicios, se 

corregirán los cuatro que aparezcan físicamente en primer lugar. 

e) Se permitirá el uso de calculadoras que no sean programables, ni gráficas ni con 
capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos 

conducentes a la obtención de resultados deben estar suficientemente justificados. 

f) En la puntuación máxima de cada ejercicio están contemplados 0,25 puntos para 

valorar la expresión correcta de los procesos y métodos utilizados. 

 

BLOQUE A 
 
 

EJERCICIO 1 (2.5 puntos) 

Sea la función derivable :f ⎯⎯→  definida por 

( )

0
1( )

ln 1 0

ax b
si x

xf x

x si x

+


−= 
 + 

 

(ln denota la función logaritmo neperiano). 

a) Determina a y b. (1.5 puntos) 

b) Halla las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la gráfica de f en el punto de 

abscisa x = 2. (1 punto) 
 

 

EJERCICIO 2 (2.5 puntos) 

Halla a, b y c sabiendo que la función :f ⎯⎯→  dada por ( ) ( ) ( )2f x a bsen x csen x= + +  

tiene un punto crítico en el punto de abscisa x = π y la recta 
1

3
2

y x= − +  es normal a la gráfica 

de f en el punto de abscisa x = 0. 
 

 

EJERCICIO 3 (2.5 puntos) 

Considera la función ( ): 0,f + ⎯⎯→  definida por ( )( )
2

( ) lnf x x=  (ln denota la función 

logaritmo neperiano). 

a) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f, así como sus extremos 

relativos (abscisas donde se obtienen y valores que se alcanzan). (1 punto) 

b) Calcula el área de la región limitada por la gráfica de la función f y las rectas y = 0, x = 1, 

x = e. (1.5 puntos)  
 

 

EJERCICIO 4 (2.5 puntos) 

Calcula 
2

0

1

1 x
dx

e+
  (Sugerencia: efectúa el cambio de variable xt e= ) 
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PRUEBA DE ACCESO Y ADMISIÓN A LA UNIVERSIDAD 
ANDALUCÍA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS 

CURSO 2020-2021 
MATEMÁTICAS II 

 

BLOQUE B 

 

EJERCICIO 5 (2.5 puntos) 

Considera el sistema de ecuaciones  

2 0

3 2 0

2 0

x y z

x y z

x y mz

+ + =


− − =
− + + =

 

a) Calcula m para que el sistema tenga infinitas soluciones y hállalas. (1.5 puntos) 

b) Para m = 2, ¿existe alguna solución tal que z = 1? En caso afirmativo, calcúlala. En caso 

negativo, justifica la respuesta. (1 punto) 

 

 

EJERCICIO 6 (2.5 puntos) 

Considera la matriz 

1 2 3

a b c

A d e f

 
 

=  
 
 

, con determinante igual a 2. 

a) Calcula razonadamente 11

3

tA A− . (0.5 puntos) 

b) Calcula razonadamente los determinantes 

6 2 2 2 2

3 2 2

9 2 1 2 3 2

c b a a b c b

f e d y d e f e

−

−

−

. (2 puntos) 

 

 

EJERCICIO 7 (2.5 puntos) 

Considera las rectas 

22 1

3 41 2 1

x y zx y z
r y s

x y z

− + =+ −
 = =  

− − = −
 

Sabiendo que dos de los lados de un cuadrado están en las rectas r y s, calcula su área. 

 

 

EJERCICIO 8 (2.5 puntos) 

Considera las rectas 

1
2 3

1
2

2

x
x y z

r y y s
x z

z m







= +
− + =

 = +  
+ = = +

 

a) Estudia la posición relativa de r y s según los valores de m. (1.5 puntos) 

b) Para m = 1, calcula el coseno del ángulo que forman las rectas r y s. (1 punto) 
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SOLUCIONES 

BLOQUE A 
 

EJERCICIO 1 (2.5 puntos) 

Sea la función derivable :f ⎯⎯→  definida por 

( )

0
1( )

ln 1 0

ax b
si x

xf x

x si x

+


−= 
 + 

 

(ln denota la función logaritmo neperiano). 

a) Determina a y b. (1.5 puntos) 

b) Halla las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la gráfica de f en el punto de abscisa 

2x = . (1 punto). 
 

a) Para que sea derivable debe ser continua y por tanto debe ser continua en x = 0. 
 

( )

( )

( )

0 0

0 0

0 0

0
lim ( ) lim

1 0 1

lim ( ) lim ln 1 ln1 0
0 0

0

lim ( ) lim ( ) 0

x x

x x

x x

ax b b
f x b

x

f x x
b b

f b

f x f x f

− −

+ +

− +

→ →

→ →

→ →

+ + 
= = = − − −


= + = = 

 − =  =
= −


= = 


 

 

La función queda 

( )

0
1( )

ln 1 0

ax
si x

xf x

x si x




−= 
 + 

 

La función debe ser derivable en x = 0, por lo que deben coincidir sus derivadas laterales. 
 

( )

( )

( )
2

0

2

0

0
´(0 ) lim ´( )

0 11
0

11
´( ) ´(0 ) lim ´( ) 1 1 1

1 01
0

´(0 ) ´(0 )1

x

x

a
f f x a

a x ax
si x

x
f x f f x a a

si x
f fx

−

+

−

→

+

→

− +

− − 
= = = − 

−− −   −
=  = = =  − =  = − 

+ 
 =+




 

Los valores buscados son a = –1 y b = 0. 

 

b) La función en un entorno de 2x =  es ( )( ) ln 1f x x= +  y la derivada es 
1

´( )
1

f x
x

=
+

. 

La función en 2x =  vale ( )(2) ln 1 2 ln3f = + =  y la derivada vale 
1 1

´(2)
1 2 3

f = =
+

. 

La ecuación de la recta tangente en x = 2 es ( ) ( )( )2 ´ 2 2y f f x− = − . 

 

( )
(2) ln 3

1 2
ln 3 2 ln 31

3 3 3´(2)
3

f
x

y x y
f

= 


 − = −  = − +
= 


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La recta tangente es 
2

ln 3
3 3

x
y = − + . 

La ecuación de la recta normal en x = 2 es ( )
( )

( )
1

2 2
´ 2

y f x
f

− = − − . 

 

( ) ( )
(2) ln 3

1
ln 3 2 ln 3 3 2 3 6 ln 31

1/ 3´(2)
3

f

y x y x y x
f

= 


 − = − −  − = − −  = − + +
= 



 

 

La recta normal es 3 6 ln 3y x= − + + . 

 

  

http://www.ebaumatematicas.com/


PevAU 2021 Ordinaria (reserva) Matemáticas II en Andalucía      

 

394 de 571  www.ebaumatematicas.com  

EJERCICIO 2 (2.5 puntos) 

Halla a, b y c sabiendo que la función :f ⎯⎯→  dada por ( ) ( ) ( )2f x a bsen x csen x= + +  

tiene un punto crítico en el punto de abscisa x = π y la recta 
1

3
2

y x= − +  es normal a la gráfica 

de f en el punto de abscisa x = 0. 
 

Como la función tiene un punto crítico en x = 𝜋 la derivada debe anularse en dicho valor. 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

2 ´ cos 2 · 2

´ cos 2 · 2
cos 2 · 2 0 2 0

´ 0

f x a bsen x csen x f x b x c cos x

f x b x c cos x
b c cos b c

f
 



= + +  = +

= + 
 + =  − + =

= 

 

 

Si la recta 
1

3
2

y x= − +  es normal a la gráfica de f en el punto de abscisa x = 0 deben 

cumplirse dos cosas: 

 

Primero: Coinciden función y recta normal en x = 0. 

 

( ) ( ) ( )0 0 2·0

31
0 3 3

2

f a bsen csen a

a
y

= + + = 


 =
= − + = 



 

 

Segundo: La pendiente de la recta normal es la inversa de la derivada cambiada de signo. 

 

( )
( )

( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 1 1 1
3 pendiente = ´ 0 2

2 2 2 ´ 0

´ 0 2
cos 0 2 · 2·0 2 2 2

´ cos 2 · 2

y x f
f

f
b c cos b c

f x b x c cos x

= − + → −  − = −  =

= 
 + =  + =

= + 

 

 

Reunimos las dos ecuaciones en un sistema y lo resolvemos. 

 

2 2 2 2 2 1
2 2 2 0 4 2

2 0 2 0 4 2

1
2 2 2 1 1

2

b c b c
c c c c

b c b c

b

+ = = − 
  − + + =  =  = =  

− + = − + = 

 = − = − =

 

 

Los valores buscados son a = 3; b = 1 y 
1

2
c = .  

http://www.ebaumatematicas.com/


PevAU 2021 Ordinaria (reserva) Matemáticas II en Andalucía      

 

395 de 571  www.ebaumatematicas.com  

EJERCICIO 3 (2.5 puntos) 

Considera la función ( ): 0,f + ⎯⎯→  definida por ( )( )
2

( ) lnf x x=  (ln denota la función 

logaritmo neperiano). 

a) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f, así como sus extremos 

relativos (abscisas donde se obtienen y valores que se alcanzan). (1 punto) 

b) Calcula el área de la región limitada por la gráfica de la función f y las rectas y = 0, x = 1, 

x e= . (1.5 puntos) 

 

a) Utilizamos la derivada para hallar los puntos críticos de la función. 

( )( ) ( )( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

2 2ln1
( ) ln ´( ) 2 ln

2ln
´( ) 0 0 2ln 0 ln 0 1 0,

x
f x x f x x

x x

x
f x x x x

x

=  = =

=  =  =  =  =  +

 

Vemos que ocurre antes y después de x = 1. 
 

• En ( )0,1  tomo x = 0.5 y la derivada vale ( )
( )2ln 0.5

´ 0.5 2.77 0
0.5

f = −  . La función 

decrece en ( )0,1  

• En ( )1,+  tomo x = 2 y la derivada vale ( )
( )2ln 2

´ 2 0.69 0
2

f =  . La función crece 

en ( )1,+  

La función sigue el esquema: 

 
La función decrece en ( )0,1  y crece en ( )1,+ . 

Como ( )( )
2

(1) ln 1 0f = =  la función tiene un mínimo relativo en x = 1 tomando la función 

el valor (1) 0f = . 

 

b) Dibujamos las rectas y la gráfica de la función. Coloreamos de rosa la región del plano de la 

cual queremos determinar su área. 
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El área de la región se calcula con la integral definida siguiente: ( )( )
2

1
ln

e

Área x dx=   

 

Calculamos primero la integral indefinida. 

 

( )( ) ( )( )
( )

( )( )
( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 2

2 2

Integración por partes

2ln 2ln
ln ln ln

ln 2ln ln 2 ln ...

Integración por partes

1 1
ln ln ln

x x
x dx u x du dx x x x dx

x x

dv dx v dx x

x x x dx x x x dx

x dx u x du dx x x x
x

dv dx v dx x

 
 
 

= =  = = − = 
 
 =  = =
 

= − = − =

 
 
 

= =  = = − 
 
 =  = =
 

 



 





( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )
2 2

ln ln

... ln 2 ln ln 2 ln 2

dx x x dx x x x
x

x x x x x x x x x x K

= − = −

= − − = − + +

 

 

 

Calculamos el valor del área pedida. 

 

( )( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

2 2

1 1

2 2

ln ln 2 ln 2

ln 2 ln 2 1· ln 1 2ln 1 2

2

ee

Área x dx x x x x x

e e e e e

e e

 = = − + =
 

 = − + − − + =
 

= −



2e+ 22 2 0.72e u− = −
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EJERCICIO 4 (2.5 puntos) 

Calcula 

2

0

1

1 x
dx

e+





 (Sugerencia: efectúa el cambio de variable xt e= ) 

 
Calculamos primero la integral indefinida con el cambio de variable sugerido. 

 

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

( )

2

2

Cambio de variable
1

2 2 2
21

1 2 1
2 ...

1 1

Descomposición en fracciones simples

1 11 1

1 1 1 1 1 1

1 1

x x xx
x

dx tdt tdt dt
t e t e tdt e dx dxe

e t t

dt
dt

t t t t

A t A t BtA B Bt

t t t t t t t t t t t t

A

 
 

= = 
= → = → = → = = =+  

 

= = =
+ +

+ + +
= +  = + = 

+ + + + + +

 = +






 
 

( )
( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

/2 /2

/2

/2 /2

0 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1
... 2 2 ln ln 1

1

Deshacemos el cambio de variable
2 ln ln 1

2 ln 1 2ln 1
2

x x

x x

x x

t A
t Bt

t B B t t t t

dt dt t t
t t

e e
t e e

x
e x e K

= → =
+   = −

= − → = − → = − + +

 
= − = − + =   + 

    = = − + =   
= =  

 
= − + = − + + 

 

 
 
 

 

 

Aplicamos este resultado al cálculo de la integral definida pedida. 

 

( )

( ) ( ) ( ) ( )

2

2
/2

0

0

2/2 0/2

1
2ln 1

1

2 2ln 1 0 2ln 1 2 2ln 1 2ln 2 0.76

x

x
dx x e

e

e e e

 = − + =
 

+

   = − + − − + = − + +
   




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BLOQUE B 

EJERCICIO 5 (2.5 puntos) 

Considera el sistema de ecuaciones  

2 0

3 2 0

2 0

x y z

x y z

x y mz

+ + =


− − =
− + + =

 

a) Calcula m para que el sistema tenga infinitas soluciones y hállalas. (1.5 puntos) 

b) Para m = 2, ¿existe alguna solución tal que z = 1? En caso afirmativo, calcúlala. En caso 

negativo, justifica la respuesta. (1 punto) 

 

a) La matriz de coeficientes es 

1 1 2

3 1 2

1 2

A

m

 
 

= − − 
 − 

 

Y la matriz ampliada es 

1 1 2 0

/ 3 1 2 0

1 2 0

A B

m

 
 

= − − 
 − 

 

 

Averiguamos cuando se anula el determinante de la matriz de coeficientes. 

 

1 1 2

3 1 2 2 12 2 3 4 16 4

1 2

0 16 4 0 4 16 4

A m m m

m

A m m m

= − − = − + + − − + = −

−

=  − =  =  =

 

 

Estudiamos por separado 2 casos diferentes. 

 

CASO 1. 4m   

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3. El rango de A/B también es 

3, al igual que el número de incógnitas. 

El sistema es compatible determinado (única solución) 

 

CASO 2. 4m =  

La matriz ampliada queda 

1 1 2 0

/ 3 1 2 0

1 2 4 0

A B

 
 

= − − 
 − 

. Utilizamos el método de Gauss 

para obtener una matriz triangular equivalente. 

 

Fila 3ª + Fila 1ª
1 1 2 0

1 2 4 0
/ 3 1 2 0

1 1 2 0
1 2 4 0

0 3 6 0 Nueva Fila 3ª

A B

 
   

−  
= − − →   

  −   →
 
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Fila 2ª  3 · Fila 1ª
1 1 2 0

3 1 2 0
0 4 8 0

3 3 6 0
0 3 6 0

0 4 8 0 Nueva Fila 2ª

4 · Fila 3ª + 3 · Fila 2ª
1 1 2 0

0 12 24 0
0 4 8 0

0 12 24 0
0 0 0 0

0 0 0 0 Nueva Fila 3ª

− 
  

− −   
 − −    − − −

   
  − − →

 

 
  

   
  − −   − −

   
  →

 

 

 

El rango de la matriz A es 2, al igual que el rango de A/B, pero el número de incógnitas 

es 3. El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones) 

 

El sistema tiene infinitas soluciones cuando m = 4. Determinamos las soluciones partiendo 

de la matriz triangular equivalente obtenida. 

 

1 1 2 0
2 0 2 0 2 0

0 4 8 0
4 8 0 2 0 2

0 0 0 0

0

2 2 0 0 2 ,

x y z x y z x y z

y z y z y z

x

x z z x y t t

z t

 
+ + = + + = + + =   

− −        − − = + = = −   
 

=


 − + =  =  = − 
 =

 

 

Las soluciones son: 0; 2 ; ;x y t z t t= = − =   

 

b) Para m = 2 estamos en el caso 1 y el sistema tiene una única solución. 

Sustituimos m = 2 y z = 1 e intentamos resolver. 

 

( )

( )

2 0 2
3 2 2 0

3 2 0 3 2 0
2 2 2 0

2 2 0 2 2 0

8

4
¡Impo !

2
6 3 2 0 4 8 4

42 2 2 0 3 4
sible! ¡ 2

3

3

x y x y
y y

x y x y
y y

x y x y

y
y y y

y y y
y

+ + = = − − 
− − − − =  

− − =  − − =    
− − − + + =  − + + = − + + = 


= = −− − − − = − =   −

     
−+ + + = = −   =

−
− 



 

 

Para m = 2 no existe ningna solución tal que z = 1. 
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos) 

Considera la matriz 

1 2 3

a b c

A d e f

 
 

=  
 
 

, con determinante igual a 2. 

a) Calcula razonadamente 11

3

tA A− . (0.5 puntos) 

b) Calcula razonadamente los determinantes 

6 2 2 2 2

3 2 2

9 2 1 2 3 2

c b a a b c b

f e d y d e f e

−

−

−

. (2 puntos) 

 

a)  Sabemos que 2A = , por lo que 2tA A= =  y también 1 1 1

2
A

A

− = =  

 

1

3

3

1

Determinante de un número por una matriz cuadrada de orden 3 =1

3 = (número)  · Determinante de matriz

Determinante de un producto de matrices de orden 3 =1

= Producto de determ3

t

t

A A

A A

−

−

 
=  

 

 
= = 

 

1

inantes

1 1 1 1
· · ·2

27 27 2 27

tA A−

 
= 

 

= = =

 

 

 

b) Sabemos que 2

1 2 3

a b c

A d e f= = . 

 

El primer determinante. 

 

 

 

6 2 2 3

3 Sacamos factor común 2 en 1ª fila 2 3

9 2 1 9 2 1

Sacamos factor común 3 en 1ª columna 2·3·

3 2 1

Intercambiamos columna 1ª y 3ª
6 6·2

El determinante cambia de signo
1 2 3

c b a c b a

f e d f e d

c b a

f e d

a b c

d e f

= = =

= = =

 
= = − = − = − 

 
12
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El segundo determinante. 

 

2 2 2 2
Intercambio columna 3ª y 2ª

2 2 2 2
El determinante cambia de signo

2 3 2 2 2 3

a b c b a b b c

d e f e d e e f

− −
 

− = = − − = 
 

− −

 

 

2 2
Separo el determinante en suma de dos determinantes

2 2
separando las sumas de los elementos de la 1ª columna

2 4 2 3

2 2
El segundo determinante vale

2 2

2 2 3 4 2 3

a b b c

d e e f

a b c b b c

d e f e e f

−
 

= − − = = 
 

−

 − 
 

= − + − = 
 − 

 

 cero, pues

la columna 1ª y la 2ª son proporcionales

2

2 Saco factor común 2 en la 1ª columna 2 2·2 4

2 2 3 1 2 3

a b c a b c

d e f d e f

 
= 

 

= − = = − = − = −
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EJERCICIO 7 (2.5 puntos) 

Considera las rectas 

22 1

3 41 2 1

x y zx y z
r y s

x y z

− + =+ −
 = =  

− − = −
 

Sabiendo que dos de los lados de un cuadrado están en las rectas r y s, calcula su área. 

 

Estudiamos la posición relativa de ambas rectas. 

Previamente obtenemos un punto y un vector director de cada recta. 
 

( )

( )

( )

( )

0, 2,12 1

1 2 1 1,2,1

2 2
3 2 4

3 4 3 4

3 3 6 4 2 4 10 2 5 5 2

3
3, 5,0

5 2 2 3 5 2
1,2

r

r

s

s

Px y z
r r

u

x y z x y z
s y z y z

x y z x y z

y z y z y z y z y z

x
Q

x z z z s y s
v

z







 −+ − 
 = =   

=

− + = = − + 
   − + − − = −  

− − = − − − = − 

 − + − − = −  − = −  − = −  = − + 

= − +
− −

 = − + − + = − +   = − +  
= =

( ),1





 

 

Como tienen el mismo vector director ( )1,2,1r su v= = , las rectas son paralelas o 

coincidentes.  

Vemos si un punto cualquiera de la recta s pertenece a la recta r. 

 

( ) 1
3 5 2 0 1

¿ 3, 5,0 ? ¿ ?
1 1

3
3

22
sQ r

− − +
−

−
− 

−
−   = =  −  

 

Las rectas no son coincidentes y son paralelas. Por lo que la situación planteada es: 
 

 
El área del cuadrado es el cuadrado de su lado que es igual a la distancia entre las rectas r y 

s. 

Para calcular esta distancia necesitamos encontrar dos puntos, un punto A de la recta s y otro 

B de la recta r que estén enfrentados. 

 

Para ello determino el plano π perpendicular a ambas rectas y que pase por el punto 

( )0, 2,1rP − , con lo que ya tenemos que el punto B = ( )0, 2,1rP − . 
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Si el plano π es perpendicular a la recta entonces el vector normal del plano es el director de 

la recta. 

 

( )

( )

( )

( ) ( )

0, 2,1 2 01,2,1
0 4 1 0

0, 2,11,2,1 0, 2,1

3 2 3 0

r r

rr r

P x y z Dn u
r D

Pu P

D x y z







 −   + + + == =   
    − + + =   

− = −    

 =   + + + =

 

 

Hallamos el punto A de corte del plano π y la recta s.  

 

( ) ( )

2 3 0

3
3 2 5 2 3 0

5 2

10 5
3 10 4 3 0 6 10

6 3

5 4
3

3 3

10 5 4 5 5
5 , ,

3 3 3 3 3

5

3

x y z

x

s y

z

x

y A

z




  





    



 + + + = 


= − + 
 − + + − + + + =  

 = − + 
 = 

 − + − + + + =  =  = = 

−
= − + =


− − −  

 = − + =   
 


= =

   
 

Hallamos las coordenadas del vector AB . 

 

( )
4 5 5 4 1 2

0, 2,1 , , , ,
3 3 3 3 3 3

AB
− − − −   

= − − =   
   

 

 

El lado del cuadrado es la longitud de este vector AB . 
 

Lado del cuadrado = ( ) ( )
2 2 2

4 1 2 21

3 3 3 3
,  ,  d Ar d A B Bs

− −     
= = + + =     

    
=


 

 

El área del cuadrado es 

2

221 21 7
2.33

3 9 3
u

 
= =  

 
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EJERCICIO 8 (2.5 puntos) 

Considera las rectas 

1
2 3

1
2

2

x
x y z

r y y s
x z

z m







= +
− + =

 = +  
+ = = +

 

a) Estudia la posición relativa de r y s según los valores de m. (1.5 puntos) 

b) Para m = 1, calcula el coseno del ángulo que forman las rectas r y s. (1 punto) 

 

a) Hallamos un vector director y un punto de cada recta. 
 

( )

( )

( )

( )

1
1,1,2

1
1,1,

2

2 3 2 3
2 2 3 1 1

2 2

2
2, 1,0

1
1,1,1

r

r

s

s

x
P

r y r
u m

z m

x y z x y z
s z y z z y y z

x z x z

x
Q

s y s
v

z













= +
 

 = +   
= = +

− + = − + = 
   − − + =  − =  = − +  

+ = = − 

= −
 − 

  = − +   
= − =

 

 

Si las coordenadas de los vectores directores son proporcionales las rectas podrían ser 

paralelas o coincidentes. 

( )

( ) 1

1,1,

1 ,

1 1

1,1 1

r

s

u m

v

= 


= − 


−

 

 

Por lo que las rectas nunca pueden ser ni paralelas ni coincidentes. 

Las rectas se cortan o cruzan. Calculamos el valor del producto mixto , ,r s r su v PQ 
 

. 

( )

( )

( )

( )

( ) ( ) ( )

1,1,2

1,1,
2, 1,0 1,1,2 1, 2, 2

2, 1,0

1,1,1

1 1

, , 1 1 1 2 1 2 2 2 1

1 2 2

r

r

r s

s

s

r s r s

P
r

u m
PQ

Q
s

v

m

u v PQ m m m


 

=  
 = − − = − −

 − 
  

= −  

  = − = − + + − − + = −
 

− −

 

 

Averiguamos cuando se anula este producto mixto. 
 

, , 0 1 0 1r s r su v PQ m m  =  − =  =
 

 

 

Tenemos dos situaciones diferentes. 
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CASO 1. Si m =1 el producto mixto , ,r s r su v PQ 
 

 es nulo y las rectas se cortan. 

 

CASO 2. Si m ≠ 1 el producto mixto , ,r s r su v PQ 
 

 es no nulo y las rectas se cruzan. 

 

b) Para m = 1 las rectas se cortan y forman un ángulo que determinamos usando el producto 

escalar de sus vectores directores. 
 

( )

( )

( ) ( )
( )( )

( )
22 2 2 2 2

1,1,1
· 1,1,1 1,1,1 1

cos , cos ,
3· 1 1 1 · 1 1 1

1,1,1

r

r s

r s

r s

s

u
u v

r s u v
u v

v

=
−

 = = = =
 + + − + +

= − 

 

 

Tenemos que ( )
1

cos ,
3

r s = . 
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PevAU 2020 Extraordinaria Matema ticas II 

 

PRUEBA DE ACCESO Y ADMISIÓN A LA UNIVERSIDAD 
ANDALUCÍA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS 

CURSO 2019-2020 
MATEMÁTICAS II 

 

Instrucciones: a) Duración: 1 hora y 30 minutos 
 

b) Este examen consta de 8 ejercicios. 
 

c) Cada ejercicio tiene un valor máximo de 2.5 puntos. 
 

d) Se realizarán únicamente cuatro ejercicios de los ocho ejercicios propuestos. Si 

se realizan más de cuatro ejercicios, solo se evaluarán los primeros cuatro ejercicios 

que aparezcan físicamente en el papel de examen. 
 

e) Se permitirá el uso de calculadoras que no sean programables, ni gráficas ni con 

capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos 

conducentes a la obtención de resultados deben estar suficientemente justificados. 
 

f) En la puntuación máxima de cada ejercicio están contemplados 0,25 puntos para 

valorar la expresión correcta de los procesos  y métodos utilizados. 

 
 

EJERCICIO 1 (2.5 puntos) 

Considera la función :f ⎯⎯→  dada por ( )2( ) 5 6xf x e x x= − + . Determina los intervalos 

de concavidad y de convexidad de f  y los puntos de inflexión de su gráfica. 
 

 

EJERCICIO 2 (2.5 puntos) 

Calcula 
2

0

( )xsen x dx



 . 

 
 

EJERCICIO 3 (2.5 puntos) 

Considera el sistema de ecuaciones dado por AX B=  siendo 

1 2 1 2

4 2 , 2

0 2 3 1

x

A m X y y B m

m z

−     
     

= − = =     
     + −     

. 

a) Discute el sistema según los valores de m. (1.5 puntos) 

b) Para 2m = − , ¿existe alguna solución con z = 0? En caso afirmativo, calcúlala. En caso 

negativo, justifica la respuesta. (1 punto) 
 
 

EJERCICIO 4 (2.5 puntos) 

Considera el plano 0x y az  − + =  y la recta 
4 3 4 1

3 2 0

x y z
r

x y z

− + =
 

− + =
  

a) Halla a sabiendo que π es paralelo a r. (1.5 puntos) 

b) Determina el plano perpendicular a r que pasa por el punto P(1,2,3). (1 punto)  
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PRUEBA DE ACCESO Y ADMISIÓN A LA UNIVERSIDAD 
ANDALUCÍA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS 

CURSO 2019-2020 
MATEMÁTICAS II 

 

 

 

EJERCICIO 5 (2.5 puntos) 

Sea la función derivable :f → definida por  

2 4 1
( )

1 ln 1

ax be si x
f x

x x si x

− 
= 

− 
 

(ln denota la función logaritmo neperiano) 

a) Determina los valores de a y b. (1.75 puntos) 

b) Halla la ecuación de la recta tangente a la gráfica de  f en el punto de abscisa 2x = .  

(0.75 puntos) 

 

 

EJERCICIO 6 (2.5 puntos) 

Considera las funciones , :f g ⎯⎯→  definidas por ( )f x x=  y 2( ) 2g x x= − .  

a) Calcula los puntos de corte de las gráficas de f y g. Esboza el recinto que determinan. (1 

punto) 

b) Determina el área del recinto anterior. (1.5 puntos) 

 

 

EJERCICIO 7 (2.5 puntos) 

Considera 

1 2 3

0 0 2

0 1 1

x

A y X y

z

   
   

= =   
   
   

, 

a) Halla los valores de   tales que 0A I− = , donde I es la matriz identidad de orden 3. 

(1.25 puntos) 

b) Para 1 = , resuelve el sistema dado por ( ) 0A I X− = . ¿Existe alguna solución tal que 

1z = ? En caso afirmativo, calcúlala. En caso negativo, justifica la respuesta.  (1.25 

puntos) 

 

 

EJERCICIO 8 (2.5 puntos) 

Considera el plano 2x y z  − + =  y la recta 
1 2

2 1 1

x y z
r

+ +
 = =

−
 . 

a) Calcula la distancia entre r y 𝜋. (1 punto) 

b) Halla la ecuación general del plano perpendicular a π que contiene a r. (1.5 puntos) 
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SOLUCIONES 

EJERCICIO 1 (2.5 puntos) 

Considera la función :f ⎯⎯→  dada por ( )2( ) 5 6xf x e x x= − + . Determina los intervalos 

de concavidad y de convexidad de f  y los puntos de inflexión de su gráfica. 
 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2

2 2

2

2 2 2

( ) 5 6 (́ ) 5 6 2 5 5 6 2 5

´́ ( ) 3 1 2 3 3 1 2 3

´́ ( ) 2

´́ (́ ) 2 2 1 2 2 1 3

x x x x

x x x

x

x x x x

f x e x x f x e x x e x e x x x

f x e x x e x e x x x

f x e x x

f x e x x e x e x x x e x x

= − +  = − + + − = − + + −

= − + + − = − + + −

= − −

= − − + − = − − + − = + −

 

 

Igualamos a cero la derivada segunda para encontrar los puntos de inflexión. 

( )

( )

2

2

2

´́ ( ) 0 2 0

0 ¡No es posible!

1 3
2

1 1 8 1 3 2
2 0

1 32 2
1

2

x

x

f x e x x

e

x

x x x

x

=  − − = 

 = 


+ = =  − +  
− − =  = = =  − = − =

 

 

Comprobamos si la derivada tercera se anula o no en estos dos valores. 

( )2 2 2´́ (́2) 2 2 3 3 0f e e= + − =   → x = 2 es punto de inflexión. 

( )( )21 1´́ (́ 1) 1 1 3 3 0f e e− −− = − − − = −   → x = –1 es punto de inflexión. 

Estudiamos el signo de la segunda derivada antes, entre y después de estos valores. 

• En ( ), 1− −  tomamos x = –2 la derivada segunda vale

( )( )22 2´́ ( 2) 2 2 2 4 0f e e− −− = − + − =  , es positiva. En el intervalo ( ), 1− −  la gráfica 

es convexa (  ). 

• En ( )1,2−  tomamos x = 0 la derivada segunda vale ( )0 2´́ (0) 0 0 2 2 0f e= − − = −  , 

es negativa. En el intervalo ( )1,2−  la gráfica es cóncava (  ). 

• En ( )2,+  tomamos x = 3 la derivada segunda vale ( )3 2 3´́ (3) 3 3 2 4 0f e e= − − =  , 

es positiva. En el intervalo ( )2,+ la gráfica es 

convexa (  ). 
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EJERCICIO 2 (2.5 puntos) 

Calcula 
2

0

( )xsen x dx



 . 

 

Calculamos primero la integral indefinida. 
 

( )

( ) ( ) ( )

( )

2

2

Integración por partes

( ) ( ) ( ) cos

cos

cos cos cos

cos cos cos

cos cos

xsen x dx xsen x sen x dx u xsenx du senx x x dx

dv senxdx v senxdx x

xsenx x x senx x x dx

xsenx x xsenx x x dx

xsenx x xsenxdx

 
 
 

= = =  = + = 
 

=  = = −  

= − − − + =

= − + + =

= − + +

 









( )

2

2
2

2 2 2
2 2

cos

cos 1
2

cos cos
2 2 2

x xdx

sen x
xsenx x x sen x dx

sen x sen x x
xsenx x xdx xsen xdx xsenx x xsen xdx

=

= − + + − =

= − + + − = − + + −





    

 

En la igualdad obtenida despejamos la integral 
2 ( )xsen x dx . 

 
2 2

2 2

2 2
2

2 2
2

( ) cos
2 2

2 ( ) cos
2 2

cos
( )

2 4 4

sen x x
xsen x dx xsenx x xsen xdx

sen x x
xsen x dx xsenx x

xsenx x sen x x
xsen x dx K

= − + + − 

 = − + + 

−
 = + + +

 





 

 

Aplicamos este resultado al cálculo de la integral definida pedida. 
 

2 2
2

0 0

2 2 2 2 2

cos
( )

2 4 4

cos 0· 0cos0 0 0

2 4 4 2 4 4 4

xsenx x sen x x
xsen x dx

sen sen sen sen



     

 −
= + + = 

 

   − −
= + + − + + =   

   


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EJERCICIO 3 (2.5 puntos) 

Considera el sistema de ecuaciones dado por AX B=  siendo 

1 2 1 2

4 2 , 2

0 2 3 1

x

A m X y y B m

m z

−     
     

= − = =     
     + −     

. 

a) Discute el sistema según los valores de m. (1.5 puntos) 

b) Para 2m = − , ¿existe alguna solución con z = 0? En caso afirmativo, calcúlala. En caso 

negativo, justifica la respuesta. (1 punto) 
 

a) Averiguamos cuando se anula el determinante de la matriz de coeficientes. 

 
2 2

1 2 1

4 2 12 2 6 2 4 2 8

0 2 3

A m m m m m m m

m

−

= − = − + + − + + = − −

+ −

 

( )
2

2

2 6
4

2 2 32 2 6 2
0 2 8 0

2 62 2
2

2

m

A m m m

m

+
= = − +  

=  − − =  = = = 
− = − =



 

Nos planteamos tres situaciones que discutimos por separado. 
 

CASO 1. 2 4m y m −    

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3. Al igual que el rango de la 

matriz ampliada A/B y el número de incógnitas. 

El sistema es compatible determinado. 
 

CASO 2. 2m = −   

La matriz de coeficientes y la matriz ampliada quedan

1 2 1 1 2 1 2

2 4 2 / 2 4 2 4

0 0 3 0 0 3 1

A A B

− −   
   

= − − = − − −   
   − −   

 

El determinante de A es nulo y su rango no es 3. 

¿El rango de A es 2? 

Como la fila 2ª es proporcional a la 1ª y la columna 2ª es proporcional a la 1ª, considero 

el menor de orden 2 que resulta de quitar la fila y columna 1ª → 
4 2

0 3

− 
 

− 
 con 

determinante 
4 2

12 0
0 3

−
= − 

−
. El rango de A es 2. 

 

¿El rango de A/B es 3? 

Como la columna 2ª es proporcional a la 1ª considero el menor de orden 3 que resulta de 

quitar la 1ª columna → 

2 1 2

4 2 4

0 3 1

− 
 

− − 
 − 

 con determinante 

2 1 2

4 2 4 4 24 4 24 0

0 3 1

−

− − = − − + =

−
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El rango de A/B no es 3 y por lo tanto es igual al rango de A. 

Rango de A = 2 = Rango de A/B < Nº de incógnitas = 3. 

El sistema es compatible indeterminado. 
 

CASO 3. 4m =   

La matriz de coeficientes y la matriz ampliada quedan 

1 2 1 1 2 1 2

4 4 2 / 4 4 2 8

0 6 3 0 6 3 1

A A B

− −   
   

= − = −   
   − −   

 

El determinante de A es nulo y su rango no es 3. 

¿El rango de A es 2? 

Como la columna 2ª es proporcional a la 3ª, considero el menor de orden 2 que resulta de 

quitar la fila y columna 3ª → 
1 2

4 4

− 
 
 

 con determinante 
1 2

4 8 12 0
4 4

−
= + =  . 

El rango de A es 2. 
 

¿El rango de A/B es 3? 

Como la columna 2ª es proporcional a la 3ª considero el menor de orden 3 que resulta de 

quitar la 2ª columna → 

1 1 2

4 2 8

0 3 1

 
 

− 
 − 

 con determinante 
1 1 2

4 2 8 2 24 4 24 6 0

0 3 1

− = − − − + = − 

−

 

Rango de A/B es 3. 
 

Rango de A = 2 ≠ 3 = Rango de A/B 

El sistema es incompatible. 

 

Resumiendo: Si 2 4m y m −   el sistema es compatible indeterminado, si 2m = −  el 

sistema es compatible indeterminado y si 4m =  el sistema es incompatible. 
  
b) Para 2m = −  el sistema es compatible indeterminado, tiene infinitas soluciones. Hallamos la 

expresión de estas soluciones. 

1 2 1 2 2 2 2 2

2 4 2 4 2 4 2 4 2 4 2 4

0 2 2 3 1 3 1 1

3

1
2 2

3 6 1 6 3 6 73

2 6 12 2 12 6 12 14
2 4 4

3

x x y z x y z

y x y z x y z

z z
z

x y
x y x y

x y x y
x y




− − + = − + =      
     

− − = −  − + − = −  − + − = −      
     − + − − =       = −




− − = − − = − = 

     
− + + = − − + = − − + + = −




Ecuación 2ª = 2 · Ecuación 1ª 7 6

3 6 7
Quito Ecuación 2ª 3

y
x y x

−  +
 − =  = 

 

 

 

¿Existe alguna solución con z = 0? NO, pues todas las soluciones tienen 
1

3
z = − .  
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EJERCICIO 4 (2.5 puntos) 

Considera el plano 0x y az  − + =  y la recta 
4 3 4 1

3 2 0

x y z
r

x y z

− + =
 

− + =
  

a) Halla a sabiendo que π es paralelo a r. (1.5 puntos) 

b) Determina el plano perpendicular a r que pasa por el punto P(1,2,3). (1 punto)  

 

a) Si la recta r es paralela al plano π se cumple que vector director de recta y el normal del 

plano son perpendiculares y el producto escalar de ambos debe ser 0. 

Vector normal del plano → ( )0 1, 1,x y az n a  − + =  = −  

Vector director de la recta → ( ) ( )
4 3 4 1

4, 3,4 3, 2,1
3 2 0

r

x y z
r v

x y z

− + =
  = −  −

− + =
 

( )4 3 4 3 12 8 9 4 8 5 8 5,8,1

3 2 1

r

i j k

v i j k k j i i j k= − = − + − + − + = + + =

−

 

 

Producto escalar es cero → ( )( )· 5,8,1 1, 1, 5 8 3 0 3rv n a a a a= − = − + = − + =  =  

 

Para a = 3 el plano y la recta son paralelos o la recta está contenida en el plano. 

Compruebo que la recta no está contenida en el plano viendo que un punto cualquiera de la 

recta no está en el plano. 

 

( )
4 3 4 1 4 3 4 1

4 3 4 3 2 1
3 2 0 3 2

4 3 12 8 1 8 5 1;  tomo 3 24 5 1

5 25 5 9 10 1

x y z x y z
r x y x y

x y z z x y

x y x y x y x y

y y z z

− + =  − + = 
   − + − + =   

− + = = − + 

 − − + =  − + = =  − + = 

 =  =  = − +  =

 

 

Un punto de la recta es A(3, 5, 1). Veamos si pertenece al plano y cumple su ecuación. 

( )
?

¿ ?
¿3 5 3 0

3

5,1

0

3,

x y z

A 



 
 − + =

 − + = 
 

La respuesta es NO. Recta y plano son paralelos para a = 3. 

 

b) El plano π´ perpendicular a la recta r debe tener como vector normal el director de la recta. 

 

( )

( )

( )1,2,3 1,2,3´ ´
5 16 3 0 24

:́ 5 8 0´ 5,8,1

:́ 5 8 24 0

r

D D
x y z Dn v

x y z

P P 





    
  + + + =  = − 

+ + + == = 

+ + − =
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EJERCICIO 5 (2.5 puntos) 

Sea la función derivable :f → definida por  

2 4 1
( )

1 ln 1

ax be si x
f x

x x si x

− 
= 

− 
 

(ln denota la función logaritmo neperiano) 

a) Determina los valores de a y b. (1.75 puntos) 

b) Halla la ecuación de la recta tangente a la gráfica de  f en el punto de abscisa 2x = . (0.75 

puntos) 

 

a) Si es derivable también es continua, y debe serlo en x = 1 que es punto en el que cambia de 

definición. 

• Existe (1) 1 1·ln1 1f = − =  

• Existe 
1

lim ( )
x

f x
→

. Calculo los límites laterales y deben ser iguales. 

( )

2 4 2 4

1 1 2 4

1

1 1

lim ( ) lim
lim ( ) 1

lim ( ) lim 1 ln 1 0 1

2 4 0 2 4 2

ax b a b

x x a b

x

x x

f x e e
f x e

f x x x

a b a b a b

− −

+ +

− −

→ → −

→

→ →

 = =
 

=  =  
= − = − =  

 − =  =  =

 

• Ambos valores deben ser iguales. 
1

(1) lim ( )
x

f f x
→

=  

 

Las tres condiciones se cumplen cuando a = 2b. 
 

Nuestra función queda con esta expresión: 
4 4 1

( )
1 ln 1

bx be si x
f x

x x si x

− 
= 

− 
 

 

Para que sea derivable en x = 1 sus derivadas laterales deben ser iguales. 
4 44 · 1

(́ ) 1
ln 1 ln 1

bx bb e si x

f x
x x x si x

x

− 


= 
− − = − − 



 

 

  

4 4 0(́1 ) 4 · 4 · 4 1
4 1

4(́1 ) 1 ln1 1

b bf b e b e b
b b

f

− −

+

= = = 
 = −  = −

= − − = − 
 

 

Como 
2 1

2
4 2

a b a=  = − = −   

 

b) La función queda con la expresión 

1 1
( )

1 ln 1

xe si x
f x

x x si x

− + 
= 

− 
 

La tangente a  f(x) en x = 2 tiene la expresión ( )(2) (́2) 2y f f x− = − . 

( )( )

( ) ( )

(2) 1 2ln 2
1 2ln 2 1 ln 2 2

(́2) 1 ln 2

1 2ln 2 1 ln 2 2 2ln 2 1 ln 2 3

f
y x

f

y x y x

= − 
 − + = − − − 

= − − 

 − + = − − + +  = − − +
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos) 

Considera las funciones , :f g ⎯⎯→  definidas por ( )f x x=  y 2( ) 2g x x= − .  

a) Calcula los puntos de corte de las gráficas de f y g. Esboza el recinto que determinan. (1 

punto) 

b) Determina el área del recinto anterior. (1.5 puntos) 

 

a) Obtenemos la expresión como función a trozos de la función f. 

0
( )

0

x si x
f x x

x si x


= = 

− 
 

Obtenemos los puntos de corte de ambas gráficas → 2( ) ( ) 2f x g x x x=  = − : 

 

( )

2 2

2

Si 0 2 2 0

1 3
2

1 1 8 1 3 2

1 32 2
1  No es válida, 1 0

2

x x x x x

x

x

x

  = −  − − = 

+
= = − +  

 = = = 
− = − = − 



 

2 2

2

Si 0 2 2 0

1 3
1 , No es válida. 1 0

1 1 8 1 3 2

1 32 2
2

2

x x x x x

x

x

x

  − = −  + − = 

− +
= = −  + −  

 = = = 
− − = − =



 

Hallamos las coordenadas de estos dos puntos de corte. 

 

( )

( ) 2

2 2

1 1

0 0

1 1

2 2

2

2 2

0 2

2 2

x f x x

x g x x

=

−

−

= −

−

−

 

 

b) Por la simetría del recinto calculamos solo el área de la parte verde y el área total será el 

doble de lo hallado. 

( )
22 2 2 3

2 2

0 0 0

2 3 2 3

into 2 2 2
2 3

2 2 0 0 8 10
4 0 2 4

2 3 2 3 3 3

x x
Área de rec verde x x dx x x dx x

 
= − − = − + = − + = 

 

   
= − + − − + = − + =   

   

 
 

 

El área del recinto vale 210 20
2· 6,66

3 3
u= = .   
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EJERCICIO 7 (2.5 puntos) 

Considera 

1 2 3

0 0 2

0 1 1

x

A y X y

z

   
   

= =   
   
   

, 

a) Halla los valores de   tales que 0A I− = , donde I es la matriz identidad de orden 3. 

(1.25 puntos) 

b) Para 1 = , resuelve el sistema dado por ( ) 0A I X− = . ¿Existe alguna solución tal que 

1z = ? En caso afirmativo, calcúlala. En caso negativo, justifica la respuesta.  (1.25 puntos) 

 

a) Hallamos la expresión de la matriz A I− . 
 

1 2 3 1 0 0 1 2 3

0 0 2 0 1 0 0 2

0 1 1 0 0 1 0 1 1

A I



  



−     
     

− = − = −     
     −     

 

 

Comprobamos cuando se anula su determinante. 
 

( )( ) ( )

( ) ( )

( ) 2

2

1 2 3

0 0 2 0 1 1 2 1 0

0 1 1

1 1 2 0

1 0 1

1 3
2

1 2 0 1 1 8 2
2 0

1 32
1

2

A I



     



  

 


  

  



−

− =  − =  − − − − − = 

−

 − − − − =   

− =  =


+ = =  − − + − =   +   − − =  = =  − = − =


 

 

Los valores de  son 1; 1; 2  = = − = . 

 

b) Para 1 =  la matriz A I−  queda 

0 2 3

0 1 2

0 1 0

A I

 
 

− = − 
 
 

. 

Resolvemos el sistema ( ) 0A I X− = . 

 

( )

0 2 3 0 2 3 0
3 0

0 0 1 2 0 2 0 0
2 0

0 1 0 0 0

x y z
z

A I X y y z z
z

z y

+ =    
 =     

− =  − =  − + =   =      =     
=     

 

 

Las soluciones del sistema son ; 0;x t y z t= = =  . 

 

No hay ninguna solución con 1z = , pues todas las soluciones deben ser con 0z = . 
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EJERCICIO 8 (2.5 puntos) 

Considera el plano 2x y z  − + =  y la recta 
1 2

2 1 1

x y z
r

+ +
 = =

−
 . 

a) Calcula la distancia entre r y 𝜋. (1 punto) 

b) Halla la ecuación general del plano perpendicular a π que contiene a r. (1.5 puntos) 

a) Hallamos primero la posición relativa de recta y plano. 
 

( )2 1, 1,1x y z n  − + =  = −  

( )

( )

0, 1, 21 2

2 1 1 2,1, 1

r

r

Px y z
r

v

 − −+ + 
 = =  

− = −

 

 

Calculamos el producto escalar del vector director de la recta y el normal del plano. 
 

( )( )· 1, 1,1 2,1, 1 2 1 1 0rn v = − − = − − =  

 

Al ser nulo el producto escalar la recta y el plano son paralelos o coincidentes. 

Comprobamos si el punto ( )0, 1, 2rP − −  pertenece al plano 2x y z  − + = . 

( )¿ 0, 1, 2 ?
¿0 1 2 0?

2

rP

x y z





− −  
 + − =

 − + = 
 

 

No es cierto. Recta y plano son paralelos. 
 

( )
( ) ( )

( )
22 2

0, 1, 2 0 1 2 2 3
, , 3 1.732

2 0 31 1 1

r

r

P
d r d P u

x y z
 



− −  + − −
 = = = = =

 − + − =  + − +

 

 

b) El plano π´ perpendicular a π tiene como uno de sus vectores directores el vector normal del 

plano π. 

El otro vector director es el director de la recta r ya que la contiene. Y un punto del plano π´ 

es ( )0, 1, 2rP − − , pues contiene a la recta r. 

 

          

( )

( )

( )

0, 1, 2 1 2

1, 1,1 :́ 1 1 1 0

2 1 12,1, 1

2 2 2 2 4 1 0

3 3 9 0

:́ 3 0

r

r

P x y z

u n

v v

x y z z y x

y z

y z





− −  + +


= = −  − =
 −= = − 

+ + + + + + + + − =

+ + =

+ + =
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PevAU 2020 Ordinaria Matema ticas II 

 

PRUEBA DE ACCESO Y ADMISIÓN A LA UNIVERSIDAD 
ANDALUCÍA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS 

CURSO 2019-2020 
MATEMÁTICAS II 

 

Instrucciones: a) Duración: 1 hora y 30 minutos 
 

b) Este examen consta de 8 ejercicios. 
 

c) Cada ejercicio tiene un valor máximo de 2.5 puntos. 
 

d) Se realizarán únicamente cuatro ejercicios de los ocho ejercicios propuestos. Si 

se realizan más de cuatro ejercicios, solo se evaluarán los primeros cuatro ejercicios 

que aparezcan físicamente en el papel de examen. 
 

e) Se permitirá el uso de calculadoras que no sean programables, ni gráficas ni con 

capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos 
conducentes a la obtención de resultados deben estar suficientemente justificados. 
 

f) En la puntuación máxima de cada ejercicio están contemplados 0,25 puntos para 

valorar la expresión correcta de los procesos y métodos utilizados. 

 
 

EJERCICIO 1 (2.5 puntos) 

Considera la función f definida por 
2

2

2 3
( )  para 1, 1

1

x x
f x x

x

− −
=  −

−
. 

a) Estudia y halla las asíntotas de la gráfica de f. (1.25 puntos) 

b) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de  f. (1.25 puntos) 
 
 

EJERCICIO 2 (2.5 puntos) 

Calcula a > 0 sabiendo que el área de la región determinada por la gráfica de la función 

( ) 3xf x xe= , el eje de abscisas y la recta x a=  vale 
1

9
. 

 
 

EJERCICIO 3 (2.5 puntos) 

Considera la matriz 

1 1 2

0 1 1

0 5

m

A m

m

− + 
 

= + 
 
 

. 

a) Estudia el rango de A según los valores de m. (1.5 puntos) 

b) Para 2m = , calcula la inversa de 2020A. (1 punto) 
 
 

EJERCICIO 4 (2.5 puntos) 

Siendo 0a  , considera las rectas  

1 3 3 1
1 2

1 2

z x y z
r x y y s

a a

− − − +
 − = − =  = =

− −
 

a) Estudia la posición relativa de ambas rectas según los valores de a. (1.25 puntos) 

b) Para 2a = , determina las ecuaciones de la recta que pasa por el punto de corte de r y s y 

es perpendicular a ambas. (1.25 puntos) 
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PRUEBA DE ACCESO Y ADMISIÓN A LA UNIVERSIDAD 
ANDALUCÍA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS 

CURSO 2019-2020 
MATEMÁTICAS II 

 

 

 

EJERCICIO 5 (2.5 puntos) 

Sea  : 0,2f  → definida por ( )
2 cos

senx
f x

x
=

−
 . 

a) Halla los extremos absolutos de f (abscisas donde se obtienen y valores que se alcanzan). 

(2 puntos) 

b) Determina la ecuación de la recta tangente y de la recta normal a la gráfica de f en el 

punto de abscisa 
3

x


= . (0.5 puntos) 

 

 

EJERCICIO 6 (2.5 puntos) 

Sea f  la función dada por 
( )

2

2

3 4
( ) 2

2

x
f x para x

x

+
= 

−
. 

a) Calcula ( )f x dx  . (2 puntos) 

b) Calcula la primitiva de f cuya gráfica pasa por el punto (3, 5). (0.5 puntos) 

 

 

EJERCICIO 7 (2.5 puntos) 

Considera 

1 1 1

1 0 1 , 2

4 1 4 3

a x

A B a y X y

a z

     
     

= = =     
     
     

, 

a) Discute el sistema dado por AX B= , según los valores de a. (1.25 puntos) 

b) Para 0a = , resuelve el sistema dado por AX B= . Calcula, si es posible, una solución en 

la que 4y z+ = .  (1.25 puntos) 

 

 

EJERCICIO 8 (2.5 puntos) 

Se considera el punto ( )1, 2,0A −  y la recta 
0

3 2 0

x y
r

y z

+ =
 

− + =
 . 

a) Calcula la ecuación del plano que pasa por A y es perpendicular a r. (1.25 puntos) 

b) Calcula la ecuación del plano que pasa por A y contiene a r. (1.25 puntos) 
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SOLUCIONES 

EJERCICIO 1 (2.5 puntos) 

Considera la función f definida por 
2

2

2 3
( )  para 1, 1

1

x x
f x x

x

− −
=  −

−
. 

a) Estudia y halla las asíntotas de la gráfica de f. (1.25 puntos) 

b) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f. (1.25 puntos) 

 

a) El dominio de la función 
2

2

2 3
( )  

1

x x
f x

x

− −
=

−
es  1,1− − . 

Asíntota vertical. x a=   

¿ 1x = −  es asíntota? 

( )( )

( )( )

( )

2

21 1

2

2

2

1

2 3 1 2 3 0
lim ( ) lim = = =Indeterminación=

1 0 0

2 3 0

1 2 3

1 1 3  2 3 1 3

1 3 0

1 1 1

1
lim

x x

x

x x
f x

x

x x

x x x x

x x x

x

→− →−

→−

− − + −
=

−

− − =

− −

− −  − − = + −

−

− = + −

+
=

( )

( )

3

1

x

x

−

+ ( ) 1

3 4
lim 2

1 21 x

x

xx →−

− −
= = =

− −−

  

No hay asíntota en 1x = −  

 

¿ 1x =  es asíntota? 
2

21 1

2 3 1 2 3 4
lim ( ) lim = = =

1 0 0x x

x x
f x

x→ →

− − − − −
= 

−
 

1x = es asíntota. 
 

Asíntota horizontal. y b=   

 
2 2

2 2

2 3
lim ( ) lim lim 1

1x x x

x x x
b f x

x x→ → →

− −
= = = =

−
  

La asíntota horizontal es 1y = . 

 

Asíntota oblicua. No hay pues la función tiene asíntota horizontal. 

 

b) Calculamos la derivada de la función. 

 

( )( ) ( )

( )

2 22

22 2

3

2 2 1 2 2 32 3
( ) (́ )

1 1

2
(́ )

x x x x xx x
f x f x

x x

x
f x

− − − − −− −
=  =

− −

=
2 32 2 2 2x x x− − + −

( ) ( )

( )

( )

( )

( )

222 2

2 2 2 2
2 2 2 2

2 2 1 2 14 6 2 4 2

1 1 1 1

x x xx x x x

x x x x

+ + ++ + + +
= = =

− − − −

 

 

Esta función derivada es siempre positiva, por lo que la función siempre crece.  
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EJERCICIO 2 (2.5 puntos) 

Calcula a > 0 sabiendo que el área de la región determinada por la gráfica de la función 

( ) 3xf x xe= , el eje de abscisas y la recta x a=  vale 
1

9
. 

 

Buscamos puntos de corte con el eje de abscisas ( 0y = ). 
 

( ) 30 0 0xe xf x x=  =  =  

 

El área es el valor de la integral definida entre 0 y a de ( ) 3xf x xe= , pues a > 0. 

Antes hallamos la integral indefinida. 

( )

3 3 3

3 3 3

33 3 3
3

Integración por partes
1 1

3 3
1

3

3 11 1
·

3 3 3 3 9 9

x x x

x x x

xx x x
x

xe dx u x du dx x e e dx

dv e dx v e dx e

e xxe xe e
e

 
 
 

= =  = = − = 
 
 =  = =
 

−
= − = − =

 



 

 

A partir de esta primitiva el área es: 

 

 
( ) ( ) ( ) ( )3 3 0 3

3

0

0

3 1 3 1 0 1 3 1 1

9 9 9 9 9

a
x a a

a
x

e x e a e e a
Área xe dx

     − − − −
= = = − = +     

     
  

Como debe ser 
1

9
 entonces: 

( ) ( )
( )

3 3

3
3 1 3 11 1 1

0 3 1 0 3 1 0
9 9 9 9 3

a a

a
e a e a

e a a a
− −

+ =  =  − =  − =  =  
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EJERCICIO 3 (2.5 puntos) 

Considera la matriz 

1 1 2

0 1 1

0 5

m

A m

m

− + 
 

= + 
 
 

. 

a) Estudia el rango de A según los valores de m. (1.5 puntos) 

b) Para 2m = , calcula la inversa de 2020A. (1 punto) 

 

a) El determinante de A es: 

2 2 2

1 1 2

0 1 1 5 2 2 3 5

0 5

m

A m m m m m m m

m

− +

= + = − − − − = − − +  

Lo igualo a cero. 

( )
2

2

3 7
2,5

3 3 40 3 7 4
0 2 3 5 0

3 74 4
1

4

m

A m m m

m

+
= − = − +   −

=  − − + =  = = = 
−− −  = =

 −

 

Establecemos tres casos diferentes que estudiamos a continuación. 

 

CASO 1. 1 2,5m y m  −   

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3. 

 

CASO 2. 1m =   

El determinante es nulo y su rango no es 3. 

¿Su rango es 2? 

1 1 3

0 1 2

1 0 5

A

− 
 

=  
 
 

→ Extraemos un menor de orden 2 quitando la 1ª fila y la 1ª columna 

→

1 2

0 5

 
 
 

 con determinante 
1 2

5 0
0 5

=  . 

El rango de A es 2. 

 

CASO 3. 2,5m = −  

El determinante es nulo y su rango no es 3. 

¿Su rango es 2? 

1 1 0,5

0 1 1,5

2,5 0 5

A

− − 
 

= − 
 − 

→ Extraemos el menor de orden 2 quitando la 3ª fila y la 3ª 

columna →
1 1

0 1

− 
 
 

 con determinante 
1 1

1 0
0 1

−
=   

El rango de A es 2. 

 

Resumiendo: Si 1 2,5m y m  −  el rango de A es 3 y si 1m =  o 2,5m = −  el rango es 2. 
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b) Para 2m =  tenemos que la matriz A queda 

1 1 4

0 1 3

2 0 5

A

− 
 

=  
 
 

con determinante  

1 1 4

0 1 3 5 6 8 9 0

2 0 5

A

−

= = − − = −    

Por lo que existe la inversa de A y también de 2020A. 

 

Calculamos la inversa de A. 

 

( )
1

1

1 0 1 0 1 11 0 2

3 5 4 5 4 31 1 0

0 2 1 2 1 04 3 5 1

3 5 4 5 4 39 9

0 2 1 2 1 0

1 0 1 0 1 1

5 5 7
1

6 3 3
9

2 2 1

t

Adj

Adj A
A

A

A

−

−

 − −  
+ − +  

−   
   
   = = = − − + −

−  
 
 + − + − − 

− 
 

= − − − 
 − − 

 

 

Calculamos la inversa de 2020A. 

 

( )
1 1

5 5 7 5 5 7
1 1 1 1

2020 6 3 3 6 3 3
2020 2020 9 18180

2 2 1 2 2 1

A A
− −

− −   
− −    

= = − − = − −        − − − −   

 

 

( )
1

1 1 7

3636 3636 18180

1 1 1
2020

3030 6060 6060

1 1 1

9090 9090 18180

A
−

− − 
 
 

− =
 
 

− 
 
 
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EJERCICIO 4 (2.5 puntos) 

Siendo 0a  , considera las rectas  

1 3 3 1
1 2

1 2

z x y z
r x y y s

a a

− − − +
 − = − =  = =

− −
 

a) Estudia la posición relativa de ambas rectas según los valores de a. (1.25 puntos) 

b) Para 2a = , determina las ecuaciones de la recta que pasa por el punto de corte de r y s y es 

perpendicular a ambas. (1.25 puntos)  

 

a) El vector director de r es ( )1,1,aru =  y el de s es ( )a, 1,2sv = − − .  

 

¿Las rectas son paralelas o coincidentes? 

Para ello las coordenadas de los vectores directores deben ser proporcionales. 

1 1
1 1

1 1 1

11 2
2 2

1 2

a a
a a

aa
a a


=  − = −  =− −

= =  
− −  =  = −  = −

−

 

No pueden ser paralelas, pues no hay ningún valor de a que lo haga posible. 

 

Las rectas se cruzan o se cortan en un punto. 

 

Un punto de la recta r es ( )1,2,1rP  y uno de s es ( )3,3, 1sQ −  

El vector que une esos dos puntos tiene coordenadas ( ) ( ) ( )3,3, 1 1,2,1 2,1, 2r sPQ = − − = −  

 

Calculamos el producto mixto de ru ; sv y r sPQ . 

1 1

, , 1 2 2

2 1 2

r s r s

a

u v PQ a  = − − =
 

−

24 2a a+ − + 2a− 2− 2 4a= − +  

Veamos cuando se anula. 

 

 2 2 2, , 0 4 0 4 4 4 2r s r su v PQ a a a a  =  − + =  − = −  =  = = 
 

 

 

Si 2a =   el producto mixto es cero y las rectas se cortan en un punto. 

Si 2a    el producto mixto es no nulo y las rectas se cruzan (tienen distinta dirección y 

están en planos paralelos, no son coplanarias). 

 

b) Para 2a =  las rectas se cortan. 

Ponemos las rectas en ecuaciones paramétricas. 

 

( )

( )

( )

( )

1
1,1,2

2
1,2,1

1 2

3 2
2, 1,2

3
3,3, 1

1 2

r

r

s

s

x
v

r r y
P

z

x
v

s s y
P

z













= +
 = 

   = + 
  = +

= −
 = − − 

   = − 
−  = − +
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Averiguamos el punto de corte resolviendo el sistema formado por sus ecuaciones. 

 

3 2 1 2 2
2 2 1 1

3 2 1 1
2 2 2 2 4 4

1 2 1 2 2 2 2

   
  

    
  

   

− = + − = 
− = − =  

− = +  − =    =   
− + = − =  − + = + − + = 

 

 

Sustituyendo en la recta s obtenemos el punto ( )

1

2 1,2,1

1

r

x

y P

z

=


= 
 =

 

Tenemos que hallar la recta que pasa por ( )1,2,1rP  y es perpendicular a las dos rectas. Por 

lo que tendrá como vector director el producto vectorial de los vectores directores de las 

rectas: ( )1,1,2ru =  y ( )2, 1,2sv = − − . 

 

( )1 1 2 2 4 2 2 2 4 6 4, 6,1

2 1 2

t r s

i j k

w u v i j k k j i i j k=  = = − − + − + = − + = −

− −

 

La recta pedida es 
( )

( )

1 4
1,2,1

2 6 ,
4, 6,1

1

r

t

x
P t

t y con
w

z



 



= +
  

  = −  
= −   = +
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EJERCICIO 5 (2.5 puntos) 

Sea  : 0,2f  → definida por ( )
2 cos

senx
f x

x
=

−
 . 

a) Halla los extremos absolutos de f (abscisas donde se obtienen y valores que se alcanzan). (2 

puntos) 

b) Determina la ecuación de la recta tangente y de la recta normal a la gráfica de f en el punto 

de abscisa 
3

x


= . (0.5 puntos) 

 

a) Hallamos los puntos críticos de la función viendo donde se anula la derivada. 
 

( ) ( )

( )

( )

( )
( ) ( )

2

2 22 2

2 2 2

cos 2 cos
( ) (́ )

2 cos 2 cos

2cos cos2cos cos 2cos 1

2 cos 2 cos 2 cos

x x senx senxsenx
f x f x

x x

x x sen xx x sen x x

x x x

− −
=  = =

− −

− +− − −
= = =

− − −

 

( )
2

2cos 1 1 3
(́ ) 0 0 2cos 1 0 cos

522 cos
2

3 3

x
x

f x x x
x

x



 



=− 

=  =  − =  =  
−  = − =



 

Valoramos la función en los extremos del dominio de definición  0,2  y en los puntos 

críticos en busca de los extremos absolutos. 

0x =  →
0

(0) 0
2 cos0

sen
f = =

−
 

3
x


= →

3(0) 0.57

2 cos
3

sen

f




= =

−

 

5

3
x


=  →

5

5 3 0,57
53

2 cos
3

sen

f





 

= = − 
  −

 

2x =  →
2

(2 ) 0
2 cos 2

sen
f





= =

−
 

La función tiene un máximo absoluto en ,0.57
3

 
 
 

 y un mínimo absoluto en 
5

, 0.57
3

 
− 

 
. 

b) En 
3

x


=  → 3 0.57
3

2 cos
3

sen

f





 

= = 
  −

 y 
( )

2 2

2cos 1
1 13´ 0

3 2 0.5
2 cos

3

f






−
− 

= = = 
  − 

− 
 

 

La recta tangente tiene ecuación 0.57 0 0.57
3

y x y
 

− = −  = 
 

  

 

La recta normal es perpendicular a la recta tangente. Al ser la recta tangente una recta 

horizontal la recta normal debe ser vertical. Su ecuación es 
3

x


=    
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos) 

Sea  f  la función dada por 
( )

2

2

3 4
( ) 2

2

x
f x para x

x

+
= 

−
. 

a) Calcula ( )f x dx  . (2 puntos) 

b) Calcula la primitiva de f cuya gráfica pasa por el punto (3, 5). (0.5 puntos) 

 

a) Calculamos la integral usando la descomposición en fracciones simples. 

 

( )

( )

( )

( ) ( )

( )

( )

( )
( )

2

2

2 2

2 2

2 2

2

2

22

2 2

2 2

3 4
( )

2

3 4 3 4

4 42

3 4 4 4

3 12 12 3

12 8

3 4 12 8
3

4 4 2

Desarrollamos en fracciones simples

12 8

22 2

212 8
12 8 2

2 2

2 24 8 0 1

x
f x dx dx

x

x x

x xx

x x x

x x

x

x x

x x x

x A B

xx x

A x Bx
x A x B

x x

x B B

+
= =

−

+ +
=

− +−

+ − +

− + −

−

+ −
= +

− + −

−
= +

−− −

− +−
=  − = − +

− −

= → − = + → =

 

( ) ( )

( )
( )

( )

2 2

2

2

1

6

0 4 2 4 2 28 24 2 12

12 4 12 16

22 2

12 16
3 3 12ln 2 16 2

2 2

1 16
3 12ln 2 16 2 3 12ln 2

1 2

x A B A A A

x

xx x

dx x x x dx
x x

x x x x x C
x

−

−

= → = − + → = − + → − = − → =

+
= +

−− −

= + + = + − + − =
− −

 
= + − + − = + − − + 

− − 

 

 

 

b) Si 
16

( ) 3 12ln 2
2

F x x x C
x

= + − − +
−

 y además (3) 5F =   

16
(3) 9 12ln 3 2 5 9 0 16 5 12

3 2
F C C C= + − − + =  + − + =  =

−
 

La primitiva buscada es 
16

( ) 3 12ln 2 12
2

F x x x
x

= + − − +
−
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EJERCICIO 7 (2.5 puntos) 

Considera 

1 1 1

1 0 1 , 2

4 1 4 3

a x

A B a y X y

a z

     
     

= = =     
     
     

, 

a) Discute el sistema dado por AX B= , según los valores de a. (1.25 puntos) 

b) Para 0a = , resuelve el sistema dado por AX B= . Calcula, si es posible, una solución en la 

que 4y z+ = .  (1.25 puntos) 

 

a) Calculamos el determinante de A. 

1 1 1

1 0 1 4 1 4 1 0

4 1 4

A = = + − − =  

El rango de A no es 3. 

Tomamos el menor que resulta de quitar la fila y columna 3ª →
1 1

1 0

 
 
 

 con determinante 

1 1
1 0

1 0
= −   . El rango de A es 2 

Estudiamos el rango de 

1 1 1

/ 1 0 1 2

4 1 4 3

a

A B a

a

 
 

=  
 
 

  

Consideramos el menor que resulta de quitar la columna 1ª, pues la columna 1ª y la 3ª son 

iguales →

1 1

0 1 2

1 4 3

a

a

a

 
 
 
 
 

 con determinante 

1 1

0 1 2 3 2 8 4

1 4 3

a

a a a a a a

a

= + − − = −   

Se plantean dos situaciones posibles. 

 

Si 0a =  este determinante es nulo y el rango de A/B es 2.  

Rango de A = rango de A/B = 2 < 3 = número de incógnitas. El sistema es compatible 

indeterminado. 

 

Si 0a   el determinante es no nulo y el rango de A/B es 3. 

Rango de A = 2 ≠ 3 = rango de A/B. El sistema es incompatible. 
 

b) Para 0a =  el sistema tiene infinitas soluciones. 

01 1 1 0 0

1 0 1 0 0

4 1 4 0 4 4 0 4 4 0

0 0
0

4 4 0 0

x y zx x y z

AX B y x z x z

z x y z x y z

z y z y
y

z y z y

+ + = + + =     
    

=  =  + =  = −      
      + + = + + =      

− + + = = 
   = 

− + + = = 

 

Las soluciones son ; 0;x t y z t= − = =   

Para que sea 4y z+ =  como 0y =  debe ser 4z =  y entonces 4x = −  . 

La solución es 4x = − ; 0y = ; 4z = .  
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EJERCICIO 8 (2.5 puntos) 

Se considera el punto ( )1, 2,0A −  y la recta 
0

3 2 0

x y
r

y z

+ =
 

− + =
 . 

a) Calcula la ecuación del plano que pasa por A y es perpendicular a r. (1.25 puntos) 

b) Calcula la ecuación del plano que pasa por A y contiene a r. (1.25 puntos) 

 

a) Pasamos la ecuación de la recta a paramétricas. 

 

2 3 2 3
0

2 3 2 3
3 2 0 3 2

0

x z x t
x y x y

r y z r y t
y z y z

z z z t

= − = − 
+ = = −   

   = − +   = − +   
− + = = −   = = + 

 

 

La recta pasa por ( )2, 2,0P −  y tiene vector director ( )3,3,1rv = −   

El plano perpendicular a la recta tiene como vector normal el director de la recta. 

 

( )

( )

( )1, 2, 1, 2,0
3 6 0 0 9

3 3 03,3,1

3 3 9 0

r

D
A

D
x y z Dn

A

v

x y z

 





    
  − − + + =  = 

 − + + + == = − 

 − + =

−

+ +

−

 

 

b) El plano que pasa por A y contiene a r tiene como vectores directores el vector director de r 

y el vector ( ) ( ) ( )2, 2,0 1, 2,0 1,0,0AP = − − − = . 

 

  

( )

( )

( )

1,0,0 1 2

3,3,1 ´ 1 0 0 0 3 2 0 ´ 3 2 0

3 3 11, 2,0 ´

r

u AP x y z

v v z y y z

A

 



= = − +


= = −   =  − − =   − + − =
 −−  
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PevAU 2020 Modelo 1 Matema ticas II 

 

PRUEBA DE ACCESO Y ADMISIÓN A LA UNIVERSIDAD 
ANDALUCÍA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS 

CURSO 2019-2020 
MATEMÁTICAS II 

 

Instrucciones: a) Duración: 1 hora y 30 minutos 
 

b) Este examen consta de 8 ejercicios. 
 

c) Cada ejercicio tiene un valor máximo de 2.5 puntos. 
 

d) Se realizarán únicamente cuatro ejercicios de los ocho ejercicios propuestos. 

Si se realizan más de cuatro ejercicios, solo se evaluarán los primeros cuatro 

ejercicios que aparezcan físicamente en el papel de examen. 
 

e) Se permitirá el uso de calculadoras que no sean programables, ni gráficas ni 

con capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos 

conducentes a la obtención de resultados deben estar suficientemente justificados. 
 

f) En la puntuación máxima de cada ejercicio están contemplados 0,25 puntos 

para valorar la expresión correcta de los procesos y métodos utilizados.  

 

 

EJERCICIO 1 (2.5 puntos) 

Calcula a sabiendo que 
( )0

1 1 7
lim

ln 1 2x

ax

x x→

 −
− =  − 

 (ln denota la función logaritmo neperiano). 

 

EJERCICIO 2 (2.5 puntos) 

Sea f la función definida por ( )
3

2

2 3x x

x x
f x

− + −
=

−
 para 0, 1x x  . Halla la primitiva de f cuya 

gráfica pasa por el punto (2, 3ln2), donde ln denota la función logaritmo neperiano. 
 

 

EJERCICIO 3 (2.5 puntos) 

Considera 

1 1 1 1 3

1 , 1 2

1 4 1 1

A a b B y C

c

     
     

= = =     
     
     

. Determina a, b y c, sabiendo que AB = C y la 

matriz A tiene rango 2. 
 

 

EJERCICIO 4 (2.5 puntos) 

Considera el tetraedro de vértices A(0, 0, 0), B(1, 1, 0), C(0, 1, 3) y D(1, 0, 3). 

a) Calcula el volumen de dicho tetraedro. (1 punto) 

b) Calcula la medida de la altura trazada desde el vértice A de dicho tetraedro. (1.5 puntos)  
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PRUEBA DE ACCESO Y ADMISIÓN A LA UNIVERSIDAD 
ANDALUCÍA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS 

CURSO 2019-2020 
MATEMÁTICAS II 

 

 

EJERCICIO 5 (2.5 puntos) 

Una familia desea acotar una zona rectangular en el jardín de su casa para dedicarla al cultivo 

ecológico. Para ello dispone de 96 metros de valla, pero necesita dejar una abertura de 4 metros 

en uno de los laterales para instalar una puerta. Determina las dimensiones de la zona rectangular 

de área máxima que puede acotarse de esta manera y el valor de dicha área. 

 

 

EJERCICIO 6 (2.5 puntos) 

Calcula ( )2ln 2 2x x dx+ +  donde ln denota la función logaritmo neperiano. 

(Sugerencia: efectúa el cambio de variable t = x + 1). 

 

 

EJERCICIO 7 (2.5 puntos) 

Siendo   un número real, considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales con dos 

incógnitas 

2

2 4 1

2

x y

x y

x y



 

+ =


+ =
 + =

 

Discútelo según los valores de   y resuélvelo cuando sea posible. 

 

 

EJERCICIO 8 (2.5 puntos) 

Considera los puntos ( ) ( ) ( ), 2, 1 21,3 ,2 7,, , 1B y C a bA − − −− . 

a) Determina a y b para que los puntos A, B y C estén alineados. (1.25 puntos) 

b) En el caso a = b = 1, halla la recta que pasa por el origen de coordenadas y es perpendicular 

al plano que contiene a los puntos A, B y C. (1.25 puntos)  
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SOLUCIONES 

EJERCICIO 1 (2.5 puntos) 

Calcula a sabiendo que 
( )0

1 1 7
lim

ln 1 2x

ax

x x→

 −
− =  − 

 (ln denota la función logaritmo neperiano). 

 

Calculamos primero el valor del límite y luego lo igualamos a 7/2. 

 

( ) ( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

0

0

0

1 1 1 0 1 1 1
lim det min

ln 1 ln 1 0 0 0 0

1 ln 1 0 0 1 ln 1 0 0
lim det min ( ´ )

·ln 1 0·ln 1 0 0

1
1 ·ln 1 1

1
lim

1
1·ln 1 ·

1

x

x

x

ax
In er ación

x x

x ax x
In er ación L Hôpital

x x

a x ax
x

x x
x

→

→

→

 − −
− = − = − =  −  = =  − − 

 − − − − − −
= = = = =  − − 

 − 
− − + −  − =

− − + −

( )

( )
0

0

1
1 ·ln 1

1lim

ln 1
1

1

lim

x

x

ax
a x

x
x

x
x

→

→

 − 
− − +  − = = 

  − − − 

=

( ) ( )1 ln 1 1x a x x ax− − − − + −

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

( )

0

0

0

1 ln 1 01 lim
1 ln 1 1 ln 1 0

1

1
1 1 ln 1 1

1
det min ( ´ ) lim

1
1 ln 1 1 1

1

1 ln 1 1
lim

ln 1 1 1

x

x

x

x a x x axx
x x x x x x

x

a x x a
x

In er ación L Hôpital

x x
x

a x a

x

→

→

→

 
   − − − − +−  = = =  − − − − − −   
 

− 

 −  
− − − − + − +  −  = = =

− − − + − − − 

− − − − − +  =
− − − −

1 2

2

a  − +
= 

  − 

 

 

Lo aplicamos a la igualdad proporcionada. 

 

( )0

1 1 7 1 2 7
lim 2 4 14 4 12 3

ln 1 2 2 2x

ax a
a a a

x x→

 − − +
− =  =  − + = −  = −  = −  − − 

 

 

OTRA FORMA DE RESOLVERLO 
 

( ) ( )0 0

1 1 7 1
lim lim

ln 1 2 ln 1x x

ax a x

x x x→ →

 −
− =  −  − −  x

1 7

2x

 
+ =   

 
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( ) ( )

( )

0 0

0

1 1 7 1 1 7
lim lim

ln 1 2 ln 1 2

1 1 7
lim

ln 1 2

x x

x

a a
x x x x

a
x x

→ →

→

   
 − + =  + − =       − −   

 
 + = +  − 

 

 

Hallamos el limite y seguimos resolviendo la nueva igualdad. 

 

( )

( )

( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

0 0

0 0

0 0

ln 11 1 0
lim lim det min ´

ln 1 ·ln 1 0

1 1 1
1

1 1lim lim
1

1·ln 1 · ln 1
1 1

1lim lim
1 ln 1

1

x x

x x

x x

x x
In er ación L Hôpital

x x x x

x

x x
x

x x x
x x

x

x
x x x

x

→ →

→ →

→ →

   + −
+ = = = =      − −   

− − −   
+   − −= = =   

−
   − + − −

− −   

 −
 

−= = 
− − − 

 
− 

( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

0

0 0

0

1 ln 1 0

1
det min ´ lim

1
1 ln 1 1 1

1

1 1 1 1
lim lim

ln 1 1 1 ln 1 2 2 2

x

x x

x

x x x

In er ación L Hôpital

x x
x

x x

→

→ →

 −
= =  − − − 

 
 −
 = = =

−  − − + − −  −  

   − − −
= = = =      − − − − − − − −   

 

 

Sustituyendo en la igualdad tenemos: 

 

1 7 1 7
3

2 2 2 2
a a= +  = − = −    
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EJERCICIO 2 (2.5 puntos) 

Sea f la función definida por ( )
3

2

2 3x x

x x
f x

− + −
=

−
 para 0, 1x x  . Halla la primitiva de f cuya 

gráfica pasa por el punto (2, 3ln2), donde ln denota la función logaritmo neperiano. 
 

Hallamos la integral indefinida de f(x). 
 

( ) ( )

( )

( )

( )
( )

( )

3

2

3 2

3 2

2

2

2

2 2 2

2

2 3
...

2 3

1

2 3

3

3 3 3
... 1 ...

2

13 3
3 1

1 1 1

1 1 3 0 2

x x
F f x dx dx

x x

x x x x

x x x

x x

x x

x

x x x x
x dx xdx dx dx x dx

x x x x x x

A x Bxx x A B
x A x Bx

x x x x x x x x

x A B B

x
− + −

= = =
−

− + − −

− − −

− + −

−

−

− − −
= − − + = − − + = − − + =

− − −

− +− −
= = + =  − = − + 

− − − −

= → − = + → = −






  
  
  



 

( ) 2

2 2

2

3 3 2

10 0 3 0 1 0 3

3 2 3 2
...

2 1 2 1

3ln 2ln 1
2

x

x x x xx A A

x x
x dx x dx dx

x x x x

x
x x x C

 −
 = −

− −= → − = − + → =

= − − + − = − − + − =
− −

= − − + − − +

  
  
  

 

 

De todas las primitivas averiguamos el valor de C para que su gráfica pase por el punto 

( )2,  3 2ln . 

 

( )

( )
( )

2

23ln 2ln 1 2
3ln 2 2 3ln 2 2ln 2 12

2
2 3ln 2

3ln 2

x
F x x x C

C

F

x


= − − + − − + 
 = − − + − − + 

= 

 4 3ln 2= − + 4C C+  =

 

 

La primitiva buscada es ( )
2

3ln 2ln 1 4
2

x
F x x xx = − − + − − +   
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EJERCICIO 3 (2.5 puntos) 

Considera 

1 1 1 1 3

1 , 1 2

1 4 1 1

A a b B y C

c

     
     

= = =     
     
     

. Determina a, b y c, sabiendo que AB = C y la 

matriz A tiene rango 2. 
 

Si AB = C entonces: 

 

3 31 1 1 1 3 1 1 1 3

1 1 2 1 2 1 2 1

1 4 1 1 1 4 1 5 1 4

AB C a b a b a b a b

c c c c

=+ +        
        

=  =  + + =  + + = → = −        
        + + + = → = −         

 

 

La matriz queda 

1 1 1

1 1

4 1 4

A b b

 
 

= − 
 − 

. 

Si la matriz A tiene rango 2 entonces su determinante debe anularse, pues en caso contrario 

tendría rango 3. 

 

1 1 1

1 1 4 4 4 1 4

4 1 4

A b b b b= − = − − + +

−

4 4b− − 13 5

5 5 8
0 13 5 0 13 5 1

13 13 13

b b

A b b b a

− = − +

=  − + =  =  =  = − =

 

 

Los valores buscados son 
8

13
a = , 

5

13
b =  y c = –4 
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EJERCICIO 4 (2.5 puntos) 

Considera el tetraedro de vértices A(0, 0, 0), B(1, 1, 0), C(0, 1, 3) y D(1, 0, 3). 

a) Calcula el volumen de dicho tetraedro. (1 punto) 

b) Calcula la medida de la altura trazada desde el vértice A de dicho tetraedro. (1.5 puntos)  

 

a) El volumen de un tetraedro es la sexta parte del valor absoluto del producto mixto de los tres 

vectores que parten de un vértice cualquiera. 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1,1,0 0,0,0 1,1,0 1 1 0

0,1,3 0,0,0 0,1,3 ; ; 0 1 3 3 3 6

1 0 31,0,3 0,0,0 1,0,3

AB

AC AB AC AD

AD

= − =
  = − =  = = + =  


= − = 

 

Volumen tetraedro 3
; ; 6

1
6 6

AB AC AD
u

 
 

= = =  

 

b) Conocemos el valor del volumen del tetraedro y podemos calcular el valor del área de la 

base (el triángulo BCD). El volumen del tetraedro es la tercera parte del área de la base por 

la altura. 

 
Calculamos el área del triángulo BCD. 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

2 2 2

0,1,3 1,1,0 1,0,3
1 0 3 3 3 3,3,1

1,0,3 1,1,0 0, 1,3
0 1 3

3 3 1 19
 

2 2 2

i j k
BC

BC BD k j i
BD

BC BD
Área BCD

= − = − 
  = − = + + =

= − = −  −

 + +
= = =

 

 

Lo aplicamos al cálculo de la altura “h”. 

 

· 191 ·
193 21 3 ·

3 219

2

6 6 19
6 19·

1919

Área BCD h
Volumen ABCD h

h

Área BCD

h h u


= = 


 =  = 

=


 =  = =
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OTRA FORMA DE RESOLVER EL APARTADO b) 

La altura “h” es la distancia del punto A al plano π definido por los puntos B, C y D. 

Hallamos la ecuación del plano π que contiene los puntos B, C, y D. 

 

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1,1,0 1 1

0,1,3 1,1,0 1,0,3 1 0 3 0

0 1 31,0,3 1,1,0 0, 1,3

3 3 3 3 0 3 3 6 0

B x y z

u BC

v BD

z y x x y z







  − −


= = − = −   − = 
 −= = − = − 

 + − + − =   + + − =

 

 

Lo aplicamos al cálculo de “h”. 

 

( )
( )

2 2 2

0,0,0 0 0 0 6 6 6 19
,

13 3 93 3 10 196

A
h d A u

x y z




 + + −
 = = = =

 + += + +−
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EJERCICIO 5 (2.5 puntos) 

Una familia desea acotar una zona rectangular en el jardín de su casa para dedicarla al cultivo 

ecológico. Para ello dispone de 96 metros de valla, pero necesita dejar una abertura de 4 metros 

en uno de los laterales para instalar una puerta. Determina las dimensiones de la zona rectangular 

de área máxima que puede acotarse de esta manera y el valor de dicha área. 

 

La situación planteada en el problema es la del dibujo. 

 
Siendo los metros de valla necesarios para delimitar el recinto ( )4y y x x+ + + − , como 

disponemos de 96 metros de valla debe cumplirse: 

 

( )4 96 2 2 100 50 50y y x x y x y x y x+ + + − =  + =  + =  = −  

 

Deseamos maximizar el área del recinto que depende de las dimensiones del mismo. 

( ),A x y xy=  

Le imponemos la condición obtenida previamente y nos queda: 

 

( )
( ) ( ) 2

,
50 50

50

A x y xy
A x x x x x

y x

= 
 = − = −

= − 
 

 

Derivamos esta función y la igualamos a cero en busca del máximo. 

 

( )

( )

´ 50 2
50 2 0 2 50 25

´ 0

A x x
x x x

A x

= − 
 − =  =  =

= 

 

 

Utilizamos el signo de la segunda derivada para comprobar si x = 25 es un máximo del área. 

 

( ) ( )´́ 2 ´́ 25 2 0A x A= −  = −   

 

Al ser la segunda derivada negativa la función área presenta un máximo para x = 25. 

 

Las dimensiones del recinto con área máxima es x = 25, y = 50 – 25 = 25. Es un cuadrado 

de lado 25 metros. El área máxima que se consigue es de ( ) 2 225,25 25 625A m= = . 
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos) 

Calcula ( )2ln 2 2x x dx+ +  donde ln denota la función logaritmo neperiano. 

(Sugerencia: efectúa el cambio de variable t = x + 1). 

 

( )
( )

( )

( ) ( )

( )

2 2
22 2

2 2

2 2

2 2

2

Cambio de variable

1
ln 2 2 ln 1

1 2 1

2 2 1

Integración por partes

2 2
ln 1 ·ln 1 ·

1 1

·ln 1 2

t x dt dx
x x dx t dt

t x x x

x x t

t t
u t du dt t t t dt

t t

dv dt v dt t

t
t t

 
 

= + → = 
+ + = = + = 

= + = + + 
 + + = + 

 
 
 

= = + → = = + − = 
+ + 

 =  = =
 

= + −





 



( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2
2

2 2

2
2 2

2 2

2

2

1 1
·ln 1 2

1 1

1 1
·ln 1 2 ·ln 1 2

1 1

1 ln 2 2 2 1 2 1

1 ln 2 2 2 2 1

t
dt t t dt

t t

t
t t dt dt t t t arctg t

t t

x x x x arctg x

x x x x arctg x C

+ −
= + − =

+ +

 +
= + − − = + − − =    + + 

= + + + − + + + =

= + + + − + + +

 
 
 

 



 

 

OTRA FORMA DE RESOLVERLO 

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2

2

2
2 2

2 2

2 2
2 2

2

Integración por partes

2 2
ln 2 2 ln 2 2

2 2

2 2 2 2
·ln 2 2 · ·ln 2 2

2 2 2 2

·ln 2 2 2 ·ln 2 2 2
2 2

x
x x dx u x x du dx

x x

dv dx v dx x

x x x
x x x x dx x x x dx

x x x x

x x x
x x x dx x x x

x x

 
 

+ 
+ + = = + + → = = 

+ + 
 =  = =
 

+ +
= + + − = + + − =

+ + + +

+
= + + − = + + −

+ +


 
 









2

2 2 2

2 2

x x
dx

x x

+ + − −
=

+ +




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( )

( )

( )

( )

2
2

2 2

2

2

2

2

2

2

2 2 2
·ln 2 2 2

2 2 2 2

2
·ln 2 2 2

2 2

2
·ln 2 2 2

2 2

2
·ln 2 2 2 2 ...

2 2

x x x
x x x dx dx

x x x x

x
x x x dx dx

x x

x
x x x x dx

x x

x
x x x x dx

x x

 + + − −
= + + − + = 

+ + + + 

+ 
= + + − − = + + 

+ 
= + + − − = + + 

+
= + + − + =

+ +

 

















 

 

( )

( ) ( )

( )

2 2 2

2

22 2

2 2

2

2 1 2 4 1 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 2 2 1 1
ln 2 2 2

2 2 2 2 2 2 1 1

1 1
ln 2 2 2 1 ln 2 2 1

2 2

1
... ·ln 2 2 2 2 l

2

x x x
dx dx dx

x x x x x x

x
dx dx x x dx

x x x x x

x x arctg x x x arctg x

x x x x

+ + + +
= = =

+ + + + + +

 + 
= + = + + + =  + + + +  + +  

 = + + + + = + + + +
 

= + + − +

  
  
  

 
    

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

2 2

2

n 2 2 1

·ln 2 2 2 ln 2 2 2 1

1 ·ln 2 2 2 2 1

x x arctg x

x x x x x x arctg x

x x x x arctg x C

 
+ + + + = 

 

= + + − + + + + + =

= + + + − + + +

 

  

http://www.ebaumatematicas.com/


PevAU 2020 Modelo 1 Matemáticas II en Andalucía      

 

440 de 571  www.ebaumatematicas.com  

EJERCICIO 7 (2.5 puntos) 

Siendo   un número real, considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales con dos 

incógnitas 

2

2 4 1

2

x y

x y

x y



 

+ =


+ =
 + =

 

Discútelo según los valores de   y resuélvelo cuando sea posible. 

 

El sistema tiene asociado la matriz de coeficientes y matriz ampliada siguientes: 

 

1 1 2

2 4 ; / 2 4 1

1 1 2

A A B

 

  

   
   

= =   
   
   

 

 

La matriz A/B tiene rango 3 o menor, la matriz A tiene rango 2 o menor. Vemos cuando el 

rango de A/B es 3. 

 

2 2 2

2 2 2

1 2

/ 2 4 1 8 4 8 4 1 3 3

1 2

/ 0 3 3 0 1 0 1 1 1

A B

A B



    

 

   

= = + + − − − = − +

=  − + =  − + =  =  = = 

 

 

Tenemos tres situaciones diferentes que analizamos por separado. 

 

CASO 1. 1 1y  −   

En este caso el determinante de A/B es no nulo y su rango es 3 que es diferente del rango 

de A que como máximo puede ser 2. El sistema es incompatible. 

 

CASO 2. 1 = −  

En este caso el sistema queda 

2

2 4 1

2

x y

x y

x y

− =


+ =
 − + = −

. La ecuación 1ª y 3ª son la misma, por lo 

que nos queda el sistema 
2

2 4 1

x y

x y

− =


+ =
. Intentamos resolverlo. 

 

( )
2 2

2 2 4 1 4 2 4 1 6 3
2 4 1 2 4 1

3 1 1 3
2

6 2 2 2

x y x y
y y y y y

x y x y

y x

− = = + 
  + + =  + + =  = −  

+ = + = 

− −
 = =  = − =

 

 

El sistema tiene una única solución (Sistema compatible determinado). 
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CASO 3. 1 =  

En este caso el sistema queda 

2

2 4 1

2

x y

x y

x y

+ =


+ =
 + =

. La ecuación 1ª y 3ª son la misma, por lo que 

nos queda el sistema 
2

2 4 1

x y

x y

+ =


+ =
. Intentamos resolverlo. 

( )
2 2

2 4 2 1 2 8 4 1 2 7
2 4 1 2 4 1

7 7 3
2

2 2 2

x y y x
x x x x x

x y x y

x y

+ = = − 
  + − =  + − =  − = −  

+ = + = 

−
 =  = − =

 

 

El sistema tiene una única solución (Sistema compatible determinado). 

 

Resumiendo: 

Si 1 = −  el sistema es compatible determinado y su solución es 
3 1

;
2 2

x y
−

= = . 

Si 1 =  el sistema es compatible determinado y su solución es 
7 3

;
2 2

x y
−

= = . 

Si 1 1y  −   el sistema es incompatible.  
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EJERCICIO 8 (2.5 puntos) 

Considera los puntos ( ) ( ) ( ), 2, 1 21,3 ,2 7,, , 1B y C a bA − − −− . 

a) Determina a y b para que los puntos A, B y C estén alineados. (1.25 puntos) 

b) En el caso a = b = 1, halla la recta que pasa por el origen de coordenadas y es perpendicular 

al plano que contiene a los puntos A, B y C. (1.25 puntos) 

a) Para que los puntos A, B y C estén alineados los vectores AB  y AC  deben tener 

coordenadas proporcionales (indican la misma dirección y por tanto los puntos están 

alineados). 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2,7, 1,3,2 1, 4, 2

1 4 2
2, 1, 1 1,3,2 3, 4, 3

3 4 3

1 4 1
1 1 3 2

3 4 3

4 2 2
1 2 3 5

4 3 3

AC a b a b

a b
AB

AB AC

a a
a a

b b
b b

= − − − = − −
 − −

= − − − − = − −  = = 
− −



− −
= → = − → − = − → = − −

 
− − = → − = → − = → =

− − −

 

Los valores buscados son 2a = −  y 5b = . 

b) Si a = b = 1 los puntos no están alineados y definen un plano. 

La recta que pasa por el origen de coordenadas y es perpendicular al plano que contiene a 

los puntos A, B y C tiene como vector director el vector normal del plano π definido por los 

tres puntos. 

El punto C queda ( ) ( )2,7, 1,7,1C a b− = − . Hallamos la ecuación del plano π que contiene 

los puntos A, B y C. 

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 3 2

2, 1, 1 3, 4, 3 3 4 3 0

0 4 11,7,1 0,4, 1

4 4 12 24 3 9 12 12 0 16 3 12 17 0

1,3,2

1,3,2

1,3,2

A x y z

u AB

v AC

x z y x x y z







  + − −


= = − − − = − −   − − = 
 −= = − − = − 

 + + − + − + + =   +

−

−

+ − =

−

 

El vector normal del plano π es ( )16,3,12n = . 

Hallamos la ecuación de la recta pedida. 

( )

( )

0,0,0

16 3 1216,3,12r

O r x y z
r

v n

 
  = =

= = 
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PevAU 2020 Modelo 2 Matema ticas II 

 

PRUEBA DE ACCESO Y ADMISIÓN A LA UNIVERSIDAD 
ANDALUCÍA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS 

CURSO 2019-2020 
MATEMÁTICAS II 

 

Instrucciones: a) Duración: 1 hora y 30 minutos 
 

b) Este examen consta de 8 ejercicios. 
 

c) Cada ejercicio tiene un valor máximo de 2.5 puntos. 
 

d) Se realizarán únicamente cuatro ejercicios de los ocho ejercicios propuestos. Si 

se realizan más de cuatro ejercicios, solo se evaluarán los primeros cuatro ejercicios 
que aparezcan físicamente en el papel de examen. 
 

e) Se permitirá el uso de calculadoras que no sean programables, ni gráficas ni con 

capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos 
conducentes a la obtención de resultados deben estar suficientemente justificados. 
 

f) En la puntuación máxima de cada ejercicio están contemplados 0,25 puntos para 

valorar la expresión correcta de los procesos y métodos utilizados. 

 
 

EJERCICIO 1 (2.5 puntos) 

Sabiendo que 
( ) ( )

20

ln 1 1
lim

x

x

xe x a x

x→

− + − +
 es finito, calcula a y el valor del límite (ln denota la 

función logaritmo neperiano). 
 

 

EJERCICIO 2 (2.5 puntos) 

Determina la función ( ): 1,f − + → , sabiendo que es dos veces derivable, su gráfica pasa 

por el punto (0, 1), ( )´ 0 0f =  y ( )
1

´́
1

f x
x

=
+

. 

 

 

EJERCICIO 3 (2.5 puntos) 

Considera el sistema de ecuaciones 

2

1ax y z

x ay z a

x y az a

 + + =


+ + =


+ + =

 

a) Discútelo según los valores de a. (1.75 puntos) 

b) Resuelve, si es posible, el sistema para 1a =  y 2a = − . (0.75 puntos) 
 

 

EJERCICIO 4 (2.5 puntos) 

Considera el punto P(1, 0, –1) y la recta 
2 5

1

x y z
r

x z

− + =
 

− =
. 

a) Determina el punto simétrico de P respecto de la recta r. (1.5 puntos) 

b) Calcula el punto de la recta r que dista 6  unidades de P. (1 punto)  
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PRUEBA DE ACCESO Y ADMISIÓN A LA UNIVERSIDAD 
ANDALUCÍA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS 

CURSO 2019-2020 
MATEMÁTICAS II 

 

 

EJERCICIO 5 (2.5 puntos) 

Sea f la función definida por ( ) para 2
2

x
f x x

x
= 

−
. 

a) Estudia la derivabilidad de f. (1.25 puntos) 

b) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f. (1.25 puntos) 

 

 

EJERCICIO 6 (2.5 puntos) 

Considera las funciones , :f g →  definidas por ( ) 4 2f x x= − +  y ( ) 2 2g x x x c= − + + . 

a) Halla el valor de c sabiendo que sus gráficas se cortan en el punto en el que g alcanza su 

máximo. (1 punto) 

b) Para c = –3, calcula el área de la región limitada por ambas gráficas. (1.5 puntos) 

  

 

EJERCICIO 7 (2.5 puntos) 

Considera la matriz 

1 3

2 2

3 1

2 2

A

 
− − 

 =
 

− 
 

 

a) Calcula A37 y A41. (1.5 puntos) 

b) Halla el determinante de la matriz ( )
4

523 tA A , donde 
tA  es la matriz traspuesta de A. (1 

punto) 

 

 

EJERCICIO 8 (2.5 puntos) 

Considera los vectores ( ) ( ) ( ), 1,0, 1 y , ,12,1,0u v w a b= − == . 

a) Halla a y b sabiendo que los tres vectores son linealmente dependientes y que w  es 

ortogonal a u . (1.5 puntos) 

b) Para a = 1, calcula el valor o valores de b para que el volumen del paralelepípedo 

formado por dichos vectores sea de 6 unidades cúbicas. (1 punto) 
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SOLUCIONES 

EJERCICIO 1 (2.5 puntos) 

Sabiendo que 
( ) ( )

20

ln 1 1
lim

x

x

xe x a x

x→

− + − +
 es finito, calcula a y el valor del límite (ln denota la 

función logaritmo neperiano). 

 

Calculamos el valor del límite. 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

0

2 20

0

0 0

ln 1 1 0 ln 1 0 1 0 0
lim

0 0

1
1

1det min ( ´ ) lim
2

1
0 1

1 1 1 11 0 ...
2·0 0 0

x

x

x x

x

xe x a x e a

x

e xe a
xIn er ación L Hôpital

x

e e a
a a

→

→

− + − + − + − +
= = =

+ − − +
+= = =

+ − − +
− − − − −+= = = =

 

 
Como el límite debe ser finito el numerador debe ser 0, por lo que 1 0 1a a− − =  = − . 

Seguimos calculando el valor del límite con a = –1. 

 

( )

( )

2

0

0 0 0

2

1

11 0
... det min ( ´ ) lim

0 0 2

1
0

1 0 1 1 1 3

2 2 2

x x x

x

e e xe
xa

In er ación L Hôpital

e e e

→

−
+ + −

+− −
= = = = =

−
+ + −

+ + +
= = =

 

 
El valor buscado es a = –1. El límite vale 3/2. 
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EJERCICIO 2 (2.5 puntos) 

Determina la función ( ): 1,f − + → , sabiendo que es dos veces derivable, su gráfica pasa 

por el punto (0, 1), ( )´ 0 0f =  y ( )
1

´́
1

f x
x

=
+

. 

 

Si ( )
1

´́
1

f x
x

=
+

 entonces su integral es f ´(x). 

 

( ) ( ) ( ) ( )
1

´ ´́ ln 1 ln 1 ,  pues 1,
1

f x f x dx dx x x C x
x

= = = + = + +  − +
+



   

 

Sabemos que ( )´ 0 0f = . 

 

( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

´ ln 1
0 ln 0 1 0 ´ ln 1

´ 0 0

f x x C
C C f x x

f

= + + 
 = + +  =  = +

= 

 

 

Si ( ) ( )´ ln 1f x x= +  entonces su integral es la función f(x). 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

Integración por partes

1
´ ln 1 ln 1

1

1
ln 1 ln 1

1 1

1 1 1 1
ln 1 ln 1

1 1 1

1
ln 1 1 ln 1

1

f x f x dx x dx u x du dx
x

dv dx v x

x
x x x dx x x dx

x x

x x
x x dx x x dx dx

x x x

x x dx dx x x x
x

 
 
 

= = + = = + → = = 
+ 

= → =  

= + − = + − =
+ +

+ − +
= + − = + − + =

+ + +

= + − + = + −
+

 
 
 

  
  
  





 

 ( ) ( ) ( )ln 1 1 ln 1x x x x K+ + = + + − +

 

 

También sabemos que su gráfica pasa por el punto (0, 1), lo que significa que f(0) = 1. 

 

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 ln 1
1 0 1 ln 0 1 0 1

0 1

1 ln 1 1

f x x x x K
K K

f

f x x x x

= + + − + 
 = + + − +  = 

= 

 = + + − +
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EJERCICIO 3 (2.5 puntos) 

Considera el sistema de ecuaciones 

2

1ax y z

x ay z a

x y az a

 + + =


+ + =


+ + =

 

a) Discútelo según los valores de a. (1.75 puntos) 

b) Resuelve, si es posible, el sistema para 1a =  y 2a = − . (0.75 puntos) 

 

a) El sistema tiene asociadas la matriz de coeficientes y matriz ampliada siguientes: 

 

2

1 1 1 1 1

1 1 ; / 1 1

1 1 1 1

a a

A a A B a a

a a a

   
   

= =   
   
   

 

 

Averiguamos cuando se anula el determinante de A. 
 

( )( )

( )( )

( )( )( )

( )( )( )

3 3

3

3 2

2

2

3

1 1

1 1 1 1 3 2

1 1

0 3 2 0 ...

1 0 3 2

1 1 1 2

1 1 2 0 3 2 1 2

1 3
1

1 1 4 1 2 1 9 2
2 0

1 32 2
2

2

3 2 1 1 2

1
... 1 1 2 0

2

a

A a a a a a a a

a

A a a

a a a a a

a a a

a a a a a

a
a a a

a

= = + + − − − = − +

=  − + = 

−

−

−  − + = − + −

− +
=−  − − −  

+ − =  = = = 
− − = −



− + = − − +

=
 − − + =  

= −

 

 

Aparecen tres situaciones diferentes que estudiamos por separado. 

 

CASO 1. 1 y 2a a  − . 

En este caso el determinante de A es no nulo y el rango de la matriz de A es 3, al igual 

que el rango de la matriz ampliada A/B y el número de incógnitas. El sistema es 

compatible determinado (una única solución). 

 

CASO 2. 1a = . 

En este caso el determinante de A es nulo y el rango de la matriz A es menor de 3. 
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El sistema queda 

1

1

1

x y z

x y z

x y z

+ + =


+ + =
 + + =

. Las tres ecuaciones son iguales y el sistema será 

compatible indeterminado (infinitas soluciones). Terminamos de resolverlo. 

 

1 1

1 1 1

1

x y z x

x y z x y z x y z y

x y z z

 





+ + = = − − 
 

+ + =  + + =  = − −  = 
 + + = = 

 

 

CASO 3. 2a = − . 

En este caso el determinante de A es nulo y el rango de la matriz A es menor de 3. 

 

Averiguamos los rangos de A y de A/B utilizando el método de Gauss para triangular la 

matriz A/B. 

2· 2ª 1ª
2 1 1 1

2 4 2 4
/ 1 2 1 2

2 1 1 1
1 1 2 4

0 3 3 3 Nueva fila 2ª

2· 3ª 1ª
2 1 1 1

2 2 4 8
0 3 3 3

2 1 1 1
0 3 3 9

0 3 3 9 Nueva fila 3ª

3ª 2ª

0 3 3 9

0 3 3

Fila Fila

A B

Fila Fila

Fila Fila

+ 
−   

− −  
= − −     −

  −   − − →
 

+ 
−  

−   
 − −    −

   −  − →
 

+

−


−

/

2 1 1 1

0 3 3 3
3

0 0 0 6
0 0 0 6 Nueva fila 3ª

A B

A

  
 − 
  

 − −   −
   
 →       

 

El rango de A es 2 y el de A/B es 3. Son distintos y el sistema es incompatible (sin 

solución). 

 

b) Para a = 1 las soluciones del sistema se han calculado en el apartado anterior y son: 
1 ; ; . Siendo ,x y z     = − − = =  . 

Para a = 2 el sistema queda 

2 1

2 2

2 4

x y z

x y z

x y z

− + + =


− + = −
 + − =

 y en el apartado anterior hemos comprobado 

que su sistema equivalente es 3

0

3

6

2 1

3

x y z

y z

−

 =

+ + =


− + = −



 y no tiene solución. 
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EJERCICIO 4 (2.5 puntos) 

Considera el punto P(1, 0, –1) y la recta 
2 5

1

x y z
r

x z

− + =
 

− =
. 

a) Determina el punto simétrico de P respecto de la recta r. (1.5 puntos) 

b) Calcula el punto de la recta r que dista 6  unidades de P. (1 punto)  

 

a) Nos piden hallar el punto P´ del dibujo. 

 
Hallamos el plano π perpendicular a la recta que pasa por el punto P. Este plano tiene como 

vector normal el vector director de la recta r. 

 

( )

( )

( )

2 5 2 5
2 1 5

1 1

2 2 5 7 3

0, 7, 1
7 3

1,3,1
1

r

r

x y z x z y
r y x x

x z x z

y x x y x

x
Q

r y r
v

z







− + = + − = 
   = + − + −  

− = − = 

 = − + −  = − + 

=
 − − 

  = − +   
= = − +

 

 

Hallamos la ecuación del plano π. 

 

( )

( )

( )1,0, 1 1,0, 1
1 0 1 0 0 3 0

3 01,3,1r

P P
D D x y z

x y z Dn v

 




−   −   
  + − + =  =   + + = 

 + + + == = 

 

 

Hallamos el punto M de corte de la recta r y el plano π. 

 

( )

( )

3 0

3 7 3 1 0 11 22 0
7 3

1

2

2 7 6 1 2, 1,1

1 2 1

x y z

x

r y

z

x

y M

z




   







 + + = 


= 
 + − + − + =  − =  

 = − + 
 = − + 

=


 =  = − + = −  −
 = − + =
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El punto M tiene coordenadas ( )2, 1,1M − . 

El punto P´ se obtiene al sumarle al punto M el vector PM . 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2, 1,1 1,0, 1 1, 1,2

´ 2, 1,1 1, 1,2 3, 2,3

PM

P M PM

= − − − = −

= + = − + − = −
 

 

El punto P´ simétrico de P respecto de la recta r tiene coordenadas ( )´ 3, 2,3P −  

 

b) La recta r tiene las ecuaciones paramétricas: 7 3

1

x

r y

z







=


 = − +
 = − +

. Un punto Q de la recta tiene 

coordenadas ( ), 7 3 , 1Q   − + − + . 

Hallamos la distancia de P a Q. 

 

( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

2 2 2

2 2 2 2

1,0, 1
, 7 3 , 1 1,0, 1 1, 7 3 ,

, 7 3 , 1

Distancia , 1 7 3

Distancia , 2 1 49 42 9 11 44 50

P
PQ

Q

P Q PQ

P Q

     
  

  

      

− 
 = − + − + − − = − − +

− + − + 

= = − + − + +

== − + + − + + = − +

 

 

Igualamos esta distancia a 6 . 

 

( )

( )

( ) ( )( )
( )

2

2 2

2

2

Distancia , 11 44 50
11 44 50 6 11 44 44 0

Distancia , 6

4 4 4 1 4 4
4 4 0 2 2, 1,1

2 2

P Q

P Q

Q

 
   

  

= − + 
 − + =  − + = 

= 

 − −
 − + =  = = =  −

 

 

El punto de la recta r que dista 6  unidades de P es el punto ( )2, 1,1M −  obtenido en el 

apartado anterior.  
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EJERCICIO 5 (2.5 puntos) 

Sea f la función definida por ( ) para 2
2

x
f x x

x
= 

−
. 

a) Estudia la derivabilidad de f. (1.25 puntos) 

b) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f. (1.25 puntos) 
 

a) La función tiene la expresión ( )
0

2

0 2
2

x
si x

x
f x

x
si x y x

x

−
 −

= 
  
 −

. 

La función tiene dominio =  2− . No es continua y por tanto no es derivable en x = 2. 

La función es derivable en  0,2−  y su derivada es: 

 

( )

( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

2 2 2

2 2 2

1· 2 1 2 2
0

2 2 2
´

1· 2 1 2 2
0 2

2 2 2

x x x x
si x

x x x
f x

x x x x
si x y x

x x x

− − − − − − + − −
= = 

− − −
= 

− − − − + = =  
 − − −

 

 

Estudiamos la derivabilidad en x = 0. 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
2

0 0

2
0 0

2 2 1
´ 0 lim ´ lim

4 22 1 1
´ 0 ´ 0

2 2 1 2 2
´ 0 lim ´ lim

4 22

x x

x x

f f x
x

f f

f f x
x

− −

+ +

−

→ →

− +

+

→ →

− − 
= = = = − 

−
 


 = − =
= = = =
− 

 

 

Al ser diferentes los valores de las derivadas laterales la función no es derivable en x = 0. 

La función es derivable en  0,2−  

 

b) La función derivada ( )
( )

( )

2

2

2
0

2
´

2
0 2

2

si x
x

f x

si x y x
x

−


−
= 

  
 −

nunca se anula, por lo que solo hay 

que ver si es creciente o decreciente antes, entre y después de los valores x = 0 y x = 2. 

• En ( ),0−  tomamos x = –1 y la derivada vale ( )
( )( )

2

2 2
´ 1 0

92 1
f

−
− = = − 

− −
. La 

función decrece en ( ),0− . 

• En ( )0,2  tomamos x = 1 y la derivada vale ( )
( )

2

2
´ 1 2 0

2 1
f = = 

−
. La función crece 

en ( )0,2 . 

• En ( )2,+  tomamos x = 3 y la derivada vale ( )
( )

2

2
´ 3 2 0

2 3
f = = 

−
. La función crece 

en ( )2,+ . 

Resumiendo: La función decrece en ( ),0−  y crece en ( ) ( )0,2 2, + .  
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos) 

Considera las funciones , :f g →  definidas por ( ) 4 2f x x= − +  y ( ) 2 2g x x x c= − + + . 

a) Halla el valor de c sabiendo que sus gráficas se cortan en el punto en el que g alcanza su 

máximo. (1 punto) 

b) Para c = –3, calcula el área de la región limitada por ambas gráficas. (1.5 puntos) 

  

a) Derivamos la función g y hallamos sus puntos críticos. 
 

( )

( )

2

2 2
´ 2 2

2 2 0 1 0 1 1
´ 0

g x x
x x x

g x

= − + 
 − + =  − =  = = 

= 

 

 

Sustituimos los dos valores en la segunda derivada para determinar su máximo. 
 

( )
( )

( ) ( )

´́ 1 4 0
´́ 4

´́ 1 4 1 4 0

g
g x x

g

= − 
= −  

− = − − = 

 

 

La función presenta un máximo relativo en x = 1. 

Averiguamos el valor de c para que el punto de corte de las dos gráficas sea en x = 1. 
 

( )

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )
22

4 2

2 4 1 2 1 2 1 2 1 3

1 1

f x x

g x x x c c c c

f g

= − + 


= − + +  − + = − + +  − = +  = −


= 

 

 

b) Para c = –3 las gráficas se cortan en x = 1, averiguamos el otro punto de corte. 

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )( )

2 2 2

2

4 2

2 3 4 2 2 3 6 5 0

6 4
5

6 6 4 1 5 6 16 2

6 42 2
1

2

f x x

g x x x x x x x x

f x g x

x

x

x

= − + 


= − + −  − + = − + −  − + = 


= 

+
= = − −  

 = = = 
− = =



 

El otro punto de corte de las gráficas es x = 5. 

El área del recinto encerrado entre las dos gráficas es el valor absoluto de la integral definida 

entre 1 y 5 de la diferencia de las dos funciones. 
 

( )
5 5

2 2

1 1

5
3 3 3

2 2 2

1

4 2 2 3 6 5

5 1
3 5 3·5 5·5 3·1 5·1

3 3 3

125 1 124 32
75 25 3 5 52

3 3 3 3

x x x dx x x dx

x
x x

− + − − + − = − + =

     
= − + = − + − − + =     

     

= − + − + − = − = −

 

 

 

El área del recinto encerrado entre las dos gráficas es 

232 32
10.66

3 3
Área u= − = .  
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EJERCICIO 7 (2.5 puntos) 

Considera la matriz 

1 3

2 2

3 1

2 2

A

 
− − 

 =
 

− 
 

 

a) Calcula A37 y A41. (1.5 puntos) 

b) Halla el determinante de la matriz ( )
4

523 tA A , donde tA  es la matriz traspuesta de A. 

 (1 punto) 

 

a) Calculamos las potencias de A en busca de una regularidad. 
 

2

3 2

1 3 1 3 1 3 3 3 1 3

2 2 2 2 4 4 4 4 2 2

3 1 3 1 3 3 3 1 3 1

2 2 2 2 4 4 4 4 2 2

1 3 1 3 1 3 3 3

1 02 2 2 2 4 4 4 4
·

0 13 1 3 1 3 3 3 1

2 2 2 2 4 4 4 4

A

A A A

      
− − − − − + −      

      = = =
      

− − − − − + − −      
      

    
− − − + −    

    = = = =
    

− − − − +    
    

Id
 

= 
 

 

 

Como 37 = 12 · 3 + 1 tenemos que: 

( ) ( )
12 1237 12·3 1 3 1

1 3

2 2
· · ·

3 1

2 2

A A A A Id A Id A A+

 
− − 

 = = = = = =
 

− 
 

 

 

Como 41 = 13 · 3 + 2 tenemos que: 

( ) ( )
13 1341 13·3 2 3 2 2 2 2

1 3

2 2
· · ·

3 1

2 2

A A A A Id A Id A A+

 
− 

 = = = = = =
 

− − 
 

 

 

b) Sabemos que 
tA A= . También que si A es una matriz cuadrada de orden 2 → 

23 3A A= . 

También que el determinante de un producto de matrices es igual al producto de los 

determinantes.  

1 3

1 32 2
1 1

4 43 1

2 2

tA A A

− −

= = + =  = =

−

 

 

Aplicamos estas propiedades al cálculo del determinante pedido. 
 

( ) ( )
4 4 45252 2 52 52 43 3 9 9·1 ·1 9t t tA A A A A A= = = =   
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EJERCICIO 8 (2.5 puntos) 

Considera los vectores ( ) ( ) ( ), 1,0, 1 y , ,12,1,0u v w a b= − == . 

a) Halla a y b sabiendo que los tres vectores son linealmente dependientes y que w  es 

ortogonal a u . (1.5 puntos) 

b) Para a = 1, calcula el valor o valores de b para que el volumen del paralelepípedo formado 

por dichos vectores sea de 6 unidades cúbicas. (1 punto) 

  

a) Si w  es ortogonal a u  su producto escalar es nulo. 

 

( )

( ) ( )( )2, ,1 , ,1

2,1,0

,1,0 0 2 0 2a

u

a

u

w a b a b b b

w




=  =  + =  = −



=

⊥

 

 

Si los tres vectores son linealmente dependientes su producto mixto es nulo. 

 

( )

( )

( )

2 1 0

1,0, 1 , 1 0 1 1 2

1, ,1

, 0 1 2 0 2 1

2,1,0

,

,

v v w a b

a bw a b

u

w

u

u v a b a b


  = −  = − = − − +  


= 

  =  − − + =  = −
 

=

 

 

Reunimos las dos ecuaciones en un sistema y lo resolvemos. 

 

( )
2 2 2 4 1

2 2 1 4 2 5 2 2 1 1
2 1 5 5 5 5

b a
b b b b b b a

a b

= −  −
 = − −  = − +  =  =  = − = − =

= − 
 

 

Los valores buscados son 
1

5
a

−
=  y 

2

5
b = . 

 

b) El volumen del paralelepípedo es el valor absoluto del producto mixto de los tres vectores. 

 

( )

( )

( )

1

2,1,0

,

2 1 0

1,0, , 1 0 1 1 1 2 2 2

1 11, ,1

v v w b b

u

u

bw b


  = −  = − = − − + = − +  


= 

=

 

Igualamos este volumen a 6 y hallamos el valor de b. 

 

3

, 2 2 2 2 6 2 8 4
2 2 6

2 2 6 2 46

,

2

u v w b b b b
b

b b bVolumen u

  = − + − + = → = → =    − + =  
− + = − → = −  = −=  

 

 

Los valores de b que hacen cumplir la condición pedida son b = –2 y b = 4. 
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PevAU 2020 Modelo 3 Matema ticas II 

 

PRUEBA DE ACCESO Y ADMISIÓN A LA UNIVERSIDAD 
ANDALUCÍA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS 

CURSO 2019-2020 
MATEMÁTICAS II 

 

Instrucciones: a) Duración: 1 hora y 30 minutos 
 

b) Este examen consta de 8 ejercicios. 
 

c) Cada ejercicio tiene un valor máximo de 2.5 puntos. 
 

d) Se realizarán únicamente cuatro ejercicios de los ocho ejercicios propuestos. Si 
se realizan más de cuatro ejercicios, solo se evaluarán los primeros cuatro ejercicios 

que aparezcan físicamente en el papel de examen. 
 

e) Se permitirá el uso de calculadoras que no sean programables, ni gráficas ni con 

capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos 

conducentes a la obtención de resultados deben estar suficientemente justificados. 
 

f) En la puntuación máxima de cada ejercicio están contemplados 0,25 puntos para 

valorar la expresión correcta de los procesos y métodos utilizados. 

 
 

EJERCICIO 1 (2.5 puntos) 

Considera la función f definida por ( )
3

2
 para 1, 1

1

x
f x x

x
=  −

−
. 

a) Estudia y halla las asíntotas de la gráfica de f. (1.25 puntos) 

b) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f. (1.25 puntos) 
 

 

EJERCICIO 2 (2.5 puntos) 

Determina la única función derivable :f →  que cumple que ( ) ( )0 1, ´ 0 1f f= =  y 

( ) ( )´́ 2xf x e x= + . 

 

 

EJERCICIO 3 (2.5 puntos) 

Considera 

1 0 2
2 1 1

, 1 , y 2
1 0 1

1 1 3

x

A B m X y C

z

     
       

= = − = = −       
       

     

. 

a) Determina los valores de m para los que AB no tiene inversa. (0.75 puntos) 

b) Determina los valores de m para los que BA no tiene inversa. (0.75 puntos) 

c) Para m = 0, resuelve, si es posible, el sistema dado por BAX C=  y halla una solución en 

la que 0x y z+ + = . (1 punto) 
 

 

EJERCICIO 4 (2.5 puntos) 

Considera los puntos ( ) ( ) ( ) ( ),2, 1 , 0,1,1 , 1,0,2  y 2,3, 1A t B C D t− − − − . 

a) Calcula el valor o valores de t para que el volumen del tetraedro de vértices A, B, C, D sea 

5 unidades cúbicas. (1.25 puntos) 

b) Para t = 0, calcula la distancia del punto A a la recta determinada por los puntos B y C. 

(1,25 puntos) 
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PRUEBA DE ACCESO Y ADMISIÓN A LA UNIVERSIDAD 
ANDALUCÍA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS 

CURSO 2019-2020 
MATEMÁTICAS II 

 

 

EJERCICIO 5 (2.5 puntos) 

Se sabe que la función :f →  dada por ( ) 3 2f x ax bx cx d= + + +  tiene un punto crítico en 

0x = , que su gráfica pasa por (0, 3) y que la recta 2 2y x= − +  es tangente a dicha gráfica en el 

punto de abscisa x = 1. Calcula a, b, c y d. 

 

 

EJERCICIO 6 (2.5 puntos) 

Calcula el valor de a > 0 para que el área comprendida entre la parábola 23 2y x ax= −  y el eje 

de abscisas sea 4 unidades cuadradas. 

  

 

EJERCICIO 7 (2.5 puntos) 

Considera las matrices 
1 1 2 1

y
1 2 2 0

A B
   

= =   
   

 

a) Sabiendo que la matriz X verifica que 
3 2X AX B= , halla los posibles valores de su 

determinante. (1 punto) 

b) Determina, si existe, una matriz Y que verifique 
2 1A YB A− = . (1.5 puntos) 

 

 

EJERCICIO 8 (2.5 puntos) 

Considera el punto A(0, 1, –2) y los planos 
1 22 5 0 y 5 6 4 0x y z x y z  − − + =  + − − = . 

a) Halla el punto simétrico de A respecto de 
1 . (1.5 puntos) 

b) Determina la recta que pasa por A y es paralela a 
1  y 

2 . (1 punto) 
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SOLUCIONES 

EJERCICIO 1 (2.5 puntos) 

Considera la función f definida por ( )
3

2
 para 1, 1

1

x
f x x

x
=  −

−
. 

a) Estudia y halla las asíntotas de la gráfica de f. (1.25 puntos) 

b) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f. (1.25 puntos) 
 

a) El dominio de la función es  1,1− − . 

 

Asíntotas verticales. x a=  

 

¿Es 1x = −  asíntota vertical? 

( )
3

21 1

1
lim lim

1 0x x

x
f x

x→− →−

−
= = = 

−
 

1x = −  es asíntota vertical. 

 

¿Es 1x =  asíntota vertical? 

( )
3

21 1

1
lim lim

1 0x x

x
f x

x→ →
= = = 

−
 

1x =  es asíntota vertical 

 

Asíntota horizontal. y b=  

  ( )
3 3

2 2
lim lim lim lim

1x x x x

x x
b f x x

x x→ → → →
= = = = = 

−
 

 

No tiene asíntota horizontal. 

 

Asíntota oblicua. y mx n= +  

( )

3

3 32

3 3

1lim lim lim lim 1
x x x x

x
f x x xxm

x x x x x→ → → →

−= = = = =
−

 

( )( )
( )3 23 3

2 2

1
lim lim lim lim

1 1x x x x

x x xx x
n f x mx x

x x→ → → →

− − 
= − = − = = 

− − 

3x−
2

2 2

1

1 1
lim lim lim 0

1x x x

x

x

x x

x x x→ → →

+
=

−

= = = = =
− 

 

 

La asíntota oblicua tiene ecuación y x= . 

 

Resumiendo: La función tiene dos asíntotas verticales: 1x = −  y 1x = , no tiene asíntota 

horizontal y tiene una asíntota oblicua de ecuación y x= . 

 

b) Calculo la derivada de la función. 
 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 3 4 2 4 4 2

2 2 2
2 2 2

3 1 2 3 3 2 3
´

1 1 1

x x x x x x x x x
f x

x x x

− − − − −
= = =

− − −
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Busco los valores que anulan la derivada de la función. 

( )
( )

( )

4 2
4 2

2
2

2

2 2

2 2

3
´ 0 0 3 0

1

0 0
3 0

3 0 3 3

x x
f x x x

x

x x
x x

x x x

−
=  =  − = 

−

 = → =
 − =  

− = → =  = 

 

 

La función tiene tres puntos críticos: 3 1.73x = − − , x = 0, 3 1.73x = . En x = –1 y 

1x =  la función no existe. 

Estudiamos el cambio del signo de la derivada antes, entre y después de estos valores. 

 

• En ( ), 3− −  tomamos x = –2 y la derivada vale ( )
( ) ( )

( )( )

4 2

2
2

2 3 2 4
´ 2 0

92 1

f
− − −

− = = 

− −

. 

La función crece en ( ), 3− − . 

• En ( )3, 1− −  tomamos x = –1.5 y la derivada vale 

( )
( ) ( )

( )( )

4 2

2
2

1.5 3 1.5 27
´ 1.5 0

251.5 1

f
− − − −

− = = 

− −

. La función decrece en ( )3, 1− −  

• En ( )1,0−  tomamos x = –0.5 y la derivada vale 

( )
( ) ( )

( )( )

4 2

2
2

0.5 3 0.5 11
´ 0.5 0

40.5 1

f
− − − −

− = = 

− −

. La función decrece en ( )1,0−  

• En ( )0,1  tomamos x = 0.5 y la derivada vale ( )
( ) ( )

( )( )

4 2

2
2

0.5 3 0.5 11
´ 0.5 0

40.5 1

f
− −

= = 

−

. La 

función decrece en ( )0,1  

• En ( )1, 3  tomamos x = 1.5 y la derivada vale ( )
( ) ( )

( )( )

4 2

2
2

1.5 3 1.5 27
´ 1.5 0

251.5 1

f
− −

= = 

−

. 

La función decrece en ( )1, 3  

• En ( )3,+  tomamos x = 2 y la derivada vale ( )
( ) ( )

( )( )

4 2

2
2

2 3 2 4
´ 2 0

92 1

f
−

= = 

−

. La 

función crece en ( )3,+ . 

 

La función crece en ( ) ( ), 3 3,− −  +  y decrece en ( ) ( ) ( )3, 1 1,1 1, 3− −  −   
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EJERCICIO 2 (2.5 puntos) 

Determina la única función derivable :f →  que cumple que ( ) ( )0 1, ´ 0 1f f= =  y  

( ) ( )´́ 2xf x e x= + . 

 

Si ( ) ( )´́ 2xf x e x= +  entonces su integral es f ´(x). 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

Integración por partes

´ ´́ 2 2 2

2 1

x x x

x x x

x x x

f x f x dx e x dx u x du dx x e e dx

dv e dx v e dx e

x e e x e C

 
  

= = + = = + → = = + − = 
 

= → = =  

= + − = + +

  


  

 

Como sabemos que ( )´ 0 1f =  debe cumplirse que: 

 

( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )0

´ 1
1 0 1 1 1 0 ´ 1

´ 0 1

x

x
f x x e C

e C C C f x x e
f

= + + 
 = + +  = +  =  = +

= 

 

 

Si ( ) ( )´ 1 xf x x e= +  entonces su integral es la función f(x). 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

Integración por partes

´ 1 1 1

1

x x x

x x x

x x x

f x f x dx x e dx u x du dx x e e dx

dv e dx v e dx e

x e e xe K

 
  

= = + = = + → = = + − = 
 

= → = =  

= + − = +

  


 

 

También sabemos que f(0) = 1. 

 

( )

( )
( )01 0 1 1

0 1

x

x
f x xe K

e K K f x xe
f

= + 
 = +  =  = +

= 

 

 

La única función que cumple todo lo pedido es ( ) 1xf x xe= + . 
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EJERCICIO 3 (2.5 puntos) 

Considera 

1 0 2
2 1 1

, 1 , y 2
1 0 1

1 1 3

x

A B m X y C

z

     
       

= = − = = −       
       

     

. 

a) Determina los valores de m para los que AB no tiene inversa. (0.75 puntos) 

b) Determina los valores de m para los que BA no tiene inversa. (0.75 puntos) 

c) Para m = 0, resuelve, si es posible, el sistema dado por BAX C=  y halla una solución en la 

que 0x y z+ + = . (1 punto) 

 

a) Para que la matriz AB no tenga inversa su determinante debe ser nulo. 
 

1 0
2 1 1 2 1 1 0 1 2 1

1
1 0 1 1 0 1 0 0 1 2 1

1 1

2 1
2 2 2 2

2 1

0 2 0 0

m m
AB m

m
AB m m

AB m m

 
− + + + +      

= − = =       + + + +      
 

+
= = − − = −

=  − =  =

 

 

La matriz AB no tiene inversa cuando m = 0. 

 

b) Para que la matriz BA no tenga inversa su determinante debe ser nulo. 

 

1 0 2 1 1 2 1 1
2 1 1

1 2 1 1 2 1 1
1 0 1

1 1 2 1 1 1 1 3 1 2

2 1 1

2 1 1 4 3

3 1 2

BA m m m m m

BA m m

     
      

= − = − + − − + = − + − − +      
      + +     

= − + − − + = − − 3 2m+ − 3 4m+ + + 2 2m− + 2 0m− =

 

 

La matriz BA tiene determinante nulo, independientemente del valor de m, por lo que no 

tiene inversa para cualquier valor de m. 

 

c) Para m = 0 la matriz BA queda 

2 1 1

2 1 1

3 1 2

BA

 
 

= − − − 
 
 

. 

Obtenemos el sistema asociado a la ecuación matricial BAX C= y lo resolvemos. 

 

 

2 1 1 2 2 2

2 1 1 2 2 2 1ª 2ª

3 1 2 3 3 2 3

x x y z

y x y z y ecuación son semejantes

z x y z

+ + =     
    

− − − = −  − − − = −      
     + + =     
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( )

2 2 2 2
3 2 2 2 3 1

3 2 3 3 2 3

1

1 2 2 1 2 2 2

x y z y z x
x z x z x z

x y z x y z

x

x z y z z z z z y

z







+ + = = − − 
   + − − + =  + =  

+ + = + + = 

= −


 = −  = − − − = − − + =  =
 =

 

 

Las soluciones del sistema son: 1 ; ; conx y z   = − = =  . 

 

Si le añadimos la condición 0x y z+ + =  tenemos: 

 

( )
0

1 1 2
1

1 0 1 1

1

x y z
x

x
y

y
z

z


   





+ + = 
= − − =

= − 
 − + + =  = −  = −  

=   = − = 

 

 

La solución buscada es 2; 1; 1x y z= = − = −  
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EJERCICIO 4 (2.5 puntos) 

Considera los puntos ( ) ( ) ( ) ( ),2, 1 , 0,1,1 , 1,0,2  y 2,3, 1A t B C D t− − − − . 

a) Calcula el valor o valores de t para que el volumen del tetraedro de vértices A, B, C, D sea 5 

unidades cúbicas. (1.25 puntos) 

b) Para t = 0, calcula la distancia del punto A a la recta determinada por los puntos B y C.  

     (1,25 puntos)  

 

a) El volumen del tetraedro de vértices A, B, C, D es la sexta parte del valor absoluto del 

producto mixto de los vectores BC , BA  y BD . 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1,0, 2 0,1,1 1, 1,1 1 1 1

, 2, 1 0,1,1 ,1, 2 , , 1 2

2 2 22,3, 1 0,1,1 2, 2, 2

2

BC

BA t t BC BA BD t

tBD t t

t

= − − = − − − −


 = − − = −  = − =  
 − −= − − − = − − 

= + 4+ 2 2t+ − ( )2 4t t+ − − − 2t t= + 2 2t t− − 2t t= − +

 

 

Como el volumen debe ser 5 tenemos: 

 

( )( )

( )

( )( )

( )

2
2

2

2 2

2

2 2

2

, ,

5 306 6 6
5

30 30 0

1 1 4 1 30 3 119

2 1 2

30 30 0

1 11
5

1 1 4 1 30 1 121 2

1 112 1 2

Im

2

¡ !

BC BA BD t t t t
Volumen t t

Volumen

t t

pos

t t

t

t

ible

t t t

t

  − +  − += =  =  − + = 


= 

− + = → − + − = →

−  − − − −  −
→ = = =

− −

− + = − → − + + = →

− +
= −

−  − − −  −
→ = = =

− −− −
=

−
6








 
 


 

 

 

Los valores de t buscados son t = –5 y t = 6. 

 

b)  Hallamos el punto Q del dibujo determinando el plano π perpendicular a la recta r y que 

contiene el punto A. Después hallamos el punto de corte Q de recta y plano. 
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La recta r determinada por los puntos B y C tiene como vector director ( )1, 1,1BC = − − . 

( )

( )

0,1,1
1

1, 1,1
1r

x
B r

r y
v BC

z







= −
  

  = − 
= = − −   = +

 

 

 El plano π tendrá como vector normal el vector director de la recta. 
 

( )

( )

( )0,2, 1 0,2, 1
0 2 1 0 3

01, 1,1

3 0

A A
D D

x y z Dn BC

x y z

 





−   −   
  − − − + =  =  

 − − + + == = − − 

  − − + + =

 

 

Hallamos el punto Q de corte de recta y plano. 
 

( )

( )

3 0

1 1 3 0 3 3 0 1
1

1

1

1 1 2 1,2,0

1 1 0

x y z

x

r y

z

x

y Q

z




    





 − − + + = 


= − 
 − − + + + =  + =  = −  

 = − 
 = + 

=


 = + = 
 = − =

 

 

La distancia del punto A a la recta r es el módulo del vector AQ . 
 

( ) ( ) ( )

( ) 2 2 2

1,2,0 0,2, 1 1,0,1

tan , 1 0 1 2

AQ

Dis cia A r AQ u

= − − =

= = + + =

 

 

OTRA FORMA DE RESOLVER EL APARTADO b) 

Si llamamos r a la recta definida por los puntos B y C podemos utilizar la fórmula de la 

distancia de un punto a una recta. 
 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

( )
( ) ( )

2 2 2

2 22

1, 1,1 1 1 1 3

0, 2, 1 0,1, 2 0,1,1

1 1 1 2 2,1, 1

0 1 1

2 1 1 6
tan , 2

3 3

BC BC

AB

i j k

BC AB i k j i i j k

BC AB
Dis cia A r u

BC

= − −  = − + − + =

= − − − =

 = − − = − − + − = − + − = − −

 − + + −
= = = =
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EJERCICIO 5 (2.5 puntos) 

Se sabe que la función :f →  dada por ( ) 3 2f x ax bx cx d= + + +  tiene un punto crítico en 

0x = , que su gráfica pasa por (0, 3) y que la recta 2 2y x= − +  es tangente a dicha gráfica en el 

punto de abscisa x = 1. Calcula a, b, c y d. 

 

Si la función tiene un punto crítico en x = 0 la derivada debe anularse → ( )´ 0 0f =  

( )

( )

2´ 3 2
0 0 0 0

´ 0 0

f x ax bx c
c c

f

= + + 
 = + +  =

= 

 

La función queda ( ) 3 2f x ax bx d= + + . 

Si su gráfica pasa por (0, 3) significa que f(0) = 3. 

 

( ) 3 20 3 ·0 ·0 3f a b d d= = + +  =  

 

La función queda ( ) 3 2 3f x ax bx= + + . 

 

Si la recta 2 2y x= − +  es tangente a dicha gráfica en el punto de abscisa x = 1 significa que 

la derivada en x = 1 vale –2 (pendiente de la recta tangente) → ( )´ 1 2f = − . También la recta 

tangente y la función coinciden en x = 1. 

 

( )

( )
( ) ( )

2

2

´ 1 2
2 3 1 2 1 2 3 2

´ 3 2

f
a b a b

f x ax bx

= − 
 − = +  − = +

= + 

 

 

La recta tangente 2 2y x= − +  en x = 1 toma el valor 2 2 0y = − + = . La función pasa por el 

punto de tangencia ( )1,0 . 

 

( )

( )

3 2 3
0 3

La función pasa por 1,0

f x ax bx
a b

= + + 
 = + +



 

 

Reunimos estas dos ecuaciones en un sistema y lo resolvemos. 

 

( )
2 3 2 2 3 2

2 3 3 2 2 3 9 2
0 3 3

7 7 7 3 4

a b a b
b b b b

a b b a

b b a

− = + − = + 
  − = − − +  − = − − +  

= + + − − = 

 = −  = −  = − =

 

 

Los valores buscados son a = 4, b = –7, c = 0 y d = 3. 
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos) 

Calcula el valor de a > 0 para que el área comprendida entre la parábola 23 2y x ax= −  y el eje 

de abscisas sea 4 unidades cuadradas. 

  

Hallamos los puntos de corte de la parábola con el eje de abscisas. 

 

( )
2

2

0
3 2

3 2 0 3 2 0 2
0 3 2 0 3 2

3

x
y x ax

x ax x x a
y x a x a x a

 =
= − 

 − =  − =  
= − = → = → = 



 

 

El área comprendida entre la parábola y el eje de abscisas es el valor absoluto de la integral 

definida de la función entre 0 y 
2

3
a . 

 

 

3 22 /3 2
2 3 2 3 2 3 3 33

0
0

3 3

2 2 8 4 4
3 2 · 0 ·0

3 3 27 9 27

4 4
0

27 27

a
a

x axdx x ax a a a a a a a

Área a a a

    
   − = − = − − − = − = −       

     

= − =  =



 

 

Igualamos el área a 4. 

 

3 3 34 27·4
4 27 27 3

27 4
Área a a a= =  = = → = =  

 

El valor buscado es a = 3. 
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EJERCICIO 7 (2.5 puntos) 

Considera las matrices 
1 1 2 1

y
1 2 2 0

A B
   

= =   
   

 

a) Sabiendo que la matriz X verifica que 3 2X AX B= , halla los posibles valores de su 

determinante. (1 punto) 

b) Determina, si existe, una matriz Y que verifique 2 1A YB A− = . (1.5 puntos) 

 

a) Calculamos el determinante de A y de B. 

 

1 1 2 1
2 1 1 0 2 2

1 2 2 0
A B= = − = = = − = −  

 

Aplicamos las propiedades de los determinantes en la igualdad 3 2X AX B= . 

 

( )
2 3 2 3 23 2 3

4 4

· · · · ·1· 2

4 4 2 2

X AX B X A X B X A X B X X

X X X

=  =  =  = − 

 =  = =  = 

 

 

b) Multiplicamos por la matriz B en ambos miembros de la igualdad
2 1A YB A− = . 

 
2 1 2A YB B AB A Y AB− =  =  

 

Como la matriz A tiene determinante no nulo tiene matriz inversa A–1. Multiplicamos la 

igualdad anterior por la inversa de A. 

 
1 2 1 1 1A A Y A AB A AAY A AB AY B− − − −=  =  =  

 

Volvemos a multiplicar por la inversa de A. 

 
1 1 1A AY A B Y A B− − −=  =  

 

Calculamos la inversa de A. 
 

( )
1

1 1

2 11 2

1 11

t Adj
Adj A

A
A

−

 
 

−  = = =  
− 

 

 

Hallamos la expresión de Y. 
 

1
2 1 2 1 4 2 2 0 2 2

1 1 2 0 2 2 1 0 0 1
Y A B Y−

− − −      
= = =  =      

− − + − + −      
 

 

  

http://www.ebaumatematicas.com/


PevAU 2020 Modelo 3 Matemáticas II en Andalucía      

 

467 de 571  www.ebaumatematicas.com  

EJERCICIO 8 (2.5 puntos) 

Considera el punto A(0, 1, –2) y los planos 
1 22 5 0 y 5 6 4 0x y z x y z  − − + =  + − − = . 

a) Halla el punto simétrico de A respecto de 
1 . (1.5 puntos) 

b) Determina la recta que pasa por A y es paralela a 
1  y 

2 . (1 punto) 

 

a) Deseamos hallar el punto A´ simétrico de A respecto del plano 
1 . 

 
 

Hallamos la recta r perpendicular al plano que pasa por el punto A. Dicha recta tendrá como 

vector director el normal del plano. 
 

( )

( )

( )

1 1

1

2 5 0 2, 1, 1

2
2, 1, 1

1
0,1, 2

2

r

x y z n

x
v n

r r y
A r

z









 − − + =  = − −

=
 = = − − 

   = − 
−   = − −

 

 

Hallamos el punto M de corte de la recta r y el plano 
1 . 

 

( ) ( )

( )

( )

( )

( )

1 2 5 0

2
4 1 2 5 0 4 1 2 5 0

1

2

2 1 2
6

6 6 0 1 1 1 1 2 2,2, 1
6

2 2 1 1

x y z

x

r y

z

x

y M

z




     





  



 − − + = 


= 
 − − − − − + =  − + + + + = 

 = − 
 = − − 

= − = −
−

 + =  = = −  = − = − − =  − −


= − − = − − − = −

 

 

El punto A´ se obtiene sumando al punto M el vector AM . 
 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2,2, 1 0,1, 2 2,1,1

´ 2,2, 1 2,1,1 ´ 4,3,0

AM

A M AM A

= − − − − = −

= + = − − + −  = −
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b) Si una recta es paralela a 
1  y 

2  su vector director será perpendicular a los vectores normales 

de los planos. Este vector es el producto vectorial de los vectores normales de ambos planos. 

( )

( )

( )

1 1

1 2

2 2

2 5 0 2, 1, 1
2 1 1

5 6 4 0 1,5, 6
1 5 6

6 10 12 5 11 11 11 11,11,11

r

r

i j k
x y z n

v n n
x y z n

v i j k k j i i j k





 − − + =  = − − 
 =  = − −

 + − − =  = −  −

= − + + + + = + + =

 

 

Hallamos la ecuación de la recta r. 
 

( )

( )

0,1, 2 1 2
1 2

11 11 1111,11,11r

A r x y z
r r r x y z

v

 −  − +
   = =   = − = +

=

 

 

OTRA FORMA DE RESOVER EL APARTADO b) 

Los planos 
1  y 

2  son secantes pues sus vectores normales no son paralelos. 

( )

( )

1 1

2 2

2 5 0 2, 1, 1 2 1 1

1 5 65 6 4 0 1,5, 6

x y z n

x y z n





 − − + =  = − − − −
  

− + − − =  = − 

 

 

Los planos definen una recta s. Hallamos su ecuación y su vector director. 
 

( )1

2

2 5 0 2 5
5 6 2 5 4 0

5 6 4 0 5 6 4 0

5 12 6 30 4 0 11 11 34 0 11 34 11

34 34 68
2 5 2 5

11 11 11

34

11
13

:
11

13

11

x y z x y z
x y x y

x y z x y z

x y x y x y x y

x y z y y z y y

x y

z y s y y

z y





 − − + = − + = 
  + − − + − =  

 + − − = + − − = 

 + − + − − =  − + − =  − = − 

− − − 
 = +  = + − +  = + − +  

 

−
= +

−
 = +  =

−
= +

( )1,1,1su




 =




 

 

La recta r paralela a 
1  y 

2  tiene como vector director a ( )1,1,1sv =  vector director de la 

recta s. Hallamos la ecuación de la recta r pedida. 
 

( )

( )

0,1, 2 1 2
1 2

1 1 11,1,1r s

A r x y z
r r r x y z

v u

 −  − +
   = =   = − = +

= =
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PevAU 2020 Modelo 5 Matema ticas II 

 

PRUEBA DE ACCESO Y ADMISIÓN A LA UNIVERSIDAD 
ANDALUCÍA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS 

CURSO 2019-2020 
MATEMÁTICAS II 

 

Instrucciones: a) Duración: 1 hora y 30 minutos 
 

b) Este examen consta de 8 ejercicios. 
 

c) Cada ejercicio tiene un valor máximo de 2.5 puntos. 
 

d) Se realizarán únicamente cuatro ejercicios de los ocho ejercicios propuestos. Si 

se realizan más de cuatro ejercicios, solo se evaluarán los primeros cuatro ejercicios 

que aparezcan físicamente en el papel de examen. 
 

e) Se permitirá el uso de calculadoras que no sean programables, ni gráficas ni con 
capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos 

conducentes a la obtención de resultados deben estar suficientemente justificados. 
 

f) En la puntuación máxima de cada ejercicio están contemplados 0,25 puntos para 

valorar la expresión correcta de los procesos y métodos utilizados. 

 
 

EJERCICIO 1 (2.5 puntos) 

Sea :f →  la función definida por ( ) ( ) 45 xf x x e −= − . Determina los puntos de la gráfica 

de f cuya recta tangente tiene pendiente máxima. 
 

 

EJERCICIO 2 (2.5 puntos) 

Considera la función :f →  definida por  ( )
1

1 t
f t

e
=

+
 

a) Calcula ( )f t dt  (Sugerencia: efectúa el cambio de variable 1 tx e= + ). (1.5 puntos) 

b) Se define ( ) ( )
0

x

g x f t dt=  . Calcula 
( )

0
lim
x

g x

x→
 (1 punto) 

 

 

EJERCICIO 3 (2.5 puntos) 

Considera el sistema de ecuaciones 

( )

1

5 2 0

3 3

my z

x y mz

my m z

 − + =


+ + =
 + − = −

. 

a) Discute el sistema en función de m. (1.25 puntos) 

b) Para m = 0, resuelve el sistema. Calcula, si es posible, una solución en la que y = 5. (1.25 

puntos) 
 
 

EJERCICIO 4 (2.5 puntos) 

Considera los puntos ( ) ( ) ( )1,0,1 , 1,0,2  y O 0,0,0A B − , y la recta 

1

2

x

r y

z





= − −


 =
 =

. 

a) Calcula la distancia del punto A a la recta r. (1.5 puntos) 

b) Determina el área del triángulo de vértices A, B y O. (1 punto) 
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PRUEBA DE ACCESO Y ADMISIÓN A LA UNIVERSIDAD 
ANDALUCÍA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS 

CURSO 2019-2020 
MATEMÁTICAS II 

 

 

EJERCICIO 5 (2.5 puntos) 

Se sabe que la función :f →  dada por  

( ) 3 2 1f x ax bx cx= + + − , 

tiene un punto crítico en 2x =  y que la recta normal a su gráfica en el punto de abscisa 1x =  es 

1 3

2 2
y x= + . Calcula a, b y c. 

 

 

EJERCICIO 6 (2.5 puntos) 

Calcula ( )cos ln x dx  (ln denota la función logaritmo neperiano). 

  

 

EJERCICIO 7 (2.5 puntos) 

Considera 

1 1 5 3

2 3 , 1 y 1

1 0 4 2 0

m

A m B C

m

−     
     

= − = − =     
     −     

 

a) Determina los valores de m para los que la ecuación AX B C+ =  tiene solución única. (1 

punto) 

b) Para m = 0, halla X tal que AX B C+ = . (1.5 puntos) 

 

 

EJERCICIO 8 (2.5 puntos) 

Considera el plano 2 3 0x y z  − + − = , la recta 

3

1 2

2

x

r y

z







= +


 = −
 = − −

 y el punto ( )1,1,2P . 

a) Determina la ecuación general del plano perpendicular a π, paralelo a r y que pasa por el 

punto P. (1.25 puntos) 

b) Calcula el punto simétrico de P respecto de la recta r. (1.25 puntos)   
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SOLUCIONES 

EJERCICIO 1 (2.5 puntos) 

Sea :f →  la función definida por ( ) ( ) 45 xf x x e −= − . Determina los puntos de la gráfica 

de f cuya recta tangente tiene pendiente máxima. 

 

La pendiente de la recta tangente viene dada por el valor de la derivada de la función. 

 

( ) ( ) ( ) ( )4 4 4´ 1 5 4x x xf x e x e x e− − −= − + − = −  

 

Buscamos los puntos críticos de la derivada calculando su derivada ( )´́f x  e igualándola a 0. 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

4 4 4

4

4

´́ 1 4 3

0
´

3

¡I
´ 0 3 0

0

m !

3

x x x

x

x

f

posible

x e x e x e

e
f x x e

x x

− − −

−

−

= − + − = −

 = →
=  − =  

− =  =

 

 

Comprobamos si en x = 3 hay un máximo de la derivada viendo si la derivada tercera es 

positiva o negativa. 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )4 4 4 3 4 1´́ ´ 1 3 2 ´́ ´ 3 2 3 0x x xf x e x e x e f e e− − − − −= − + − = −  = − = −   

 

La pendiente de la recta tangente es máxima en x = 3. 
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EJERCICIO 2 (2.5 puntos) 

Considera la función :f →  definida por  ( )
1

1 t
f t

e
=

+
 

a) Calcula ( )f t dt  (Sugerencia: efectúa el cambio de variable 1 tx e= + ). (1.5 puntos) 

b) Se define ( ) ( )
0

x

g x f t dt=  . Calcula 
( )

0
lim
x

g x

x→
 (1 punto) 

 
 

a) Calculamos la integral pedida usando el cambio de variable sugerido y la descomposición en 

fracciones simples. 

( )
( )

( ) ( )

( )

( )
( )

( )

( )

1 1
1 1 1 1

...
1 1 1

1 1

1

11 1
1 1

1 1 1 1

0 1 0 1 0 1 1 1 1 1

1 11 1 0 1

1 1
...

t t

t

t

t

x e x e

f t dt dt dx e dt dx dx
e x x x x

dt dx dx
e x

A x BxA B
A x Bx

x x x x x x x x

x A A A

x x x xx B B

x

 
 = + → − =
 

= = = = = = 
+ − − 

 = =
− 

− +
= +  =  = − + 

− − − −

= → = − + → = − → = − −
  = +

− −= → = + → =

−
= +

 
  
  



( )

( ) ( )

1 1
ln ln 1 ln 1 ln

1 1

ln 1 ln 1

t t

t t

dx dx dx x x e e
x x x

e t t e C

−
= + = − + − = − + + =

− −

= − + + = − + +

  
  
  

 

 

b) Calculamos la expresión de g(x). 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0

0
0

ln 1 ln 1 0 ln 1 ln 1 ln 2

x
x

t x xg x f t dt t e x e e x e     = = − + = − + − − + = − + +
       

 

Pasamos a calcular el límite pedido. 
 

( ) ( ) ( )0

0 0

0

0

00

ln 1 ln 2 0 ln 1 ln 2
lim lim

0

1 0
0 1det min ( ´ ) lim
0 1

1 1
lim1 1 1

1 1 2 2

x

x x

x

x

x

x

xx

x e eg x

x x

e

eIn er ación L Hôpital

e e

e e

→ →

→

→

− + + − + +
= = =

− +
+= = = =

= − = − = − =
+ +
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EJERCICIO 3 (2.5 puntos) 

Considera el sistema de ecuaciones 

( )

1

5 2 0

3 3

my z

x y mz

my m z

 − + =


+ + =
 + − = −

. 

a) Discute el sistema en función de m. (1.25 puntos) 

b) Para m = 0, resuelve el sistema. Calcula, si es posible, una solución en la que y = 5.  

     (1.25 puntos) 
 

a) La matriz de coeficientes y la matriz ampliada asociada al sistema son: 

 

0 1 0 1 1

5 2 y / 5 2 0

0 3 0 3 3

m m

A m A B m

m m m m

− −   
   

= =   
   − − −   

 

 

Averiguamos cuando se anula el determinante de A. 

 

( )

( )

2 2

2

0 1

5 2 0 0 5 0 5 3 0 5 5 15 5 10

0 3

0
0 5 10 0 5 2 0

2 0 2

m

A m m m m m m m m m

m m

m
A m m m m

m m

−

= = + + − + − − = + − = −

−

 =
=  − =  − =  

− = → =

 

 

Tenemos tres situaciones diferentes que estudiamos por separado. 

 

CASO 1. Si 0 y 2m m   

En este caso el determinante de A es no nulo y el rango de A es 3, al igual que el rango de 

A/B y el número de incógnitas. El sistema es compatible determinado. 

 

CASO 2. Si 0m =  

En este caso el determinante de A es nulo y el rango de A es menor de 3. 

El sistema queda muy sencillo, intentamos resolverlo. 

 

1 1
2

5 2 0 5 2 0 5 2 0
5

3 3 1

z z

x y x y x y x y

z z

= =


+ =  + =  + =  = − 
 − = − = 

 

 

El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones). 

 

CASO 3. Si 2m =  

En este caso el determinante de A es nulo y el rango de A es menor de 3. 

El sistema queda muy sencillo, intentamos resolverlo. 

 

( )

( )

2 1 1 2
5 2 2 1 2 0

5 2 2 0 5 2 2 0
2 1 2 3

2 3 2 3

y z z y
x y y

x y z x y z
y y

y z y z

− + = = + 
+ + + =  

+ + =  + + =    
− + = −  − = − − = − 
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!
5 2 2 4 0 5 6 2

2 2
¡Im

1 31 3
pos

x y y x y
le

y
ib

y

+ + + = + = − 
   

− − = − − − =
 

 

Nos queda una ecuación imposible, por lo que el sistema es incompatible (sin solución). 

 

Resumiendo: Si 0 y 2m m   el sistema es compatible determinado, si 0m =  El sistema 

es compatible indeterminado y si 2m =  el sistema es incompatible. 

 

b)  Para m = 0 el sistema se ha resuelto en el apartado anterior y sus infinitas soluciones son: 

 

2
; ; 1;

5
x y z  = − = =   

 

Obtenemos la solución para y = 5. 

 

2
2

5 ·5 2 ; 1 5
5

1

x

y x z y

z



= −


= =  = − = − =  =
 =

 

 

La solución es 2; 5; 1x y z= − = = . 
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EJERCICIO 4 (2.5 puntos) 

Considera los puntos ( ) ( ) ( )1,0,1 , 1,0,2  y O 0,0,0A B − , y la recta 

1

2

x

r y

z





= − −


 =
 =

. 

a) Calcula la distancia del punto A a la recta r. (1.5 puntos) 

b) Determina el área del triángulo de vértices A, B y O. (1 punto) 

 

a) Hallamos el punto Q del dibujo (proyección ortogonal del punto A en la recta r) 

determinando el plano π perpendicular a la recta r y que contiene el punto A. Después 

hallamos el punto Q de corte de recta y plano. 

 
 

El vector director de la recta 

1

2

x

r y

z





= − −


 =
 =

 es ( )1,1,0rv = −  

El plano π tendrá como vector normal el vector director de la recta. 

 

( )

( )

( )1,0,1 1,0,1
1 0 0 1 1 0

01,1,0r

A A
D D x y

x y Dn v

 




    
  − + + =  =   − + + = 

 − + + == = − 

 

 

Hallamos el punto de corte de recta y plano. 

 

( )

( )

( )

1 0

1
1 1 0 1 1 0 2 2

2

1 1 0

1 1 0, 1,2

2

x y

x

r y

z

x

y Q

z




    





 − + + = 


= − − 
 − − − + + =  + + + =  = −  

 = 
 = 

= − − − =


 = −  = −  −
 =

 

 

La distancia del punto A a la recta r es el módulo del vector AQ . 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
2 2 2

0, 1,2 1,0,1 1, 1,1

tan , 1 1 1 3

AQ

Dis cia A r AQ u

= − − = − −

= = − + − + =
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OTRA FORMA DE RESOLVER EL APARTADO a) 

( )

( )

1
1,0,2

1,1,0
2 r

x
P r

r y r
v

z





= − −
 −  

 =   
= − =

 

Hallamos el producto vectorial de rv  y AP  y determinamos la distancia de A a la recta r 

con la fórmula ( )tan ,
r

r

v AP
Dis cia A r

v


= . 

( )

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

2 2 2

2 2

1,1,0
1 1 0 2 1, 2,1

1,0,2 1,0,1 2,0,1
2 0 1

1 2 1 6
tan , 3

21 1 0

r

r

r

r

i j k
v

v AP i k j
AP

v AP
Dis cia A r u

v

= − 
  = − = + + =

= − − = −  −

 + +
= = = =

− + +

 

 

b) Para determinar el área del triángulo de vértices A, B y O usamos la fórmula: 

 

2

OA OB
Área ABO


=  

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( )
22 2

2

1,0,1 0,0,0 1,0,1
1 0 1 2 3 0, 3,0

1,0,2 0,0,0 1,0,2
1 0 2

0 3 0 3

2 2 2

i j k
OA

OA OB j j j
OB

OA OB
Área ABO u

= − = 
  = = − − = − = −

= − − = −  −

 + − +
= = =
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EJERCICIO 5 (2.5 puntos) 

Se sabe que la función :f →  dada por  

( ) 3 2 1f x ax bx cx= + + − , 

tiene un punto crítico en 2x =  y que la recta normal a su gráfica en el punto de abscisa 1x =  es 

1 3

2 2
y x= + . Calcula a, b y c. 

 

Si la función tiene un punto crítico en 2x =  la derivada debe anularse → ( )´ 2 0f = . 

( )

( )
( ) ( )

2

2´ 3 2
0 3 2 2 2 12 4 12 4 0

´ 2 0

f x ax bx c
a b c a b c a b c

f

= + + 
 = + + = + +  + + =

= 

 

La pendiente de la recta normal en 1x =  es 
( )

1

´ 1f
− , como la recta normal es 

1 3

2 2
y x= +  

tiene pendiente 1/2. 
 

( )
( )

( )

( ) ( ) ( )
2

2

1 1
2 ´ 1

´ 1 2 2 ´ 1 3 1 2 1 2 3 2

´ 3 2

f
f f a b c a b c

f x ax bx c


− =  − = 

 − = = + +  − = + +
= + + 

. 

 

La recta normal en 1x =  y la función en 1x =  deben coincidir. 
 

( ) 3 2

1 3

2 2
1 3

1 1 2 1 3
2 2

Coinciden en 1

y x

f x ax bx cx a b c a b c a b c

x


= + 


= + + −  + = + + −  = + + −  + + =


=




 

Reunimos las tres ecuaciones en un sistema y lo resolvemos. 
 

( )

12 4 0 12 4 0
12 4 3 0

3 2 2 3 2 2
3 2 3 2

3 3

11 3 3 0 11 3 3 0
11 3 2 5 3 0

2 5 0 2 5

12
11 6 15 3 0 5 12 0

5

12 49
2 5

5

a b c a b c
a b b a

a b c a b c
a b b a

a b c c b a

a b a b
a a

a b b a

a a a a

b

+ + = + + = 
+ + − − =  

+ + = −  + + = −    
+ + − − = −  + + = = − − 

+ + = + + = 
   + − − + =  

+ + = = − − 

 − − + =  − =  = 

−
 = − − =

49 12 52
3

5 5 5 5
c

−
 = − − =

 

 

Los valores buscados son 
12

5
a = , 

49

5
b

−
=  y 

52

5
c = .  
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos) 

Calcula ( )cos ln x dx  (ln denota la función logaritmo neperiano). 

  

Usamos el método de integración por partes para hallar la integral pedida. 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

Integración por partes

1
cos ln cos ln ln

1
cos ln ln cos ln ln

Integración por partes

1
ln cos ln co

x dx u x du sen x dx
x

dv dx v x

x x x sen x dx x x sen x dx
x

u sen x du x dx x
x

dv dx v x

 
 
 

= = → = − = 
 

= → =  

 
= − − = + = 

 

 
 
 

= = → = = 
 

= → =  









( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1
s ln · ln cos ln

cos ln · ln cos ln

x x sen x x x dx
x

x x x sen x x dx

+ − =

= + −







 

 

Hemos obtenido que ( ) ( ) ( ) ( )cos ln ln · ln cos lnx dx sen x x sen x x dx= − + −  . Juntamos las 

dos integrales y determinamos el valor de la integral pedida. 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

cos ln ·cos ln · ln cos ln

cos ln cos ln ·cos ln · ln

2 cos ln ·cos ln · ln

·cos ln · ln
cos ln ·cos ln · ln

2 2 2

x dx x x x sen x x dx

x dx x dx x x x sen x

x dx x x x sen x

x x x sen x x x
x dx x sen x C

= + − 

 + = + 

 = + 

+
 = = + +

 

 




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EJERCICIO 7 (2.5 puntos) 

Considera 

1 1 5 3

2 3 , 1 y 1

1 0 4 2 0

m

A m B C

m

−     
     

= − = − =     
     −     

 

a) Determina los valores de m para los que la ecuación AX B C+ =  tiene solución única.  

    (1 punto) 

b) Para m = 0, halla X tal que AX B C+ = . (1.5 puntos) 

 

a) Transformamos la ecuación en un sistema de ecuaciones: AX B C AX C B+ =  = −  

Para que tenga solución única la matriz A debe tener rango 3 y para ello el determinante de 

A debe ser no nulo. 
 

( )

( )( )

( )

2

2

2

1 1

2 3 8 3 3 2 1 4 8 3 3 2 2 4

1 0 4

9 11 1
9 9 4 2 5 9 11 4 2

0 2 9 5 0
9 112 2 4

5
4

m

A m m m m m m m m m

m

m

A m m m

m

−

= − = + − − − + = + − − + +

−

− + −
= =−  − − −   −

=  − + + =  = = = 
− −− −  = =

 −

 

 

Para cualquier valor de m distinto de 
1

2

−
 y de 5 la ecuación AX B C+ =  tiene solución única. 

 

b)  Para m = 0 la matriz A queda 

1 1 0

0 2 3

1 0 4

A

− 
 

= − 
 − 

. 

Despejamos X en la ecuación. 
 

( )1AX B C AX C B X A C B−+ =  = −  = −  

 

Comprobamos que existe la inversa de la matriz A. 
 

1 1 0

0 2 3 8 3 5 0

1 0 4

A

−

= − = − = 

−

 

 

Como el determinante es no nulo la matriz inversa existe. La calculamos. 
 

( )
1

2 3 1 0 1 21 0 1

0 4 0 4 0 31 2 0

0 1 1 1 1 00 3 4 1

3 4 0 4 0 35 5

0 1 1 1 1 0

2 0 1 0 1 2

t

Adj

Adj A
A

A

−

 − − − − 
−   −−   

   − −−   = = = − −
− − 

 
− − − − − 
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La inversa de la matriz A es 1

8 4 3
1

3 4 3
5

2 1 2

A−

 
 

=  
 
 

 

 

Sustituimos en la expresión matricial ( )1X A C B−= −  y hallamos la matriz X. 

 

( )1

3 5 2

1 1 2

0 2 2

8 4 3 2 16 8 6 14 14 / 5
1 1 1

3 4 3 2 6 8 6 4 4 / 5
5 5 5

2 1 2 2 4 2 4 6 6 / 5

3 3 · 3 1 3 1

C

A B

B

CX −

−     
     

− = − − =
     
     −     

− − + − − −        
        

= = − + − = − = −        
        − − + − − −    

=

   

  ⎯→

−

⎯ 

 

 

  

http://www.ebaumatematicas.com/


PevAU 2020 Modelo 5 Matemáticas II en Andalucía      

 

481 de 571  www.ebaumatematicas.com  

EJERCICIO 8 (2.5 puntos) 

Considera el plano 2 3 0x y z  − + − = , la recta 

3

1 2

2

x

r y

z







= +


 = −
 = − −

 y el punto ( )1,1,2P . 

a) Determina la ecuación general del plano perpendicular a π, paralelo a r y que pasa por el 

punto P. (1.25 puntos) 

b) Calcula el punto simétrico de P respecto de la recta r. (1.25 puntos) 

 

a) El plano π´ perpendicular a π y paralelo a r tiene como vectores directores el vector normal 

del plano π y el vector director de la recta r. 

 

( )

( )

2 3 0 2, 1,1

3

1 2 1, 2, 1

2

r

x y z n

x

r y v

z









 − + − =  = −

= +


 = −  = − −
 = − −

 

 

Hallamos la ecuación del plano π´ pedido. 

 

( )

( )

( )

( )

2, 1,1 1 1 2

1, 2, 1 ´ 2 1 1 0

1 2 11,1,2 ´

1 1 4 2 2 2 2 2 2 0

1 1 4 8 2 2 2 2 2 0

3 3 3 0 ´ 0

r

u n x y z

v v

P

x y z z y x

x y z z y x

x y z x y z







= = − − − −


= = − −   − = 
 − − 

 − + − − − + − + − + − = 

 − + − − + + − + − + − = 

 + − =   + − =

 

b) Nos piden hallar el punto P´ del dibujo. 

 

 
 

Hallamos el plano π perpendicular a la recta que pasa por el punto P. Este plano tiene como 

vector normal el vector director de la recta r. 
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( )

( )

( )1,1,2 1,1,2
1 2 2 0 3

2 01, 2, 1

2 3 0

r

P P
D D

x y z Dn v

x y z

 





    
  − − + =  =  

 − − + == = − − 

  − − + =

 

 

Hallamos el punto M de corte de la recta r y el plano π. 

 

( ) ( )

( )

2 3 0

3
3 2 1 2 2 3 0

1 2

2

3 1 2

3 2 4 2 3 0 6 6 0 1 1 2 3 2,3, 1

2 1 1

x y z

x

r y

z

x

y M

z




  





    

 − − + = 


= + 
 + − − − − − + =  

 = − 
 = − − 

= − =


 + − + + + + =  + =  = −  = + =  −
 = − + = −

 

 

El punto M tiene coordenadas ( )2,3, 1M − . 

El punto P´ se obtiene al sumarle al punto M el vector PM . 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2,3, 1 1,1,2 1,2, 3

´ 2,3, 1 1,2, 3 3,5, 4

PM

P M PM

= − − = −

= + = − + − = −
 

 

El punto P´ simétrico de P respecto de la recta r tiene coordenadas ( )´ 3,5, 4P −  
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PevAU 2019 Extraordinaria Matema ticas II 

 

PRUEBA DE ACCESO Y ADMISIÓN A LA UNIVERSIDAD 
ANDALUCÍA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS 

CURSO 2018-2019 
MATEMÁTICAS II 

 
Instrucciones: a) Duración: 1 hora y 30 minutos 

 

b) Tienes que elegir entre realizar únicamente los cuatro ejercicios de la 

Opción A  o realizar únicamente los cuatro ejercicios de la  Opción B. 
 

c) Se permitirá el uso de calculadoras que no sean programables, ni gráficas 

ni con capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los 

procesos conducentes a la obtención de resultados deben estar 

suficientemente justificados. 
 

d) En la puntuación máxima de cada ejercicio están contemplados 0,25 

puntos para valorar la expresión correcta de los procesos y métodos utilizados. 

 

Opción A 

Ejercicio 1.- [2,5 puntos] Dada la función :f ⎯⎯→  definida por 21
( ) 6

6
f x x= − , calcula 

las dimensiones del rectángulo de área máxima, de lados paralelos a los ejes, inscrito en el recinto 

comprendido entre la gráfica de f(x) y la recta 0y = . 

 

Ejercicio 2.- [2,5 puntos] Determina la función  ( ): 0,f + ⎯⎯→  sabiendo que es derivable, 

que su función derivada cumple 

ln
(́ )

x
f x

x
=  

 (ln denota la función logaritmo neperiano) y que la gráfica de f pasa por (1,0). 
 

Ejercicio 3.- Considera el siguiente sistema de ecuaciones  ( )

( )

2 0

2

3 2

x y z

m x y z m

x m y z m

+ + =


+ + − = 


+ + + = 

  

a) [1,5 puntos] Discute el sistema según los valores de m. 

b) [1 punto] Resuelve el sistema, si es posible, para 0m = . 
 

Ejercicio 4.- [2,5 puntos] Se consideran los vectores ( ) ( ) ( )1,2,3 1, 2, 1 2, ,u v w  = = − − = , 

donde α y β son números reales. 

a) [0,75 puntos] Determina los valores de α y β para los que w  es ortogonal a los vectores 

u  y v . 

b) [0,75 puntos] Determina los valores de α y β para los que v  y w  tengan la misma 

dirección. 

c) [1 punto]  Para 8 =  determina  el valor de   para el que w  es combinación lineal de 

u y v . 
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PRUEBA DE ACCESO Y ADMISIÓN A LA 
UNIVERSIDAD 

ANDALUCÍA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS 
CURSO 2018-2019 

MATEMÁTICAS II 

 
Instrucciones: a) Duración: 1 hora y 30 minutos 

 

b) Tienes que elegir entre realizar únicamente los cuatro ejercicios de la Opción 

A  o realizar únicamente los cuatro ejercicios de la  Opción B. 
 

c) Se permitirá el uso de calculadoras que no sean programables, ni gráficas ni 

con capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos 

conducentes a la obtención de resultados deben estar suficientemente 

justificados. 
 

d) En la puntuación máxima de cada ejercicio están contemplados 0,25 puntos 

para valorar la expresión correcta de los procesos y métodos utilizados. 

 

Opción B 

Ejercicio 1.- [2’5 puntos] Se sabe que la función :    f →  , dada por 

( )

( )

0

( ) ln 1
0

sen x ax b si x

f x x
si x

x

+ + 


=  +




.  

(ln denota la función logaritmo neperiano) es derivable. Calcula a y b.  

 

 

Ejercicio 2.- Sea la función :    f → , dada por 
2

( ) · xf x x e−= .  

a) [1’25 puntos] Calcula los puntos de corte de la gráfica de f con los ejes coordenados y los 

extremos relativos de f (abscisas donde se obtienen y valores que se alcanzan). 

b) [1’25 puntos] Determina a > 0 de manera que sea 
1

4
 el área del recinto determinado por 

la gráfica de f en el intervalo [0, a] y el eje de abscisas.  

 

 

Ejercicio 3.- [2’5 puntos] Calcula en grados los tres ángulos de un triángulo sabiendo que el 

menor de ellos es la mitad del ángulo mayor y que la suma del ángulo menor y el ángulo mayor 

es el doble del otro ángulo.  

 

 

Ejercicio 4.- Considera las rectas 
2

1 2 2

x y k z
r

− −
 = =   y 

1 1 3

1 1 1

x y z
s

+ − −
 = =

−
  

(a) [1’25 puntos] Halla k sabiendo que ambas rectas se cortan en un punto.  

(b) [1’25 puntos] Para k = 1, halla la ecuación general del plano que contiene a r y es 

paralelo a s. 
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SOLUCIONES 

OPCIÓN A 

Ejercicio 1.- [2,5 puntos] Dada la función :f ⎯⎯→  definida por 21
( ) 6

6
f x x= − , calcule 

las dimensiones del rectángulo de área máxima con lados paralelos a los ejes, inscrito en el 

recinto comprendido entre la gráfica de f(x) y la recta 0y = . 

 

Vamos a representar la función para observar como es el recinto. 

Su vértice está en x = 0, ya que su derivada es 
1 1 1

(́ ) 2 0 0
6 3 3

f x x x x x= − = −  − =  = . 

Hacemos una tabla de valores para dibujar la parábola 21
( ) 6

6
f x x= − . 

  

21
6

6

0 6

6 0

6 0

4 10 / 3

2 16 / 3

4 10 / 3

x y x= −

−

−

  

 

 

Los vértices del rectángulo tienen coordenadas: 

( ) ( )2 21 1
6 ,, ,6 , ,0 , ,0

6 6
x B x C x D xA x x

   
− − −   

   
−  . 

 

El área del rectángulo es: 

( ) 2 3 31 2 1
· 2 · 6 12 12

6 6 3
Área x Base altura x x x x x x

 
= = − = − = − 

 
 

Derivamos esta función e igualamos a cero en busca del área máxima. 

( ) ( )

( )

3 2

2 2

1
12 ´ 12

3

´ 0 12 0 12 12

Área x x x Área x x

Área x x x x

= −  = −

=  − =  =  =

 

Comprobemos si es un máximo sustituyendo en la segunda derivada este valor. 

( ) ( )

( )

2´ 12 ´́ 2

´́ 12 2 12 0

Área x x Área x x

Área

= −  = −

= − 
 

Por lo que en 12 3,46x = =  el rectángulo alcanza área máxima.  

Calculamos las dimensiones del rectángulo de área máxima: 

La base es 2 2 12 4 3x = =  

La altura es ( )
21 1

( 12) 6 12 6 ·12 6 2 4
6 6

f = − = − = − = . 

El rectángulo de área máxima tiene de base 4 3 y altura 4.  
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Ejercicio 2.- [2,5 puntos] Determina la función  ( ): 0,f + ⎯⎯→  tal que es derivable, que 

su función derivada cumple 
ln

(́ )
x

f x
x

=  (ln denota la función logaritmo neperiano) y que la 

gráfica de f pasa por (1,0). 

 

Nos piden hallar la primitiva de 
ln

(́ )
x

f x
x

=  que pasa por (1,0). Es decir, tal que f(1) = 0 

 

( )
ln 1

( ) ´ ln ·

Integramos por partes

1
ln

1 1 1
2 2

2

1
ln ·2 2 2 ln 2

1 1
2 ln 2 2 ln 4

2

( ) 2 ln 4

x
f x f x dx dx x dx

x x

u x du dx
x

dv dx v dx dx x
x x x

x
x x x dx x x dx

x x

x x dx x x dx
x x

f x x x x K

= = = =

 
 
 
 

= = → = = 
 
 

= → = = = 
 

= − = − =

= − = −

= − +

 
 
 

 
 
 


 
 

 
 
 



 

 

Como además sabemos que f(1) = 0 sustituimos y determinamos el valor de K. 

 

(1) 2 1ln1 4 1 0 4 0 4f K K K= − + =  − + =  =  

 

La función pedida es ( ) 2 ln 4 4f x x x x= − +  
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Ejercicio 3.- Considera el siguiente sistema de ecuaciones  ( )

( )

2 0

2

3 2

x y z

m x y z m

x m y z m

+ + =


+ + − = 


+ + + = 

  

a) [1,5 puntos] Discute el sistema según los valores de “m”. 

b) [1 punto] Resuelve el sistema, si es posible, para 0m = . 

 

a) La matriz de coeficientes y la matriz ampliada asociadas al sistema son: 

1 1 2

2 1 1

3 2 1

A m

m

 
 

= + − 
 + 

  

1 1 2 0

/ 2 1 1

3 2 1

A B m m

m m

 
 

= + − 
 + 

  

El determinante de la matriz A vale: 

( )
2 2 2

1 1 2

2 1 1 1 3 2 2 6 2 2 8 2 8 8 2 8

3 2 1

A m m m m m m m m

m

= + − = − + + − − − + + = − + + + = +

+

 

Igualamos el determinante a cero. 

( )2
0

0 2 8 0 2 4 0
4

m
A m m m m

m

=
=  + =  + =  

= −
 

Hay tres casos distintos a analizar por separado. 

 

CASO 1. 0 4m y m  −   

En este caso el determinante de la matriz de los coeficientes no se anula y su rango es 3 

(el máximo posible) al igual que el rango de la matriz ampliada e igual que el número de 

incógnitas. El sistema es compatible determinado. Tiene una única solución. 

 

CASO 2. 0m =   

El sistema queda 

2 0

2 0

3 2 0

x y z

x y z

x y z

+ + = 


+ − = 
+ + = 

 

 

Se observa que la ecuación tercera es la suma de la primera y la segunda, por lo que este 

sistema es equivalente al que solo tiene la ecuación 1ª y 2ª, que pasamos a resolver. 

 

Ecuación 2ª - 2 · Ecuación 1ª

22 0 2 2

2 2 42 0 2 5

5

2
5 2 3

5

x y zx y z x y z x y z

x y zx y z x y z y z

y z

x y z
x z z x z

y z

 
 

+ =+ + = + = − + = −   
       

− − =+ − = + = − =   
 − =
 

+ = − 
  − = −  =

= − 

 

 

El sistema es compatible indeterminado. Tiene infinitas soluciones. 

 

CASO 3. 4m = −   
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El sistema queda 

2 0

2 4

3 2 4

x y z

x y z

x y z

+ + = 


− + − = − 
+ − + = − 

 

La matriz de coeficientes asociada es 

1 1 2

2 1 1

3 2 1

A

 
 

= − − 
 − 

que tiene determinante cero. El 

menor que resulta de quitar la fila y columna 3ª tiene determinante no nulo. 

1 1
1 2 3 0

2 1
= + = 

−
. El rango de A es 2. 

La matriz ampliada es 

1 1 2 0

/ 2 1 1 4

3 2 1 4

A B

 
 

= − − − 
 − − 

. Calculamos el valor del menor que 

resulta de quitar la 3ª columna. 

1 1 0

2 1 4 4 12 8 8 32 0

3 2 4

− − = − − − − = − 

− −

. El rango de la 

matriz ampliada A/B es 3. 

 

Como rango de A ≠ rango de A/B el sistema es incompatible. No tiene solución. 

 

b) La solución para m = 0 la hemos hallado en el caso 2 del apartado a) y dicha solución es 

3 ; 5 ;x t y t z t= = − =   siendo t   
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Ejercicio 4.- [2,5 puntos] Se consideran los vectores ( ) ( ) ( )1,2,3 1, 2, 1 2, ,u v w  = = − − = , 

donde α y β son números reales. 

a) [0,75 puntos] Determina los valores de α y β para los que w  sea ortogonal a u  y v . 

b) [0,75 puntos] Determina los valores de α y β para los que v  y w  tengan la misma dirección. 

c) [1 punto] Para 8 =  determina el valor de   para el que w  es combinación lineal de u y v  

 

a) El producto vectorial de u   y  v  es ortogonal a ambos, por lo que el vector w  debería tener 

esa misma dirección, es decir, sus coordenadas deben ser proporcionales al producto 

vectorial. 

( )

1 2 3 2 3 2 2 6 4 4 4

1 2 1

4, 4, 4

i j k

u v i j k k j i i j k

u w

 = = − + − − + + = + −

− −

 = −

  

Como ( )2, ,w  =  debe indicar la misma dirección sus coordenadas deben ser 

proporcionales. 

( ) ( )

4 4
4 8 2

4 4 4 2
4, 4, 4 2, ,

4 42
4 8 2

2

 


 
 

 



=  =  =− 

−  = =  
−

 =  = −  = −


 

Los valores buscados son 2 2y = = − .  

 

OTRA FORMA DE HACERLO 

Como w  es ortogonal a u  su producto escalar es cero → 

( )( )· 0 2, , 1,2,3 0 2 2 3 0 2 3 2w u      =  =  + + =  + = −  

Como w  es ortogonal a v  su producto escalar es cero → 

 ( )( )· 0 2, , 1, 2, 1 0 2 2 0 2 2w v      =  − − =  − − =  − − = −  

Debemos de resolver el sistema formado por las dos ecuaciones: 

 

Ecuación 2ª + Ecuación 1ª

2 3 22 3 22 3 2 2 3 2

2 22 2 2 4 2

2 4

2 6 2 2 4 2

     

    



  

 
  + = −+ = − + = − + = −   

       
− − = −− − = − = − = −    

 = −
 

 − = −  =  =

 

 

Los valores buscados son 2 2y = = −   

 

b) Para que v  y w  tengan la misma dirección deben tener coordenadas proporcionales. 
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( ) ( )

2
4

2 1 2
1, 2, 1 2, ,

21 2 1
2

1 1




 
 





=  − = −

− −  = =  
− −  =  − =

 −

 

La solución es 4 2y = − = − . 

 

c) Si 8 =  las coordenadas del vector w  son ( )2,8,w = . 

Si w  es combinación lineal de ( ) ( )1,2,3 y 1, 2, 1u v= = − − significa que son vectores 

linealmente dependientes y el determinante formado por las coordenadas de los tres vectores 

es nulo. 

2 8

1 2 3 0 4 24 2 2 8 12 0 4 40 10

1 2 1



   =  − + − − + + =  − = −  =

− −

 

 

El valor buscado es 10 = . 

 

OTRA FORMA DE HACERLO 

Si 8 =  las coordenadas del vector w  son ( )2,8,w = . 

Si w  es combinación lineal de ( ) ( )1,2,3 y 1, 2, 1u v= = − − significa que existen números p y 

q tales que ( ) ( ) ( )2,8, 1,2,3 1, 2, 1w pu qv p q= +  = + − − . De aquí surge un sistema, que 

resolvemos: 

( )

( )

( )

2 2
8 2 2 2 8 4 2 2

8 2 2 8 2 2
6 33 2

3 3

4 4 1
6 4 1 6 4 10 10

6 4 6 4

p q q p
q q q q

p q p q
q qq q

p q p q

q q

q q


 

 
 

= + − = 
= − −  = − −   

= −  = −      
= − −= − −   = − = − 

= − − = 
   = − − = + =  = 

= − = − 

 

 

El valor buscado es 10 = . 
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OPCIÓN B 

Ejercicio 1.- [2’5 puntos] Se sabe que la función :    f →  , dada por 

( )

( )

0

( ) ln 1
0

sen x ax b si x

f x x
si x

x

+ + 


=  +




. (ln denota la función logaritmo neperiano) es derivable. 

Calcula a y b.  

Si la función es derivable también es continua. Debe ser continua en x = 0, por lo que: 

 

• Existe ( )(0) 0 0f sen b b= + + =  

• Existe ( )
0 0

lim ( ) lim
x x

f x sen x ax b b
− −→ →

= + + =   

• Existe 
0

lim ( )
x

f x
+→

 

( ) ( )
0 0

0 0

ln 1 ln 0 1 0
lim ( ) lim Indeterminación (L´Hôpital)=

0 0

1

11= lim lim 1
1 1

x x

x x

x
f x

x

x

x

+ +

+ +

→ →

→ →

+ +
= = = =

+ = =
+

 

• Los tres valores son iguales → 1b =   

 

Con 1b = , la función es 
( )

( )

1 0

( ) ln 1
0

sen x ax si x

f x x
si x

x

+ + 


=  +




  

 

La función es derivable en x ≠ 0 y su derivada es: 
 

( ) ( )

2 2

cos 0 cos 0

1(́ ) (́ )ln( 1) ln( 1)
1 10 0

x a si x x a si x

xf x f xx x x
x xsi x si x

x x

+  +  
  

=  = − + − +
+ +  

  

 

 

Como debe ser derivable en x = 0, la derivada por derecha e izquierda deben ser iguales. 
 

( )
0 0

(́0 ) lim (́ ) lim cos( ) cos0 1
x x

f f x x a a a
− −

−

→ →
= = + = + = +  

 

( )

( )

2 2
0 0

2

0

0
ln( 1) ln(0 1)

0 01 0 1(́0 ) lim (́ ) lim
0 0

1· 1 ·1 1

11
Indeterminación (L´Hôpital) lim

2

x x

x

x
x

xf f x
x

x x

xx

x

+ +

+

+

→ →

→

− + − +
−+ += = = = =

+ −
−

++
= = =
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( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 2 2 2

0 0 0

2

0 0

1 1 1 1 1 1

1 11 1 1 1
lim lim lim

2 2 2

1 1

1
lim lim

2

x x x

x x

x x x

x xx x x x

x x x

x

x x

x

+ + +

+ +

→ → →

→ →

+ − +
− − −

+ ++ + + +
= = = =

− −

+ −
= =

2 x ( ) ( ) ( )
2 2 2

0

1 1 1
lim

21 2 1 2 0 1xx x
+→

− − −
= = =

+ + +

 

 

Igualamos las derivadas laterales y obtenemos el valor de “a”. 

 

1 3
(́0 ) (́0 ) 1 2 2 1 2 3

2 2
f f a a a a− + − −

=  + =  + = −  = −  =  

 

Los valores buscados son 
3

; 1
2

a b
−

= = . 
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Ejercicio 2.- Sea la función :    f → , dada por 
2

( ) · xf x x e−= .  

a) [1’25 puntos] Calcula los puntos de corte de la gráfica de f con los ejes coordenados y los 

extremos relativos de f (abscisas donde se obtienen y valores que se alcanzan). 

b) [1’25 puntos] Determina a > 0 de manera que sea 
1

4
 el área del recinto determinado por la 

gráfica de f en el intervalo [0, a] y el eje de abscisas.  

 

a) Los puntos de corte. 
200 (0) 0· 0x y f e−=  = = = . El punto de corte con el eje OY es (0, 0). 

2

0 ( ) 0 · 0 0, ya que la función exponencial no se anula.xy f x x e x−=  =  =  = . 

Obtenemos el punto ya obtenido (0, 0). 

La gráfica solo tiene un punto de corte con los ejes coordenados P(0, 0). 

 

Los extremos relativos.  

Necesitamos la derivada de ( ) ( )
2 2 2 22( ) · (́ ) 2 1 2x x x xf x x e f x e x x e x e− − − −=  = + − = −  

Si igualamos a cero la derivada. 

( )
2

2

2 2 2

2

1 1
1 2 0 2 1

2 2

(́ ) 0 1 2 0

0,  Imposible

x

x

x x x x

f x x e o

e

−

−


− =  =  =  = 


=  − =  


=



 

Veamos que ocurre antes, entre y después de los valores
1 1

2 2
x y x= − = + .  

• En 
1

,
2

 
− −  

 
 tomamos 1x = −  la derivada vale ( ) 1 1

(́ 1) 1 2 0f e
e

−− = − = −  . La 

función decrece. 

• En 
1 1

,
2 2

 
− +  

 
 tomamos 0x =  la derivada vale ( ) 0(́0) 1 0 1 0f e= − =  . La función 

crece. 

• En 
1

,
2

 
+ +  

 
 tomamos 1x =  la derivada vale ( ) 1 1

(́1) 1 2 0f e
e

− −
= − =  . La 

función decrece. 

 

La función evoluciona como indica el esquema siguiente. 
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La función tiene un mínimo en 
1

2
x = −  y un máximo en 

1

2
x = + , tomando los valores  

 
2

1 1
2 2

1 1 1 1
· · 0,43

2 2 2 2
f e e

e

 
− −  − 

 
  −

− = − = − = = −  
 

 

 
2

1 1
2 2

1 1 1 1
· · 0,43

2 2 2 2
f e e

e

 
−  − 

 
 

= = = =  
 

 

 

b) La función solo corta al eje OX en (0, 0), por lo que el área es la integral definida de la 

función entre 0 y a. 

 

( )
2 2 2 2 2 20

00 0

1 1 1 1 1 1
· 2 ·

2 2 2 2 2 2

aa a

x x x a aÁrea x e dx x e dx e e e e− − − − − −     
= = − = − = − − − = − +     −      

   

 

Como queremos que el área sea igual a 
1

4
 se nos plantea la ecuación: 

2 2 2 2 2

2

1 1 1 1 1 1
2 2 1 2 1 2

2 2 4 2 2

a a a a a

a
e e e e e

e

− − − −− + =  − + =  − = −  =  =  =  

 

Tomamos logaritmos. 

 

( )
2 2ln ln 2 ln 2 ln 2ae a a=  =  =  
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Ejercicio 3.- [2’5 puntos] Calcula en grados los tres ángulos de un triángulo sabiendo que el 

menor de ellos es la mitad del ángulo mayor y que la suma del ángulo menor y el ángulo mayor 

es el doble del otro ángulo.  

 

Damos nombre a los ángulos del triángulo como aparece en la imagen:  

 
Se cumple: 

• Los tres ángulos de un triángulo suman 180o → 180A B C+ + =   

• El menor de ellos es la mitad del ángulo mayor →
2

B
A =   

• La suma del ángulo menor y el ángulo mayor es el doble del otro ángulo → 

2A B C+ =   

Juntando las tres condiciones surge un sistema que hay que resolver: 

180
180

2 2 360 3 2 3602

2 4 3 4 02
2

2 2

Ecuación 2ª - Ecuación 1ª
3 2 360

3 4 0 3 2 360
360

3 2 360 6 360
6

6 360

A B C B
B C

B B C B CB
A

B B B C B C
B C

A B C

B C
B C B C

B C C C

C

+ + =  
+ + =  + + = + =  

=       
+ = − =  + =

+ =  

 
+ = 

− = + =  
   −  

− − = − − = − = =  −
 − = −
 

60

240 80
3 4·60 0 3 240 80 40

3 2
B B B A








 − =  =  = =  = =

 

El triángulo de la solución tiene ángulos de 40o, 60o y 80o. 
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Ejercicio 4.- Considera las rectas 
2

1 2 2

x y k z
r

− −
 = =   y 

1 1 3

1 1 1

x y z
s

+ − −
 = =

−
  

(a) [1’25 puntos] Halla k sabiendo que ambas rectas se cortan en un punto.  

(b) [1’25 puntos] Para k = 1, halla la ecuación general del plano que contiene a r y es paralelo a 

s. 

 

(a) Los vectores directores de las rectas son ( )1,2,2ru =  y ( )1,1,1sv = − .  

1 2 2

1 1 1
 =

−
 →No son proporcionales las coordenadas, por lo que las rectas no son 

paralelas. 

Para que se corten debe cumplirse que el determinante de la matriz formada por las 

coordenadas de estos dos vectores junto con uno que va de un punto cualquiera de r a otro 

punto cualquiera de s es cero. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2, ,0 1,1,3 1,1,3 2, ,0 3,1 ,3r s r sP k y Q PQ k k−  = − − = − −  

 

( )

( )

( )

1,2,2 1 2 2

1,1,1 , , 1 1 1 3 6 2 2 6 6 1 3 6

3 1 33,1 ,3

6
, , 0 3 6 0 3 6 2

3

r

s r s r s

r s

r s r s

u

v u v PQ k k k

kPQ k

u v PQ k k k

=
  = −  = − = − − + + + − + = +  
 − −= − − 

−
  =  + =  = −  = = −
 

 

Para 2k = −  las rectas se cortan. 

  

(b) Si k = 1 las rectas son: 

2 1

1 2 2

x y z
r

− −
 = =  y 

1 1 3

1 1 1

x y z
s

+ − −
 = =

−
 

El plano que buscamos contiene a r, por lo que contiene al punto ( )2,1,0rP y tiene como 

vector director ( )1,2,2ru = . Como además es paralelo a s también tiene como vector 

director el de la recta s ( )1,1,1sv = − . 

Conocidos dos vectores directores y un punto del plano podemos determinar la ecuación 

del plano. 
 

( )

( )

( )

1

2

2,1,0 2 1

1,2,2 1 2 2 0

1 1 11,1,1

2 4 2 2 2 1 2 4 0

3 3 3 0 1 0

rP x y z

v

v

x y z z y x

y z y z







  − −


=   = 
 −= − 

 − − + + + − + − + = 

 − + + =   − − =
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PevAU 2019 Ordinaria Matema ticas II 

 

PRUEBA DE ACCESO Y ADMISIÓN A LA UNIVERSIDAD 
ANDALUCÍA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS 

CURSO 2018-2019 
MATEMÁTICAS II 

 
Instrucciones: a) Duración: 1 hora y 30 minutos 

 

b) Tienes que elegir entre realizar únicamente los cuatro ejercicios de la 

Opción A o realizar únicamente los cuatro ejercicios de la Opción B. 
 

c) Se permitirá el uso de calculadoras que no sean programables, ni gráficas 

ni con capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los 
procesos conducentes a la obtención de resultados deben estar 

suficientemente justificados. 
 

d) En la puntuación máxima de cada ejercicio están contemplados 0,25 
puntos para valorar la expresión correcta de los procesos y métodos utilizados. 

 

OPCIÓN A 

 

Ejercicio 1.- Considera la función f definida por 
2 3 4

( ) 1.
2 2

x x
f x para x

x

+ +
=  −

+
  

(a) [1,5 puntos] Estudia y halla las asíntotas de la gráfica de f. 

(b) [1 punto] Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f. 

 

 

Ejercicio 2.- [2,5 puntos] Sea la función ( ): 0,f + ⎯⎯→  definida por 
1

( )
1

x

x

e
f x

e

+
=

−
. Halla 

la primitiva de f cuya gráfica pasa por el punto (1,1). (Sugerencia: cambio de variable xt e= ). 

 

 

Ejercicio 3.- [2,5 puntos] Calcula todas las matrices 
a b

X
c d

 
=  

 
 tales que 1a d+ =  , tienen 

determinante 1 y cumplen AX XA=  , siendo 
0 1

1 0
A

− 
=  

 
  

 

Ejercicio 4.- Considera la recta 
2 2 1

1 3 1

x y z
r

− − −
 = =

−
 y los planos 1 0x  =  y  2 0y  = . 

(a) [1,25 puntos] Halla los puntos de la recta r que equidistan de los planos 1  y  2 . 

(b) [1,25 puntos] Determina la posición relativa de la recta r y la recta intersección de los 

planos 1  y  2 .  
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PRUEBA DE ACCESO Y ADMISIÓN A LA UNIVERSIDAD 
ANDALUCÍA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS 

CURSO 2018-2019 
MATEMÁTICAS II 

 
Instrucciones: a) Duración: 1 hora y 30 minutos 

 

b) Tienes que elegir entre realizar únicamente los cuatro ejercicios de la 

Opción A o realizar únicamente los cuatro ejercicios de la Opción B. 
 

c) Se permitirá el uso de calculadoras que no sean programables, ni gráficas ni 

con capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los 

procesos conducentes a la obtención de resultados deben estar suficientemente 
justificados. 
 

d) En la puntuación máxima de cada ejercicio están contemplados 0,25 puntos 
para valorar la expresión correcta de los procesos y métodos utilizados. 

 

OPCIÓN B 

Ejercicio 1.- Considera la función :f ⎯⎯→  definida por ( )( ) exf x x a= −  . 

(a) [1,25 puntos] Determina a sabiendo que la función tiene un punto crítico en 0x =  . 

(b) [1,25 puntos] Para 1a =  , calcula los puntos de inflexión de la gráfica de  f. 

 

Ejercicio 2.- Considera las funciones  ( ): 2,f − + ⎯⎯→  definida por ( )( ) ln 2f x x= + (ln 

denota la función logaritmo neperiano) y g : ⎯⎯→  definida por ( )
1

( ) 3
2

g x x= −  . 

(a) [1 punto] Esboza el recinto que determinan la gráfica de f, la gráfica de g, la recta 1x =  

y la recta 3x =  . (No es necesario calcular los puntos de corte entre las dos gráficas). 

(b) [1,5 puntos] Determina el área del recinto anterior. 

 

Ejercicio 3.- [2,5 puntos] Dadas las matrices 

2 1 2 1

1 1

1 1

m m

A m

m

− − 
 

=  
 
 

 , 

x

X y

z

 
 

=  
 
 

 , 

22 1

1

m

B m

 −
 

=  
 
 

 considera el sistema de ecuaciones dado por t tX A B=  , donde ,t tX B denotan 

las traspuestas. Discútelo según los distintos valores de m. 

 

Ejercicio 4.- Considera el triángulo cuyos vértices son los puntos A(1,1,0), B(1,0,2) y C(0,2,1). 

(a) [1,25 puntos] Halla el área de dicho triángulo. 

(b) [1,25 puntos] Calcula el coseno del ángulo en el vértice A.  
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SOLUCIONES 

OPCIÓN A 

Ejercicio 1.- Considera la función f definida por 

2 3 4
( ) 1.

2 2

x x
f x para x

x

+ +
=  −

+
  

(a) [1,5 puntos] Estudia y halla las asíntotas de la gráfica de f. 

(b) [1 punto] Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f. 

 

(a) Asíntotas verticales: x = a. 

Siendo a el valor excluido del dominio. La asíntota es 1x = −   

Comprobamos el límite: 
2

1 1 1

3 4 1 3 4 2
lim ( ) lim lim

2 2 0 0x x x

x x
f x

x→− →− →−

+ + − +
= = = = 

+
 

 

Asíntotas horizontales: y =  b. Siendo lim ( )
x

b f x
→+

=  

Calculemos 

2 23 4
lim ( ) lim Indeterminación= lim lim

2 2 2 2x x x x

x x x x
f x

x x→+ →+ →+ →+

+ + 
= = = = = +

+ 
  

No hay asíntotas horizontales. 

 

Asíntotas oblicuas: y  =  mx + n. 
2

2 2

2

3 4

3 42 2( )
 lim lim lim lim

2 2x x xx

x x

x x xxx

x x x x

f
m

→ → → →

+ +

+
=

+
=

+
= =+

22 x

1

2
=  

( )

( ) ( )

( )

2 2

2 2

3 4 1 3 4
lim ( ) lim lim

2 2 2 2 2 2

3 4 ·2 2 2 2
lim lim

2 2 2

x x x

x x

x x x x x
n f x mx x

x x

x x x x x

x

→ → →

→ →

   + + + +
= − = − = − =   

+ +   

+ + − +
= =

+

26 8 2x x+ + − 2

4 4

4 8 4
lim lim lim1 1

4 4 4x x x

x

x

x x

x x→ → →

−
=

+

+
= = = =

+

 

La asíntota oblicua tiene ecuación 
1

1
2

y x= +   

 

(b) Necesitamos la derivada de la función. 
 

( )( ) ( )( )

( )

( )
( ) ( )

22

2

2 2 2

2 2

2 3 2 2 3 4 23 4
( ) (́ )

2 2 2 2

4 4 6 6 2 6 8 2 4 2
(́ )

2 2 2 2

x x x xx x
f x f x

x x

x x x x x x x
f x

x x

+ + − + ++ +
=  =

+ +

+ + + − + + + −
= =

+ +
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Buscamos los puntos críticos de la función igualando a cero la derivada. 

( )

2
2

2

2 4 2
(́ ) 0 0 2 4 2 0

2 2

4 16 4·2·( 2) 4 16 16 4 32 4 4 2
1 2

2·2 4 4 4

x x
f x x x

x

x

+ −
=  =  + − = 

+

−  − − −  + −  − 
= = = = = − 

 

Tendremos 3 puntos a considerar para el cambio de signo de la derivada: –1; 1 2− −  y 

1 2− + . 

Por lo tanto, la recta real se divide en 4 zonas: 

 
Estudiemos el signo en cada zona: 

• En la semirrecta ( ), 1 2− − −  tomamos el valor x = –4 →

( ) ( )

( )( )

2

2

2 4 4 4 2 32 16 2
(́ 4) 0

2 4 2
f

− + − − − −
− = = 

+− +
. La función crece. 

• En el intervalo ( )1 2, 1− − −  tomamos el valor x = –2 →

( ) ( )

( )( )

2

2

2 2 4 2 2 8 8 2
(́ 2) 0

2 2 2
f

− + − − − −
− = = 

+− +
. La función decrece. 

• En el intervalo ( )1, 1 2− − +  tomamos el valor x = 0 →

( ) ( )

( )( )

2

2

2 0 4 0 2 2
(́0) 0

2 0 2
f

+ − −
= = 

++
. La función decrece. 

• En la semirrecta ( )1 2,− + +  tomamos el valor x = 4 →

( ) ( )

( )( )

2

2

2 4 4 4 2 32 16 2
(́4) 0

2 4 2
f

+ − + −
= = 

++
. La función crece. 

La función sigue el esquema siguiente: 

 
 

La función crece en ( ) ( ), 1 2 1 2,− − −  − + +  y decrece en 

( ) ( )1 2, 1 1, 1 2− − −  − − + . 
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Ejercicio 2.- [2,5 puntos] Sea la función ( ): 0,f + ⎯⎯→  definida por 
1

( )
1

x

x

e
f x

e

+
=

−
. Halla 

la primitiva de f cuya gráfica pasa por el punto (1,1). (Sugerencia: cambio de variable xt e=  ). 

 

Calculamos la integral indefinida usando el cambio de variable sugerido. 

 

( )

 

( ) ( )

( )

( )
( )

Cambio de variable
1 1 1 1

1 1 1
1 1

Integración por descomposición en fracciones simples

11 1
1 1

1 1 1 1

T

x
x x

x

x

e t t
dx t e dt e dx dt dt

e t t t t

dx dt dt
e t

A t Btt A B t
t A t Bt

t t t t t t t t

 
 
 + + +

= =  = = = = 
− − − 

 = =
 

=

− ++ +
= +  =  + = − +

− − − −

 
 
 

( )

omando 1 1 1 ·0 2 1 1 2

Tomando 0 1 0 ·1 ·0 1 1 1

t A B B t

t A B A t t t t

=  + = +  =  +
 = +

=  + = +  = − −

 

 

Nuestra integral se descompone en la suma de dos integrales más sencillas. 

 

( )
( )

1 1 2
ln 2ln 1

1 1

Deshacemos el cambio de variable
ln 2ln 1 2ln 1x x x

x

t
dt dt dt t t

t t t t

e e x e C
t e

+
= + = − − =

− −

 
= = − − = − − + 

= 

  
 
 

 

 

La primitiva es ( ) 2 ln 1 xF x x e C= − − + . 

Como nos piden además que pase por el punto (1,1), se debe cumplir que ( )1 1F = . 

 

( ) 1(1) 1 2ln 1 1 2ln 1 0 2l 11 n1 F e C e C CF e= − − + =  − − + =  = −=  

 

La primitiva pedida es ( ) 2 ln 1 2ln 1xF x x e e= + − + −  
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Ejercicio 3.- [2,5 puntos] Calcula todas las matrices 
a b

X
c d

 
=  

 
 tales que 1a d+ =  , tienen 

determinante 1 y cumplen AX XA=  , siendo 
0 1

1 0
A

− 
=  

 
  

 

Obtenemos un sistema de ecuaciones a partir de la ecuación matricial. 

 

0 1 1 1 0 1

1 1 1 0 1 0

1 1 1 1 1
1

1 1 1 2 2 2 2

AX XA d b d b

a d a d c d c d

c b

c d b d d d b c
d a

d b d c d d d

b c

= − − − −      
 =       

+ =  = −       

− = 


− − − + − = − + = −    
 =    =  = − =    

− − − = =    
= − 

 

 

La matriz X queda 

1

2

1

2

c
a b

X
c d

c

 
−  

= =   
   

 
 

. 

 

El determinante de la matriz X vale 1. 

 

2 2

1

1 1 3 3 32
1 1 1 1

1 4 4 4 4 2

2

c

X c c c

c

−


=  =  + =  = − =  = =  

 

Las matrices que cumplen lo pedido son 

1 3

2 2

3 1

2 2

X

 
− 

 =
 
 
 

 o 

1 3

2 2

3 1

2 2

X

 
 
 =
 

− 
 

. 
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Ejercicio 4.- Considera la recta 
2 2 1

1 3 1

x y z
r

− − −
 = =

−
 y los planos 1 0x  =  y  2 0y  = . 

(a) [1,25 puntos] Halla los puntos de la recta r que equidistan de los planos 1  y  2 . 

(b) [1,25 puntos] Determina la posición relativa de la recta r y la recta intersección de los 

planos 1  y  2 .  

 

(a) Pasamos la ecuación de la recta a paramétricas. 

2

2 3

1

x

y

z







= − 


= + 
= + 

 

Un punto de la recta r tiene coordenadas ( )2 ,2 3 ,1rP   − + + .  

Si el punto equidista de los planos debe cumplir: ( ) ( )1 2distancia , di  stancia , r rP P = . 

 

( ) ( )

( )

1 2

2 2 3
distancia , distancia ,

1 1

2 2 3 0 4 0

2 2 3

2

 

2 3 2 2 3 4 2

 

2

r rP P

o

 

   

 

 

     

− +
=  = 

 − = +  =  =


 − = +  
 − = − +  − = − −  = −  = −

 

 

Los puntos de la recta r que equidistan de los planos 1  y  2  son dos: 

 

 
( )

( )
2 ,2 3 ,1

2,2,1
0

r

r

P
P

  



− + + 


= 

 o bien 
( )

( )
2 ,2 3 ,1

´ 4, 4, 1
2

r

r

P
P

  



− + + 
 − −

= − 

 

 

(b) Llamemos s a la recta definida por los planos 1  y  2 . Obtengamos de su ecuación el 

vector director: 

( )1

2

0
0

0 0,0,1
0

s

x
x

y u
y

z






= 
 =  

 =  = 
 =  = 

 

 

( )
2 2 1

1,3,1
1 3 1

r

x y z
r v

− − −
 = =  = −

−
 

 

Para que las rectas sean coincidentes o paralelas los vectores directores deben ser 

proporcionales, y estos no los son. 

( )

( )

1,3,1 3 1

0 10,0,1

r

s

v

u

= − 
 

= 

 

 

Por lo que solo cabe la posibilidad de que se corten o crucen. 
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Tomemos un tercer vector que vaya de un punto de la recta s a otro de la recta r. 

 

( )

( ) ( )

2 2 1
2,2,1

1 3 1

0 2,2,1 (0,0,0) 2,2,1

0 (0,0,0)

r

s r

s

x y z
r P

x Q P

s y Q

z 

− − − 
 = =  −

=   = − =
  = 

=  

 

 

Calculamos el valor del producto mixto , ,r s s rv u Q P 
 

. 

 

( )

2 2 1

, , 0 0 1 0 2 0 0 0 6 8 0

1 3 1

r s s rv u Q P  = = − + − + + = − 
 

−

 

 

Al ser el producto mixto no nulo las rectas se cruzan. 
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OPCIÓN B 

Ejercicio 1.- Considera la función :f ⎯⎯→  definida por ( )( ) exf x x a= −  . 

(a) [1,25 puntos] Determina a sabiendo que la función tiene un punto crítico en 0x =  . 

(b) [1,25 puntos] Para 1a =  , calcula los puntos de inflexión de la gráfica de  f. 

 

(a) Calculamos la derivada de la función. 

( ) ( ) ( )( ) e (́ ) e e 1 ex x x xf x x a f x x a x a= −  = + − = + −  

Igualamos a cero la derivada para obtener sus puntos críticos. 

 

( )
1 0 1

(́ ) 0 1 e 0
0;  No es posible

x

x

x a x a
f x x a

e

+ − =  = −
=  + − =  

=

 

 

Como el punto crítico debe ser  0 1 0 1x a a=  − =  =  

 

(b) Si 1a =  la función es ( )( ) 1 exf x x= −  y su derivada ( )(́ ) 1 1 ex xf x x xe= + − =  

 

La derivada segunda será: ( )´́ ( ) 1x x xf x e xe x e= + = + . 

 

Si igualamos a cero la segunda derivada obtenemos los posibles puntos de inflexión. 

 

( )
1 0 1

´́ ( ) 0 1 0
0;  No es posible

x

x

x x
f x x e

e

+ =  = −
=  + =  

=

 

 

Veamos el signo de la derivada segunda antes y después de –1x = . 

 

• En ( ), 1− −  tomamos el valor x = –2 → ( ) 2 2´́ ( 2) 1 2 0f e e− −− = − = −  . La gráfica 

de la función es cóncava (∩). 

• En ( )1,− +  tomamos el valor x = 0 → ( ) 0´́ (0) 1 0 1 0f e= + =  . La gráfica de la 

función es cconvexa (∪). 

 

La función cambia de ser cóncava a convexa y por tanto, presenta un punto de inflexión en 

–1x = . 

 

También lo podriamos haber comprobado viendo si la derivada tercera tiene un valor no 

nulo para –1x =  . 

 
1 1 1 1´́ ( ) ´́ (́ ) ´́ (́ 1) 0x x x x xf x e xe f x e e xe f e e e e− − − −= +  = + +  − = + − =   

 

Al ser 
1´́ (́ 1) 0f e−− =   la función tiene un punto de inflexión en –1x = . 
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Ejercicio 2.- Considera las funciones  ( ): 2,f − + ⎯⎯→  definida por ( )( ) ln 2f x x= + (ln 

denota la función logaritmo neperiano) y g : ⎯⎯→  definida por ( )
1

( ) 3
2

g x x= −  . 

(a) [1 punto] Esboza el recinto que determinan la gráfica de f, la gráfica de g, la recta 1x =  y 

la recta 3x =  . (No es necesario calcular los puntos de corte entre las dos gráficas). 

(b) [1,5 puntos] Determina el área del recinto anterior. 

 

(a) Hacemos una tabla de valores para cada función y representamos sus gráficas. 

Representamos las rectas verticales: 1x = ; 3x = . 

Pintamos de gris el recinto limitado por las cuatro gráficas. 
 

( ) ln( 2)

0 ln 2 0.69

1 ln 3 1.098

2 ln 4 1.386

3 ln 5 1.609

x f x x= +

=

=

=

=

   

( )
1

g( ) 3
2

0 1.5

1 1

2 0.5

3 0

x x x= −

−

−

−

 

 

 
 

Observando el dibujo y contando cuadraditos (1 unidad cuadrada) el área del recinto debe 

tener un valor aproximado a 4 unidades cuadradas. 

 

(b) El área del recinto es la integral definida de la diferencia de las funciones entre 1 y 3. 
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Calculemos primero la integral indefinida de la función f. 
 

Integramos por  partes

1 1
ln( 2) ln( 2) ·ln( 2)

2 2
x dx u x du dx x x x dx

x x

dv dx v dx x

 
 
 

+ = = +  = = + − = 
+ + 

 =  = =
 

 



 

 

2 2
·ln( 2) ·ln( 2)

2 2

2 2 1
·ln( 2) ·ln( 2) 2

2 2 2

·ln( 2) 2ln( 2)

x x
x x dx x x dx

x x

x
x x dx dx x x dx dx

x x x

x x x x

+ −
= + − = + − =

+ +

+
= + − + = + − + =

+ + +

= + − + +

 

     

 

Aplicamos este resultado al cálculo de la integral definida que nos proporciona el valor del 

área del recinto dibujado. 
 

3 3 3

1 1 1

1 1
ln( 2) ( 3) ln( 2) 3

2 2
x x dx x dx x dx+ − − = + − − =    

 

 
3

2
3

1

1

1
·ln( 2) 2ln( 2) 3

2 2

x
x x x x x

 
= + − + + − − = 

 
 

 

 

( ) ( )
2 2

2

1 3 1
3·ln(3 2) 3 2ln(3 2) 1·ln(1 2) 1 2ln(1 2) 3·3 3·1

2 2 2

1 9 1
5ln 5 3 3ln 3 1 9 3 5ln 5 2 3ln 3 1 1 5ln 5 3ln 3 3,75

2 2 2
u

    
= + − + + − + − + + − − − − =    

    

 
= − − + − − − + = − − + = − + − = 

 

 

 

El área del recinto tiene un valor de 3.75 unidades cuadradas. 
  

http://www.ebaumatematicas.com/


PevAU 2019 Ordinaria Matemáticas II en Andalucía      

 

508 de 571  www.ebaumatematicas.com  

Ejercicio 3.- [2,5 puntos] Dadas las matrices 

2 1 2 1

1 1

1 1

m m

A m

m

− − 
 

=  
 
 

 , 

x

X y

z

 
 

=  
 
 

 , 

22 1

1

m

B m

 −
 

=  
 
 

 considera el sistema de ecuaciones dado por t tX A B=  , donde ,t tX B denotan 

las traspuestas. Discútelo según los distintos valores de m. 

 

Obtenemos el sistema de ecuaciones. 
 

( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( )

( )

2

2

2

2

2 1 2 1 2 1

1 1

1 1 1

2 1 2 1

1 1 2 1 1

1 1

2 2 1 2 1 1

2 2 1

2 1 1

tt

t t

x m m m

X A B y m m

z m

m m

x y z m m m

m

m x y mz x my z m x y z m m

m x y mz m

x my z m

m x y z

 − − −   
    

=  =     
     
     

− − 
 

= − 
 
 

− + + + + − + + = −

− + + = −


+ + = 
− + + = 

 

Discutamos el sistema. Para ello considero la matriz de coeficientes 

2 1

1 1

2 1 1 1

m m

B m

m

− 
 

=  
 − 

  

Averiguamos cuando se anula el determinante de B. 

 

( ) ( )2

2

2 1

1 1 2 2 1 2 1 1 2

2 1 1 1

2

m m

B m m m m m m m m

m

m m

−

 = = − + − + − − + + − = 
−

= − 3 22 1 2m m m m+ − + − + 33 2 6 4m m m− + = − + −

 

 

3

2 0 6 4

0 2 6 4 0 1 2 2 4 1 es raíz

2 2 4 0

B m m m

− −

=  − + − =  − −  =

− −

 

 

Resolvemos la ecuación de segundo grado que resulta del cociente de la división por 

Ruffini. 
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2

2 6
2

2 4 32 2 6 4
2 2 4 0

2 64 4
1

4

m

m m m

m

+
= = − +   −

− − + =  = = = 
−− −  = =

 −

 

Distinguiremos 3 casos diferentes: 

 

CASO 1. 1; 2m m  −   

En este caso el rango de la matriz de los coeficientes es 3 al igual que el rango de la 

matriz ampliada e igual que el número de incógnitas. El sistema tiene solución única. 

Existe una única matriz X que cumpla la ecuación t tX A B= . 

 

CASO 2. 1m =   

Para este valor el sistema queda 

1

1 1

1

x y z

x y z x y z

x y z

+ + = 


+ + =  + + =
+ + = 

 

Se observa que las tres ecuaciones son iguales. Este sistema tiene infinitas soluciones. 

Existen infinitas matrices X solución del sistema: 

1

x

X y

x y

 
 

=  
 − − 

 

 

CASO 3. 2m = −   

Para este valor el sistema queda 

4 2 7

2 2

5 1

x y z

x y z

x y z

+ − = 


− + = − 
− + + = 

 

Obtenemos un sistema triangular equivalente usando el método de Gauss. 
 

Ecuación 2ª 4 · Ecuación 1ª
4 2 7 2 2

4 8 4 8
2 2 4 2 7

4 2 7
5 1 5 1

9 6 15

Ecuación 3ª + 5 · Ecuación 1ª

5 10 5 10
 

5 1

9 6 9

x y z x y z
x y z

x y z x y z
x y z

x y z x y z
y z

x y z

x y z

y z

− 
+ − = − + = −   

− + − =   
− + = −  + − =    

+ − =
   − + + = − + + =   − =

 




− + = −


− + + =

− + = −

2 2

9 6 15

9 6 9

Ecuación 3ª + Ecuación 2ª
2 2

9 6 15
9 6 15

9 6 9
0 6

0 6

x y z

y z

y z

x y z
y z

y z
y z


− + = − 

 
 − =  

  − + = −  
 

 
− + = −  

− =  
 − =  

− + = −
  =  =
   

 

La última ecuación es imposible y el sistema no tiene solución.  
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Ejercicio 4.- Considera el triángulo cuyos vértices son los puntos A(1,1,0), B(1,0,2) y C(0,2,1). 

(a) [1,25 puntos] Halla el área de dicho triángulo. 

(b) [1,25 puntos] Calcula el coseno del ángulo en el vértice A. 

 

(a) El área del triángulo es la mitad del valor absoluto del módulo del producto vectorial de los 

vectores que unen un vértice del triángulo con los otros dos vértices. 

Las coordenadas de los vectores que forman el triángulo son: 
 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1,0,2 1,1 0,0

0,2,1 1,1,0

, 1,2

1,1,1AC

AB − = −

= − = −

=
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

El área del triángulo es la mitad del módulo del producto vectorial de ambos vectores. 

Calculamos el producto vectorial AB AC . 
 

( )0 1 2 2 2 3 2 3, 2, 1

1 1 1

i j k

AB i j k i i jC kA = − = − − − − = − − − = − − −

−

 

 

Su módulo es  

9 4 1 14AAB C = + + =  

 

Por lo tanto, su área vale 214

2 2

A
Á

AB C
rea u


= =   

 

(b) El coseno del ángulo en el vértice A es el coseno del ángulo que existe entre los vectores 

 y ACAB . 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

( )( ) ( )

( ) ( )

1,0,2 1,1,0

0

s

,2,1 1,1,0

0, 1,2

1,1,1

·co

0, 1,2 1,1,1 1 4 1 1 1·cos

1

 ·  ·  , 

 , 

 ,1 2 5· 3· c  , cos os

A

B

AC

AAC AC AC

AC

A

B

AB A B

AB

A ACB AB C

− = −



= − = − 


= 

 − − = + + + 

−
 −

=

+ =  =
2 1

0,2581
5 3 15

+
= =
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PevAU 2018 Extraordinaria Matema ticas II 

 
PRUEBA DE ACCESO Y ADMISIÓN A LA UNIVERSIDAD 

CURSO 2017-2018 
MATEMÁTICAS II 

 
Instrucciones: a) Duración: 1 hora y 30 minutos 

 

b) Tienes que elegir entre realizar únicamente los cuatro ejercicios de la Opción 

A o realizar únicamente los cuatro ejercicios de la Opción B. 
 

c) Se permitirá el uso de calculadoras que no sean programables, ni gráficas ni 

con capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos 

conducentes a la obtención de resultados deben estar suficientemente 
justificados. 
 

d) En la puntuación máxima de cada ejercicio están contemplados 0,25 puntos 

para valorar la expresión correcta de los procesos y métodos utilizados.  

 

Opción A 

 
 

Ejercicio 1.- [2.5 puntos] Considera la función :f ⎯⎯→  definida por 

2 0

( ) 2
0

x x

ax bx c si x

f x e e x
si x

x senx

−

 + + 


=  − −


−

 

Determina a, b y c sabiendo que f es continua, alcanza un máximo relativo en x = –1 y la recta 

tangente a la gráfica de f en el punto de abscisa x = –2 tiene pendiente 2. 
 

 

Ejercicio 2.- [2.5 puntos] Considera la función f definida por 

( )( ) ln 0f x ax x bx para x= −    (ln denota la función logaritmo neperiano). Determina a y 

b sabiendo que f tiene un extremo relativo en x = 1 y que  

( )
2

1

( ) 8ln 2 9f x dx = − . 

 

 

Ejercicio 3.- Considera las siguientes matrices 

0 0 1

0 1 0 0 1 0

1 0 0 1 0 0

a b c

A y B

   
   

= − =   
   −   

. 

a) [0,75 puntos] Determina, si existen, los valores de a, b y c para los que las matrices A y B 

conmutan. 

b) [1 punto] Calcula A2, A3, A2017  y  A2018. 

c) [0,75 puntos] Calcula, si existe, la matriz inversa de A. 
 

 

Ejercicio 4.- Considera las rectas  

2 3 51 1

2 12 1 3

x yx y z
r y s

y z

− = −+ +
 = =  

− = −
 

a) [1 punto] Estudia y determina la posición relativa de r y s. 

b) [1,5 puntos] Calcula la distancia entre r y s. 
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PRUEBA DE ACCESO Y ADMISIÓN A LA UNIVERSIDAD 

CURSO 2017-2018 
MATEMÁTICAS II 

 

Instrucciones: a) Duración: 1 hora y 30 minutos 
 

b) Tienes que elegir entre realizar únicamente los cuatro ejercicios de la Opción 

A o realizar únicamente los cuatro ejercicios de la Opción B. 
 

c) Se permitirá el uso de calculadoras que no sean programables, ni gráficas ni 
con capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos 

conducentes a la obtención de resultados deben estar suficientemente justificados. 
 

d) En la puntuación máxima de cada ejercicio están contemplados 0,25 puntos 

para valorar la expresión correcta de los procesos y métodos utilizados. 

 

Opción B  
 

Ejercicio 1.- Considera la función f definida por ( ) 2( ) ln 0f x a x bx x para x= + +   , 

donde ln denota logaritmo neperiano. 

a) [1,5 puntos] Halla a y b sabiendo que f tiene extremos relativos en x = 1 y en x = 2. 

b) [1 punto] ¿Qué tipo de extremos tiene f en x = 1 y en x = 2? 

 

 

Ejercicio 2.- Considera la función :f ⎯⎯→  definida por 
2( ) xf x e−= .  

a) [0,75 puntos] Determina el punto de la gráfica de f en el que la recta tangente es 

2y ex= − . 

b) [0,5 puntos] Esboza el recinto limitado por la gráfica de f, la recta 2y ex= −  y el eje de 

ordenadas. 

c) [1,25 puntos] Calcula el área del recinto descrito en el apartado anterior. 

 

 

Ejercicio 3.- Considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales 
2x y mz m

y z m

x my z m

 + + =


− =
 + + =

, 

a) [1,5 puntos] Discute el sistema según los valores del parámetro m. 

b) [1 punto] Resuélvelo para m = 1. Para dicho valor de m, calcula, si es posible, una 

solución en la que z = 2. 

 

 

Ejercicio 4.- Considera las rectas 

21 1

32

x nzx y
r z y s

y zm

+ = −− +
 = =  

− = −
 . 

a) [1,5 puntos] Halla los valores de m y n para que r y s se cortan perpendicularmente. 

b) [1 punto] Para m = 3 y n =1, calcula la ecuación general del plano que contiene a r y a s. 
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SOLUCIONES 

Opción A 

 

Ejercicio 1.- [2.5 puntos] Considera la función :f ⎯⎯→  definida por 

2 0

( ) 2
0

x x

ax bx c si x

f x e e x
si x

x senx

−

 + + 


=  − −


−

 

Determina a, b y c sabiendo que f es continua, alcanza un máximo relativo en x = –1 y la recta 

tangente a la gráfica de f en el punto de abscisa x = –2 tiene pendiente 2. 
 

La función debe ser continua en x = 0 y para ello deben coincidir los límites laterales. 

Límite por la izquierda ( 0x  ) 
2

0 0
lim ( ) lim
x x

f x ax bx c c
− −→ →

= + + =  

Límite por la derecha ( 0x  ) 

0 0

0

0

2 1 1 0 0
lim ( ) lim Indeterminación(LHôpital)

0 0 0

2 1 1 2 0
lim Indeterminación(LHôpital)

1 cos 1 cos 0 0

1 1 0
lim Indeterminación(LHôpital) lim

0 0 0

x x

x x

x x

x

x x

x x

e e x
f x

x senx sen

e e

x

e e

senx

+ +

+

+

−

→ →

−

→

−

→ →

− − − −
= = = = =

− −

+ − + −
= = = = =

− −

− −
= = = = =

+ 0

1 1
2

cos 1

x xe e

x+

−+ +
= =

 

 

Como 
0 0

lim ( ) lim ( ) 2
x x

f x f x c
− +→ →

=  =  

 

Si tiene un máximo relativo en x = –1 la derivada debe de anularse en ese punto. 
 

( )

2( ) 0 (́ ) 2

(́ 1) 0 2 1 0 2 0 2

f x ax bx c si x f x ax b

f a b a b b a

= + +   = +

− =  − + =  − + =  =

 

 

Si la recta tangente a la gráfica de f en el punto de abscisa x = –2 tiene pendiente 2 significa 

que la derivada en x = –2 vale 2 → (́ 2) 2f − = . 

( )

2( ) 0 (́ ) 2

(́ 2) 2 2 4
4 2 4 2

(́ 2) 2

f x ax bx c si x f x ax b

f a b a b
a b b a

f

= + +   = + 

− = − + = − +
  − + =  = +

− =

 

 

Juntamos las dos ecuaciones y hallamos los valores de a y b. 
 

( )
2 2

2 4 2 2 2 1 2· 1 2
4 2 2

b a
a a a a b

b a

= 
 = +  − =  = = −  = − = −

= + −
 

 

Los valores obtenidos son a = –1, b = –2 y c = 2. 
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Ejercicio 2.- [2.5 puntos] Considera la función f definida por 

( )( ) ln 0f x ax x bx para x= −    (ln denota la función logaritmo neperiano). Determina a y 

b sabiendo que f tiene un extremo relativo en x = 1 y que  

( )
2

1

( ) 8ln 2 9f x dx = − . 

 

Si la función tiene un extremo relativo en x = 1 significa que su derivada se anula en dicho 

valor → (́1) 0f = . 

( ) ( ) ( )

( )

1
( ) ln (́ ) ln · ln

(́1) ln 1
0

(́1) 0

f x ax x bx f x a x ax b a x a b
x

f a a b a b
a b a b

f

= −  = + − = + −

= + − = − 
 − =  =

= 

 

 

Calculamos la integral indefinida de ( )( ) lnf x ax x ax= − . 

2

2 2

2

( ) ln ln ln ...
2

1
ln ln ln · ln

2

2

x
f x dx ax x axdx ax xdx axdx ax xdx a

Integración por partes

x x
ax xdx a x xdx u x du dx a x

x

x
dv xdx v xdx

= − = − = − =

 
 
 
 

= = = → = = − 
 
 

= → = = 
 

    

 



1
·

2 x

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

1 1
ln ln · ln

2 2 2 2 2 2 4

... ln ln
2 4 2 2 4 2

dx

x x x x x
a x xdx a x a x

x x x x x x
a x a a x a a

 
=  

 

     
= − = − = −     

     

 
= − − = − − 

 





 

 

Aplicamos este resultado a la integral definida. 
 

( )

22 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1

2

1

2 2 2 1 1 1
( ) ln ln 2 ln1

2 4 2 2 4 2 2 4 2

4 8 2 9 8 ln 2 9
2 ln 2 2 0 2 ln 2 2 ln 2

4 2 4 4 4 4 4 4

8 ln 2 9
( ) 8ln 2 9 8ln 2 9 8 ln 2 9 32ln 2 3

4

x x x
f x dx a x a a a a a a a a

a a a a a a a a a
a a a a a

a a
f x dx a a

     
= − − = − − − − − =     

     

− 
= − − − − − = − − + + = − = 

 

−
= −  = −  − = −





( )
( )

6

4 8ln 2 932ln 2 36
8ln 2 9 32ln 2 36 4

8ln 2 9 8ln 2 9
a a



−−
 − = −  = = =

− −

 

 

Los valores buscados son a = b = 4.  
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Ejercicio 3.- Considera las siguientes matrices 

0 0 1

0 1 0 0 1 0

1 0 0 1 0 0

a b c

A y B

   
   

= − =   
   −   

. 

a) [0,75 puntos] Determina, si existen, los valores de a, b y c para los que las matrices A y B 

conmutan. 

b) [1 punto] Calcula A2, A3, A2017  y  A2018. 

c) [0,75 puntos] Calcula, si existe, la matriz inversa de A. 
 

a) Debe cumplirse que A · B = B · A 
 

0 0 1 0 0 1

0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0

1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0

1

0
1 0 0 0

0
0 1 0 0 1 0 0

0
0 0 1 1

0

1

a b c a b c

AB BA

c

b
c b a a

a
b

a
a b c c

b

c

     
     

=  − = −      
     − −     

− = 


= −
− − =    
=    

 − = −   =     =     − = −    =


= − 

 

 

Los valores buscados son a = 0, b = 0 y c = –1. 
 

b) Calculamos varias potencias de la matriz A en busca de una regularidad. 
 

2

3

3 2

4 3 2

3

0 0 1 0 0 1 1 0 0

0 1 0 0 1 0 0 1 0

1 0 0 1 0 0 0 0 1

1 0 0 0 0 1 0 0 1

0 1 0 0 1 0 0 1 0

0 0 1 1 0 0 1 0 0

A Id

A A A A

A A A AA A Id

    
    

= − − = =
    
    
    

    
    

= = − = − =    
    
    

= = = =

 

 

Si el exponente “n” es par la potencia An = Id3 → 2017 es impar y será A2017 = A. 

 

Si el exponente “n” es impar la potencia An = A → 2018 es par y será A2018 =  Id3 
 

c) Si miramos el resultado del apartado b) podemos decir que su inversa es la misma matriz A, 

pues A·A = A2 = Id3. 
 

OTRA FORMA DE RESOLVERLO 

La matriz inversa de A existe si su determinante es no nulo. 
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( )

0 0 1

0 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0

1 0 0

A = − = + + − − + + =   

Existe la inversa y la calculamos. 

 

( )
1

1 0 0 0 0 10 0 1

0 0 1 0 1 00 1 0
0 0 1

0 1 0 1 0 01 0 0
0 1 0

0 0 1 0 1 01
1 0 0

0 1 0 1 0 0

1 0 0 0 0 1

T

Adj

Adj A
A A

A

−

 − −  
+ − +  

−        
    = = = − + − = − =    
  

 + − + − − 
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Ejercicio 4.- Considera las rectas  

2 3 51 1

2 12 1 3

x yx y z
r y s

y z

− = −+ +
 = =  

− = −
 

a) [1 punto] Estudia y determina la posición relativa de r y s. 

b) [1,5 puntos] Calcula la distancia entre r y s.  

 

a) Obtengamos un vector director y un punto de cada recta. 

 

( )

( )

( )

( )

2,1,31 1

2 1 3 1,0, 1

5 3
3 5

2 2 2.5,0,0.52 3 5 2 3 5 2

2 1 2 1 1 1.5,1,0.5
1 1

2
2 2

r

r

s

s

ux y z
r

P

x yy
x Qx y x y

s y y
y z z y y v

z
z y

=+ + 
 = =  

− − 

−
= +− = − − = − = −    

    =     
− = − = + + =    =

  = +


 

 

Para ser paralelas o coincidentes los vectores directores deben tener coordenadas 

proporcionales.  

( )

( )

2,1,3 2 1 3
¿ ?

1.5 1 0.51.5,1,
¡NO ES CIERTO!

0.5

r

s

u

v

= 
 = =

= 

 

Por lo que no son paralelas ni coincidentes. Son secantes o se cruzan. 

Calculamos el producto mixto de los dos vectores directores y del vector que une un punto 

de una recta con un punto de la otra. Si es nulo son secantes y en caso contrario se cruzan. 
 

( )

( )

( ) ( ) ( )

2,1,3

1.5,1,0.5

2.5,0,0.5 1,0, 1 1.5,0,1.5

2 1 3

, , 1.5 1 0.5 3 0.75 0 4.5 2.25 0 4.5 0

1.5 0 1.5

r

s

r s

r s r s

u

v

P Q

v v P P

=


= 


= − − − − = − 

  = = − + + − − = 
 

−

 

 

Al ser no nulo el producto mixto las rectas r y s se cruzan. 

 

b)  La distancia se obtiene con la división entre el volumen del paralelepípedo definido por los 

tres vectores anteriores , ,r s r su v PQ 
 

 y el área del paralelogramo definido por los vectores 

directores y que es la base del paralelepípedo. 

El volumen del paralelepípedo es el valor absoluto del producto mixto obtenido en el 

apartado anterior: 
3, , 4.5 4.5r s r sVolumen u v PQ u = = =

  . 

El área del paralelogramo es el módulo del producto vectorial de los vectores directores. 
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( )

( )

( )

( ) ( )
2 2 2 2

2,1,3
2 1 3 0.5 4.5 2 1.5 3

1.5,1,0.5
1.5 1 0.5

2.5 3.5 0.5 2.5,3.5,0.5

5 3
2.5,3.5,0.5 2.5 3.5 0.5

2

r

r s

s

r s

r s

i j k
u

u v i j k k j i
v

u v i j k

Área u v u

= 
  = = + + − − − 

= 

  = − + + = −

=  = − = − + + =

 

Por lo que aplicando la fórmula tenemos que: 

( )
, , 4.5 9

Distancia , 1,039
5 3 / 2 5 3

r s r s

r s

u v PQVolumen
r s u

Área u v

 
 

= = = = =

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Opción B  
 

Ejercicio 1.- Considera la función f definida por ( ) 2( ) ln 0f x a x bx x para x= + +   , 

donde ln denota logaritmo neperiano. 

a) [1,5 puntos] Halla a y b sabiendo que f tiene extremos relativos en x = 1 y en x = 2. 

b) [1 punto] ¿Qué tipo de extremos tiene f en x = 1 y en x = 2? 

 

a) Si la función presenta un extremo relativo en x = 1 entonces la derivada se anula en x = 1. 

( ) 2 1
( ) ln (́ ) 2 1

1
(́1) 0 2 ·1 1 0 2 1 0 1 2

1

f x a x bx x f x a bx
x

f a b a b a b

= + +  = + +

=  + + =  + + =  = − −

 

Si la función presenta un extremo relativo en x = 2 entonces la derivada se anula en x = 2. 
1

(́2) 0 2 ·2 1 0 4 1 0 8 2 0 2 8
2 2

a
f a b b a b a b=  + + =  + + =  + + =  = − −  

 

Resolvemos el sistema formado por las dos ecuaciones. 
 

2 8 1
2 8 1 2 2 1 2 8 1 6

1 2 6

1 2 6 2 4 2 2
1 2 1

6 6 6 6 3 3

a b
b b b b b b

a b

a a

= − − 
 − − = − −  − + = − +  − =  = −

= − − 

− + − − − 
= − − − = − + = = =  = 

 

 

 

Los valores buscados son 
2

3
a

−
=  y 

1

6
b

−
= . 

b) La función queda ( ) 22 1
( ) ln

3 6
f x x x x= − − +  y su derivada es 

2
(́ ) 1

3 3

x
f x

x
= − − + . 

Veamos como evoluciona la función antes de x = 1, entre x = 1 y x = 2 y después de x = 2. 

• En ( )0,1  tomamos x = 0,5 y la derivada es 
2 0,5

(́0,5) 1 0,5 0
3·0,5 3

f = − − + = −  , 

por lo que la función decrece en el intervalo ( )0,1 . 

• En ( )1,2  tomamos x = 1,5 y la derivada es 
2 1,5 1

(́1,5) 1 0
3·1,5 3 18

f = − − + =  , por lo 

que la función crece en el intervalo ( )1,2 . 

• En ( )2,+  tomamos x = 3 y la derivada es 
2 3 2

(́3) 1 0
9 3 9

f = − − + = −  , por lo que la 

función decrece en el intervalo ( )2,+ . 

 

Resumimos esta información en el siguiente gráfico. 

 
 

La función presenta un mínimo relativo en x = 1 y un máximo relativo en x = 2.  
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Ejercicio 2.- Considera la función :f ⎯⎯→  definida por 
2( ) xf x e−= .  

a) [0,75 puntos] Determina el punto de la gráfica de f en el que la recta tangente es 2y ex= − . 

b) [0,5 puntos] Esboza el recinto limitado por la gráfica de f, la recta 2y ex= −  y el eje de 

ordenadas. 

c) [1,25 puntos] Calcula el área del recinto descrito en el apartado anterior. 

 

a) La recta tangente se obtiene a partir del valor de la función y su derivada en un punto x = a, 

tiene por ecuación: ( )( )( ) ´y f a f a x a− = − . 

 

2 2( ) (́ ) 2x xf x e f x e− −=  = −  

 

La recta tangente a la gráfica tiene ecuación 

 

( ) ( )2 2 2 2 2 2 22 2 2 2 2 1a a a a a a ay e e x a y e x ae e y e x a e− − − − − − −− = − −  = − + +  = − + +  

 

Comparando esta ecuación con la que nos debe salir 2y ex= −  tenemos que: 

 

( )

2 2

2

2 2 2 1 1
2 1

2 1 0 22 1 02 1 0

a a

a

e e ae e
a a

aaa e

− −

−

− = − − == 
   − =  = −  

+ =+ =+ =  
 

 

El punto de la gráfica es 
1

2
x = −  y sustituyendo en la función 

1
2

21

2
f e e

 
− − 

  
− = = 

 
. 

El punto de la gráfica buscado tiene coordenadas 
1

,
2

e
 

− 
 

 

 

b) El punto de corte de la función y la recta tangente es el punto de tangencia 
1

2
x = − . 

Hacemos una tabla de valores y dibujamos las gráficas. El recinto es la zona marcada de 

verde. 

 
2

2

0.5

0 1

1

2

0.5

0 0

1 2

xx y e

e

e

x y ex

e

e

−

−

=

−

= −

−

−
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c) El área del recinto es la integral definida entre –0,5 y 0 de la diferencia entre la función 
2( ) xf x e−=  y su tangente 2y ex= − . 

 

( )

( )

( )

00 0 2
2 2

0,5 0,5 0,5

2 0,50
22

2

( ) 2 2
2

·0 0,5
2 2

1 2 2 2
0,1796

2 2 4 4 4 4 4

x
x e

f x ex dx e exdx ex

e e
e e

e e e e e
u

−
−

− − −

− −−

 
− − = + = + = 

− 

  
= + − + − =  

− −   

−
= − + − = − + − = =

 
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Ejercicio 3.- Considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales 
2x y mz m

y z m

x my z m

 + + =


− =
 + + =

, 

a) [1,5 puntos] Discute el sistema según los valores del parámetro m. 

b) [1 punto] Resuélvelo para m = 1. Para dicho valor de m, calcula, si es posible, una solución 

en la que z = 2. 

 

a) Consideramos la matriz de coeficientes asociada al sistema: 

1 1

0 1 1

1 1

m

A

m

 
 

= − 
 
 

 con determinante ( )

1 1

0 1 1 1 1 0 0 0

1 1

m

A m m

m

= − = − + − + − =  

El rango de A es menor de 3. 

Consideramos el menor de orden 2 que resulta de quitar la fila y columna 3ª con 

determinante 
1 1

1 0 1 0
0 1

= − =   

El rango de A es 2, independientemente del valor de “m”. 

 

Consideremos la matriz ampliada asociada al sistema 

21 1

/ 0 1 1

1 1

m m

A B m

m m

 
 

= − 
 
 

. 

Tomamos el menor de orden 3 que resulta de quitar la columna 3ª con determinante 

( )

2

2 2 2

1 1

0 1 0 0 2 2

1

m

m m m m m m m

m m

= + + − + + = −  

Lo igualamos a cero → ( )2

0

2 2 0 2 1 0

1 0 1

m

m m m m ó

m m

=


− =  − =  
 − = → =

 

Consideramos los 3 casos siguientes: 

 

CASO 1. 0 1m y m  . 

En este caso el determinante del menor de orden 3 de A/B es no nulo y el rango de A/B 

es 3, como el rango de A es 2 tenemos que los rangos son distintos y por tanto el sistema 

es INCOMPATIBLE (sin solución). 

 

CASO 2. 0m =  

El sistema queda 

0

0

0

x y

y z

x z

+ =


− =
 + =

. Queda un sistema muy sencillo que intentamos resolver. 
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0
0

0 0 0
0

0 0

x yx y
y z

y z y z y z z y
y z

x z x z

 = −+ =
 − = 

− =  − =   − =  =  
− + = + = + = 

 

 

El sistema es COMPATIBLE INDETERMINADO (infinitas soluciones). 

Siendo las soluciones: ; ;x y z  = − = =  

 

CASO 3. 1m =  

El sistema queda 

1

1

1

x y z

y z

x y z

+ + =


− =
 + + =

. Lo resolvemos. 

 

 

( )

1
1

1 1ª y 3ª ecuación son iguales
1

1

1 1 2 0 2

x y z
x y z

y z
y z

x y z

x z z x z x z

+ + =
+ + = 

− =    
= + + + =

 + + + =  + =  = −

 

 

El sistema es COMPATIBLE INDETERMINADO (infinitas soluciones). 

Siendo las soluciones: 2 ; 1 ;x y z  = − = + =  

 

Resumiendo: Si 0 1m y m   el sistema es compatible determinado, si 0m =  o 1m =  el 

sistema es compatible indeterminado. 

 

b) Para 1m =  las soluciones se han obtenido previamente y son 2 ; 1 ;x y z  = − = + = . 

 

Si queremos obtener una solución con z = 2 tomamos 

2·2 4

2 1 2 3

2

x

y

z



= − = −


=  = + =
 =
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Ejercicio 4.- Considera las rectas 

21 1

32

x nzx y
r z y s

y zm

+ = −− +
 = =  

− = −
 . 

a) [1,5 puntos] Halla los valores de m y n para que r y s se cortan perpendicularmente. 

b) [1 punto] Para m = 3 y n =1, calcula la ecuación general del plano que contiene a r y a s. 

 

a) Obtengamos un punto y el vector director de cada una de las rectas. 
 

( )

( )

( )

( )

r

2, ,11 1

2 P 1, 1,0

2
,1,12 2

3
3 3 2, 3,0

r

s

s

u mx y
r z

m

x nz
v nx nz x nz

s y z
y z y z Q

z z

 =− + 
 = =  

−

= − −
 = −+ = − = − −   

   = − +    
− = − = − + − −   =

 

 

Para que se corten el producto mixto de los vectores ;r s r su v y PQ  debe ser nulo. 

 

( ) ( ) ( )

( )

( )

r

r

2, 3,0 1, 1,0 3, 2,0

2, ,1 , , 0

,1,1

3 2 0

2 1 0 3 2 4 3 0 3 2 7 0

1 1

s

r s r s

s

PQ

u m PQ u v

v n

m m n m n

n

= − − − − = − −
  =  =   


= − 

− −

=  − + + + =  − + + =

−

 

 

Y para que se corten perpendicularmente deben ser ortogonales los vectores directores, es 

decir, su producto escalar debe ser nulo. 
 

( )

( )
( )( )

2, ,1
· 0 2, ,1 ,1,1 0 2 1 0

,1,1

r

r s

s

u m
u v m n n m

v n

= 
 =  − =  − + + =

= − 

 

 

Juntamos las dos ecuaciones y resolvemos el sistema. 
 

( )
3 2 7 0 3 2 7 0

3 2 1 2 7 0
2 1 0 2 1

10
6 3 2 7 0 4 10 0 2,5 2·2,5 1 4

4

m n m n
n n

n m m n

n n n n m

− + + = − + + = 
  − − + + =  

− + + = = − 

 − + + + =  − + =  = =  = − =

 

 

Los valores buscados son m = 4 y n = 2,5. 

 

b) Para m = 3 y n =1 las rectas se cortan pues cumplen la condición obtenida  
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2 ¡S

3

1 ¿ 3·3 ·1 7 0?

3 2 7 0

!E CUMPLE

m

n

m n

= 


=  − + + =
− + + = 

 

 

El vector normal del plano π que contiene a las dos rectas es el producto vectorial de los 

vectores directores de las rectas. 
 

( )

( )
( )

2,3,1
2 3 1 3 2 3 2 2 3 5 2, 3,5

1,1,1
1 1 1

r

r s

s

i j k
u

u v i j k k j i i j k
v

= 
  = = − + + − − = − + = −

= −  −

 

 

El plano π contiene al punto Pr (1, –1,0) y tiene como vector normal ( )2, 3,5n = −  por lo 

que su ecuación se obtiene de la siguiente forma: 

 

 

( )

( ) ( )
( )

rr

: 2 3 5 02, 3,5
2 3 1 0 0 5

P 1, 1,0P 1, 1,0

: 2 3 5 5 0

x y z Dn
D D

x y z







 − + + == −  
  − − + + =  = − 

− −  

− + − =
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PevAU 2018 Ordinaria Matema ticas II 

 
PRUEBA DE ACCESO Y ADMISIÓN A LA UNIVERSIDAD 

CURSO 2017-2018 
MATEMÁTICAS II 

 

Instrucciones: a) Duración: 1 hora y 30 minutos 
 

b) Tienes que elegir entre realizar únicamente los cuatro ejercicios de la 

Opción A o realizar únicamente los cuatro ejercicios de la Opción B. 
 

c) Se permitirá el uso de calculadoras que no sean programables, ni gráficas ni 
con capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos 

conducentes a la obtención de resultados deben estar suficientemente 

justificados. 
 

d) En la puntuación máxima de cada ejercicio están contemplados 0,25 puntos 

para valorar la expresión correcta de los procesos y métodos utilizados.  

 

Opción A 

 

 

Ejercicio 1.- [2.5 puntos] Halla los coeficientes a, b y c sabiendo que la función :f ⎯⎯→

definida por ( ) 3 2f x x ax bx c= + + +  tiene en x = 1 un punto de derivada nula que no es 

extremo relativo y que la gráfica de f pasa por el punto (1,1). 
 

 

Ejercicio 2.- Considera las funciones :f y g ⎯⎯→  dadas por ( ) 26 –f x x x=  y 

( ) 2 – 2g x x x= .  

a) [1'25 puntos] Esboza el recinto limitado por las gráficas de f  y g y calcula los puntos de 

corte de dichas gráficas. 

b) [1’25 puntos] Calcula el área del recinto limitado por las gráficas de f  y g. 
 

 

Ejercicio 3.- Considera el siguiente sistema de ecuaciones 

( )

( )

2 3 3

3

2 4 3 1 8

x y m z

x y z m

x y m z

+ + + =


+ + =
 + + + =

  

a) [1’75 puntos] Discútelo según los valores del parámetro m. 

b) [0’75 puntos] Resuelve el sistema para m = –2. 
 

 

Ejercicio 4.- Considera los puntos P(1,0,–1), Q(2,1,1) y la recta r dada por 
2

5
2

z
x y

+
− = =

−
. 

a) [1’25 puntos] Determina el punto simétrico de P respecto a r. 

b) [1’25 puntos] Calcula el punto de r que equidista de P y Q.  
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PRUEBA DE ACCESO Y ADMISIÓN A LA UNIVERSIDAD 

CURSO 2017-2018 
MATEMÁTICAS II 

 
Instrucciones: a) Duración: 1 hora y 30 minutos 

 

b) Tienes que elegir entre realizar únicamente los cuatro ejercicios de la Opción 

A o realizar únicamente los cuatro ejercicios de la Opción B. 
 

c) Se permitirá el uso de calculadoras que no sean programables, ni gráficas ni 

con capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos 
conducentes a la obtención de resultados deben estar suficientemente 

justificados. 
 

d) En la puntuación máxima de cada ejercicio están contemplados 0,25 puntos 

para valorar la expresión correcta de los procesos y métodos utilizados. 

 

Opción B  
 

Ejercicio 1.- [2’5 puntos] Determina 0k  sabiendo que la función :f ⎯⎯→  definida por  
23 1

( ) 2
1

kx si x

f x
si x

kx

 − 


= 




 es derivable 

 

 

Ejercicio 2.- Considera las funciones :f y g ⎯⎯→  definidas por 

2

( )
4

x
g x = −   y 

2( ) 3f x x= −   

a) [1 punto] Calcula la ecuación de la recta tangente a la gráfica de f en el punto de abscisa 

1x = y comprueba que también es tangente a la gráfica de g. Determina el punto de 

tangencia con la gráfica de g. 

b) [0’75 puntos] Esboza el recinto limitado por la recta 4 – 2y x=  y las gráficas de f y g. 

Calcula todos los puntos de corte entre las gráficas (y la recta). 

c) [0’75 punto] Calcula el área del recinto descrito en el apartado anterior. 

 

Ejercicio 3.-  

a) [1,5 puntos] Justifica que es posible hacer un pago de 34,50 euros cumpliendo las 

siguientes restricciones: 

▪ utilizando únicamente monedas de 50 céntimos de euro, de 1 euro y de 2 euros; 

▪ se tienen que utilizar exactamente un total de 30 monedas; 

▪ tiene que haber igual número de monedas de 1 euro como de 50 céntimos y 2 euros 

juntas. 

¿De cuántas maneras y con cuántas monedas de cada tipo se puede hacer el pago? 

b) [1 punto] Si se redondea la cantidad a pagar a 35 euros, justifica si es posible o no seguir 

haciendo el pago bajo las mismas condiciones que en el apartado anterior. 
 

 

Ejercicio 4.- Considera el punto P(2,–1, 3) y el plano π de ecuación 3 2 5x y z+ + = . 

a) [1,75 puntos] Calcula el punto simétrico de P respecto de π. 

b) [0,75 puntos] Calcula la distancia de P a π. 
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SOLUCIONES 

Opción A 

 

Ejercicio 1.- [2.5 puntos] Halla los coeficientes a, b y c sabiendo que la función :f ⎯⎯→

definida por ( ) 3 2f x x ax bx c= + + +  tiene en x = 1 un punto de derivada nula que no es 

extremo relativo y que la gráfica de f pasa por el punto (1,1). 
 

Calculamos la derivada de la función. 

 

( ) ( )3 2 2´ 3 2f x x ax bx c f x x ax b+ = ++= + +  

 

Sabemos que la derivada se anula en x = 1. 

 

( ) 2´ 0 3·1 2 ·1 0 2 31f a b a b=  + =  + = −+  

 

Como x = 1 no es extremo relativo la derivada segunda se anula en x = 1. 

 

( ) ( )

( )

2´ 3 2 ´́ 6 2

1 no es extremo ´́ 0 6 ·1 2 0 2 6 31

f x x ax b f x x a

x f a a a

= +  = +

=  =  + =

+

=  −  = −
 

 

La gráfica pasa por el punto (1, 1). 

 

( ) 3 21 1 1 ·1 ·1 01f a b c a b c+=  = + +  + + =  

 

Juntamos las tres ecuaciones y resolvemos el sistema. 

 

( )
2 3

2 3 3 6 3 3
3 3 3 0

33 0 3
0

a b
b b b

a c c
b cb c b c

a b c

+ = −
− + = − − + = −  = 

= −     + =  =   
+ =− + + = + =   + + =



 

 

Los valores buscados son a = –3, b = 3 y c = 0. 
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Ejercicio 2.- Considera las funciones :f y g ⎯⎯→  dadas por ( ) 26 –f x x x=  y 

( ) 2 – 2g x x x= .  

a) [1'25 puntos] Esboza el recinto limitado por las gráficas de f  y g y calcula los puntos de 

corte de dichas gráficas. 

b) [1’25 puntos] Calcula el área del recinto limitado por las gráficas de f  y g. 
 

a) La función ( ) 26 –f x x x=  es una parábola y la función ( ) 2 – 2g x x x=  es una función 

valor absoluto que expresamos como función a trozos: 
 

( ) ( ) ( )

2

2 2 2

2

– 2 00

– 2 0 2 0 – 2 – 2 0 2

2 – 2 2

x x si xx

x x x x ó g x x x x x si x

x x x si x




= 



=


=  − =   = − 

 



=

 

 

Igualamos las funciones en busca de los puntos de corte. 
 

( ) ( )

( )

( ) 2

2 2

2

2

2

2

2

2

– 2 6 –

– 2 6 – 0

–

0

2 8 2 4 0

4 0

2

4

2 6 0 4 06 –

f

x

x g x x x x x

x

x x x x ó

x

ó

x x xx x x

x x x x

x x x x

 = 

  =
 

=  − =



=

 − =  


− =  = 
 





− =  − + = −  =  =
  

 

Se cortan en x = 0 y en x = 4. 

Hacemos una tabla de valores para cada una de las funciones entre 0 y 4. 

 

( )

2

2

( ) 6 –

0 0

1 6 1 5

2 12 4 8

3 18 9 9

4 24 16 8

– 2

0 0 0

1 1 2 1

2 4 4 0

3 9 6 3

4 16 8 8

x y f x x x

x y g x x x

= =

− =

− =

− =

− =

= =

=

− =

− =

− =

− =
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b) Calculamos el valor del área del recinto de color rosa (A), limitada por las funciones 

( ) 26 –f x x x=  y ( ) 2 22 0 2– 2 xg x sx x xx i= = −  . 

 

( )
2 2 2

2 2 2 2

0 0 0

2
2 2 2 2

0

Área recinto rosa 6 2 6 2 4

2 2·2 2·0 8

x x x x dx x x x x dx xdx

x u

= − − − = − − + = =

 = = − = 

  
 

 

Calculamos el valor del área del recinto de color azul (B), limitada por las funciones 

( ) 26 –f x x x=  y ( ) 2 2 2 2– 2 xg xx s xx ix = −=  . 

 

( )
4 4 4

2 2 2 2 2

2 2 2

4
3 3 3

2 2 2 2

2

Área recinto azul 6 2 6 2 2 8

4 2 128 16 32
2 4 2 4·4 2 4·2 64 16 10,66

3 3 3 3 3 3

x x x x dx x x x xdx x xdx

x
x u

= − − − = − − + = − + =

     
= − + = − + − − + = − + + − = =     

     

  
 

 

El área total es la suma del área de ambas regiones: Área total = 8 + 10,66 = 18,66 u2 
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Ejercicio 3.- Considera el siguiente sistema de ecuaciones 

( )

( )

2 3 3

3

2 4 3 1 8

x y m z

x y z m

x y m z

+ + + =


+ + =
 + + + =

  

a) [1’75 puntos] Discútelo según los valores del parámetro m. 

b) [0’75 puntos] Resuelve el sistema para m = –2. 

 

a) Consideramos la matriz de coeficientes asociada al sistema 

( )

1 2 3

1 1 1

2 4 3 1

m

A

m

+ 
 

=  
 + 

 con 

determinante 

( )

( )

1 2 3

1 1 1 3 3 4 4 12 2 6 6 6 4 3

2 4 3 1

m

A m m m m m

m

+

= = + + + + − + + + + = − +

+

 

 

Lo igualamos a cero → 3 0 3m m− + =  =  

 

Analizamos el sistema en los dos casos siguientes. 

 

CASO 1. 3m   

Para 3m  el determinante de A es no nulo y su rango es 3, por lo que el rango de la 

matriz ampliada también es 3 e igual que el número de incógnitas. 

El sistema es COMPATIBLE DETERMINADO (una única solución). 

 

CASO 2. 3m =  

En este caso el sistema queda: 

2 6 3 2 6 3
Simplificamos la ecuación 3ª

9 9
 dividiendola entre 2

2 4 12 8 2 6 4

x y z x y z

x y z x y z

x y z x y z

+ + = + + = 
  

+ + =   + + =   
  + + = + + = 

 

 

Como observamos la ecuación 1ª y la 3ª tienen el primer miembro de la igualdad 

idénticos y el segundo distinto, esto plantea un sistema de ecuaciones imposible y por 

tanto el sistema es INCOMPATIBLE (no tiene solución). 

 
b) Para m = –2 estamos en el caso 1 y el sistema es compatible determinado, podemos 

resolverlo utilizando el método de Cramer. 

Para m = –2 el sistema queda: 

2 3

6

2 4 3 8

x y z

x y z

x y z

+ + =


+ + = −
 + − =

 

3 2 1

6 1 1

8 4 3 9 16 24 8 36 12 73

1 2 1 3 4 4 2 6 4 5

1 1 1

2 4 3

x

−

− − + − − − − −
= = =

− + + − + −

−
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1 3 1

1 6 1

2 8 3 18 6 8

1 2 1

1 1 1

2 4 3

y

−

− + +
= =

−

12 9 8+ + − 45
9

5 5
= =  

1 2 3

1 1 6

2 4 8 8 24

1 2 1

1 1 1

2 4 3

z

−

−
= =

−

12 6 16 24+ − − + 2

5 5

−
=  

 

La solución del sistema es 
73 2

; 9;
5 5

x y z
− −

= = =   
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Ejercicio 4.- Considera los puntos P(1,0,–1), Q(2,1,1) y la recta r dada por 
2

5
2

z
x y

+
− = =

−
. 

a) [1’25 puntos] Determina el punto simétrico de P respecto a r. 

b) [1’25 puntos] Calcula el punto de r que equidista de P y Q.  

 

a) Para calcular las coordenadas del punto P´ simétrico de P respecto de la recta r 

procederemos como indica el dibujo: 

 

Hallamos la ecuación del plano π perpendicular a la recta r que pasa por el punto ( )1,0, –1P

  

( )

( )

( )
( )

1,1, 22
5

2 5,0, 2

2 0
1,1, 2 1 0 2 0 3

1,0, 1

2 3 0

r

r

r

vz
r x y

P

x y z D
n v D D

P

x y z







 = −+ 
 − = =  

− −

 + − + = 
= = −   + + + =  = −

−  

 + − − =

 

 

Hallamos el punto M de corte entre la recta y el plano. 

 

( )

( ) ( ) ( )

( )

5
1,1, 2

5 2 2 2 3 05,0, 2
2 2

2 3 0
2 3 0

5 1 4

5 4 4 3 0 6 6 0 1 1 4, 1,0

2 2 0

r

r

x t
v

r r y t
t t tP

z t
x y z

x y z

x

t t t t t y M

z




= +  = −  
  =  

  + + − − − − = −    = − − 
 + − − =   + − − = 

= − =


 + + + + − =  + =  = −  = −  −
 = − + =

 

 

Si P´ tiene coordenadas (a, b, c) como el punto M es el punto medio del segmento PP´ 

tenemos que se cumple: 
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( )

( )

( )

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

´ , ,
, , 1,0, 1

1,0, 1 4, 1,0 8, 2,0 , , 1,0, 1
2

4, 1,0

, , 8, 2,0 1,0, 1 7, 2,1

P a b c
a b c

P a b c

M

a b c


 + −

−  − =  − = + − 


− 

 = − − − = −

 

 

El punto simétrico de P(1,0,–1) respecto de la recta r  tiene coordenadas P´(7, –2, 1). 

 

b) Un punto A de la recta 

5

2 2

x t

r y t

z t

= +


 =
 = − −

 tiene coordenadas ( )5 , , 2 2A t t t+ − − . 

Hallamos las coordenadas de los vectores AP  y AQ . 

 

( )

( )

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1,0, –1
1,0, –1

2,1,1
2,

5 , , 2 2 4 , ,1 2

5 , , 2 2 3 ,1 ,3 2
5 , , 2

1,1
2

AP t t t t
P

t t

AQ t t t t t t
A t t t

Q


 = − + − − = − − − + 

 
= − + − − = − − − + + − − 

 

 

Para que el punto A sea equidistante de los puntos P y Q deben tener el mismo módulo los 

vectores AP  y AQ . 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2

4 1 2

3 1 3 2

4 1 2 3 1 3 2

4 1 2 3 1 3 2

16

AP t t t

AQ t t t

AP AQ

t t t t t t

t t t t t t

t

= − − + − + +



= − − + − + + 

=


 − − + − + + = − − + − + + 

 − − + − + + = − − + − + + 

 + 28t t+ + 21 4t+ + 24 9t t+ = + 26 1t t+ + + 22 9 4t t− + + 12

2 1
12 17 16 19 4 2

4 2

t

t t t t

+ 

−
 + = +  − =  = =

−

 

 

El punto A buscado tiene coordenadas 
1 1 1 9 1

5 , , 2 2 , , 1
2 2 2 2 2

A A
− − −   

− − −  −   
   
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Opción B  
 

Ejercicio 1.- [2’5 puntos] Determina 0k  sabiendo que la función :f ⎯⎯→  definida por  
23 1

( ) 2
1

kx si x

f x
si x

kx

 − 


= 




 es derivable 

 

Para ser derivable debe ser continua y para ello debe serlo en x = 1. Los límites laterales en 

1x =  deben ser iguales. 

 

( ) ( ) ( )

( )

2

1 1

2 2

1 1

1 1

2

lim ( ) lim 3 3

2 2 2
lim ( ) lim 3 2 3 3 2 0

lim ( ) lim ( )

3 1
2

3 3 4 1 2 3 1 2

3 12 1 2
1

2

x x

x x

x x

f x kx k

f x k k k k k
kx k k

f x f x

k

k

k

− −

+ +

− +

→ →

→ →

→ →

= − = −



= =  = −  = −  − + = 


= 


+
= = − −  

 = = = 
− = =



 

 

Calculamos la derivada de la función en  1−  

 
2

2

2 13 1

( ) (́ ) 22
11

kx si xkx si x

f x f x
si xsi x

kxkx

−  −  
 

=  = 
−  



 

 

Para que sea derivable en x = 1 deben coincidir las derivadas laterales. 

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 1

2 2

2
1 1

´ 1 lim ´ lim 2 2

2 2 2
´ 1 lim ´ lim 2 2 2 1 1 1

´ 1 ´ 1

x x

x x

f f x kx k

f f x k k k k
kx k k

f f

− −

+ +

−

→ →

+

→ →

− +

= = − = −

−

= = = −  − = −  =  =  = = 

=


 

 

Para que se cumplan las dos condiciones y la función sea derivable el valor de k debe ser 1.  
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Ejercicio 2.- Considera las funciones :f y g ⎯⎯→  definidas por 

2

( )
4

x
g x = −   y 

2( ) 3f x x= −   

a) [1 punto] Calcula la ecuación de la recta tangente a la gráfica de f en el punto de abscisa 

1x =  y comprueba que también es tangente a la gráfica de g. Determina el punto de 

tangencia con la gráfica de g. 

b) [0’75 puntos] Esboza el recinto limitado por la recta 4 – 2y x=  y las gráficas de f y g. 

Calcula todos los puntos de corte entre las gráficas (y la recta). 

c) [0’75 punto] Calcula el área del recinto descrito en el apartado anterior. 

   

a) La ecuación de la recta tangente a f en x = 1 es ( )( )(1) ´ 1 1y f f x− = −  

   

( )
( )

2( ) 3 (́ ) 2

1 3 1 2
2 2 1 2 2 2 2 4

(́1) 2

f x x f x x

f
y x y x y x

f

= −  = −

= − = 
 − = − −  − = − +  = − +

= − 

 

 

Para que sea tangente a la función g debemos buscar el punto de la gráfica de g que tiene 

derivada igual a –2. 

 
2 2

( ) (́ )
2 4 44 4 2

2
(́ ) 2

x x x
g x g x x

x x

g x


= −  = − = − 

 − = −  − = −  =
= − 

 

 

Calculamos la recta tangente a la gráfica de g en x = 4 y comprobamos si es igual a la recta 

tangente obtenida anteriormente. 

La ecuación de la recta tangente a g en x = 4 es ( )( )(4) ´ 4 4y g g x− = −  

 

( ) ( )
2

(́ ) (́4) 2
2

4 2 4 4 2 8 2 4
4

(4) 4
4

x
g x g

y x y x y x

g


= −  = − 

 − − = − −  + = − +  = − +
= − = −


 

 

Como se comprueba las rectas tangentes a f en x =1 y a g en x = 4 son iguales. 

 

b)  Hallamos los puntos de corte de la recta con cada una de las funciones. 

 

( ) ( ) ( )( )

( )

2

2 2

2

( ) 3
2 4 3 2 1 0

2 4

2 2 4 1 1 2 0
1

2 1 2

f x x
x x x x

y x

x

= −
 − + = −  − + = 

= − + 

− −  − − 
 = = =

 

 

La función f(x) solo corta a la recta tangente en x = 1 
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( ) ( ) ( )( )

( )

2
2

2 2

2

( )
2 4 8 16 8 16 04

4
2 4

8 8 4 1 16 8 0
4

2 1 2

x
g x x

x x x x x

y x

x


= − 

 − + = −  − + = −  − + = 
= − + 

− −  − − 
 = = =

 

La función g(x) solo corta a la recta tangente en x = 4 

 
2

2 2 2 2 2( ) ( ) 3 12 4 3 12 4 2
4

x
f x g x x x x x x x=  − = −  − = −  − = −  =  =   

 

Las funciones f(x) y g(x) solo coinciden en x = –2 y en x = 2 
 

Dibujamos la gráfica de las funciones y la recta tangente realizando previamente una tabla 

de valores entre –2 y 4. 

 
2

2

( )
4

2 1

1 0, 25

0 0

1 0, 25

2 1

4 4

( ) 3

2 1

1 2

0 3

1 2

2 1

4 13

2 4

0 4

1 2

2 0

3 2

4 4

x
x g x

x f x x

x y x

= −

− −

− −

−

−

−

= −

− −

−

−

−

= − +

−

−

 

 

c) Observando el dibujo del recinto este es pequeño y nos debe salir un área aproximada a 1 

unidad cuadrada. 
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Lo dividimos en dos partes, calculamos el área de cada parte y las sumamos para obtener el 

área total. 

El área del recinto azul es una integral definida entre 1 y 2 de la función y = –2x+4 menos 
2( ) 3f x x= − . 

( )
2 2 2

2 2 2

1 1 1

2
3 3 3

2 2 2 2

1

2 4 3 2 4 3 2 1

2 1 8 1 7 1
2 2 1 1 4 2 1 1 2

3 3 3 3 3 3 3

Área azul x x dx x x dx x x dx

x
x x u

= − + − − = − + − + = − + =

     
= − + = − + − − + = − + − + − = − =     

     

  

 

 

El área del recinto rosa es una integral definida entre 2 y 4 de la función y = –2x+4 menos 
2

( )
4

x
g x = −  

44 4 42 2 2 3
2

2 2 2 2

3 3
2 2 2

2 4 2 4 2 4 4
4 4 4 12

4 2 64 8 56 8 2
4 4·4 2 4·2 16 16 4 8 4

12 12 12 12 12 12 3

x x x x
Área rosa x dx x dx x dx x x

u

   
= − + − − = − + + = − + = − + =   

   

   
= − + − − + = − + − + − = − = =   

   

  

 

 

El área total es 21 2
1

3 3
u+ = .  
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Ejercicio 3.-  

a) [1,5 puntos] Justifica que es posible hacer un pago de 34,50 euros cumpliendo las siguientes 

restricciones: 

▪ utilizando únicamente monedas de 50 céntimos de euro, de 1 euro y de 2 euros; 

▪ se tienen que utilizar exactamente un total de 30 monedas; 

▪ tiene que haber igual número de monedas de 1 euro como de 50 céntimos y 2 euros juntas. 

¿De cuántas maneras y con cuántas monedas de cada tipo se puede hacer el pago? 

 

b) [1 punto] Si se redondea la cantidad a pagar a 35 euros, justifica si es posible o no seguir 

haciendo el pago bajo las mismas condiciones que en el apartado anterior. 

 

a) Llamemos x = número de monedas de 50 cts, y = nº de monedas de 1 euro, z = nº monedas 

de 2 euros. 

Obtenemos las ecuaciones correspondientes a las condiciones ofrecidas en el ejercicio. 

 

“Se tienen que utilizar exactamente un total de 30 monedas” → 30x y z+ + =  

“Tiene que haber igual número de monedas de 1 euro como de 50 céntimos y 2 euros 

juntas” → y x z= +  

“Hacer un pago de 34,50 euros” → 0,5 2 34,5x y z+ + =  

 

Formamos un sistema con las tres ecuaciones y lo resolvemos. 

 

30 30
Para no manejar decimales

0,5 2 34,5 2 4 69
multiplico por 2 la 2ª ecuación

0

Ecuación 3ª + Ecuación 1ª

0

30

2 30 Nueva ecuación 3ª

x y z x y z

x y z x y z

y x z x y z

x y z

x y z

y

+ + = + + = 
  

+ + =   + + =    
  = + − + − = 




− + − =
 

+ + =

 = →


30

2 4 69

2 30

Ecuación 2ª  Ecuación 1ª
30

2 4 69
3 39

30
153 39 Nueva ecuación 2ª

1515 30 15

15 3 39 3 24 8

x y z

x y z

y

x y z
x y z

y z
x y z

yy z

x zx z x z

z z z


+ + = 

 
 + + =  

 = 


− 
+ + = 

+ + =   
  + =   

− − − = −
  

=  + = → 
 

+ = + + = + =  
    

+ = = =  
8 15 7x x + =  =


 

 

Solo hay una forma de conseguirlo, con 7 monedas de 50 cts, 15 de 1 euro y 8 de 2 euros. 

 

b) Cambiamos la ecuación correspondiente y volvemos a resolver. 
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30 30
Para no manejar decimales

0,5 2 35 2 4 70
multiplico por 2 la 2ª ecuación

0

Ecuación 3ª + Ecuación 1ª

0

30

2 30 Nueva ecuación 3ª

x y z x y z

x y z x y z

y x z x y z

x y z

x y z

y

+ + = + + = 
  

+ + =   + + =    
  = + − + − = 

 


− + − =
  

+ + =

 = →


30

2 4 70

2 30

Ecuación 2ª  Ecuación 1ª
30

2 4 70
3 40

30
153 40 Nueva ecuación 2ª

15
15 30 15

25
15 3 40 3 25

3

x y z

x y z

y

x y z
x y z

y z
x y z

yy z

x z
x z x z

z z z

+ + = 
 

 + + = 
 = 


− 
+ + = 

+ + =   
  + =   

− − − = −
  

=  + = → 
 

+ = 
+ + = + =  

    
+ = = = 



25 25 20
15 15

3 3 3
x x x




 + =  = −  =

 

 

No es posible, pues la solución da un número decimal de monedas de 50 cts y de 2 euros.  
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Ejercicio 4.- Considera el punto P(2,–1, 3) y el plano π de ecuación 3 2 5x y z+ + = . 

a) [1,75 puntos] Calcula el punto simétrico de P respecto de π. 

b) [0,75 puntos] Calcula la distancia de P a π. 

 
a) Para obtener las coordenadas del punto P´ simétrico de P respecto de un plano π seguiremos 

el procedimiento descrito en el dibujo. 

 

Hallamos la recta r perpendicular al plano 3 2 5x y z+ + =  que pasa por P. Por ser 

perpendicular el vector director de la recta es el vector normal del plano. 

( )

( )

2 3
3,2,1

3 2 5 1 2
2, 1,3

3

r

x t
v n

x y z r y t
P

z t




= + 
= =  

 + + =    = − + 
−    = + 

 

Hallamos el punto M de corte de recta y plano.  

( ) ( )

3 2 5

2 3
3 2 3 2 1 2 3 5 6 9 2 4 3 5

1 2

3

1 3 11
2 3 2

7 7 7

2 1 1 2 9 11 9 20
14 2 1 2 1 , ,

14 7 7 7 7 7 7 7

1 20
3

7 7

x y z

x t
t t t t t t

r y t

z t

x

t t y M

z

  + + = 


= +  
 + + − + + + =  + − + + + =  

 = − +  
 = +  

 
= + − = − =  

  
−    

 = −  = = −  = − + − = − − = −  −   
   


= − = 



 

Llamamos a las coordenadas del punto P´(a,b,c). El punto M es el punto medio del 

segmento PP´ por lo que se cumple: 
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( )

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

11 9 20
, ,

7 7 7
2, 1,3 , ,11 9 20

2, 1,3 , ,
7 7 7 2

´ , ,

11 9 20 22 18 40
2 , , 2, 1,3 , , , , 2, 1,3 , ,

7 7 7 7 7 7

8 11 19
, , , ,

7 7 7

M

a b c
P M

P a b c

a b c a b c

a b c

 
− 

  − +  
−  − =   

 



   
 − = − +  − − − =    

   

 
 = − 

 

 

El punto P´ tiene coordenadas 
8 11 19

, ,
7 7 7

 
− 

 
 

b) La distancia de P al plano π es el módulo del vector PM . 

 

( )
11 9 20 3 2 1

, , 2, 1,3 , ,
7 7 7 7 7 7

PM
   

− − − = − − −   


=
  

 

 

2 2 2
3 2 1 14 14

7 7 7 49 7
PM

     
= + +     

    
− − =


− =  

 

La distancia es 
14

0,53
7

u=  

 

OTRA FORMA DE RESOLVER EL APARTADO b) 

 

( )
( )

2 2 23( )

3·2 2 1 3 53 2 5 0 2 2 14 14
,

2, –1,  3 14 7142 1

x y z
d P u

P




+ − + − + + − = 
 = = = =

+ +
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PevAU 2017 Extraordinaria Matema ticas II 

 

UNIVERSIDADES DE ANDALUCÍA 

PRUEBA DE ACCESO Y ADMISIÓN A LA UNIVERSIDAD 

CURSO 2016-2017 
 

MATEMÁTICAS II 

 

Instrucciones: a) Duración: 1 hora y 30 minutos 
 

b) Tienes que elegir entre realizar únicamente los cuatro ejercicios de la Opción 

A o realizar únicamente los cuatro ejercicios de la Opción B. 
 

c) Se permitirá el uso de calculadoras que no sean programables, ni gráficas ni con 
capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos 

conducentes a la obtención de resultados deben estar suficientemente justificados. 
 

d) En la puntuación máxima de cada ejercicio están contemplados 0,25 puntos para 

valorar la expresión correcta de los procesos y métodos utilizados. 

 

Opción A 

 
 

Ejercicio 1.- [2,5 puntos] Una imprenta recibe un encargo para realizar una tarjeta rectangular 

con las siguientes características: la superficie rectangular que debe ocupar la zona impresa debe 

ser de 100 cm2, el margen superior tiene que ser de 2 cm, el inferior de 3 cm y los laterales de 5 

cm cada uno. 

Calcula, si es posible, las dimensiones que debe tener la tarjeta de forma que se utilice la menor 

cantidad de papel posible. 
 

 

Ejercicio 2.- [2,5 puntos] Determina la función :f ⎯⎯→  tal que ( )´́ xf x xe= , cuya 

gráfica pasa por el origen de coordenadas y tiene un extremo relativo en x = 1. 

 

 

Ejercicio 3.- Considera el sistema de ecuaciones lineales dado por AX B=  siendo 

1 1 1

2 0 3

1 3 2

A

m

 
 

=  
 − 

 , 

x

X y

z

 
 

=  
 
 

  y 2 1

1

m

B m

m

 
 

= + 
 − 

 

a) [1,25 puntos] Discute el sistema según los valores de m. 

b) [1,25 puntos] Para m = 2, calcula, si es posible, una solución del sistema anterior para la 

que 17z = . 
 

 

Ejercicio 4.- Los puntos A(1, 1, 1) , B(2, 2, 2) y C(1, 3, 3) son vértices consecutivos del 

paralelogramo ABCD. 

a) [1 punto] Calcula el área del paralelogramo. 

b) [1 punto] Halla la ecuación general del plano que contiene a dicho paralelogramo. 

c) [0,5 puntos] Calcula las coordenadas del vértice D. 
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCÍA 

PRUEBA DE ACCESO Y ADMISIÓN A LA UNIVERSIDAD 

CURSO 2016-2017 

MATEMÁTICAS II 

 
Instrucciones: a) Duración: 1 hora y 30 minutos 

 

b) Tienes que elegir entre realizar únicamente los cuatro ejercicios de la Opción 

A o realizar únicamente los cuatro ejercicios de la Opción B. 
 

c) Se permitirá el uso de calculadoras que no sean programables, ni gráficas ni 

con capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos 

conducentes a la obtención de resultados deben estar suficientemente justificados. 
 

d) En la puntuación máxima de cada ejercicio están contemplados 0,25 puntos 

para valorar la expresión correcta de los procesos y métodos utilizados. 

 

Opción B  
 

Ejercicio 1.- Considera la función :f ⎯⎯→  definida por  

( )
2

x xe e
f x

−+
= . 

a) [2 puntos] Estudia y determina los intervalos de crecimiento y los intervalos de 

decrecimiento de f. Calcula los extremos relativos de f (abscisas donde se obtienen y 

valores que se alcanzan). 

b) [0,5 puntos] Halla la ecuación de la recta normal a la gráfica de f en el punto de abscisa 

0x = . 
 

 

Ejercicio 2.- Considera el recinto del primer cuadrante limitado por el eje OX, la recta y x= , la 

gráfica 
3

1
y

x
=  y la recta x = 3. 

a) [0,5 puntos] Haz un esbozo del recinto descrito. 

b) [1,5 puntos] Calcula el área del recinto. 

c) [0,5 puntos] Si consideras la gráfica 
1

y
x

=  en lugar de 
3

1
y

x
= , el área del recinto 

correspondiente ¿será mayor o será menor que la del recinto inicial? ¿por qué?. 
 

 

Ejercicio 3.- Considera 

0

1 0

0 1 1

k k

A k k

k k

 
 

= + 
 + + 

 

a) [1,5 puntos] Discute el rango de A según los valores de k. 

b) [1 punto] Para k = 1, calcula el determinante de ( )
2017

12 tA A− , siendo At la traspuesta de A. 
 

 

Ejercicio 4.- Considera el punto P(0, 1, 1) y la recta r dada por 
2 5

2

x y

z

− = −


=
 

a) [1,25 puntos] Determina la ecuación del plano que pasa por P y contiene a r. 

b) [1,25 puntos] Halla las coordenadas del punto simétrico de P respecto de r. 
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SOLUCIONES 

Opción A 

 

Ejercicio 1.- [2,5 puntos] Una imprenta recibe un encargo para realizar una tarjeta rectangular 

con las siguientes características: la superficie rectangular que debe ocupar la zona impresa debe 

ser de 100 cm2, el margen superior tiene que ser de 2 cm, el inferior de 3 cm y los laterales de 5 

cm cada uno. 

Calcula, si es posible, las dimensiones que debe tener la tarjeta de forma que se utilice la menor 

cantidad de papel posible. 
 

La situación planteada se describe en el dibujo siguiente: 

 
 

La tarjeta a utilizar tiene dimensiones x + 10 cm de largo e y + 5 cm de ancho. 

La zona impresa (de color rojo) tiene dimensiones x cm de largo e y cm de ancho. Por lo que 

los 100 cm2 nos proporcionan la igualdad: 
100

· 100x y y
x

=  =  

La función a minimizar es el área del rectángulo total (en negro): 
 

( )( )( ) 10 5 5 10 50
100 100

( ) 5 10 50100

1000 1000
( ) 100 5 50 5 150

A x x y xy x y

A x x x
x xy

x

A x x x
x x

= + + = + + + 


 = + + + 
= 



 = + + + = + +

 

 

Calculamos la derivada y la igualamos a cero, en busca del mínimo de la función área. 
 

2

2 2

2 2

1000 1000
( ) 5 150 (́ ) 5

1000 1000
(́ ) 0 5 0 5

1000 5 200 200 10 2 14,14

A x x A x
x x

A x
x x

x x x cm

= + +  = −

=  − =  = 

 =  =  = = =
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Solo consideramos el valor positivo de la raíz ya que estamos trabajando con longitudes. 

 

Veamos como evoluciona el área antes de 14,14 cm y después de este valor. 

• En el intervalo ( )0, 200  tomamos x = 10 y la derivada vale 

2

1000
(́10) 5 5 10 5 0

10
A = − = − = −  , la función decrece. 

• En el intervalo ( )200,+  tomamos x = 20 y la derivada vale 

2

1000
(́20) 5 2,5 0

20
A = − =  , la función crece. 

 

El área sigue el esquema del dibujo siguiente. 
 

 
 

La función presenta un mínimo relativo en 200x = . 

Hallamos el valor de y para 200x = . 
 

100 100 200 200 10 2
5 2 7,07

200 2 2200
y cm= = = = =  . 

 

Las dimensiones de la tarjeta que hacen mínimo el consumo de papel tiene de largo  

10 10 10 2 24,14x + = +  cm y de ancho 5 5 5 2 12,07y + = +  cm. 
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Ejercicio 2.- [2,5 puntos] Determina la función :f ⎯⎯→  tal que ( )´́ xf x xe= , cuya 

gráfica pasa por el origen de coordenadas y tiene un extremo relativo en x = 1. 

 

Si ( )´́ xf x xe=  integrando obtendremos el valor de la derivada ( )´f x . 

 

( ) ( )

Integramos por partes

´́ ´x x

x x x

x x x x

f x xe f x xe dx u x du dx

dv e dx v e dx e

xe e dx xe e K

 
  

=  = = = → = = 
 

= → = =  

= − = − +







 

 

Al tener un extremo relativo en x = 1 la derivada se anula en dicho valor → ( )´ 1 0f = . 

 

( ) ( ) 1 1´ 1 0 ´ 1 1· 0 0f f e e K K=  = − + =  =  

 

La derivada queda ( )´ x xf x xe e= − . 

Volvemos a integrar la derivada para obtener la función f(x). 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

´ ´

´

2 ´

x x x x

x x x x x

x x

f x xe e f x f x dx xe e dx

f x xe dx e dx xe e e K

f x xe e K

= −  = = − 

 = − = − − + 

 = − +

 

   

 

Hemos obtenido la función que nos piden y tiene la expresión ( ) 2 ´x xf x xe e K= − +  

 

Determinamos el valor de K´ a partir de los datos proporcionados en el ejercicio. 

 

Si la gráfica pasa por el origen de coordenadas entonces se cumple que (0) 0f = . 

 

( ) 0 0(0) 0 0 0 2 ´ 2 ´ 0 ´ 2f f e e K K K=  = − + = − + =  =  

 
 

La función buscada tiene la expresión ( ) 2 2x xf x xe e= − +   
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Ejercicio 3.- Considera el sistema de ecuaciones lineales dado por AX B=  siendo 

1 1 1

2 0 3

1 3 2

A

m

 
 

=  
 − 

 , 

x

X y

z

 
 

=  
 
 

  y 2 1

1

m

B m

m

 
 

= + 
 − 

 

a) [1,25 puntos] Discute el sistema según los valores de m. 

b) [1,25 puntos] Para m = 2, calcula, si es posible, una solución del sistema anterior para la 

que 17z = . 

a) El sistema tiene como matriz de coeficientes 

1 1 1

2 0 3

1 3 2

A

m

 
 

=  
 − 

 con determinante: 

1 1 1

2 0 3 0 3 6 0 2 4 9 2 4

1 3 2

A m m

m

= = + + − − + − = − +

−

 

 

Averiguamos cuando se anula el determinante de la matriz A. 
 

4
0 2 4 0 2 4 2

2
A m m m

−
=  − + =  − = −  = =

−
 

 

Analizamos los dos casos diferentes que se nos pueden plantear. 

 

CASO 1. 2m  . 

En este caso el determinante de A es no nulo y por tanto el rango de A es 3, al igual que 

el rango de la matriz ampliada A/B e igual que el número de incógnitas. 

El sistema es COMPATIBLE DETERMINADO (una única solución) 

 

CASO 2. 2m = . 

Vemos como queda el sistema y lo resolvemos utilizando el método de Gauss. 
 

1 1 1 2 2

2 0 3 5 2 3 5

1 3 0 1 3 1

x x y z

AX B y x z

z x y

+ + =     
    

=  =  + =     
     + =     

 

 

Ecuación 2ª   2 · Ecuación 1ª

2 3 5

2 2 2 4

2 1 Nueva ecuación 2ª

Ecuación 3ª   Ecuación 1ª

3 1

2

2 1 Nueva ecuación 3ª

x z

x y z

y z

x y

x y z

y z

− 
 

+ = 
  

− − − = −
 
 − + = →
 

− 
 

+ = 
 

− − − = −
 
 − = − →
 
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( )
2

Ecuación 3ª = 1 Ecuación 2ª 2
2 1

2 1Elimino la ecuación 3ª
2 1

x y z
x y z

y z
y z

y z

+ + = 
−  + + =   

 − + =      
− + =   − = − 

 

2
1 2 2 1 3

1 2

x y z
x y y x y

z y

+ + = 
  + + + =  = −

= + 

 

 

El sistema es COMPATIBLE INDETERMINADO (infinitas soluciones) y las soluciones 

tienen la expresión: 1 3 ; ; 1 2x t y t z t= − = = + . 

 

b) Para m = 2 el sistema está resuelto en el apartado anterior y sus soluciones son: 

 

1 3 ; ; 1 2x t y t z t= − = = + . 

 

Para conseguir una solución con z = 17 debe ser 1+2t = 17 → t = 8. 

 

Sustituyendo en el resto de incógnitas tenemos: 8 1 24 23; 8; 17t x y z=  = − = − = = . 

 
La solución es 23; 8; 17x y z= − = =  
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Ejercicio 4.- Los puntos A(1, 1, 1) , B(2, 2, 2) y C(1, 3, 3) son vértices consecutivos del 

paralelogramo ABCD. 

a) [1 punto] Calcula el área del paralelogramo. 

b) [1 punto] Halla la ecuación general del plano que contiene a dicho paralelogramo. 

c) [0,5 puntos] Calcula las coordenadas del vértice D. 

a) Dibujamos el paralelogramo para aclarar la situación. 
 

 
 

El área del paralelogramo es el módulo del producto vectorial de los vectores que forman 

sus lados. Tomamos los vectores AB y BC . 

 

( )

( )

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

( )
22 2

1,  1,  1
2,  2,  2 1,  1,

2

1,1,1
1 1 1

1,1,1
1 1 1

2 0, 2,

 1
2,  2,  2

1,  3,  3 2,  2,  2
1,  

2

0 2 2 8 2,828

3

4

3,  

i j k
AB

AB AC
BC

AB AC i j k k j i j k

Área de ABCD AB BC u

A

B

C


= − = 

   = 
= − = −  −



 = − + + − − = − + = −

=  = + − + = = 2

 

 

b) El plano que contiene el paralelogramo tiene como vector normal el producto vectorial de 

los vectores AB y BC  y contiene el punto A(1,1,1). 

 

( )

( ) ( )

2 2 00, 2,2
2 2 0 0

2 2 0 0

1,1,11,1,1

y z Dn B

AA

AB C
D D

y z y z





 

  − + + ==  = −  
  − + + =  =  

 

  − + =   − =

 

 

c)  El punto D se obtiene sumando al punto A el vector BC  ya que este vector y el AD  son 

iguales. 

( ) ( ) ( )1,1,1 1,1,1 0,2,2D A BC= + = + − =  
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Opción B  
 

Ejercicio 1.- Considera la función :f ⎯⎯→  definida por  

( )
2

x xe e
f x

−+
= . 

a) [2 puntos] Estudia y determina los intervalos de crecimiento y los intervalos de 

decrecimiento de f. Calcula los extremos relativos de f (abscisas donde se obtienen y valores 

que se alcanzan). 

b) [0,5 puntos] Halla la ecuación de la recta normal a la gráfica de f en el punto de abscisa 

0x = . 

 

a)  Calculamos la derivada de la función y la igualamos a cero en busca de los puntos críticos.  

 

( ) (́ )
2 2

x x x xe e e e
f x f x

− −+ −
=  =  

 

21
(́ ) 0 0 0 1 2 0 0

2

x x
x x x x x x

x

e e
f x e e e e e e x x

e

−
− −−

=  =  − =  =  =  =  =  =  

 

Veamos cómo evoluciona la función antes y después de x = 0. 
 

• En ( ),0−  tomo x = –1 y la derivada vale 

1 1

(́ 1) 1,17 0
2

e e
f

− −
− = = −  , la función 

decrece en el intervalo ( ),0−  

• En ( )0,+  tomo x = 1 y la derivada vale 

1 1

(́1) 1,17 0
2

e e
f

−−
= =  , la función crece 

en el intervalo ( )0,+  

Reflejamos lo obtenido en el esquema siguiente. 

 

La función decrece en el intervalo ( ),0−  y crece en el intervalo ( )0,+ . 

 

La función tiene un mínimo relativo en x = 0. La función toma el valor 

0 0

(0) 1
2

e e
f

−+
= = . 

El punto (0, 1) es el mínimo relativo. 
 

b) La recta normal a la gráfica en x = 0 tiene ecuación ( )
1

(0) 0
(́0)

y f x
f

− = − − . 

( )0 0

(0) 1
1

1 0 1 0
0(́0) 0

2

f

y x y x xe e
f

= 


 − = −  − = −  =−
= = 



 

La recta normal es la recta vertical x = 0. Es lógico, pues en x = 0 hay un mínimo relativo lo 

que implica que la recta tangente es horizontal y la normal es vertical.  
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Ejercicio 2.- Considera el recinto del primer cuadrante limitado por el eje OX, la recta y x= , la 

gráfica 
3

1
y

x
=  y la recta x = 3. 

a) [0,5 puntos] Haz un esbozo del recinto descrito. 

b) [1,5 puntos] Calcula el área del recinto. 

c) [0,5 puntos] Si consideras la gráfica 
1

y
x

=  en lugar de 
3

1
y

x
= , el área del recinto 

correspondiente ¿será mayor o será menor que la del recinto inicial? ¿por qué?. 
 

a) Veamos donde coinciden las gráficas. 

4 4

3

3

1
1 1 11

y x

x x x
xy

x

= 


 =  =  = = 
= 



 

La función 
3

1
y

x
=  no existe para x = 0, por lo que presenta una asíntota vertical en x = 0. 

Hacemos una tabla de valores para la recta y x=  y otra para la curva 
3

1
y

x
=  y con ello 

dibujamos las gráficas. 

 

3

3 0,012

2 0,125

1 1

0

1 1

2 0,125

3 0,012

1 1

1 1

1
x

No existe

x

y
x

y x

−

=

−

−

−

− −

=

−

−

 

 

El recinto debe estar en el primer cuadrante y además limitado por el eje OX y las líneas 

roja, verde y violeta. 

 

Para el cálculo de su área lo dividimos en dos partes: la zona rosa tiene por encima a la recta 

y = x,  por debajo el eje OX y la zona azul claro tiene por encima la función 
3

1
y

x
=  y por 

debajo el eje OX. 
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b) Para calcular el área total calculamos el área del recinto rosa y del azul y los sumamos. 

Observando el dibujo el recinto rosa ocupa medio cuadrado, por lo que tiene área = 0,5 u2. 

El recinto azul lo calculamos haciendo uso de la integral definida de x = 1 hasta x = 3 de la 

función 
3

1
y

x
=  . 

3 33 3 2
3

3 2 2 2

11 1 1

1 1 1 1 1 1 8 4
0,444

2 2 2·3 2·1 18 2 18 9

x
dx x dx

x x

−
−       

= = = − = − − − = − + = = =      −       
   

 

El área total es la suma de las dos áreas: Área total = 0,5 + 0,444 = 0,944 u2 

 

c) Dibujamos la función 
1

y
x

=  y dibujamos el nuevo recinto. 

 

 
 

El área del nuevo recinto sería mayor que el área del recinto inicial, pues se observa que la 

función 
1

y
x

=  toma valores superiores a 
3

1
y

x
=  en el intervalo (1, 3).  

http://www.ebaumatematicas.com/


PevAU 2017 Extrardinaria Matemáticas II en Andalucía      

 

554 de 571  www.ebaumatematicas.com  

Ejercicio 3.- Considera 

0

1 0

0 1 1

k k

A k k

k k

 
 

= + 
 + + 

 

a) [1,5 puntos] Discute el rango de A según los valores de k. 

b) [1 punto] Para k = 1, calcula el determinante de ( )
2017

12 tA A− , siendo At la traspuesta de A. 

 

 

a) Calculamos el determinante de A y averiguamos cuando se anula. 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 

( ) 

22

0

1 0 1 1 1 1 1 2 1

0 1 1

0

0 1 2 1 0 1 0 1

1
2 1 0 2 1

2

k k

A k k k k k k k k k k k k k

k k

k

A k k k k k

k k k

= + = + + + = + + + = + +  

+ +


 =


=  + + =  + = → = −

 + = → = − → = −


 

 

Nos planteamos cuatro situaciones distintas. 

 

CASO 1. 
1

0, 1
2

k k y k  −  −  

En este caso el determinante de A es no nulo y el rango de A es 3. 

 

CASO 2. 0k =  

En este caso el determinante de A es nulo y su rango es menor que 3. 

 

¿El rango de A es 2? 

La matriz queda 

0 0 0

1 0 0

0 1 1

A

 
 

=  
 
 

, donde la fila 1ª es nula y la 2ª y 3ª columna son 

iguales. Tomamos el menor de orden 2 que resulta de quitar la fila 1ª y la columna 3ª y 

su determinante es 
1 0

1 0
0 1

=  . El rango de A es 2. 

 

CASO 3. 1k = −  

En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3. 

La matriz queda 

1 0 1

0 1 0

0 0 0

A

− − 
 

= − 
 
 

, donde la fila 3ª es nula y la 1ª y 3ª columna son 

iguales. Tomamos el menor de orden 2 que resulta de quitar la fila 3ª y la columna 3ª y 

su determinante es 
1 0

1 0
0 1

−
= 

−
. El rango de A es 2. 

http://www.ebaumatematicas.com/


PevAU 2017 Extrardinaria Matemáticas II en Andalucía      

 

555 de 571  www.ebaumatematicas.com  

CASO 4. 
1

2
k = −  

En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3. 

¿El rango de A es 2? 

La matriz queda 

1/ 2 0 1/ 2

1/ 2 1/ 2 0

0 1/ 2 1/ 2

A

− − 
 

= − 
 
 

. Tomamos el menor de orden 2 que 

resulta de quitar la fila 3ª y la columna 3ª y su determinante es 
1/ 2 0

1/ 4 0
1/ 2 1/ 2

−
= 

−
. 

El rango de A es 2. 

 

Resumiendo: Si 
1

0, 1
2

k k y k  −  −  el rango de A es 3 y si 
1

2
k = − , 1k = −  o 0k =  el 

rango de A es 2. 

 

b) Para k = 1 la matriz queda 

1 0 1

2 1 0

0 2 2

A

 
 

=  
 
 

 

Si B es una matriz cuadrada de orden 3 se cumple que  
32 2B B=  

Como la matriz ( )
2017

1tA A− es una matriz cuadrada de orden 3 el determinante  

( ) ( )
2017 2017

1 3 12 2t tA A A A− −=  

 

Si B y C son dos matrices se cumple que · ·B C B C=  

También se cumple que 
20172017 · ·...· · ·...·B B B B B B B B= = =  

Aplicándolo a nuestro ejercicio tenemos que: 

 

( ) ( ) ( )
20172017 2017 2017

1 3 1 1 12 2 8 8 ·t t t tA A A A A A A A− − − −= = =  

 

Sabemos que 

1 0 1

2 1 0 2 4 6

0 2 2

tA A= = = + =  y 
1 1 1

6
A

A

− = =   

 

Terminamos de calcular el determinante pedido. 

 

( ) ( )
2017

20172017
1 1 1

2 8 8 6 · 8
6

t tA A A A− −  
= = = 

 
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Ejercicio 4.- Considera el punto P(0, 1, 1) y la recta r dada por 
2 5

2

x y

z

− = −


=
 

a) [1,25 puntos] Determina la ecuación del plano que pasa por P y contiene a r. 

b) [1,25 puntos] Halla las coordenadas del punto simétrico de P respecto de r. 

 
a) Determinamos un punto y el vector director de la recta r. 

 

( )

( )

5 2
2,1,02 5 5 2

2 2 5,0,2
2

r

r

x t
vx y x y

r r r y t r
z z P

z

= − +
 =− = − = − +   

     =     
= = −   =

 

 

El plano π que contiene la recta y el punto P tiene como vectores directores r rv y PP . 
 

( )

( ) ( ) ( )

2,1,0 0 1 1

5,0,2 0,1,1 5, 1,1 2 1 0 0

5 1 1(0,1,1)

2 2 5 5 2 2 0 2 3 1 0

r

r

v x y z

PP

P

x z z y x y z

 



 

 = − − −


 = − − = − −   = 
 − −


  − + + − − + =   − + − =

 

 

b) Para obtener el punto P´ simétrico de P respecto de r seguimos los pasos indicados en el 

dibujo. 

 
Hallamos el plano ´ perpendicular a la recta r que pasa por P. Este plano tiene como vector 

normal el director de la recta. 
 

( )

( ) ( )

´ 2 02,1,0
´ 0 1 0 1 ´ 2 1 0

0,1,1 ´0,1,1 ´

r
x y Dn v

D D x y
PP


 



  + + == =  
   + + =  = −   + − = 

 

 

 

Hallamos las coordenadas del punto Q de corte de la recta r y del plano π´. 
 

( )

´ 2 1 0´ 2 1 0

2 5 2 2 5 1 0 4 10 1 02 5

2 2

x yx y

x y y y y yx y
r r

z z

  + − =  + − = 
 = −  − + − =  − + − = − = −   

   = =   

 

 

11 11 3 3 11
5 11 2 5 , , 2

5 5 5 5 5
y y x Q

 
 =  =  = − = −  − 

 
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El punto P ´ lo obtenemos sumando al punto Q el vector PQ . 

 

3 11 3 6
, ,2 (0,1,1) , ,1

5 5 5 5

3 11 3 6 6 17
´ , ,2 , ,1 , ,3

5 5 5 5 5 5

PQ

P Q PQ

   
= − − = −   

   

     
= + = − + − = −     

     

 

 

El punto P´ simétrico de P respecto de la recta r tiene coordenadas 
6 17

´ , ,3
5 5

P
 

− 
 
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PevAU 2017 Ordinaria Matema ticas II 

 

UNIVERSIDADES DE ANDALUCÍA 

PRUEBA DE ACCESO Y ADMISIÓN A LA UNIVERSIDAD 

CURSO 2016-2017 

MATEMÁTICAS II 

 
Instrucciones: a) Duración: 1 hora y 30 minutos 

 

b) Tienes que elegir entre realizar únicamente los cuatro ejercicios de la Opción A 

o realizar únicamente los cuatro ejercicios de la Opción B. 
 

c) Se permitirá el uso de calculadoras que no sean programables, ni gráficas ni con 
capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos 

conducentes a la obtención de resultados deben estar suficientemente justificados. 
 

d) En la puntuación máxima de cada ejercicio están contemplados 0,25 puntos para 

valorar la expresión correcta de los procesos y métodos utilizados. 

 

Opción A 

 

 

Ejercicio 1.- [2.5 puntos] Se quiere hacer una puerta rectangular coronada 

por un semicírculo como el de la figura. El hueco de la puerta tiene que 

tener 16 metros cuadrados. 

 

Si es posible, determina la base x para que el perímetro sea mínimo. 
 

 

 

Ejercicio 2.- Considera la región limitada por las curvas 
2y x= e 

2 4y x x= − +  

a) [0,75 puntos] Esboza la gráfica de la región dada, hallando los puntos de corte de ambas 

curvas. 

b) [0,75 puntos] Expresa el área como una integral. 

c) [1 punto] Calcula el área. 
 

Ejercicio 3.- Considera 

2 2 0

2 1 0

0 0 2

A

− − 
 

= − 
 − 

 y 

x

X y

z

 
 

=  
 
 

 

a) [1 punto] Determina los valores de  para los que la matriz A I+ no tiene inversa (I es 

la matriz identidad). 

b) [1,5 puntos] Resuelve 3AX X= − . Determina, si existe, alguna solución con x = 1. 
 

 

Ejercicio 4.- Considera el punto P(1, -1, 0) y la recta r dada por 

1 3

2

x t

y

z t

= +


= −
 =

. 

a) [1’25 puntos] Determina la ecuación del plano que pasa por P y contiene a r. 

b) [1’25 puntos] Halla las coordenadas del punto simétrico de P respecto de r.  
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCÍA 

PRUEBA DE ACCESO Y ADMISIÓN A LA UNIVERSIDAD 

CURSO 2016-2017 

MATEMÁTICAS II 

 
Instrucciones: a) Duración: 1 hora y 30 minutos 

 

b) Tienes que elegir entre realizar únicamente los cuatro ejercicios de la Opción A 

o realizar únicamente los cuatro ejercicios de la Opción B. 
 

c) Se permitirá el uso de calculadoras que no sean programables, ni gráficas ni con 

capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos 

conducentes a la obtención de resultados deben estar suficientemente justificados. 
 

d) En la puntuación máxima de cada ejercicio están contemplados 0,25 puntos para 

valorar la expresión correcta de los procesos y métodos utilizados. 

 

Opción B  
 

Ejercicio 1.- Considera la función f definida por 

2

( )  para 1
1

x
f x x

x
= 

−
. 

a) [1 punto] Estudia y determina las asíntotas de la gráfica de f. 

b) [1,5 puntos] Estudia y determina los intervalos de crecimiento y los intervalos de 

decrecimiento de f. Calcula los extremos relativos de f (abscisas donde se obtienen y 

valores que se alcanzan). 

 

 

Ejercicio 2.- Calcula ( )
16

4

4
1

sugerencia 
dx

t x
x x

=
+

 . 

 

 

Ejercicio 3.- Sabemos que el coste de 3 lápices, 1 rotulador y 2 carpetas es de 15 euros, 

mientras que el de 2 lápices, 4 rotuladores y 1 carpeta es de 20 euros. 

a) [1,5 puntos] Sabiendo que 1 lápiz y 7 rotuladores cuestan 25 euros ¿podemos deducir el 

precio de cada uno de los artículos? Razona la respuesta. 

b) [1 punto] Si por el precio de una carpeta se pueden comprar 10 lápices ¿cuánto cuesta 

cada uno de los artículos? 

 

 

Ejercicio 4.- Considera los vectores ( ) ( ) ( )1,0,1 , 0,2,1 ,1,u v y w m n= = = . 

a) [1,25 puntos] Halla m y n sabiendo que ,u v y w  son linealmente dependientes y que w  

es ortogonal a u . 

b) [1,25 puntos] Para n = 1, halla los valores de m para que el tetraedro determinado por 

,u v y w  tenga volumen 10 unidades cúbicas. 
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SOLUCIONES 

Opción A 
 

Ejercicio 1.- [2.5 puntos] Se quiere hacer una puerta rectangular coronada 

por un semicírculo como el de la figura. El hueco de la puerta tiene que 

tener 16 metros cuadrados. 

 

Si es posible, determina la base x para que el perímetro sea mínimo. 

 

Añadimos al dibujo los datos necesarios para determinar el área del rectángulo y del 

semicírculo que la forman. 

 

El área del rectángulo es ·x h  y del semicírculo es 

2 2
21 1 ·

· ·
2 2 2 8

x x
r


 

 
= = 

 
. 

El área total es la suma de ambas. 
 

2

2 2

2

2

·
Área del hueco · · ·

· 16 · 168
8 8

16

16 · 16

8 8

x
x h x x

x h x h

Hueco m

x
h h x

x x x


 

 


= + 

 + =  = − 
= 

 = −  = −

 

 

Deseamos hacer mínimo el perímetro. Averiguamos su expresión en función de x. 

 

2
162

( ) 2
16 8 2

8

32 32 32 4
( ) 1

4 2 4 2 4

x
Perimetro x h

x
P x x x

x
h x

x

P x x x x x x
x x x







    


= + + =  

 = + − +   
 = −



+ 
= + − + = + − + = + 

 

 

 

Calculamos la derivada del perímetro y la igualamos a cero. 

 

( ) ( ) 2

32 4 32 4
´

4 4
P x x P x

x x

 + +
= +  = − +  
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( ) ( ) 2

2 2

2

32 4 32 4
´ 0 0 128 4

4 4

128 128
4,23

4 4

P x x
x x

x x

 


 

+ +
=  − + =  =  = + 

 =  =
+ +

 

 

Como “x” es una longitud solo consideramos el valor positivo de la raíz. 

Veamos cómo cambia el signo de la derivada antes y después de x = 4,23. 

 

• En el intervalo ( )0,4.23  tomamos x = 1 y la derivada vale ( ) 2

32 4
´ 1 0

1 4
P

+
= − +   el 

perímetro decrece. 

• En el intervalo ( )4.23,+  tomamos x = 5 y la derivada vale

( ) 2

32 4
´ 5 0.5 0

5 4
P

+
= − + =   el perímetro crece. 

 

La variación del perímetro sigue el esquema siguiente: 

 

 
 

Por lo que el perímetro presenta un mínimo en 
128

4,23
4

x


= =
+

 metros 
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Ejercicio 2.- Considera la región limitada por las curvas 
2y x= e 

2 4y x x= − +  

a) [0,75 puntos] Esboza la gráfica de la región dada, hallando los puntos de corte de ambas 

curvas. 

b) [0,75 puntos] Expresa el área como una integral. 

c) [1 punto] Calcula el área. 

 

a) Las funciones son dos parábolas, para dibujarlas empezamos hallando los puntos de corte de 

ambas gráficas. 

( )
2

2 2

2

0

4 2 4 0 2 2 0
4

2

x
y x

x x x x x x x ó
y x x

x



=
=  

 = − +  − =  − =  
= − +   =

 

Obtenemos unas tablas de valores y dibujamos la región limitada por ambas gráficas. 

 

          

2

2

1 1 4 5

0 0

1 1 4 3

2 4

1 1

0

4

0

1 1

2 4

x

y

y x

x

x

x

− − − = −

−

−

+

=

= −

+ =

 

 

 

 

b) El valor del área se puede calcular como la integral definida entre x = 0 y x = 2 de la 

diferencia entre la función superior
2 4y x x= − +  y la función inferior

2y x= . 

( ) ( )
2 2

2 2 2

0 0

4 2 4Área x x x dx x xdx= − + − = − +   

 

c) Observando el dibujo de la región y contando cuadraditos (1 u2) el área de la región rosa 

tiene un valor aproximado de 3 unidades cuadradas. Calculamos el valor exacto resolviendo 

la integral del apartado anterior. 
22 2 3

2 2 2 2

0 0 0

3 3
2 2 2

4 2 4 2 2
3

2 0 16 8
2 2·2 2 2·0 8 2,667

3 3 3 3

x
Área x x x dx x xdx x

u

 
= − + − = − + = − + = 

 

   
= − + − − + = − + = =   

   

 
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Ejercicio 3.- Considera 

2 2 0

2 1 0

0 0 2

A

− − 
 

= − 
 − 

 y 

x

X y

z

 
 

=  
 
 

 

a) [1 punto] Determina los valores de  para los que la matriz A I+ no tiene inversa (I es la 

matriz identidad). 

b) [1,5 puntos] Resuelve 3AX X= − . Determina, si existe, alguna solución con x = 1. 

 

a) Para que la matriz A I+ no tenga inversa debe tener determinante nulo. 

2 2 0 0 0 2 2 0

2 1 0 0 0 2 1 0

0 0 2 0 0 0 0 2

A I

 

  

 

− − − + −     
     

+ = − + = − +     
     − − +     

 

Calculamos su determinante 

( )( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )2 2

2 2 0

2 1 0 2 1 2 4 2

0 0 2

2 1 2 4 2 2 2 4 2 6

A I



     



         

− + −

+ = − + = − + + − + − − + =

− +

   = − + + − + − = − + − + − + − = − + − −      

 

 

Lo igualamos a cero y surgen dos opciones: 
 

( ) ( )( )
2

2

1 5
3

1 1 4 1 6 1 25 2
6 0

1 52 2
2

2



  



+
= = − − −  

− − =  = = = 
− = − =



 

O bien 2 0 2 − + =  =  

La matriz A I+  no tiene inversa para los valores 2 = − ; 2 =  y 3 =  

 

b) Convertimos la igualdad matricial 3AX X= − en un sistema de ecuaciones y lo resolvemos. 

2 2 0 2 2 3

3 2 1 0 3 2 3

0 0 2 2 3

x x x y x

AX X y y x y y

z z z z

− − − − −        
        

= −  − = −  − + = −         
        − − −        

 

 

2 2 3 2 0
2 0 Dividimos la 2ª ecuación

2 3 2 4 0
2 4 0 por 2

2 3 0

2 0
2 0 2

2 0

x y x x y
x y

x y y x y
x y

z z z

x y
Ecuaciones iguales x y x y

x y

− − = − − =
− =   

 − + = −  − + =       
− + = −   − = − = 

− = 
   − =  =

− = 

 

 

La solución a la igualdad 3AX X= −  es 2 ; ; 0;x t y t z t= = =  . 

 

Para tener una solución con x = 1 tomamos el valor de t = 0,5. 

La solución sería: 1; 0,5; 0x y z= = =   
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Ejercicio 4.- Considera el punto P(1, -1, 0) y la recta r dada por 

1 3

2

x t

y

z t

= +


= −
 =

. 

a) [1’25 puntos] Determina la ecuación del plano que pasa por P y contiene a r. 

b) [1’25 puntos] Halla las coordenadas del punto simétrico de P respecto de r.  

 

a) Obtenemos un vector director y un punto de la recta. 
 

( )

( )

1 3
3,0,1

2
1, 2,0

r

r

x t
v

r y r
Q

z t

= +
 = 

 = −   
= − =

 

El plano π que pasa por P y contiene a r, tiene como vectores directores rv  y rPQ . 

 

( )

( ) ( ) ( )

( )

3,0,1 1 1

1, 2,0 1, 1,0 0, 1,0 3 0 1 0

0 1 01, 1,0

3 1 0 3 1 0

r

r

v x y z

PQ

P

z x x z





 

= − +


= − − − = −   =
 −−  

 − + − =   − − =

 

 

b) Para hallar el punto P´ simétrico de P respecto de la recta r seguimos los pasos indicados en 

el dibujo. 

 
 

El plano π´ perpendicular a la recta r que pasa por el punto P tiene como vector normal el 

vector director de r. 
 

( )

( ) ( )

3 03,0,1
´ ´ 3 0 0

1, 1,0 ´1, 1,0 ´

3 ´ 3 3 0

r
x z Dn v

D
PP

D x z

 




 + + == =  
    + + =  

− −  

 = −   + − =

 

 

Hallamos el punto M de corte de la recta r y el plano π´. 
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( )

( )

´ 3 3 0

1 3
3 1 3 3 0 3 9 3 0 10 0 0

2

1 3·0 1

2 1, 2,0

0

x z

x t
t t t t t t

r y

z t

x

y M

z

  + − = 


= + 
 + + − =  + + − =  =  = 

 = − 
 = 

= + =


= −  −
 =

 

 

El punto M es el punto medio del segmento ´P P , por lo que se cumple: 

 

( )

( )

( )

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1, 2,0
1, 1,0 , ,

1, 1,0 1, 2,0 2, 4,0 1, 1,0 , ,
2

´ , ,

2, 4,0 1, 1,0 , , , , 1, 3,0

M
a b c

P a b c

P a b c

a b c a b c

− 
 − +

−  − =  − = − + 



 − − − =  = −

 

 

El punto P´ simétrico de P respecto de la recta r tiene coordenadas ( )´ 1, 3,0P −  
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Opción B  
 

Ejercicio 1.- Considera la función f definida por 

2

( )  para 1
1

x
f x x

x
= 

−
. 

a) [1 punto] Estudia y determina las asíntotas de la gráfica de f. 

b) [1,5 puntos] Estudia y determina los intervalos de crecimiento y los intervalos de 

decrecimiento de f. Calcula los extremos relativos de f (abscisas donde se obtienen y valores 

que se alcanzan). 

 

a) El dominio de la función 

2

( )
1

x
f x

x
=

−
 es  1−  

Asíntota vertical. 1x =  

Comprobamos 

2

1 1

1
lim ( ) lim

1 0x x

x
f x

x→ →
= = = 

−
 

La asíntota vertical es 1x =  

 

Asíntota horizontal. y b=  

 

2 2

lim ( ) lim lim lim
1x x x x

x x
b f x x

x x→ → → →
= = = = = 

−
 

 No tiene asíntota horizontal 

 

Asíntota oblicua. y mx n= +  

( )

( )

2

2 2 2

2 2

2 2 2

( ) 1lim lim lim lim lim 1
1

lim ( ) lim lim lim lim 1
1 1 1

x x x x x

x x x x x

x

f x x x xxm
x x x x x x x

x x x x x x
n f x mx x

x x x x

→+ →+ →+ →+ →+

→+ →+ →+ →+ →+

−= = = = = =
− −

  − +
= − = − = = = = 

− − − 

 

 

La asíntota oblicua tiene ecuación 1y x= +  

 

b) Calculamos la derivada de la función. 

( )

( ) ( ) ( )

22 2 2 2

2 2 2

2 1 ·1 2 2 2
( ) (́ )

1 1 1 1

x x xx x x x x x
f x f x

x x x x

− − − − −
=  = = =

− − − −
 

La igualamos a cero, en busca de los puntos críticos de la función. 

( )
( )

2
2

2

02
(́ ) 0 0 2 0 2 0

1 2 0 2

xx x
f x x x x x

x x x

 =− 
=  =  − =  − =  

− − = → =

 

 

Como el valor x = 1 está excluido del dominio lo añadimos a los valores x = 0 y x = 2 y 

valoramos la evolución del signo de la derivada antes de 0x = , entre 0 y 1, entre 1 y 2 y 

después de 2x = . 
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• En ( ),0− tomamos x = –1 y la derivada vale 
( ) ( )

( )

2

2

1 2 1 1 2
(́ 1) 0

41 1
f

− − − +
− = = 

− −
, la 

función crece. 

 

• En ( )0,1 tomamos x =0.5 y la derivada vale 
( )

2

2

0.5 2·0.5 0.75
(́0.5) 0

0.250.5 1
f

− −
= = 

−
, la 

función decrece. 

• En ( )1,2 tomamos x = 1.5 y la derivada vale 
( ) ( )

( )

2

2

1.5 2 1.5 2.25 3
(́1.5) 0

0.251.5 1
f

− −
= = 

−
, 

la función decrece. 

• En ( )2,+ tomamos x = 3 y la derivada vale 
( )

2

2

3 6 3
(́3) 0

43 1
f

−
= = 

−
, la función crece. 

 

Lo obtenido se resume en un gráfico. 

 

La función crece en ( ) ( ),0 2,−  +  y decrece en ( ) ( )0,1 1,2 . 

Presenta un máximo relativo en x = 0 y un mínimo relativo en x = 2. 

El valor de la función en estos puntos es: 
20

0 (0) 0
0 1

x f= → = =
−

     

22
2 (2) 4

2 1
x f= → = =

−
 

 

El máximo relativo es el punto (0, 0) y el mínimo relativo es (2,4). 
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Ejercicio 2.- Calcula ( )
16

4

4
1

sugerencia 
dx

t x
x x

=
+

 . 

 

Calculamos primero la integral indefinida con el cambio de variable sugerido. 

 

( )

( )

( ) ( )

1
44 4

3 311 4
4 222 2

2 24

3

3 3 2 2 2

2

4
4 ...

4

1 11 1 1 1

1 1 1 1 1

t x x t x

dx t dt t dt
x x t t t

t t t tx x
t dt dx

t tt t t t t

t t t t t t t t

 = = → =
 
 

= = = = = = = = 
+ ++  

= 
 

− +− + −
= = = = + =

+ + + + + +

  

1t +

( )

( )
( )

( ) ( )

2

2
4

4 4

4

4 4 4 4

1 1
1

1 1

1 1
... 4 1 4 1 4 ln 1

1 1 2

Deshacemos

el cambio de variable 4 ln 1
2

4 ln 1 2 4 4ln 1
2

t
t t

t
t dt tdt dt dt t t

t t

x
x x

t x

x
x x x x x K

+ = − +
+ +

  
= − + = − + = − + + =  

+ +   

   
   

= = − + + =   
  

=   

 
= − + + = − + + +  

 

   

 

 

Calculamos la integral definida pedida. 

 

( )

( ) ( )

16 16
4 4

4 1
1

4 44 4

2 4 4ln 1

2 16 4 16 4ln 16 1 2 1 4 1 4ln 1 1

8 8 4ln 3 2 4 4ln 2 2 4ln 3 4ln 2

dx
x x x

x x
 = − + + =
 +

   = − + + − − + + =
   

= − + − + − = + −


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Ejercicio 3.- Sabemos que el coste de 3 lápices, 1 rotulador y 2 carpetas es de 15 euros, 

mientras que el de 2 lápices, 4 rotuladores y 1 carpeta es de 20 euros. 

a) [1,5 puntos] Sabiendo que 1 lápiz y 7 rotuladores cuestan 25 euros ¿podemos deducir el 

precio de cada uno de los artículos? Razona la respuesta. 

b) [1 punto] Si por el precio de una carpeta se pueden comprar 10 lápices ¿cuánto cuesta cada 

uno de los artículos? 

 

Llamamos x = precio de 1 lápiz, y = precio de 1 rotulador, z = precio de 1 carpeta. 

 

“El coste de 3 lápices, 1 rotulador y 2 carpetas es de 15 euros” → 3 2 15x y z+ + =  

“El coste de 2 lápices, 4 rotuladores y 1 carpeta es de 20 euros” → 2 4 20x y z+ + =  

 

a) Añadimos la condición dada. “El coste de 1 lápiz y 7 rotuladores es de 25 euros” → 

7 25x y+ = . 

Planteamos el sistema y lo resolvemos. 

 

 

3 2 15 7 25

2 4 20 Cambio la ecuación 1ª por la 3ª 2 4 20

7 25 3 2 15

Ecuación 2ª  2·Ecuación 1ª

2 4 20

2 14 50

10 30 Nueva ecuación 2ª

Ecuación 3ª

x y z x y

x y z x y z

x y x y z

x y z

x y

y z

+ + = + = 
 

+ + =   + + =  
 + = + + = 

− 
 

+ + = 
  

− − = −
 
 − + = − →
 

   

  3·Ecuación 1ª
7 25

3 2 15
10 30

3 21 75
20 2 60

20 2 60 Nueva ecuación 3ª

7 25

Divido ecuación 3ª por 2 10 30 Ecuación 3ª = Ecuación 2ª

10 30

x y
x y z

y z
x y

y z
y z

x y

y z

y z

− 
+ =  

+ + =  
 − + = −   

− − = −
  − + = −  − + = − →
 

+ = 


  − + = −  
− + = − 

25 7
7 25 25 7

10 30 30 10
30 10

x t
x y x y

y t
y z z y

z t

= − 
+ = = −  

   =  
− + = − = − +  = − + 

 

 
No se puede deducir el precio de cada artículo. La información proporcionada no es suficiente. 

Todos los precios quedan dependientes del precio de uno de los artículos. 

 

b) “Con el precio de una carpeta se pueden comprar 10 lápices” → 10z x=  
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Añadimos esta ecuación al sistema anterior y resolvemos este sistema nuevo. 

 

( )

( )

3 2 15
3 20 15 15 23

2 4 20
2 4 10 20 12 4 20

7 25
7 25 7 25

10

12 4 15 23 20 12 60 92 20 80 40

105 161 25 160 807 15 23 25

40

80

x y z
x y x y x

x y z
x y x x y

x y
x y x y

z x

x x x x x

x x xx x

x

+ + = 
+ + = = − 

+ + =   
 + + =  + =   

+ =   + = + = = 

+ − =  + − = − = − 
     

+ − = − = −+ − =  

−
= =

−


1
15 23·0.5 3.512

0.5
80 1 2 10·0.5 5

160 2

y
x

zx


 = − = 

 = =  
− = = = = 

− 

 

 

En este caso los precios se pueden determinar: 0,5 euros cada lápiz, 3,5 euros cada rotulador 

y 5 euros cada carpeta. 
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Ejercicio 4.- Considera los vectores ( ) ( ) ( )1,0,1 , 0,2,1 ,1,u v y w m n= = = . 

a) [1,25 puntos] Halla m y n sabiendo que ,u v y w  son linealmente dependientes y que w  es 

ortogonal a u . 

b) [1,25 puntos] Para n = 1, halla los valores de m para que el tetraedro determinado por 

,u v y w  tenga volumen 10 unidades cúbicas. 

 

a) Si los vectores  ( ) ( ) ( )1,0,1 , 0,2,1 ,1,u v y w m n= = =  son linealmente dependientes entonces 

se cumple que el determinante formado por sus coordenadas vale 0. 
 

1 0 1

0 2 1 0 2 2 1 0

1

n m

m n

=  − − =  

 

Si w  es ortogonal a u  el producto escalar de ambos vale 0. 
 

( )( )· 0 1,0,1 ,1, 0 0u w m n m n m n=  =  + =  = −  

 

Si juntamos las dos condiciones tendremos un sistema que podemos resolver. 
 

2 2 1 0 1 1
2 2 1 0 4 1

4 4

n m
n n n n m

m n

− − = 
 + − =  =  =  = −

= − 
 

 

Los valores buscados son 
1 1

;
4 4

n m= = −  

 

b) Para n = 1 los vectores quedan: 

( ) ( ) ( )1,0,1 , 0,2,1 ,1,1u v y w m= = =  

 El volumen del tetraedro determinado por ,u v y w  es la sexta parte del valor absoluto del 

producto mixto de los 3 vectores. 
 

( )

( )

( )

1,0,1 1 0 1
1 1 1 1

0,2,1 , , 0 2 1 2 2 1 1 2
6 6 6 6

1 1,1,1

u

v Volumen u v w m m

mw m

=
  =  = = = − − = −  


= 

 

 

Como el volumen debe ser 10 unidades cúbicas tenemos la igualdad siguiente que 

resolvemos. 

 

59
1 2 60 1 60 2

2
1

1 2 10
6

61
1 2 60 2 61

2

m m m

m ó

m m m


− =  − =  = −




− =  

 − = −  − = −  =

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