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Introduccién

Este cuaderno contiene los examenes de matematicas 11 propuestos en las pruebas EBAU de Asturias
desde el afio 2017 al 2024, junto con los examenes de la PAU 2025. Los exdmenes estan resueltos
por Juan Antonio Martinez Garcia que ha sido profesor de matemdticas en distintos institutos de
educacion secundaria.

La web www.ebaumatematicas.com dispone de los examenes de matematicas Il resueltos de otras
comunidades autonomas de Espafia, asi como distintas formas de recopilar los ejercicios que aparecen
en todas las pruebas, también existen unos apuntes de la materia.
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PAU julio 2025

Prueba de acceso a la Universidad (PAU)
Curso 2024-2025

MATEMATICAS Il

>Responda en el pliego en blanco a cuatro de las cinco preguntas que se proponen. De cada una de las
seleccionadas conteste una Unica opcién, A o B. Todas las preguntas se calificaran con un maximo de 2.5
puntos.

> Agrupaciones de preguntas que sumen mas de 10 puntos o que no coincidan con las indicadas conllevaran
la anulacion de la(s) ultima(s) pregunta(s) seleccionada(s) y/o respondida(s)

Pregunta 1. Opcion A Dado a< R, se considera la matriz:

1 -1 a
A=|-3 2 2
-5 4 2

(@) (0.75 puntos) Encuentre todos los valores de a para los cuales el sistema de ecuaciones
homogéneo AX =[O] tiene infinitas soluciones. ¢Existe algun valor de a para el cual el sistema
no tenga solucion? Razone sus respuestas.

(b) (0.75 puntos) Suponiendo que A es la matriz ampliada de un sistema de 3 ecuaciones lineales
con 2 incégnitas. Calcule los valores de a para los cuales el sistema tiene solucion.

(c) (1 punto) Resuelva el sistema homogéneo de apartado (a), para el valor de a=0.

Pregunta 1. Opcién B Una matriz M verifica que det(M ) = X. (Los apartados siguientes son
independientes.) Se pide:
(a) (1 punto) Supongamos que la matriz M tiene 2 filas y 2 columnas, y que M? = (x—l) I,

siendo | la matriz identidad. Calcule todos los valores de x e IR.
(b) (0.75 puntos) Supongamos ahora que la matriz M tiene 3 filas y 3 columnas. Estudie si
existe algun valor de x para el que pueda ser

2 1 1
M=0 -1 x
-1 -1 0

(c) (0.75 puntos) Supongamos ahora que el tamafio de M es 3 x 3, que x =0 yque M =xM?.
Calcule los posibles valores de x y det(M ’l) para cada uno de ellos.

Pregunta 2. Opcion A Un depdsito tiene una tuberia de entrada de agua y un grifo. Se estudia la
cantidad de agua del dep0sito en cada instante t a lo largo de 4 horas, teniendo en cuenta que en
ocasiones se descarga por la apertura del grifo. Se observa que la cantidad de agua viene dada por

la funcién: f (t)=2cos(t+7/2)+10, donde t €[0,4]. Se pide:

() (1 punto) Calcular los maximos y minimos de la funcion.

(b) (0.75 puntos) Demostrar que el dep6sito no se vacia nunca.

(c) (0.75 puntos) Deducir durante cuanto tiempo el deposito esta aumentando el volumen de
agua durante esas 4 horas.
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Pregunta 2. Opcién B

Se quiere construir una caja sin tapa de forma que tenga dos
caras paralelas cuadradas de lado x y tres caras <>
rectangulares, dos de ellas paralelas, de lados x e y, como ~—~—
figura. Si se quiere utilizar 3 m? de material, calcule los
valores de x e y para que la capacidad de la caja sea T
<>
Y T

maxima.

X

X2 +1

(@) (1.25 puntos) Una primitiva de la funcién f que en 0 valga 1.

Pregunta 3. Opcion A Dada la funcién f (x)= . Se pide:

(b) (1.25 puntos) Calcular el &rea encerrada entre la grafica de f, el eje X y las rectas x=-1y
x=1.

Pregunta 3. Opcion B Se sabe que la funcion G(x) = §x3 +ax”+bx+5 es una primitiva de una

funcion g, donde a, b € R son valores desconocidos, pero constantes. Se pide:

(@) (1 punto) Determinar la funcion g(x) en funcion de los parametrosay b

(b) (0.5 puntos) ¢Podria dar la forma de todas las primitivas de g en funcion de una constante K?
(c) (1 punto) Sabiendo que g(1) = 2 y g(0) = 1, determinar la funcion g.

Pregunta 4. Opcidn A Se consideran los puntos A(1, 1, 1) y B(—1, 1, 3). Se pide que:
() (1 punto) Encuentre la ecuacion del plano que pasa por el punto medio entre Ay By es
perpendicular a la recta que los contiene.
(b) (1 punto) Calcule las distancias de A y B al plano =.
(c) (0.5 puntos) Tome un punto cualquiera del plano 7, distinto del calculado en el apartado (a).
Calcule su distancia a Ay a B y compruebe que es la misma.

X+y+2=2

Pregunta 4. Opcion B Se consideran la recta r z{ 0 yelplano z=2x+y+ fz=3. Se

2X—-y+2=
pide:
(@) (0.75 puntos) Calcular, en caso de que exista, el valor de B € R que hace que r y 7 sean
paralelos.
(b) (0.75 puntos) Calcular, en caso de que exista, el valor de B para que el plano y la recta
sean perpendiculares.
(c) (1 punto) Para p = 0, calcular el simétrico del punto (-1, 0, 1) respecto del plano =.

Pregunta 5. Opcion A Supongamos gque tenemos en un monedero 5 monedas de 1 euro, 3 de 2 euros
y 2 de 10 céntimos.
(a) (1.25 puntos) Si sacamos 3 monedas al azar del monedero ¢cuél es la probabilidad de que al
menos una sea de 1 euro?
(b) (1.25 puntos) Sacamos dos monedas una tras otra (sin reemplazamiento) ;cudl es la
probabilidad de que la segunda sea de 10 céntimos?

4 de 261 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU julio 2025 Matemadticas Il en Asturias Juan Antonio Martinez Garcia

Pregunta 5. Opcion B La esperanza de vida de un elefante sigue una distribucion normal de media
82 afios y desviacion tipica 30.
(@) (0.75 puntos) ¢Qué porcentaje de poblacion de elefantes se espera que viva méas de 100
afios?
(b) (0.75 puntos) Si se toma una muestra de 4 elefantes, ¢cudl es la probabilidad de que al
menos uno supere los 100 afios de vida?
(¢) (1 punto) Calcula un valor a € R que haga que el 98% de los elefantes tengan una esperanza
de vida menor o igual que 82 + a.

Algunos valores de la funcidn de distribucién N(0, 1) son: F(x) = P(Z <x), F(0) = 0.5,
F(0.15) = 0.6, F(0.6) = 0.7257, F(2.06) = 0.98, F(0.98) = 0.8365..
Si tus valores no estan entre los expuestos, toma el méas cercano.

5de 261 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU julio 2025 Matemadticas Il en Asturias Juan Antonio Martinez Garcia

SOLUCIONES

Pregunta 1. Opcion A Dado a <R, se considera la matriz:

1 -1 a
A=|-3 2 2
-5 4 2

(@) (0.75 puntos) Encuentre todos los valores de a para los cuales el sistema de ecuaciones
homogéneo AX =[O] tiene infinitas soluciones. ¢(Existe algun valor de a para el cual el sistema
no tenga solucion? Razone sus respuestas.

(b) (0.75 puntos) Suponiendo que A es la matriz ampliada de un sistema de 3 ecuaciones lineales con
2 incognitas. Calcule los valores de a para los cuales el sistema tiene solucion.

(c) (1 punto) Resuelva el sistema homogéneo de apartado (a), para el valor de a=0.

(@) Al ser un sistema homogéneo el rango de la matriz de coeficientes y el de la matriz ampliada es
siempre el mismo. El sistema siempre tiene solucion.
Para que el sistema homogéneo tenga infinitas soluciones el rango de la matriz de coeficientes A
debe tener rango menor de 3 (nUmero de incognitas). EI determinante de A debe ser nulo.

1 -1 a
A=0=|3 2 2/=0=4+10-12a+10a-6-8=0=-2a=0=[a=0]
5 4 2

Para a=0 el rango de A es menor de 3. El sistema tendra infinitas soluciones.
El sistema siempre va a tener solucion. Un sistema homogéneo siempre tiene la solucidn trivial
x =y =2z=0. No existe un valor de a para que el sistema no tenga solucion.

(b) Si A es la matriz ampliada de un sistema de 3 ecuaciones y 2 incognitas la matriz de coeficientes

1 -1
es | -3 2 |. Esta matriz tiene rango 2, pues tiene un menor de orden 2 con determinante no
-5 4

nulo: ) =2-3=-1=0.

Para que tenga solucion el sistema el determinante de A debe ser nulo para que el rango de la
matriz ampliada pueda ser 2, igual al rango de la matriz de coeficientes. Debe ser a=0.

1 -1 0 Xx—-y=0
(c) Para a=0 lamatrizqueda A=| -3 2 2| yelsistema homogéneo seria —3x+2y+2z=0
5 4 2 —5Xx+4y+2z=0
. Lo resolvemos.
X—-y=0 X=Y

—-3X+2y+22=0;= -3x+2y+2z=0;=>

—3y+2y+22=0}
—-5x+4y+2z=0 —-5x+4y+2z=0

-5y+4y+2z2=0

6 de 261 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU julio 2025 Matemadticas Il en Asturias

Juan Antonio Martinez Garcia

-y+2z=0
= =|y=27|=>|Xx=27|=
—y+22=0} lu

X=21

X=21
y=21; AR
=4

Las soluciones del sistema tienen la expresion <y =21; 1 e R.

=1
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Pregunta 1. Opcion B Una matriz M verifica que det(M ) = X. (Los apartados siguientes son
independientes.) Se pide:
(a) (1 punto) Supongamos que la matriz M tiene 2 filas y 2 columnas, y que M? = (x—l) |, siendo

| la matriz identidad. Calcule todos los valoresde xeR.
(b) (0.75 puntos) Supongamos ahora que la matriz M tiene 3 filas y 3 columnas. Estudie si existe
algan valor de x para el que pueda ser

2 1 1
M=|0 -1 x
-1 -1 0

(c) (0.75 puntos) Supongamos ahora que el tamafio de M es 3 x 3, que x=0 yque M =xM?.
Calcule los posibles valores de x y det(M ’1) para cada uno de ellos.

(a) Tomamos determinantes en la igualdad M? =(x-1)1I .

det(M?) =det((x-1) |):>{;eets(if)2: 2 detl}:(det(M ) =(x-1) det(1)=

1

:{det(l):l

=G =(x—1)2:>x2=x2+1—2x:>1—2x=0:> X =
det(M)=x

Para x =% se cumple la igualdad.

(b) Calculamos el determinante de la matriz M.

2 1 1
det(M)=|0 -1 x/=—-x—1+2x=x-1
-1 -1 0

No se cumple la igualdad det(M ) = X. No existe ningun valor x para el que la matriz A cumpla
que det(M)=x.

(c) Aplicamos determinantes en la igualdad M =xM?.
M? es 3x3

det(M)=det(xM2):>{det(XMz)= % det(M 2)

}:x=x3det(M2):>

:>x=x3(det(M))2:>x:x3-x2:>x=x5:>x5—x=0:>

Xx=0

:>x(x4—1):0:>
x'-1=0-x'=1>[x={1=x1
Como x =0 entonces se cumple para x=-1 y para x=1.

Para x =-1 tenemos que det(M‘l) = det%M ) :_il:—l.
Para x=1 tenemos que det(M‘l)zmzizl
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Pregunta 2. Opcion A Un depdsito tiene una tuberia de entrada de agua y un grifo. Se estudia la
cantidad de agua del depésito en cada instante t a lo largo de 4 horas, teniendo en cuenta que en
ocasiones se descarga por la apertura del grifo. Se observa que la cantidad de agua viene dada por

la funcién: f (t)=2cos(t+7/2)+10, donde t €[0,4]. Se pide:

(@) (1 punto) Calcular los méximos y minimos de la funcion.
(b) (0.75 puntos) Demostrar que el depdsito no se vacia nunca.

(c) (0.75 puntos) Deducir durante cuanto tiempo el depésito esta aumentando el volumen de agua

durante esas 4 horas.

(a) Derivamos la funcién y averiguamos cuando se anula la derivada.

f(t)=2cos(t+7/2)+10= f (t)=-2sen(t+7x/2)

t+2=0—>t=""¢[0,4]
2 2
f'(t)=0=>—2sen(t+x/2)=0=>sen(t+x/2)=0=> t+%:ﬂ—>t:%:1.57e[0,4]
t+%:27z—>t:37ﬂ:4.71¢[0,4]

La funcion tiene un punto critico en t = % =157 €[0,4].

Sustituimos este valor en la segunda derivada.

f'(t)=-2sen(t+7z/2)= f”(t)=-2cos(t+7/2)=

— 7| Z|=—2c0s| Z+Z =—2c0s(7)=2>0
2 2 2

. . ., . ;. . T
Como la segunda derivada es positiva la funcion tiene un minimo relativo en 5

Calculamos el valor de la funcion en los extremos del intervalo de definicion y en el minimo.

f(0)=2cos(0+7/2)+10=10

f (%} —2c0s(7/2+712)+10=2cos(z)+10 =8 Minimo

f (4)=2cos(4+/2)+10=11.51 Maximo

El minimo de la funcion en el intervalo [0, 4] es 8y se obtieneen t = %

El maximo de la funcion en el intervalo [0, 4] es 11.51 y se obtiene en t =4.

(b) El deposito no se vacia nunca pues su valor minimo es 8 que es mayor que 0.

(c) La cantidad de agua en el deposito disminuye desde t =0 hasta t :% y crece desde t = >

hasta t =4.

El depdsito estd aumentando el volumen de agua durante 4—%: 2.43 horas.

T
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Pregunta 2. Opcién B

Se quiere construir una caja sin tapa de forma que tenga
dos caras paralelas cuadradas de lado x y tres caras
rectangulares, dos de ellas paralelas, de lados x e y,
como la figura. Si se quiere utilizar 3 m? de material,
calcule los valores de x e y para que la

capacidad de la caja sea méaxima.

Determinamos la expresion del material necesario para construir la caja.

xy

xJ‘!

}9
S(x,y)=3xy+2x’

Este material vale 3. Despejamos y en la igualdad.

3-2x°
3x

S(xy)=3=3xy+2x’ =3=3xy=3-2x" = |y =

Obtenemos la expresion del volumen de la caja.

V(X,y)=xy-x= x>
(xy)=x y ,3-2x"  3-2x* 3x-2x%° 2 .
3_2x2 =V (x)=x =X = =X—=X
y= 3x 3 3 3

3X

Derivamos esta funcidn y buscamos cuando se anula la derivada.

V(x)= x—%x3 :>V'(x):1—§3x2 =1-2x?

V’(x):0:>l—2x2:0:> 2x° =1= XZ:E: X = 1:£
2 2 2

Solo consideramos el valor positivo al tratarse de una longitud. Sustituimos este valor en la
segunda derivada.

V' (x)=1-x* =V~ (x)=-2x :V”(%]:—Zg:—\/i<0
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Al ser la segunda derivada negativa la funcion volumen tiene un méaximo relativo para

2
1 1

3- 2() 3_-2-

X = Q Para este valor calculamos y = V2 = 2_2 _ 22 =0.9428.
2 5L 3 373
J2 2 2

La caja de méxima capacidad que se puede montar tiene de dimensiones x =— = 0.707
metrose y = ¥ =0.9428 metros.
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X
X2 +1

Pregunta 3. Opcion A Dada la funcién f (x)=

. Se pide:
(@) (1.25 puntos) Una primitiva de la funcién f que en 0 valga 1.

(b) (1.25 puntos) Calcular el &rea encerrada entre la grafica de f, el eje X y las rectas x=-1y
x=1.

(a) Hallamos la primitiva de f(x).

F(x):j f (x)dx:J ZX dx:ijildx:%ln(H x2)+C

x?+1 2) X%+

Aplicamos la condicion F(0)=1 para determinar el valor de C.

F(x):%ln(l+x2)+c

:>1=%In(1+02)+C:>1=%In(1)+C:>

La primitiva buscada es F(x) = % In(L+x*)+1.

(b) Averiguamos si la funcion corta el eje X entre -1y 1.

X
F=1 s X 0= Rx=0e(-11)
. X +1
EjeX ->y=0

Calculamos el area pedida como la suma de los valores absolutos de la integral definida entre —1
y 0 de la funcion mas la integral definida entre 0y 1 de la funcion.

0

J:Ol f (x)dx :Eln(u xz)} = Eln(1+ 02)}—{%In(l+(—1)2)} - —%In 2

-1

1

[ f (x)dx:[%ln(H x?)} =B|n(1+12)}—[%|n(1+02)} =%|n2

0

El &rea encerrada entre la grafica de f, el eje X y las rectas x=-1y x=1 vale

%In 2 +%In 2=1In2=0.6931 unidades cuadradas.
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Pregunta 3. Opcion B Se sabe que la funcion G(x)= §x3 +ax”+bx+5 es una primitiva de una

funcién g, donde a, b € R son valores desconocidos, pero constantes. Se pide:
(@) (1 punto) Determinar la funcién g(x) en funcion de los parametros ay b
(b) (0.5 puntos) ¢Podria dar la forma de todas las primitivas de g en funcién de una constante K?
(c) (1 punto) Sabiendo que g(1) = 2y g(0) = 1, determinar la funcion g.

(@) La funcién g(x) es la derivada de la funcion G(x).
1 3 2 4 3 2 2
G(x):gx +ax’ +bx+5=g(x)=G (X):§X +2ax+b=x*+2ax+b
La funcion tiene la expresion g(x)=x*+2ax+b.
(b) Como una de sus primitivas es G(x) = % x* +ax? +bx+5 cualquier primitiva de la funcion g(x)
tiene la expresion F (x)=G(x)+K = % x® +ax? +bx+ K

(c) Aplicamos las dos condiciones dadas para determinar los valores de a y b.

g(x)=x*+2ax+b
1 +2a+b=2

2a+b=1
g(1)=2 = l}: }:>Za+1:1:>

0°+2a-0+b= b=1
9(0)=1

Los valores buscados son a=0y b=1. La funcién queda g(x)=x"+1.
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Pregunta 4. Opcion A Se consideran los puntos A(1, 1, 1) y B(—1, 1, 3). Se pide que:

(@) (1 punto) Encuentre la ecuacion del plano que pasa por el punto medio entre Ay By es
perpendicular a la recta que los contiene.

(b) (1 punto) Calcule las distancias de A y B al plano =.

(c) (0.5 puntos) Tome un punto cualquiera del plano 7, distinto del calculado en el apartado (a).
Calcule su distancia a Ay a B y compruebe que es la misma.

(a) Hallamos el punto medio C del segmento AB.

ALLY) }3C=<1,1,1>+2<—1,1’3> _(012)

B(-113)

El plano perpendicular a la recta tiene como vector normal el vector director de la recta AB.

n=AB=(-113)-(111)=(-2,0.2)| 7z:-2x+2z+D=0
C(0,1,2)e7z }:C(O,l,Z)Eﬂ' }:

—=-2.04224+D=0=4+D=0=>D=-4=7:-2x+271-4=0=z:x-2+2=0|

El plano que pasa por el punto medio entre Ay B y es perpendicular a la recta que los contiene
tiene ecuacion 7:x—z+2=0.

TB

(b) Hallamos las distancias pedidas. Estas distancias deben valer lo mismo pues el plano esta en
medio de los dos puntos.

T:X—2+2=0

}jd(A’”)z\/l 1142 2 _ g

A(L11) 0 (1) 2
X—-2+2=0 —1-

. }:d(s,;;): %2 2

B(-113) 1 +0%+(-1)° 2
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(c) Hallamos un punto P del plano = distinto del punto C. Como la coordenada “y”” no aparece en la
ecuacion del plano podemos tomar esta coordenada como 0.

T:X—2+2=0

- }:>2—z+2=0:>4=z:>P(2,0,4)

Calculamos la distancia del punto P a los puntos Ay B y comprobaremos que vale lo mismo.
De hecho, el plano hallado en el apartado (b) contiene todos los puntos del espacio equidistantes
de Ay B. Esto es lo que vamos a demostrar.

2&1’1)3) :ﬁ=(204) (111)=(1-13) } |AB| = 12 +(-1)" +3 = «/_
. ‘BP‘ JF (1) 410 = J_

P(2,0,4)

BP =(2,0,4)-(-113)=(3,-11

() ][ -(.)
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Pregunta 4. Opcioén B Se consideran la recta r = {)2(; y;jz 20 yel plano 7 =2x+y+Bz=3. Se
pide:

(@) (0.75 puntos) Calcular, en caso de que exista, el valor de B € R que hace que r y « sean
paralelos.

(b) (0.75 puntos) Calcular, en caso de que exista, el valor de B para que el plano y la recta sean
perpendiculares.

(c) (1 punto) Para B = 0, calcular el simétrico del punto (=1, 0, 1) respecto del plano 7.

(a) Para que la recta sea paralela al plano su vector director debe ser perpendicular al vector normal
del plano. Ademas, ningln punto de la recta debe pertenecer al plano.

{x+y+z:2 {Z:Z—y—x
r= =

=2X-y+2-y—Xx=0=>x-2y+2=0=
2X—y+2=0 2Xx-y+2=0

X=-2+24 \7_(21_3)
=|x=2y-2|=7=2-y-2y+2=-3y+4=>r={y=1 =
s=a-3;  (Q(-204)

T=2X+y+p7=3=n=(21p)

Hacemos que el producto escalar de v, =(2,1,-3) y n=(2,1, ) sea nulo.

nv, =0=(21.)(21,-3)=0=4+1-34=0=5-34=0= p=>

Para g =§ los vectores son perpendiculares. Comprobamos que el punto Q, (—2,0,4) de la

recta no pertenece al plano 7 =2x+ y+§z =3.

5
T=2X+y+—-2=3
y 3 :>(;2(—2)+0+§4=0?:>(;—4+2—:=0?nNo!!

¢Q, (—2,0,4) er?
5
Para g = 3 la recta es paralela al plano.

(b) Para que la recta sea perpendicular al plano el vector director de la recta debe tener coordenadas
proporcionales a las del vector normal del plano.

v, =(2,1,-3)
n=(214) :%%%”3 B=-3
rlrz

Para S =-3 larecta es perpendicular al plano.
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(c) Para =0 el plano queda 7 =2x+y=3.
Para obtener el punto Q" simétrico de Q(—1, 0, 1) respecto del plano determinamos la recta que
pasa por Q y es perpendicular al plano. Luego determinamos el punto M de corte de recta y plano

y por Gltimo hallo Q" sumando a M el vector QM .

- ——— - — ———— - — -
=)

0’

Hallo la ecuacion de la recta. Como es perpendicular al plano su vector director es el vector
normal del plano.

7=2x+y=3=n=(210)

Q(-101)es X=-1+21
. =>s=y=4
v, =n=(2,1,0) 21

Hallo el punto de corte de la recta s y el plano (lo llamamos M) resolviendo el sistema formado
por las ecuaciones de recta y plano.

T=2X+y=3
Xx=-1+2=1
Xx==-1+24
. 1 = 2+41+1=3=51=5=1=1= y=1 :>M(1,1,1)
y z=1
z=1

Las coordenadas del punto simétrico Q" las hallamos sumando al punto M el vector QM .

M (11,1)

Q(—l,O,l)} = QM =(111)-(-10,1)=(2,1,0)

Q=M +QM =(1,11)+(2,1,0)=(3,2,1)

El punto simétrico de Q respecto del plano w es Q'(S, 2,1)
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Pregunta 5. Opcidn A Supongamos que tenemos en un monedero 5 monedas de 1 euro, 3 de 2 euros
y 2 de 10 céntimos.

(@) (1.25 puntos) Si sacamos 3 monedas al azar del monedero ;cuél es la probabilidad de que al
menos una sea de 1 euro?

(b) (1.25 puntos) Sacamos dos monedas una tras otra (sin reemplazamiento) ¢cual es la probabilidad
de que la segunda sea de 10 céntimos?

(a) Hallamos la probabilidad de que ninguna moneda de las 3 sea de 1 euro. Llamamos Al, A2 y A3
a sacar moneda de 1 euro en primera, segunda y tercera extraccion (sin reemplazamiento).

P(0monedas de1€) = P(ALN A2~ A3) = P (A1) P(A2/ Al)P(A3/(ALNA2)) =

_543_1
10 98 12
La probabilidad de que al menos una de las 3 monedas sea de 1 euro vale 1—i = 1—; =0.9167

(b) Después de realizar la primera extraccion, en la segunda extraccion (sin reemplazamiento) nos
quedan 9 monedas y caben dos posibilidades que la primera haya sido una moneda de 10 centimos
0 no.
Llamamos C1 y C2 a sacar moneda de 10 céntimos en primera y segunda extraccion
respectivamente.

Nos piden calcular P(C2).

P(C2)=P(C1nC2)+P(CLnC2)=P(CL)P(C2/C1)+P(C1)P(C2/Cl)=

2

8
. +_.
10

1

O
N
ol

18 de 261 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU julio 2025 Matemadticas Il en Asturias Juan Antonio Martinez Garcia

Pregunta 5. Opcion B La esperanza de vida de un elefante sigue una distribucion normal de media
82 afios y desviacion tipica 30.

(@) (0.75 puntos) ¢Qué porcentaje de poblacidn de elefantes se espera que viva mas de 100 afios?

(b) (0.75 puntos) Si se toma una muestra de 4 elefantes, ¢cudl es la probabilidad de que al menos uno
supere los 100 afios de vida?

(c) (1 punto) Calcula un valor a € R que haga que el 98% de los elefantes tengan una esperanza de
vida menor o igual que 82 + a.

Algunos valores de la funcidn de distribucién N(0O, 1) son: F(x) = P(Z <x), F(0) = 0.5,
F(0.15) = 0.6, F(0.6) = 0.7257, F(2.06) = 0.98, F(0.98) = 0.8365.
Si tus valores no estan entre los expuestos, toma el méas cercano.

(a) X = La esperanza de vida de un elefante en afios. X = N(82, 30).
Calculamos P (X >100).

100-82
30

=1-P(Z <0.6) = {Miramos en la lista — F (0.6) =0.7257} =1-0.7257 =|0.2743

P(X >100) = {Tipificamos} = P(Z > jz P(2>0.6)=
El porcentaje de elefantes que viven més de 100 afios es de 27.43%.

(b) Consideramos la binomial Y = Numero de elefantes que viven méas de 100 afios de un grupo de
4 elefantes. Los parametros sonn =4y p = 0.2743. Y = B(4, 0.2743).

Nos piden calcular P(Y >1).
4
P(Y>1)=1-P(Y =0) =1—(O]0.27430 (1-0.2743)" =1-0.7257" =

La probabilidad de que al menos uno de los 4 elefantes supere los 100 afios de vida es de 0.7226.

(c) Tenemos que hallar “a” tal que P(X <82+ a) =0.98.

=098=

P(X <82+a)=0.98= {Tipificamos} = P(z SMJ

Miramos en la lista
:P(ZS%]:O.QS:{ }:i=2.06:>

F (2.06)=0.98 30

El valor buscado es a=61.8.
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PAU junio 2025

Prueba de acceso a la Universidad (PAU)
Curso 2024-2025

MATEMATICAS II

>Responda en el pliego en blanco a cuatro de las cinco preguntas que se proponen. De cada una de las
seleccionadas conteste una Unica opcién, A o B. Todas las preguntas se calificaran con un maximo de 2.5
puntos.

> Agrupaciones de preguntas que sumen mas de 10 puntos o que no coincidan con las indicadas conllevaran
la anulacion de la(s) ultima(s) pregunta(s) seleccionada(s) y/o respondida(s)

Pregunta 1. Opcién A Un turista recorre el Principado de Asturias pasando ‘x’ dias en la zona del
oriente, ‘y’ dias en la zona centro y ‘z’ dias en la zona de occidente. Sus gastos en estas vacaciones
se reparten como sigue: cada dia que pasa en la zona oriental gasta 30 € en hospedaje y 25 € en
alimentacion, en la zona centro gasta 40 € en hospedaje y 20 € en alimentacion. En cuanto a la
zona del occidente sus gastos diarios son 30 € en hospedaje y 40 € en alimentacién. Ademas, cada
dia de vacaciones gasta en otros conceptos 25 € en cada zona.

(@ (0.75 puntos) Si decide repartir el presupuesto en 290 € para hospedaje, 290 € para
alimentacion y 225 € para gastos varios, plantea un sistema de ecuaciones lineales que modelice
el problema y escribelo matricialmente.

(b) (1 punto) En la situacion del apartado (a) decide cuantos dias puede estar en cada zona.

(c) (0.75 puntos) Manteniendo el presupuesto para cada concepto decide cuantos dias pasara en
cada zona si decide no visitar la zona del oriente, 0 demuestra que no se puede mantener esa
distribucién del presupuesto.

x -1 2 -1 -1 -2
Pregunta 1. Opcion B Sea xeR y las matrices A={ 0 1 2, B=1 1 1
-1 -1 1 2 1 X

() (1 punto) Calcular los valores de x R para los cuales B tiene inversa.

(b) (1 punto) Para x =0, calcular, en caso de que sea posible, B™.
(c) (0.5 puntos) Calcular los valores de x para los cuales det(AB) = det(A).

Pregunta 2. Opcidn A Se considera la funcion

— si 0<x<4

3—(x—5)2 si 4<x
() (1 punto) Estudia si la funcion es continua en su dominio.
(b) (1 punto) Estudia los intervalos de crecimiento de la funcion. Estudia si la funcidn tiene extremos
relativos. Haz un esbozo de la grafica de la funcion.
(c) (0.5 puntos) Suponiendo que la funcion representa el nimero de millones de bacterias de un tipo

que existen en una determinada muestra, en cada instante x, ¢se llegaria a alcanzar en algin instante
el valor 5 millones?

Pregunta 2. Opcién B De dos funciones continuas se sabe que f(1)=1y f '(1)=2,y g(1)=-1
y 9’(1)=2. Se construye la funcion

20 de 261 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU junio 2025 Matemdticas Il en Asturias Juan Antonio Martinez Garcia

Se pide:
(a) (1.25 puntos) Calcular h(1) y h"(1).

(b) (1.25 puntos) Sabiendo que f tiene un maximo en x=3 y que k(x)= (x—2)2 f (x) tiene un
minimo en ese mismo punto, calcular f (3).

Pregunta 3. Opcion A Se sabe que la funcion F(x) es una primitiva de la funcion
f (x)=xcos(4x*-1)
Se pide:

(a) (1.5 puntos) Calcular F sabiendo que F (%) =1.

(b) (1 punto) Estudiar si F tiene un extremo en x = % :

Pregunta 3. Opcion B

(a) (1.5 puntos) Se considera la funcién f (x)=4sen(x—r). Calcula el drea acotada encerrada por
fylasrectas y=0, x=0y x=rx.

(b) (1 punto) Se considera una funcion g(x) continua. Sabiendo que una primitiva de g es

f (x)=sen(x)cos(x), calcula una expresion de g.

Pregunta 4. Opcidn A Se estan construyendo dos puentes rectos en un tramo de autovia para los
dos carriles. Los puentes siguen las ecuaciones siguientes:

r(t)=(2+t,-1-2t,3+2t); r,(s)=(1+2s,4—5,4-25)
Se pide:
(a) (1.25 puntos) Estudia si los puentes son paralelos, se cortan o se cruzan

(b) (1.25 puntos) La empresa quiere construir un puente de servicio que los una, y quiere que sea lo
mas corto posible, ¢qué longitud tendra la via de servicio? Indica los puntos inicio y final del pasadizo.

Pregunta 4. Opcion B Se consideran los puntos siguientes: A(1, 2, 3), B(-2, 1, 4),C(3,0,5) y
D(0,-1, 2). Se pide:

() (1 punto) Estudiar si los puntos pertenecen a un mismo plano.

(b) (0.75 puntos) Calcular el area del tridngulo de vértices A, By C.

(c) (0.75 puntos) Calcular el volumen del tetraedro formado por los 4 puntos.

Pregunta 5. Opcion A En una fabrica de componentes electronicos se sabe que el 6% de las piezas
que se fabrican son defectuosas. En el proceso de control de calidad se toma una pieza al azar y se
introduce en un sistema de prueba/fallo. Se sabe que la probabilidad de que el sistema dé fallo si la
pieza es defectuosa es del 95% mientras que la probabilidad de que lo haga si la pieza no es defectuosa
es del 4 %.

(a) (1.25 puntos) Si se seleccionan 10 piezas al azar ¢cudl es la probabilidad de que al menos una de
ellas sea defectuosa?
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(b) (1.25 puntos) Determina la probabilidad de que si se selecciona una pieza al azar, la prueba no
indique fallo.

Pregunta 5. Opcion B En una empresa de telecomunicaciones, el tiempo que tarda un cliente en
resolver un problema llamando a Atencidon al Cliente sigue una distribucion normal con media x =30

minutos y desviacion tipica ¢ = 5 minutos.

(@) (0.75 puntos) ¢Cuél es la probabilidad de que un cliente tarde entre 25 y 30 minutos en resolver
su problema?

(b) (0.75 puntos) Un cliente decide que si tarda mas de 20 minutos en su resolucidn, cambiara de
empresa ¢cudl es la probabilidad de que cambie?

(¢) (1 punto) La empresa hace cambios en la gestion de atencidn al cliente obteniendo que la
probabilidad de que se tarde menos de 20 minutos es 0.7. Si se mantiene la desviacion tipica ¢se ha
mejorado el tiempo de resolucién medio o por el contrario el cambio no ha sido positivo?

Algunos valores de la funcién de distribucion N(0, 1) son: F(x) = P(Z <x), F(0) = 0.5,
F(1) = 0.8413, F(2) = 0.9772, F(0.7) = 0.758, F(0.525) = 0.7.
Si tus valores no estan entre los expuestos, toma el méas cercano.
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Pregunta 1. Opcién A Un turista recorre el Principado de Asturias pasando ‘x” dias en la zona del
oriente, ‘y’ dias en la zona centro y ‘z’ dias en la zona de occidente. Sus gastos en estas vacaciones
se reparten como sigue: cada dia que pasa en la zona oriental gasta 30 € en hospedaje y 25 € en
alimentacion, en la zona centro gasta 40 € en hospedaje y 20 € en alimentacion. En cuanto a la
zona del occidente sus gastos diarios son 30 € en hospedaje y 40 € en alimentacion. Ademas, cada
dia de vacaciones gasta en otros conceptos 25 € en cada zona.

(@) (0.75 puntos) Si decide repartir el presupuesto en 290 € para hospedaje, 290 € para alimentacion
y 225 € para gastos varios, plantea un sistema de ecuaciones lineales que modelice el problema y
escribelo matricialmente.

(b) (1 punto) En la situacion del apartado (a) decide cuantos dias puede estar en cada zona.

(c) (0.75 puntos) Manteniendo el presupuesto para cada concepto decide cuantos dias pasara en cada
zona si decide no visitar la zona del oriente, 0 demuestra que no se puede mantener esa distribucién
del presupuesto.

Ponemos esta informacién en una tabla.

Hospedaje Alimentacion Varios TOTAL
Oriente (x) 30x 25X 25X 80x
Centro (y) 40y 20y 25y 85y
Occidente (2) 30z 40z 25z 95z
TOTAL | 30x+40y+30z | 25x+20y+40z | 25x+25y+25z | 80x+85y+95z

.(@) En el hospedaje gasta 290 € > 30x+40y+30z =290 - 3x+4y+3z2=29.
En alimentacion gasta 290 € > 25x+20y +40z =290 —»5x+4y+8z =58.
En gastos varios gasta 225 € 2> 25x+25y+252=225—> x+y+z2=9

Reunimos las ecuaciones en un sistema.

3X+4y+3z=29 3 4 3)\(x 29
5X+4y+8z=58;=|5 4 8| y|=|58|=AX=B
1 1 1){z

X+y+2=9 9

(b) Resolvemos el sistema planteado.

3Xx+4y+3z=29 3Xx+4y+3z=29
5Xx+4y+8z=58,=5x+4y+82=58;=

3(9-y-12)+4y+3z :29}
X+y+z=9

5(9 4y +8z =58 -
X=9—y_z (9-y-z)+4y+8z=

=2
:>y

27-3y—-3z+4y+3z :29}
-y+3z=13

= =-2+37=13=>
45-5y—-52+4y+8z=>58

—=37=15=|z=5|=[x=9-2-5=2]

Puede estar 2 dias en la zona oriental, otros 2 dias en la zona centro y 5 dias en occidente.
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(c) Si los dias que pasa en oriente son 0 tenemos que x = 0. Sustituimos este valor en el sistema e
intentamos resolverlo.

3Xx+4y+3z=29
4y+32=29 4y+32=29

5x+4y+82 =58 4(9-2)+3z2=29
=4y+8z2=58;=4y+82=58 ;= =
X+y+z=9 4(9-12)+8z=58
y+z=9 y=9-z
x=0
36-4z+32=29

22

=
42:22—>z:7—5.5

—-I=—1—>171=7
=
36—4z+82:58}

La situacion planteada no tiene solucion, pues obtenemos dos valores distintos para “z” y ademas
uno de ellos decimal. En el sistema que nos ha quedado tenemos mas ecuaciones que incognitas
y las ecuaciones no son compatibles entre si.
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x -1 2 -1 -1 -2
Pregunta 1. Opcion B Sea xeR y las matrices A={ 0 1 2|,B={1 1 1
-1 -1 1 2 1 X

(@) (1 punto) Calcular los valores de x € R para los cuéles B tiene inversa.
(b) (1 punto) Para x =0, calcular, en caso de que sea posible, B™.
(c) (0.5 puntos) Calcular los valores de x para los cuales det(AB) = det(A).

(a) La matriz B tiene inversa si su determinante es distinto de cero. Averiguamos cuando se anula el
determinante de B.

-1 -1 -2
B|=|1 1 1|=-x-2-2+4+x+1=1%0
2 1 x

El determinante de B vale siempre 1. La matriz B tiene inversa para cualquier valor de x.

-1 -1 =2
(b) Para x=0 lamatrizqueda B=| 1 1 1 | ysabemos que tiene inversa. La calculamos.
2 1 0
-1 -1 -2
|B|= 1 1 1|=1
2 1 0
11 2 1 1 -1 1 -1 1
+ - +
Adj| -1 1 1 1 0 -2 0 -2 1 L o 1
Adj (B’ 210 12 |12 |-11| |
B'= J( )= =| - + - =12 4 -1
|B| 1 10 -2 0 -2 1
-1 -1 0
1 2 -1 2 -1 1
+ - +
1 1 -1 1 -1 1

(c) Sabemos que det(B) = 1, por lo que det(AB) = det(A) - det(B) = det(A) - 1 = det(A).
Se cumple la igualdad para cualquier valor de x.
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Pregunta 2. Opcion A Se considera la funcién

- si 0<x<4

3—(x—5)2 si 4<x
(@) (1 punto) Estudia si la funcién es continua en su dominio.
(b) (1 punto) Estudia los intervalos de crecimiento de la funcion. Estudia si la funcion tiene extremos
relativos. Haz un esbozo de la gréafica de la funcion.
(c) (0.5 puntos) Suponiendo que la funcion representa el namero de millones de bacterias de un tipo
que existen en una determinada muestra, en cada instante x, ¢se llegaria a alcanzar en algun instante
el valor 5 millones?

(a) Para que la funcion sea continua debe serlo en x=4.

f(4)=3-(4-5)" =2
lim f (x)=lim3—(x-5)"=2¢= lim f (x)=lim f (x)= f (4)=2

x—>4" x—>4" x—4* X—4~
. . X 4

lim f (x)=lim===-=2

X—4" X—4" 2 2

La funcidn es continuaen x=4.
La funcién es continua en todo su dominio [0,+oo) .

N |-

: - . si 0<x<4
(b) La derivada de la funciones f“(x)= .

—2(x-5) si 4<x
Enel intervalo [0,4)la derivadaes f"(x)= % >0. La funcion es creciente en [0,4).

Enel intervalo (4,+)la derivadaes f’(x)=-2(x—5). La derivada se anula para x=5. Encel
intervalo (4,5) la derivada es positiva y la funcién es creciente en (4,5). En el intervalo

(5, +oo) la derivada es negativa y la funcién es decreciente en (5, +oo).

Resumiendo: La funcién es creciente en [0,5) y decreciente en (5,+o).
La funcion tiene un maximo relativo en x=5.

Hacemos una tabla de valores y dibujamos la gréafica de la funcién.

0<x<4 4<x

x| (=2 x| f(x)=3—(x-5)
oo 4 2

1| 05 5 3

) 1 6 2

3| 15 / -1
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e

Mdximo

) {l si0<y<4
f@={z
LS—[.\'—S]‘ sid=x

—

e

\

(c) Observando la grafica comprobamos que el maximo absoluto de la funcién es 3 y nunca alcanza
un valor superior a 3, por lo que nunca llegara a los 5 millones.
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Pregunta 2. Opcién B De dos funciones continuas se sabe que f(1)=1y f '(1)=2,y g(1)=-1
y 9'(1)=2. Se construye la funcion

Se pide:
(a) (1.25 puntos) Calcular h(1) y h"(1).

(b) (1.25 puntos) Sabiendo que f tiene un maximo en x=3 y que k(x)=(x—2)2 f (x) tiene un

minimo en ese mismo punto, calcular f (3)

(a) Calculamos el valor de h(1).

h'(1)= f(1)-9(1)-9°(1) f (1) 2(_1)_22'1:__4:

2
(9(1) (-1) 1
(b) Si la funcion f tiene un maximo en x =3 entonces se anula la derivada para este valor:
f°(3)=0.
Si k(x)=(x-2)" f(x) tiene un minimo en ese mismo punto la derivada se anula para
x=3. Obtenemos la derivada y aplicamos la propiedad.

k(x):(x—2)2 f(x)=k’(x)=2(x-2)f (x)+(x—2)2 f°(x)

k'(3)=0=>2(3-2) f (3)+(3-2)° £'(3)=0= 2 (3)+ 1'(3) =0=

={f(3)=0}=2f(3)=0=f(3)=0

Hemos obtenido que f(3)=0.
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Pregunta 3. Opcion A Se sabe que la funcién F(x) es una primitiva de la funcion
f (x)=xcos(4x*-1)
Se pide:

(a) (1.5 puntos) Calcular F sabiendo que F G) =1.

(b) (1 punto) Estudiar si F tiene un extremo en x = % :

(a) Hallamos la primitiva de f(x).
Cambio de variable

_ _ 2 _ _
F(x)=] f(x)dx=[xcos(4x* ~1)dx = 4x2—1=t—>8xdx=dt—>dx=g—t =

X

:jxcos(t)g—;:%jcos(t)dt :%sent = %sen(4x2 —1)+ K

Aplicamos la condicion F G) =1 para determinar el valor de K.

2
8 :>1:15en 4 1] -1 +K:>1:13en(0)+K:>
F(lj:l 8 2 8

=K=1= F(x):%sen(4x2—l)+1

La primitiva buscada es F (x)= %sen(4x2 ~1)+1.
(b) Como la derivada de la funcion F(x) es f(x) estudiamos si la funcién f(x) se anula para x = % .
2
f 1jzlcos 4(3] -1 :lcos(o) _1 #0
2) 2 2 2 2

. 1 . .
La derivada de F(x) no se anula para x = > y la funcién no tiene un extremo para ese valor.
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Pregunta 3. Opcién B

(a) (1.5 puntos) Se considera la funcién f (x)=4sen(x—x). Calcula el area acotada encerrada por
fylasrectas y=0, x=0y x=rx.

(b) (1 punto) Se considera una funcién g(x) continua. Sabiendo que una primitiva de g es

f (x)=sen(x)cos(x), calcula una expresion de g.

(a) Obtenemos los puntos de corte de f (x)=4sen(x—7x) e y=0.

X—m=—1—>%X=0
}:>4sen(x—;z)=0:>sen(x—zz):O:> X—r=0>X=rx

—~

X) =4sen(x—7)
0

f
y X—7z=7r—)x=27z§£[0,7r]

El area es el valor absoluto de la integral definida entre 0 y  de la funcion.

J-O;z f(x)dx= IO”4sen(x—n)dx =[-4cos(x-7)] =

=[-4cos(z—r)]-[-4cos(0-r)]=-4cos(0)+4cos(~7)=-4-4=-8

El &rea acotada encerrada por f y las rectas y=0, x=0 y X=x tiene un valor de 8 unidades
cuadradas.

fx) ;4sm[x—z}

(b) Si una primitiva de g es f (x)=sen(x)cos(x) entonces la derivada de f(x) es la funcion g.

g(x)=f"(x)=cos(x)cos(x)+sen(x)(—sen(x))=cos’(x)—sen’(x)
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Pregunta 4. Opcion A Se estan construyendo dos puentes rectos en un tramo de autovia para los
dos carriles. Los puentes siguen las ecuaciones siguientes:
r(t)=(2+t,-1-2t,3+2t); r,(s)=(1+2s,4—5,4-25)
Se pide:
(a) (1.25 puntos) Estudia si los puentes son paralelos, se cortan o se cruzan
(b) (1.25 puntos) La empresa quiere construir un puente de servicio que los una, y quiere que sea lo

mas corto posible, ¢qué longitud tendra la via de servicio? Indica los puntos inicio y final del
pasadizo.

(a) Estudiamos la posicion relativa de las dos rectas. Obtenemos primero un punto y un vector de
cada recta (puente).

n(t)=(2+t,-1-2t,3+2t)=>r: y=-1-2t=
z=3+2t

X=2+t 3(27_1,3)
{ul:(l,—z,z)

L(s)=(1+2s,4-s,4-2s)=>r,: y=4-5 =

Los vectores directores no tienen coordenadas proporcionales, por lo que los puentes no son

paralelos.
S —F—
(2,-1,-2)

U,

\72 2 -1 -2

Las rectas se cortan o cruzan. Calculamos el valor del producto mixto [Jl v,, Ple]

Q(144) PQ, =(1,4,4)-(2,-1,3)=(-151

P (2-13) Q, =(14.4)-(2-13)=(-151)

U =(1-22) 1 -2 2

V,=(2-1-2) t=[u, v, BQ, |=|2 -1 -2|=-1-A+20-2+ A +10=27#0
RQ,=(-151) et

Como el producto mixto es distinto de cero las rectas (puentes) se cruzan.

(b) El pasadizo que los une es la recta rs que corta ambas rectas perpendicularmente. Ese es el
camino con menor distancia que une los dos puentes.
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I3

Fr1

m

El vector director de la recta rs es el producto vectorial u, x v, .

G=t-22) ] _ | 1K
U }:ulxvz=l ~2  2|=di+4j-k+4k+2j+2i=(6,6,3)

Tomamos como vector director de la recta rs el vector w= %(Jlx \72) = 1(6,6,3) =(2,21).
Determinamos el plano 7, que contiene la recta r1 y que también tiene como otro vector director

w=(2,2,1).

Vv:(2,2,1) X-2 y+1 z-3

u=(>1-22) t=>z:2 2 1|=0=
P(2-13)ex 1 —2 2

= 4(x-2)+(y+1)-4(z-3)-2(z-3)-4(y+1)+2(x-2)=0=

=6(x-2)-3(y+1)-6(z-3)=0=>2(x-2)—-(y+1)-2(z-3)=0=

= 2x—4-y-1-27+6=0= |7, :2X—y—22+1=0)

Determinamos el plano 7, que contiene la recta r> y que también tiene como otro vector director
w=(2,2,1).

w=(2,2,1) x-1 y—4 7-4

v,=(2-1-2);=>7r:2 2 1|=0=>
Q,(L4,4)er, 2 -1 =2
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= —4(x-1)+2(y—-4)-2(z-4)-4(z-4)+4(y-4)+(x-1)=0=

= -3(x-1)+6(y-4)-6(z-4)=0=(x-1)-2(y-4)+2(z-4)=0=>

= X-1-2y+8+22-8=0=|7,:X-2y+22-1=0

El punto E es el punto de corte de la recta ry con el plano 7z, .

X=2+t
n:qy=-1-2t
z2=3+2t
Ty, X=2y+22-1=0

= 2+t-2(-1-2t)+2(3+2t)-1=0=>

x=2-1=1
= 2+1+2+4t+6+4t-1=0=>9t+9=0=>t=-1=y=-1-2(-1)=1=|E(111)
z7=3+2(-1)=1

El punto F es el punto de corte de la recta r, con el plano 7z, .

X=1+2s
r:yy=4-s
2=4-12s
7 2X—=y—-27+1=0

= 2(1+25)-4+5-2(4-25)+1=0=

x=1+2=3
=2+45-4+5-8+45+1=0=>95-9=0=>s=1=.y=4-1=3=|F(33,2)
2=4-2=2

Los puntos de inicio y final del pasadizo son E(1,1,1) y F(3,3,2).

La longitud del pasadizo es el modulo del vector que une los puntos de inicio y final del mismo.
E(111)

F (3, 3,2)} = EF =(332)-(111)=(221)

Longitud = d (E, F) = [EF|=v2*+2° +1* =9 =3

La longitud del pasadizo es de 3 unidades.
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Pregunta 4. Opcion B Se consideran los puntos siguientes: A(1, 2, 3), B(-2, 1, 4), C(3,0,5) y
D(0,—1, 2). Se pide:

() (1 punto) Estudiar si los puntos pertenecen a un mismo plano.

(b) (0.75 puntos) Calcular el &rea del tridngulo de vértices A, By C.

(c) (0.75 puntos) Calcular el volumen del tetraedro formado por los 4 puntos.

(a) Hallamos la ecuacion del plano m definido por los puntos A, By C.
A(L 2, 3) u=AB=(-214)-(123)=(-3-11)
B(-2 1 4);=v=AC=(305)-(123)=(2,-22) ;=
C(3 0, 5) C(3 0 5)ex

Xx-3 y z-5
=i -3 -1 1 |=0=-28+86+2y+62-30+22-10+6y+2K -8 =0=
2 2 2

=8y+82-40=0=|7:y+z-5=0)

Comprobamos si el punto D pertenece al plano 7:y+z-5=0.
r:y+z-5=0
(;D(O,—l, 2)e7r?

El punto D no pertenece al plano definido por los puntos A, By C. Los puntos A, B, Cy D no
pertenecen al mismo plano.

}:>¢—1+2—5:0?

(b) El &rea del triangulo ABC es la mitad del médulo del producto vectorial ABxAC .

— ik

AB=(-3,-11)| __ __

. ( ):ABXAC=—3 -1 1|=-2{+2j+6k+2k+6j+2{ =(0,8,8)
AC =(2,-2,2) s 2 2

Area ABC =

\AB X AC\ Jo?+82+8 128 ;

= = =42 u
2 2 2

El area del triangulo de vértices A, B y C tiene un valor de 44/2 unidades cuadradas.

(c) El volumen del tetraedro formado por los 4 puntos es la sexta parte del valor absoluto del
producto mixto [ﬁﬁ ﬁ]

AB=(-3-11) 3 1 1
AC =(2,-2,2) =[AB,AC, AD |=|2 -2 2|=
AD=(0,-1,2)-(1,2,3)=(-1,-3,-1) -1 3 -

= —6+2-6-2-2-18=-32

El volumen del tetraedro formado por los 4 puntos tiene un valor de 32/6 = 16/3 unidades
cubicas.
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Pregunta 5. Opcién A En una fabrica de componentes electronicos se sabe que el 6% de las piezas

que se fabrican son defectuosas. En el proceso de control de calidad se toma una pieza al azar y se

introduce en un sistema de prueba/fallo. Se sabe que la probabilidad de que el sistema dé fallo si la

pieza es defectuosa es del 95% mientras que la probabilidad de que lo haga si la pieza no es defectuosa

es del 4 %.

(@) (1.25 puntos) Si se seleccionan 10 piezas al azar ;cuél es la probabilidad de que al menos una de
ellas sea defectuosa?

(b) (1.25 puntos) Determina la probabilidad de que si se selecciona una pieza al azar, la prueba no
indique fallo.

(a) La probabilidad de que una pieza sea defectuosa es 0.06. La variable X que cuenta el nimero de
piezas defectuosas de un grupo de 10 piezas elegidas al azar es una variable binomial de
parametros n = 10y p = 0.06. X = B(10, 0.06).

Debemos calcular P(X >1).

P(X>1)=P(X =1)+P(X =2)+...+P(X =10)=1-P(X =0) =

10
- 1_[0 Jo.oeO .0.94"° =1-0.94" =(0.4614

La probabilidad de que al elegir 10 piezas al azar al menos una de ellas sea defectuosa es de
0.4614.

(b) Llamamos D a “la pieza es defectuosa” y F “el sistema prueba/fallo da fallo”. Calculamos la
probabilidad de que una pieza elegida al azar no nos de fallo: P(E). Aplicamos el teorema de la

probabilidad total.

P(F)=P(D)P(F/D)+P(D)P(F/D)=

=0.06-(1—0.95)+(1-0.06)-(1-0.04) = [0.9054

La probabilidad de que si se selecciona una pieza al azar, la prueba no indique fallo es de 0.9054.
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Pregunta 5. Opcion B En una empresa de telecomunicaciones, el tiempo que tarda un cliente en
resolver un problema Illamando a Atencion al Cliente sigue una distribucion normal con media x =30

minutos y desviacion tipica ¢ = 5 minutos.

(@) (0.75 puntos) ¢Cuél es la probabilidad de que un cliente tarde entre 25 y 30 minutos en resolver

su problema?

(b) (0.75 puntos) Un cliente decide que si tarda mas de 20 minutos en su resolucion, cambiara de

empresa ¢cudl es la probabilidad de que cambie?

(¢) (1 punto) La empresa hace cambios en la gestion de atencién al cliente obteniendo que la
probabilidad de que se tarde menos de 20 minutos es 0.7. Si se mantiene la desviacion tipica ¢se

ha mejorado el tiempo de resolucién medio o por el contrario el cambio no ha sido positivo?

Algunos valores de la funcién de distribucion N(0, 1) son: F(x) = P(Z <x), F(0) = 0.5,
F(1) = 0.8413, F(2) = 0.9772, F(0.7) = 0.758, F(0.525) = 0.7.
Si tus valores no estan entre los expuestos, toma el mas cercano.

(@) X = el tiempo en minutos que tarda un cliente en resolver un problema llamando a Atencién al
Cliente. X = N(30, 5).
Debemos calcular P(25< X <30).

25-30 <7< 30-30

5 5
=P(2<0)-P(Z<-1)=P(Z2<0)-P(Z>1)=P(Z2<0)-[1-P(Z<1)|=

P(25< X <30)={Tipificamos} = P( j: P(-1<Z<0)=

= {Miramos en la lista — F (1) =0.8413} = 0.5 [1-0.8413] =

La probabilidad de que un cliente tarde en resolver su problema entre 25 y 30 minutos es de
0.3413.

(b) Calculamos P(X >20).

P(X > 20)={Tipificamos} = P(Z > 20;30): P(z>-2)=P(Z2<2)=

={F(2)=0.9772} =(0.9772
La probabilidad de que cambie de empresa es de 0.9772.

(c) Tenemos que tras los cambios P (X <20)=0.7.
La ley que sigue la distribucion es X = N(u, 5). Determinamos el valor de la media.

e 20— u Miramos en la lista
P(X <20)=0.7 = {Tipificamos} = P| Z < =0.7=> =
5 F(0.525)=0.7

- 205_ﬂ =0.525= 20— 1 =2.625= |,U =20-2.625 =17.375|

Tras los cambios el tiempo medio de espera es de 17.375 minutos, menor gue el tiempo medio
anterior (30 minutos). La situacion ha mejorado.

36de 261 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EBAU julio 2024 Matemdticas Il en Asturias Juan Antonio Martinez Garcia

EBAU julio 2024
Prueba de evaluacion de Bachillerato para el
acceso a la Universidad (EBAU)
Curso 2023-2024

MATEMATICAS II

>Responda en el pliego en blanco a cuatro preguntas cualesquiera de entre las ocho que se proponen.
Todas las preguntas se calificaran con un maximo de 2.5 puntos.

> Agrupaciones de preguntas que sumen mas de 10 puntos o que no coincidan con las indicadas conllevaran
la anulacion de la(s) ultima(s) pregunta(s) seleccionada(s) y/o respondida(s)

Pregunta 1. Una fabrica produce tazas, platos y teteras de ceramica. Por cada uno de estos productos

se utiliza una cantidad fija de material, que se introduce en la maquina de la cual sale la pieza

preparada para el embalaje. En cada taza la maquina utiliza 5 minutos, 4 en cada plato y 8 en cada

tetera. El coste del material utilizado es 3 e cada taza, 4 € cada plato y 3 € cada tetera. Se hace un

estudio de la produccién durante 50 minutos y se calcula que el coste es de 26 €.

() (0.75 puntos) Plantea un sistema de ecuaciones lineales que modelice el problema y escribelo
matricialmente.

(b) (1 punto) Suponiendo que en estos 50 minutos se fabricaron en total exactamente 8 piezas,
calcula, si es posible, cuantas unidades se produjeron de cada tipo.

(c) (0.75 puntos) Si se consigue rebajar el tiempo de elaboracion de cada tetera de 8 a 5 minutos,
¢seria posible fabricar exactamente 10 piezas?

1 2 3 1
Pregunta 2. Sea xeR y las matrices A=| -1 0 3|, B=(1 1 2),C=[1]|.
2 0 x 2

(a) (0.75 puntos) Decide de forma razonada si se pueden realizar las operaciones siguientes CAB y
BAC. ;/Cual seria la dimensién de la matriz resultante si pudiese realizarse?

(b) (1.75 puntos) Calcula segin los valores de x el rango de A. Para x = 0, comprueba que existe A™
y calculala.

x> —4

1-x

(a) (1 punto) Calcula el dominio de la funcion f y sus asintotas.

(b) (1 punto) Halla en caso de que existan, los maximos y minimos y puntos de inflexion. Calcula

los intervalos de crecimiento y decrecimiento.
(c) (0.5 puntos) Utilizando los apartados anteriores, realiza un esbozo de la gréafica de f.

Pregunta 3. Se considera la funcion f (x)=

Pregunta 4. Dada la funcion f (x)=sen(z—2x).

(a) (1.25 puntos) Calcula una primitiva que pase por el punto z,l :
p p que pase p p >

(b) (1.25 puntos) Calcula el area limitada por f, el eje X y las rectas x = —% y X= %
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Pregunta 5. Se consideran los puntos A=(0,-11) y B=(2,1,3) de R’

(@) (1.25 puntos) Encuentra la ecuacion del plano = que cumple que los dos puntos son simétricos
respecto a él.
(b) (1.25 puntos) Encuentra la ecuacion continua de la recta r perpendicular al plano z’'=x+y+z=3

y que contiene al punto Q =(1,0,1).

Pregunta 6. Se consideran los puntos A=(1,11),B=(10,2),C=(-113) y D=(-10,1).

(a) (0.75 puntos) Estudia si existe un plano que contenga a los cuatro puntos.

(b) (0.75 puntos) Calcula la recta r que pasa por D y es perpendicular al plano = que contiene a A,
ByC.

(c) (1 punto) Calcula el punto P interseccion de r y = del apartado anterior.

Pregunta 7. En un instituto el 55% de los estudiantes del curso 2023-2024 hacen el Bachillerato de

la modalidad de Ciencias y Tecnologia. ElI 30% de los estudiantes que cursan el Bachillerato de

Ciencias y Tecnologia cursan como optativa la asignatura ‘Proyecto de InvestigaciOn Integrado’ y de

los que no hacen este Bachillerato, el 40% cursan esta asignatura como optativa.

(a) (1.25 puntos) Tomado un estudiante al azar del total de matriculados en Bachillerato, ;cual es la
probabilidad de que curse la asignatura ‘Proyecto de InvestigaciOn Integrado’?

(b) (1.25 puntos) Si un estudiante elegido al azar no cursa la asignatura ‘Proyecto de Investigacidn
Integrado’, ;cudl es la probabilidad de que curse el Bachillerato de Ciencias y Tecnologia?

Pregunta 8. En una comunidad auténoma se estudia la cantidad media de basura que se genera por

habitante durante dos meses. Se observa que sigue una distribucion normal de media 85 Kg y

desviacion tipica 15 Kg.

(@) (0.75 puntos) ¢Qué porcentaje de poblacién genera mas de 90 Kg cada dos meses?

(b) (0.75 puntos) Si se toma una muestra de 10000 habitantes, ¢cuantos generan menos de 90 Kg de
basura?

(c) (1 punto) Se hace una campafia de concienciacion y se observa que de las 10000 personas de la
muestra, 5596 generan menos de 70 kg de basura. Suponiendo que se mantiene la desviacion tipica,
¢cudl es la nueva media? ¢Ha funcionado la campafa?

Algunos valores de la funcién de distribucién N(0, 1) son: F(x) = P(Z <x), F(0) = 0.5, F(0.15) =
0.5596, F(0.3333) = 0.6294, F(0.385) = 0.65, F(0.5596) = 0.7112, F(0.6294) = 0.7356, F(0.8159) =
0.7939, F(0.9) = 0.8159, F(1.28) = 0.9.
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SOLUCIONES

Pregunta 1. Una fabrica produce tazas, platos y teteras de ceramica. Por cada uno de estos productos

se utiliza una cantidad fija de material, que se introduce en la maquina de la cual sale la pieza

preparada para el embalaje. En cada taza la maquina utiliza 5 minutos, 4 en cada plato y 8 en cada

tetera. El coste del material utilizado es 3 € cada taza, 4 € cada plato y 3 € cada tetera. Se hace un

estudio de la produccién durante 50 minutos y se calcula que el coste es de 26 €.

(@) (0.75 puntos) Plantea un sistema de ecuaciones lineales que modelice el problema y escribelo
matricialmente.

(b) (1 punto) Suponiendo que en estos 50 minutos se fabricaron en total exactamente 8 piezas,
calcula, si es posible, cuantas unidades se produjeron de cada tipo.

(c) (0.75 puntos) Si se consigue rebajar el tiempo de elaboracion de cada tetera de 8 a 5 minutos,
¢seria posible fabricar exactamente 10 piezas?

(Y3} [}

a) Llamamos “x” al nimero de tazas, “y” al nimero de platos y “z” al nimero de teteras de
ceramica.
Realizamos una tabla con los datos del problema.

Tiempo (minutos) Coste material
N° tazas (x) 5x 3X
N° platos (y) 4y 4y
NP teteras (z) 8z 3z
TOTALES 5x+4y+8z 3x+4y+3z

Establecemos las ecuaciones del problema.

“Se hace un estudio de la produccion durante 50 minutos y se calcula que el coste es de 26 €.” >
5x+4y+8z=50, 3x+4y+32=26.

Reunimos las ecuaciones en un sistema que expresamos de forma matricial.

X

5x+4y+8z =50 5 4 8 50
p— =
3X+4y+3z=26 3 4 3 y 26

z

b) Afadimos una tercera ecuacion.
En estos 50 minutos se fabricaron en total exactamente 8 piezas > x+y+z=8.

Afadimos esta ecuacion al sistema anterior y lo resolvemos.

5X+4y+8z=50 5X+4y+8z=50
3X+4y+32=26;=>3Xx+4y+32=26 ;=

5(8—y—z)+4y+82:50}
X+Yy+z=8 X=8-y-z

=
3(8—y—1z)+4y+32=26

40-5y—-5z+4y+8z=50] —y+3z=10
=-2+4321=10=>32=12=>

= =
24—-3y—-3z+4y+32=26 y=2
= z=%=4 =|[x=8-2-4=2|

Se fabricaron 2 tazas, 2 platos y 4 teteras.
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c) Cambiamos la primera y la tercera ecuacion que ahora serian: 5x+4y+5z=50 e x+y+z=10.
Intentamos resolver el nuevo sistema.

5x+4y+5z =50 5X+4y+5z =50
3X+4y+32=26;,=>3Xx+4y+32=26; =

5(10—y—z)+4y+52=50}
X+y+2=10 Xx=10-y-z

=
3(10-y—z)+4y+32=26

= =
30-3y—-3z+4y+3z2=26

50-5y-5z+4y+5z=50 -y=0
y Ay } y }ilmposible!

La situacién planteada no es posible pues el sistema no tiene solucion.
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1 2 3 1
Pregunta 2. Sea x e R y las matrices A=| -1 0 3|, B=(1 1 2),C=[1]|.
2 0 x 2

(a) (0.75 puntos) Decide de forma razonada si se pueden realizar las operaciones siguientes CAB y
BAC. ;Cudl seria la dimension de la matriz resultante si pudiese realizarse?
(b) (1.75 puntos) Calcula segln los valores de x el rango de A. Para x = 0, comprueba que existe A™
y calculala.

a) Vemos si es posible el producto CAB.

C-A-B

3><><><3

No es posible el producto CA pues la matriz C tiene 1 columna y la matriz A tiene 3 filas (no

coinciden - no es posible el producto). Tampoco es posible el producto AB pues la matriz A
tiene 3 columnas y la matriz B tiene 1 fila (no coinciden - no es posible el producto). No es

posible realizar el producto CAB.

Vemos si es posible el producto BAC.

B-A-C

1><><><1—>1><1

Es posible el producto BA pues la matriz B tiene 3 columnas y la matriz A tiene 3 filas (coinciden
—> es posible el producto). También es posible el producto AC pues la matriz A tiene 3 columnas
y la matriz C tiene 3 filas (coinciden - es posible el producto). Es posible realizar el producto
BAC, siendo la matriz resultante de dimensiones 1x1.

1 2 3
b) Elrangode A=| -1 0 3| puedeser3,201.
2 0 x

Calculamos el determinante de A y vemos cuando se anula.

1 23
|Al=I-1 0 3/=0+12+0-0+2x-0=12+2x
2 0 x
-12
|A|=0=12+2x=0=2x=-12= x=—==-6

Analizamos por separado dos situaciones diferentes.

CASO 1. x=-6
En este caso el determinante de A es no nulo y el rango de A es 3.

CASO 2. x=-6
En este caso el determinante de A es nulo y su rango es menor de 3.
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1 2 3
La matrizqueda A=|-1 0 3
2 0 -6

. Como la fila segunda y la tercera son proporcionales

consideramos el menor de orden 2 que resulta de quitar la fila y columna terceras >

1

2
=0+2=2=%0.
0

El rango de A es 2.

Conclusion: Si x=—6 elrango de Aes 3 ysi x=-6 el rango de A es 2.

1 2 3

Para x =0 la matriz queda A=| -1 0 3| ysudeterminante vale 12 + 0 =12 +# 0.

2 00

Al ser su determinante no nulo existe la inversa de la matriz A. La calculamos.

1 -1 2
+
Adj|2 0 O
A_ledj(At): 3 3 0) 1]
|A| 12 12
+
0 0 6 0 0 1/2
=% 6 -6 —6|=[1/2 -1/2 -1/2
0 4 2 0 1/3 1/6
0 0

00
30‘
-1 2
3 0
-1 2
0 0
1/

2 0 2 0

- +
30 3 3
1 2 1 -1

+ —_ =
30 3 3
1 2 1 -1

- +
2 0 2 0

2

La matriz inversa tiene la expresion A" =(1/2 -1/2 -1/2/|.

0 1/3

1/

6
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x> —4

(@) (1 punto) Calcula el dominio de la funcién f y sus asintotas.

(b) (1 punto) Halla en caso de que existan, los maximos y minimos y puntos de inflexion. Calcula
los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

(c) (0.5 puntos) Utilizando los apartados anteriores, realiza un esbozo de la grafica de f.

Pregunta 3. Se considera la funcion f (x)=

a) El dominio de la funcion son todos los nimeros reales menos los que anulan el denominador.
Dominio f(x) = R—{1} .

Asintota vertical. x=a
¢ x=1 es asintota vertical?

P-4 12-4 -3

Iimf(x)=|im =" —w

x—1 -1 1—X 1-1 O
x =1 es asintota vertical
Asintota horizontal. y=b

x* 4 1 4 4
T o x2—4_. P_F_. _F_ _;_1—0_
b=lim £ () =i == T 1700
x?  x? X2 X oo o
No existe asintota horizontal.
Asintota oblicua. y=mx+n
X’ —4 x> 4 14 8

(X)) . 1 v . xP—4 . 22 T2 AT -
m=|lmL=|lm1 X _[im =X ?=|Imx X =lim—X o 1 0——1

X—>00 X X—>0 X x—=o X — X X_ml_i X—>0 1_1 l—l 0_1

X2 x? X o0
2 2 2

n=I|m(f(x)—mx):I|m X +x |=1im 2 A+ X=X :Iimx—4:

X—>0 X—>0 1—X X—>0 —X X—>0 1—X

x_4 -4 4 .
=lim =lim—X-_®_ =-1
xawl_i xaool_l i—l 0_1

X 00

Larecta y =—x—1 es asintota oblicua de la funcién.

b) Buscamos los puntos criticos de la funcién.

x* -4 , _2X(1—X)—(—1)(X2—4)_2x—2x2+x2—4_—x2+2x—4
f(X) = f (X)_ (1—X)2 - (l—X)2 - (1—X)2

2
f’(x)=0:>_x +2x-4

(1)

=0=-X+2x-4=0=X*-2x+4=0=>
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= jlmposible!

2+J(-2)" —4(1)(4) _2x{12
2

La derivada nunca se anula, por lo que la derivada siempre es positiva o negativa.
Probamos con x = 0 antes del punto de discontinuidad (1) la derivada vale

— 2 . p—

f7(0)= %0;4 =—4<0, la funcién es decreciente en (—o,1).

Si tomamos x = 2 después del punto de discontinuidad (1) la derivada vale
J— 2 . —

f'(2)= % =—4<0, la funcion es decreciente en (1,+o0).

La funcién decrece en todo su dominio. No presenta maximos ni minimos locales.
Buscamos los puntos de inflexién como los valores que anulan la segunda derivada.

X" +2x-4 £ (x) = (-2x+2)(1-x)" - 2(1- x)(=1)(=¥* +2x-4)

f'(X)— (1—X)2 (1_ X)4
(=2x+2)(1=x)-2(-1)(-X* + 2x—4) 2 12 -2 1 I8 6
(1-x)° (1-x)° (1-x)°

Esta segunda derivada nunca se anula, pero cambia de signo en x = 1 valor excluido del dominio.
No existen puntos de inflexion.

¢) Hacemos una tabla de valores y representamos la grafica de la funcién.

+y

X’ -4 §
X | f(x)=
(X)="=
-1 -15
0 -4
2 O . Asintota 1';7rr'm I
3 25 \‘ x=1
\...‘ . 3 \ ~ 1_4
\ "‘.' Asintota oblicua \ S(x)= 1-x

\ "'_ y=-x-1 2

\ N
\
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Pregunta 4. Dada la funcion f (x)=sen(z—2x).

(a) (1.25 puntos) Calcula una primitiva que pase por el punto (%1}

(b) (1.25 puntos) Calcula el area limitada por f, el eje X y las rectas x = —% y X= %

a) Hallamos la primitiva de la funcion.

1 1
F(x)=[ f(x)dx=[sen(z—2x)dx =§J'(—2)(—sen(7r—2x))dx =§cos(;z—2x)+c
Como la primitiva debe pasar por el punto (%1} debe cumplirse que F (gj =1.

F(x):%cos(ﬁ—Zx)+C . _ .
:>1:§cos(7r—2-5j+c :1:§cos(0)+c =

:>1=£1+C =C =1—1=1:> F(x):lcos(zz—Zx)+l
2 2 2 2 2

La primitiva buscada es F(x)= %COS(H—ZX)-&-%.

b) Buscamos los puntos de corte de la grafica de la funcion con el eje X.

T—2X=—T > 2X=27T > X=7

7z—2x:0—>2x:7r—>x:%

T=2X=1—>-2X=0—>x=0

f (x)=sen(z—2x)

_ =sen(7-2x)=0=
EjeX »>y=0

7z—2x:27z—>—2x:7r_>x:7”

. Y/ ., . ,
En el intervalo (—Z,Zj la funcion corta el eje X en x=0. El &rea la calculamos como la suma

del valor absoluto de dos integrales definidas: una entre —% y 0, laotraentre 0y %

Calculamos el area de la primera region.
0

_[_O”M f(x)dx= .[_0,,/4 sen (7 —2x)dx = B cos(z - ZX)} =

—l4

= ECGS(”_2'0)}{%(:05(”_2'(%]ﬂ = %cos;;—%cos(%ﬂ] = —%
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El &rea de la region 1 es 0.5 unidades cuadradas.
Calculamos el area de la segunda region.

rl4
.[:M f(x)dx= IO”M sen (7 —2x)dx = B cos (7 — 2X):| =

0

= lcos z=2Z |- 1cos(;z—2-0) :lcos z —ECOSE=0—E(—1)=E
2 4 2 2 2 2 2 2

El &rea de la region 2 es 0.5 unidades cuadradas.

El area limitada por f, el eje X y las rectas x = ) y X= " es la suma de las areas obtenidas, es

decir, 0.5 + 0.5 = 1 unidad cuadrada.

Sx) :5en(;r—2x]
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Pregunta 5. Se consideran los puntos A=(0,-11) y B=(2,1,3) de R’
respecto a él.

y que contiene al punto Q =(1,0,1).

(@) (1.25 puntos) Encuentra la ecuacion del plano © que cumple que los dos puntos son simétricos

(b) (1.25 puntos) Encuentra la ecuacion continua de la recta r perpendicular al plano z’'=x+y+z=3

a) El plano respecto del cual los dos puntos son simétricos contienen el punto medio M del
segmento AB. Ademas, el plano buscado tiene como vector normal el vector AB .

v A

1

|
[

M
#

B

Hallamos la ecuacién del plano que pasa por M y tiene como vector normal AB .

M = Punto medio AB =

(o,—1,1)2+(2’1' %) _(10,2)

AB=(213)-(0,-11)=(22.2) =1 =2~ (1.11)

M =(10,2)ex :M =(10,2)ex
1 T:X+y+z+D=0

}:1+0+2+D:0:>

=D=-3=|r:X+y+7-3=0)

El plano 7 que cumple que los dos puntos son simétricos respecto a él tiene ecuacion
T:X+y+2-3=0.

b) La ecuacion de la recta r perpendicular al plano 7'=x+Yy+2z—-3=0 que pasa por el punto
Q= (1, 0,1) tiene como vector director el vector normal del plano.
. Q=(101)er x=l+a
r=X+y+z-3=0=>n=(111)=_ _ =|r=1y=«a
v, =n=(111)
=1+«

La ecuacion de la recta r perpendicular al plano 7'=x+Yy+2z—-3=0 que pasa por el punto
X=1l+a

Q=(1,0,1) esr=<y=a ;ael.
=1+«
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Pregunta 6. Se consideran los puntos A=(1,11),B=(10,2),C=(-113) y D=(-10,1).

(a) (0.75 puntos) Estudia si existe un plano que contenga a los cuatro puntos.

(b) (0.75 puntos) Calcula la recta r que pasa por D y es perpendicular al plano « que contiene a A, B
y C.

(c) (1 punto) Calcula el punto P interseccion de r y = del apartado anterior.

a) Hallamos el plano 1 que contiene a los puntos A, By C.

u=AB=(10,2)-(111)=(0,-11) x=1 y z-2
v=AC=(-113)-(111)=(-2,0,2)} =7z 0 -1 1 |=0=
B(10,2)ex -2 0

= -2(x-1)-2y+0-2(z2-2)-0-0=0=-2x+2-2y-2z+4=0=

= -2X-2y-22+6=0=|7:X+y+2-3=0

Comprobamos si el punto D pertenece al plano z:x+y+z—-3=0.

T:X+y+z2-3=0
=¢-1+0+1-3=07=¢-3=0?
(;D(—l, 0,1)672'?

La igualdad no es cierta y el punto D no pertenece al plano definido por los puntos A, By C.
No existe un plano que contenga los cuatro puntos.

b) El plano que contiene los puntos A, By C tiene ecuacion z:x+y+z-3=0.
La recta r que pasa por D y es perpendicular al plano x tiene como vector director el vector normal
del plano.

~ — - Xx=-1+1
7:X+y+2-3=0=>n=(L11)>v,=n=(111)
=>r:iiy=4 ;1eR
D(-10,1)er Y142
X=-1+41
La recta r que pasa por Dy es perpendicular al plano = tiene ecuacion r:{y=4 ‘1eR.
z=1+1

c) Resolvemos el sistema formado por las ecuaciones de plano y recta.

X=-1+1
T Z:il AR A avardea-3-0=
T=X+Yy+2-3=0
x=-1+1=0
=31=3=1=1={y=1 = P(0,1,2)
z=1+1=2

El punto P interseccion de la recta r y el plano 7~ tiene coordenadas P(O,l, 2) .
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Pregunta 7. En un instituto el 55% de los estudiantes del curso 2023-2024 hacen el Bachillerato de

la modalidad de Ciencias y Tecnologia. EI 30% de los estudiantes que cursan el Bachillerato de

Ciencias y Tecnologia cursan como optativa la asignatura ‘Proyecto de InvestigaciOn Integrado’ y de

los que no hacen este Bachillerato, el 40% cursan esta asignatura como optativa.

(@) (1.25 puntos) Tomado un estudiante al azar del total de matriculados en Bachillerato, ¢cudl es la
probabilidad de que curse la asignatura ‘Proyecto de InvestigaciOn Integrado’?

(b) (1.25 puntos) Si un estudiante elegido al azar no cursa la asignatura ‘Proyecto de Investigacion
Integrado’, ;cudl es la probabilidad de que curse el Bachillerato de Ciencias y Tecnologia?

Llamamos C = “el estudiante cursa el Bachillerato de la modalidad de Ciencias y Tecnologia” e
| = “el estudiante cursa como optativa la asignatura ‘Proyecto de InvestigaciOn Integrado’.

Los datos proporcionados nos permiten determinar que P(C)=0.55, P(1/C)=0.30,
P(1/C)=0.40.
Aplicamos el teorema de Bayes a las dos probabilidades condicionadas.

p(1/)=030= ") 43 [B(IAC)=03055-0.165

P(C)
P(l /E)=0.40:>|3(|—r:(:)=0.4:>m=0.4:
p(c) 1-P(C)
P(mE) —
:mzmz P(l mC):0.4-0.45:0.18

a) Como P(1)=P(1nC)+ P(I m(_l) podemos calcular la probabilidad de que un estudiante curse

CoOmo optativa la asignatura ‘Proyecto de Investigacion Integrado’.
P(1)=P(1nC)+P(1nC)=0.165+0.18=[0.345
La probabilidad de que haya cursado ‘Proyecto de Investigacion Integrado’ es de 0.345.

b) Nos piden calcular P(C/I_) . Aplicamos el teorema de Bayes.

P(CAT) P(C)-P(CAI) 055-0.165 17 05878
(1] = p(1) ©1-0345  |141

P(C/T)=

La probabilidad de que un estudiante que no cursa como optativa la asignatura ‘Proyecto de
Investigacion Integrado’ esté cursando el bachillerato de Ciencias y Tecnologia es de

17 05878,

141

Esta pregunta 7 es igual que la pregunta 7 de la convocatoria ordinaria.
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Pregunta 8. En una comunidad auténoma se estudia la cantidad media de basura que se genera por

habitante durante dos meses. Se observa que sigue una distribucion normal de media 85 Kg y

desviacion tipica 15 Kg.

(@) (0.75 puntos) ¢Qué porcentaje de poblacion genera méas de 90 Kg cada dos meses?

(b) (0.75 puntos) Si se toma una muestra de 10000 habitantes, ¢cudntos generan menos de 90 Kg de
basura?

(c) (1 punto) Se hace una campafia de concienciacion y se observa que de las 10000 personas de la
muestra, 5596 generan menos de 70 kg de basura. Suponiendo que se mantiene la desviacion tipica,
¢cual es la nueva media? ¢Ha funcionado la campafa?

Llamamos X = la cantidad media de basura que se genera por habitante durante dos meses.
X es una distribucion normal de media u =85 kg y o =15 kg. X = N(85, 15)

a) Calculamos la probabilidad P(X >90).

90-85

P(X >90) = {Tipificamos} = P(Z > j: P(Z >0.3333) =

=1-P(Z <0.3333) =1- F(0.3333) =1-0.6294 =|0.3706

El porcentaje de poblacion que genera mas de 90 kg en dos meses es de 37.06 %.

b) Como P(X >90)=0.3706 entonces P(X <90)=1-0.3706 = 0.6294. Multiplicamos esta

probabilidad por los 10 000 habitantes de la muestra y obtenemos que 10000 - 0.6294 = 6294
habitantes generan menos de 90 kg de basura en dos meses.

c) Tenemos que P(X <70)= 29% _ 0.5596.
10000
. 70— u
P(X <70)=0.5596 = {Tipificamos} = P| Z < =0.5596 =
70— u

= F(0.15)=05596 - P(Z <015)=0.559 1 = — = =0.15=

— 70— 1 =15-0.15=70-15-0.15 = ;= [ 11 = 67.75

La nueva media tiene un valor de 67.75 kg. La campafia ha funcionado.
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EBAU junio 2024
Prueba de evaluacion de Bachillerato para el
acceso a la Universidad (EBAU)
Curso 2023-2024

MATEMATICAS II

>Responda en el pliego en blanco a cuatro preguntas cualesquiera de entre las ocho que se proponen.
Todas las preguntas se calificaran con un maximo de 2.5 puntos.

> Agrupaciones de preguntas que sumen mas de 10 puntos o que no coincidan con las indicadas conllevaran
la anulacion de la(s) ultima(s) pregunta(s) seleccionada(s) y/o respondida(s)

Pregunta 1. En una protectora de animales se dan tres tipos de alimentos a tres razas de perros

distintas. Cada perro de la raza 1 consume, por semana, un promedio de 2 unidades del alimento Ay

1 unidad del alimento C. Cada perro de la raza 2 consume, por semana, un promedio de 1 unidad del

alimento A y 1 unidad del alimento C. El consumo semanal promedio de la raza 3 es de 3 unidades

de alimento A, 1 unidad de alimento B y 3 unidades de alimento C. Cada semana se compran 410

unidades del alimento A, 30 unidades del alimento B y 310 del alimento C. Se supone que toda la

comida que se proporciona se consume.

(a) (0.75 puntos) Plantea un sistema de ecuaciones lineales que modelice este problema y escribelo
matricialmente.

(b) (1 punto) ¢Cuéantos ejemplares de cada raza puede coexistir en la protectora?

(c) (0.75 puntos) Si la raza 2 consumiese 1 unidad del alimento B, iexistiria otra distribucion del
numero de ejemplares de cada raza que permitiese mantener las unidades compradas cada semana?

-1 -2 2
Pregunta 2. Sea xe R y las matrices A=| -2 -3 0
1 2 x

(a) (1.5 puntos) Da el rg(A) segln los valores de x. Parax = 1, comprueba que existe A™ y calctlala.
(b) (1 punto) Toma x = 1. Supongamos que B es una matriz 3 x 3 con det(B) = 5. Calcula det(AB)

. Razona cudl debe ser el valor de det(% ABJ

. . X—4
Pregunta 3. Se considera la funcion f (x)= T x
—X
(a) (1 punto) Calcula el dominio de la funcion f y sus asintotas.
(b) (1 punto) Halla en caso de que existan, los maximos y minimos y puntos de inflexion. Calcula
los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

(c) (0.5 puntos) Utilizando los apartados anteriores, realiza un esbozo de la gréafica de f.

Pregunta 4. Dada la funcion f (x) =sen (%—ij.

(a) (1.25 puntos) Calcula una primitiva que pase por el punto (0, 1).

(b) (.25 puntos) Calcula el area limitada por f, el eje X y las rectas x=0y x = %
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Pregunta 5. Dado el punto A=(0,-11) yelplano 7=x+y+z+3=0,

(@) (1.5 puntos) Calcula el punto B simétrico de A respecto de .
(b) (1 puntos) Calcula el &rea del tridngulo plano cuyos vértices son A, C = (-2,-3, 1) y el origen
de coordenadas.

Pregunta 6. Se consideran los puntos A=(1,1,1),B=(1,0,2),C=(-1,1,3)yD=(-1,0, 1).

(a) (0.75 puntos) Estudia si existe un plano que contenga a los cuatro puntos.

(b) (0.75 puntos) Calcula la recta r que pasa por D y es perpendicular al plano « que contiene a A, B
y C.

(¢) (1 punto) Calcula el punto P interseccionde r=x+1=-y=z-1y 7z =x-y—z=1 del apartado
anterior.

Pregunta 7. En una empresa 55% de los trabajadores han hecho el curso ‘ChatGPT’. El 30% de los

trabajadores que han hecho este curso también han hecho el curso ‘IA’, el 40% de los que no han

hecho el curso ‘ChatGPT’ han realizado el curso ‘IA’.

(a) (1.25 puntos) Tomado un trabajador al azar, ¢cual es la probabilidad de que haya realizado el
curso ‘[A’?

(b) (1.25 puntos) Si un trabajador elegido al azar no ha hecho el curso ‘IA” ¢cual es la probabilidad
de que si tenga el curso de ‘ChatGPT’?

Pregunta 8. Una empresa cafetera realiza una encuesta a 10000 individuos sobre el tipo de café que
compran. Los resultados son: 8000 dicen comprar café torrefacto, 4000 café natural y 3000 ambos
tipos de café.

(a) (0.5 puntos) Si se elige un individuo al azar, ;cual es la probabilidad de que compre alguno de
los dos tipos de café?

(b) (1 punto) Se selecciona un individuo y se le pregunta si compra café natural. Se repite la operacion
100 veces, pudiendo repetirse el individuo seleccionado. Calcule aproximando por una distribucion
normal si fuese posible, la probabilidad de que no mas de 50 individuos compre café natural.

(c) (1 punto) Si en el apartado anterior solo se seleccionasen 10 individuos, ¢cudl es la probabilidad
de que 5 compren café natural?

Algunos valores de la funcion de distribucién N(0, 1) son: F(x) = P(Z <x), F(0) = 0.5,
F(0.15) = 0.5596, F(2.0412) = 0.9793, F(0.9793) = 0.8340, F(0.5596) = 0.7112,
F(0.6294) = 0.7356, F(0.8159) = 0.7939, F(0.9) = 0.8159, F(1.28) = 0.9.
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Pregunta 1. En una protectora de animales se dan tres tipos de alimentos a tres razas de perros
distintas. Cada perro de la raza 1 consume, por semana, un promedio de 2 unidades del alimento Ay
1 unidad del alimento C. Cada perro de la raza 2 consume, por semana, un promedio de 1 unidad del
alimento A y 1 unidad del alimento C. El consumo semanal promedio de la raza 3 es de 3 unidades
de alimento A, 1 unidad de alimento B y 3 unidades de alimento C. Cada semana se compran 410
unidades del alimento A, 30 unidades del alimento B y 310 del alimento C. Se supone que toda la
comida que se proporciona se consume.

(@) (0.75 puntos) Plantea un sistema de ecuaciones lineales que modelice este problema y escribelo
matricialmente.

(b) (1 punto) ¢Cuantos ejemplares de cada raza puede coexistir en la protectora?

(c) (0.75 puntos) Si la raza 2 consumiese 1 unidad del alimento B, ¢existiria otra distribucion del
nimero de ejemplares de cada raza que permitiese mantener las unidades compradas cada semana?

(13 ”

a) Llamamos

al nimero de perros de la raza 1, “y” al nimero de perros de la raza 2 y “z” al

namero de perros de la raza 3. Realizamos una tabla con los datos del problema.

N° unidades alimento A | N° unidades alimento B | N° unidades alimento C
N° perros raza 1 (x) 2X X
N° perros raza 2 (y) y y
N© perros raza 3 (z) 3z 3z
TOTALES 2X+Yy+3z X+Yy+3z

Establecemos las ecuaciones del problema.

“Cada semana se compran 410 unidades del alimento A, 30 unidades del alimento B y 310 del
alimento C” - 2x+y+3z=410, z=30, x+y+3z=310.

Reunimos las ecuaciones en un sistema que expresamos de forma matricial.

2Xx+y+3z=410 2 1 3)\x 410
z=30 =0 0 1| y|=| 30
X+Yy+3z=310 1 1 3)\z 310
b) Resolvemos el sistema.
2 1 3)\x 410
0 0 1| yl|=|30 :>AX:B:>X:A’18
1 1 3)\z
Hallamos la inversa de la matriz de coeficientes A.
2 1 3 2 1 3
A=/0 0 1 |A| 11=0+1+0-0-0-2=-1+%0
1 1 3 3
2 0 1 01 11 10
+ - +
Adj|1 0 1 1 3 3 3 31 Lo 1
Adj (AT 31 3 01 21 20 -
1 J( ) __|_ + — =—/1 3 =2
|A| -1 1 3 3 3 31
0O -1 0
0 1 2 2 0
+ - +
0 1 1 10
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Hallamos la solucién del sistema.

-1 0 1)(410 -410+310 100
X=A"B=-|1 3 -2| 30 |=—|410+90-620 |=|120
0 -1 0 ){310 -30 30

Hay 100 ejemplares de laraza 1, 120 de laraza 2 y 30 de la raza 3.

c) Si laraza 2 consumiese 1 unidad del alimento B la segunda ecuacién es distinta.

N° unidades N° unidades N° unidades
alimento A alimento B alimento C
N° perros raza 1 (x) 2X X
N° perros raza 2 (y) y y y
N° perros raza 3 (z) 3z z 3z
TOTALES 2X+Yy+3z y+z X+y+3z

Establecemos las ecuaciones del problema.

“Cada semana se compran 410 unidades del alimento A, 30 unidades del alimento B y 310 del
alimento C” 2 2x+y+3z=410, y+z=30, x+y+3z=310.

Resolvemos el nuevo sistema.

2X+Yy+3z2=410 2 1 3)\(x 410
y+z=30 =0 1 1| y|=| 30
X+Yy+3z=310 1 1 3)\z 310
2 2 1 3
A= 1 :>|A|=O 1 1{=6+1+0-3-0-2=2
1 3 113
1 1 11 +1 1
Adj| 1 1 3 3 3 31 - )
Adj (AT 3 01 21 |20 -
1 J( )_ :1_ + - =1 1 3 -2
|A| 2 2| |1 3 3 3 3 1 2
-1 -1 2
0 2 1 2 0
+ - +
1 11 11
0 -2)\(410 820-620 220 110
X=A‘1B=% 1 3 -2| 30 =% 410+90-620 =l -120 |=| -60
-1 -1 2 1310 -410-30+620 180 90

Obtenemos como solucién que deberia haber 110 perros de la raza 1, —60 de la raza 2 y 90 de
la raza 3. Esto es imposible pues el namero de perros de la raza 2 sale negativo.
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-1 -2

-2

Pregunta 2. Sea xR y las matrices A= -2 -3 0

1 2

X

(a) (1.5 puntos) Da el rg(A) segn los valores de x. Para x = 1, comprueba que existe A~ y calctlala.
(b) (1 punto) Toma x = 1. Supongamos que B es una matriz 3 x 3 con det(B) = 5. Calcula det(AB)

. Razona cual debe ser el valor de det(% ABJ

a) El rango de A puede ser 3,20 1.

Calculamos el determinante de A y vemos cuando se anula.

-1 -2 -2
|Al=|-2 -3 0[=3x+0+8-6—-4x-0=—Xx+2
1 2 X

|Al=0=-x+2=0=>x=2

Analizamos por separado dos situaciones diferentes.

CASO 1. x#2
En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3.
CASO 2. x=2
En este caso el determinante de A es nulo y su rango es menor de 3.
-1 -2 =2
La matriz queda A=| -2 -3 0 |. Como la fila primera y tercera son proporcionales
1 2 2
consideramos el menor de orden 2 que resulta de quitar la fila y columna terceras -
-1 -2
=3-4=-1+0.
-2 -3
El rango de A es 2.
-1 -2 =2
Parax =1 la matrizqueda A=| -2 -3 0 | ysudeterminante vale -1 +2 =1 # 0.
1 2 1
Al ser su determinante no nulo existe la inversa de la matriz A. La calculamos.
1 -2 1 -3 2 -2 2 -2 -3
+ - +
Adj| -2 -3 2 0 1 -2 1 -2 0
Adj(A') 2 0 1 2 1 B
At= = =| - + - =2 1 4
|A| 1 0 -2 -2 0
-1 0 -1
-2 1 -1 1 -1 2
+ - +
-3 2 -2 2 -2 -3
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-1 -2 =2
b) Six =1 lamatrizqueda A=| -2 -3 0 | ysudeterminante vale -1 +2 =1.
1 2 1

Por las propiedades de los determinantes tenemos que det(AB)=det(A)-det(B)=1.5=5.
Por las propiedades de los determinantes tenemos que:

1 1 1

olet(g Asj - det(% Aj-det(B) - (%T det () det () = ~-15= L

56 de 261 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EBAU junio 2024 Matemadticas Il en Asturias Juan Antonio Martinez Garcia

S

X —

—X

(a)(1 punto) Calcula el dominio de la funcion f y sus asintotas.

(b)(1 punto) Halla en caso de que existan, los maximos y minimos y puntos de inflexién. Calcula
los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

(c)(0.5 puntos) Utilizando los apartados anteriores, realiza un eshozo de la gréafica de f.

Pregunta 3. Se considera la funcién f (x)=

-

a) El dominio de la funcion son todos los numeros reales menos los que anulan el denominador.
Dominio f(x) = R—{1} .

Asintota vertical. x=a

¢ x=1 es asintota vertical?
] . Xx=-4 1-4 -3
limf (x)=lim—="—=—=0w
x—1 x>l 1—X 1-1 0

x =1 es asintota vertical

Asintota horizontal. y=b

x 4 4 4
. x4 x P 10
b=lim f (x)=lim=——=lim =lim =— =-1
X—»00 X—>00 1—X X—»00 1_5 X—»00 1_1 i—l 0_1
X X X o0

Larecta y =—1 es asintota horizontal.

Asintota oblicua. y=mx+n
No existe pues existe asintota horizontal.

b) Buscamos los puntos criticos de la funcion.

(=2 o (- 2O dxrxd 3

(1-x)’ (1-x)°  (1-x)°

Esta expresion de la derivada siempre es negativa (numerador negativo y denominador positivo).
La funcion siempre decrece.

La funcion no tiene maximos ni minimos locales.

Averiguamos cuando se anula la derivada segunda en busca de los posibles puntos de inflexién.

3 o 200 3R0-0() 810 o
(- ) =" )

La derivada segunda nunca se anula y la funcién no tiene puntos de inflexion.
Estudiamos la curvatura de la funcion antes y después de x = 1 (excluido del dominio).

f(x)=

En el intervalo (—o,1) tomamos x = 0y la derivada segunda vale f*"(0)= 6__ 6>0. La

oy

funcién es convexa (U) en (—o0,1).

En el intervalo (1,-+o0) tomamos x = 2y la derivada segunda vale f“(2)= ® __ 6<0.La

(-2

funcion es céncava (N) en (1, +oo).
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c) Hacemos una tabla de valores y dibujamos la gréafica de la funcion.

X—4
x | f(x)=—o
1-x
-1 2.5
0 4
2
-0.5
) x—4
, S(x)=2
1-x
1 \; :
7 b 5 i 3 2 i 3 i 1 11 12 :
—_— y=-1
A
x=1
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Pregunta 4. Dada la funcién f (x)=sen (% — ZX).

(a) (1.25 puntos) Calcula una primitiva que pase por el punto (0, 1).

(b) (1.25 puntos) Calcula el area limitada por f, el eje X y lasrectas x=0y x = %

a) Hallamos la primitiva de la funcién.
F(x) :I f (x)dx :Jsen(z—ZXde -1 (-2) —sen(z—ZXJ dx =lcos(£—2xj+c
2 2 2 2 2
Como la primitiva debe pasar por el punto (0, 1) debe cumplirse que F (O) =1.

1 T
F(x)==cos| ——2x |+C
() 2 [2 j :>1=%cos(%—2-0j+c:>1=%cos(%j+€:

F(0)=1
1 1 T
:>1=§-O+C =C=1=> F(X)ZECOS(E_ZXJH

La primitiva buscada es F (x) = %COS(%-ZX)-F]..

b) Buscamos los puntos de corte de la grafica de la funcion con el eje X.

£—2X=—7Z'—>2X=3—7[—>X=3—7[
- 2 4
f(x)=sen| ——2x
( ) (2 ) —sen| Z-2x |=0={Z-2x=0—>2x=2 > x=2
. 2 2 2 4
EjeX ->y=0 - . _r
——2X=7r > -2X=——>X=—o
2 2 4

. T ., . T .
En el intervalo (O,EJ la funcion corta el eje X en x = e El area la calculamos como la suma del

v/

valor absoluto de dos integrales definidas: una entre 0y % la otra entre % y >

Calculamos el area de la primera region.
ld

zl4
J'”Mf(x)dx:J sen(z—ijdx: 1cos(z—ZXJ =
0 0 2 2 2 0
= 1cos(z—zzj - lcos(z—z-oj :lcos,O—lcos(zj:l
2 2 4 2 2 2 2 2) 2

El area de la region 1 es 0.5 unidades cuadradas.
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Calculamos el area de la segunda region.

7l2 wl2
jmf(x)dx:J sen(z—ZXde= 1cos(z—ij =
rl4 a 2 2 2 4

1 T AT 1 V4 V4 1 -\ 1 -1
=|—-cos| ——2— ||—-| =coS| ——2-— | |==C0S| — |—-—=C0S0=—
2 2 2 2 2 4 2 2 2 2
El &rea de la region 2 es 0.5 unidades cuadradas.

El &rea limitada por f, el eje X y las rectas x =0y x =% es la suma de las areas obtenidas, es

decir, 0.5 + 0.5 = 1 unidad cuadrada.

{ A
. T
f(x) =sen| %—Ex |
I /

A

Region 1

4 T T2 4

Region 2

[Rcy
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Pregunta 5. Dado el punto A=(0,-11) yelplano 7=x+y+z+3=0,

(@) (1.5 puntos) Calcula el punto B simétrico de A respecto de .
(b) (1 punto) Calcula el &rea del triangulo plano cuyos vértices son A, C = (—2,-3, 1) y el origen de
coordenadas.

a) Seguimos el proceso indicado en el dibujo.

A

H

|
[ w

!

?J
A r

Hallamos la ecuacion de la recta r perpendicular al plano 7 =x+y+2z+3=0 que pasa por el

punto A(0, -1, 1).
T=Xx+y+z+3=0=n=(L11)

AQO,~11) er X=a
v on—(111 =>r=y=-l+a
v =n=(111) z=1+a

Hallamos el punto de corte M de la recta r y el plano .

X=a
r=qy=-l+a
=S>a-1+a+1+a+3=0=3a=-3=
=1+«

T=X+y+2+3=0

x=-1
Sa=-1=y=-1-1=-2=M(-1,-2,0)
z=1-1=0

El punto simétrico A" es un punto que obtenemos al sumar al punto M el vector AM .

AM =(-1,-2,0)-(0,-1,1) =(-1,-1,-1)

A=M +AM =(-1,-2,0)+(-1,-1,-1)=(-2,-3,-1)

El punto simétrico de A respecto del plano m es el punto A'(—2,—3, —1).
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b) El &rea del tridngulo de vértices A, C y O es la mitad del mddulo del producto vectorial de los
vectores OA y OC .

OA=(0,-1,1)-(0,0,0)=(0,-11) :FAx&:(I) _Jl Iiz
OC =(-2,-3,1)-(0,0,0) =(~-2,-3,1) o 31

=i -2j+0-2k—-0+3i=2i-2j-2k=(2,-2,-2)

] OAxOC 2% +(=2) +(-2)*
AreaACO:‘ 5 ‘:\/ + 2)+( ):\ﬁuz

El &rea del tridngulo plano cuyos vértices son A, C = (—2,-3, 1) y el origen de coordenadas tiene
un valor de J§ unidades cuadradas.

62 de 261 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EBAU junio 2024 Matemadticas Il en Asturias Juan Antonio Martinez Garcia

Pregunta 6. Se consideran los puntos A=(1,1,1),B=(1,0,2),C=(-1,1,3)yD=(-1,0, 1).

(a) (0.75 puntos) Estudia si existe un plano que contenga a los cuatro puntos.

(b) (0.75 puntos) Calcula la recta r que pasa por Dy es perpendicular al plano = que contiene a A,
ByC.

(c) (1 punto) Calcula el punto P interseccionde r=x+1=-y=z-1y z=x—-y-z=1 del
apartado anterior.

a) Hallamos el plano que contiene a los puntos A, By C.

u=AB=(10,2)-(111)=(0,-11) x-1 y z-2
v=AC=(-113)-(111)=(-2,0,2)}=>7z:| 0 -1 1 |=0=
B(1,0,2)€7[ -2 0

= -2(x-1)-2y+0-2(z-2)-0-0=0=>-2x+2-2y-2z+4=0=

= -2X-2y-22+6=0=>7:X+y+2-3=0
Comprobamos si el punto D pertenece al plano z:x+y+z—-3=0.

T:X+y+z2-3=0

'D( 101) 5 }:&—1+0+1—3=0?:>¢—3=0?
¢ —LUl)er:

La igualdad no es cierta y el punto D no pertenece al plano definido por los puntos A, By C.
No existe un plano que contenga los cuatro puntos.

b) El plano que contiene los puntos A, B y C tiene ecuacion z:x+y+z—-3=0.

La recta r que pasa por D y es perpendicular al plano x tiene como vector director el vector normal
del plano.

ZiX+y+2-3=0=>n=(111)

X==1+4
=(1,1,1)}
=>riqy=A4 AeR

z=1+1

La recta r que pasa por D y es perpendicular al plano = que contiene a A, B y C tiene ecuacion
X=-1+1

r.ay=4 AeR.
z=1+41

c) Obtenemos las ecuaciones paramétricas de larecta r=x+1=-y=2z-1.

1 y-0 z-1 v, =(L-11) x=-lva
X+l _y-9_z—=2 =75 }:r:

r= y=-«a
1 1 1  p(-101)

=1+«
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Hallamos el punto P de corte de recta y plano.

X=-1l+a
X=-1+3=2
r-qy=—-«a
=>-l+a+a-1-a=1=a=3=y=-3 :>P(2,—3,4)
=1+«
z=1+3=4

rT=X-y—-z=1

El punto P interseccién de r=x+1=-y=z-1y 7 =Xx-y—z=1 tiene coordenadas P(2,-3,4)
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Pregunta 7. En una empresa 55% de los trabajadores han hecho el curso ‘ChatGPT’. E1 30% de los

trabajadores que han hecho este curso también han hecho el curso ‘TA’, el 40% de los que no han

hecho el curso ‘ChatGPT’ han realizado el curso ‘IA’.

(@) (1.25 puntos) Tomado un trabajador al azar, ¢cudl es la probabilidad de que haya realizado el
curso ‘IA’?

(b) (1.25 puntos) Si un trabajador elegido al azar no ha hecho el curso ‘1A’ ¢cudl es la probabilidad
de que si tenga el curso de ‘ChatGPT’?

Llamamos C = “el trabajador ha hecho el curso ChatGPT” e I = “el trabajador ha hecho el curso
IA”.

Los datos proporcionados nos permiten determinar que P(C)=0.55, P(1/C)=0.30,
P(1/C)=0.40.

Aplicamos el teorema de Bayes a las dos probabilidades condicionadas.

P(1nC)
P(C)
P(l m(_:)

p(E) - T 1-P(C)

P(1/C)=030= ~0.3=[P(1nC)=0.3-0.55=0.165

P(|/6)=0.4o:>

P(1nC)

= 1 _04= P(l mc_:)zo.4-o.45:0.18
1-0.55

a) Como P(1)=P(1nC)+ P(I mE) podemos calcular la probabilidad de que un trabajador haya
hecho el curso de IA.

P(1)=P(1nC)+P(1nC)=0.165+0.18=0.345
La probabilidad de que haya realizado el curso ‘IA’ es de 0.345.

b) Nos piden calcular P(C/I_) . Aplicamos el teorema de Bayes.

P(CAT) P(C)-P(CAI) 055-0.165 17 05878
P(T) = P(T) ©1-0345 141

P(C/T)=

La probabilidad de que un trabajador que no haya hecho el curso de 1A si tenga el curso de
‘ChatGPT’ es de LS 0.5878.
141
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Pregunta 8. Una empresa cafetera realiza una encuesta a 10000 individuos sobre el tipo de café que
compran. Los resultados son: 8000 dicen comprar café torrefacto, 4000 café natural y 3000 ambos
tipos de café.

(@) (0.5 puntos) Si se elige un individuo al azar, ¢cual es la probabilidad de que compre alguno de
los dos tipos de café?

(b) (1 punto) Se selecciona un individuo y se le pregunta si compra café natural. Se repite la operacion
100 veces, pudiendo repetirse el individuo seleccionado. Calcule aproximando por una distribucion
normal si fuese posible, la probabilidad de que no més de 50 individuos compre café natural.

(c) (1 punto) Si en el apartado anterior solo se seleccionasen 10 individuos, ¢cudl es la probabilidad
de que 5 compren café natural?

Llamamos T a “comprar café torrefacto” y N a “comprar café¢ natural”.
Realizamos una tabla de contingencia.

Compra café natural | No compra café natural
Compra cafée 3000 8000
torrefacto
No compra café
torrefacto
4000 10000

Completamos la tabla.

Compra café natural | No compra café natural
Compra café 3000 5000 8000
torrefacto
No compra cafe 1000 1000 2000
torrefacto
4000 6000 10000

a) Hay 3000 individuos que compran ambos cafés, 1000 que solo compran café natural y 5000 que
solo compran café torrefacto. Hay 3000 + 1000 + 5000 = 9000 que compran alguno de los dos
tipos de café.

P(NUT)=20 _gg
10000

La probabilidad de que un individuo elegido al azar compre alguno de los dos tipos de café es de
0.9.

b) Llamamos X = Numero de individuos que compran café natural de una muestra de 100.

X es una distribucion binomial con pardmetrosn =100y p = % =0.4. X =B(100, 0.4)

El nGmero de repeticiones es muy grande y aproximamos esta binomial a una normal de media
np = 100 - 0.4 = 40 y desviacién tipica \/npq = /100-0.4-0.6 = 2/6 = 4.899.

X = B(100, 0.4) la aproximamos con una normal Y = N(40, 4.899).

Esta aproximacion es buena pues np =40 >5yng =100 - 0.6 =60 > 5.
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Nos piden calcular P(X <50).

P (X <50) = {Correccion de Yates} = P(Y <50.5) = {Tipificamos} =

_ P( X—p 50-5‘40] — P(Z <2.1433) = F (2.1433)
o 4.899

={No esté entre los datos proporcionados} = ;?

c) Tomamos X = B (10, 0.4). Nos piden calcular P(X =5).
10 5 ~ 5
P(X =5)=| " |04°:0.6"=0.2007

La probabilidad de que de un grupo de 10 individuos 5 compren café natural es de 0.2007.
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i EBAU julio 2023
%@\_JX‘) Prueba de evaluacion de Bachillerato para el
& — &\ acceso a la Universidad (EBAU)
444 a0 Al Curso 2022-2023

MATEMATICAS

» Responde en el pliego del examen a cuatro preguntas cualesquiera de entre las ocho que se
proponen. Todas las preguntas se calificaran con un maximo de 2.5 puntos.

> Indique en el pliego del examen la agrupacion de preguntas que respondera: agrupaciones de
preguntas que sumen mas de 10 puntos conllevaran la anulacién de la(s) Gltima(s) pregunta(s)
seleccionada(s) y/o respondida(s).

1 -1 a
Problema l.SeaacRyP=|1 1 0
0 2 -2

(a) (0.75 puntos) Calcula el determinante y el rango de P para cada valor de a.
(b) (1 punto) Paraa = 1 ;existe P~1? En caso afirmativo calculala.
(c) (0.75 puntos) Para a = 1, calcula det(M) sabiendo que PM = M?2,

Problema 2. Dado aec R, se considera el sistema de ecuaciones siguiente:
X—y+az=-1
2X+Yy =1
y+ 2z=1
() (1 punto) Discute el sistema segun los valores de a.
(b) (0.75 puntos) Resuelve el sistema para el caso a = —3 si es posible.

(c) (0.75 puntos) Encuentra, en caso de que exista, un valor de a que verifique x = 1. Calcula la
solucion en ese caso.

x>+ A

Problema 3. Sean ABeR y f(x)= . Se pide:

Bx-1

(@) (0.75 puntos) Calcular A'y B para que la grafica de la funcion pase por el punto (0,-3) y tenga
un extremo relativo en x = —1.

(b) (1.25 puntos) Para los valores de A =3y B =1, estudia si la funcidn tiene asintotas y extremos
relativos.

(c) (0.5 puntos) Para los valores A =3y B =1, y basandose en los resultados obtenidos en el apartado
anterior, realice un esbozo de la funcion.

Problema 4. (2.5 puntos) Se considera la funcién f (x)= xe?* . Se pide:

(a) (1.5 puntos) Calcula una primitiva de f(x), que pase por el punto (0,—1). (Sugerencia: Puedes
utilizar el cambio de variable t = 2x?)
(b) (1 punto) Calcula el area encerrada por la grafica de f, las rectasx =0y x = 1.
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s Prueba de evaluacién de Bachillerato
para el acceso a la Universidad (EBAU)
1{% o & Curso 2022-2023

Problema 5. Sea s la recta de ecuacion x—2 = y_—12 =z Yy larecta que pasa por los puntos
A=(1,0,1) y B=(2,1,2).

(@) (1 punto) Indica la posicion relativa de r y s.

(b) (0.75 puntos) Calcula el plano paralelo a r y que contiene a s.

(c) (0.75 puntos) Calcula la distancia entre las rectas r y s.

Problema 6. Dados los planos 7 =x+y+z=3, z’=x+y =3 yel punto A=(2,1,6)

(@) (0.75 puntos) Calcula un vector director y un punto de la recta r interseccion de los planos Tty
.

(b) (1 punto) Calcula el punto P de m tal que el segmento AP es perpendicular al plano .

(c) (0.75 puntos) Calcula el punto A" simétrico de A respecto del plano .

Problema 7. Una imprenta compra la tinta a dos empresas distintas. En la empresa A compra el 60%

de sus pedidos, y el resto a la empresa B. Se observa que el 1.6% de las cajas de tinta de la empresa

A llegan con defecto, mientras que de la empresa B sélo el 0.9% son defectuosas. Se toma una caja

al azar:

(a) (1.25 punto) Calcula la probabilidad de que la caja sea defectuosa.

(b) (1.25 puntos) Si la caja seleccionada no es defectuosa, calcule la probabilidad de que se haya
comprado a la empresa A.

Problema 8. Las calificaciones de la asignatura Analisis Matematico | de la Facultad de Matematicas

siguen una distribucién N(5, 2).

(a) (0.75 puntos) Calcule la probabilidad de que un estudiante haya obtenido una nota mayor o igual

que 7.5.

(b) (0.75 puntos) Calcula la probabilidad de que un estudiante haya obtenido una nota entre 3y 5.

(c) (1 punto) Se modifica sistema de ensefianza de forma que la desviacion tipica ahoraes 1.5y la
probabilidad de obtener una nota menor o igual que 6, sea 0.52. ;Cual seria la nueva media? ¢Ha
funcionado el sistema aplicado?

« Algunos valores de la funcion de distribucién N(0, 1) son: F(x) = P(Z < x), F(0) = 0.5,
F(1.25) = 0.8944, F(0.05) = 0.52, F(0.52) = 0.6985, F(0.8944) = 0.8133, F(1) = 0.8413.
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SOLUCIONES
1 -1 a
Problema l.Sea acRyP=|1 1 0
0 2 -2

(a) (0.75 puntos) Calcula el determinante y el rango de P para cada valor de a.
(b) (1 punto) Para a = 1 ¢existe P12 En caso afirmativo calctlala.
(c) (0.75 puntos) Para a = 1, calcula det(M) sabiendo que PM = M?2,

(a) Calculamos el determinante de la matriz P.

1 -1 a
|P|=1 1 0|=-2+0+2a-0-2-0=2a-4
0 2 =2

El rango de P es 3 si su determinante es no nulo.
IP|=0=2a-4=0=2a=4=[a=2|

Si a # 2 el determinante de P es no nulo y su rango es 3.

Sia = 2 el determinante de P es nulo y su rango no es 3. Averiguamos su rango.

1 -1 2
P=1 1 O
0 2 -2

¢El rango de A es 2?
Tomamos el menor de orden 2 que resulta de quitar la fila y columna 32 y calculamos su
determinante.

1 —
=1+1=2+#0
1 1
Sia=2elrango de P es 2.

Resumiendo: Si a= 2 elrango de Pes3ysia =2 elrango de P es 2.

1 -1 1
(b)Paraa=1lamatrizPqueda P={1 1 0 |ysudeterminantevale?2-1-4=-2 =0, por lo
0 2 =2
que existe la inversa de P. La calculamos.
1 1 0 1 2 -1 2| |-1 1
Adj|-1 1 2 ‘0 —2‘ _‘1 —2‘ ‘1 0‘
L Adj(PT) 1 0 -2) -1 |1 o] L o] 1
B 2 T2 _‘o —2‘ ‘1 —2‘ _‘1 o‘
10 1 0 11
b4 g
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-2 0 -1 1 0 1/2
Pt= _71 2 -2 1|=|-11 -1/2
2 -2 2 -11 -1

(c) Aplicando las propiedades de los determinantes tenemos que:

M0 |P|=|M]| —>|M|=-2
[PM][=[M?|=[P[M[=[M[ = [P|-[M]=|M][M|= 10
M| =0

El determinante de la matriz M vale 0 0 —2.
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Problema 2. Dado ae R, se considera el sistema de ecuaciones siguiente:
X—y+az=-1
2X+Yy =1
y+ 2z=1
(@) (1 punto) Discute el sistema segun los valores de a.
(b) (0.75 puntos) Resuelve el sistema para el caso a = —3 si es posible.

(c) (0.75 puntos) Encuentra, en caso de que exista, un valor de a que verifique x = 1. Calcula la
solucion en ese caso.

1 -1 a
a) La matriz de coeficientes del sistemaes A={2 1 0] ylamatrizampliada es
0 1 2
1 -1 a-1
A/B=|2 1 01
0 1 21

Averiguamos cuando se anula el determinante de A.

1 -1 a
|A|=2 1 0/=2+0+2a-0+4+0=2a+6
0O 1 2

|A=0=2a+6=0=2a=-6=[a=-3]

Analizamos dos casos por separado.

CASO 1. Sia #-3.
En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el rango de la matriz
ampliada y el nimero de incdgnitas. El sistema es compatible determinado (una Unica solucion).

CASO 2.Sia=-3.
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3. Analizamos el sistema utilizando
el método de Gauss.

Fila22 — 2 - Fila 12
1 -1 -3-1

2 101
A/B:2101:>_2262 =
01 2 1) 197376 35 NuevaFila2
Fila22 — 3 - Fila 3 —
1 -1 3-1) |, 5 ¢ 3 1 -1 -3-1
=10 3 6 3=, 4 o 4 -0 3 6 3
0 1 2 1) 1570 0 0- NuevaFila3 MA_O, 0

El rango de A es 2, al igual que el de A/B, pero es menor que el nimero de incognitas (3). El
sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

72 de 261 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EBAU julio 2023 Matemadticas Il en Asturias Juan Antonio Martinez Garcia

b) Para a = —3 el sistema es compatible indeterminado. Hallamos sus soluciones a partir del sistema
triangular equivalente obtenido en el apartado anterior.

1 -1 -3-1
X—-y-3z=-1 X-y-3z=-1
0 3 0 31, t67=3 [T yi2z=1 1-2
00 00) yree=2my
X=A
=>X-1+22-32=-1=x=2=|qy=1-24, 1R
2=A

c) Sia=-3en laexpresion de las soluciones obtenida en el apartado anterior tomamos A=1y la
x=1
solucion del sistema queda <y =1-2=-1
z=1
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2

Problema 3. Sean ABeR y f(x)= )é A

. Se pide:

(a) (0.75 puntos) Calcular A'y B para que la gréafica de la funcion pase por el punto (0,-3) y tenga
un extremo relativo en x = —1.

(b) (1.25 puntos) Para los valores de A =3y B =1, estudia si la funcion tiene asintotas y extremos
relativos.

(c) (0.5 puntos) Para los valores A =3y B =1, y basdndose en los resultados obtenidos en el apartado
anterior, realice un esbozo de la funcion.

(a)Si la gréfica de la funcion pasa por el punto (0,—3) entonces f(0) = 3.

1E(X)_x2+A 024 A
T Bx—1!=-3=— " 3-_A=[A=3
((0)=-3 B-0-1

Si la funcidn tiene un extremo relativo en x = -1 entonces f * (-1) = 0.

X +3 2x(Bx—1)—(X*+3)B  2Bx*—2x—Bx*—3B Bx’-2x—3B
f(X) = f (X): 2 = 2 = 2
(Bx—-1) (Bx-1) (Bx-1)

B(-1)"—2(-1)-3B o0 Bt2-3 _  2-2B

(B(-1)-2) (B-1  (-B-1]

f(-1)=0=

—2-2B=0=-2B=-2=[B=1]
Los valores buscados sonA=3yB = 1.

X’ +3

x-1

Ya tiene un punto critico en x = -1, visto en el apartado anterior. Averiguamos si tiene alguno
mas.

(b)Para los valores de A =3y B =1 la funcién queda f (x)=

x*—2x-3
(x—l)2 = x*-2x-3=0=

2o (2 W8 204 |7 "B
4

2 2 |2-4_——
2

= X=

Comprobamos si son maximos 0 minimos sustituyendo en la segunda derivada.

(2x-2)(x-1)" -2(x-1)(x*—2x-3)
(x-1)

2
F(x) =X 22 1 (x)=

(x-1)°
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(2x=2)(x-1)-2(x* -2x-3)

(x-1)

£(x)=

(-2-2)(-1-1)-2((-1)' -2(-2)-3) 4

f7(-1)= - =—=-1<0— Méaximo
(-1-1) 8

(6-2)(3-1)-2(3"-6-3)

£ (3) = _

3 =1>0— Minimo
(3-1)

00 | o

La funcion presenta un maximo en x = -1y un minimo en x = 3.

Hallamos sus asintotas.
x?+3

R—{1}.
7 SR

El dominio de la funcion f (x) =

Asintota vertical. x = a
¢ Xx=1 es asintota vertical?
2
. X+ 4
I|mf(x):I|m 3:—:oo
x—1 x>l X—=1 O
x =1 es asintota vertical

Asintota horizontal. y = b

X + 3 1+ 3 1+ 3
i O XP4+3 . 2T y2 2 w 1+0 1
lim f (x)=lim —limX X _|im—X_ —___ % _ ==
xl—>oo (X) xl—>oo X—1 xl—ml_i xl—ml_i l_i 0-0 O *©
x* X X X2 oo o
No tiene asintota horizontal.
Asintota oblicua. y=mx+n
x*+3 x? N 3 14 3
o f(x . G 2T N3
m=|lmL=|lm x—1 :Ilmxz+3:I|m XX —lim—2X _1+0_
X—>00 X X—>00 X x—w0 X< — X xaooxi_L X—>00 1_1 1_
N X
2 2 2
n=lim( £ (x)-mx) = lim| X3 x| 2 fjm X F3 XA X3
X—>00 xow| X —1 X—>00 X — xow X —1]
X 3 3
X 140
=limX-X = im—X="—=
x—0o X l X—>00 1 1_
L_= 1—
X X X

y = X+1 es asintota oblicua.

(c)Obtenemos una tabla de valores y dibujamos la grafica de la funcion.
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x| y= x> +3
x-1
-2 -71/3
-1 | -2 Maximo
0 -3
2 7
3 | 6 Minimo
4 19/3
sl /,4
12 //..'.
" //_.-"
& S50 s
N | //
~
8 s
. Minimo
) Asintota oblicua
) y=xi+1
b & -7 6 -5 -4 2.0 TR Y
M’ti.\éirno
- Asintota vertical
h x=1
o 4
i/
: ,/
V4 .
K1 4 8
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Problema 4. (2.5 puntos) Se considera la funcién f (x)= xe?* . Se pide:

(a) (1.5 puntos) Calcula una primitiva de f(x), que pase por el punto (0,—1). (Sugerencia: Puedes
utilizar el cambio de variable t = 2x?)

(b) (1 punto) Calcula el &rea encerrada por la grafica de f, las rectasx =0y x = 1.

(a) Calculamos la primitiva haciendo un cambio de variable.

Cambio de variable

F(x)=]f(x)dx=[xe"dx=1{2x* =t — dxdx =dt :Jxet Lt :lje‘dt Sleoler ik
4x 4 4 4

dx = idt
4x

Como la primitiva pasa por (0, —1) se debe cumplir F(0) = —1.

1,
F(x)==e" +K . -
() 4 :%ez'o +K:—1:>%+K=—1:>K=—1—1=75
F(0)=-1
e e 1 2%2 5
La primitiva buscada es F(x)==e 7

(b)Averiguamos los puntos de corte de la grafica con el eje de abscisas (y = 0).

f(x)= xe?*

}:>xe2XZ :0:>{e2XZ ¢0}:>
y=0

Como el punto de corte estd en una de las rectas el area se calcula como la integral definida entre
0y 1 de la funcion.

1
Area = _[01 xe?* dx = E e } =

_| Lo || Lee |_|1ea L4597
4 4 4 4
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Problema 5. Sea s la recta de ecuacion x—2 = y_—12 =z Yy larecta que pasa por los puntos

A=(1,0,1) y B=(2,1,2).

(@) (1 punto) Indica la posicion relativade r y s.

(b) (0.75 puntos) Calcula el plano paralelo a r y que contiene a s.
(c) (0.75 puntos) Calcula la distancia entre las rectas r y s.

(a)Hallamos la ecuacion, el vector director y un punto de la recta r.

ALOL)er| A(LOL)er x=l+4
=_. =>r=qy=4 ,1eR
B(212)er| v,=AB=(212)-(101)=(111) Y142
El vector director de la recta s E—XIZ _y-< _12 =§ es U, =(L-11).

Las coordenadas de los vectores directores de las rectas no son proporcionales, por lo que las
rectas no son ni paralelas ni coincidentes.

u=(1-11)| 1 1 1
_ —SoFE—#=
v, =(111) 111

Las rectas se cortan o cruzan. Determinamos su posicion relativa calculando el valor del
producto mixto [uivfﬁ] siendo C un punto de la recta s.

S

X=2_¥72_2_ ¢(2,20)
1 1

AC =(2,2,0)-(1,0,1) = (1,2,-1)

u,=(L-11) 1 -1 1
v=(111) p=[u v, AC|=fl 1 1|=-1-1+2-1-1-2=-4%0
AC =(1,2,-1) 1 2 -1

Al ser este producto mixto no nulo las rectas se cruzan (rectas no paralelas sin punto en comun).

(b)El plano paralelo a r y que contiene a s tiene como vectores directores los vectores directores de
las rectas y contiene el punto C(2,2,0) de la recta s.

a=U:=(1’_1'1) X-2 y-2 z
v=v,=(111) t=>z=[1 -1 1=0=
C(Z,Z,O)e;z’ 1 1 1

= —X+2+Y—-2+2+2-y+2-X+2=0=-2X+27+4=0=|z=x-2-2=0|
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(c)La distancia entre las rectas r y s que se cruzan es la distancia de un punto de la recta r al plano ©
hallado en el apartado anterior.

r=X—-2-2=0
A@QQer

}:d(r,s):d(r,yz)zd(A,n)z -1-2 :%: J2 u

12 +0? +(-1)°
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Problema 6. Dados los planos 7=x+y+z=3, 7=x+y =3 yel punto A=(2,1,6)

(@) (0.75 puntos) Calcula un vector director y un punto de la recta r interseccién de los planos m y
.

(b) (1 punto) Calcula el punto P de m tal que el segmento AP es perpendicular al plano .

(c) (0.75 puntos) Calcula el punto A" simétrico de A respecto del plano Tt.

(a) Obtenemos las ecuaciones paramétricas de la recta r interseccién de los planos Ty 1".

X=A1
T=X+y+2=3 X+y+2=3
r=, = =>X+3-X+2=3=7=0=>r=qy=3-41
T=X+y=3 y=3-X 120

r

{a:@—lﬁ)

P(0.3,0)
Un vector director de larecta r es u, =(1,—1,0) y un punto es P,(0,3,0).

(b)Si el segmento AP es perpendicular al plano 7 el vector AP debe tener coordenadas
proporcionales al vector normal del plano.

r=x+y+z=3=n=(111)

n
AP=(ab,c)—(216)=(a-2b-1c-6)l= 2271 _c=6_

. 1 1 1
AP|In
a-2 b-1
R a-2=b-1 [(a=b+1
= 1 1 = = " =|P(b+1b,b+5)
b-1_c-6 b-1=c-6 c=b+5
1 1

El punto P pertenece al plano m por lo que cumple su ecuacion.

P(b+1,b,b+5)e7z
T=X+y+2=3

}:>b+1+b+b+5:3:>3b:—3:>b=—1:> P(O,—l,4)

(c) Hallamos la recta perpendicular al plano que pasa por el punto A. Después, determinamos el punto
M de corte de recta y plano. Dicho punto sera el punto medio del segmento AA". El punto A"
buscado lo obtendremos sumando al punto M el vector AM .

La recta perpendicular al plano que pasa por el punto A tiene como vector director el vector
normal del plano.

— - X=2+A
v, =n=(111)

=>r=qy=1+1
A(2,1,6 er ;=641
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Hallamos el punto M de corte de recta y plano.

X=2+1
r=qy=1+4
Z=6+41

T=X+y+2=3

x=2-2=0
=1y=1-2=-1=M(0,-1,4)
1=6-2=4

Hallamos el punto A".

AM =(0,-1,4)—(2,1,6) = (-2,-2,-2)

A'=M +AM =(0,-14)+(-2,-2,-2)=(-2,-3,2)

El punto simétrico de A respecto del plano mes A"(-2,-3, 2) .

:>2+ﬂ+1+ﬂ+6+l:3:>3i:—6:>lz%f

=-2=
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Problema 7. Una imprenta compra la tinta a dos empresas distintas. En la empresa A compra el 60%

de sus pedidos, y el resto a la empresa B. Se observa que el 1.6% de las cajas de tinta de la empresa

A llegan con defecto, mientras que de la empresa B sélo el 0.9% son defectuosas. Se toma una caja

al azar:

(a) (1.25 punto) Calcula la probabilidad de que la caja sea defectuosa.

(b) (1.25 puntos) Si la caja seleccionada no es defectuosa, calcule la probabilidad de que se haya
comprado a la empresa A.

Llamamos A = “Ila tinta procede de la empresa A”, B = “la tinta procede de la empresa B”, D = “Las
cajas de tinta llegan con defecto”,

Realizamos un diagrama de arbol.

Defecto
Empresa A P(D/A)=0.016
P(A)=06 Sin defecto
P(DS/A) = 0.984
Dos empresas
Defecto
Empresa B P(D/B) = 0.009
P(B) =04 Sin defecto
P(D¢/B) = 0.991

a) Aplicamos el teorema de la probabilidad total.
P(D)=P(A)P(D/A)+P(B)P(D/B)=0.6-0.016+0.4-0.009 =|0.0132

b) Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de Bayes.

P(AnD®) P(A)P(D°/A) 06.0984 [1476

- = = =0.5983
P(D°) 1-P(D) 1-0.0132 [2467

P(A/D%)=
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Problema 8. Las calificaciones de la asignatura Analisis Matematico | de la Facultad de Matematicas

siguen una distribucion N(5, 2).

(a) (0.75 puntos) Calcule la probabilidad de que un estudiante haya obtenido una nota mayor o igual
que 7.5.

(b) (0.75 puntos) Calcula la probabilidad de que un estudiante haya obtenido una nota entre 3y 5.

(c) (1 punto) Se modifica sistema de ensefianza de forma que la desviacion tipica ahora es 1.5y la
probabilidad de obtener una nota menor o igual que 6, sea 0.52. ;Cuél seria la nueva media? ;Ha
funcionado el sistema aplicado?

+ Algunos valores de la funcién de distribucion N(0O, 1) son: F(x) = P(Z < x), F(0) = 0.5,
F(1.25) = 0.8944, F(0.05) = 0.52, F(0.52) = 0.6985, F(0.8944) = 0.8133, F(1) = 0.8413.

Sea X = Las calificaciones de la asignatura Analisis Matematico I. X = N(5, 2).

(2)Nos piden P(X >7.5).
X—,u>7.5—5
c 2

P(X >7.5)={Tipificamos} = P[ j: P(Z>1.25)=1-P(Z2<1.25)=

{Miramos en los datos

= =1-0.8944 =|0.1056
F(1.25)=0.8944

. P(3< X <5)=P(X <5)-P(X <3)={Tipificamos} = P(Z SE)_P(Z Sﬁj:

=P(2<0)-P(2<-1)=P(Z<0)-P(Z21)=P(Z<0)-[1-P(Z <1)]=

Miramos en los datos
= F(0)=O.5 =0.5-1+0.8413=0.3413
F (1) =0.8413

(c) Tenemos X = N(i, 1.5). Sabemos que P(X <6)=0.52.

_ Miramos en los datos
P(X 36):{Tipificamos}:P(Z£6 ”j:o.sz:{ }:s

15 F (0.05)=0.52

6-u
= £ -005=6-4=0.075=6-0.075= = |1 =5.925
T “ “

La nueva media es de 5.925.
El nuevo sistema ha funcionado pues ha subido la nota media (de 5 a 5.925) y la dispersién de
los datos ha disminuido (2 a 1.5).
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S EBAU junio 2023
(‘}g@\_’@&? Prueba de evaluacion de Bachillerato
16% s & para el acceso a la Universidad

(EBAUV)
Curso 2022-2023

MATEMATICAS

> Responde en el pliego del examen a cuatro preguntas cualesquiera de entre las ocho que se
proponen. Todas las preguntas se calificaran con un maximo de 2.5 puntos.

> Indique en el pliego del examen la agrupacion de preguntas que respondera: agrupaciones de
preguntas que sumen mas de 10 puntos conllevaran la anulacién de la(s) Gltima(s) pregunta(s)
seleccionada(s) y/o respondida(s).

Problema 1. Dadas las matrices

111
4 6
A=|0 2 0|, B=
-3 -5
111
X
(a) (2.25 puntos) Calcula todas las matrices X =| y | tales que A-X =2X..
z

(b) (1.25 puntos) Calcula todas las matrices M que cumplen M (B+ I ) =21 . (I es la matriz
identidad 2x2)

2 1
1 11
Problema 2. Se consideran las matrices A=| -1 1| vy B:( 10 1].Se pide:
0 2

(a) (0.75 puntos) Calcula, en caso de que sea posible, las dimensiones de una matriz D tal que se
pueda realizar el producto A-D-B.

(b) (0.5 puntos) Estudia si puede existir una matriz M tal que M-A=B.
(c) (1.25 puntos) Estudia si existe (B-A)_l y calculala en caso de que sea posible.

Problema 3. Dadas las funciones f (x)=—-x* y g(x)=x"+x-1 se pide:

(a) (1.25 puntos) Calcula los puntos de corte de ambas curvas y dibuja el recinto limitado por ambas
funciones
(b) (1.25 puntos) Calcula el area de dicho recinto.

Problema 4. (2.5 puntos) |
Calcula las coordenadas del punto P interior al tridngulo y situado
sobre la altura, tal que la suma de las distancias de P a los tres (0,3)

vértices sea minima.
P

(_3!0) (330)
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& o I&\ para el acceso a la Universidad
4 VY (EBAU)
Curso 2022-2023
X=2+A1
Problema 5. Dada larecta r=<y=-1-1 yelplano 7 =ax+2y+(a—3)z=4,
z=1

(a) (1.25 puntos) Calcula a para que r y T sean paralelos y en ese caso, calcula distancia de r a .
(b) (1.25 puntos) Para a = 1, calcula el plano " que contiene a r y es perpendicular a .

Problema 6. Dados los puntos A =(1,0,0) y B = (-1, 4, -4),

(@) (1.5 puntos) Calcula el plano T que hace que A y B sean simétricos
(b) (0.5 puntos) Calcula la distanciade Aa
(c) (0.5 puntos) Calcula una ecuacion continua de la recta que pasa por Ay B

Problema 7. Una compafiia tiene tres centrales en Europa en la que se fabrica el mismo producto. El
60% de las unidades de dicho producto se fabrica en Espafa, el 25% en Francia y el resto en Portugal.
Se observa que de las unidades fabricadas tienen algun defecto el 1% de los fabricados en Espafia, el
0.5% de los fabricados en Francia y el 2% de los fabricados en Portugal. El departamento de control
de calidad central toma una de las unidades fabricadas al azar.

(a) (1.25 puntos) ¢Cuél es la probabilidad de que la unidad seleccionada tenga algun defecto?

(b) (1.25 puntos) Si la unidad seleccionada es defectuosa ¢cual es la probabilidad de que haya sido
fabricada en Portugal?

Problema 8. En un examen de acceso a Médico Interno Residente se realiza un test y se supera la
prueba si se obtiene al menos 75 puntos. Suponiendo que las puntuaciones de los candidatos sigue
una distribucion normal de media 70 y desviacion tipica 10, calcule:

(a) (1.25 puntos) La probabilidad de que la calificacion de una persona esté en el intervalo [75, 85].
(b) (1.25 puntos) Tras resolver las reclamaciones realizadas por los candidatos se observa que la
desviacion tipica se mantiene pero la probabilidad de obtener mas de 90 puntos es 0.05. Decide si la
media de calificaciones ha aumentado, ha disminuido o se ha mantenido.
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SOLUCIONES

Problema 1. Dadas las matrices

(a) (1.25 puntos) Calcula todas las matrices X =| y | tales que A-X =2X..
z
(b) (1.25 puntos) Calcula todas las matrices M que cumplen M (B+1)=21. (I es la matriz
identidad 2x2)

a) Despejamos X de la ecuacion matricial: A-X =2X = A-X -2X =0=(A-21)X =0
Convertimos la ecuacién matricial en un sistema de ecuaciones.

111 1 00 1-2 1 1
A-21=0 2 0|-2/0 1 0= O 2-2 0 |=
111 0 01 1 1 1-2 1 1 -1

-1 1 1)(x 0 —X+y+2=0 y+z=X
(A-21)X=0=|0 0 O |y|=/0|=40=0 =:0=0 =
1 1 -1){z 0 X+y—-z=0 X+y—-2=0

z

s

:>y+z+y—z:0:>2y:0:>:>{ =
x+0—z=0:>
z

b) Despejamos M de la ecuacion matricial.
M(B+1)=21=M=21(B+1) =2(B+1)"

Comprobamos que la matriz B + | tiene inversa y la calculamos.

4 6 10 5 6 5 6
B+1= + = =[B+1|= =-20+18=-2=0
3 5) (o0 1) (-3 4 3 -4

Al ser distinto de cero el determinante existe la inversa. La calculamos

agi® 2
- L Adi((B+1)) J(G 4) -1(-4 -6
()_|B+I|_ -2 23 5

Sustituimos en la ecuacion matricial y determinamos la expresion de la matriz M.

s P P
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2 1
1 11
Problema 2. Se consideran las matrices A=| -1 1 yB=( 10 1].Se pide:
0 2

(a) (0.75 puntos) Calcula, en caso de que sea posible, las dimensiones de una matriz D tal que se
pueda realizar el producto A-D-B.

(b) (0.5 puntos) Estudia si puede existir una matriz M tal que M-A=B.
(c) (1.25 puntos) Estudia si existe (B-A)_l y calculala en caso de que sea posible.

a) La matriz D es de dimensiones mxn.
A-D - -B

3><><><3—>3><3

Para que sea posible el producto A - D debe ser m = 2. Namero de columnas de A (2) debe ser
igual al nimero de filas de D (m).
Para que sea posible el producto D - B debe ser n = 2. Numero de columnas de D (n) debe ser
igual al nimero de filas de B (2).

La matriz M debe ser de dimensiones 2x2

b) La matriz M tiene dimensiones mxn.

M-A =B
m><><2—>m><2

Para que sea posible el producto M - A debe ser n = 3. El resultado del producto tiene dimensiones
mx 2. Como la matriz B es de dimensiones 2x3 no es posible la igualdad al tener la matriz B 3
columnas y el resultado del producto tiene 2 columnas.
c) Para que exista la inversa su determinante debe ser no nulo.
2 1
1 11 2-1+0 1+1+2 1 4
B-A= -1 1|= =
-1 01 -2+0+0 -1+0+2 -2 1

0 2

1 4
|B-A|:‘ ‘:1+8:9¢0
21

Como el determinante es distinto de cero existe la inversa de la matriz B - A. La calculamos.

B-A 9 g

(B.A)lAdj((B-A)T)Adj(zll, _12J1(1 —4}2(1/9 —4/9)

9l2 1 2/9 1/9
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Problema 3. Dadas las funciones f (x)=—x* y g(x)=x"+x-1 se pide:
(a) (1.25 puntos) Calcula los puntos de corte de ambas curvas y dibuja el recinto limitado por ambas

funciones
(b) (1.25 puntos) Calcula el area de dicho recinto.

a) Hallamos los puntos de corte de ambas gréficas.

f(x)=-x’
g(x)=x"+x-1p=-x*=x"+x-1=2x*+x-1=0=

f(x)=9(x)
-1+3 1
—1+ .12 -4(2)(- _ 5"
e (2)(-1) _-1%3 |74 "2
4 4 L_3=—1=X
4

Hacemos una tabla de valores de cada pardbola y dibujamos el recinto limitado por ellas.

x | f(x)=-x : f
-1 -1

0 0
1/2 -0.25

1 -1 F(x)= -+ 1/2

-1 -1
0 -1
1/2 —0.25
1 1

€(-1,0.5)— f (x)>g(x) g(x)=x"+x-1

b) Hallamos el area del recinto como el valor de la integral definida entre —1 y 0.5 de la diferencia
de las dos funciones ( f (x)—g(x)).

3 2 05
Area = I —X* - x +X— 1 dx = I X2 =X —x+1dx = _[ —2%° —x+1dx_[ 23—%+x}

-1

3
{ 05 08
3

0.5° 05} {gﬂ_ﬂ
2 3 2

0.25 0.25

“1l=
|02

El area del recinto es 1.125 unidades cuadradas.

2 1

+0. 5—5 +>+1=|==1.125u°

CDI@
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Problema 4. (2.5 puntos)

Calcula las coordenadas del punto P interior al triangulo y situado
(0,3)

sobre la altura, tal que la suma de las distancias de P a los tres
vértices sea minima. P

(-3,0) | (3,0)

Las coordenadas del punto P son (0, x) siendo 0 < x < 3.

A(0,3)

C (—3,0) ~ B(3.0)

Distancia de P al punto A(0, 3) > d(P,A) =3 —Xx

Distancia de P al punto B(3, 0):

P(0,x)]
B(3,0)} = PB=(3,0)-(0,x)=(3,-x)

6(p.8)< P8 () <o

Distancia de P al punto C(-3, 0):

P(0,x)
C(-3,0)

d(P,c):‘ﬁ‘: (‘3)2+(—X)2=x/9+_x2

} = PC =(-3,0)—(0,x)=(-3,-x)

La suma de las tres distancias es d(x) =3 X494 X2 449+ X2 =3—X+29+ X

Hallamos los puntos criticos de esta funcidn.

d(x)=3-x+ 201 ¢ > d (x)=1+2— 2 - g4 X

1+
249+ x? Jo+x2
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2X
VI+x% b= -1+ 2x =0= 2x =1=2Xx=9+ x> =

d"(x)=0 9+ X2 9+ x?

:(Zx)z:(\/9+x2)2:>4x2:9+x2:?>x2 =9=x° :3:>{XG[O,3]}:> x=+/3

Estudiamos el signo de la derivada antes y después de este valor.

e Enelintervalo (0, \/§) tomamos x = 1y la derivada vale d"(1)=-1+ \/2_2 =-0.36<0
9+1
La funcion decrece en (0, J§)
e Enelintervalo (J§ 3) tomamos x = 2y la derivada vale d”(2)=-1+ 4 _ 0.11>0

La funcion crece en (J§ 3)

Como la funcion decrece antes del valor y crece después podemos afirmar que la funcién presenta
un minimo en x =+/3.

El punto P tal que la suma de las distancias de P a los tres vértices sea minima es P(O,\/§)
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X=2+A4
Problema 5. Dada larecta r=<y=-1-1 yelplano 7 =ax+2y+(a—3)z=4,
z=1

(a) (1.25 puntos) Calcula a para que r y T sean paralelos y en ese caso, calcula distancia de r a .
(b) (1.25 puntos) Para a = 1, calcula el plano " que contiene a r y es perpendicular a .

a) Para que r y m sean paralelos el vector normal del plano y el vector director de la recta deben ser
perpendiculares, es decir, su producto escalar debe ser 0.

bt

L -

— g

X=2+4
r=1y=-1-A=v, =(1-10)
z=1

r=ax+2y+(a-3)z=4=n=(a,2a-3)

v, . n=0=(1-10)(a2a-3)=0=>a-2=0=[a=2]
Recta y plano son paralelos o secantes cuando a = 2.
Comprobamos que la recta no esta contenida en el plano viendo que el punto P(2,—-1,1)

perteneciente a la recta no esta en el plano.

a=2=>r=2X+2y-71=4

(P(2,-11)en?=¢2:2+2(-1)-1=4?=>;1=47? {No se cumple!

Recta y plano son paralelos para a = 2.

Para a = 2 hallamos la distancia de la recta al plano como la distancia de un punto cualquiera de
la recta al plano.

X=2+4
—ly=—1-1=P(2-11 2.242(-1)-1-4| |-
= SR mya(p.n = 22204 g
z=1 2°+2° +(-1) 3

T=2X+2y-2-4=0

La distancia de la recta al plano es 1 unidad.
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b) Paraa =1 larectary el plano no son paralelos son secantes.
El plano n” que contiene a I y es perpendicular a m pasa por el punto P, (2, -1, 1) de larectary

tiene como vectores directores el vector director de la recta (la contiene) y el vector normal del
plano 7 (es perpendicular a m).

r=X+2y-2z=4=n=(12,-2)
ﬁ:ﬁ:(l,Z,—Z) Xx=2 y+1 z-1
v=v,=(1-10)p=>7z=| 1 2 -2|=0=
P(2-11)ex 1 -1 0

= -2(y+1)—-(z-1)-2(z-1)-2(x-2)=0=

= -2y-2-7+1-22+2-2x+4=0=|7'=-2x-2y-32+5=0
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Problema 6. Dados los puntos A =(1,0,0) yB = (-1, 4, -4),

(@) (1.5 puntos) Calcula el plano T que hace que Ay B sean simétricos
(b) (0.5 puntos) Calcula la distanciade Aa
(c) (0.5 puntos) Calcula una ecuacién continua de la recta que pasa por Ay B

a) Este plano debe pasar por el punto medio del segmento AB y su vector normal es el vector AB
AB =(~1,4,-4)~(1,0,0) = (~2,4,-4)

(-1,4,-4)+(1,0,0)

PM ;= 5

=(0,2,-2)

n=AB=(-24,-4)] 7z:-2x+4y-4z+D=0
= =
PM,(0,2,-2)ex | PMy(0.2-2)ex

=-2:0+4.2-4(-2)+D=0=>D=-16=

= 7:-2X+4y-47-16=0=|7:X—-2y+27+8=0

b) La distancia del punto A al plano hallado es la mitad de la distancia entre los puntos A y B.

AB =(~2,4,-4) = d (AB) =|AB| = /(-2)" +4° +(~4)’ =36 =6

a(am)= 48]

= 3unidades

N | O

c) Larecta s que pasa por Ay B tiene como vector director AB y contiene el punto A(Z, 0, 0).

U, = AB =(-2,4,-4)
=
A(l,0,0) es

x-1
-2
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Problema 7. Una compafiia tiene tres centrales en Europa en la que se fabrica el mismo producto. El
60% de las unidades de dicho producto se fabrica en Espafia, el 25% en Francia y el resto en Portugal.
Se observa que de las unidades fabricadas tienen algun defecto el 1% de los fabricados en Espafia, el
0.5% de los fabricados en Francia y el 2% de los fabricados en Portugal. El departamento de control
de calidad central toma una de las unidades fabricadas al azar.

(@) (1.25 puntos) ¢Cual es la probabilidad de que la unidad seleccionada tenga algun defecto?

(b) (1.25 puntos) Si la unidad seleccionada es defectuosa ;cual es la probabilidad de que haya sido

fabricada en Portugal?

Llamamos A = “el producto procede de Espana”, B = “el producto procede de Francia”, C = “el

producto procede de Portugal”, D = “El producto tiene algun defecto”,

Las probabilidades son P(A) = 0.60, P(B) = 0.25, P(C) = 0.15.

P(D/A) = 0.01, P(D/B) = 0.005, P(D/C) = 0.02

Realizamos un diagrama de arbol.

Tres fabricas y
algun defecto

Espana
P(A) = 0.6

Francia
P(B) =0.25

Defecto
P(D/A) = 0.01

Sin defecto
P(D¢/A) = 0.99

Defecto
P(D/B) = 0.005

Sin defecto
P(D¢/B) = 0.995

Portugal
P(C) =0.15

Defecto
P(D/C) = 0.02

a) Aplicamos el teorema de la probabilidad total.

Sin defecto

P(DS/C) = 0.98

P(D)=P(A)P(D/A)+P(B)P(D/B)+P(C)P(D/C)=

=0.6-0.01+0.25-0.005+0.15-0.02 =|0.01025

b) Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de Bayes.

P(C/D)=

P(CD)

P(C)P(D/C) 0.15-0.02 (12

P(D)

P(D)

— =0.2927

©0.01025 |41
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Problema 8. En un examen de acceso a Médico Interno Residente se realiza un test y se supera la

prueba si se obtiene al menos 75 puntos. Suponiendo que las puntuaciones de los candidatos sigue

una distribucion normal de media 70 y desviacion tipica 10, calcule:

(@) (1.25 puntos) La probabilidad de que la calificacion de una persona esté en el intervalo [75, 85].

(b) (1.25 puntos) Tras resolver las reclamaciones realizadas por los candidatos se observa que la
desviacion tipica se mantiene, pero la probabilidad de obtener mas de 90 puntos es 0.05. Decide si
la media de calificaciones ha aumentado, ha disminuido o se ha mantenido.

Sea X = Puntuacion de los candidatos. X = N(70, 10).

a) Nos piden calcular P(75< X <85).

P(75< X <85)=P(X <85)—P(X <75)={Tipificamos} =

_ P(x —H 85‘7OJ—P(X —H < 75_70} P(Z<15)-P(2<05)=
o 10 o 10

Miramos en los datos
={F (0.5) =0.6915 =0.9332-0.6915=10.2417

F(L.5)=0.9332

b) Tenemos X = N(p, 10).
Sabemos que P(X >90)=0.05, por lo que P(X <90)=1-0.05=0.95.

- 90— Miramos en los datos
P(X <90) = {Tipificamos} = P| Z <——* |=0.95= =
10 F (1.645)=0.95

90—-pu
=>——=1.645=>90- 4 =16.45=90-16.45=u= |u=73.55

El nuevo valor de la media es 73.55 que es mayor que la media inicial de 70 puntos. La media ha
aumentado.
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i EBAU julio 2022
%@\_% Prueba de evaluacion de Bachillerato
& e &\ para el acceso a la Universidad
dad et il (EBAU)

Curso 2021-2022

MATEMATICAS II

Después de leer atentamente el examen, responda razonadamente cuatro preguntas cualesquiera a
elegir entre las ocho que se proponen.

TIEMPO Y CALIFICACION: 90 minutos. Cada ejercicio se calificara sobre 2,5 puntos.

El estudiante debera indicar la agrupacion de preguntas que respondera. La seleccion de preguntas
deberé realizarse conforme a las instrucciones planteadas, no siendo valido seleccionar preguntas que
sumen mas de 10 puntos, ni agrupaciones de preguntas que no coincidan con las indicadas, lo que
puede conllevar la anulacion de alguna pregunta que se salga de las instrucciones.

-1 -1 -2 1
BLOQUE 1.A. Dado xR y las matrices A=| -1 x-1 -3|,B=[-1|yC=(1 -1 1).
1 2 1 1

() (1 punto) Calcula los valores de x para los cuales la matriz A no posee inversa.
(b) (0.75 puntos) Calcula el rango de A segun los valores de x.
(c) (0.75 puntos) Para x = 1, calcula en caso de que sea posible A-B y A-C o indica por qué no se

puede realizar.

2Xx+ y+ z=1
BLOQUE 1.B. Dado m e R, se considera el sistema lineal x+2y+ z=-1
3X+3y+2z=m

() (1.75 puntos) Discute el sistema segun los valores de m y resuélvelo en los casos en los que sea
posible.
(b) (0.75 puntos) Estudia si es posible encontrar una solucion en la que z = 3.

2x°

1-x

(a) (0.75 puntos) Calcula el dominio de f y sus asintotas.

(b) (1.25 puntos) Halla en caso de que existan, los maximos y minimos y puntos de inflexién. Calcula
los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

(c) (0.5 puntos) Utilizando los apartados anteriores, realiza un esbozo de la grafica de f.

BLOQUE 2.A. Considera la funcion f (x)=

BLOQUE 2.B. Dada la funcién f (x)=—sen(2x)+1.

(a) (1.25 puntos) Calcula una primitiva que pase por el origen de coordenadas.
(b) (1.25 puntos) Calcula el area limitada por f, el eje X y las rectasx =0y x = .
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X=1l+a

BLOQUE 3.A. Dadas las rectas r={y=1 , s perpendicular a r y el vector v = (L11).
I=-a

(a) (0.5 puntos) Calcula \7, un vector director de r.

(b) (1 punto) Calcula un vector u director de s tal que uxv, es proporcional a v.

(¢) (1 punto) Calcula la ecuacion del plano que contiene a las rectas r y s/, siendo s'=x-1= y_—21 =2

BLOQUE 3.B. Dados los puntos A= (1,0, 1), B= (1, 6, 1), C= (-2, -1,5) yE = (-1, 1, 1).

(a) (0.5 puntos) Calcula ecuacion del plano = que contiene a los
puntos A, By C.

(b) (1 punto) Calcula las coordenadas del punto D para que el
poligono ABCD sea un paralelogramo y el area de ABCD.

(c) (1 punto) Halla ecuacion de la recta perpendicular al plano 'y
que pasa por E.

BLOQUE 4.A. En una oficina del ayuntamiento se asigna un nimero a cada persona que entra. Se

observa que el 70% de las personas que entran son mujeres. EI 40% de los hombres y el 30% de las

mujeres que entran son menores de 30 afos.

(a) (0.75 puntos) Calcule la probabilidad de que un nimero sea asignado a una persona menor de
30 arios.

(b) (0.5 puntos) ¢Cual es la probabilidad de que un nimero sea asignado a un hombre que no tiene
menos de 30 afos?

(c) (1.25 puntos) Si la persona a la que se le ha asignado un namero no tiene menos de 30 afios
¢cudl es la probabilidad de que sea hombre?

BLOQUE 4.B. Se esta estudiando la altura de la poblacion adulta de una cierta ciudad y se observa

que el modelo se rige por una distribucion normal con media 1.75m y desviacion tipica 0.65m.

(a) (0.75 puntos) Calcula la probabilidad de que, tomado un adulto al azar mida méas de 1.85m.

(b) (0.75 puntos) Si se toma una muestra de 10000 personas ¢Cuantas personas mediran mas de
1,85m?

(c) (1 punto) Se observa que, de las 10000 personas de la muestra, 6500 miden menos de 1.90 m,
suponiendo que se mantiene la media ¢cual seria la desviacion tipica?

(Algunos valores de la funcion de distribucién N(0, 1) son: F(X) = P(Z <x), F(0) = 0.5,
F(0.15) = 0.6, F(0.1538) = 0.5596, F(0.65) = 0.7422, F(0.385) = 0.65.)
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SOLUCIONES
-1 -1 -2 1
BLOQUE 1.A. Dado xR y las matrices A=| -1 x-1 -3|,B=[-1|yC=(1 -1 1).
1 2 1 1

() (1 punto) Calcula los valores de x para los cuales la matriz A no posee inversa.
(b) (0.75 puntos) Calcula el rango de A segun los valores de x.
(c) (0.75 puntos) Para x = 1, calcula en caso de que sea posible A-B y A-C o indica por qué no se

puede realizar.

(a) La matriz A no tiene inversa si su determinante es nulo.

-1 -1 =2
|Al=|-1 x-1 -3 =-x+1+3+4+2x-2-1-6=x-1
1 2 1

|A=0=x-1=0=[x=1]

La matriz A no tiene inversa para x = 1.

(b) Hemos visto que el determinante de A se anula para x = 1. Por lo tanto, el rango de A es 3 si
X #1. Averiguamos el rango de A para x = 1.

-1 -1 =2
Six=1lamatrizqueda o=/ -1 0 —3|. Tomamos el menor de orden 2 que resulta de quitar
1 2 1

la fila y columna terceras y comprobamos que su determinante es no nulo y por tanto el rango

-1 —
de Aes2-> =-1=20
-1 0

Resumiendo: Six # 1 elrango de Aes3ysix =1elrango de Aes 2.

-1 -1 -2
(c) Six=1lamatrizqueda o_| 1 o -3/
1 2 1

A - B es posible pues coinciden el nimero de columnas de A con el nimero de filas de B.
-1 -1 -2\1 -1+1-2 -2
AB=|-1 0 -3|-1|=|-1+0-3|=|-4
1 2 1){1 1-2+1 0

3><><1—>3><1

A - C no es posible pues no coinciden el namero de columnas de A con el namero de filas de C.

-1 -1 -2
AC=|-1 0 -3|(1 -1 1)=ilmposible!
1 2 1

3x[3 - 1]x3—jlmposible!
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2X+ y+ z=1
BLOQUE 1.B. Dado m e R, se considera el sistema lineal x+2y+ z=-1
3X+3y+2z=m

(@) (1.75 puntos) Discute el sistema segun los valores de m y resuélvelo en los casos en los que sea
posible.
(b) (0.75 puntos) Estudia si es posible encontrar una solucién en la que z = 3.

(@) Usando el método de Gauss obtenemos un sistema equivalente al dado pero mas facil de
estudiar.

Ecuacién32—3-Ecuacion 22
3X 43y +2z =m
-3x -6y -3z =3
-3y -z =3+m— Nuevaecuacion 32

2X+ y+ z =1
X+2y+ z2=-1}=

3X+3y+2z=m

2-Ecuacion 22— Ecuacion1?
2X  +4y +21 =-2
-2x -y -z =-1
3y +z =-3— Nuevaecuacion 22

2X+ y+ z=1
= 3y+z=-3 ;=
-3y—-z=3+m

Ecuacion 32+ Ecuacion 22
-3y -z = 3+m
3y +z -3
0 m — Nueva ecuacion 3?

2X+ y+ z =1
=| 3y+z=-3
0O=m

Se plantean dos situaciones diferentes.

2X+ y+ z =1
Sim = 0tenemos que el sistema queda  3y+z=-3 ;. Este sistema es compatible
0=0
indeterminado (infinitas soluciones). Lo resolvemos.

2X+ y+ z =1

2x+ y+ z=1) 2X+y+z=1
y+z=-3 ;>

}:2x+ y-3-3y=1=

3y+z=-3 z=-3-3

00 y
X=2+t

= 2x-2y=4=X—Yy=2=|x=2+y|=|Solucion: 1 y =t JteR
z=-3-3t
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2X+ y+ z =1
Sim#0 elsistema queda  3y+z=-3 ; jImposible!. El sistema es incompatible (sin

0O=m
solucion).
X=2+t
(b) Como para m =0 las soluciones son |y =t , te R buscamos en estas infinitas soluciones
z=-3-3t
si es posible que z = 3.
X =2+t x=0
y=t :>{x:2—2:02> _
/23— 3-3t>3—bt=—2 U772 73

Si es posible. La soluciones: x=0,y=-2,z=3.
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2x?

1-x

(@) (0.75 puntos) Calcula el dominio de fy sus asintotas.

(b) (1.25 puntos) Halla en caso de que existan, los maximos y minimos y puntos de inflexion. Calcula
los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

(c) (0.5 puntos) Utilizando los apartados anteriores, realiza un esbozo de la grafica de f.

BLOQUE 2.A. Considera la funcion f (x)=

(@) El dominio de f son todos los nimeros reales menos los que anulan el denominador.
Dom f(x) = R—{1}

Asintota vertical. x=a
¢x = 1 es asintota vertical?

2
lim £ (x) =lim 2 =2 — o5
x—1 x>11—x 0
x = 1 es asintota vertical
Asintota horizontal. y=b
2x?
. _2xE g2 : 2 2
b=lim f (%) =lim = =lm " =limg—7-5==
x> X X* X
No existe asintota horizontal.
Asintota oblicua. y=mx+n
2x° 2x?
- f(x) . _ 2y .
m = tim ) _ i 12X _ iy 2 - :Ilmx—zzllmi:L:—Z
Xx—>o X Xx—>o X X—0 X — X X—>00 L_L X—>0 1_1 0-1
x> X X
2X
: . 2 2X2 +2x=2x* . 2X X
n=lim(f (x)—mx)=Ilim +2x=1lim =lim——=1lim =
X—>00 x—o]—X X—>0 —X x—w ] — X X—>0 E_i
X X
“lim 2= 22
Xﬁooi_l 0_1
X
La asintota oblicuaes y =-2x-2.
(b) Calculamos la derivada y la igualamos a cero en busca de los puntos criticos.
2x2 Ax(1-x)=2x*(-1)  4x—4x*+2x* 4x-2x°

f (X)=1_X = f'(x): (1—X)2 (1—X)2 = (l— X)Z

Xx=0
X=2

4x—2x°
:>—

—=0=4x-2x"=0=2x(2-x)=0=
(1-x)
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Estudiamos el signo de la derivada antes, entre y después de estos valores. Afiadimos x = 1
excluido del dominio.

-0y 4

2
e Enelintervalo (—o,0) tomamos x = -1y la derivada vale f"(-1)= ﬂ =2 <
. La funcién decrece en (—,0).
2-2-05° 15
7 = >
(1-05)° 025

e Enelintervalo (0,1) tomamos x = 0.5y la derivada vale f“(0.5)=

La funcion crece en (0,1).
6-215 15

e Enelintervalo (1,2) tomamos x = 1.5y la derivada vale f“(1.5) ~ = >
(1_1,5) 0.25

La funcidn crece en (1, 2) )
-— N 2 —
_12-23 6 _,4 |4

e Enelintervalo (2,+0) tomamos x = 3y la derivada vale f’(3)
(1-3° 4

funcién decrece en (2, +oo).

La funcidn sigue el esquema siguiente:

3 R 0 1 2 3 4 5

La funcién decrece en (—o,0)(2,+0) ycrece en (0,1)U(1,2).
La funcion presenta un minimo relativo en x = 0 y un maximo relativo en x = 2.

.92
Como f(0) =% =0y f (2) = 2 22 =-8 las coordenadas del minimo relativo son (0, 0) y del

méaximo relativo son (2, -8).
Para buscar los puntos de inflexion utilizamos la segunda derivada.

(4-4x)(1-x)"—(4x—2x*)2(1-x)(-1)

f7(x)= =

1)

_Ax-2x? .
(1-x)’

(x)

()= (1—x)[(4—4x)(1—x)+2(4x—2x2)J _ [4—4x—4x+4xX" +8x -4’ ] _ 4

(1-x)’ (1-x)’ (1-x)’

f7(x)=0= T =0=4=0lmposible!
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La funcion no tiene puntos de inflexion. La funcion cambia de curvatura en x = 1 que no
pertenece al dominio de definicion de la funcién.

(c) Hacemos una tabla de valores y representamos la funcién.

2x° A\ ’

[5¥]

>
<
Il
o

[ERN
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>
o
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BLOQUE 2.B. Dada la funcién f (x)=-sen(2x)+1.

(a) (1.25 puntos) Calcula una primitiva que pase por el origen de coordenadas.
(b) (1.25 puntos) Calcula el area limitada por f, el eje X y las rectas x =0 y x = .

(a)Calculamos la integral de la funcién.

cos(2x)

F(x):jf(x)=J'—sen(2x)+1dx: +X+K

Como debe pasar por el punto (0, 0) tenemos que debe cumplirse que F(0) = 0.

_ cos(2x)
F(x)= +x+K :>0=COS(O)+O+K:>K=—%
F(0)=0
La primitiva buscada es F(x)= cos£2x) + x—%

(b)Comprobamos si la funcion corta el eje X.

T T
f (x)=-sen(2x)+1 ZXZE%X:ZE(O’”)
0 = —sen(2x)+1=0=> sen(2x)=1=
y:

2X=%+27z—>X:5—ﬂ¢(0,7z)

A pesar de tener este punto de corte con el eje X la funcién f (x)=—sen(2x)+1es siempre

positiva pues el seno de un angulo siempre es menor que 1.

El area limitada por f, el eje X y las rectas x = 0 y x = z se calcula como la integral definida entre
0 y t de la funcion.

Area = [ f (x)dx = [ —sen(2x)+1dx = {coséZx) T x} -
0

{MMH%@LO}EM_L o

2 2 2

No pide representarla, pero lo hacemos como comprobacion de la solucion.

f(x) —_sen (2x) 1

=

=
=
=

5n/4
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X=1l+a

BLOQUE 3.A. Dadas lasrectas r={y=1 , s perpendicular ary el vector v = (L11).
I=-a

(a) (0.5 puntos) Calcula vT un vector director der.

(b) (1 punto) Calcula un vector u director de s tal que uxv, es proporcional a v.

., . . , -1
(c) (1 punto) Calcula la ecuacién del plano que contiene a las rectas ry s', siendo s'=x-1= y—-_,

(a) r= ::ia Pr (1,1,0)

Un vector director de r es v, =(1,0,~1)

(b) Como la recta s es perpendicular a r y al vector V= (1,4,1) un vector director de s es el producto

vectorial del vector director de ry v =(1,211).

v=(111)
v, =(10,~

r

&>J=VXV:1 1 1l=—i+j-k+j=—i+2j-k=(-12-1)
1
-1

El vector buscado es u, =(~1,2,-1)

(c) Lasrectasrys” deben cortarse o ser paralelas para definir un plano.

x=1l+a —
vr=(1,0,—1)
r=qy=1 =r=
Pr(l,l,O)
1=—«

_ w. =(1,-2,1
s’zx—1=y—1:z:>s’={wS ( )

-2 Q. (11,0)
Como comprobamos se cortan en el punto Pr = Qs

Calculamos la ecuacion del plano que las contiene considerando que el punto P pertenece al
plano y que sus vectores directores son los vectores directores de las rectas.

P (110)ex x-1 y-1 z
7=iu=v,=(L0-1) =z=[1 0 -1=0=-y+1-2z-y+1-2x+2=0=
v=w, =(1-2,1) 121

= 7=-2X-2y-27+4=0=|r=x+y+2-2=0
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BLOQUE 3.B. Dados los puntos A=(1,0,1),B=(1,6,1),C=(-2,-1,5) yE=(-1,1,1).
(@) (0.5 puntos) Calcula ecuacion del plano & que contiene a los C

puntos A, By C. Q==
(b) (1 punto) Calcula las coordenadas del punto D para que el Ya .
poligono ABCD sea un paralelogramo y el &rea de ABCD. N

(c) (1 punto) Halla ecuacién de la recta perpendicular al plano © y
que pasa por E.

(a)El plano Tt que contiene a los puntos A, By C tiene como vectores directores AB yAC .

A(101)er x-1 y z-1
u=AB=(16,1)-(10,1)=(0,6,0) =7z=0 6 0 |=0=
v=AC =(-2,-1,5)-(1,0,1)=(-3,-14) -3 -1 4

— 24X—24+187-18=0=24x+187-42=0= |z =4x+37-7 =0|

(b)El punto D(x, y, z) debe cumplir que BA=CD.
BA=(10,1)-(16,1)=(0,-6,0)
@:(x,y,z)—(—2,—1,5):(x+2,y+1,z—5) =(0,-6,0)=(x+2,y+1,z-5)=
BA=CD

X+2=0—>x=-2
=1y+1=-6—>y=-7=|D(-2,-7,5)
z2-5=0—->1z=5

El area del paralelogramo ABCD es el modulo del producto vectorial BAxBC.

BA=(0,-6,0) bk :
. —BAxBC=|0 -6 0|=-24i-18k =(-24,0,-18)
BC =(-2,-15)—(16,1)=(-3,-7,4) R

Area =[BAxBC| = J(-24)" + 07 + (-18)° =300’
El 4rea es 30 uZ.

(c)La recta r perpendicular al plano = tiene como vector director el vector normal del plano.

7=4x+32-7=0=n=(4,0,3)

E(-LL1)er } X:I“M
. r= y:
v, =n=(4.0.3) z7=1+31
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BLOQUE 4.A. En una oficina del ayuntamiento se asigna un nimero a cada persona que entra. Se

observa que el 70% de las personas que entran son mujeres. ElI 40% de los hombres y el 30% de las

mujeres que entran son menores de 30 afos.

(@) (0.75 puntos) Calcule la probabilidad de que un nimero sea asignado a una persona menor de
30 afos.

(b) (0.5 puntos) ¢Cual es la probabilidad de que un nimero sea asignado a un hombre que no tiene
menos de 30 afos?

(c) (1.25 puntos) Si la persona a la que se le ha asignado un nimero no tiene menos de 30 afios
¢cual es la probabilidad de que sea hombre?

Llamamos M= “Ser mujer” y J = “Ser menor de 30 afios”
Realizamos un diagrama de arbol.

Menor de 30 afios
Mujer P(J/M) =0.30
P(M) =0.70 . ]
30 afios o0 mas
P(J¢/M) = 0.70
Mujeres y la edad
Menor de 30 afios
Hombre P(J/M€) = 0.40
P(M€) =0.30 . ,
30 afios 0 mas
P(J¢/MC) = 0.60

(a) Aplicamos el teorema de la probabilidad total.

P(J)=P(M)P(J/M)+P(M®)P(J/M®)=0.7-0.3+0.3-0.4=[0.33]

(b) P(M®nJ°)=P(M®)P(J°/M°)=0.3-0.6=[0.18]

(c)Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de Bayes.

P(M®nJ) P(M°nJI°) o018 _[18_ 4 2687

J
C C\_ —
P(M/3%)= P(3¢)  1-P(J) 1-033 [67
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BLOQUE 4.B. Se esta estudiando la altura de la poblacién adulta de una cierta ciudad y se observa

que el modelo se rige por una distribucion normal con media 1.75m y desviacion tipica 0.65m.

(@) (0.75 puntos) Calcula la probabilidad de que, tomado un adulto al azar mida mas de 1.85m.

(b) (0.75 puntos) Si se toma una muestra de 10000 personas ¢Cuéntas personas mediran mas de
1.85m?

(c) (1 punto) Se observa que, de las 10000 personas de la muestra, 6500 miden menos de 1.90m,
suponiendo que se mantiene la media ¢cual seria la desviacion tipica?

(Algunos valores de la funcién de distribucion N(0, 1) son: F(x) = P(Z <x), F(0) = 0.5,
F(0.15) = 0.6, F(0.1538) = 0.5596, F(0.65) = 0.7422, F(0.385) = 0.65.)

Sea X = La altura de la poblacion adulta de una cierta ciudad. X = N(1.75, 0.65).

a) Nos piden P(X >1.85).

P(X >1.85)={Tipificamos} = P( X—u, 1'82;'75j =P(Z20.1538) =
(o) .

Miramos en los datos proporcionados

=1-P(Z <0.1538) =
( ) {F(o.1538)=o.5596

} =1-0.5596 =|0.4404

b) Sabemos que P(X 21.85)=0.4404 por lo que en 10000 repeticiones debemos obtener
10000-0.4404 = |4404| personas que midan mas de 1.85 meros.

c) Sea X = La altura de la poblacion adulta de una cierta ciudad. X = N(1.75, o).

Sabemos que P(X <1.90)= 0500 _ 65

10000

Calculamos esta probabilidad usando la distribucién normal.

P(X <1.90) = {Tipificamos} = P(Z < Mj = P(Z < %j =0.65=
(e (o2

{Buscamos en los datos proporcionados} 0.15 0.15

= ——-0.385=|0 = ——=0.3896
F (0.385) = 0.65 o 0.385
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i EBAU junio 2022
%@\_% Prueba de evaluacion de Bachillerato
& e &\ para el acceso a la Universidad
dad et il (EBAU)

Curso 2021-2022

MATEMATICAS II

Después de leer atentamente el examen, responda razonadamente cuatro preguntas cualesquiera a
elegir entre las ocho que se proponen.

TIEMPO Y CALIFICACION: 90 minutos. Cada ejercicio se calificara sobre 2,5 puntos.

El estudiante debera indicar la agrupacion de preguntas que responderd. La seleccion de preguntas
deberé realizarse conforme a las instrucciones planteadas, no siendo valido seleccionar preguntas que
sumen mas de 10 puntos, ni agrupaciones de preguntas que no coincidan con las indicadas, lo que
puede conllevar la anulacion de alguna pregunta que se salga de las instrucciones.

-1 -1 2
BLOQUE 1A . SeaacRyP={0 1 2]|.
-1 -1 a

() (1 punto) Calcula el determinante y el rango de P para cada valor de a.
(b) (1 punto) Paraa = 1 ;existe P~*? En caso afirmativo calclala.
(c) (0.5 puntos) Calcula, en caso de que exista, los valores de a tal que det(P) = det(P™2).

BLOQUE 1.B. Dado a <R se considera el sistema de ecuaciones siguiente:
—X+2y =-1
—X+2y+2z=1
ax—2y+ z=2
() (1 punto) Discute el sistema segun los valores de a.
(b) (0.75 puntos) Estudia si es posible encontrar un valor de a para el cual la solucion del sistema
verifique que x = 0.
(c) (0.75 puntos) Sia = 0, resuelve el sistema si es posible.

BLOQUE 2.A. Se considera la funcion:
x*+3
f(x) 1
() (1 punto) Calcula el dominio de fy las asintotas, en caso de que tenga.
(b) (1 punto) Estudia la existencia de maximos y minimos, asi como los intervalos de concavidad y
convexidad.
(c) (0.5 puntos) A partir de los resultados obtenidos en los apartados anteriores, realiza un esbozo
de la grafica de f.

BLOQUE 2.B. Se considera la funcion f (x) =XV1-Xx% .

(a) (1.75 puntos) Calcula una primitiva de f(x), que pase por el punto (-1, 0). (Sugerencia:
Puedes utilizar el cambio de variable t =1-x?)

(b) (0.75 puntos) Calcula Iol f (x)dx
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BLOQUE 3.A. Sear la recta que pasa por los puntos A=(1,0,1) yB =(2, 1, 2) y s larecta
s=X=2_y-2_2
1 -1 1
(@) (0.75 puntos) Indica la posicién relativa de r y s.
(b) (0.75 puntos) Calcula un plano paralelo a r y que contiene a s.

(c) (1 punto) Calcula la distancia entre las rectas r y s.

BLOQUE 3.B. Dados los planos z7=x+y+z=3, 7/=x+y=3 yelpunto A= (2, 1, 6)

(@) (0.75 puntos) Calcula un vector director y un punto de la recta r interseccion de los planos ny ='.
(b) (1 punto) Calcula el punto P de = tal que el segmento AP es perpendicular al plano .
(c) (0.75 puntos) Calcula el punto A’ simétrico de A respecto del plano =.

BLOQUE 4.A. Se tienen tres sobres, A, By C. En el sobre A hay dos cartas de copas y tres de bastos.

En el sobre B tres cartas de copas y dos de bastos y en el sobre C cuatro de copas y una de bastos. Se

tira un dado y se saca una carta del sobre A si el resultado es impar, del sobre B si el resultado es 4 o

6 y del sobre C si el resultado es un 2.

(a) (1.25 puntos) Calcula la probabilidad de que se obtenga una carta de bastos.

(b) (1.25 puntos) Se extrae una carta y resulta ser copas. ¢cual es la probabilidad de que se haya
extraido del sobre B?

BLOQUE 4.B. El peso en kilos de la poblacion de un cierto pais sigue una distribucion normal de

media 70 y desviacion tipica 10. Se selecciona un individuo al azar.

(a) (1.25 puntos) Calcule la probabilidad de que su peso se situe entre 65 y 75 kilos.

(b) (1.25 puntos) Se realiza una campafia de comida sana y esto repercute en el peso de la poblacion,
manteniendo la desviacion tipica pero ahora la probabilidad de que un individuo pese menos de
75 es 0.6. ;Cual es la nueva media?

(Algunos valores de la funcién de distribucion N(0, 1) son: F(x) = P(Z <x), F(0) = 0.5,

F(0.15) = 0.6, F(0.5) = 0.6915, F(0.6) = 0.7257, F(1.8) = 0.9641.)
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SOLUCIONES
-1 -1 2
BLOQUE 1.A.SeaacRYyP={0 1 2].
-1 -1 a

() (1 punto) Calcula el determinante y el rango de P para cada valor de a.
(b) (1 punto) Paraa = 1 ;existe P"1? En caso afirmativo calctlala.
() (0.5 puntos) Calcula, en caso de que exista, los valores de a tal que det(P) = det(P?).

a)

-1 -1 2
IP|=[0 1 2/=-a+2+0+2-0-2=-a+2
-1 -1 a

IP|=0=-a+2=0=[a=2]

Sia # 2 el determinante de P es no nulo y su rango es 3.

Sia =2 el determinante de P es nulo y su rango es menor que 3.

-1 -1 2
Sia=2lamatrizqueda P=| 0 1 2
-1 -1 2

¢Elrango de P es 2?

Tomamos el menor de orden 2 que resulta de suprimir la tercera fila y la tercera columna -

-1 - -1 -
=
0 1

0 1
Como el determinante es no nulo sia =2 el rango de P es 2.

=-1+0

b) Para a = 1 el determinante de P es no nulo y existe su inversa.

-1 -1 2 -1 -1 2
P={0 1 2|=|P|=|0 1 2[=-1+2+2-2=1#0
-1 -1 1 -1 -1 1
1 0 -1 1 -y -1 -1 |-1 1
+ - +
Adjl-1 1 -1 2 1 2 1 2 2
_— 3 -1 4
. Adj(PT) 2 2 1 0 -1 |1 -1 |1 0
_ _ —| - ¥ - =2 1 2
|P| 1 2 1 2 1 2 2
1 0 -1
o -1 |1 -1 |-1 0
+ - +
1 -4 -1 -1 |-1 1

¢) Aplicamos las propiedades de los determinantes.
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P-P'=1=|P-P=[I|=1=|P|{P|=1

Existen dos posibilidades:

|P|=1

—|Pl|P|=1= ([P}’ =1=
|P|_‘Pl‘} PR 1= (7] 1240~

Pl=—a+2
:P: 1a+ }:—a+2:1:
Pl=—a+2
:P:_ n }:—a+2=—1:>

Se cumple lo pedido cuandoa=10a=3.
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BLOQUE 1.B. Dado a < IR se considera el sistema de ecuaciones siguiente:

—X+2y =-1
—X+2y+2z=1
ax—2y+ z=2

(@) (1 punto) Discute el sistema segun los valores de a.

(b) (0.75 puntos) Estudia si es posible encontrar un valor de a para el cual la solucion del sistema
verifique que x = 0.

(c) (0.75 puntos) Sia = 0, resuelve el sistema si es posible.

-1 2 0
a) La matriz de coeficientes asociada al sistemaes A=| -1 2 2
a -2 1
Vemos cuando se anula el determinante de A.
-1 2 0
|A=]-1 2 2/=-2+4a+2-4=4a-4
a -2 1

|A=0=4a-4=0=[a=1]

Distinguimos dos casos distintos que analizamos por separado.

CASO 1. a=1
En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3 al igual que el rango de la matriz
-1 2 0 -1
ampliada A/B=|-1 2 2 1 |yelnUmero de incdgnitas (3). El sistema es compatible
a -2 1 2

determinado (una unica solucion).

CASO 2.a=1.
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
—X+2y =-1
El sistema queda —x+2y+2z=1 ;. Intentamos resolverlo.
X=-2y+ 2=2
Ecuacion 22 — Ecuacion 12
—x+2y =-1 -X +2y 42z =1
—X+2y+2z=1 ;= oy 1
X—2y+ z2=2

2z =2-— Nueva ecuacion 22

Ecuacién 32 + Ecuacion 12

X -2y +z =2 wx+2y  =-1
= 21=2 >
-X +2y =-1 1
z =1 — Nueva ecuacion 32 2=
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X=1+2t

—X+2y :—1}:>—X:—1—2y}:> y=t
z=1

El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones)

b) Para x = 0 el sistema queda
gt
—-0+2y =-1 2y =-1 2
-1+2z=1 22=2
—0+2y+2z=1 }=2y+2z=1 ;=2y+2z=1 ;= = =z=1
1+z=2 z=1
a-0-2y+ z=2 —2y+ 72=2 —2y+ =2

La solucién existe. Esx =0, y= _?1 z = 1. Para cualquier valor de a.

c) Sia = 0 el sistema es compatible determinado.
—-X+2y =-1

El sistema queda —x+2y+2z=1 ;. Lo resolvemos.
—-2y+ 1=2
—X+2y =-1 —X+2y =-1 x+2y _ 1
—X+2y+2z=1 = -X+2y+2z=1 ;= =
—X+2y+2(2+2y)=1

—-2y+ z2=2 1=2+2y
—-X+2y =-1 -X+2y=-1 2y+1=x

= = = = -2y-1+6y=-3=
—X+2y+4+4y=1 —-X+6y=-3 —-X+6y=-3

>
=4y=-2=|y=—=-05/=
4

Lasolucionesx=0;y=-0.5;z= 1.
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BLOQUE 2.A. Se considera la funcion:

x*+3
f(x) T
(@) (1 punto) Calcula el dominio de fy las asintotas, en caso de que tenga.
(b) (1 punto) Estudia la existencia de maximos y minimos, asi como los intervalos de concavidad y
convexidad.
(c) (0.5 puntos) A partir de los resultados obtenidos en los apartados anteriores, realiza un esbozo
de la gréfica de f.

a) La funcion f(x) es un cociente de polinomios, por lo tanto, el dominio es toda la recta real salvo
los valores de x para los que se anule el denominador, es decir, x = 1.

Dom f (x)=R—{1}
Asintota vertical. x=a

¢ x=1 es asintota vertical?

2 2
. . XS+ 1° +
I|mf(x)=I|m 3: 3
x—1 x—1 X—l 1_1
x =1 es asintota vertical.

4
= — =00
0

Asintota horizontal. y=b

2
b=lim f (x)=lim X+

X—>00 x>0 X —1

No existe asintota horizontal.

=0

Asintota oblicua. y=mx-+n
x*+3

f(x 2
m=|imL=|imX——1=|imx—+3=1

X—»00 X X—>0 X X—>00 X2 — X

2 2 2
n=|im(f(x)—mx)=|imX +3—x=|imX +3-X +X=Iimx+3:

X—>0 x—wo ¥ —1 X—>00 X—1 x—w ¥ —1

1

y = Xx+1 es asintota oblicua.
b) Calculamos la derivada y la igualamos a cero en busca de los puntos criticos.

x> +3 . 2x(x-1)-1(x*+3) 2x2 _2x—x*-3 x2-2x-3
f(X): X 1:>f(X)= 2 = 2 = 2
- (x-1) (x-1) (x-1)

2
f’(x):O:ﬂ:OSXZ—ZX—B:O:
(x-1)°

2 ﬂ—s—x
2+./(=2) —4(- 2=
e (-2) -4(-8) _2+4 | 2
2 2 2-4
2o 1=x
2
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Estudio el signo de la derivada antes, entre y después de estos dos valores y el valor excluido del
dominio.

e Enelintervalo (—0,—1) tomamos x = -2 y la derivada vale
2
2)= (2) ~2(-2)-3 _ g >0. La funcién crece en (o, ~1)

f,( )_ (_2_1)2

2 J— —
e Enelintervalo (—1,1) tomamos x = 0y la derivada vale f(0)= % =-3<0.La
funcion decrece en (—1,1)
22_4-3

e Enelintervalo (1,3) tomamos x = 2y la derivada vale f*(2)= W - -3<0.La
funcién decrece en (1,3)
. _ . ., . 4-8-3 5
e Enelintervalo (3,+) tomamos x = 4y la derivada vale f'(4)= W =35> 0.La

funcién crece en (3,+x)

La funcion sigue el esquema:

: : ‘ ' :
3 2 ] 2 3 4 ;

La funcién presenta un maximo relativo en x = -1 y un minimo relativo en x = 3.

Utilizamos la derivada segunda para estudiar la concavidad y convexidad.

(x-1)° (x-1)’

S N C S L L L

(%)

fnoqz(x-gﬂpx-zxx-n-z(ﬁ-zx-sﬂ:fzx_zxx_g-z(ﬁ-zx-@
(x-1)° (x-1)’

. 2X2 —2X—2X+2—2X* +4X+6 8
f (X) = 3 = 3
(x-1) (x—1)
La derivada segunda nunca se anula. Estudiamos el signo de la derivada segunda antes y después

de x = 1 (excluido del dominio).
e Enelintervalo (—oo,l) tomamos x = 0y la derivada segunda vale

f7(0)= 8 =-8<0. Lafuncién es concava (n) en (—o,1).

(0-2)
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e Enelintervalo (1,+o0) tomamos x = 2y la derivada segunda vale f“(2)= Ls =8>0.

(2-1)
La funcion es convexa (U) en (1,+).

La funcién es concava (N) en (—oo,1) y convexa (U) en (1,+x).

c) Hacemos una tabla de valores y dibujamos la grafica.

2
X +3
X f(x)=
x-1

-3 -3

-1 | -2 Maximo relativo

0 -3

3 | 6Minimorelativo

5 7
14 /
13 '.4
12 {&
8! e
10 ,/_6.
AR Sl
< W
s - Asintota oblicua
4 —yp=x+1

1-10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 1, 34567 9 1011 12 1
A T =1

4 Asintota vertical
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BLOQUE 2.B. Se considera la funcion f (x)=xv1-x*.
(a) (1.75 puntos) Calcula una primitiva de f(x), que pase por el punto (—1, 0). (Sugerencia:
Puedes utilizar el cambio de variable t =1—x?)

(b) (0.75 puntos) Calcula Iol f (x)dx

a) Calculamos la integral indefinida de f(x).

Cambio de variable

F(x):j f (x)dx:.fxxll—xzdx: t=1-x* = dt = —2xdx :J-x\/t_iz

—2X
_dt

T 2x

1 1 1 t1/2+l 1 t3/2 1 1 3
=——|Jtdt=—=[|t"%dt =—= =—— =——t3/2=——0,’ 1-x*) +K
ZIJ_ 2'[ 21/2+1 23/2 3 3 ( )

Como la primitiva debe pasar por el punto (-1, 0) se debe cumplir que F(-1) = 0.

dx

1 3
F(X)Z—gx/(l‘x) +K jp(_l):_% (1_(_1)2)3+K:o:>0+K:0:K=0

F(-1)=0
La primitiva buscada es F(x) = —% (1-x? )3

b) Utilizamos la integral indefinida calculada en el apartado a).

R R i Ry IR g
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BLOQUE 3.A. Sea r la recta que pasa por los puntos A=(1,0,1) yB=(2, 1, 2) y s larecta
s X-2 y-2 z
1 -1 1
(@) (0.75 puntos) Indica la posicién relativa de r y s.
(b) (0.75 puntos) Calcula un plano paralelo a r y que contiene a s.

(c) (1 punto) Calcula la distancia entre las rectas r y s.

a) Hallamos el vector director de la recta que pasa por los puntos A= (1,0,1) yB = (2, 1, 2).
u =AB=(2 1 2)-(1 0,1)=(111)
X—-2 y-2

El vector director de la recta s = B % es v, =(1,-11)

Como los vectores directores no tienen coordenadas proporcionales las rectas no non coincidentes

ni paralelas.
Para decidir si se cortan o cruzan calculamos el producto mixto [\ZE?AJ y vemos si es nulo o

no. El punto Ps es un punto de la recta s y A es un punto de la recta r.

X-2 y-2 12
S YT p(2,20)]
= T TR0 L ek 101)-(2.2.0)= (-1-21)
A(1,0,1)
PA=(-1-21) 1 -1
v,=(1-11) (=[v U RA|=|1 1 1=141-241+142=420
u, =(L1,1) -

Como es distinto de cero las rectas se cruzan.
b) El plano paralelo a r y que contiene a s tiene como vectores directores el vector director de r y el

vector director de s y contiene el punto Ps de la recta s.
—-’

W

S

a=\73:(11_1’1) X-2 y-2 z
v=v,=(L11) {=z=| 1 -1 1=0=-X+2+y-2+2+2-y+2-X+2=0=
P(220)erx 111

— 2X+27+4=0=|z=x-2-2=0]

c) La distancia entre las rectas es igual que la distancia de la recta r al plano 1 obtenido en el
apartado b). Y a su vez, es igual que la distancia del punto A al plano .

r=X-2-2=0 |1_1_2| 2
d(r,s):d(r,ﬂ):d(A,ﬂ):{A(LO’l) }J12+(1)2+02 - 5" J2u
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BLOQUE 3.B. Dados los planos 7=x+y+z=3, 7’=x+y=3 yelpunto A= (2, 1, 6)

(@) (0.75 puntos) Calcula un vector director y un punto de la recta r interseccion de los planos n y «'.
(b) (1 punto) Calcula el punto P de = tal que el segmento AP es perpendicular al plano .
(c) (0.75 puntos) Calcula el punto A’ simétrico de A respecto del plano =.

a) Obtenemos las ecuaciones paramétricas de la recta r.

=3-y+y+z=3=2=0=r

(e X+y+2=3
C[x+y=3->x=3-y

g {3(3,0,0)

3-—
=1 =|r=4{_
0 v, (-11,0)

1l
N < X

b) Hallamos la recta s perpendicular al plano 1 que pasa por A. El punto de interseccion de esta
recta y el plano m es el punto P buscado.

El vector normal del plano es el director de la recta s.

T=Xx+y+z=3=n=(111)

- - X=2+A1
v,=n=(111)

=>s=1y=1+4
A(2,1,6)es 764

Hallamos el punto P de interseccion de la recta s y el plano

T=X+y+2=3

X=2+1
=>2+A+1+1+6+1=3=31=-6=
S = y:l+ﬂ
Z=6+41
Xx=2-2=0
= A=-2=1y=1-2=-1=|P(0,-14)
71=6-2=4

c) El punto A" simétrico de A respecto del plano es el resultado de sumarle al punto P el vector AP
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AP =(0,-1,4)—(2,1,6)=(-2,-2,-2)

A=P+AP=(0,-14)+(-2,-2,-2)=(-2,-3,2)

El punto A" simétrico de A respecto del plano tiene coordenadas A'=(-2,-3,2).
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BLOQUE 4.A. Se tienen tres sobres, A, By C. En el sobre A hay dos cartas de copas y tres de bastos.

En el sobre B tres cartas de copas y dos de bastos y en el sobre C cuatro de copas y una de bastos. Se

tira un dado y se saca una carta del sobre A si el resultado es impar, del sobre B si el resultado es 4 o

6 y del sobre C si el resultado es un 2.

(a) (1.25 puntos) Calcula la probabilidad de que se obtenga una carta de bastos.

(b) (1.25 puntos) Se extrae una carta y resulta ser copas. ¢cual es la probabilidad de que se haya
extraido del sobre B?

Llamamos A = “sacar impar con el dado”, B =“sacar 4 0 6”, C = “sacar 2”, D = “Sacar copas”,
D® = “sacar bastos”.

Las probabilidades son P(A) = 1/2, P(B) = 2/6 = 1/3, P(C) = 1/6, P(D/A) = 2/5, P(D/B) = 3/5,
P(D/C) = 4/5

Realizamos un diagrama de arbol.

Copas

Sobre A (impar) P(D/A) 2/5
Ao Bastos

P(D/A) =3/5

Sobre B (4 0 6) < P(D/B) =3/5

Tres sobres, unas

copas y unos

bastos P(B)=1/3

Bastos
P(DC/ B)=2/5

Copas
< P(D/C) = 4/5

Bastos

Sobre C (2)
P(C)=1/6

P(DC/ C)=1/5

a) Aplicamos el teorema de la probabilidad total.

P(D®)=P(A)P(D®/A)+P(B)P(D°/B)+P(C)P(D°/C)=

_|-L~ 047
15

gllw
+
Wl
[$200)\N)
+
gl

N |~
ol

b) Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de Bayes.

13
P(B/D)= P(PB(B)D) _ P(lEi);(([[:C/)B) =13i57 _ g=o.375
15
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BLOQUE 4.B. El peso en kilos de la poblacion de un cierto pais sigue una distribucién normal de

media 70 y desviacion tipica 10. Se selecciona un individuo al azar.

(@) (1.25 puntos) Calcule la probabilidad de que su peso se situe entre 65y 75 kilos.

(b) (1.25 puntos) Se realiza una campafia de comida sana y esto repercute en el peso de la poblacién,
manteniendo la desviacidn tipica pero ahora la probabilidad de que un individuo pese menos de 75
es 0.6. ;Cual es la nueva media?

(Algunos valores de la funcién de distribucion N(0, 1) son: F(x) = P(Z <x), F(0) = 0.5, F(0.15) =

0.6, F(0.5) = 0.6915, F(0.6) = 0.7257, F(1.8) = 0.9641.)

Sea X = El peso en kilos de la poblacion de un cierto pais. X = N(70, 10).

a) Nos piden P(65£ X< 75).

P(65< X <75)=P(X <75)—P(X <65)={Tipificamos} =

_ P(x 4 _ 75—70)_P(X —H 65—70} P(2<05)-P(Z<-05)=
o 10 o 10

Miramos en los datos
=P(Z<05)-P(2205)=P(Z2<05)-[1-P(Z<05)] :{ }:

F (0.5)=0.6915

=0.6915-[1-0.6915] =

b) Tenemos X = N(p, 10)
Y sabemos que P(X <75)=0.6 por lo que:

_ Miramos en los datos
P(X <75)={Tipificamos} = P(z 3751—0“}0.6:{ }:

F(0.15)=0.6

5—u
2l _015=75-u=15=75-15=u=[u=735
10 # p=pu=735|
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EBAU julio 2021
Universidad de Oviedo Prueba de evaluacion de Bachillerato
para el acceso a la Universidad (EBAU)
Curso 2020-2021

MATEMATICAS II

Después de leer atentamente el examen, responda razonadamente cuatro preguntas cualesquiera a
elegir entre las ocho que se proponen.

TIEMPO Y CALIFICACION: 90 minutos. Cada ejercicio se calificara sobre 2,5 puntos.

El estudiante debera indicar la agrupacion de preguntas que respondera. La seleccion de preguntas
deberé realizarse conforme a las instrucciones planteadas, no siendo valido seleccionar preguntas que
sumen mas de 10 puntos, ni agrupaciones de preguntas que no coincidan con las indicadas, lo que
puede conllevar la anulacion de alguna pregunta que se salga de las instrucciones.

ax +z=a
Bloque 1.A Dado el sistema de ecuaciones 2x —y — z=-1; aeR.,
X +az=a

a) Estudia y clasifica el sistema segun los valores de a. (1.5 puntos)
b) Resuélvelo para los casos en que el sistema sea compatible indeterminado. (1 punto)

1 2 2
Bloque 1.B Sea lamatriz A={ 2 1 2| . Calcula:

1 01
a) Si existe, su inversa. (1 punto)
b) La matriz X cuadrada de orden 3 que verifica:

(X + A)2 ~X?-X-A=1, (I3 matriz identidad de orden 3). (1.5 puntos)

Bloque 2.A Sea la funcion f (x) :1—%.
X

a) Haz un esbozo de su grafica determinando: dominio de definicién, asintotas, intervalos de

crecimiento y decrecimiento, maximos y minimos relativos y regiones de convexidad y concavidad.

(1.5 puntos)

b) Calcula el area de la region limitada por la recta tangente a la funcion en el punto de abscisa x =1
; larectay =1y el eje de ordenadas. (1 punto)

Bloque 2.B En una nave industrial se quiere instalar una pantalla de

cine (ver figura). La forma de la nave es la descrita por la grafica de y=f(x)

2 (Xay)
la funcién f(x)=12—%20. Calcula los valores positivos (x, y) |\
gue hacen maxima el area de la pantalla. (2.5 puntos) |
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Prueba de evaluacion de Bachillerato

: : . para el acceso a la Universidad (EBAU)
Universidad de Oviedo CUrso 20202021

Bloque 3.A. Sea el tetraedro de la figura formado por A(3, 0. 0), B(0, D
2,0), C(0, 0, 6) y D(a, 3, 1). Calcula:
a) El area del triangulo limitado por los puntos A, B y C. (0.5 puntos)
b) La ecuacion del plano 1 que pasa por los puntos A, By C. (0.75
puntos) C
c) El valor de a para que el vector AD sea perpendicular al plano A B
anterior. (0.75 puntos)
d) Para o =5, el punto D" simétrico de D respecto al plano . (0.5 puntos)

X+y+z=0
Bloque 3.B. Sean el punto P(1, 0, 1) y larecta r: 0 Calcula:

X+2=
a) Las ecuaciones paramétricas de la rectar. (0.75 puntos)
b) La distanciade r a P y el punto Q € r donde se alcanza dicha distancia. (1 punto)

c) La ecuacion del plano T que contiene a r y esta a la misma distancia de P que r. (0.75 puntos)

Bloque 4.A. Se tienen tres cajas. En la caja A hay 4 bolas negras y 6 bolas rojas. En la caja B, 6 dados
negros y 2 dados rojos y en la caja C, 2 dados negros y 4 dados rojos. El suceso consiste en sacar una
bola y un dado. En primer lugar se extrae al azar una bola de la caja A. Si es negra, se extrae al azar
un dado de la caja B pero, si la bola es roja se extrae al azar un dado de la caja C.

Calcula las probabilidades de los siguientes sucesos sin relacion entre ellos:

a) La probabilidad de que la bola y el dado sean rojos. (0.75 puntos)
b) La probabilidad de que la bola y el dado sean del mismo color. (0.75 puntos)
c) La probabilidad de que el dado sea rojo. (1 punto)

Bloque 4.B. Se tiene un suceso con variable aleatoria X que sigue una distribucion normal de media

u = 30 y desviacion tipica o = 10. Calcula:

a) La probabilidad de que X < 20. (1.25 puntos)

b) Se hace una revision de los datos y se observa que la probabilidad del 50% se alcanza en el valor
X < 35. y la probabilidad del 75% se alcanza en el valor X < 40. ;Cuales son las nuevas media y
desviacion tipica?

(Algunos valores de la funcion de distribucion de la distribucion normal de media 0 y desviacion
tipica 1: F(x)=P(Z <x); F(0) = 0.5; F(0.6745) = 0.75; F(0.8416) = 0.8; F(1) = 0.8413;
F(1.375) =0.9154; F(1.5) = 0.9332; F(2) =0.9772)
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SOLUCIONES

ax

+ Z=a

Bloque 1.A Dado el sistema de ecuaciones 2x —y — z=-1; aeR.

X
a) Estudia y clasifica el sistema segun los valores de a.

b) Resuélvelo para los casos en que el sistema sea compatible indeterminado.

+az=a

a o0
a) La matriz de coeficientes del sistemaes A=| 2 -1
1 0

a 0 1]a

Y la matriz ampliadaes A/B={2 -1 -1|-1

1 0 a|a

Hallamos el determinante de A y lo igualamos a cero.

a 0 1
|A|:2 -1 -1=-a*+1
1 0 a

(1.5 puntos)
(1 punto)

1

-1

a

A=0=-a’+1=0=a’=1=a=+1=+1

Analizamos tres situaciones diferentes.

CASO 1l a=-1ya=#1

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el rango de A/B y el

namero de incognitas.

El sistema es compatible determinado (una Unica solucién).

CASO 2. a=-1

En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
Transformamos la matriz ampliada en otra matriz triangular equivalente.

Fila2® + 2 - Fila 18
-1 0 1|1 2 -1 -1 -1
A/IB=|2 -1 -1|-1|=>9-2 0 2 =2
1 0 -1|-1 o -1 1 -3
Nueva Fila 22
Fila 32 + Fila 12
1 0 -1 -1 -1 0 1|1
-1 0 1 -1;=(A/By=[{0 -1 1|-3
0 0 0 -2 0 0 0|-2
Nueva Fila 32
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Observando la matriz vemos que el rango de A es 2 y el de A/B es 3. Como son distintos el
sistema es incompatible (sin solucidn).

CASO 3. a=1
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
Transformamos la matriz ampliada en otra matriz triangular equivalente.

Fila22 — 2 - Fila1?| |Fila 32 — Fila 12
1 0 1|1 2 -1 -1 1 1 0 1 1
A/B={2 -1 -1|-1|=<¢ -2 0 -2 =2 -1 0 -1 -1}>
1 0 1|1 0O -1 -3 -3 0O 0 0 O
Nueva Fila 22 Nueva Fila 32
1 0 1 1
:>(A/B)’= 0 -1 -3|-3
0O 0 01|0O
%,—/

A
Observando la matriz transformada vemos que el rango de A es 2 y el de A/B también es 2,
pero distintos del nimero de incognitas (3).
El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

Resumiendo: Si a=-1 ya=1 EIl sistema es compatible determinado (una unica solucién), si

a=-1 el sistema es incompatible (sin solucion) y si a=1 el sistema es compatible indeterminado
(infinitas soluciones).

b) Es compatible indeterminado para a=1.
Lo resolvemos a partir de la matriz triangular equivalente a A/B.

1 0 111 1 0 1|1
A/B=|2 -1 -1 —1::(A/Byz 0 -1 -3|-3
1 0 11 0O 0 0O
X + z=1
X+z=1
2X -y —z1=-1;= =
-y-3z=-3
X +z=1
Xx=1-1
X=1-12 X=1-12 .
= = =|y=3-31; siendo 1 e R
-y=-3+3z y=3-3z )
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1 2 2
Bloque 1.B Sea la matriz A=|2 1 2| . Calcula:
101
a) Si existe, su inversa. (1 punto)
b) La matriz X cuadrada de orden 3 que verifica:
(X +A) =X*~X-A=1, (I3 matriz identidad de orden 3). (1.5 puntos)

a) Calculamos su determinante.

1 2 2
|A|:2 1 2[=1+4-2—-4=-1+0. Existe la inversa de A.
1 0 1
1 21 10 2 0 +2 1
Adjl2 1 0 2 1 2 1] |2 2
o Adi(A) {221 | Rpdopy g2
A -1 21 213 22
2 1 11 1 2
- +
10 2 0 2 1

Al=—{0 -1 2|={0 1 -2
-1 2 -3) (1 -2 3

b) Despejamos X en la ecuacion matricial.

(X+AY =XZ=X-A=l,= (X +A)(X +A)= X -XA=1,=
= X7+ XA+AX + A2 - X7 XA =1, = AX + A= |, =

= AX =1,—- A= AAX = AL, - ATAA S

Sustituimos los valores de las matrices.

X=A"—A
-1 2 -=2) (1 2 2
X={0 1 -2|-[2 1 2
1 2 3)(101

2 0 -4

X=|-2 0 -4

0 -2 2
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Bloque 2.A Sea la funcién f (x) =1—i2.
X

a) Haz un esbozo de su gréfica determinando: dominio de definicion, asintotas, intervalos de
crecimiento y decrecimiento, maximos y minimos relativos y regiones de convexidad y concavidad.
(1.5 puntos)

b) Calcula el area de la regién limitada por la recta tangente a la funcion en el punto de abscisa x =1
; larectay =1y el eje de ordenadas. (1 punto)

a) El dominio de la funcién son todos los nimeros reales menos los que anulan el denominador.
Dominio f (x)=R—{0}

Asintota vertical. x=a
¢x = 0 es asintota?
lim f (x)= |im1—i=l—i:1—oo=—oo

x—0 x—0 )(2 02

La recta x = 0 es asintota vertical.

Asintota horizontal. y=b

b=lim f (x)=liml- = =1- 2 =1-0=1
o0

X—o0 X—0 X

Larecta y =1 es asintota horizontal.

Asintota oblicua. y=mx+n
No tiene, pues existe asintota horizontal.

Intervalos de crecimiento y decrecimiento.
Derivamos e igualamos a cero la derivada.

f (x):l—%:l—x‘2 = f(x)=0+2x7 =%

f '(x):O:%:O:Z:O iilmposible!!

La funcién no presenta puntos criticos.
Estudiamos el signo de la derivada antes y después de x = 0 (discontinuidad de la funcién).

2

e En (-,0) tomamos x = -1y la derivada vale f (-1)=——=-2<0. La funcién

decrece en (—,0).
e En (0,+oo) tomamos x = 1y la derivada vale f'(1)= 1% =2>0. La funcion crece en

(0,+oo).
La funcion decrece en (—,0) y crece en (0,+x).
La funcién no presenta maximos ni minimos relativos.

Intervalos de concavidad y convexidad.
Hallamos la segunda derivada e igualamos a cero.
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f '(x):—xiz—Zx3 = f7(x)=6x" :%

f "(x):O:%:O: 6=0 jjlmposible!!

La funcién no tiene puntos de inflexion.
Estudiamos el signo de la derivada segunda antes y después de x = 0 (discontinuidad de la
funcion).

6

e En (-,0) tomamos x = -1y la derivada segunda vale f “(-1)=——=6>0. La

funcién es concava (N) en (—,0).

e En (0,+%) tomamos x = 1y la derivada vale f “(1)= 124 =6>0. La funcién es concava
(n) en (0,+oo).
La funcién es concava en todo su dominio.

Afadimos una tabla de valores y esbozamos su grafica.

X |y :1—i2 *
X Asintota vertical
-2 0.75 "
-1 0
05| -3 )
05 _3 Asintota h'.ﬂvrsv':'ns'mw‘1 i
— —
1 0
0.75 1
fx)=1-+

b) Calculamos la ecuacion de la recta tangente a la funcion en el punto de abscisa x=1.

f(1)=1-= =0
1 =>y-0=2(x-1)=|y=2x-2

130 de 261 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EBAU julio 2021 Matemadticas Il en Asturias

Juan Antonio Martinez Garcia

Z
<

\ 4

R

=
I

]

1]

La region es un tridngulo de altura 3 y nos falta determinar la base como el punto de corte de las

rectas y=1, y=2x-2.

y=2x-2
y=1
3:15

El area de la region pintada de rosa es

}:>1=2x—2:>2x=3:>

2.25u?

Xx=—=15

N | w
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Bloque 2.B En una nave industrial se quiere instalar una pantalla de

cine (ver figura). La forma de la nave es la descrita por la gréfica de y=fx) o)
2 Xy

la funcion f (x) :12_% > 0. Calcula los valores positivos (X, y)

que hacen maxima el area de la pantalla. (2.5 puntos)

2
Si la funciénes f (x) :12_% >0 veamos cual es el dominio de definicion.

36—x°

>0=36-x*>0=(6-x)(6+X)>0=xe(-6,6)

y=f(x)

—

2x
El 4rea de la pantalla es base por altura > A(X,y)=2xy

2
Como los puntos (x, y) son los de la grafica de f (x) :12—% entonces tenemos que el area

depende solo del valor de x.

A(X,y)=2xy , 5
¥ :>A(x)=2x(12—X—J=24x—2i
y:lz_g 3 3

Derivamos e igualamos a cero en busca de sus puntos criticos.

3 2
A(x)=24x—%:> A’(x)=24—3%:24—2x2

A(X)=0=24-2x*=0=x* =12 = |x=+/12

Tomamos el valor positivo x = +12 =3.46, que es un punto critico de la funcién y esta en el
intervalo (—6,6).

Calculamos la segunda derivada y sustituimos x = +J12 para comprobar si es maximo.
A'(x)=24-2x" = A"(x) =—4x= A"(V12) =412 <0

La funcion A(x) presenta un maximo relativo en x = +12

2
También es absoluto en el intervalo (—6,6) pues f (6) :12—% =0.

2
Como f(\/ﬁ)=12—@=12—4=8 el punto buscado es (J1_28)
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Bloque 3.A. Sea el tetraedro de la figura formado por A(3, 0. 0), D

B(0, 2, 0), C(0, 0, 6) y D(a, 3, 1). Calcula:

a) El rea del triangulo limitado por los puntos A, B y C. (0.5 puntos)

b) La ecuacion del plano m que pasa por los puntos A, By C. (0.75

puntos) C
c) El valor de a para que el vector AD sea perpendicular al plano 1 A

anterior. (0.75 puntos) B

d) Para o =5, el punto D" simétrico de D respecto al plano . (0.5

puntos)

a) El area del triangulo es la mitad del médulo del producto vectorial de los vectores AB y AC .

AB =(0,2,0)-(3,0,0)=(-3,2,0)
AC =(0,0,6)—(3,0,0)=(-3,0,6)

[ T
}:Exfc’=3 2 0|=(12,18,6)
-3 0 6

Area ABC = 314 =11.225u?

RBxAC| iFeiEeE
2

2

b) El plano pedido tiene como vectores directores los vectores AB y AC y pasa por el punto A.

GZE:(_P”Z’O) Xx-3 'y z
v=AC=(-3,0,6);=>7=|-3 2 0=0=12x-36+62+18y=0=
A(3,0,0)e71' -3 0 6

= |r=2x+3y+2-6=0

c) Para que sea AD perpendicular al plano deben ser el vector normal del planoy AD vectores con
coordenadas proporcionales.

AD =(2,31)—(3,0,0)=(a-3,31)
7=2x+3y+2-6=0-n=(231) :“T‘Sz

=22 1= a-3-2=[a=F

wlw
(I

ny AD con coordenadas proporcionales

d) Hallamos la ecuacion de la recta t perpendicular al plano 7 =2x+3y+z—6=0 que pasa por el
punto D(5, 3, 1).

D(5,3.1) et X=5+2a
- - =>t=y=3+3cx
v, =n=(2,31) 1ig

Hallamos el punto de corte M de la recta t y el plano .
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X=5+2«
t=1y=3+3
=
=1+«

7=2X+3y+2-6=0

=10+40+9+9%a+1+a-6=0=

=14a0+14=0=14a=-14=
X=5-2=3

=>a=-1=:y=3-3=0=M(3,0,0)
z=1-1=0

|
L4
|
|
|
, L
= 2(5+2a)+3(3+3a)+1+a-6=0= l T
|
|
|
|
|
o

El punto simétrico D"(a,b,c) es un punto tal que el vector D'M = MD.

iTA ~(3,0,0)-(a,b,c)=(3-4a, —b,—c)} e (3a-bc)=(231) =
MD =(5,3,1)-(3,0,0)=(2,3,1)

3—a=2—a=1
= {-b=3—-b=-3 =|D'(1,-3,-1) Simétrico de D respecto del plano 7
—-Cc=1->c=-1

OTRA FORMA MAS FACIL Y MAS RAPIDA

Como el vector AD para a = 5 es perpendicular al plano Tt el punto M del dibujo superior es el
punto A (de hecho nos ha salido ese punto), por lo que el punto D" es el resultado de la suma del

punto A y el vector DA.

DA=(3,0,0)~(5,31)=(-2,-3,-1)= D'= A+ DA=(3,0,0)+(-2,-3,-1)=|D'=(1,-3,-1)
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X+y+z=0
Bloque 3.B. Sean el punto P(1, 0, 1) y larecta r: 0 Calcula:

X+2Z=
a) Las ecuaciones paramétricas de la recta r. (0.75 puntos)
b) La distanciade r a P y el punto Q e r donde se alcanza dicha distancia. (1 punto)

c) La ecuacion del plano T que contiene a r y esta a la misma distancia de P que r. (0.75 puntos)

a) Hallamos las ecuaciones paramétricas de la recta r.

X
r: Ty = e y:> Y = y =r:q3y=0
X+z2=0 X+z=0 X+z2=0 X=-2

b) Hallamos el plano T perpendicular a la recta r que pasa por el punto P.
Determinamos el punto Q de corte de recta y plano.
La distancia entre P y r es el mddulo del vector que une los puntos Py Q.

d(P, r}

Hallamos el plano m perpendicular a la recta r que pasa por el punto P. Este plano tiene como
vector normal el director de la recta.

=J=(—1,0,1)} 7=-x+2+D=0

=4 = —-1+1+D=0=>D=0=|z=-x+2=0
P(L0l)ex P(L0l)ex

Determinamos el punto Q de corte de recta y plano.

7=-X+2=0

Xx=0
X=-4
IV 2> 1+1=0=221=0=21=0=y=0=> Q(0,0,0)
Sk z=0
=1

La distancia entre P y r es el mddulo del vector que une los puntos Py Q.

QP =(1,0,1)-(0,0,0)=(1,0,1) = d (P,r)=d(P,Q) =|QP| =1 + 0 +1* = |12 u
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c) Tenemos que hallar la ecuacion del plano 1 que contiene a la recta r y que es perpendicular al

vector QP .
P

n

Q r

Este plano tiene como vector normal el vector QP y pasa por el punto Q.

n=QP=(101) _ #=x+2+D=0
Q(0,0,0)erx Q(0,0,0)ex

}:»0+0+D:0:>D=o:>
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Bloque 4.A. Se tienen tres cajas. En la caja A hay 4 bolas negras y 6 bolas rojas. En la caja B, 6 dados
negros y 2 dados rojos y en la caja C, 2 dados negros y 4 dados rojos. El suceso consiste en sacar una
bola y un dado. En primer lugar se extrae al azar una bola de la caja A. Si es negra, se extrae al azar
un dado de la caja B pero, si la bola es roja se extrae al azar un dado de la caja C.

Calcula las probabilidades de los siguientes sucesos sin relacion entre ellos:

a) La probabilidad de que la bola y el dado sean rojos. (0.75 puntos)
b) La probabilidad de que la bola y el dado sean del mismo color. (0.75 puntos)
c) La probabilidad de que el dado sea rojo. (1 punto)

Hacemos un diagrama de arbol para establecer las distintas opciones que pueden ocurrir y sus
probabilidades.

Dado negro de caja B
(6 negros y 2 rojos)
6/8

Bola negra
4/10

Dado rojo de caja B

(6 negros y 2 rojos)
2/8

Bola y luego un dado

Dado negro de caja C

(2 negros y 4 rojos)
2/6

Bola roja
6/10

Dado rojo de caja C

(2 negros y 4 rojos)
4/6

Llamamos BN a “Sacar bola negra” BR a “Sacar bola roja” y DN a “Sacar dado negro” y DR a
“Sacar dado rojo”.

a)
P(BRNDR)=P(BR)P(DR/BR)=

6.
10

ol &

=204
5

b) Para que sean del mismo color debe ser bola y dado rojo o bola y dado negro.
P((BRNDR)U(BN NDN))=P(BRNDR)+P (BN NDN)=

=04+P(BN)P(DN/BN)=04+ 5% =0.4+03=[07

¢) Que salga el dado rojo puede ocurrir de dos formas: bola roja y dado rojo o bola negra y dado
rojo.
P (Dado rojo) = P(BRNDR)+P (BN nDR)=0.4+P(BN)P(DR/BN)=

=0.4+%-§=0.4+o.1=
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Bloque 4.B. Se tiene un suceso con variable aleatoria X que sigue una distribucion normal de media

u = 30 y desviacion tipica o = 10. Calcula:

a) La probabilidad de que X < 20. (1.25 puntos)

b) Se hace una revision de los datos y se observa que la probabilidad del 50% se alcanza en el valor
X < 35. y la probabilidad del 75% se alcanza en el valor X < 40. ;Cuéles son las nuevas media y
desviacion tipica?

a) Sea X = N(30, 10).

P(X < 20) = {Tipificamos} = P(X —H < 201—030)= P(Z<-1)=..
o

..=P(Z>1)=1-P(Z <1)=1-F(1) =1-0.8413=[0.1587]

b) Tenemos X = N(y, o)
Y sabemos que P(X <35)=0.5 yque P(X <40)=0.75, por lo que:

_ Miramos en los datos _
S%—NJ:O.S:{ }: 35-p 0

o F(0)=05 o

P(X 335)=P(z

_ Miramos en los datos _
40-4) 075 L8044 6745
o F (0.6745) =0.75 o

P(X <40)= P(Z <

Juntamos las dos ecuaciones y resolvemos el sistema.

35-u
=0
35-u=0 =35
o = ”_06745 }: }:40—35:0.67450:
_1u206745 —H=U. o 40—ﬂ2067450'
o
=|o= > =7.413
0.6745

La nueva media es x =35 y la desviacion tipica es 6 = 7.413.

(Algunos valores de la funcién de distribucién de la distribucién normal de media 0 y desviacion
tipica 1: F(x)=P(Z<x); F(0) = 0.5; F(0.6745) = 0.75; F(0.8416) = 0.8; F(1) = 0.8413;
F(1.375) =0.9154; F(1.5) = 0.9332; F(2) = 0.9772)
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EBAU junio 2021
Universidad de Oviedo Prueba de evaluacion de Bachillerato
para el acceso a la Universidad (EBAU)
Curso 2020-2021

MATEMATICAS Il

Después de leer atentamente el examen, responda razonadamente cuatro preguntas cualesquiera a
elegir entre las ocho que se proponen.

TIEMPO Y CALIFICACION: 90 minutos. Cada ejercicio se calificara sobre 2,5 puntos.

El estudiante debera indicar la agrupacion de preguntas que respondera. La seleccion de preguntas
deberé realizarse conforme a las instrucciones planteadas, no siendo valido seleccionar preguntas que
sumen mas de 10 puntos, ni agrupaciones de preguntas que no coincidan con las indicadas, lo que
puede conllevar la anulacion de alguna pregunta que se salga de las instrucciones.

Bloque 1.A. Un operador turistico vende a las agencias locales viajes concertados al Caribe, Islas
Maldivas y Tailandia. A una primera agencia A le vende 10 viajes al Caribe, 10 a las Maldivas y 10
a Tailandia, cobrando por todo ello 12.000 euros. A una segunda agencia B le vende 10 viajes al
Caribe y 20 a Tailandia, cobrando por todo ello 13.000 euros. Y a una tercera agencia C le vende 10
viajes al Caribe y 10 a las Maldivas, cobrando por todo ello 7.000 euros. Se pide:

a) Plantea un sistema de ecuaciones que permita calcular el precio del viaje a cada uno de los destinos.
Y calcula, si es posible, dicho precio. (1.5 puntos)

b) Si le obligasen a rebajar un 20% el precio del viaje al Caribe dejando los otros iguales, ¢cuanto
dinero perderia? (0.5 puntos)

c) ¢Cuél seria el precio del viaje a las Islas Maldivas necesario para compensar la bajada del 20% del
viaje al Caribe y asi recaudar el mismo dinero? (se mantiene el precio del viaje a Tailandia).
(0.5 puntos)

a 0 -1 X
Bloque 1.B. Sealamatriz A= -1 0 0|, aeR y X=|y

0 1 a z
a) Escribe el sistema de ecuaciones AX = X en la forma BX = 0. (0.5 puntos)
b) Estudia para qué valores de a el sistema tiene infinitas soluciones. (1 punto)
c) Para a = 0 calcula, si existe, la inversa de A. (1 punto)

Bloque 2.A. Sean las parabolas y, =x*-2x+3 e y, =ax*+b.
a) Calcula los valores de a y b para que en el punto de abscisa x = 2 las dos parabolas tengan la
misma recta tangente. Calcula dicha recta tangente. (1 punto)

b) Paraa =1, b = 1 esboza el recinto limitado por las parabolas entre el eje Y y el punto de corte
entre ellas. Calcula el area del mismo. (1.5 puntos)

Bloque 2.B. Sean tres nimeros reales positivos cuya suma es 90 y uno de ellos es la media de los
otros dos. Determina los nimeros de forma que el producto entre ellos sea maximo. (2.5 puntos)
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Prueba de evaluacion de Bachillerato

: : . para el acceso a la Universidad (EBAU)
Universidad de Oviedo CUrso 20202021

_ X+2y=-1
Bloque 3.A. Dadas las rectas r: x+1 = y-1 =z y s y
3 -2 z=1
a) Comprueba que las rectas se cruzan. (0.75 puntos)
b) Obtenga el plano T que contiene a s y es paralelo a la recta r. Halla la distancia entre el punto
P=(-110)de larectaryelplano m (1.25 puntos)
c) Calcula la distancia entre las rectas. (0.5 puntos)
x=1
Bloque 3.B. Dados los puntos A(1, 1, 0) y B(0, 0, 2) y larecta r:< y =1+ 4 Halla:
z=1+1

a) Un punto C er de forma que el triangulo ABC sea rectangulo con el angulo recto en B.
(1.25 puntos)
b) El plano 1 que pasa por Ay B yes paralelo ar. (1.25 puntos)

Bloque 4.A. En un edificio hay dos ascensores. Cada vecino, cuando utiliza el ascensor, lo hace en
el primero el 60% de las veces y en el segundo el 40 %. EI porcentaje de fallos del primer ascensor
es del 3% y del segundo es del 8 %.

a) Un vecino usa un ascensor. ¢Cual es la probabilidad de que el ascensor falle?  (1.25 puntos)
b) Otro dia, un vecino coge un ascensor y le falla. ;Cual es la probabilidad de que haya sido el
segundo? (1.25 puntos)

Bloque 4.B. Se tiene un suceso con variable aleatoria X que sigue una distribucion normal de media
u =10 y desviacion tipica o = 2: Calcula:

a) La probabilidad de que X €[6,10]. (1.5 puntos)

b) Se hace una revision de los datos y se observa que la media coincide pero la probabilidad del
80% se alcanza en el valor X <12: ;Cudl es la nueva desviacion tipica? (1 punto)

(Algunos valores de la funcion de distribucion de la distribucion normal de media 0 y desviacion
tipica 1: F(x)=P(Z <x); F(0) = 0.5; F(0.8416) = 0.8; F(1) = 0.8413; F(1.25) = 0.8944;
F(1.375) =0.9154; F(1.5) = 0.9332; F(2) = 0.9772)
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SOLUCIONES

Bloque 1.A. Un operador turistico vende a las agencias locales viajes concertados al Caribe, Islas
Maldivas y Tailandia. A una primera agencia A le vende 10 viajes al Caribe, 10 a las Maldivas y 10
a Tailandia, cobrando por todo ello 12.000 euros. A una segunda agencia B le vende 10 viajes al
Caribe y 20 a Tailandia, cobrando por todo ello 13.000 euros. Y a una tercera agencia C le vende 10
viajes al Caribe y 10 a las Maldivas, cobrando por todo ello 7.000 euros. Se pide:

a) Plantea un sistema de ecuaciones que permita calcular el precio del viaje a cada uno de los destinos.
Y calcula, si es posible, dicho precio. (1.5 puntos)

b) Si le obligasen a rebajar un 20% el precio del viaje al Caribe dejando los otros iguales, ¢cuanto
dinero perderia? (0.5 puntos)

c) ¢Cual seria el precio del viaje a las Islas Maldivas necesario para compensar la bajada del 20% del
viaje al Caribe y asi recaudar el mismo dinero? (se mantiene el precio del viaje a Tailandia).
(0.5 puntos)

a) Considerando, en euros, “x” el precio de un viaje al Caribe, “y” el precio de un viaje a las
Maldivas y “z” el precio de un viaje a Tailandia, tenemos que:

“A una primera agencia A le vende 10 viajes al Caribe, 10 a las Maldivas y 10 a Tailandia,
cobrando por todo ello 12.000 euros” = 10x+10y +10z =12000

“A una segunda agencia B le vende 10 viajes al Caribe y 20 a Tailandia, cobrando por todo
ello 13.000 euros” = 10x+ 20y =13000

“A una tercera agencia C le vende 10 viajes al Caribe y 10 a las Maldivas, cobrando por
todo ello 7.000 euros” = 10x+10y = 7000

Reunimos las ecuaciones en un sistema:

10x+10y +10z =12000 X+Yy+2=1200
10x+20z=13000; = x+2z=1300
10x+10y = 7000 X+y=700
Resolvemos el sistema.

X+y+2=1200 X+Yy+2z=1200
700 =1200 —
X+2z2=1300 = x+2z=1300;= yry+z }: }:

700—-y+2z=1300 - =
X+y =700 X=700-y T y+22=0600

— —y+1000 = 600 = |y = 400| = [x = 700 — 400 = 300|

La solucion es 300 € cada viaje al Caribe, 400 el viaje a Maldivas y 500 el viaje a Tailandia

b) Los viajes al Caribe cuestan 300 €. Si le descontamos el 20 % que es 0.2 - 300 = 60 € por viaje.
Esa es la pérdida por viaje al Caribe, como se venden un total (en las 3 agencias) de 30 viajes la
pérdida seria de 30 - 60 = 1800 €.

c) Como se venden 20 viajes a las Maldivas y se deben compensar los 1800 €, tenemos que a cada

viaje hay que sumarle % =90 €, esto significa que pasaria a costar 490 €.
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a 0 -1 X
Bloque 1.B. Sealamatriz A= -1 0 0|, aeR y X=|y

0 1 a z
a) Escribe el sistema de ecuaciones AX = X en la forma BX = 0. (0.5 puntos)
b) Estudia para qué valores de a el sistema tiene infinitas soluciones. (1 punto)
c) Para a = 0 calcula, si existe, la inversa de A. (1 punto)

a) Si AX=X=>AX-X = 0:>A )X 0

100 a-1 0 -1
La matriz Bseria B=A-1=|-1 0 O 010 -1 -1 0
0 1 a {O 01 0 1 a-1
(a—-1)x -z=0
El sistema quedaria -X -y =0
y+(a-1)z=0
a-1 0 -1
b) La matriz de coeficienteses B=| -1 -1 0
0 1 a-1

Calculamos su determinante y lo igualamos a cero.

a-1 0 -1
B]=|-1 -1 0 |=—(a-1)"+1
0 1 a-1

a-1=1-[a=2]

B|=0=—(a-1)"+1=0=(a-1)" =1=a-1=+1=10

a-1=-1-[a=0|

Cuando a # 2 0 a # 0 el determinante de A es no nulo y el rango de la matriz de coeficientes es
3, al igual que la matriz ampliada y el nUmero de incognitas.

El sistema es compatible determinado y tiene una Gnica solucién.

Vemos que ocurre cuando a =2 o cuando a = 0.

Sia = 2 el sistema queda:

X -z=0 X -z=0

x—2=0
-X -y =0;=-x -y =0;= }:>x—z:0:>

-X+2=0
y+z=0 y=-2

El sistema tiene infinitas soluciones.

Sia =0 el sistema queda
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—X -z=0 —X -z=0

-X - =0;p=-x -y =0 :>_X_Z:0 =>X=-Z
y -X—-2z=0
y—-z=0 y=12

El sistema tiene infinitas soluciones.

Resumiendo: El sistema tiene infinitas soluciones cuando a=20a=0.

0 0 -1
c) Paraa =0 lamatriz Aqueda A=| -1 0 0 |, calculamos su determinante, comprobamos que
0 1 0

no es nulo y de ser asi calculamos su inversa.

0 0 -
|A=|-1 0 0|=120
0 1 0
0 -1 0 01 0 1 0 O
+ - +
Adif 0 0 1 00 |-10 |10
L Asi(AT) (-1 0 o) 19 Jo o [0 -1
A 1 | joo 10 |1 o0
1.0 [0 0 0 -1
+ - +
0 1 1[0 1 0 0
0 -1 0
A= 0 0
-1 0
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Bloque 2.A. Sean las parabolas y, =x*—2x+3 e y, =ax*+b.
a) Calcula los valores de a y b para que en el punto de abscisa x = 2 las dos parabolas tengan la

misma recta tangente. Calcula dicha recta tangente.

(1 punto)

b) Paraa =1, b = 1 eshoza el recinto limitado por las parabolas entre el eje Y y el punto de corte

entre ellas. Calcula el &rea del mismo.

(1.5 puntos)

a) Al ser sus tangentes en x = 2 iguales deben tomar el mismo valor la funcién y su derivada en

X=2.

y,(2)=2"-4+3=3
y,(2)=a2’ +b=4a+b}=[3=4a+b]

%(2)=y,(2)

y,=2x-2=y,(2)=2(2)-2=2
y, =2ax— VY, (2)=2a(2)=4a ;=4a=2=|a=

MM

N[~

¥ (2)=y,(2)

. 1 . -
Sustituyendo el valor de a = > en la primera ecuacién tenemos:

3=4a+b

a==
2

Los valores buscados son a = % y b=1.

1 :>3:g+b:>

La recta tangente en x = 2 tiene ecuacion y—y, (2)=y,(2)(x—-2).

= y-3=2(x-2)=y-3=2x-4=[y=2x-1]

b) Paraa =1, b =1 las funciones son y, = x* —2x+3 e y, = x* +1.

Buscamos los puntos de corte de estas dos parabolas.

y1:y2:>X2—2X+3:X2 +1= - 2x=-2=x=1

Entonces el recinto del cual nos piden calcular su area comienza en x = 0 y acaba en x = 1.
Hacemos una pequefia tabla y dibujamos las parabolas.

X |y, =x*-2x+3
-1 6

3
1 2

3

X

-1

Yz

241

g N PN x
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\ .1'3=x2+1

El recinto del cual debemos calcular su area es lo coloreado de rosa.
El valor del area del recinto coloreado de rosa es aproximadamente 1 unidad cuadrada.

Precisamos su valor calculando la integral definidaentre x=0yx=1de y,—V,.

Area=_1[x2 —2x+3—(x2 +1)dx=Jl.—2x+2dx=[—x2 +2x]2 =[—12 +2]—[—02 +0]: 1u?
0

0
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Bloque 2.B. Sean tres nimeros reales positivos cuya suma es 90 y uno de ellos es la media de los
otros dos. Determina los nimeros de forma que el producto entre ellos sea maximo. (2.5 puntos)

Llamamos X, Y, Z a esos tres nimeros.

“La suma de los tres nimeros es 90” 2> x+y+2z =90

. X+2
“Uno de ellos es la media de los otros dos” - — = y

Nos piden maximizar f(x,y, z) =XyZ.

De las ecuaciones iniciales podemos expresar los nimeros en funcion de una sola variable.

X+Yy+z=90 X=00—y—z
= =90-y-2+z2=2y=90=3y=|y=30|=
%= X+2=2y } Y y y

= Xx=90-30-z=[z=60—x]

Sustituimos en la funcién que deseamos maximizar:

f(xy,z)=xyz
y =30 = f(X,y,2)=x-30-(60—x)=1800x —30x* = f (x)
z=60-Xx

Nuestro objetivo es hallar el maximo de la funcion f (x) =1800x —30x°.
Derivamos e igualamos a cero.

f “(x) = 1800 — 60X

1800 _
f(x)=0 a a

—=30
60

}:>1800—6OX=0:> X

Como la derivada segunda es f “(x) =—60 entonces f “(30) =-60<0, por lo que en x = 30 hay
un méaximo de la funcion.
Determinamos los otros nimeros: z =60—-30=230, y = 30, x = 30.

El producto se maximiza cuando los tres nimeros son iguales a 30.
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_ X+2y=-1
Bloque 3.A. Dadas las rectas r: x+1 = y-1 =z y s y
3 -2 z=1
a) Comprueba que las rectas se cruzan. (0.75 puntos)
b) Obtenga el plano T que contiene a s y es paralelo a la recta r. Halla la distancia entre el punto
P=(-110)de larectaryelplano m (1.25 puntos)
c) Calcula la distancia entre las rectas. (0.5 puntos)

a) Obtenemos un vector director y un punto de cada recta.

x+1 y- P.=(-110
r——=="—"=7=r:q_.
3 - u =(3,-21
X=-1-24
{x+2y =-1 {x =—-1-2y Q. =(-10,1)
S: =3 =siy=41 =Sy
z=1 z=1 v :(_2,1,0)
z=1 s

Vemos que las rectas no son paralelas ni coincidentes porque sus vectores directores no tienen
coordenadas proporcionales.
v, = (2,1,0)} 2 1
= —F—

u =(3-21)] 3 -2

Para ver si se cortan o cruzan calculamos el valor del producto mixto de los vectores u, , v, y

PQ,.

0
i_
1

PQ, =(-10,1)~(-11,0)=(0,-11)

0 -1 1
[PQ.U.Y, |=|8 -2 1/=0+2+3-4-0-0=10
2 1 0

Al ser distinto de cero las rectas se cruzan.

b) Si el plano 7 contiene a s entonces uno de los vectores directores del plano es \75 = (—2,1, O)y pasa
por el punto Q :(—1, 0,1). Ademas, es paralelo a la recta r, por lo que otro de los vectores

directores del plano es u, =(3,-2,1).

u= ;=(-210) X+1 y z-
v=u =(3-21) t=>7z=[-2 1 0 |=0=>x+1+4z2-4-32+3+2y=0=
Q =(-101)ex 3 2 1

:>|7zzx+2y+z:0|

Calculamos la distancia del punto P = (—1,1, O) al plano .
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=Xx+2y+2=0 -1+2+0
TEAey _22ed 108y

P=(-11,0) }Dd(P’ﬁ)_m_ V6

c) Ladistancia entre las rectas es la de un punto cualquiera de r al plano paralelo 1 que contiene a s.
El punto P es el que hemos llamado P; y pertenece a r. El plano m es el calculado en el apartado
anterior. Entonces tenemos que:

d(r.s)=d(P,7)=d(P.7)=—=u

J6

A

r

d(r,s)

\3\ p
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x=1
Bloque 3.B. Dados los puntos A(1, 1, 0) y B(0, 0, 2) y larecta r:< y =1+ 4 Halla:
z=1+1
a) Un punto C er de forma que el tridngulo ABC sea rectangulo con el angulo recto en B.
(1.25 puntos)

b) El plano 1 que pasa por Ay B yes paralelo ar. (1.25 puntos)

a) Para que sea rectangulo en el punto B deben ser perpendiculares los vectores BA y BC.
A

ol
B
x=1
Cer:iy=1+1=C=(11+ 1,1+ 1)
z=1+41

BA=(110)-(0,0,2)=(11-2)
BC =(L1+4,1+2)—(0,0,2) = (L1+ 4,-1+ A) } = (L1,-2)(1,1+ 2,~1+ 1) =0 =
BA-BC =0

=1+1+A+2-2A=0=>-1=-4=>1=4=|C=(155)

b) Si el plano contiene a los puntos Ay B entonces uno de sus vectores directores es BA . Ademas,
es paralelo a r, por lo que otro vector director del plano es el vector director de la recta.

x=1
riy=1+i=v, =(0,11)
z=1+1
u=v, =(0,L1) X y z-2
= Qzﬁz(l,l,—Z):MrzO 1 1 |=0=>-2X+y-z+2-x=0=
B(0,0,2)ex 11 -2

=|r=-3x+y-2z+2=0
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Bloque 4.A. En un edificio hay dos ascensores. Cada vecino, cuando utiliza el ascensor, lo hace en
el primero el 60% de las veces y en el segundo el 40 %. EIl porcentaje de fallos del primer ascensor
es del 3% y del segundo es del 8 %.

a) Un vecino usa un ascensor. ;Cual es la probabilidad de que el ascensor falle?  (1.25 puntos)

b) Otro dia, un vecino coge un ascensor Y le falla. ;Cual es la probabilidad de que haya sido el
segundo? (1.25 puntos)

a) Llamamos Al = Usar el ascensor 1, A2 = Usar el ascensor 2.
Asimismo, llamamos F = Fallo del ascensor.
Con esta terminologia tenemos que P(A1) = 0.6, P(A2) = 0.4. P(F/Al) = 0.03, P(F/A2) = 0.08.

Realizamos un diagrama de arbol.

<
F/A2

N —

a) Usamos el teorema de la probabilidad total y tenemos que:

Dos ascensores

y sus fallos

P(F)=P(AL)P(F/AL)+P(A2)P(F/A2)=0.6-0.03+0.4-0.08 =[0.05]

b) Es una probabilidad a posteriori. Utilizamos el teorema de Bayes.

P(A2nF) P(A2)P(F/A2) 04-0.08 16 _ s
PF)  P(F) 005 |25

P(A2/F)=
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Bloque 4.B. Se tiene un suceso con variable aleatoria X que sigue una distribucion normal de media
u = 10 y desviacién tipica o = 2: Calcula:

a) La probabilidad de que X €[6,10]. (1.5 puntos)

b) Se hace una revision de los datos y se observa que la media coincide, pero la probabilidad del
80% se alcanza en el valor X <12: ;Cudl es la nueva desviacion tipica? (1 punto)

a) Sea X = N(10, 2). Nos piden P(6< X <10).

P(6< X <10)=P(X <10)-P(X <6)={Tipificamos} =

=P(X—,uslo—le_P(X_:“Sﬂj:P(z <0)-P(Z<-2)=
o 2 o 2

Miramos en los datos
=P(2<0)-P(222)=P(Z2<0)-[1-P(Z2<2)]|=1F(0)=05
F(2)=0.9772

=0.5-[1-0.9772] =|0.4772

b) Tenemos X = N(10, o)
Y sabemos que P(X <12)=0.8 por lo que:

_ Miramos en los datos
P(X§12)=P Zslz 10 =P Zsz =08=> =
o o F (0.8416) =0.8

2

= =2.3764
0.8416

2 =0.8416=|c
o

(Algunos valores de la funcion de distribucion de la distribucion normal de media 0 y desviacion
tipica 1: F(x)=P(Z <x); F(0) = 0.5; F(0.8416) = 0.8; F(1) = 0.8413; F(1.25) = 0.8944; F(1.375)
=0.9154; F(1.5) = 0.9332; F(2) =0.9772)
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EBAU septiembre 2020
o ) Prueba de evaluacion de Bachillerato para el
Universidad de Oviedo acceso a la Universidad (EBAU)
Universida d'Uviéu
University of Oviedo Curso 2019-2020

MATEMATICAS Il

Después de leer atentamente el examen, responda razonadamente cuatro preguntas cualesquiera a
elegir entre las ocho que se proponen.

TIEMPO Y CALIFICACION: 90 minutos. Cada ejercicio se calificara sobre 2,5 puntos.

El estudiante debera indicar la agrupacion de preguntas que respondera. La seleccién de preguntas
deberé realizarse conforme a las instrucciones planteadas, no siendo valido seleccionar preguntas que
sumen mas de 10 puntos, ni agrupaciones de preguntas que no coincidan con las indicadas, lo que
puede conllevar la anulacion de alguna pregunta que se salga de las instrucciones.

X+y=a
Bloque 1.A Dado el sistema 1(2—-a)x+2y=1 aeR

ax=a
a) Estudia la compatibilidad segun los valores de a. (1.5 puntos)
b) Resuélvelo cuando sea posible. (1 punto)

X+1 x+1 x-2
Bloque 1.B Dada la matriz A=| X X 2-x| xeR
X x-1 X

a) Calcula su determinante aplicando sus propiedades y estudia cuando es invertible la matriz.
(1.5 puntos)

b) Para x =1, calcula su inversa (1 punto)

3
Bloque 2.A. Dada la funcion f(x)= 2X 2+1.

X
a) Estudia y calcula su dominio de definicion y sus asintotas. (1.25 puntos)
b) Halla, si existen: maximos y minimos relativos y calcula sus intervalos de crecimiento y

decrecimiento. (0.75 puntos)

¢) Haz un esbozo de su gréfica. (0.5 puntos)

Bloque 2.B. Calcula:
a) lim 2sen(x)—xe
x>0 X* —2c0S(X)+2

(1.25 puntos)

b) Una primitiva de la funciéon f(x) =xcos(x)—e™ cuya grafica pase por el punto (0, 3).
(1.25 puntos)
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Bloque 3.A. Sean A(2, 1, 0), B(5, 5, 0) y C(2, 1, 5) tres vértices de la cara S de un cubo (cuadrados
iguales) y E(=2, 4, 0) un vértice de la cara opuesta. Se pide:
a) El cuarto vértice D de la cara S. (1 punto)

wT——+ E
b) La ecuacion del plano 7 que contiene la cara opuesta de S. (1 punto)
c) ¢Cual es el vértice de la cara S adyacente a E? (0.5 puntos)

TX+y—-2z=3 .
Bloque 3.B. Dados dos planos < | c . Sea P un punto de m cuya proyeccion ortogonal
TiX—17=
sobre 1" es el punto A(5, 1, 0)
a) Calcula las ecuaciones implicitas de la recta r que une P y A. (1.5 puntos)

b) Calcula el punto P. (1 punto)

Bloque 4.A. En un curso de un instituto hay tres clases: la clase A con 50 alumnos, la clase B con
30y la clase C con 20. Cada clase tiene un profesor distinto de matematicas. Con el profesor de la
clase A aprueban el 40 % de los alumnos, con el de la clase B el 50 % y con el de la clase C el 75 %
de los alumnos. Se coge al azar un alumno del curso. Calcula:

a) La probabilidad de que el alumno haya aprobado matematicas. (1.25 puntos)
b) Sabiendo que ha aprobado, cual es la probabilidad de que sea de la clase B. (1.25 puntos)

Bloque 4.B. En una pumarada la produccion en kilogramos de cada manzano sigue una distribucién
normal de media p = 50 y desviacion tipica ¢ = 10. Calcula:

a) La proporcion de arboles que dan entre 30 y 60 kilogramos. (1.25 puntos)

b) EI namero de kilogramos por arbol a los que no llegan o igualan el 60 % de los arboles.
(1.25 puntos)

(Algunos valores de la funcion de distribucion de la distribucién normal de media O y desviacion
tipica 1: F(x) = P(Z<x); F(2) = 0.9772; F(1) = 0.8413; F(1.5) = 0.9332; F(0.5) = 0.6915;
F(0.2533) =0.6; F(0.5244) = 0.7; F(0.8416) = 0.8)
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SOLUCIONES

X+y=a
Blogue 1.A Dado el sistema 1(2—-a)x+2y=1 aeR

ax=a
a) Estudia la compatibilidad segun los valores de a. (1.5 puntos)
b) Resuélvelo cuando sea posible. (1 punto)
1 1
a) La matriz de coeficientes asociada al sistemaes A= 2—-a 2
a o0

El rango de A puede ser 2 cuando algiin menor de orden 2 tiene determinante no nulo.
Tenemos los menores de orden 2 siguientes:

1 1
Filaldy 22 > =2-2+a=a
2—-a 2
2—-a 2
Fila22y 32 > ‘:—Za
a o0
11
Filalry 32> ‘za
a 0

Todos son nulos cuando a=0
Distinguimos dos casos distintos: a=0y a=0.

CASO 1. a=0
En este caso el menor que resulta de quitar la fila 22 tiene determinante no nulo y el rango de
Aes 2.

1 1 a
Veamos el rango de la matrizampliada A/B=|2-a 2 1| que puede ser 3.
a 0 a

1 1 a
Su determinante vale 2—a 2 1/=2a+a-2a*-2a+a’=-a’+a
a 0 a
. ) a=0
Este determinante es nulo cuando —a*+a=0=a(-a+1)=0= .
a=

Se distinguen 2 subcasos diferentes:

CASOla a#0ya=1

En este caso el determinante anterior es no nulo y el rango de A/B es 3.
Rango de A =2 # 3 = Rango de A/B.
El sistema es incompatible.

CASO 1.b. a=1
En este caso el determinante anterior es nulo y el rango de A/B es 2.
Rango de A = 2 = Rango de A/B = NUmero de incognitas.
El sistema es compatible determinado.

CASO 2. a=0
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En este caso veamos cOmo queda el sistema.

X+y=0
2X+2y=1= {
0=0

Este sistema es incompatible, pues las dos ecuaciones no se pueden verificar de forma
simultanea.

X+y=0 X+y=0

= 1
2x+2y=1 x+y=§

Resumiendo: Para a =1 es incompatible y para a =1 es compatible determinado.

b) Lo resolvemos para a=1.
X+y=1 X+y=1 1 1 0
X+2y=1={x+2y=1=> = =|y=0

x=1 x=1

Lasoluciones x=1, y=0.
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X+1 x+1 x-2
Bloque 1.B Dada la matriz A=| X X 2-x| xeR
X x-1 X
a) Calcula su determinante aplicando sus propiedades y estudia cuando es invertible la matriz.

(1.5 puntos)
b) Para x =1, calcula su inversa (1 punto)

a) Calculamos el determinante de la matriz A.

X+1 X+1 x-2 0 x+1 x-2
|A|: X x 2-x|={Columna1® — Columna2}=0 x 2-X=
X x-1 X 1 x-1 X

0 2x+1 0
={Fila1®+Fila2?} =0 x 2-x/=(2x+1)(2—x)=-2x"+3x+2
1 x-1 X

Averiguamos cuando el determinante sea anula.

1
(2x+1)(2-x)=0= | FT1=0=X=73

2—-X=0=x=2
. . . . 1
Es invertible cuando el determinante es no nulo, es decir, cuando x =2y x # -5

b) Para x =1 es invertible. Calculamos su inversa.

2 2 -1
A=|1 1 1 |condeterminante (2+1)(2-1)=3=0
1 0 1
2 11 1 0 2 0 2 1
+ - +
Adi| 2 1 0 11 |11 11
Adj(A') 111) 1) by |21 |2 [t
A= T 3 25_‘11‘+‘11‘_‘1j:§03_3
A 12 0
1 1 2 1 2 1
+ - +
1 0 2 0 2 1
1/3 -2/3 1
Al= 0 1 -1
-1/3 2/3 0
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Bloque 2.A. Dada la funcion f(x) = 2x° +1

a) Estudiay calcula su dominio de definicidn y sus asintotas. (1.25 puntos)

b) Halla, si existen: maximos y minimos relativos y calcula sus intervalos de crecimiento y
decrecimiento. (0.75 puntos)

c) Haz un esbozo de su gréfica. (0.5 puntos)

a) El dominio de definicion son todos los valores reales salvo los que anulan el denominador, es
decir, el dominio es R —{0} .

Asintota vertical. x=a

. 23 +1 1
lim f(x) = lim ——=—=+o
x—0" x—0" X 0+
2x+1 1
lim f(x)=lim =— =+4®0
x—0* x—0* X 0"
x =0 es asintota vertical.
Asintota horizontal. y=b
. 23 +1 2
b=Ilim f(x) =lim———=Ilim—-=lim2x =
X—00 X—>»00 X X—»00 X X—>00

No tiene asintota horizontal.

Asintota oblicua. y=mx+n

2x3 +1
m=tim~+ %) _jim im 22X
X—>00 X X—>00 X X—>00 X X—»00 )(5/
3 3,1_9y3
n=|im(f(x)-mx)=|im(2xjl—zx]:li SR ST A S
X—>00 X—00 X—00 X X—)wx o0
y =2x es la asintota oblicua.
b) Utilizamos la derivada de la funcién.
2x° +1 , 6x7x* —2x(2x° +1) ext—ax‘—2x 2x‘—2x 2X(X’-1)
f(x)= = f'(x)= ; = : =———= 5
X X X x*

2(x*-1
f'(x):0:>¥:0:>x3—1:0:>x3:1:>x:§/i:1
X

Como el dominio es R—{O} , vemos como evoluciona la funcion antes de 0, entre Oy 1y
después de 1.

2((-2)° 1)

e En (—oo, 0) tomo x = -1y la derivada vale f’(-1)=———=—==4>0. La funcion crece

n (—oo,O).
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3 —
e En (0,1) tomo x = 0.5 y la derivada vale f (0.5) = % < 0. La funcién decrece en

53
(0.1).
2(2°-1)

e En (1,+00) tomo x = 2y la derivada vale f(2) = = % >0. La funcidn crece en

(1, +oo) .

La funcién crece en (—o0,0)(1,+0) y decrece en (0,1)

: : 2 " :
-2 -1 0 Fi 2
Como x = 0 esté excluido del dominio, la funcion presenta un minimo en x = 1.

Como f(1)= 2T+1 =3 el punto minimo tiene coordenadas (1,3).

c) Completamos la informacidn obtenida con una tabla de valores y podremos esbozar la grafica de
la funcion.

g 2+ 1 /

x? | /
-2 | -15/4=-3.75 )
-1 1 /
£ y=2x
0.5 5 5 Asintofa oblicua
1

3 Minimo Minimo /

17/4=4.25 4
6.1
2x° +1
£(x)= \
-3 -
L1x=0
/ | Asintota vertical

/

l_- =3
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Bloque 2.B. Calcula:

) sen(x) — xe*
a) lim (x)

1.25 puntos
x>0 x? —2¢0s(X)+2 ( P )

b) Una primitiva de la funcion f (x)=xcos(x)—e ™ cuya grafica pase por el punto (0, 3).
(1.25 puntos)

zsen(x)—xe __0-0 zgzlndeterminacién (L"Hoépital)=
x—>OX—2COS(X)+2 0-2+2 O

cosx—e*—xe* 1-1-0_0

=lim = = Indeterminacién (L"Hopital)=
x-0  2X+25en X 0+0

_lim —senx—e*—e*—xe* 0-1-1-0 | 1
x>0 2+ 2C0S X 242 2

b) Calculamos la integral de la funcién f(x) =xcos(x)—e*.

F(x)= I f(x)dx = j Xcos(X) —e *dx = j x cos(x)dx —Ie‘xdx =

Calculamos la 12 integral por partes

U=X—du=dx
= XSenx — j senxdx = Xsenx + cos X
dv=cosxdx - v= jcos xdx = senx

I xcos(x)dx = {

= Xsenx+cosx+e ¥ +C

Como debe pasar por el punto (0, 3) debe ser F(0) = 3 lo que nos permite hallar el valor concreto
del parametro C de la primitiva.

F(0)=3

=3=0sen0+cos0+e°+C=3=1+1+C=C=1
F(x) = xsenx+cosx+e * +C

La primitiva pedida es |F(x) = xsenx+cosx+e ™ +1
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Bloque 3.A. Sean A(2, 1, 0), B(5, 5, 0) y C(2, 1, 5) tres vértices de la cara S de un cubo (cuadrados
iguales) y E(=2, 4, 0) un vértice de la cara opuesta. Se pide:

a) El cuarto vértice D de la cara S. (1 punto) W E
b) La ecuacion del plano 7 que contiene la cara opuesta de S. (1 punto)
c) ¢Cual es el vértice de la cara S adyacente a E? (0.5 puntos)

a) Las coordenadas de los vectores que unen los tres puntos dados son:
AB =(5,5,0)-(2,1,0)=(3,4,0)

AC =(2,1,5)-(2,1,0)=(0,0,5)
BC =(2,1,5)-(5,5,0)=(~3,-4,5)

AB - AC =(3,4,0)(0,0,5)=0. Por lo que el vector AB es perpendicular al AC y los vértices de

la cara S del cubo estan dispuestos como aparece en el dibujo.
B D

= C
Para hallar el cuarto vértice D(a,b,c) basta utilizar que el vector AC yel BD tienen las
mismas coordenadas.
. . |BD=(ahb,c)-(550)=(a-5b-5.c
85 = AC = | P0 = (@0:¢)=(55.0)=( ) — (a—5,b-5,¢)=(0,0,5)=>
AC =(0,0,5)
a-5=0—a=>5
=:b-5=0->b=5=D(55,5)
c=5

b) La cara opuesta a S es la paralela a S que contiene al punto E(-2, 4, 0). Por lo que tiene como
vectores directores, por ejemplo, ACy AB.

E(—2,4,0)e7r X+2 y-4 7z
u=AB=(34,0);=7z=| 3 4 0=0=
v=AC=(0,0,5) 0 0 5

= 20X +40-15y+60=0= [z =4x -3y +20=0

¢) Nos piden hallar el punto X del dibujo.

———=4 E
X
E-
Si llamamos X al vértice adyacente a E en la cara S, como tenemos el vector normal del plano de
la cara del cubo gque contiene a E que es el del plano obtenido anteriormente:
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n= (4, —3,0) el vector que une X con E tiene la misma direccion que ese vector normal, es decir,

tiene coordenadas proporcionales. Veamos cual de los vértices A, B, C o D cumple esta

condicion.

A(2,1,0)
B(5,5,0)
C(2,15)
D(5,5,5)
E(-2,4,0)

=

AE
BE
CE

DE

(-2,4,0

(-2,4,0
= (~2,4,0

)_
(-2,4,0)-

)_
)_

2,1,0)=(-4,3,0)
5,5,0) = (~7,-1,0)
2,1,5)=(-4,3,-5)
5,5,5) = (~7,~1,-5)

—~ e~

—_—

El Ginico vector que tiene coordenadas proporcionales a n =(4,-3,0) es AE =(-4,3,0).

El vértice adyacente a E es el A.
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TX+y—-2z=3 .
Bloque 3.B. Dados dos planos { | c . Sea P un punto de 1 cuya proyeccion ortogonal
TiX—17=
sobre 1" es el punto A(5, 1, 0)
a) Calcula las ecuaciones implicitas de la recta r que une P y A. (1.5 puntos)

b) Calcula el punto P. (1 punto)

a) Larectar que une P con A es la recta perpendicular al plano 7": x—z =5 que contiene al punto
A. Por lo que tiene como vector director el vector normal del plano.

7ix-1=5=n=(10-1)

P
T r
A
|
|
|
|
|
AG,L0)er X=5+4 _ -
r=. — =>r=sy= 1 Ecuaciones parametrlcas
v=n"=(10,-1) 2

X=5+4 X=5=41

y:l y—1=0 . . , .
r=y=1 =>y=1 = = Ecuaciones implicitas
2 e Z=-X+5 X+2-5=0

b) El punto de corte de esta recta con el plano 7 : x+y—2z =3 es el punto P buscado.

El punto de corte se obtiene del sistema:

mTX+y—-22=3
Xx=5-1=4
X=5+4
=5+1+1+21=3=31=-3=2A=-1=y=1
r=y=1 -1
7 =—\— =
z=-1 ( )

El punto P tiene coordenadas P(4,1,1).
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Bloque 4.A. En un curso de un instituto hay tres clases: la clase A con 50 alumnos, la clase B con 30
y la clase C con 20. Cada clase tiene un profesor distinto de matemaéticas. Con el profesor de la clase
A aprueban el 40 % de los alumnos, con el de la clase B el 50 % y con el de la clase C el 75 % de los
alumnos. Se coge al azar un alumno del curso. Calcula:

a) La probabilidad de que el alumno haya aprobado matematicas. (1.25 puntos)
b) Sabiendo que ha aprobado, cuél es la probabilidad de que sea de la clase B. (1.25 puntos)

Son en total 50 + 30 + 20 = 100 alumnos. La probabilidad de elegir un alumno de laclase A, Bo C
50 30 20 ]

es de : : respectivamente.
100 100 100

Realizamos un diagrama de arbol.

Aprueba
matematicas

Clase A 0,4

50/100

Aprueba
matematicas

0,5
éAprobara Clase B

matematicas? 30/100

Aprueba
matematicas

Clase C 0,75

20/100

a) P (Apruebe matematicas ) = 1%% 0,4+ 1:;% 0,5+ 120% 0,75=|0,5

b) Es una probabilidad a posteriori, aplico el teorema de Bayes.

P (Sea de clase B / Ha aprobado matematicas) =

30
_ P(Seade clase B ~ Ha aprobado matematicas) m-O,S _[03
- P (Ha aprobado matematicas) 05 &
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Bloque 4.B. En una pumarada la produccion en kilogramos de cada manzano sigue una distribucion
normal de media p = 50 y desviacion tipica o = 10. Calcula:

a) La proporcién de arboles que dan entre 30 y 60 kilogramos. (1.25 puntos)
b) El nimero de kilogramos por arbol a los que no llegan o igualan el 60 % de los arboles.
(1.25 puntos)

a) X = Produccion en kilogramos de manzanas. X = N(50, 10)
Nos piden calcular P(30< X <60)
p=500c=10

10 20 30 40 50 80 70 80 90

Como apreciamos en el dibujo esta probabilidad o proporcion es alta. La calculamos haciendo
uso de tablas y transformaciones.

P(30< X <60)={Tipificamos} = P(
=P(Z<1)-P(2<-2)=P(Z<1)-P(Z222)=P(Z2<1)-(1-P(Z<2))=

=F(1)-1+F(2)=0.8413-1+0,9772=|0.8185
La proporcion es del 81.85 %

b) Nos piden averiguar el nimero de kilogramos “a” para los que P(X <a)=0.6.

P(X <a)=0.6=>{Tipificamos} = P(Z < alosoj ~06

Buscamos en los datos dados en el enunciado del examen.

a1050 ~0.2533= a—50=2.533=[a=52533

52.533 kilogramos es el nimero de kilos que no superan el 60% de los manzanos.
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EBAU julio 2020
Universidad de Oviedo Prueba de evaluaciér_l de I_-?Sachillerato para el
Universida d'Uviéu acceso a la Universidad (EBAU)
University of Oviedo Curso 2019-2020

MATEMATICAS Il

Después de leer atentamente el examen, responda razonadamente cuatro preguntas cualesquiera a
elegir entre las ocho que se proponen.

TIEMPO Y CALIFICACION: 90 minutos. Cada ejercicio se calificara sobre 2,5 puntos.

El estudiante debera indicar la agrupacion de preguntas que respondera. La seleccion de preguntas
deberé realizarse conforme a las instrucciones planteadas, no siendo valido seleccionar preguntas que
sumen mas de 10 puntos, ni agrupaciones de preguntas que no coincidan con las indicadas, lo que
puede conllevar la anulacion de alguna pregunta que se salga de las instrucciones.

Bloque 1.A. Un estudiante ha gastado 57 euros en una papeleria en la compra de un libro, una

calculadora y un estuche. Sabemos que el libro cuesta el doble que el total de la calculadora y el

estuche juntos.

a) ¢Es posible determinar de forma unica el precio del libro? ;Y el de la calculadora? (1.25 puntos)

b) Ademas, si los precios del libro, la calculadora y el estuche hubieran sido, respectivamente un
50%, un 80% y un 75% de los precios iniciales de cada articulo, el estudiante habria pagado un total

de 34 euros. Calcula el precio inicial de cada articulo. (1.25 puntos)
m 1 3 2
Bloque 1.B. Dadas las matrices A= 1 m 2 B=|1
1 m 3 -1
a) Discute el rango de A segun los valoresde meR. (1 punto)

b) ¢Que dimensiones ha de tener la matriz X para que sea posible la ecuacion A- X =B?

(0.5 puntos)
c) Calcula la matriz X del apartado anterior para m=0. (1 punto)

Bloque 2.A. Sea la funciéon f :R——R, f(x)=x>—6x*+9x.
a) Halla los puntos de corte de la funcion con el eje de abscisas y, si existen, los maximos y minimos

relativos y los puntos de inflexion. (1 punto)
b) Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento, concavidad y convexidad. Esboza una

gréfica de la funcion. (1 punto)
c) Calcula la recta tangente a la grafica de la funcion en el punto de abscisa x =2 (0.5 puntos)

Bloque 2.B. Sea la funcion f(x) =4—x*

a) Su grafica determina con el eje de abscisas un recinto limitado D. Calcula su area. (1 punto)

b) La gréfica de la funcion g(x) =3x’ divide D en tres partes D1, D, y Ds. Haz un dibujo de los tres
recintos. (0.75 puntos)

c) Calcula el area del recinto D2 que contiene el punto P(O,l). (0.75 puntos)
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X+y=2
Bloque 3.A. Dados el punto A(2,1,1) y larecta r: y+2=0
+ 7=
a) Calcula un vector director de la recta r. (0.75 puntos)
b) La ecuacion del plano m que contiene al punto Ay a la rectar. (0.75 puntos)

c) La ecuacion de la recta s contenida en T que pasa por Ay es perpendicular a r. (1 punto)

Bloque 3.B. Sea el prisma triangular (tridngulos iguales y

paralelos) de la figura, con A(1,0,0); B(-1,2,2); C(0,3,0); B
; Al el — C'
C’(0,4,2). Y los planos 7, al que pertenecen los puntos A, B, C y
7, al que pertenecen los puntos A", B, C". Calcula:
a) Las coordenadas de los puntos restantes: A", B.  (0.75 puntos)
b) La distancia entre los planos my m’. (0.75 puntos) A . C

c) El volumen del prisma triangular. (1 punto)

Bloque 4.A. En un espacio muestral se tienen dos sucesos A y B. Se conocen las siguientes
probabilidades:

P(AnB)=03, P(A/B)=P(B/A)Yy P(K):O.Z (Ksuceso contrario).CaIcuIa:

a) P(B/A). (1 punto)
b) P(B). (1 punto)
c) ¢Son los sucesos independientes? (0.5 puntos)

Bloque 4.B. Los 5 defensas, 3 medios y 2 delanteros de un equipo de fatbol se entrenan lanzando
penaltis a su portero. Los defensas marcan gol la mitad de las veces, los medios las 2/3 partes de las

veces Y los delanteros las 3/4 partes de las veces.
a) Se elige un jugador al azar, ;cual es la probabilidad de que meta el penalti? (1.25 puntos)

b) Se supone que la probabilidad del apartado anterior es del 60%. El equipo realiza en una semana
600 lanzamientos. En cada lanzamiento se elige un jugador al azar y regresa al grupo pudiendo ser
elegido nuevamente. Calcula la probabilidad de que como mucho se metan 400 goles aproximando

la distribucion por una normal. (1.25 puntos)

(Algunos valores de la funcion de distribucion de la distribucion normal de media 0 y desviacion tipica 1:
F(3.25)=0.9994, F(3.2917) = 0.9995, F(3,3333) = 0.9996, F(3.375) = 0.9996, F(3.4167) = 0.9997)
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SOLUCIONES

Bloque 1.A. Un estudiante ha gastado 57 euros en una papeleria en la compra de un libro, una

calculadora y un estuche. Sabemos que el libro cuesta el doble que el total de la calculadora y el

estuche juntos.

a) ¢Es posible determinar de forma Unica el precio del libro? ;Y el de la calculadora? (1.25 puntos)

b) Ademas, si los precios del libro, la calculadora y el estuche hubieran sido, respectivamente un
50%, un 80% y un 75% de los precios iniciales de cada articulo, el estudiante habria pagado un total
de 34 euros. Calcula el precio inicial de cada articulo. (1.25 puntos)

a) Planteamos el sistema de ecuaciones relativo a la situacion planteada.
Llamamos x = precio del libro, y = precio de la calculadora, z = precio del estuche.

“Un estudiante ha gastado 57 euros en una papeleria en la compra de un libro, una
calculadora y un estuche” > x+y+z=57

“El libro cuesta el doble que el total de la calculadora y el estuche juntos” - x = 2(y+ z)

) ) ) X+Yy+z=57 .
Reunimos las ecuaciones en un sistema; e intentamos resolverlo.
x=2(y+z)

x+y+z:57} X+y+2=>57

= = 2Yy+22+y+2=57=3y+3z=57T=
x=2(y+z) X=2y+2z } Y y y

:>y+z:5—37:19:>x=2(y+z):2-19:38

La solucion es x =38 € el precio del libro, pero el precio de la calculadora y del estuche queda
uno en funcién del otro y+z =19. La calculadora vale 19 € menos el precio del estuche. No es

posible determinar el valor exacto de la calculadora.
b) Afnadimos la nueva informacién que supone una nueva ecuacion:
“Si los precios del libro, la calculadora y el estuche hubieran sido, respectivamente un 50%, un

80% y un 75% de los precios iniciales de cada articulo, el estudiante habria pagado un total de
34 euros” 2 0,5x+0,8y+0,752 =34

X+y+z=57
El nuevo sistema queda x=2(y+2)
0,5x+0,8y+0,752 =34

. . . ., Xx=238
Como hemos resuelto el sistema con las dos primeras ecuaciones y hemos obtenido }

y+z=19
Lo sustituimos en el sistema anterior y vemos que solucion obtenemos de la nueva situacién.
19} y=19_7
= = =
y+z 0,5-38+0,8y+0,75z =34

0,5x+0,8y+0,752 =34
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19+O,8(19—Z)+0,752=34:>:>19+15,2—0,82+O,752 =34 =

= -0,052=34-34,2=

z

— _0’ 2 —
0,05

4€

=|y=19-z2=19-4=15¢€

Los precios son 38 € el libro, 15 la calculadora y 4 el estuche.
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m 1 3 2
Bloque 1.B. Dadas las matrices A= 1 m 2 B=|1
1 m 3 -1 2
a) Discute el rango de A segln los valores de me RR. (1 punto)

b) ¢Qué dimensiones ha de tener la matriz X para que sea posible la ecuacion A- X =B?
(0.5 puntos)
c) Calcula la matriz X del apartado anterior para m=0. (1 punto)

a) La matriz A es una matriz cuadrada de orden 3. El rango de la matriz A puede ser 3,2 0 1.
Para comprobar si es 3 calculamos su determinante.

m 1 3
[Al=|1 m 2|=3m"+2+3m—(3m+3+2m°)=3m’+2+3m-3m-3-2m* =m’ -1
1 m 3

Igualamos a cero el determinante.
A=0=m?-1=0=>m=+1=%1

Distinguimos tres casos distintos.

CASO 1l m=+1.
En este caso el determinante de la matriz A es no nulo y el rango es 3.

CASO 2. m=1.
En este caso el determinante de la matriz A es 0 y su rango no es 3, por lo que puede ser 2.
Para m=1 la matriz A queda:

113
A=|1 1 2|.Tomamos el menor de orden 2 que resulta al quitar la fila y columna 12
113

Calculamos su determinante:

2
‘=3—2=1¢0.

3

El rango de A es 2.

CASO3. m=-1.
En este caso el determinante de la matriz A es 0 y su rango no es 3, por lo que puede ser 2.
Para m=-1 la matriz A queda:

-1 1 3
A= 1 -1 2|. Tomamos el menor de orden 2 que resulta al quitar la fila y columna
1 -1 3

12 Calculamos su determinante:

2
‘=—3+2=—1¢O.
3

El rango de A es 2.
Resumiendo: El rango de la matriz Aes3si m=+1lyvale2si m=-10 m=1.
b) Supongamos la matriz X de dimension m x n. Sabemos que A es de dimensiéon 3 x 3y B es de

dimension 3 x 2.
Debe cumplirse:
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A - X =B

3><><n—>3><n

Para que sea posible el producto el valor de m debe ser 3.
Para que el resultado del producto sea 3 x 2 debe ser n igual a 2.

La matriz X debe ser de dimensién 3 x 2.

c) Para m=0 la matriz A queda:

01 3
A=|1 0 2| ytiene determinante no nulo, pues estariamos en el caso 1 anterior.
10 3
01 3
|Al=]1 0 2|=2-3=-1.Existe la inversa y la calculamos para poder resolver la ecuacion.
10 3
011 0 0 10 10
+ - +
Adjj1 0 O 2 3 3 3 3 2
Adj(A') 3 2 3 11 o1 o1 032
= = =—| - + - =—/-1 -3 3
|A -1 2 3 33 3 2
0O 1 -1
11 01 01
+ - +
0 0 10 10
0 3 -2
A'=l1 3 -3
0 -1 1

Despejamos en la ecuacion y determinamos la expresion de la matriz X.

0 3 -2y2 2 0+3+2 0+0-4 5 4
A-X=B=>X=A"'B=|1 3 -3||1 0|=|2+3+3 2+0-6|=| 8 -4
0 -1 1)1 2 0-1-1 0+0+2 -2 2

3x3 + 3x2—>»3x2
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Bloque 2. A. Sea la funcion f:R——R, f(x)=x>—-6x"+9x.
a) Halla los puntos de corte de la funcion con el eje de abscisas Yy, si existen, los maximos y

minimos relativos y los puntos de inflexion. (1 punto)
b) Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento, concavidad y convexidad. Esboza una

gréafica de la funcion. (1 punto)
c) Calcula la recta tangente a la grafica de la funcion en el punto de abscisa x =2 (0.5 puntos)

a) lgualamos a cero la funcion para obtener los puntos de corte con el eje de abscisas (OX).

x=0
f(x):0:>x3—6x2+9x:0:>x(x2—6x+9):0:> 0
X2 —6x+9=0= x = 2TV36=36 “326_36=3

Los puntos de corte son P(3,0) y Q(0,0).

Para determinar los maximos y minimos igualo a cero la derivada de la funcion.

f(X)=x*—6x"+9x= f (x) =3x* -12x+9

N

4+
x=—"1%_3
+J16—
f'(x):O:>3x2—12x+9:0:>x2—4x+3:0:x:#: 22
x=—"=1
2

Estos son los puntos criticos de la funcion, obtenemos la derivada segunda y vemos si son
maximos 0 minimos.

f(x)=3x*-12x+9= f “(x) =6x-12
x=3— f 7(3)=18-12=6> 0 Es un punto minimo
x=1— f (1) =6-12=-6 <0 Es un punto maximo
Para obtener los puntos de inflexién igualamos la derivada segunda a cero.
f"(X)=0=6x-12=0=>x=2
El posible punto de inflexién es x = 2, pero falta ver que la derivada tercera no se anula en dicho
punto.
f7’(xX)=6x-12=f " (x)=6
x=2—>f"7(2)=6=0

Luego x = 2 es punto de inflexion de la funcion.

Resumiendo: En x =1hay un punto maximo relativo, en x =2 hay un punto de inflexion y en
x =3 hay un minimo relativo.
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b) Los puntos criticos x=1y x=3dividen la recta real en tres partes veamos que signo toma la
derivada en cada una de ellas y, por tanto, si es creciente o decreciente en cada trozo.

e En (—xo,1) tomamos x =0y la derivada toma el valor f “(0)=0-0+9=9>0. La funcién
crece en (—o,1).

e En (1,3) tomamos x =2y la derivada toma el valor
f(2)=32"-122+9=12-24+9=-3<0. La funcién decrece en (1,3).

e En (3,+0) tomamos x =4y la derivada toma el valor
f "(4)=34°—124+9=48-48+9=9>0. La funcién crece en (3,+x).

La funcién crece en (—o,1)\(3,+00) y decrece en (1,3).

Para estudiar la concavidad y convexidad, vemos el signo de la derivada segunda antes de 2 y
después de 2.
e En (—oo, 2) tomamos x =0Yy la derivada segunda toma el valor f “(0)=0-12<0. La

funcién es concava (n) en (—,2).
e En (2,+x) tomamos x =3y la derivada segunda toma el valor f “(3)=18-12=6>0. La

funcién es convexa (U) en (2,+x).

Para esbozar la grafica hacemos una tabla de valores.

X | y=x>-6x"+9x 6 ’
0 0 /
1 1-6+9=4 5

2| 8-24+18=2 /
3| 27-54+27=0 | yexiecs

4| 64-96+36=4

H
c) La recta tangente en x = 2tiene ecuacién y— f(2) = f (2)(x-2).
Calculamos f(2)=2°-62°+92=8-24+18=2y f (2)=32°-122+9=12-24+9=-3
La recta tangente queda y—2=-3(x-2)= m
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Bloque 2.B. Sea la funcion f(x) =4—x?

a) Su grafica determina con el eje de abscisas un recinto limitado D. Calcula su area. (1 punto)

b) La gréfica de la funcion g(x) =3x’ divide D en tres partes D1, D, y D3. Haz un dibujo de los tres
recintos. (0.75 puntos)

c) Calcula el &rea del recinto D2 que contiene el punto P(O,l). (0.75 puntos)

a) Hallamos los puntos de corte de la parébola con el eje de abscisas.
f(X)=0=4-xX=0=>x*=4=>x=4=4+2

El area es el valor absoluto de la integral definida entre —2 y 2 de la funcion f(x) =4—x>.
372 _2)?
ax-X 42-2 |- 4(—2)—u
31, 3 3

J Fl)=4-x"

Area=

2
I 4—x2dx
2

:‘8—§+8—§‘: 10,66 u?
3 3

Si la dibujamos.

b) Hallamos los puntos de corte de ambas graficas.
fF(X)=g(X)=4-xX* =3 =24=4x" =>x* =1=>x=+1
Hacemos una tabla de valores para cada parabola y las dibujamos.

f(x)=4-x g(x) = 3x?

X |y=4-x° X | y=3x?
2] o 2| 12
-1 3 -1 3

0 4 0

3 3
0 12
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g(x) = 3x?

D;

Fx)=4-x7

c) El area del recinto D2 se obtiene como la integral definida entre —1 y 1 de la diferencia entre la
funcion f(x) =4—x’y la funcion g(x) =3x°.
En el dibujo se observa que debe valer entre 5 y 6 cuadraditos.

. 1 1 4X3 1
Area:I4—x2—3x2dx:.[4—4x2dx:{4x_?} -
-1

-1 -1

3 3 3

-3 - 3
{4—%}— 4(—1)—M T R 5,33 u?
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X+y=2
Bloque 3.A. Dados el punto A(2,1,1) y larecta r: 0

y+z=
a) Calcula un vector director de la recta r. (0.75 puntos)
b) La ecuacion del plano m que contiene al punto Ay a la rectar. (0.75 puntos)

c) La ecuacion de la recta s contenida en T que pasa por Ay es perpendicular a r. (1 punto)

a) Pasamos las ecuaciones de r a paramétricas.

X=2-Y X=2-t
X+y=2 X=2-Y
r: = =>y=y =>r:iiy=0+t
y+z=0 z=0-y
z=0-y z=0-t

Un vector director de la recta es v, = (-11,-1)

b) El plano pedido contiene al punto A(2,1,1) y al punto de la recta r que se puede obtener de la
ecuacion de la recta en paramétricas P, (2,0, 0) , por lo que nos sirve como vectores directores del
plano los vectores AP =(2,0,0)—(2,1,1) =(0,~1,-1) y el director de larecta v, = (~11,-1).

A(Z,l,l)e% X—2 y_l |
7u=AP =(0,-1-1){=| 0 -1 -1|=0=
v=v, =(-11-1) -1 1 -l

=>X-24+yY-1-72+1+Xx-2=0=>|7:2x+y—-2-4=0

c) La recta s contenida en T que pasa por A y es perpendicular a r tiene como vector director el
producto vectorial del normal del plano y el director de r, pues es perpendicular a ambos vectores.
v, =(-11,-1)

]k
=v,=|-1 1 -U=-i-2j-k-2k—j+i=—-3j—3k=(0,-3,-3
0= (2,1-1) } : ] ] ] ( )

2 1 -1
Tomamos como vector director el vector simplificado v, = (0,11)
La recta s tiene ecuacion:

A(211)es x=2
. =|s:y=1+t
v, =(0,1,1)

z=1+t
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Bloque 3.B. Sea el prisma triangular (tridngulos iguales y paralelos)

. , , B'
de la figura, con A(1,0,0); B(-1,2,2); C(0,3,0); C'(0,4,2). A el
Y los planos 7z, al que pertenecen los puntos A, B, C
y 7, al que pertenecen los puntos A", B", C”. Calcula:
a) Las coordenadas de los puntos restantes: A", B.  (0.75 puntos)
b) La distancia entre los planos Ty . (0.75 puntos) A T C

c) El volumen del prisma triangular. (1 punto)

a) Las aristas AA", BB'y CC" deben ser paralelas y por tanto los vectores que las definen deben
tener las mismas coordenadas.

AKX = A—(1,0,0)
BB =(-1,2,2)-B
CC =(0,4,2)-(0,3,0)=(0,1,2)

_ (0,1,2)= A—(1,0,0) }:

(0,1,2)=(-12,2)-B

A=(0,1,2)+(1,0,0)=(112) }
B

(-12,2)-(0,1,2)=(-11,0)

Los puntos A" y B tienen coordenadas A(1,1,2); B(-1,1,0)

b) La distancia entre los planos es la distancia de un punto del plano n’, por ejemplo C'(O, 4, 2) al
plano n. Hallemos la ecuacién del plano .

A(1,0,0) A(1,0,0) x-1 y-0 z-0
B(-110); = AB=(-110)—(1,0,0)=(-210)}=|-2 1 0 |=0
C(0,30) ] AC=(0,30)-(10,0)=(-13,0) 13 0

—62+z:0:>—52:0:>

Ndier o C042)] ]2
d(ﬂ',ﬂ')—d(c,ﬂ')—{ }—m—

7:2=0

c) El volumen del prisma es la mitad del producto mixto de los tres vectores AB; AC; AA , pues el

producto mixto es el volumen del paralelepipedo.
Calculamos las coordenadas de estos vectores.

AB =(-11,0)-(1,0,0)=(-2,1,0) AC=(0,3,0)-(1,0,0)=(~13,0)

AR =(11,2)—(1,0,0)=(0,1,2)

-2 1
- -1 3
Volumen=‘[AB; AQAA]: 0 t2 :|_12+2|:E= 5u’
2 2 2 2
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Bloque 4.A. En un espacio muestral se tienen dos sucesos A y B. Se conocen las siguientes
probabilidades:

P(AnB)=03, P(A/B)=P(B/A)Yy P(K):O.Z (Ksuceso contrario).CaIcuIa:

a) P(B/A). (1 punto)
b) P(B). (1 punto)
c) ¢Son los sucesos independientes? (0.5 puntos)

a) Como P(A)=1-P(A)=02=P(A)=1-0.2=08.

p(B,A)z%J_'::g:osm
b)
P(AnB) 03
P(A/B)= =
_P(ANB) 03 P(B) 08
P(B/A)—W—@

Este resultado es incoherente, aunque esta bien resuelto.
P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)=0,8+0,8-0,3=13
iIMPOSIBLE!

Los datos del ejercicio son incoherentes.

c) Para que sean independientes los sucesos A 'y B debe cumplirse P(AnB)=P(A)-P(B)

P(ANB)=0.3

No son iguales y por tanto no son independientes.
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Bloque 4.B. Los 5 defensas, 3 medios y 2 delanteros de un equipo de futbol se entrenan lanzando
penaltis a su portero. Los defensas marcan gol la mitad de las veces, los medios las 2/3 partes de las
veces Yy los delanteros las 3/4 partes de las veces.

a) Se elige un jugador al azar, ¢cuél es la probabilidad de que meta el penalti? (1.25 puntos)

b) Se supone que la probabilidad del apartado anterior es del 60%. El equipo realiza en una semana
600 lanzamientos. En cada lanzamiento se elige un jugador al azar y regresa al grupo pudiendo ser
elegido nuevamente. Calcula la probabilidad de que como mucho se metan 400 goles aproximando
la distribucion por una normal. (1.25 puntos)

(Algunos valores de la funcion de distribucion de la distribucion normal de media 0 y desviacion tipica 1:

F(3.25)=0.9994, F(3.2917) = 0.9995, F(3,3333) = 0.9996, F(3.375) = 0.9996, F(3.4167) = 0.9997)

Realizamos un diagrama de arbol para aclarar la situacion planteada en el problema.

Marca gol
0,5
elijo un defensa
5/10
No marca gol
elijo un medio
3/10
elijo un delantero
2/10

2 3 5 2
_._=__|___|__ _=_
10 4 20 10 20 20 10 .

No marca gol

No marca gol

a) P(Marca gol)=£-0,5+i

2
=
10 10 3

b) Sea X = Numero de goles marcados en 600 lanzamientos.
Como cada lanzamiento es independiente de lo que haya ocurrido en el anterior pues nos dicen
que al lanzar un penalti la persona que lo lanz6 se incorpora de nuevo al grupo para elegir al
siguiente lanzador.
Tenemos que es una distribucion binomial con parametros n =600y p = 0,6. X = B(600, 0.6).
Como son muchas repeticiones se debe aproximar a una normal de media n - p =600 - 0,6 = 360
y desviacion tipica o = \/npg =/600-0,6-0,4 =12
Nuestra distribucion binomial se aproxima con una normal N(360, 12).
Correccion de Yates
por continuidad

P(X <400)= { } — P(X <400,5) = {Tipificamos} =

- P(Z < WJ — P(Z <3,375) = F(3,375) =[0.9996
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EBAU julio 2019
o ) Prueba de evaluacion de Bachillerato para el
gﬁgiﬁiﬂfﬁ;ﬁﬁ“ acceso a la Universidad (EBAU)
University of Oviedo Curso 2018-2019

MATEMATICAS Il

El examen presenta dos opciones: A y B. Elige una de ellas y responde razonadamente a los cuatro
ejercicios de que consta dicha opcion.

OPCION A

X +y+az=a
1. Dado el sistema < x+(a—1)y+az =2

—X +2=2
a) Estudia y clasifica el sistema segun los valores de a € IR. (1.5 puntos)
b) Resuélvelo, si es posible, para el caso a = 2. (1 punto)

—X

2. Dada la funcién f (x) =—

x+1
a) Estudia su dominio de definicidn y calcula sus asintotas. (1 punto)
b) Halla, si existen: maximos y minimos e intervalos de crecimiento y decrecimiento. (1 punto)
¢) Haz un esbozo de su gréafica. (0.5 puntos)

3. Sean A(3, 1, 0) y B(1, 3, 0) los vértices opuestos de un rombo situado en el plano n : z=0.

a) Calcula un vector director VT y la ecuacion de la recta r a la que
pertenecen los otros dos Vértices del rombo C y D. (1.5
puntos)

b) Determina dichos vértices C y D sabiendo que estan a una

distancia de v/2 unidades del punto medio M. (1 punto)

Caracteristicas de un rombo: Lados iguales paralelos dos a dos. Diagonales perpendiculares que se
cortan en el centro de ambas.

4. Alicia tiene dos cajones. En uno tiene las camisetas y en el otro las faldas. La tabla muestra el
namero de todas las prendas que guarda en los dos cajones agrupadas en tres tipos: lisas, dibujos o
rayas.

Lisas | Dibujos | Rayas

Camisetas | 10 5 10
Faldas 5 15 5
Se elige al azar una prenda de cada cajon. Calcula la probabilidad de que:
a) Las dos sean de rayas. (0.75 puntos)
b) Las dos sean del mismo tipo. (1 punto)
¢) Al menos una de ellas no sea de rayas. (0.75 puntos)
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OPCION B

x 0 -1
1. Sealamatriz A=|-1 0 0| xeR
0 1 x
a) Estudia para qué valores de x se cumple A®*—1=0 (I matriz identidad y O matriz nula). (1

punto)

b) Calcula A para los valores de x que verifican la condicion anterior.  (0.75 puntos)
c) Para x =0y sabiendo que ese valor verifica la condicién del primer apartado, calcula, si existe,
la inversa de A. (0.75 puntos)

2. Dadas las curvas y=X% ; y:%.

a) Calcula sus puntos de corte. (0.5 puntos)
b) Esboza una gréafica de las curvas en el intervalo [1, 3]. (1 punto)
c) Calcula el area que delimitan entre ellas en el intervalo [1, 3]. (1 punto)

3. Dados el plano 7:x+y=1 vy larectar que pasa por el punto A(1, 1, 1) con vector director
v, =(0,1,1). Calcula:

a) El punto P interseccion del plano 7 y de la rectar. (1.25 puntos)
b) El punto A" simétrico de A respecto al plano =. (1.25 puntos)

4. Las calificaciones de un examen en una clase siguen una distribucion normal de media p= 20y
desviacion tipica o = 10: Calcula:

a) La probabilidad de que un alumno obtenga una calificacion entre 15y 25. (1.25 puntos)
b) La calificacion que s6lo superan o igualan el 20% de los alumnos. (1.25 puntos)

Algunos valores de la funcion de distribucion de la distribucion normal de media 0 y desviacion tipica 1:
F(x) =P(Z <x); F(-0.8416) = 0.2; F(0.8416) = 0.8; F(0.4) = 0.6554; F(0.5) = 0.6915; F(0.6) = 0.7257
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SOLUCIONES

OPCION A
X +y+az=a
1. Dado el sistema < x+(a—1)y+az =2
—X +2=2
a) Estudiay clasifica el sistema segun los valores de a € IR. (1.5 puntos)
b) Resuélvelo, si es posible, para el caso a = 2. (1 punto)

UNA FORMA DE HACERLDO.

a) Simplificando el sistema con el método de Gauss.

Fila 22 - Fila 12 Fila 32 + Fila 12
. . ) 1 a-1 a 2 -1 0 1 2
a-i a =121 -1 -a -a(]1 1 a a [~
-1 0 1]2

0 a-2 0 2-al|0 1 a+l a+2

1 1 aja

1 1 a a
0 a-2 0 |2-a|={Fila3® & Fila2?}=
0 1 a+l|a+2

Fila 3?- (a—2)Fila 3
Loboaban g 4 0 2-a
o1 0 —a+2 —(a+l)(a-2)| —(a+2)(a-2)
0 0 —(a+l)(a-2)|-(a+2)(a-2)+2-a

1 a a
1 a+l a+2
0 —(a+1)(a-2)|-(a+2)(a-2)+2-a

o O -

Se distinguen tres casos diferentes.

CASO 1l a=-la=?2

En este caso el rango de la matriz de los coeficientes y de la matriz ampliada es 3 al igual que
el namero de incognitas. El sistema es COMPATIBLE DETERMINADO. Tiene una unica
solucion.

CASO2.a=-1
En este caso el sistema equivalente queda
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11 -1 -1 11 -1|-1
01 0 1 =01 O
0 0 0|-(1)(-3)+2+1 00 O
X +y-z=-1
El sistema y =1 es INCOMPATIBLE. No tiene solucién.
0=6
CASO 3.a=2
11 2|2
En este caso el sistema equivalente queda |0 1 3|4
0 0 0|0
X+y+2z=2
El sistema y+3z=4 es COMPATIBLE INDETERMINADO. Tiene infinitas
0=0

soluciones.

b) Para a = 2 el sistema es compatible indeterminado. Resolvemos el sistema partiendo del sistema
equivalente obtenido.

X+y+22=2
X+Yy=-22+2 X+4-32=-27+2 X=2-2
y+3z=4 = = =
0=0 y=4-3z y=3z-4 y=3z-4

Lasoluciones x=z-2;y=3z-4;z2=12

OTRA FORMA DE HACERLUO.

1 1 a
a) Consideramos la matriz de los coeficientes A=| 1 a-1 a| con determinante:
-1 0 1

1 1 a
|A=[1 a-1 a=4-1-4+a(a-1)-1=-1+a’-a-1=a’-a-2
-1 0 1

X:—:2
v +
Lo igualamos a cero: az—a_zzojazi— 1+8 1£3_ 2

2

N

[EEY
|

w

Se distinguen tres casos diferentes.

CASO 1l a=-la=?2

En este caso el rango de la matriz de los coeficientes y de la matriz ampliada es 3 al igual que
el namero de incognitas. El sistema es COMPATIBLE DETERMINADO. Tiene una Unica
solucion.
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CASO 2.a=-1
En este caso el sistema queda

. Ecuacién 22 - Ecuacion 12] ( Ecuacién 32 + Ecuacion 12
X +y—z2=-—

X =2y -1 =2 —X +z =2
X-2y-1=2 = =
) -X -y +z =1 X +y -z =-1
otz 3y 0 =3 y -1
X +y—-z=-1 X +y—-z=-1
-3y =3 = y=-1
y=1 y=1

El sistema es INCOMPATIBLE. No tiene solucion.

CASO3.a=2
En este caso el sistema queda
X+y+22=2 . .
Ecuacion 22 = Ecuacion 18 X+y+22=2
X+y+22=2=< . L, =
Eliminamos ecuacién 22 -X +z=2
-X +2=2

es COMPATIBLE INDETERMINADO. Tiene infinitas soluciones.

. X+y+2z=2
b) Para a = 2 el sistema queda { Y . Lo resolvemos.

-X +z2=2

X+y+2z=2 X+y=2-22 1-2+y=2-272|y=-32+4
= =
-X +4+2=2 X=2-2 X=2-2 X=2-2

Lasoluciones x=z-2;y=-3z+4;z=2.
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—X

2. Dada la funcion f (x) =~

X+1
a) Estudia su dominio de definicion y calcula sus asintotas. (1 punto)
b) Halla, si existen: maximos y minimos e intervalos de crecimiento y decrecimiento. (1 punto)
c) Haz un eshozo de su grafica. (0.5 puntos)

a) Veamos cuando se anula el denominador: x+1=0=>x=-1
El dominio es R —{-1}

Asintotas verticales. x = a
Dado el dominio la asintota vertical es x = —1

Asintotas horizontales. y = b
Calculamos los limites:

lim f(x) = lim*—=lim—~> _-1_¢
X—>+00 x—+0 X +£1 x>+ @¥ (X+1) 00
. . e 4o L, . o a . e
lim f(x)=lim 1=~ Indeterminacion (aplico L"Hopital)= lim =-0
X—>—00 X——0 ¥ 4 —00 X—>—o0

La asintota horizontalesy =0

Asintotas oblicuas. y=mx+n
Solo es necesario comprobar en —o.
efX
f(x) x+1 _ e

. . . o0 . .,
m= lim —~= = lim = lim > =— = Indeterminacion =
X—>—00 X X—>—00 X X—>—0 X + X o0
X —X

. —e 00 ) .. . e
= lim =— = Indeterminacién = lim — =
X—>—00 2X+l 0 X—>—00

No hay asintotas oblicuas.

—X

b) Calculemos la derivada

e , - (x+1l)-e* e (-x-2
f(x)= = f'(x)= ( )2 = ( > )
X+1 (x+1) (x+1)
Igualamos a cero
=02 oy
(x+1)

La recta real se divide en 2 partes, antes de —2 y después de —2.

3 P—
e En (—oo,—2) tomamos el valor x=-3 > f (-3) = % > 0 ->La funcion crece.
-3+

0 J—
e En (—2,+oo) tomamos el valor x=0 > f "(0) = w <0 ->La funcidn decrece.
+

La funcion crece en (—oo,—2)y decrece en (—2,+). Por lo que tiene un maximo en x=-2.
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c) Para hacer el esbozo de la gréafica solo nos
falta hacer una tabla de valores.

e—x
X+1

-

=34

A0
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3. Sean A(3, 1, 0) y B(1, 3, 0) los vértices opuestos de un rombo situado en el plano © : z=0.
a) Calcula un vector director \7, y la ecuacion de la rectar a la que

pertenecen los otros dos vértices del rombo C y D. (1.5 puntos)
b) Determina dichos vértices C y D sabiendo que estan a una distancia de

J2 unidades del punto medio M. (1 punto)

Caracteristicas de un rombo: Lados iguales paralelos dos a dos. Diagonales perpendiculares que se
cortan en el centro de ambas.

a) Supongamos los vértices
A

cn

La recta que pasa por Ay B tiene vector director AB =(1,3,0)-(3,1,0) = (—2, 2,0) yel punto M

es el punto medio del segmento AB, por lo que
M — A+B _ (3,1,0)+(1,3,0) _
2 2
El vector v, es perpendicular a AB =(-2,2,0)y puede ser v, =(1,1,0) ya que la recta estd en el

(2,2,0) .

plano m: z= 0.
La ecuacion de la recta que une C y D es la que pasa por M y tiene vector director v, = (1,1,0)

B X=2+t
v, =(11,0)

=riqy=2+t
Pasa por el punto M(2,2,0) 7=0

b) Los puntos Cy D son de la recta y tienen coordenadas C(2+«,2+a,0) y D(2+4,2+4,0).

Cumplen dos condiciones:
Primera: M es el punto medio del segmento CD.

~C+D (2+oe,2+oz,0)+(2+ﬂb,2+2,,0):>

2

M

=(2,2,0)=

:>(4,4,0):(4+a+i,4+a+/1,0):>4:4+a+/1:O:a+l:>

Segunda: distancia de C a M es /2
d(C.M)=v2=|CM|=v2=((2.2,0)-(2+a,2+2,0)| =2 =

:>‘(—a,—a,0)‘=\/§:> Vol +a? =2 = 2a° =2:>

Tomamos o =-1y a =1. Sitomamos « =-1 solo se intercambian las letras C por D.
Los puntos C y D tienen coordenadas C(2+a,2+,0)=(3,3,0) y D(1,10).
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4. Alicia tiene dos cajones. En uno tiene las camisetas y en el otro las faldas. La tabla muestra el
namero de todas las prendas que guarda en los dos cajones agrupadas en tres tipos: lisas, dibujos o
rayas.

Lisas | Dibujos | Rayas

Camisetas | 10 5 10
Faldas 5 15 5
Se elige al azar una prenda de cada cajén. Calcula la probabilidad de que:
a) Las dos sean de rayas. (0.75 puntos)
b) Las dos sean del mismo tipo. (1 punto)
c) Al menos una de ellas no sea de rayas. (0.75 puntos)

a)
P (Camiseta de rayas y falda de rayas) = P (Camiseta de rayas )- P(Falda de rayas) =

10 5 50
=—.—=——=/0,08
25 25 625
b) P(Las dos del mismo tipo)=P(Las dos lisas)+ P(Las dos dibujos)+ P(Las dos rayas)=

=P(camiseta lisa)-P(falda lisa)+P(camiseta dibujo)-P(falda dibujo)+
+P(camiseta rayas)P(falda dibujo)=

105 515 105 50+75+50 175 7
= + + = = =—=|0,28
2525 2525 2525 625 625 25

c) P(Al menos una no es de rayas) =1—P(Las dos son de rayas)=1—0,08 =

Aunque también se puede hacer directamente.

P (Al menos una no es de rayas)=
=P(Solo la camiseta es de rayas o Solo la falda es de rayas o ninguna es de rayas)=

=P(camiseta de rayas y falda no de rayas)+P(camiseta no de rayas y falda de rayas)+
+P(camiseta no es de rayas y falda no es de rayas)=

=P(camiseta de rayas) - P(falda no de rayas)+P(camiseta no de rayas) - P(falda de rayas)+
+P(camiseta no es de rayas) - P(falda no es de rayas)=

—E.@JrE.iJrE.@_20°+75+300_575_092
25 25 25 25 25 25 625 625 —
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OPCION B
x 0 -1
1. Sealamatriz A=|-1 0 0| xeR
0 1 x
a) Estudia para qué valores de x se cumple A®*—1 =0 (I matriz identidad y O matriz nula). (1
punto)
b) Calcula A para los valores de x que verifican la condicion anterior. (0.75 puntos)
c) Para x =0 y sabiendo que ese valor verifica la condicién del primer apartado, calcula, si existe,
la inversa de A. (0.75 puntos)

a) Calculemos primero el valor de A3,

x 0 -1)x 0 -1 X2 -1 —-x-X X2 -1 -2x

A>=|-1 0 O0||-1 0 O0|=l-x O 1 |=|-x 0 1
0 1 xJ)lo 1 «x -1 X x> -1 x x°

x2 -1 -2x\(x 0 -1 X341 —2x —x*-2x°
AN=A>A=|-x 0 1 ||[-1 0 0 |=| —-x° 1 X + X
-1 x x> Jl0o 1 x -X-X X 1+x°

Resolvamos ahora la ecuacion A*—1=0.
X*+1 -2x  =3x° 1 00 0 0O
A-1=0=| —x° 1 2x |-|0 1 0|=|0 0 O0|=
-2x x> x*+1) (0 0 1 0 0O
x*=0
-2x=0
-3x*=0
x> —2x -3x° 000 —x*=0
=|-x* 0 2x |=|0 0 0|=:0=0 =[x=0
2x x> X 0 0O 2x=0
-2x=0
x*=0
x*=0
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b) Para x = 0 utilizando lo realizado en el apartado anterior tenemos las primeras potencias.

x 0 -1 0 0 -1
Al=A=|-1 0 0|=|-1 0 0
0 1 0 1 0
X2 -1 -2x 0 -1 0
A’=|-x 0 1 |=|0 0 1
-1 x X -1 0
x*+1 -2x -3x° 100
A= —x? 1 2x |=/0 1 0
2x  x* X+l 0 1
Ahora seguimos calculando la potencia pedida
1 00
AZ = AALARA =] 1-1=1=|0 1 O
0 01
c) Alser A°=1=AAN == A =A"
0 -1 0
A'=A’=|0 0 1
-1 0 O
OTRA FORMA DE HACERLDO.
Adj( A
Con la formula A™ = J( )
A
0 0 -1 0 -1 0 0 0 -
A=|-1 0 0 |=A'=|0 0 1 y|A|:—1 0 0|=1
0 1 0 -1 0 O 0 1 0
0 -1 0 0 1 0 1 0 O
+ — +
Adjl 0 0 1 00 -1 0 -1 0 o -1 0
Adj (A 1 0 10 |0 o |0 -1 -
1 J( )_ —| _ + — =0 0 1
|A| 0 0 -1 0 -1 0
-1 0
-1 0 00 0 -1
+ — +
0 1 01 0 0
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2. Dadas las curvas y=X% ; y:%.

a) Calcula sus puntos de corte. (0.5 puntos)
b) Esboza una gréafica de las curvas en el intervalo [1, 3]. (1 punto)
c) Calcula el &rea que delimitan entre ellas en el intervalo [1, 3]. (1 punto)

a) Resolvamos el sistema.

X
y=— 2

2 :X—:£3x3:8:x:§/§:2:>y:£:£:2

4 2 X X 2
y=-

X

El punto de corte entre las curvas es P(2,2).

b) Haciendo una tabla de valores.

N !
2 X

ol o 0 | No existe 4

1 0,5 1 4

2 2 2 2 3

3| 45 3| 133

a4

c) Siafnadimos las rectas x =1y x = 3 el recinto queda
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El &rea de este recinto se calcula con la integral definida siguiente
2

] 4 X x4 BT X :
Area:I———dx+I———dx: Ainx—— | +| ——4Inx| =
X 2 > 2 X 6] |6 )

=(4"12-%]—(%—%}+(%—4In3}—(%3—4In 2}:

=4|n2—§+1+£—4|n3—§+4ln2=E—4|n3+8|n2= 3,1507 u®
6 6 6 6 6
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3. Dados el plano 7:x+y=1 vy larectar que pasa por el punto A(1, 1, 1) con vector director
v, =(0,11). Calcula:

a) El punto P interseccion del plano © y de la rectar. (1.25 puntos)
b) El punto A" simétrico de A respecto al plano 7. (1.25 puntos)

a) Hallemos la ecuacion de la recta r.

v, =(0,1,1 x=1
v =(0.11) =r=y=1+t
Pasa por A(1,1,1) 714t

Resolvamos el sistema formado por la ecuacion del plano y de la recta.

rix+y=1
x=1
x=1
=1+l+t=1=t=-1=y=1-1=0
r=y=1+t
z=1-1=0
z=1+t

El punto de interseccion es P(1,0,0)

b) Nos piden obtener el punto simétrico como aparece en el dibujo.
v A)

M

-

‘1A°
Hallo primero la ecuacién de la recta s que pasa por A, A" y M. Para ello tengo su vector director
que es el vector normal del plano v, =n = (1,1,0) y un punto A(1,1,1).

— X=1+t
v, =(11,0) }
—>s=qy=1+t
Pasa por A(1,1,1) -1
Determinemos las coordenadas del punto M interseccion del plano 7 :x+y =1y larectas.
1 1
Tix+y=1 le_zz_
X =1+t 1

2
=1l+t+1l+t=1= 2t:—1:>t:—%:> y=1—2 =%:> M (lllj

s=qy=1+t 2 2

z=1 z=1

Como M es el punto medio del segmento AA” se cumple

=2M = A+ A= A=2M - A= 2(%,%,1)-(1,1,1) =(11,2)-(111)=(0,0,1)

M :A+A'

El simétrico de A(1,1,1) respecto del plano 7 :x+y =1 es el punto A" (0,0,1).
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4. Las calificaciones de un examen en una clase siguen una distribucion normal de media p= 20y
desviacion tipica o = 10: Calcula:

a) La probabilidad de que un alumno obtenga una calificacién entre 15y 25. (1.25 puntos)
b) La calificacion que s6lo superan o igualan el 20% de los alumnos. (1.25 puntos)

Algunos valores de la funcidn de distribucion de la distribucién normal de media 0 y desviacion tipica 1:
F(x) = P(Z < x); F(-0.8416) = 0.2; F(0.8416) = 0.8; F(0.4) = 0.6554; F(0.5) = 0.6915; F(0.6) = 0.7257

X = Calificacion de un examen. X = N(20,10).

a)
P(15< X < 25) = {Tipificamos} = P(

15-20 X-20 25-20
< < =
10 10 10

=P(-0,5<Z <0,5)=P(Z <0,5)-P(Z <-0,5)=

=P(Z <0,5)~(1-P(Z <0,5))=0,6915—(1-0,6915) =[0,3829

b)

P(X >x)=0,20= P(xl—ozo > X1020j=0,2:> P(Z > X1020)=o,2:>

x—20 x—20

...:1—P(Z< ij,Z:P[Z< j=1—0,2=0,8

Buscando en los datos proporcionados en el ejercicio:

F(x) = P(Z < x); F(~0.8416) = 0.2; F(0.8416) = 0.8 = P(Z<0.8416) = 0.8

P(Z < X;020]=o,8:» XIOZO —0,8416 = X—20=8,416 = X = 28,416

La puntuacion pedida es de 28,416 puntos.
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EBAU junio 2019
o ) Prueba de evaluacion de Bachillerato para el
Universidad de Oviedo acceso a la Universidad (EBAU)
Universida d'Uviéu Curso 2018-2019

University of Oviedo

MATEMATICAS Il

El examen presenta dos opciones: Ay B. Elige una de ellas y responde razonadamente a los cuatro ejercicios
de que consta dicha opcidn.

OPCION A

1. Dado el sistema de ecuaciones
mx+ y-z=0

2X+my =m; meR .

X +mz=m
a) Estudia y clasifica el sistema segun los valores de m. (1.25 puntos)
b) Resuélvelo, si es posible, para el caso m = 1. (0.75 puntos)
c) Para qué valores de m se tiene la solucionx=0;y=1;z=1. (0.5 puntos)

L, 2
2. Dada la funcion f(x) = —
2+e
a) Calcula su dominio de definicidn y sus asintotas. (1 punto)
b) Mediante el cambio de variable t =¢e* ; calcula IZ —dx (1.5 puntos)
+e

. . X+y+z=0

3. Sean los planos 7, : Xx+y+z=0 y 7, : Suinterseccion es la recta r: ci720 Calcula:
+ 7=

a) La ecuacion del plano 7, sabiendo que A(LLY) e, . (1.25 puntos)

b) La ecuacion de un plano 7', paralelo a 7, y que esté a una distancia de J/3 unidades de la rectarr.
(1.25 puntos)

4. Un monitor de tenis compra un cafién para lanzar bolas. En las especificaciones del cafién se
indica que falla el lanzamiento el 10% de las veces.

a) ¢Cual es la probabilidad de que, de 20 bolas lanzadas, se tengan exactamente 5 fallos?

(1.25 puntos)

b) ¢Cual es la probabilidad de que como mucho falle 2 veces de los 20 lanzamientos? (1.25 puntos)
Nota: Se pueden dejar indicadas las operaciones en potencias, sin necesidad de realizarlas.
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o ) Prueba de evaluacion de Bachillerato para el
Universidad de Oviedo acceso a la Universidad (EBAU)

Universida d'Uviéu
University of Oviedo Curso 2018-2019

OPCION B

1 00 1 0
1. Sean las matrices A=|2 0 1|,B=|2 3|,C=[2|, D=(1 0 1)
1 10 0 6

a) Razona, sin hacerlos, si son posibles los siguientes productos matriciales y, si es el caso, indica
las dimensiones de las matrices resultantes. (1 punto)
A-A, A-B, A-B:-C, C:-D

b) Calcula las inversas, si existen, de las matrices cuadradas posibles del apartado anterior.
(1.5 puntos)

2. Dada lacurva y= > -
3+X

a) Expresa la funcién m(x) que da la pendiente de la recta tangente a la curva en cada punto Xx.
(1 punto)

b) Calcula el valor x donde se alcanza la maxima pendiente. (1.5 puntos)

3. Sean los puntos A(L,11), B(-1-1). Calcula:

a) La ecuacion del plano © que hace que los puntos A y B sean simétricos respecto a €l. (1.5 puntos)

b) Los puntos C y D que dividen el segmento AB en tres partes iguales. (1 punto)

4. Pedro y Luis son aficionados a los dardos. Pedro acierta en el centro el 10% de las veces y cada
vez que acierta gana 400 €. Luis acierta en el centro el 20% de las veces y cada vez que acierta gana
100 €. Cuando fallan no ganan ni pierden nada. Tira cada uno dos dardos. Calcula las siguientes

probabilidades:

a) Que Luis acierte en el centro las dos veces. (0.75 puntos)
b) Que Pedro acierte en el centro una sola vez. (1 punto)
¢) Que entre los dos hayan ganado 600 €. (0.75 puntos)
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SOLUCIONES
OPCION A

1. Dado el sistema de ecuaciones
mx+ y-z=0

2X+my =m; meR .
X +mz=m
a) Estudia y clasifica el sistema segun los valores de m. (1.25 puntos)
b) Resuélvelo, si es posible, para el caso m=1. (0.75 puntos)
c) Para qué valores de m se tiene la solucibn x =0;y=1;z = 1. (0.5 puntos)
m 1 -1
a) La matriz de coeficientes del sistemaes A=| 2 m 0 | yla matrizampliada es
1 0 m
m 1 -1]0
Am=|2 m 0 m
1 0 m|m
Calculamos el determinante de A:
m 1 -1
|A=[2 m 0|=m’+0+0—(-m+2m+0)=m’-m
1 0 m
Si lo igualamos a cero:
m=0

A=0=m*-m=0=m(m?-1)=0
[Al=0= = m(m’ 1) :{m2—1:0:>m2:1:>m=\/i=il

Por lo que vamos a distinguir 4 casos diferentes:

CASO1 m=0;m=-1ym=1

En este caso el determinante de la matriz de los coeficientes no seria cero y el rango de A =
rango de Am = 3 = n° de incognitas. El sistema seria compatible determinado (solucion unica).

CASO2.m=0
y—-z=0 x=0
El sistema queda 2x =0 = y =12 ; Elsistema es compatible indeterminado.

Xx=0 1=1
CASO3. m=-1

El sistema queda:

X+ y-2=0 iy —X+ y—-z=0
Sumo a la 22 ecuacién el doble de la 12

2X—Yy =-1 ., = y-2z =-1
Sumo a la 32 ecuacién la 12

X —-7=- y-2z=-1

22y 3% ecuacion son iguales ~ X+ y—-z=0
puedo quitar una de ellas y—-2z =-1
y=2z2-1=-Xx+2z2-1-z2=0=-Xx+z-1=0=2z-1=X
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x=z-1
La solucion del sistema seria y=2z-1;.
1=1

El sistema es compatible indeterminado

CASO4.m=1
El sistema queda:

X+ y—-z=0 ., X+y-2z=0
Sumo a la 22 ecuacion -2 veces la 12

2x+y =1 - = -y+2z=1
Sumo a la 32 ecuacioén -1 vez la 12

X +z=1 —y+2z=1

Este sistema equivalente al inicial tiene dos ecuaciones iguales y por tanto es compatible
indeterminado.

b) Para m = 1 el sistema queda:

X+ y-z=0| x+ y-z=0
2X+Yy =l =-y +2z =1;=

X+ y—z:O}
=
X +z=1 -y +2z=1

-y +2z =1

=272-1=y=>x+22-1-7=0=>x=1-z2

X=1-2z
La soluciones y=2z-1
1=1

c) Sisustituimos x =0; y =1; z=1 como solucion del sistema se deberia cumplir:
1-1=0
m=m
m=m

Se cumplen para cualquier valor de m
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2. Dada la funcion f (x) = 2 -
2+e
a) Calcula su dominio de definicidn y sus asintotas. (1 punto)
b) Mediante el cambio de variable t =¢e* ; calcula J 5 2 —dx (1.5 puntos)
+e

a) El dominio de definicion de la funcién f (x) = 5 2

— son todos los valores reales menos los que
+e

anulen el denominador.

2+e*=0=2=-e" = -2 =¢" Estaigualdad no tiene solucién ya que la exponencial siempre es
positiva.
El dominioes R .

Asintotas verticales. No tiene, el dominio son todos los niUmeros reales

Asintotas horizontales.

. 2 2 2 . .

li = =—=0 una asintota horizontal es y = 0
x>0 240X 240" 4o

. 2 2 2 . .

lim = = =1 otra asintota horizontal esy = 1

x>0 2+et 2+e” 240
Asintotas oblicuas. No tiene, ya que tiene horizontales.

b) Realizamos un cambio de variable.

t=¢e"
j 2 gx=ldt=e'dx— I _gxl= iﬂ:j 2 4
2+e” e” 2+ttt J(2+t)t
dx=g
t

Esta integral la hacemos por descomposicidn en fracciones simples.

2 A B 2  At+B(2+1)

2+t 2+t t (240t (2+)t

=2=At+B(2+t)=>

t=0=2=2B=B=1 2 -1 1
= =t -
t=—2=2="22A=A=-1] (2+t)t 2+t t

Siguiendo con el calculo de la integral.

J. J.(2+t t] t—j—dt+j dt——ln|2+t|+lnt_ln2ttzln( exxj+K

+
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. . X+y+z=0

3. Sean los planos 7, : Xx+y+z=0 Yy 7x,. Su interseccion es la recta r: ci7-0 Calcula:
+ 7=

a) La ecuacion del plano 7, sabiendo que A(LL1) e, . (1.25 puntos)

b) La ecuacion de un plano 7", paralelo a 7, y que esté a una distancia de /3 unidades de la rectar.
(1.25 puntos)

a) Una forma de resolverlo:

—= recta comun

) ) ) X+y+z2=0
El plano pedido esta en el haz de planos que contienen a la recta y por tanto el

X+2=0
plano , tiene ecuacién x+y+z+b(x+z)=0. Como pasa por A(1,1,1) entonces:
1+1+1+b(1+1)=0:>3+2b=0:>b=_?3

La ecuacion queda x+y+z—g(x+ 7)=0=>2x+2y+2z-3x-32=0=—Xx+2y-2=0

El plano tiene ecuacion 7z, =—x+2y—-z=0.

Otra forma de resolverlo:
., |x+y+z=0 ) )
La recta de ecuacion 0 pasa por el punto P(0,0,0) y tiene como vector director el
X+2=

producto vectorial de los vectores normales de los planos que la definen:

k
=i+ j—(k+]j)=i—k=(10,-1)
1

O FP o

i
v, =[L
1

m 2

El plano 7, al contener a la recta debe pasar por P(0,0,0) y tener como vectores directores
v, =(1,0,-1) y AP=(0,0,0)-(111) = (-1,—1,-1).
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Hallamos la ecuacion del plano.

Xx-0 y-0 z-0 X y z

1 0 -1|=0=|1 0 -1=0=>y-z-(-y+x)=0
-1 -1 -1 -1 -1 -1

—X+2y—-z=0

El plano tiene ecuacion 7z, =—x+2y—-z=0

b) La ecuacion de un plano 7, paralelo a 7z, : X+ y+z =0 tiene ecuacion 7’;:x+y+z+D=0.
Ademas P(0,0,0) es un punto del plano 7, .

0+0+0+D

| 5

V12 +12 +22

distancia(z,, 7",) = B= distancia(P,7",) = B=

D=3
0+0+0+D|=+3+3=|D|]=3=10
D=-3

El plano puede ser 7' ;:X+y+z+3=00 7 ,:x+y+z-3=0

200 de 261 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EBAU junio 2019 Matemadticas Il en Asturias Juan Antonio Martinez Garcia

4. Un monitor de tenis compra un cafidn para lanzar bolas. En las especificaciones del cafion se
indica que falla el lanzamiento el 10 % de las veces.
a) ¢Cudl es la probabilidad de que, de 20 bolas lanzadas, se tengan exactamente 5 fallos?

(1.25 puntos)
b) ¢Cuél es la probabilidad de que como mucho falle 2 veces de los 20 lanzamientos? (1.25 puntos)
Nota: Se pueden dejar indicadas las operaciones en potencias, sin necesidad de realizarlas.

Dado que son 20 lanzamientos es un problema de distribucién binomial.
Consideremos la distribucion X = Numero de fallos de un cafién en 20 lanzamientos.

n =20y p = Probabilidad de fallo en un lanzamiento = 0,10. X = B(20, 0,1)

20 191817-
a) P(X=5)=(5}-0,15-0,915=w-0,15-0,915=0,03

5432

b)
P(X <2)=P(X =0)+P(X =1)+P(X =2)=

20 20 20
:[ oj-o,l0 -0,92°+( ) J-o,f-o,gw{ 2J-o,l2 .0,9% =

=1.0,1° -0,92°+20-0,11-0,919+¥-0,12 -0,9" =

=0,1215+0,27+0,2851=0,6766
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OPCION B

100 10 1
1. Sean las matrices A=|2 0 1|,B=[2 3|,C=[2|, D=(1 0 1)

110 0 6 1
a) Razona, sin hacerlos, si son posibles los siguientes productos matriciales y, si es el caso, indica
las dimensiones de las matrices resultantes. (1 punto)

A-A, A-B, A-B:-C, C-D
b) Calcula las inversas, si existen, de las matrices cuadradas posibles del apartado anterior.
(1.5 puntos)

a) Un producto de matrices es posible si el nimero de columnas de la primera matriz del producto
es igual al namero de filas de la segunda matriz del producto:
A - B es posible si A es de dimensiones m x ny B es n x p. Siendo el producto resultante una
matriz m x p.
Apliquemos esta regla a nuestros productos:

de d A- A es posible y se obtiene una matriz 3x3
A es de dimensiones 3x 3 =
3xx3

A es de dimensiones 3 x 3 A- B es posible y se obtiene una matriz 3x2
=
B es de dimensiones 3 x 2} 3xx2

A-B es posible y se obtiene una matriz 3x2} {A' B -C no es posible
=

C es de dimensiones 3 x 1 3x1

C es de dimensiones 3 x 1 C - D es posible y se obtiene una matriz 3x3
=
D es de dimensiones 1 x 3 3x 3

b) Debemos hallar la inversade A-A y C-D. Las otras no son cuadradas.

1 0 01 O O 1 0O 1 00
A-A=|2 0 11||2 0 1|=|3 1 0:>|A-A|=3 1 0[{=1+0
1 1 01 1 O 301 301
1 3 3 1 0 00 0 1
+ - +
Adj(0 1 0} 0 1 0 1 0 0 L 0o
4 Adj(A-A) 001 33 13 |13
(A-A)" = - =| - - - =8 1
|A-A 1 01 01 00
-3 0 1
3 3 1 3 1 3
+ - +
10 00 0 1
1 1 01 1 01
C-D=|2|(1 0 1)=|2 0 2|=]|C-D|=|2 0 2/=0 Estamatriz no tiene inversa
1 1 01 1 0 1
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2. Dada lacurva y = > -
3+X

a) Expresa la funcion m(x) que da la pendiente de la recta tangente a la curva en cada punto x.
(1 punto)

b) Calcula el valor x donde se alcanza la maxima pendiente. (1.5 puntos)

) 0-(3+x*)-2x-1
D mix)=19= ((3+x)2)2 =(3+XX2)2

. —2X .
b) Debemos maximizar m(x) =———, por lo que calculamos su derivada.
2

—2-(3+ xz)z—(—Zx -2(3+x2)-2x —2-(3+ x2)2+8x2 -(3+x2)

(
)

(3+ xz)4 (3+ x2)4
)

m’(x)= = - =

(3+x2 ) (3+x2)4 (3+x2)4 (3+x2)3
Si igualamos a cero
2
m’(x)=0= (_6+62X3 —0= 6+6x2=0=6x2=6=x"=1=x=1=+1
3+
Comprobemos si 1 0 —1 es un maximo.
2
¢ En (—o0,—1) tomamos un valor, por ejemplo x=-2=m"(-2)= i(—Z)s = % >0 la
(3+(-2) 7
funcion crece.
2
e En (-11) tomamos un valor, por ejemplo x=0=>m"(0) = w _6 <0 la

funcion decrece.

e En (1,+<0) tomamos un valor, por ejemplo x=2=m"(2)=———=-==->01la

funcion crece.

En x = -1 hay un méximo. La pendiente es maxima en dicho punto.
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3. Sean los puntos A(L1,1), B(1,-1-1). Calcula:
a) La ecuacion del plano © que hace que los puntos A y B sean simétricos respecto a €l. (1.5 puntos)

b) Los puntos C y D que dividen el segmento AB en tres partes iguales. (1 punto)

a) Hallamos el punto medio del segmento AB que debe pertenecer al plano pedido:

on (1,1,1)+;1, -1,-1) (2,2,0) _10.0)

Ademés, el vector normal a dicho plano debe ser el vector AB = (1,—1,—1)—(1,1,1) = (0,—2,—2)
El plano Tt tiene la ecuacion:

n,=(0,-2-2)| 7=-2y-2z+D=0

. = =0+0+D=0=D=0
PM (1,O,O)e7r PM (1,0,0)e7z

El plano es el de ecuacién 7 =-2y—2z =0, que simplificadoes z7=y+z=0.

b) El vector que une los puntos Ay B lo dividimos entre 3:

E_«»—z’—a_(o—_z —_2)
3 3 '3'3

A C
Le sumamos al punto A(1,1,1) dicho vector y obtenemos C.

coni (02211
3 3 3 3

Le sumamos a C el mismo vector y obtenemos D.

D_ciAB ({11}, 022 (11
3 33 3 3 3 3

Los puntos pedidos son C (1E%J y D(l%l%lj

w

204 de 261 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EBAU junio 2019 Matemadticas Il en Asturias Juan Antonio Martinez Garcia

4. Pedro y Luis son aficionados a los dardos. Pedro acierta en el centro el 10% de las veces y cada
vez que acierta gana 400 €. Luis acierta en el centro el 20% de las veces y cada vez que acierta gana
100 €. Cuando fallan no ganan ni pierden nada. Tira cada uno dos dardos. Calcula las siguientes
probabilidades:

a) Que Luis acierte en el centro las dos veces. (0.75 puntos)

b) Que Pedro acierte en el centro una sola vez.
¢) Que entre los dos hayan ganado 600 €.

(1 punto)
(0.75 puntos)

a) Hagamos el diagrama de arbol:

L 0,2 . .
Luis acierta ——— > | Luis acierta
0,2
0,8
Luis falla
\
. 0,2
Luis falla ———— > | Luisacierta
0,8
Luis falla

P (Luis acierta las dos veces)=0,2-0,2 =0,04

b) Hagamos el diagrama de arbol:

0,1

Pedro acierta |—————> | Pedro acierta
0,1
0,9
Pedro falla
0,9
0,1
Pedro falla —— > | Pedro acierta
0,9

Pedro falla

P (Luis acierta una sola vez) =0,1-0,9+0,9-0,1=0,09+0,09=0,18

c) Para ganar entre los dos 600 € Pedro debe acertar solo una vez y Luis las dos veces. Como son
independientes las tiradas de uno con respecto a las del otro, la probabilidad de que ocurra esto es:

P(ganar 600€) = P(Luis acierta una sola vez y Pedro acierta las dos veces) =

= P(Luis acierta una sola vez) - P(Luis acierta las dos veces) = 0,18 - 0,04 = 0,0072
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EBAU julio 2018
o . Prueba de evaluacion de Bachillerato para
Universidad de Oviedo el acceso a la Universidad (EBAU)
Universida d'Uviéu
University of Oviedo Curso 2017-2018

MATEMATICAS Il

El examen presenta dos opciones: Ay B. Elige una de ellas y responde razonadamente a los cuatro ejercicios
de que consta dicha opcion.

OPCION A

1. Discutir el sistema y resolver en los casos compatibles (2.5 puntos)
2X +Yy +z2=a
2X +Yy +2z=2a
2Xx +y +3z=3

2. Se tiene un abrevadero de longitud 6 m y de altura 1 m. Su seccion es la
descrita en la figura formada por la funcién y = x*. Por h indicamos la

altura del nivel del liquido.
a) Comprueba que el area de la region S, sombreada en la figura, en

_4hih
=

b) Determina la altura h donde se alcanza la mitad del volumen total del abrevadero.
(Nota: Volumen =S x longitud). (1 punto)

funcién de h se puede expresar como S (h) (1.5 puntos)

3. Los puntos A(0, 1, 0) y B(-1, 1, 1) son dos vértices de un triangulo. El tercero C pertenece a la

Xx=4 .
recta r :{ . Ademas, la recta que une A 'y C es perpendicular a la rectar.

a) Determina el punto C. (1.5 puntos)
b) Calcula el area del triangulo. (1 punto)

4. Consideremos dos dados, uno normal con las caras numeradas del 1 al 6 y otro trucado, con 4
caras con el nimero 5y 2 caras con el namero 6. Se elige al azar uno de los dados y se lanza.

a) Calcula la probabilidad de sacar 5. (1.25 puntos)

b) Si el resultado de la tirada es 5, ¢cual es la probabilidad de haber elegido el dado trucado?
(1.25 puntos)
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Prueba de evaluacion de Bachillerato para

gﬂi_"erﬁ%*{ddc]; Oviedo el acceso a la Universidad (EBAU)

nwersiaa vieu _

University of Oviedo Curso 2017-2018
OPCION B

1. Dada la matriz A, calcula:
a) Su rango. (1.5 puntos)
L0 o1 b) Si existe, una columna combinacion lineal de las restantes.
A= ( 2 31 4 ) (0.5 puntos)
: 2 4 c) Si existe, una fila combinacion lineal de las restantes.
(0.5 puntos)

l 6

2. Se tienen 20 m de marco metélico para construir una valla publicitaria
rectangular. El terreno donde se quiere instalar la valla es fangoso y al
colocarla se hunde una altura h que es la quinta parte de la anchura de . :
la valla. Calcula las medidas de la valla de forma que el area visible (la 1 5
sombreada en la figura) sea la maxima posible. (2.5 puntos)

3. Dados los puntos A(2, 1, 0) y B(1, 0, -1) y r la recta que determinan. Y sea s la recta definida

{x+ y=2

por s:

y+z=0

a) Estudia la posicion relativa de las rectas. (1.25 puntos)

b) Determina un punto C de la recta s tal que los vectores CA y CB sean perpendiculares.
(1.25 puntos)

4. Enuna ciudad hay dos equipos destacados, uno de fatbol y otro de baloncesto. Todos los habitantes
son seguidores de alguno de los dos equipos. Se sabe que hay un 60 % de seguidores del equipo
de futbol y otro 60 % del equipo de baloncesto. Calcula:

a) La probabilidad de que un habitante sea seguidor de ambos equipos a la vez. (1 punto)
b) La probabilidad de que un habitante sea Unicamente seguidor del equipo de futbol.
(0.5 puntos)
c) Se elige al azar un habitante de la ciudad y se comprueba que es seguidor del equipo de
baloncesto. ¢cual es la probabilidad de que sea también seguidor del equipo de fatbol?
(1 punto)
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SOLUCIONES

1. Discutir el sistema y resolver en los casos compatibles (2.5 puntos)
2X +Yy +z2=a
2X +Yy +2z=2a
2X +y +3z=3

Dada la apariencia del sistema utilizamos el método de Gauss para discutir su compatibilidad.

2 11
El sistema tiene asociadas la matriz de coeficientes A=| 2 1 2|y la matrizampliada
2 1 3
2 11 a
A/IB=|2 1 2 2a|.
2 1 3 3

Triangulamos la matriz ampliada utilizando el método de Gauss.

Fila22—-Filal?
211 a 2 1 2 2a
AlB=|2 1 2 2a|=4 , . .
2133 0 0 1 a— NuevaFila2?
Fila3?-Filal?
2 1 3 3 a
2 -1 -1 -a = L
0 0 2 3-a— NuevaFila3® 2 3-a
Fila3*-2-Fila2? A8
00 2 3-a 211 a
00 2 _oa =0 0 1 a
0 0 0 3-3a—> NuevaFila3® LS,_,O 3-3a
2 11
El determinante de la matriz Aesnulo > |0 0 1|/=0. Surango no es 3.
000

Si consideramos el menor de orden 2 que resulta de quitar la fila 32 y la columna 12 su

1
determinante es no nulo -> 1 =1-0=1=0. Elrango de A es 2, independientemente del valor

de a.

Como en la matriz ampliada A/B la columna 12 y 22 son proporcionales consideramos el menor de
11 a

orden 3 que resulta de quitar la columna12 > [0 1 a |=3-3a. Este determinante se anula
0 0 3-3a

para a=1.
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Consideramos dos casos diferentes.

CASO 1. a#1
En este caso el determinante del menor no es nulo y el rango de A/B es 3. El rango de Aes 2 y el
de la matriz ampliada A/B es 3. Como los rangos son distintos el sistema es incompatible.

CASO 2. a=1

En este caso el determinante del menor es nulo y el rango de A/B no es 3y por tanto es 2, como el
rango de A. Rango A = Rango A/B = 2 < 3 = Numero de incognitas.

El sistema es compatible indeterminado.

Resolvemos el sistema para a=1, a partir del sistema equivalente obtenido.

2 1 11 X=A
2x+y+z=1
0 011= 1}:>2x+y+1:1:>2x+y:0:>y:2x:> y=-2A4;4eR
=
0 00O z=1
X=4
Para a=1 las soluciones del sistema son {y=-21;1€R.
z=1

Resumiendo: Si a =1 el sistema es incompatible y si a=1 el sistema es compatible indeterminado
X=A1

siendo sus soluciones ¢ y=-21;1€R.
z=1

209 de 261 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EBAU julio 2018 Matemadticas Il en Asturias Juan Antonio Martinez Garcia

2. Se tiene un abrevadero de longitud 6 m y de altura 1 m.
Su seccion es la descrita en la figura formada por la funcién y = x°.

Por h indicamos la altura del nivel del liquido.
a) Comprueba que el &rea de la region S, sombreada en la figura,

4hJ_

b) Determina la altura h donde se alcanza la mitad del volumen total del abrevadero.
(Nota: Volumen =S x longitud). (1 punto)

en funcion de h se puede expresar como S( ) (1.5 puntos) :

a) Completamos el dibujo indicando las coordenadas de los puntos de corte de las gréficas de las
funciones que delimitan la region S.

=h
y 2}:>x2:h:> x=+Jh

y=X

-1, 1) (1,1)

El area de la region S es el valor de la integral definida entre —Jn y Jh de la diferencia entre la
funcion y =h vy la funcion y=x°.

R 1" (vh)
AreaS:_'Eﬁh—x dx{hx-g} = hJﬁ-T ~[h(=h) - |

-k

=hﬁ_@+wﬁ_hgﬁzswﬁ_h\/ﬁﬁhdﬁ_hﬁ_4hJﬁ

3 3 3 3 3

ahh

Hemos comprobado que Area$S = —3 metros cuadrados, siendo 0 <h<1.

b) La expresion del volumen de agua del abrevadero en funcion de la altura del agua es el producto
del area de S por 6 metros de profundidad.

4h\/_

6= 8hJ_ h metros cubicos

V(h)=

El volumen total del abrevadero se consigue cuando h=1.
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V(1)=81+1=8

El volumen maximo del abrevadero es de 8 metros cubicos.
El abrevadero esta en la mitad cuando tiene 4 metros cubicos. Averiguamos el valor de h para
que tenga ese volumen.

2

2
V(h):4:>8h\/ﬁ:4:>h\/—:g:\/h_3:%:>h3:(lj :%: h:i/%

. : . 1
El abrevadero esta a la mitad de su capacidad cuando la altura del agua es h= i/; ~ 0.63 metros.
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3. Los puntos A(0, 1, 0) y B(-1, 1, 1) son dos vertices de un triangulo. El tercero C pertenece a la

Xx=4 )
recta r :{ . Ademas, la recta que une Ay C es perpendicular a la recta r.

z=1
a) Determina el punto C. (1.5 puntos)
b) Calcula el area del triangulo. (1 punto)

Xx=4
a) El punto C al pertenecer a la recta r:{ 1 tiene coordenadas C(4, y,l).
=

La situacion planteada es la del dibujo, siendo el segmento AC perpendicular a la recta r.

A ol

C

Si hallamos el plano perpendicular a la recta r que pasa por el punto A, el punto C sera el punto
de corte de recta y plano.
Hallamos la ecuacion del plano 1 perpendicular a la recta r que pasa por el punto A. Tendra

. x=a  |*7* (p(a01)
como vector normal el vector director de la recta r: Sriy=iAi=4_. :
= -1 v, =(0,1,0)

ﬁ:xT:(o,l,o)} 7:y+D=0

' = —1+D=0=>D=-1=[7:y-1=0
A(O,l,O)e;z' A(O,l,O)eﬂ}

Hallamos el punto de corte C de recta y plano.

7:y-1=0 y=1
. x=4 =>x=4:=|C(4,11)
lz=1 z=1

b) El area del triangulo ABC es la mitad del modulo del producto vectorial AC x AB.

AC=(411)-(0,10)=(401) | — — [ 1 &
- = ACxAB=|4 0 1/=—j-4j=-5j=(0,-5,0)
AB =(-1,11)-(0,1,0) = (~1,0,1) 101

) AC x AB 0% +(-5) +0?

Areaz‘ 5 ‘z +(2) MDY I

El area del triangulo ABC es de 2.5 unidades cuadradas.
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4. Consideremos dos dados, uno normal con las caras numeradas del 1 al 6 y otro trucado, con 4

caras con el namero 5y 2 caras con el nimero 6. Se elige al azar uno de los dados y se lanza.

a) Calcula la probabilidad de sacar 5. (1.25 puntos)
b) Si el resultado de la tirada es 5, ¢cuél es la probabilidad de haber elegido el dado trucado?

(1.25 puntos)

Realizamos un diagrama de arbol para aclarar los posibles resultados del experimento y sus probabilidades.
Llamamos D1 a elegir el dado normal y D2 a elegir el dado trucado. Estos dos sucesos son igual de
probables y la probabilidad de cualquiera de ellos es 1/2 = 0.5. Llamamos A al suceso “sacar 5 al lanzar el
dado elegido” y A al suceso “no sacar 5 al lanzar el dado elegido”.

Sacar 5
P(A/D1)=1/6

Dado 1 (normal)
P(D1)=0.5

No sacar 5
P(A¢/D1) =5/6

2 dadosy 1
lanzamiento

Sacar 5
P(A/D2)=4/6

Dado 2 (trucado)
P(D2)=0.5

No sacar 5
P(A¢/D2) =2/6

A partir de los datos del diagrama respondemos a las preguntas planteadas.

a) Nos piden calcular P(A). Aplicamos el teorema de la probabilidad total.

P(A)=P(D1)P(A/D1)+P(D2)P(A/ Dz):o,5%+0_5_§= 2.5

—=0.2166
6 | 6

La probabilidad de sacar 5 tiene un valor aproximado de 0.2166.

b) Nos piden calcular P(D2/A). Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de Bayes.

4
p(D2/ A)= P(D2nA) _P(D2)P(A/D2) _ 052 2 g

6 2
P(A) P(A) 25 25
6

La probabilidad de haber elegido el dado trucado, sabiendo que hemos sacado 5 es de 0.8.
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OPCION B

1. Dada la matriz A, calcula:

=

b

a) Su rango. (1.5 puntos)
1 001 b) Si existe, una columna combinacién lineal de las restantes.
A=12 3 4 (0.5 puntos)
L 6 1 c) Si existe, una fila combinacion lineal de las restantes. (0.5 puntos)
1 00 1
a) Lamatriz A=|2 3 1 4| esdedimensiones 3x4 Yy surango puede ser 3,20 1.
1 6 2 4
Consideramos el menor de orden 3 que resulta de quitar la columna 22 (3 veces la columna 3%) -
1 01

2 1 4=4+4-1-8=-1+0.Alsernonulo la matriz A tiene rango 3.
1 2 4

b) Como hay 4 columnas y el rango es 3 debe existir una columna que sea combinacion lineal de
las restantes. Se observa que la columna 22 es 3 veces la columna 32,

c) Como el rango es 3 las tres filas son independientes entre si y ninguna es combinacion lineal de
las restantes.
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2. Se tienen 20 m de marco metalico para construir una valla
publicitaria rectangular. El terreno donde se quiere instalar la
valla es fangoso y al colocarla se hunde una altura h que es la .
quinta parte de la anchura de la valla. Calcula las medidas de la ] b
valla de forma que el rea visible (la sombreada en la figura) sea
la méxima posible. (2.5 puntos)

(Y]

Llamamos “y” a la altura de la valla y “x” a la anchura.
La situacion planteada es la del dibujo.

X

y-h
In
Como h es la quinta parte de la anchura (x) se cumple que h= g = y-h= y—i.

5
Tenemos 20 metros de marco metélico, por lo que 2x+2y=20=x+y=10= y=10-X.

Utilizamos las dos expresiones obtenidas y el area de la zona sombreada es:

< X X 6X
rea=A(x)=x(y—h) x(y 5) x( X 5} x( 5) X 5x

Debemos buscar el méximo de la funcién A(x) =10x—gx2 :

Derivamos e igualamos a cero en busca del punto critico de la funcion.

A(x):le—gx2 = A'(x):lo—%x

%0 %

A'(X)=O:>10—EX=O:>50—12X=0:>12X=50:> X=—=
5 12 6

. 25 - o :
Comprobamos si X = o es un maximo de la funcion area usando la derivada segunda.

2 . _g:A,,(gjz_gw

A’(x)=10—€x:>A’(x)= c c

: : ., " 25
Al ser la segunda derivada negativa la funcion presenta un maximo para x = o

Para x:é tenemos que y:lo_§=§_
6 6 6

Las medidas de la valla que hacen maxima el area de la zona sombreada son % =4.166 metros de

anchura'y 3—65 =5.833 metros de altura.
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3. Dados los puntos A(2, 1, 0) y B(1, 0, 1) y r la recta que determinan. Y sea s la recta definida
{x+ y=2
por s:
y+z=0
a) Estudia la posicion relativa de las rectas. (1.25 puntos)

b) Determina un punto C de la recta s tal que los vectores CA y CB sean perpendiculares.
(1.25 puntos)

a) Hallamos la ecuacion de la recta r.

v, =FA=(2,1,0)—(1,0,—1)=(1,1,1)}j I 2+a

Hy=l+«a
A(Z,l,O)er
=«

Obtenemos un vector director de la recta s.

X=2-1 —
{x+y:2 {X:Z—y {us =(-11-1)
S: = =Siy=4 =
y+z=0 |z=-y ey Q.(2,0,0)

Observamos que las rectas no son paralelas ni coincidentes, pues sus vectores directores no
tienen coordenadas proporcionales.

U
1711

(1,1,1)} 1 1 -1

- > FE-£—
v, =(112)

Al no ser ni paralelas ni coincidentes las rectas las rectas se cortan o cruzan. Comprobamos si el
producto mixto [us,vr,AQsJ es nulo o no.

AQ, =(2,0,0)-(2,1,0)=(0,-1,0)

U, =(-11,-1) 11 -
v, =(112) =|u,v,AQ|=|1 1 1]|=0+0+1-0-0-1=0
AQ, =(0,-1,0) 0 1.0

Al ser el producto mixto nulo las rectas se cortan en un punto (pertenecen al mismo plano).

X=2-4
b) Si el punto C pertenece a larecta s:<y=4  tiene coordenadas C(2—1,4,-4).
z2=-1

Obtenemos las coordenadas de los vectores CA y CB.

CA=(210)-(2-2,4,-2)=(21-1,4)
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CB=(10,-1)—(2-4,4,~4)=(-1+4,~-4,~1+ 1)
Como estos vectores deben ser perpendiculares su producto escalar debe ser nulo.

CA=(2,1-1,2)
CB= (-1+2,-2,-1+ 2) ;= (4,1-24,2)(-1+ 2,-2,-1+ 1) =0=
CA-CB=0

= A(-1+2)+(1-2)(-2)+ A(-142)=0= -2+ A - A+ A" -1+ A = 0=

A=0

A-1=0-[2=1]

:3/12—3/1:0:3/1(/1—1):0:{

Existen dos soluciones:

Si 2=0 el punto es C(2-0,0,-0) -»C,(2,0,0).
Si A=1elpuntoes C(2-11,-1)—>C,(11-1).
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4. Enuna ciudad hay dos equipos destacados, uno de fatbol y otro de baloncesto. Todos los habitantes
son seguidores de alguno de los dos equipos. Se sabe que hay un 60 % de seguidores del equipo
de futbol y otro 60 % del equipo de baloncesto. Calcula:

a) La probabilidad de que un habitante sea seguidor de ambos equipos a la vez. (1 punto)

b) La probabilidad de que un habitante sea inicamente seguidor del equipo de futbol. (0.5 puntos)

c) Se elige al azar un habitante de la ciudad y se comprueba que es seguidor del equipo de baloncesto.
¢cual es la probabilidad de que sea también seguidor del equipo de fatbol? (1 punto)

Si todos los habitantes son seguidores de alguno de los dos equipos significa que hay 0 habitantes que
no son seguidores de ninguno de los dos equipos.

Construimos una tabla de contingencia para obtener la informacion que viene implicita en los datos
proporcionados en el ejercicio.

Baloncesto | No baloncesto
Futbol 60
No futbol 0
60 100

Completamos la tabla.

Baloncesto | No baloncesto
Futbol 20 40 60
No futbol 40 0 40
60 40 100

Respondemos a las preguntas planteadas.

a) En la tabla se observa que el 20 % de los habitantes son seguidores de ambos equipos. La
probabilidad de que un habitante sea seguidor de ambos equipos a la vez es de 0.2.

b) Se observa en la tabla que hay un 40 % de los habitantes que son seguidores del equipo de futbol
y no del de baloncesto. La probabilidad de que un habitante sea Unicamente seguidor del equipo
de futbol es de 0.4.

c) Hay un 60 % de los habitantes que son seguidores del equipo de baloncesto y de estos el 20 % son
seguidores del equipo de fatbol. Aplicando la regla de Laplace la probabilidad de que un seguidor

del equipo de baloncesto sea también seguidor del equipo de futbol es 20 = % =0.3333.
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EBAU junio 2018
o . Prueba de evaluacion de Bachillerato para
Universidad de Oviedo el acceso a la Universidad (EBAU)
Universida d'Uviéu
University of Oviedo Curso 2017-2018

MATEMATICAS Il

El examen presenta dos opciones: Ay B. Elige una de ellas y responde razonadamente a los cuatro ejercicios
de que consta dicha opcion.

OPCION A

1 1 2 m-1
1. Dadalamatriz A=| 1 m-=1 m 1 |donde m esun nimero real.

m-1 1 m 1

a) Estudiar el rango de A segun los valores de m. (1.5 puntos)
b) Para m = -1, calcula la solucién, si existe, del sistema (1 punto)
0
Ay |= 0 ( A" matriz traspuesta)
0
z
0

2. Se quiere construir una rampa (ver grafica) para camiones con una pendiente m = tan(a) > 0 y que
salve una altura h = 20 metros.
a) Calcula, en funcion de m, el valor de b y comprueba que la longitud de la

L
2
m°+1
rampa L se puede expresar como L(m) =20 j (0.5 puntos) h
m
b) El camidn se mueve a una velocidad constante que depende de la pendiente
1

my se expresa, en metros por segundo, a través de la funcion v(m) =—.
Jm
Demuestra que el tiempo t, en segundos, que tarda un camion en recorrer la rampa se puede expresar como
2

t(m)=20,/m+2

(0.5 puntos)

c) Calcula la pendiente m que hace minimo el tiempo de recorrido de un camion. (1.5 puntos)
(Se recuerda que tan = tangente y velocidad=espacio/tiempo).

3. Seanry s dos rectas perpendiculares que se cortan. La recta r viene dada por las ecuaciones

r:XT_1= y+1=-z+2. Calcula:

a) Un vector director \71 der. (0.75 puntos)
b) Un vector director \72 de s sabiendo que \71><\72 es proporcional al vector (1, 0, 2). (1 punto)
c) Las ecuaciones del plano T que contiene ambas rectas. (0.75 puntos)

4. En un espacio muestral se tienen dos sucesos independientes: A y B. Se conocen las siguientes
probabilidades: p(A n B) = 0.3y p(A/B) = 0.5. Calcula:

a) p(A) y p(B). (1 punto)
b) p(A U B) y p(B/A). (1 punto)
¢) La probabilidad de que no ocurra ni el suceso A ni el suceso B. (0.5 puntos)
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Prueba de evaluacion de Bachillerato para

gﬂi_"erﬁ%*{ddc]; Oviedo el acceso a la Universidad (EBAU)

nwersiaa vieu _

University of Oviedo Curso 2017-2018
OPCION B

1. Dadas las matrices

1 0 -1
1 3 1 20
A= B=|0 1 1 C=
01 -1 0 2
11 -1
a) Calcula, si existe, la inversa de B. (1 punto)
b) Determina, si existe, la matriz X que verifica la relacion AXB=C. (1.5 puntos)
., 1
2. Dada la funcion f(x)=—5——
X" +X—6
a) Estudia su dominio de definicion y calcula sus asintotas. (0.75 puntos)
b) Estudia sus maximos, minimos y puntos de inflexion. (0.75 puntos)
¢) Calcula una primitiva de la funcion f(x). (1 punto)

3. Dado larecta r :{y—

1
0’ el punto Q(1, 1, 1) y un plano .

a) Calcula el punto P de la recta r que verifica d (P,Q) =1u. (1.25 puntos)

b) Se sabe que Qe yque d(P,Q)=d(P, 7). Determina la ecuacion del plano .
(1.25 puntos)

4. En la siguiente tabla se muestra la distribucion de un grupo de personas en relacion al consumo de
tabaco:

Fumador | No fumador
Hombres 10 30
Mujeres 20 40

Se elige en ese grupo una persona al azar. Calcula las probabilidades de los siguientes sucesos
diferentes:

a) Sea fumador. (0.5 puntos)

b) Sabiendo que es fumador, se trate de una mujer. (1 punto)

c) Se extrae una segunda persona al azar. ¢Cual es la probabilidad de que una fume y la otra no?
(1 punto)
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SOLUCIONES
OPCION A

1 1 2 m-1

1. Dadalamatriz A= 1 m-1 m 1 |dondem esunndmero real.
m-1 1 m 1
a) Estudiar el rango de A segln los valores de m. (1.5 puntos)
b) Para m = -1, calcula la solucidn, si existe, del sistema (1 punto)
0
X 0
Ay = 0 ( A" matriz traspuesta)
z
0

a) La matriz A es de dimensiones 3x4. Su rango puede ser 3,2 0 1.
Aplicamos el método de Gauss para obtener una matriz equivalente a la matriz A, pero en la que
sea mas facil el estudio del rango.

L . [Filaz:~Filaz
m- 1 m-1 m 1

A=| 1 m-1 m 1 :>_1 1 5 Cmal
m-1 1 m 1

0 m-2 m-2 —-m+2— NuevaFila2?2

Fila3?—Filal?
m-1 1 m 1
-1 -1 -2 -m+l
m-2 0 m-2 —-m+2— NuevaFila3?

1 1 2 m-1
=| 0 m-2 m-2 -m+2
m-2 0 m-2 -m+2

Consideramos el menor que resulta de quitar la cuarta columna y calculamos su determinante.

1 1 2
0 m-2 m-2=(m-2)(m-2)
m-2 0 m-2

Como es nulo su determinante considero el menor
tercera y compruebo el valor de su determinante.

— O =

2
1|=(m-2)"(1+1+0-2-0-0)=0
1
0

o O + B

e orden 3 que resulta de quitar la columna

1 1 m-1 1 1 m-1
0 m-2 -m+2=(m-2)(m-2)0 1 -1|=
m-2 0 -m+2 1 0 -1

=(m-2)"(-1-1+0-(m-1)-0-0)=(m-2)*(-m-1)

Este determinante se anula cuando m=2 y cuando m=-1. Establecemos tres casos distintos
que estudiamos por separado.
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CASO1 m=#2y m=-1.
En este caso el determinante del menor de orden 3 es no nulo y el rango de la matriz A es 3.

CASO 2. m=2.
En este caso el determinante del menor de orden 3 es nulo y el rango de la matriz A es menor
que 3.
11 21
La matriz equivalente queda |0 0 O 0. Solo queda una fila con elementos no nulos, y
0 00O
por tanto, el rango de A es 1.
CASO 3. m=-1.
En este caso el determinante del menor de orden 3 es nulo y el rango de la matriz A es menor
que 3.
1 1 2 =2
La matriz equivalente queda | 0 -3 -3 3 |. Consideramos el menor de orden 2 que
-3 0 -3 3

. . 1 :
resulta de quitar las columnas 32y 42y la fila 32 > ‘0 ‘ =-3=0. El determinante del

menor de orden 2 es no nulo y por tanto el rango de A es 2.

Resumiendo: Si m=2 y m=-1 el rango de la matriz Aes 3,si m=2 elrango de Aes1ysi
m=-1 el rango de A es 2.

1 1 2 =22
b) Param=-1lamatrizqueda A=| 1 -2 -1 1 |y lamatriztraspuesta seria
-2 1 -1 1
1 1 =2
A 1 -2 1
2 -1
-2 1 1
1 1 -2 0
X
. -2 1 0
El sistema queda 1y =
-1 -1 , 0
-2 1 1 0

Operamos con la matriz ampliada para convertir el sistema en otro triangular equivalente.

1 1 20 Fila22-Filal?
UL I I
-1 -1 0 -1 -1 2 0

-2 1 1 0 0 -3 3 0-— NuevaFila2?
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Fila32—2-Fila1? Fila42+2-Filal?
2 -1 -1 0 21 1 0
2 2 4 0 2 2 -4 0 =
0 -3 3 0— NuevaFila3?|| 0 3 -3 0— NuevaFila4?
1 1 20 Fila32—Fila2?
0 -3 3 0 0 -3 3 0
“lo -3 3 0o|7J0 3 -3 0
0 3 30 0 0 O O0— NuevaFila3®?
Fila42+ Fila 22 1 1 -2 0
0 3 -3 0 0 -3 3 0
0 -3 3 0 “lo 0o o0 o0
0 0 O O0— NuevaFila4? 0O 0 0 O
Resolvemos el sistema equivalente que nos queda:
1 1 =2 y 0
0 -3 3 0 X+y—-2z=0 X+y-2z=0
1y |= = = =
0O 0 O , 0 -3x+3y=0 -x+y=0
0O 0 O 0
X+y—-2z=0
= }:x+x—22:0:2x—22:0:2x:22:>
y=X

Param =—1 las soluciones son: x=y=z=A4; siendo A cualquier nimero real.
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2. Se quiere construir una rampa (ver grafica) para camiones con una pendiente m = tan(a) > 0 y que
salve una altura h = 20 metros.
a) Calcula, en funcién de m, el valor de b y comprueba que la longitud de I

m? +1 h

la rampa L se puede expresar como L(m) =20 > (0.5 puntos)
m

b) El camién se mueve a una velocidad constante que depende de la pendiente m

, . 1 .
y Se expresa, en metros por segundo, a través de la funcion v(m) =——=". Demuestra que el tiempo t, en

m

i m? +1
segundos, que tarda un camidn en recorrer la rampa se puede expresar como t(m) =20

m

(0.5 puntos)
c) Calcula la pendiente m que hace minimo el tiempo de recorrido de un camion. (1.5 puntos)
(Se recuerda que tan = tangente y velocidad=espacio/tiempo).

a) Tenemos un triangulo rectangulo del que conocemos uno de sus catetos. Aplicamos el teorema de
Pitagoras.

L? =b*+h? =b* +20* = L* - 400 =b* = b =+/L* — 400

Como m=tan () tenemos que m=tan ()= catetoopuesto _h _ 20 . Despejamos b en la

_catetocontiguo b b

expresion obtenida: b = @
m

Utilizamos las dos igualdades obtenidas.

20
b=— 20 20 400

2
m :H: L2_4OO:>(HJ :L2—4003?—L2—400:>
b= />~ 400

2 2 2
Y :%+400:> 12 :400($+1j:4001;rnr;q = L=\/4004/1;T 220@/1;;]

b) Como velocidad=espacio/tiempo y ademas v(m) =

1 . . .
T reunimos estas dos expresiones y despejamos el
m

tiempo.

v(m)=——
Jm /m2+1
v(m):Lm)—n(m): L(m) :>t(m):20—2=20\/ﬁfm;jl =201/% =

m
t(m) v(m) 1
m® +1 Jm
L(m)=20 .~
2
—t(m)=20," 1
m
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2

1
c) Debemos buscar el minimo de la funcion t(m) =20 M *2 Utilizamos la funci6n derivada para
m
encontrar sus puntos criticos.
1 1
2 _m2 -
t(m)=20,/"*1 _20fmim* > t/(m)=20 12 __go_m
m 2Jm+m? Jm+m?
1
, - 1 1 )
t'(Mm=0=210——M—=0=21-—=0= —=1l=m?=1=m=41=1
Jm+m™ m m
Estudiamos la evolucion de la derivada antes y después de m =1.
.
 Antes de m=1 consideramos m=0.9 y t"(0.9) -10——09 _ 165<0.La
0.9+09"
funcion decrece antes de m=1.
1

PRy
o Después de m=1 consideramos m=1.1y t"(1.1) =10——2L1  _122-0. Lafuncion

V11+1.1*

crece después de m=1.
Como el tiempo decrece antes y crece después tenemos un minimo en m=1.

La pendiente m que hace minimo el tiempo de recorrido de un camién es m=1. Una pendiente de 45°.
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3. Seanry s dos rectas perpendiculares que se cortan. La recta r viene dada por las ecuaciones

r:XT_lz y+1=-z+2. Calcula:

a) Un vector director \71 der. (0.75 puntos)

b) Un vector director \72 de s sabiendo que \71 ><\72 es proporcional al vector (1, 0, 2). (1 punto)
c) Las ecuaciones del plano T que contiene ambas rectas. (0.75 puntos)

a) Hallamos un vector director y un punto de la recta r.

. x=1_y+1_ z—2:> \712(2,1,—1)
2 1 4 P(1-12)

b) Las rectas r y s son perpendiculares por lo que el producto escalar de sus vectores directores es
nulo > v;-v, =0.

Vv, =0
(2,1,-1) = (2,1,-1)(ab,c)=0=2a+b-c=0=b=c-2a=v, =(a,c-2a,)
v, =(a,b,c)

Vi

Determinamos la expresion del producto vectorial v, xv, .

vi=(21,-1) } ok

=vxv,=[2 1 -l=ci-aj+2(c—2a)k-ak-2cj+(c—2a)i
a c-2a c

v, =(a,c—2a,c)

V,xV, =(c+c—2a)i+(-a—-2c) j+(2c—4a—-a)k =(2c—2a)i+(-a—-2c) j+(2c—5a)k

El producto vectorial es v, xv, = (2¢ —2a,~a—2¢,2c—5a) . Ademés, v, xV, es proporcional al
vector (1, 0, 2).

2c-2a=k
v, xV, =(2c-2a,-a-2c,2c-5a) =k (1,0,2) = -a-2c=0 = -a-2c=0=
2c—5a =2k

= a=-2c=V, =(-2c,c-2(-2c),c)=(-2c,5¢,c)

Sitomamos c¢ =1 tendremos las coordenadas de un vector director de la recta s que cumple lo
pedido: v, =(-2,5,1).

c) El plano & que contiene ambas rectas tiene como vectores directores los vectores directores de
ambas rectas y pasa por el punto P, (1, -1, 2) de larectar.
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ﬁ=\71=(2,1,—1) x-1 y+1 z-2
v=v,=(-251)t=7:[2 1 -1|=0=
P(L-12)ex -2 5 1

= x-1+2(y+1)+10(z-2)+2(z-2)-2(y+1)+5(x-1)=0=

=6(x-1)+12(z-2)=0=>x-1+2(z2-2)=0=[z:x+22-5=0]

La ecuacion del plano 1 que contiene las rectasry ses z:x+2z—-5=0.
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4. En un espacio muestral se tienen dos sucesos independientes: A y B. Se conocen las siguientes
probabilidades: p(A N B) = 0.3y p(A/B) = 0.5. Calcula:

a) p(A) y p(B). (1 punto)
b) p(A U B) y p(B/A). (1 punto)
c) La probabilidad de que no ocurra ni el suceso A ni el suceso B. (0.5 puntos)
a)
p(ANB) 0.3 0.3
p(A/B)=05=———*=05={p(AnB)=03{=——=05=|p(B)=——=0.6
( ) p(B) { ( ) } p(B) (B) 0.5

Como los sucesos A y B son independientes se cumple p(AnB)=p(A)p(B).

=|p(AU B)=0.5+0.6—0.3=0.8

Determinamos el valor de p(B/A).
p(AnB) 03
p(B/A) o(A) 05

c) Nos piden calcular p(A~B). Utilizamos una de las leyes de Morgan.
p

p(KmE): p(m):l— p(AUB)=1-0.8=(0.2]
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OPCION B
1. Dadas las matrices
1 0 -1
1 3 1 20
A= B=|0 1 1 C=
01 -1 0 2
11 -1
a) Calcula, si existe, la inversa de B. (1 punto)
b) Determina, si existe, la matriz X que verifica la relacion AXB=C. (1.5 puntos)

a) Comprobamos que existe la inversa de B viendo que su determinante es no nulo.

10 -1
B[=0 1 1|=-1+0+40+1-0-1=-120
11 -1

Existe la inversa y la calculamos.

1 0 1 1 1JJ ‘0 1‘ 0 ]1J
+ - +
Adjl 0 1 1 1 - -1 -3 -1
L_Adi(B) (11 1) f o1 11 f1o0
T -1 R T | O R S A
0 1 10
+ - +
1 0 01
-2 -1 1 2 1 -1
B'=-|1 0 -1|=|-1 0 1
-1 -1 1 1 1 -1
. . 1 3
b) Comprobamos que la matriz A tiene inversa: |A| = ‘0 1‘ =1+0.

Existe la inversa de A. La calculamos.

o Adi(a) A (:13 y _(1 —3}

A 1 (0 1
Despejamos X de la ecuacion matricial: AXB=C = X = A'CB™.
Determinamos la expresion de la matriz X.
2 1 -1

2 1 -1
P - + + -
. (1 =31 20 1+3 240 0-6

X = A'CB = 10 1|= 10 1]|=
0 1)l-1 0 2 0-1 0+0 0+2

11 - 1 -1

2><><3 >2x%x3
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2 1 -1

(4 2 -8 Lo 1o 8-2-6 4+0-6 —4+2+6) (0 -2 4
10 2 L1 1_ 24042 -1+0+2 1+40-2 ) 0 1 =1

2><><3—>2><3

. . . - : . 0 -2 4
La matriz X solucion de la ecuacion matricial AXB=C tiene la expresion X = (O 1 J.
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2. Dada la funcién f(x)=2;

X" +X—6
a) Estudia su dominio de definicién y calcula sus asintotas. (0.75 puntos)
b) Estudia sus maximos, minimos y puntos de inflexién. (0.75 puntos)
¢) Calcula una primitiva de la funcion f(x). (1 punto)

a) Es una funcion racional y su dominio son todos los reales menos los valores que anulan el
denominador.
-1+5

2
1+ 1 -4(1)(-6) -—1+
X*+X-6=0=x= Ol ): 45 ) 2
2 2 -1-5
—— v __3
2
El dominio de la funcién es R—{-3,2}.
Asintotas verticales. x=a
¢ X ==3 es asintota vertical?
lim f(x)=lm—+ -t _1_g
x—>-3 x>-3X° 4+ X—6 (_3) -3-6 O
X =—3 es asintota vertical.
¢ X =2 es asintota vertical?
limf () =lim— =+ _1_
x—>2 -2 X" +X-6 2°+42-6 0
X =2 es asintota vertical.
Asintota horizontal. y=b
b=Ilimf (x)=|im2;=l=0
X—>00 x>0 XS4+ X—6 o0
La asintota horizontal es y =0.
Asintota oblicua. y=mx+n
No existe pues existe asintota horizontal.
b) Buscamos los puntos criticos de la funcion.
) O-(x2 +x—6)—1-(2x+1) ox-1
f (X) = 5 2 -, 2
(x*+x-6) (x*+x-6)
f'(x)zojﬂzo:—zx—lzo:2x=—1:> x="1
2 2 2
(x*+x-6)
Sustituimos este valor en la segunda derivada.
) _2x—1 3 —2(x2+x—6)2—(—2x—1)2(x2+x—6)(2x+1)
FX)=—F———==>1"(0= . : =
(x*+x-6) (x*+x—6)
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C2(XP+x=6)—(-2x-1)2(2x+1) -2x* -2x+12-2(-4x* —1-2x~-2X)

(x2+x—6)3 (x2+x—6)3

2 - 2x+1248X0 + 2+ 4x+4x _ 6x2+6x+14 _ 2(3x +3x+7)
(x2+x—6)3 (x2+x—6)3 (x2+x—6)3

7J

£ =-0.0512<0
1Y 1

= -=_6

[(2) 2 }

Como la segunda derivada es negativa la funcion tiene un maximo en x = -

X)= 2o +3x17) - f”(_lj: 2(3(_21)2 _2+

(x2+x—6)3

Como f (_—1) = ; = _—4 las coordenadas del maximo relativo son (_—1 _4)

2) (4Y 1, 2'25
Gl
Para encontrar los posibles puntos de inflexion buscamos cuando se anula la derivada segunda.
2 (3x2 +3X+ 7)

(2 )3 —0=3x*+3x+7=0=>
X+ X—6

f7(x)=0= f"(x)=

_ +./ 2 _ _3+./—
= X= 3+ g 84: 3_2 75:Noexiste

La funcidon no tiene puntos de inflexion.

c¢) Hallamos la integral de la funcién usando el método de descomposicion en fracciones simples.
1

F(x):j f (x)dx:J—dx:...

x> +Xx—6

1 1 A B 1 A(x—2)+B(x+3)

X ix—6 (x+3)(x-2) x+3 x-2  (x+3)(x-2)  (x+3)(x+2)

1
X=2—->1=5B—>B==
—=1=A(x=2)+B(x+3)= 5 1 _-1/5 1/5

pa— 2 f— - f—
x:—3—>1:—5A—>A:€1 X“+Xx-6 x+3 x-2

...:J_1/5dx+J1/—5dx:_—1 de+1jidx=_—1In|x+3|+lln|x—2|+K
X+3 X—2 5J x+3 5J) x-2 5 5
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y=1
z

, el punto Q(1, 1, 1) y un plano .

3. Dado larecta r :{

a) Calcula el punto P de la recta r que verifica d (P,Q)=1u. (1.25 puntos)

b) Se sabe que Qe yque d(P,Q)=d(P, 7). Determina la ecuacion del plano .
(1.25 puntos)

a) Un punto P de la recta r :{Z_ 0 tiene coordenadas P(a,1,0).

La distancia de P a Q es el mdulo del vector PQ.

PQ=(111)-(a,10)=(1-a,0,1)

d(P.Q)=|PQ|=/(1-a) +0 +1* = [(1-a)’ +1
Averiguamos cuando esta distancia vale 1 unidad.
d(P,Q)=1=,/(1-a)’ +1=1=(1-a) +1=1=(1-a) = 0=[a=1]
El punto P buscado tiene coordenadas P(1,1,0).

b) Nos dicen que d (P,Q) =d (Pn) por lo que el vector PQ es perpendicular al plano.

P

 Q

Hallamos la ecuacion del plano  que contiene el punto Q y con vector normal PQ.

PQ= (1,1,1)—(1,1, O) = (O, 0,1)

=PQ =(0,0,1 z+D=0
Q=( )}3” : }:>1+D:O:>D:—1:>

n
Q(Lll)ex Q(lll)erx

El plano buscado tiene ecuacion z:z—-1=0.
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4. En la siguiente tabla se muestra la distribucién de un grupo de personas en relacion al consumo de
tabaco:

Fumador | No fumador
Hombres 10 30
Mujeres 20 40

Se elige en ese grupo una persona al azar. Calcula las probabilidades de los siguientes sucesos
diferentes:

a) Sea fumador. (0.5 puntos)

b) Sabiendo que es fumador, se trate de una mujer. (1 punto)

c) Se extrae una segunda persona al azar. ¢Cual es la probabilidad de que una fume y la otra no?
(1 punto)

Completamos la tabla.

Fumador | No fumador
Hombres 10 30 40
Mujeres 20 40 60
TOTALES 30 70 100

a) Hay 100 personas y de ellas 30 son fumadores. Aplicando la regla de Laplace tenemos que la

probabilidad de que al elegir una persona esta sea fumadora es % =0.3.

b) Hay 30 fumadores y de ellos 20 son mujeres. Aplicando la regla de Laplace tenemos que la

probabilidad de que al elegir un fumador este sea mujer es 20 = 2 =0.666.

c) La probabilidad de que la primera persona sea fumadora es de % Una vez elegida esa persona

quedan 99 personas en el grupo siendo 70 los no fumadores, la probabilidad de que la segunda

persona no sea fumadora vale ;—(9) . La probabilidad de que la primera persona elegida sea fumadora

y la segunda no lo sea es el producto de las probabilidades: 30 .70 L

100 99 33
La probabilidad de que la primera persona no sea fumadora es de 17—0 . Una vez elegida esa persona
quedan 99 personas en el grupo siendo 30 los fumadores, la probabilidad de que la segunda persona

sea fumadora vale % La probabilidad de que la primera persona no sea fumadora y la segunda

si lo sea es el producto de las probabilidades: 17—0 30 = s

00 99 33

La probabilidad de que una de las personas sea fumadora y la otra no es la suma de las dos

probabilidades obtenidas: ! + 14 =0.4242 .
33 33 33
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EBAU julio 2017

o . Prueba de evaluacion de Bachillerato para
Universidad de Oviedo el acceso a la Universidad (EBAU)
Universida d'Uviéu
University of Oviedo Curso 2016-2017

MATEMATICAS Il

El examen presenta dos opciones: Ay B. Elige una de ellas y responde razonadamente a los cuatro ejercicios
de que consta dicha opcion.

OPCION A

1. Determina los valores de a para los que el sistema de ecuaciones tiene solucién. Calcula las
soluciones en los casos posibles.

X + y=1
2X + ay =2
5x +(3a-1)y=6-a

2. Sea la grafica de la parabola y =3x® en el intervalo [1, 2] y m un

valor de dicho intervalo.

a) Halla, en funcion de m, el area de cada una de las partes sombreadas
AyB. (1.5 puntos)

b) ¢Cudl es el valor de m que hace minima la suma de esas areas? (1

punto)

3. Sea el punto A(1, 2, 0) perteneciente a un plano . Calcula:

a) La ecuacion del plano m sabiendo que P(0, 0,—2) pertenece a la recta perpendicular a 1 que pasa
por el punto A. (1 punto)

b) La ecuacion de un plano paralelo a  y que esté a distancia 3 unidades del mismo. (1 punto)

¢) Un punto B perteneciente a my al plano z":2x—y =0 y que esta a distancia J45 de A.

(Observacion: Aex’) (0.5 puntos)

4. En una cierta enfermedad el 60% de los pacientes son hombres y el resto mujeres. Con el
tratamiento que se aplica se sabe que se curan un 70% de los hombres y un 80% de las mujeres. Se
elige un paciente al azar.

a) Calcula la probabilidad de que se cure de la enfermedad. (1.25 puntos)

b) Si un paciente no se ha curado, ¢cual es la probabilidad de que sea mujer? (1.25 puntos)
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o ) Prueba de evaluacion de Bachillerato para
Universidad de Oviedo el acceso a la Universidad (EBAU)

Universida d'Uviéu -
University of Oviedo Curso 2016-2017

OPCION B

1 0 -1
1. Dada lamatriz A={ 0 x 3 | donde x es un nimero real. Halla:
4 1 -—x

a) Los valores de x para los que la matriz A posea inversa. (1 punto)
b) La inversa de A para x = 2. (1 punto)
c) Conx =5, el valor de bR para que la matriz b -A tenga determinante 1. (0.5 puntos)

2

2. Dada la funcién f (x)= X 2
X_
a) Estudia su dominio de definicion y calcula sus asintotas. (1 punto)
b) Halla, si existen, los maximos, minimos y puntos de inflexion. Intervalos de crecimiento y
decrecimiento, concavidad y convexidad. (1 punto)
¢) Haz un esbozo de su grafica. (0.5 puntos)
X—-y+2z=1
3. Dada larecta r: yelplano 7:ax—y+z+1=0
2X+y—-52=2
a) Halla el valor de a para que sean paralelos. (1.5 puntos)

b) Para a = 2, calcula la ecuacion del plano " que contiene a r y es perpendicular a . (1 punto)

4. De una baraja espafiola Daniel y Olga extraen 8 cartas: los cuatro ases y los cuatro reyes. Con
esas 8 cartas Olga da dos cartas a Daniel y posteriormente una para ella. Calcula:

a) La probabilidad de que Daniel tenga dos ases. (0.75 puntos)
b) La probabilidad de que Daniel tenga un as y un rey. (0.75 puntos)
c) La probabilidad de que Olga tenga un as y Daniel no tenga dos reyes. (1 punto)
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SOLUCIONES

OPCION A

1. Determina los valores de a para los que el sistema de ecuaciones tiene solucion. Calcula las
soluciones en los casos posibles.

X + y=1
2X + ay =2
5x +(3a-1)y=6-a

Obtenemos un sistema equivalente mas sencillo de estudiar aplicando el método de Gauss.

Ecuacién 22—2-Ecuacionl1?
2X +ay =2
—2X -2y =-2

X + y=1
2X + ay=2 =
5x +(3a-1)y=6-a

(a—2)y =0 — Nuevaecuacion 22

Ecuacién 32 —-5-Ecuaciénl1?

=1
5x +(3a-1)y =6-a X + y
—5x 5y __5 = (a-2)y =0
(33—6)y =1-—a — Nuevaecuacion 3? 3(3—2) y=1-a

Nos planteamos dos situaciones diferentes.

CASO1l. a=#2
En este caso podemos despejar en las ecuaciones 22 y 32,

M y=1 X + y=1
(a-2)y=0 =la-220= yzﬁzo
3(a-2)y=1-a  1-a

y_3(a—2)

Vuelven a surgir dos situaciones distintas, en funcién del valor de a.

CASO 1l a#2ya=#l

El sistema es incompatible pues obtenemos dos soluciones distintas para la incognita

CASO 12 ax#2y a=1

[}

y.

237 de 261 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EBAU julio 2017 Matemadticas Il en Asturias

Juan Antonio Martinez Garcia

X + y=1 a1 X +y=1
y=0 :»{1 _a—o}j y=0 =x+0=1=[x=1]
yo—"8 ) y=0
3(a-2)

El sistema es compatible determinado, siendo su solucion: x=1 e y=0.

CASO 2. a=2

a2 X+ y=1
(a-2)y=0 = ol = 0=0

y
a-2=
3(a-2)y=1-a 0=-1

Tenemos una igualdad imposible. El sistema es incompatible.

Resumiendo: Si a=1 el sistema es compatible determinado, siendo su solucion: x=1e y=0.Y si
a=1 el sistema es incompatible.
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2. Sea la gréafica de la parabola y =3x? en el intervalo [1, 2] y m un

valor de dicho intervalo.

a) Halla, en funcién de m, el area de cada una de las partes sombreadas
Ay B. (1.5 puntos)

b) ¢Cuél es el valor de m que hace minima la suma de esas areas? (1 punto)

a) Afadimos un poco de informacion a la imagen proporcionada.

x| y=3x
1 3
2 12

3t (1, 3)

m

El area de la zona A es el valor de la integral definida entre 1y m de la funcion y =3x°.
Area A= J.3x2dx = [x*"]m =m-1=m’-1
1 1
El area de la zona B es el valor de la integral definida entre m y 2 de la diferencia entre las
funciones y =12 e y=3x°.

AreaB =f12—3x2dx=[12x—x3]1 =[12.2-2*]-[12:m-m*]=16-12m+m’

b) La suma de las areas tiene la expresion: f (m)=m®-1+16-12m+m?®=2m®-12m+15.
Buscamos los puntos criticos de esta funcion.

f(m)=2m’-12m+15= f"(m)=6m*-12

f/(M)=0=6m’-12=0=>m*-2=0=>m’ =2=m=+/2

Sustituimos este valor en la segunda derivada para comprobar si es maximo o minimo.

f7(m)=6m’—12= f”(m)=12m= f *(2) =122 >0

Para m=+2 la segunda derivada es positiva y la suma de las areas es minima para dicho valor
m=+2 =1.4142 ,
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3. Sea el punto A(1, 2, 0) perteneciente a un plano . Calcula:
a) La ecuacion del plano t sabiendo que P(0, 0,—2) pertenece a la recta perpendicular a Tt que pasa

por el punto A. (1 punto)
b) La ecuacion de un plano paralelo a Tt y que esté a distancia 3 unidades del mismo. (1 punto)
c) Un punto B perteneciente a my al plano 7: 2x—y =0 y que esté a distancia J45 de A.

(Observacion: Ae ') (0.5 puntos)

a) La situacion planteada es la del dibujo.

T

Por tanto, un vector normal del plano es el vector AP .
Hallamos la ecuacion del plano  que pasa por el punto A y tiene como vector normal PA.

n=PA=(120)-(0,0,-2)=(1,22)| 7:x+2y+2z+D=0
= =
A(l, 2,0) er A(1,2,0) er

=1+4404D=0=D=-5=|7:x+2y+22-5=0)

El plano buscado tiene ecuacion z:x+2y+2z-5=0.

b) Un plano n” paralelo a 7:Xx+2y+2z—-5=0 tiene ecuacion z": x+2y+2z+D =0.

Como debe estar a distancia 3 unidades del plano m debe estar a distancia 3 unidades del punto A
perteneciente al plano .

7 X+2y+2z+D=0

A(L2,0) :>|1+4+0+D| 3:>|5+D| 3
i ootz 3
d(A,;r’):B 1°+2°+2

5+D=9->D=4—7"x+2y+2z+4=0)

=[5+D|=9=

5+D=-9->D=-14—|7":x+2y+27-14=0|

Existen dos planos que cumplen lo pedido: 7":x+2y+2z+4=0y 7n"":x+2y+2z-14=0.

¢) Un punto B(a,b,c) perteneciente a 7 :x+2y+2z—-5=0 debe cumplir su ecuacion.
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a+2b+2c-5=0

El punto B también pertenece al plano z":2x—y=0 2> 2a-b=0—>b=2a.
Reunimos las dos condiciones obtenidas y obtenemos la expresion del punto B.

a+2b+2c-5=0

:>a+4a+2c—5:0:>20:5—5a:>c:§—§a
b=2a 2 2

El punto B tiene coordenadas B(a, 2a,§—§a) :

Este punto B esta a distancia /45 de A, por lo que el médulo del vector AB debe ser /45 .

AB = a,2a,§—§a -(1,2,0)= a—1,2a—2,§—§a
2 2 2 2

‘E‘Z\/Eé\/(a—l)er(Za—Z)z +(g—gaj2 =45 =

2 : (5 5_Y
=(a-1)"+(2a-2) + 55 =45=

=a’+1°-2a+4a’ +4—8a+§+§a2 —%a:45:>

= 4a’+4-8a+16a® +16—32a+ 25+ 25a°> —50a =180 =

= 45a° -90a+45=180=a’-2a+l1=4=a*-2a-3=0=

4
2+.J(=2)* —4(-3 —, =18=a
£\(-2) -4(-3) _2x4 _
2 2 |2-4
2

N

= a=

2+
T -1=a

Existen dos puntos que cumplen lo pedido:

B(a,Za,ﬁ—Ea) ~[B(L-25)
2 2

B(a,Za,§—§aj ~[B.(36-5)
2 2
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4. En una cierta enfermedad el 60% de los pacientes son hombres y el resto mujeres. Con el
tratamiento que se aplica se sabe que se curan un 70% de los hombres y un 80% de las mujeres. Se
elige un paciente al azar.

a) Calcula la probabilidad de que se cure de la enfermedad. (1.25 puntos)

b) Si un paciente no se ha curado, ¢cual es la probabilidad de que sea mujer? (1.25 puntos)

Realizamos un diagrama de arbol con los datos del problema. Llamamos H al suceso “ser hombre”,
HC a “ser mujer”, C a “curarse de la enfermedad” y C® a “no curarse de la enfermedad”.

Curarse |
Hombre P(C/H) = 0.70
P(H) = 0.60 No curarse
c -
Género y P(C¢/H) =0.30
enfermedad
Curarse
Mujer P(C/H¢) =0.80
P(HS) = 0.40 No curarse |
P(C¢/H¢) = 0.20

a) Nos piden calcular P(C). Aplicamos el teorema de la probabilidad total.
P(C)=P(H)P(C/H)+P(H®)P(C/H®)=0.6-0.7+0.4-0.8=[0.74]
La probabilidad de que se cure de la enfermedad es de 0.74.

b) Nos piden calcular P(H ©/ce ) Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de
Bayes.

P(HNC) _P(H)P(C/H®) o402 _[4 _ -
P(CC) 1-P(C) 1-0.74 |13

P(H°/C°)=

La probabilidad de que sea mujer una persona que se ha curado tiene un valor aproximado de
0.3077.
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OPCION B
1 0 -1
1. Dada lamatriz A=| 0 x 3 | donde x es un nimero real. Halla:
4 1 —x
a) Los valores de x para los que la matriz A posea inversa. (1 punto)
b) La inversa de A para x = 2. (1 punto)

c) Conx =5, el valor de bR para que la matriz b -A tenga determinante 1. (0.5 puntos)

a) Para que la matriz A tenga inversa su determinante debe ser distinto de cero.

1 0 -1
|A=10 x 3|=—x"+0+0+4x-0-3=—x"+4x-3
4 1 —x
_ 4+2_3_X
4+.(-4) 12 4+2 |75 TLE=
|Al=0=-x*+4x-3=0=>x’—4x+3=0= X = (=4) _4£2 )2
2 2 4-2
—=|1=X
2
La matriz A tiene inversa para cualquier valor de “x” distinto de 1y de 3.
1 0 -1
b) Para x =2 la matrizqueda A={0 2 3 | ytiene inversa. La calculamos.
4 1 -2
1 0 4 2 1 0 1 0 2
+ - +
Adjj 0 2 1 3 2 -1 -2 -1 3
Adj(A") 13 2) | o 4 |1 4 |1 o] [ 7
At = = > =| - + - =12 2 -3
A —2°+4.2-3 3 -2 |11 -2 |13
-8 -1 2
0 4 1 4 10
+ - +
2 1 01 0 2
10 -1
c) Para x=5 la matrizqueda A=| 0 5 3 | ysudeterminante vale —5° +4-5—-3=-8.
4 1 -5

Al ser la matriz A de orden 3 el determinante de la matriz b -A vale b® {A|=-8b°. Si queremos

que este determinante valga 1 planteamos y resolvemos la igualdad —8b® =1.

—8b3=1:>b3=_—1:>b=3__1:__1
8 8 2

Para b = _?1 la matriz b -A tiene determinante 1.
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2

- X
2. Dada la funcion f (x)= 2
X_
a) Estudia su dominio de definicion y calcula sus asintotas. (1 punto)
b) Halla, si existen, los maximos, minimos y puntos de inflexion. Intervalos de crecimiento y
decrecimiento, concavidad y convexidad. (1 punto)
¢) Haz un esbozo de su grafica. (0.5 puntos)

a) El dominio de una funcion racional son todos los valores reales menos los que anulan el
denominador. El dominio es R —{4}.

Asintota vertical. x=a
¢ X =4 es asintota vertical?

X2 4 16

0

lim f (x) =lim =
x—4 x4 X —4 4—4
X =4 es asintota vertical.

Asintota horizontal. y=b
2

X
) A
) ) X ) 2 ) 1 1 1
lim f (x)=lim =lim—%*— =lim = ===
X—>00 ( ) X—)aoX_4 xewl_i xewi_i l_i 0 ®©
x> x? X X2 o o
La funcién no tiene asintota horizontal.
Asintota oblicua. y=mx+n
X2
o f(x) . ) 2 . 2
m:|lmL=|lm X=4 _lim—* _lim—>

ow X xow X omX(X—4) o X2 —4X

La funcidn tiene la asintota oblicua de ecuacion y=x+4.
b) Buscamos los puntos criticos de la funcién.

2 2x(x—4)—1-x2 _2x2-8x—x* X —8X

f(X)—X_4:>f'(X)— (X—4)2 (X—4)2 (X—4)2
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Xx=0

x—8=0—[x=§]

Tenemos dos puntos criticos: x=0 y x=8. Usamos la segunda derivada para averiguar de qué
tipo son.

2
£(x)=0= X~ —0:>x2—8x:0:>x(x—8):0:>{

(x-4)

2 X8 ~(2x-8)(x—4)" —2(x—4)(x*-8x)
0 =f =1 09- = -

(2x-8)(x=4)-2(x*-8x) _ 2¢” —8x—8x+32- 2¢* +16x __ 32
(x-4) (x-4) (x-4)’

0)= 32 - =-0.5<0— Maximo
3 32 (0-4)
f7(x)= S = 3
(x-4) f"(8):(8 4)3:0.5>0—>Minimo

La funcion presenta un maximo relativo en x =0 y un minimo relativo en x=8.
Estudiamos la evolucion de la funcion antes, entre y después de estos valores afiadiendo el valor
excluido del dominio: x=4.
2
. , -1 -8(-1) 7
e En (—,0) tomamos x=—1 y la derivada vale f"(-1)= % =2 0.La

funcién crece en (—,0).

2 —_ —
e En (0,4) tomamos x =1y la derivada vale f’(1)=l(l 84()12) :?7<0. La funcién decrece
en (0,4).
2 —_ —
e En (4,8) tomamos x =6 y la derivada vale f"(6)= ° 8(? - 722 0. Lafuncién

(6-47 4

decrece en (4,8).

10* —-8(10
#:Q > 0. La funcién

e En (8,+w) tomamos x =10 y la derivada vale f“(10)= >
(10-4)" 36

crece en (8,+).

La funcién crece en (—o,0)(8,+0) y decrece en (0,4)(4,8).

. . 2 .
La segunda derivadaes f“(x)= 3—3 , por lo que nunca se anula y por tanto la funcion no

(x=4)
presenta puntos de inflexién.
Estudiamos los intervalos de concavidad y convexidad analizando el signo de la segunda

derivada antes y después de x=4.
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e Enelintervalo (—o,4) tomamos x =0 y la segunda derivada vale

f7(0)= ﬁ =-0.5<0. La funcién es concava (N) en (—0,4).
e Enelintervalo (4,+0) tomamos x=5 y la segunda derivada vale
f7(5)= (5?’% =32>0. Lafuncion es convexa (U) en (4,+x).

La funcién es concava (N) en (—o,4) y convexa (U) en (4,+x).

c) Obtenemos algunos puntos de la funcién y esbozamos su gréfica utilizando todo lo obtenido
hasta el momento.

. * dsintota oblicua y=x-+4

2 Q.
X 2
X f(x): =
X—4 36
-1 0.2
0 | 0 Maximo 32 pas
1 \ A
o .
1 -0.33 X \ s
5 25 18 o dii
LT \ /' -
. 16 i
8 16 Minimo 15 Minimo
9 | 16.2 12
10

6
5.
4
4
1
i
whoid
tMdximo
1I6E5E4E3 525 LE0-D.-B.nT 5.5 2'49'.,-]1 10111213141516171819202122232
2
i 3
" . 'J 4 ‘
ol '/ 5
RV 6 | ,
X2 it Asintota vertical x =4
; 7
fx)=
x—4

I i . e b b,
Do 1 G U B o e DD a0
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X—-y+2z=1
2X+y—-52=2

a) Halla el valor de a para que sean paralelos. (1.5 puntos)
b) Para a = 2, calcula la ecuacion del plano " que contiene a r y es perpendicular a . (1 punto)

3. Dada la recta r:{ yelplano 7:ax—y+z+1=0

a) Para que recta y plano sean paralelos el vector normal del plano y el director de la recta deben ser
perpendiculares y la recta no debe estar contenida en el plano.

Hallamos un vector normal del plano: z:ax—y+z+1=0=>n=(a,-11)
Hallamos un vector director de la recta y un punto de la misma.

X—y+2z=1 X+22-1=y
r: = = 2X+X+22-1-52=2=
2X+y—-52=2 2X+y—-52=2

=>3X-32=3=2X-2=1=Xx=1+2=>y=1+72+22-1=371=>

X=1+4 {Pr(l,0,0)

=>riy=31 =
v, =(131)

=4

Vector normal del plano y director de la recta son perpendiculares por lo que su producto escalar
debe ser nulo.

n=(a,-11)
v, =(131) {=(a-11)(131)=0=a-3+1=0=[a=2]
n-v, =0

r

Para a=2 larecta es paralela al plano o esta contenida en él. Comprobamos si el punto
P.(1,0,0) de la recta pertenece al plano z:2x—y+z+1=0.

T:2X—y+2+1=0

P(lOO) 5 }:>(;2—0+O+1:0?iNosecumpIe!
(P (L0,0)er:

El punto P no pertenece al plano y por tanto, recta y plano son paralelos para a =2.

b) El plano n” que es perpendicular a © tiene como vector director el vector normal del plano m. Al
contener a la recta r otro vector director del plano 7" es el vector director de la recta: v, =(1,3,1).

También debe contener al punto P, (1,0,0).

G:ﬁ:(z,—l,l) x-1 'y z
Q:\Tr:(l,S,l) =72 -1 1=0=-X+1+y+6z+2-2y-3x+3=0=
Pr(l,0,0)eﬂ" 1 3 1

= AX-y+72+4=0=|7":14x+y-72-4=0
La ecuacion del plano " que contiene a r y es perpendiculara mes 7:4x+y—-7z—4=0.
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4. De una baraja espafiola Daniel y Olga extraen 8 cartas: los cuatro ases y los cuatro reyes. Con
esas 8 cartas Olga da dos cartas a Daniel y posteriormente una para ella. Calcula:

a) La probabilidad de que Daniel tenga dos ases. (0.75 puntos)
b) La probabilidad de que Daniel tenga un as y un rey. (0.75 puntos)
c) La probabilidad de que Olga tenga un as y Daniel no tenga dos reyes. (1 punto)

Realizamos un diagrama de arbol del experimento aleatorio.

Daniel-As 2
(4Ry3A)
Daniel-As 1 P(DA2/DA1) =3/7 |
(4Ry4A)
P(DA1) = 4/8 Daniel-Rey 2
(4Ry3A)
P(DR2/DA1) =4/7
2 cartas para Daniel
Daniel-As 2
(3Ry4A)
Daniel-Rey 1 P(DA2/DR1) = 4/7
(4Ry4A)
P(DR1) = 4/8 Daniel-Rey 2
(3Ry4A)
P(DR2/DR1) =3/7 )

a) Nos piden calcular la probabilidad de P(DAlm DA2) :

3

P(DALNDA2) = P(DAL)P(DA2/ DAT) = =2 = |~ = 02143

|
~lw

b) Este suceso puede ocurrir de dos formas: primero un as y segundo un rey o viceversa.

P((DALN DR2)U(DR1N DA2)) = P(DALN DR2)+P(DR1N DA2) =

— P(DAL)P(DR2/DAL) + P(DR1)P(DA2/DR1) =~ -~ +

|
~N| A
©|

214 05714
717

c¢) Construimos un diagrama de arbol nuevo afiadiendo la extraccién de la tercera carta para Olga.
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Olga-As
(4Ry 2 A)
Daniel-As 2 P(OA/D) = 2/6
(4Ry3A)
P(DA2/DA1)=3/7
Olga-Rey
Daniel-As 1
(ARy4A)
P(DA1) = 4/8 Olga-As
(3Ry 3A)
Daniel-Rey 2 P(OA/D) = 3/6
(4Ry3A)
P(DR2/DA1) = 4/7
Olga-Rey
2 cartas para Daniel
Olga-As
(3Ry3A)
Daniel-As 2 P(OA/D) = 3/6
(3Ry4A)
P(DA2/DR1) = 4/7
Olga-Rey
Daniel-Rey 1
(4Ry4A)
P(DR1) = 4/8 Olga-As
(2Ry 4 A)
Daniel-Rey 2 P(OA/D) = 4/6
(3Ry4A)
P(DR2/DR1) = 3/7
Olga-Rey

El suceso del cual tenemos que hallar su probabilidad ocurre en las 3 ramas superiores.

P((DRLADR2)NOA| = P(DAL DA2NOA) + P(DALN DR2NOA) +

+P(DR1m DAzmoA):f.§.3+ﬂ.f.§+ﬂ.f.§_ El

=|—=0.3571
876 876 876 |14
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EBAU junio 2017
o . Prueba de evaluacion de Bachillerato para
Universidad de Oviedo el acceso a la Universidad (EBAU)
Universida d'Uviéu
University of Oviedo Curso 2016-2017

MATEMATICAS Il

El examen presenta dos opciones: Ay B. Elige una de ellas y responde razonadamente a los cuatro ejercicios
de que consta dicha opcion.

OPCION A

1. Un boxeador ha disputado 20 combates en el afio 2016. Por cada combate ganado cobraba 3 mil

euros, 2 mil por combate nulo y mil por combate perdido. En total obtuvo 40 mil euros. Si las

cantidades cobradas hubieran sido 6 mil euros por combate ganado, 4 mil por nulo y mil por perdido,

habra obtenido 72 mil euros.

a) Plantea, en el campo de los nimeros reales, el sistema de ecuaciones que modeliza el problema en
funcion del nimero de combates ganados, hechos nulos y perdidos. Y, si es posible, calctlalos.

(1.5 puntos)

b) Estudia si hay alguna cantidad k que sustituya a los 6 mil euros por combate ganado que hiciera

imposible la solucion del problema dentro del campo de los nimeros reales. (1 punto)

2. Sean las funciones f:R —> Ry g:[0;+0) >R definidas por f (x)=x"/4y g(x)=2vx.

a) Halla los puntos de corte de las graficas de fy g. (1 punto)
b) Realiza un esbozo del recinto que queda limitado por las gréaficas de las funciones entre esos
puntos y calcula su area. (1.5 puntos)
X+2y=-1 _
3. Dadas las rectas r:{z—ly y s:x+1=y71=z.Calcula:
a) Un vector director de cada recta. (0.75 puntos)
b) El &ngulo que forman las rectas. (0.75 puntos)
c) El plano paralelo a las dos rectas y que pasa por el punto A(l, 2,1) : (1 punto)

4. Una urna A contiene tres bolas numeradas del 1 al 3 y otra urna B, seis bolas humeradas del 1 al

6. Se elige, al azar, una urna y se extrae una bola.

a) ¢Cual es la probabilidad de que sea una bola con el namero 1? (1.25 puntos)

b) Si extraida la bola resulta tener el numero 1, ¢cudl es la probabilidad de que proceda de la urna A?
(1.25 puntos)
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Prueba de evaluacion de Bachillerato para

Universidad de Oviedo el acceso a la Universidad (EBAU)
Universida d'Uviéu Curso 2016-2017
University of Oviedo
OPCION B
10
. k 0 -1
1. Sean las matrices A=|2 k|, B=
1 1 2
01
a) Estudia, en funcion de los valores reales de k, si la matriz B- A tiene inversa. Calculala, si es
posible, para k = 1. (1.5 puntos)

b) Estudia, en funcion de los valores reales de k, si la matriz A-B posee inversa. (1 punto)

2. Se considera el arco comprendido entre los puntos P(0,1)
P(0, 1) y Q(2, 0) de la grafica de la funcion y =a+bx+cx?
con tangente en el punto P paralela al eje OX.

a) Calcula los valores de a, by c. (1 punto)
b) Cona=1,b=0yc=-1/4ysiendo A(m, n) un punto . No.
perteneciente a ese arco. Determina los valores de my n ! B 0(2,0)

para que el area del triangulo rectangulo ABC sea maxima. (1.5 puntos)

3. Dados los puntos A(1, 2, 0), B(-1, 1, 1), C(0, 0, 1), D(4, 1, 3). Determina:

a) Si los cuatro puntos son coplanarios. (0.75 puntos)
b) La recta r que pasa por D y es perpendicular al plano m que contiene los puntos A, B, C.

(1 punto)
¢) El punto de corte de la recta r con el plano . (0.75 puntos)

4. En una asociacion benéfica se reparten dos productos, harina y leche. Todas las personas que
entran cogen dos unidades a elegir entre los dos tipos de producto. EI 70% de las personas que entran

cogen harina y el 40% los dos productos. Calcula:

a) La probabilidad de que una persona que entre coja leche. (1 punto)

b) La probabilidad de que una persona que entre coja un solo tipo de producto. (0.5 puntos)

¢) Una persona que sale de la asociacion lleva leche. ¢Cuél es la probabilidad de que haya cogido
también harina? (1 punto)
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SOLUCIONES
OPCION A

1. Un boxeador ha disputado 20 combates en el afio 2016. Por cada combate ganado cobraba 3 mil

euros, 2 mil por combate nulo y mil por combate perdido. En total obtuvo 40 mil euros. Si las

cantidades cobradas hubieran sido 6 mil euros por combate ganado, 4 mil por nulo y mil por perdido,

habra obtenido 72 mil euros.

a) Plantea, en el campo de los nimeros reales, el sistema de ecuaciones que modeliza el problema en
funcién del nimero de combates ganados, hechos nulos y perdidos. Y, si es posible, calculalos.

(1.5 puntos)
b) Estudia si hay alguna cantidad k que sustituya a los 6 mil euros por combate ganado que hiciera
imposible la solucion del problema dentro del campo de los nimeros reales. (1 punto)

[y}

a) Llamamos “x” al nimero de combates ganados, “y” al nimero de nulos y “z” al de perdidos.
Un boxeador ha disputado 20 combates en el afio 2016 > x+y+z = 20.

Por cada combate ganado cobraba 3 mil euros, 2 mil por combate nulo y mil por combate
perdido. En total obtuvo 40 mil euros - 3x+2y+z=40.

Si las cantidades cobradas hubieran sido 6 mil euros por combate ganado, 4 mil por nulo y
mil por perdido, habra obtenido 72 mil euros > 6x+4y+z=72.

Reunimos las ecuaciones en un sistema y lo resolvemos.

X+y+2=20 2=20-Xx-y
X+2y+2=40;=3x+2y+2=40; =

3x+2y+20—x—y:40}
6X+4y+z2=72 6X+4y+z2=72

6X+4y+20-x-y=72

2x+y=20 } y =20-2x
=

= = 5x+3(20-2x) =52 = 5x+60—6x =52 =
5x+3y =52 5x+3y =52

= -X=-8=|x=8/=|y=20-16=4|=|z=20-8-4=8|

El boxeador ha ganado 8 combates, 4 han sido nulos y ha perdido 8.

b) Planteamos el nuevo sistema con k miles de euros por combate ganado y repetimos la resolucion.
X+y+z=20 z2=20—x-y
3X+2y+2=40,=3x+2y+z2=40; =

3x+2y+20—x—y=40}
kKx+4y+z=72 kKx+4y+z=72

kx+4y+20—x—y=72

2x+y =20 y =20-2X
= = = (k-1)x+3(20-2x)=52=
(k-1)x+3y=52| ~(k-1)x+3y=52

:>(k—l)x+60—6x:52:>(k—7)x:—8

(k-7)x=-8
k=7
imposible. El problema no tiene solucion si obtiene 7 mil euros por combate ganado.

Sitomamos k =7 se nos queda la ecuacion }:> 0=-8. Esta es una igualdad
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2. Sean las funciones f:R—> Ry g:[0;+0) >R definidas por f (x)=x"/4y g(x)=2\/§.

a) Halla los puntos de corte de las gréficas de fy g. (1 punto)
b) Realiza un esbozo del recinto que queda limitado por las gréaficas de las funciones entre esos puntos
y calcula su area. (1.5 puntos)

a) Determinamos los puntos de corte de las graficas.

f(x)=x*/4
2
g(x)=2VX :%:2\/}:”2=8J§:>x4=64(&)2:>x4=64x:>

x=0
X —64=0—x =64 |x=364=4

:>x4—64x=0:>x(x3—64):0:>

Las gréaficas se cortanen x=0y x=4.
Como g(0)=2/0=0y g(4) =24 =4 los puntos de corte tienen coordenadas (0,0) y (4,4).

b) Hacemos una tabla de valores y un esbozo de las graficas y el recinto que delimitan.

x | f(x)=x*/4
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Contando cuadraditos de 1 unidad cuadrada cada uno es dificil establecer de forma exacta el
area, pero tiene un valor aproximado entre 5y 6 unidades cuadradas.

Calculamos su valor exacto usando el calculo integral. El area es el valor de la integral definida
entre 0 y 4 de la diferencia entre las dos funciones.

Area—j4 (x) f(x)dx_fz& XZdX—J42XU2 IV P vz g e
K - 47 Jo 4" T 14172 43

0

32 34 3! 8 3
{2X X } F.\/XT X } =[f-\/4_3 4 }—F-«/(F—O—}%:s.sssuz
0

3/2 12| |3 12| |3 12| |3 12

El &rea de la regidn del plano encerrada entre las gréficas de las funciones f y g tiene un valor de

E =5.333 unidades cuadradas.
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X+2y=-1 _
3. Dadas las rectas r:{ ~ y y s:x+1=y71=z.Calcula:
a) Un vector director de cada recta. (0.75 puntos)
b) El &ngulo que forman las rectas. (0.75 puntos)
c) El plano paralelo a las dos rectas y que pasa por el punto A(l, 2,1) : (1 punto)

a) Hallamos un vector director y un punto de cada recta.

X=-1-24
{x+2y=—1 {x:—l—Zy {Pr(—l,O,l)
: = = =

: r.-ay=4 .
z=1 z=1 -1 v, =(-2,1,0)

x+1 y-1 z-0 QS(—l,l,O)
S: = = =<
1 2 1 u, =(1,21)

b) Hallamos el angulo que forman los vectores directores de las rectas.

v, =(-2,1,0 v _ ~
v =(-210) — cos(v7 ) = e (-2,1,0)(1,2,1) _ 242
uS =(1’2’1) Vr ’ us «'(_2)2 +12 +02 ' 12 +22 +12 '\/g '\/6

:(\Tr,ut):cos’l(o):%o

El angulo que forman las rectas es de 90°.

c) El plano m paralelo a las dos rectas tiene como vectores directores los vectores directores de
ambas rectas.

a=\7r=(_2’1'0) x=1 y-2 z-1
v=u=(121) t=z:[-2 1 0 |=0=
A(L21)ex 1 2 1

= x-1+0-4(z-1)—(z-1)+2(y-2)-0=0=

= X-1-47+4-7+1+2y-4=0=|7r:x+2y-52=0

El plano m paralelo a las dos rectas que pasa por A(l, 2,1) tiene ecuacién z: x+2y—-5z=0.
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4. Una urna A contiene tres bolas numeradas del 1 al 3 y otra urna B, seis bolas numeradas del 1 al
6. Se elige, al azar, una urna y se extrae una bola.

a) ¢Cudl es la probabilidad de que sea una bola con el nimero 1? (1.25 puntos)

b) Si extraida la bola resulta tener el nimero 1, ;cuél es la probabilidad de que proceda de la urna A?

(1.25 puntos)

Realizamos un diagrama de arbol descriptivo del experimento aleatorio. Llamamos C al suceso
“sacar la bola con el nimero 1 de la urna”

Sacar1
Urna A P(C/A)=1/3
P(A)=1/2 No sacar 1
Dos urnas y P(C/A)=2/3
una bola Sacar 1
Urna B P(C/B)=1/6
P(B)=1/2 No sacar 1

P(C/B) =5/6

a) Nos piden calcular P(C). Aplicamos el teorema de la probabilidad total.

P(C)=P(A)P(C/A)+P(B)P(C/B)=

N |-

1
4
La probabilidad de que sea una bola con el nimero 1 es 0.25.

b) Nos piden calcular P(A/C) . Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de Bayes.

P(A/C)= P(PA(S;:) = P(ALTS/A) - 523; = §=0.6667

La probabilidad de que la bola extraida con el nimero 1 proceda de la urna A vale %: 0.6667 .
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OPCION B
1 0
. k 0 -1
1. Sean las matrices A=|2 k|, B=
1 1 2
01
a) Estudia, en funcion de los valores reales de Kk, si la matriz B- A tiene inversa. Calculala, si es
posible, para k = 1. (1.5 puntos)

b) Estudia, en funcion de los valores reales de K, si la matriz A-B posee inversa. (1 punto)

a) Hallamos la expresion de la matriz B-A.
10
k 0 - k+0+0 0+0-1 k -1
B-A= 2 k= =
11 2 0 1 1+2+0 0+k+2 3 k+2
2x[3 - 3x2——2x2

Averiguamos cuando se anula el determinante de la matriz B-A.

kK -1 =k(k+2)+3=k*+2k+3

B-A-
3 k+2

B-A=0=k*+2k+3=0=k=— = Noexiste

2442212 2448
2 2

El determinante nunca se anula y la matriz B- A tiene inversa para cualquier valor de k.
Calculamos la inversa de B-A para k =1.

1 -1
B-A=£ ]3|B-A|=3+3=6
3 3

(8:A)* - - -
B-A 6 63 1) (-1/2 1/6

. Adi((B-A)) Adj[—ll gj 1[3 1)2(1/2 1/6}

b) Obtenemos la expresion de la matriz A-B.

10 0 k 0 -1 k 0 -1
A-B=|2 k( _ZJ: 2k+k k —2+2k|=|3k k 2k-2
0 1 1 1 2 1 1 2

3xx34>3><3

Averiguamos cuando se anula el determinante de la matriz A-B.

k 0 -1
|A-B|=[3k k 2k-2{=2k?+0-3k+k—-0-k(2k-2)=2k?—2k —2k?+2k =0
11 2

El determinante de la matriz A-B siempre es nulo y la matriz A-B no tiene inversa para ningin
valor de k.
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2. Se considera el arco comprendido entre los puntos P(0,1)
P(0, 1) y Q(2, 0) de la grafica de la funcion y =a+bx+cx?
con tangente en el punto P paralela al eje OX.

a) Calcula los valores de a, by c. (1 punto)

b) Cona=1,b=0yc=-1/4ysiendo A(m, n) un punto o
perteneciente a ese arco. Determina los valores de m y n para ! B 0(2,0)
que el &rea del tridngulo rectangulo ABC sea maxima. (1.5 puntos)

a) Si la tangente en el punto P es paralela al eje OX significa que en dicho punto hay un maximo
relativo y por lo tanto la derivada se anula para x=0.

y=a+bx+cx® = y'=b+2cx

/(0)=0 =b+2¢(0)=0=|b=0]

La funcién queda y =a+cx’.
La funcién pasa por los puntos P(0, 1) y Q(2, 0).

_ 2
ﬁ(oai)cx —l-a+c-0?=[a={]
_ 2
y=a+cx =0=a+c2’=>{a=1}=0=1+4c=>4c=-1= c="1
Q(2,0) :

Los valores buscados son a=1, b=0y c= 71 . La funcion queda y =1—%x2.
b) Como el punto A(m, n) pertenece a la grafica debe cumplirse:

y—l—lx2 1 1
4 :nzl—ZmZ:A(m,l—Zmzj

A(m,n)

Afadimos al dibujo esta informacion.

.......... P(o’ ])

—

1 50
_{| ml——m"
4

- A
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Como la base del triangulo ABC es my la altura es 1—%m2 el &rea del triangulo rectangulo ABC

m-| 1 1m2 m- 4-m’
4 _ 4 ) 4m-m®
5 .

tendra la expresion

2 8
. - o Aam-m®
Averiguamos los puntos criticos de la funcion area A(m) = g
Aam-m® , 4-3m?
A(m)= 5 = A’ (m)= g

2
A (m)=0= 223M

:O:>4—3m2:0:>3m2:4:>m2:%:>m:Ez%zl.l%?

Sustituimos este valor en la segunda derivada.

243

: g3
A(m)=2=T :A"(m):“sTm:»A"(ij: 2<0

Al ser negativo el valor de la segunda derivada podemos afirmar que la funcion area es maxima

23
L3

para m=

Obtenemos el valor de n para m=——.

2
n=1-2| 2] =1-1-Z_ 06667
3 3

2 . . . .
Para los valoresde m=—— y n= 3 el area del triangulo rectangulo ABC es maxima.
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3. Dados los puntos A(1, 2, 0), B(-1, 1, 1), C(0, 0, 1), D(4, 1, 3). Determina:

a) Si los cuatro puntos son coplanarios. (0.75 puntos)
b) La recta r que pasa por D y es perpendicular al plano m que contiene los puntos A, B, C.

(1 punto)
c) El punto de corte de la recta r con el plano . (0.75 puntos)

a) Hallamos la ecuacion del plano  que contiene los puntos A, B y C. Dicho plano tendrd como
vectores directores AB y AC .

u=AB=(-111)-(12,0)=(-2,-11) X y z-1
v=AC=(0,01)-(1,2,0)=(-1-21) ;=>7z=[-2 -1 1 |=0=
c(0,01)ex -1 -2 1

= -X-y+4(z-1)—-(z-1)+2y+2x=0=

= —X—y+47-4-7+1+2y+2x=0=|7:X+y+32-3=0

Comprobamos si el punto D(4, 1, 3) pertenece al plano .

T:X+y+3z-3=0

,D(4,1,3) e z? }3¢4+1+9—3=0?=>(;14—3:O?1Nosecumple!
¢D(413)ex"

El punto D no pertenece al plano definido por los puntos A, By C.
Los puntos A, B, C y D no son coplanarios.

b) La recta r perpendicular al plano 1 que contiene los puntos A, B, C tiene como vector director el
vector normal del plano.

— X=4+A
- v, =n=(113)
TiX+y+32-3=0=>n=(113)= =r:iy=1+1 ;1R
z=3+31

c) Resolvemos el sistema formado por las ecuaciones de plano y recta para obtener las coordenadas
del punto P de corte de recta y plano.

X=4+4
r.qy=1+41
z2=3+31

T:X+y+32-3=0

=4+ A+1+1+3(3+31)-3=0=4+1+1+1+9+91-3=0=

" Xx=4-1=3
31u=_11:>4=‘1_1=—1:> y=1-1=0 = P(3,0,0)
7=3-3=0

El punto de corte de la recta r con el plano & tiene coordenadas P (3, 0, O).
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4. En una asociacion benéfica se reparten dos productos, harina y leche. Todas las personas que

entran cogen dos unidades a elegir entre los dos tipos de producto. El 70% de las personas que entran

cogen harina y el 40% los dos productos. Calcula:

a) La probabilidad de que una persona que entre coja leche. (1 punto)

b) La probabilidad de que una persona que entre coja un solo tipo de producto. (0.5 puntos)

¢) Una persona que sale de la asociacion lleva leche. ¢Cual es la probabilidad de que haya cogido
también harina? (1 punto)

Realizamos una tabla de contingencia para ordenar toda la informacion proporcionada en el ejercicio
y obtener la informacion que lleva implicita.

Como todas las personas que entran cogen dos unidades a elegir entre los dos tipos de producto las
personas que no cogen ni harina ni leche son el 0 %.

Leche | No leche
Harina 40 70
No harina 0

100

Completamos la tabla.

Leche | No leche
Harina 40 30 70
No harina 30 0 30
70 30 100

Con esta informacion respondemos a las preguntas planteadas usando la regla de Laplace.

a) Hay un 70 % de personas que cogen leche. La probabilidad de que una persona que entre coja
leche es 0.7.

b) Hay un 30 % de personas que cogen leche y no harina, otro 30 % cogen harina y no leche. Hay un
total de 30 + 30 = 60 % de personas que cogen solo un producto. La probabilidad de que una
persona que entre coja un solo tipo de producto es 0.6.

c) Hay un 70 % de personas que cogen leche y de ellos el 40 % ha cogido también harina. La

probabilidad de que una persona que ha cogido leche también lleve harina es ;'—8 = ; =0.5714
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