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Introduccién

Este cuaderno contiene los exdmenes de matematicas Il propuestos en las pruebas EBAU de
Cantabria desde el afio 2017 al 2024, junto con los examenes de la PAU 2025. Los exdmenes estan
resueltos por Juan Antonio Martinez Garcia que ha sido profesor de matematicas en distintos
institutos de educacion secundaria.

La web www.ebaumatematicas.com dispone de los examenes de matematicas Il resueltos de otras
comunidades autonomas de Espafia, asi como distintas formas de recopilar los ejercicios que aparecen
en todas las pruebas, también existen unos apuntes de la materia.
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Matematicas 11

INDICACIONES

- Para obtener la méaxima calificacion, se debe responder a una cuestion de cada apartado/bloque.

- En aquellos apartados/bloques en los que se ofrece la posibilidad de elegir entre varias tareas, se
debe responder solo a una de las opciones. Si se realiza mas de una opcion, se corregiré la primera
de ellas, segun el orden en que aparecen resueltas en el cuadernillo del examen.

- Debe exponerse con claridad el planteamiento de la respuesta o el método utilizado para su
resolucion. Todas las respuestas deben ser razonadas.

- Entre corchetes se indica la puntuacion méaxima de cada apartado.

- No se permite el uso de calculadoras graficas ni programables. Tampoco esta permitido el uso de
dispositivos con acceso a Internet.

APARTADO 1 (Bloque A+D) [2.5 PUNTOS]
Resuelve una de las siguientes tareas (1A o 1B):

1A) Considera las matrices

-1 1
1 a 0
A=|1 2|y B= ,conaelR.
3 0 2
1 a

a) [0.75 puntos] Estudia el rango de A, en funcion de los valores de a.
b) [0.75 puntos] Estudia el rango de BA, en funcion de los valores de a.
c) [1 punto] Considera a=1. Calcula, si es posible, la matriz X que satisface la siguiente ecuacion

3
matricial: BAX = (7) )

1B) Considera el siguiente sistema de ecuaciones:
ax+y+z=4
(a-1)x—-3z=2
y+(a2 +a+l)z =0
dependiente del parametro acR.
a) [1,5 puntos] Determina los valores de a para los cuales el sistema es compatible.

b) [0,5 puntos] Considera a=-1. Si el sistema es compatible, halla su solucion general.

c) [0,5 puntos] Considera a =2. Si el sistema es compatible, halla su solucién general.
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APARTADO 2 (Bloque B) [2.5 PUNTOS]
Resuelve una de las siguientes cuestiones (2A o 2B):

2A) Considera la siguiente funcion: f (x)=e™ [xz —3x+g)

a) [1 punto] Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x)..

b) [0.75 puntos] Determina, si existen, los puntos de inflexion de f (x)

c) [0.75 puntos] Si existen, halla las asintotas horizontales de f(x).

2B) Considera las siguientes funciones: f (x)=x*-xy g(x)=1-x".

a) [0,5 puntos] Determina los puntos de corte de g(x) con el eje de abscisas OX.
b) [0,5 puntos] Determina los puntos de corte de f(x) con g(x).
¢) [1,5 puntos] Calcula el area delimitada por f(x), g(x) y las rectas x=-1y x=1.

APARTADO 3 (Blogue C) [2.5 PUNTOS]

X—22-2=0

3) Considera la recta r :{ yelpunto P=(-3,2,2).

y+z=3
a) [0,5 puntos] Expresa la recta r en forma continua.

b) [1 punto] Halla la ecuacion del plano perpendicular a r que pasa por P.
¢) [1 punto] Calcula la distancia entre r y P.

APARTADO 4 (Bloque E) [2.5 PUNTOS]
Resuelve una de las siguientes cuestiones (4A o 4B)

4A) Se tienen dos urnas con bolas rojas y bolas verdes. En la urna A hay un total de 3 bolas rojas y 2
bolas verdes. En la urna B hay un total de 4 bolas verdes y 2 bolas rojas.
a) [0,5 puntos] Si se sacan al azar dos bolas de la urna A, a la vez, ¢cual es la probabilidad de que
sean dos bolas rojas?
b) [0,5 puntos] Si se saca una sola bola de una urna elegida al azar, ;cual es la probabilidad de
sacar una bola roja?
¢) [1,5 puntos] Si se saca una bola verde de una urna escogida al azar, ¢cuél es la probabilidad de
haber elegido la urna A?

4B) En una poblacidn, el 85% de las personas son rubias. Ademas, su altura se distribuye segun una
distribucién normal de media 170 cm y desviacion tipica de 16 cm.

a) [0,5 puntos] Calcula la probabilidad de que una persona elegida al azar mida méas de 190 cm.

b) [1 punto] Calcula la probabilidad de que una persona elegida al azar mida entre 160 y 190 cm.

¢) [1 punto] Sabiendo que solo el 12% de las personas rubias de la poblacién mide mas de 190 cm,
calcula la probabilidad de que, escogiendo a una persona al azar, esta sea rubia y mida mas de
190 cm.
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Tabla de la distribucion normal N(0,1)

L

0,00 0,04 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09

] ]
0,0 |osoo0 |o5040 |o5080 |05120 |os5160 |o5198 |05238 |os27e |05319 05358 | 0,0
0,1 |05398 |05438 |05478 |05517 |05557 |05596 |05635 |05575 |05714 |05753 | 0,1
0,2 |os793 |o5832 (05871 |05910 |05948 |05987 |06026 |0g064 |06103 05141 | 0,2
0,3 |0g178 |0B217 |0B255 |06203 |08331 |06388 |06406 |05443 (06480 (06517 | 03
04 |0s554 |08591 |0gs28 |0gee4 |0B700 |06736 |06772 |0BS08 |06844 (08579 | 04
0,5 05915 |08950 |ogoss |o7o1e |o70s4 |o7o0se |07123 [07157 (07190 (07224 | 05
0,6 |07257 |07291 07324 07357 |07389 |07422 |07454 |07486 (07517 (07549 | 0,8
0,7 |07580 |07811 |07842 |07873 |07704 |07734 |07784 |077%4 (07823 (07852 | 07
0,8 |07881 |07%10 |o07938 |o7967 |07995 08023 08051 |oB07e (08108 (08133 | 08
09 |0s158 |08186 |08212 08238 |0B264 |08288 (08315 |05340 |08385 (08388 | 0,9
1,0 |08413 |08438 |08481 |08485 |08508 |08531 08554 |08577 |08599 (08821 | 1,0
1,1 |08643 |08665 |08686 |08708 |08720 |08748 08770 |0s7o0 |08810 |0,8830 | 1.1
1,2 |0s849 |08869 (08888 08907 |08925 |08944 08962 |08980 |08997 (09015 | 1,2
1,3 |09032 |09049 09088 09082 |09098 (09115 (09131 [09147 |09182 (09177 | 1,3
14 |09192 |09207 |o0@222 |09236 |09251 |09285 |09279 |09292 (09306 (09318 | 1.4
1,5 |09332 |09345 09357 |09370 |09382 |09394 |09406 |09418 |09429 (09441 [ 1,5
1,6 |09452 |09463 |09474 |09484 |09495 |09505 (09515 [09525 |09535 (09545 | 1.8
1,7 |09554 |09se4 |o@s73 |o9sez |o9so1 |og9ses |o09s08 |09s16 |09825 (09833 | 1,7
1,8 |09641 |09849 09656 09684 |09671 |09678 09686 [09683 (09899 (09706 | 1.8
1,9 |09713 |09719 (09726 |09732 |09738 |09744 |09750 |09756 |09781 (09787 | 1,9
2,0 |og7r2 |og77e |og97e3 |o097es |09793 |o9798 |09%03 |ogs08 |09812 (09817 | 2,0
21 |09821 |09826 |09830 (09834 |09838 |09%42 09845 |09850 |09854 |0,9857 | 2.1
22 |09861 |o98e4 |poses |09871 |09875 |09878 |09881 |09884 |09887 |09890 | 22
23 |ogee3 |og9896 (09898 |09901 |09904 09908 09909 [09911 |09913 (09916 | 23
24 |09918 |09%20 (09922 |09925 |09927 |09929 (09931 [09932 (09934 (09936 | 24
2,5 |09938 |09340 |09941 |09943 |09945 |09946 |09948 |09949 |09951 (09952 | 2.5
2,6 |09953 |09955 0995 |09957 |09959 |09980 (09981 [09962 (09983 (09984 | 2.8
2,7 |0gges |09%86 |09967 |09988 |09969 |09970 09971 |09972 (09973 (09974 | 27
2,8 |09974 |0s9s7s |ogsevs |09977 |09977 |og99eve |0997e |09979 (09980 (09981 | 2.8
29 |ogge1 |ogse2 |og9982 |09983 |09984 |09984 09985 |09985 |og998s (09985 | 2.9

0,99865 |0,99869 | 0,99874 |0,99878 |0.99882 |0,99886 |0,99889 |0,99893 | 0,99896 |0,99900
0,99903 |0,99906 | 0,99910 |0,99913 |0,99916 | 099918 |0,99921 |0,99924 | 0,99926 |0,99929
0,99931 |0,99934 | 0,99936 |0,99938 |0,99940 | 0,99942 |0,99944 |0,99946 | 0,99948 | 0,99950
0,99952 |0.99953 | 0,99955 |0,99957 |0.99958 | 0,99960 |0,99961 |0.99962 | 0,99954 |0,99965
0,99966 |0,99968 | 0,99969 |0,99970 |0,99571 |0,99972 |0,99973 |0,99974 | 0,99975 |0,99976

0,99977 |0,99978 | 0,99978 |0,99979 |0,99980 |0,99981 |0,99981 |0,99982 |0,99983 |0,99983
0,99964 |0.99985 |0,99985 |0,99986 |0,99986 | 0,99987 |0,99987 |099986 |0,99988 |0,99989
0,99989 |0,99990 | 0,99990 |0,99990 |0,99991 |0,99991 |0,99992 |0,99992 | 0,99992 |0,99992
0,99993 |0,99993 | 0,99993 |0,99994 |0,99954 | 099994 |0,99994 |0,99995 | 0,99995 |0,99995
0,99995 |0,99995 | 0,99996 |0,99996 |0,99996 | 0,99996 |0,99996 |0,99996 | 0,99997 | 099997

L0 L L0 LA L
Bl as

G0 00 00 68 03 L9 L0 L0 L e
[ == - B = A R R K e |

L3 L GO LA L
o ~m in
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SOLUCIONES
1A) Considera las matrices
-1 1
1 0
A=l1 2|y B:( ],conaeR.
3 0 2
1 a

a) [0.75 puntos] Estudia el rango de AB, en funcién de los valores de a.
b) [0.75 puntos] Estudia el rango de BA, en funcion de los valores de a.
c) [1 punto] Considera a=1. Calcula, si es posible, la matriz X que satisface la siguiente ecuacién

3
matricial: BAX = [7] )

a) Hallamos la expresion de la matriz AB.

-1 1 -1+43 -a 2 2 -a 2
1 a O
AB=1 2 3 0 21° 1+6 a 4 |=| 7 a 4
1 1+3a a 2a 1+3a a 2a
Calculamos su determinante y averiguamos cuando se anula.
2 -a 2 2 -1 2

|AB|=7 a 4|=a| 7 1 4|=
1+3a a 2a 1+3a 1 2a

—a(4a-4-12a+14-2-6a+14a-8)=a-0=0
El determinante de AB es O por lo que su rango es menor de 3.
Consideramos el menor de orden 2 que resulta de quitar la segunda columna y la tercera fila >

2
7
El rango de AB es 2 para cualquier valor de a.

2
=8-14=—-6=0.
4

b) Obtenemos la expresion de la matriz BA.
-1 1

1 a 0 -1+a 1+2a a-1 1+2a
(3 0 2} 1 a [—3+2 3+2a} [—1 3+2aj

2><><2—>2><2

Calculamos el determinante de la matriz BA y averiguamos cuando se anula.

1 1+2
|BA|=a1 3:22=(a—1)(3+2a)+1+2a=3a+2a2—3—24.{+1+24=2a2+3a—2
-3+5 |1 a
—3+,[37-4.2(-2) - “12°
BA/=0=2a’+3a-2=0=a= (2)_3+5_| 4 |2
2-2 4 -3-5
——=[2=a
4

Nos planteamos tres situaciones distintas que analizamos por separado.
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Situacion 1. Si a;t% y az-2

En este caso el determinante de BA es distinto de cero y el rango de BA es 2.

Situacion 2. Si a = %

En este caso el determinante de BA vale 0 y su rango es menor de 2.

E—1 1+ 2l _1/2 2
La matriz queda BA= 2 2| . El'rango de BA es 1.
1 -1 4
-1 3+ 25

Situacion 3. Si a=-2
En este caso el determinante de BA vale 0 y su rango es menor de 2.

. -2-1 1+2(-2) -3 -3
La matriz queda BA= = . El'rango de BA es 1.
-1 3+2(-2) -1 -1

Resumiendo: Si a ;t% y a=-2 elrangode BAes2ysia=-20 a =% el rango de BA es 1.
c) Despejamos X de la ecuacién matricial.

BAX :@J = X =(BA)1[§j

Para a=1 el determinante de BA es distinto de cero y tiene inversa. La calculamos.

1-1 142 0 3 0 3
BA= = :>|BA|: =0+3=3%0
-1 3+2 -1 5 -1 5

BAl 3 3

(BA)‘ledj((BA)T) Adj(g _51)1(5 _3J

B 1 0
Calculamos la expresion de la matriz X.
4(3 5 -3)3 15-21 —6 -2
x =(BAYY 2 ]=1 1 _1(0)
7) 311 0 )\7) 3 340 30 3 1
2><><1—>2><1

. ., ., .. -2
La matriz solucién de la ecuacién matricial es X =[ Ll
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1B) Considera el siguiente sistema de ecuaciones:
ax+y+z=4
(a-1)x—-3z=2
y+(a*+a+1)z=0
dependiente del parametro acR.

a) [1,5 puntos] Determina los valores de a para los cuales el sistema es compatible.
b) [0,5 puntos] Considera a=-1. Si el sistema es compatible, halla su solucion general.

c) [0,5 puntos] Considera a = 2. Si el sistema es compatible, halla su solucién general.

a 1 1
a) El sistema tiene asociado la matriz de coeficientes A={ a—-1 0 -3 y la matriz ampliada
0 1 a*+a+1
a 1 1 4
A/B=la-1 0 -3 2 |.
0 1 a*+a+10
Averiguamos cuando se anula el determinante de la matriz A.

Fila1® — Fila 32 ,
a 1 1 a 0 -a"-a
A 10 3 a1 ! 10 3
| |—a; . 2_ 10 -1 -a’-a-1 —a; . 2_ -
a +a+ 0 -a’—a — NuevaFilal? a +a+

=(a-1)(-a’ —a)+3a:—a3—ﬂ{+;{+a+3a=—a3+4a=a(4—a2)

4-a’=0->a’=4—la=+J4=42

|A|=0:>a(4a2)=0:>{

Para cualquier valor de a distinto de 0, —2 y 2 el determinante de la matriz A es distinto de cero y
su rango es 3. Por lo que el rango de la matriz A/B también es 3 e igual que el nimero de incdgnitas
(3). El sistema es compatible determinado.

y+z=4
Para a=0 el sistema queda {—x—3z = 2. La primera ecuacion y la tercera tienen el primer
y+z=0
miembro igual, pero el segundo distinto. Esta es una situacion imposible y el sistema es
incompatible.
—2X+Yy+z2=4
Para a=-2 el sistema queda —3x—3z =2. Lo intentamos resolver.
y+3z=0
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—2X+Yy+z2=4 -2X+y+z2=4
{—2x—3z+z=4 {—2x—22=4

-3Xx-3z=2=> -3Xx-3z2=2 = = =
—-3x-32=2 -3Xx-32=2
y+3z=0 y=-3z
X+2=-2 X=-2-12
= = =-3(-2-2)-3z=2=
-3x-3z=2 -3x-3z=2

=6+32-32=2=6=2 jjlmposible!!
El sistema es incompatible.

2X+y+z2=4
Para a =2 el sistema queda x—3z =2. Lo intentamos resolver.
y+7z=0

2X+y+z=4 2X+y+z2=4

X-3z2=2= x=32+2=2(32+2)-Tz+71=4=
y+7z2=0 y=-72
X=2+34
=62+4-72+21=4=4=4=|y=-7T1 ,1€R
=4

El sistema es compatible indeterminado.
Resumiendo: El sistema es compatible para cualquier valor de a distinto de -2y 0.

-X+y+z=4
b) Considerando a=-1 el sistema queda < —2x—3z =2. Por el estudio realizado en el apartado
y+z=0
anterior sabemos que el sistema es compatible determinado. Hallamos su solucién.

—-X+y+z=4 —X+y+z=4
—X—-2+2=4 —X= =—
2x-3z1=2=] -2x-31=2 = L x=aolk=—al
—2Xx-32=2 —2x—-3z=2
y+z=0 y=-2

= -2(-4)-31=2=-31=-6=[2=2|=|y=-2
Si a=-1 el sistema es compatible determinado, siendo su solucion x=-4,y=-2,z2=2.

2X+y+z=4
c) Considerando a=2 el sistema queda x—3z=2. Por el estudio realizado en el apartado
y+7z=0

anterior sabemos que el sistema es compatible indeterminado y que sus infinitas soluciones tienen
la expresion x=2+34; y=-71; z=A,siendo 1 R.
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2A) Considera la siguiente funcion: f (x)=e™" [xz —3x+gj

a) [1 punto] Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x)..

b) [0.75 puntos] Determina, si existen, los puntos de inflexion de f (x)

c) [0.75 puntos] Si existen, halla las asintotas horizontales de f(x).

a) Averiguamos cuando se anula la derivada de la funcién.
-2X 2 3 4 -2X 2 3 -2X
f(x)=e (x —3x+§j:> f'(x)=(-2)e (x —3x+5j+e (2x-3) =
=e " (-2x" +6x—3)+e ¥ (2x-3) =e ™ (-2x* + 6x—3+2x—3) = (-2x* +8x — 6)
f'(x)=0=e?(-2x" +8x-6)=0=>{e™ # 0} = -2x* +8x—6=0=

4+2

2 -
:>x2—4x+3=0:>x:4i (+4) _4'3=4i2= 2
2 2 4-2

Il
w
I

La funcidn presenta dos puntos criticos. Estudiamos el signo de la derivada antes, entre y después
de estos dos valores.

e Enelintervalo (—oo 1) tomamos x =0 vy la derivada vale
f'(0)=e?°(-2-0?+8-0—-6)=—6 < 0. La funcion decrece en (—oo,1).

e Enelintervalo (1,3) tomamos x =2 y la derivada vale

f(2)= ‘22( —2.2248.2— 6)—e£>0. La funcion crece en (1,3).

e Enelintervalo (3,+) tomamos x =4 y la derivada vale

f'(4)=e?"(-2:4°+8-4-6)= ;—86 <0. La funcion decrece en (3,+).
La funcion decrece en (—0,1)\U(3,+x) y crece en (1,3).
b) Averiguamos cuando se anula la derivada segunda de la funcion.
f7(x) =€ (-2x* +8x—6) = -2 ¥ (X* —4x+3) =
= £7(x)=-2(-2)e ™ (X’ —4x+3)-2e ¥ (2x-4) =

=—2e 7 (-2x* +8x—6)—2e " (2x—4) = -2 " (-2x" +8x—6+2x—4) =
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=2 (—2x2 +10x —10) =4 (x2 —5X+ 5)

f7(x)=0=4e™ (X’ -5x+5)=0={e™ =0} = X’ -5x+5=0=

5+\/§
5+(-5)-45 5+5 | =[36=x]
2 o2

= X=

Tenemos dos candidatos a punto de inflexién. Estudiamos la curvatura antes, entre y después de
estos valores.

e Enelintervalo (—w,#} tomamos x =0 Yy la derivada segunda vale

f(0)=4e°(0*~5-0+5)=20>0. La funcién es convexa (U) en el intervalo

e

e Enelintervalo [

%

2 ] tomamos x =2 Yy la derivada segunda vale

f7(2)= 4e‘2 (2% -5. 2+5) = —4 < 0. La funcion es concava (N) en el intervalo

(S“zJ

5+

e Enelintervalo [ J tomamos x =4 vy la derivada segunda vale

2

=4e7* (42 5. 4+5) = i >0. La funcion es convexa (U) en el intervalo

5+\/_
5 400 |.
+5

La funcidn tiene dos puntos de inflexion, uno en x = % .yotroen x= ST

. f[S—«E]_ z[sflusﬁjz 3(5%} 3}_ 623245
)T R I A R T
(5+J‘j [SJJMN) [me}} s3e2fs_ 32
2

los puntos de
2 2 265 E P

5-5 3—2\/§J y(5+\/§ 3+2\/§j.

inflexion tienen coordenadas , ,
2 2% 2 2

c) Asintota horizontal. y=b
Estudiamos lo que ocurre cuando x tiende a +oo.
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X—>+0 X—>+0

X2 —3x+ >
b= lim f(x)= lim ezx(x2—3x+§j: lim—— 20
2 X—>+0 e +00

= Indeter min acion(L Hépital) = lim % -
X—>+00 e +w

= Indeter min aciéon(L Hopital) = lim 2 _2 0]

e 4o
Cuando x tiende a +oo la recta y =0 es asintota horizontal.

Estudiamos lo que ocurre cuando x tiende a —co.

b= lim f(x)= lim e‘ZX(x2—3x+gj:e“’ (400) =00

X——00

Cuando x tiende a —oo no existe asintota horizontal.

‘ ALY

(3%

( 39
- PR P
2)
\ «/

Midximo relativo x

e " L

V=0 —e— ' '
Minimo

-
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2B) Considera las siguientes funciones: f (x)=x*-xy g(x)=1-x".

a) [0,5 puntos] Determina los puntos de corte de g(x) con el eje de abscisas OX.
b) [0,5 puntos] Determina los puntos de corte de f(x) con g(x).

c) [1,5 puntos] Calcula el area delimitada por f(x), g(x) y las rectas x=-1y x=1.

a) Hallamos los puntos de corte de g (x) con el eje de abscisas OX.

g(x)=1-x?
EjeOX - y=0

}:1—x2:0:>x2:1:> Xx=+1=+1

Los puntos de corte de g(x) con el eje de abscisas son (-1,0) y (1,0).

b) Hallamos los puntos de corte de f (x) con g(x).
f(x)=x*-x
g(x)=1-x* }=> X’ —x=1-x"=2x* - x-1=0=

f(x)=9(x)

1+3_l_X
1+,J(-1)° -4-2(- T
. \/( 1)’ -42(-1) _1+3_| 4
2:2 4 1=3_|1_
4 2

Las dos gréficas coinciden en x = %1 yen x=1. Se cortan en (-0.5, 0.75) y (1, 0).

c) El recinto delimitado por f(x), g(x) y las rectas x=-1y x=1 lo dividimos en dos partes y el area
la obtenemos como la suma de las areas de los dos trozos-

(58]

»
-‘.'.

| [T T T L Ll

T[T L™

| L

S
S

g T

*a,
ut.
Lh

f(x)y=x"-x
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Calculamos el area de la zona 1.

J"O'S f(x)—g(x)dx= J.:lo'Sx2 —x—(1-x*)dx = J':lo'sx2 —Xx—1+x2dx =

1

2

05 2x° X e
=I T2 —x-ldx=| —-—-x| =
-1 3 2

{2(—0.5)3_(—0.5)2 +05}{2(—1)3_(—1)2+1}_i_1+/g+3+ e
. . - _

3 24

Calculamos el area de la zona 2.

_[,10.5 g (X)_ f (X)dx = J—lo.sl_ X —(X2 - X)dx = J.,lo,51_ X% —x? + xdx =

C9yd 2 !
=Il —2X2+x+ldx:{ 2x +X—+x} =
e 3 ’, -05

El area delimitada por f(x), g(x) y lasrectas x=-1y x=1 es la suma de las dos areas

obtenidas y tiene un valor de % +% = g =1.5833 unidades cuadradas.
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X—22-2=0

I punto P=(-3,2,2).
S yelpunto P =( )

3) Considera la recta r :{

a) [0,5 puntos] Expresa la recta  en forma continua.

¢) [1 punto] Calcula la distancia entre r y P.

b) [1 punto] Halla la ecuacién del plano perpendicular a r que pasa por P.

a) Hallamos la ecuacion continua de la recta.

X=2+21
Xx—27-2=0 [x=2+2z P.(2,3,0) x—2 y-3 z
: = =>ricy=3-14 =<_. > —=—==
y+z=3 y=3-12 I v, =(2,-11) 2 -1 1

b) El plano 1 perpendicular a la recta tiene como vector normal el vector director de la recta.

mr:2x-y+z+D=0
=
P:(—3,2,2)e7r

i)

n=v
P:(—3,2,2)e7r

=D-6=0=>D=6=|7:2x—y+2+6=0)

}:2(—3)—2+2+D:0:>

La ecuacion del plano perpendicular a r que pasa por P es 7:2x—y+z+6=0.

c) La distancia entre r y P es la distancia entre P y el punto C de corte de la recta r con el plano =«

hallado en el apartado anterior.

L1
______ . |
Hallamos el punto C.
. Xx—272-2=0 (=107
ly+z=3 =>y=3-z =2(2+22)~(3-2)+2+6=0=
T2X-y+2+6=0 =
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x:2+2_—7:%1
=>4+47-3+72+72+6=0=6z2+7=0=> z:_—7:>
6 7 25
=3+—=—
6 6
El punto de corte de recta y plano es C(%l%%?)

Hallamos la distancia del punto P a la recta r como la distancia del punto P al punto C.

C(_—l = _—7j 7 8 13 —19
P(-3,2,2)

6(pr)=0(p.0) == [ ) (2] (2] | g,

\/786
6

=4.67 unidades.

La distancia del punto P a la recta r tiene un valor de
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4A) Se tienen dos urnas con bolas rojas y bolas verdes. En la urna A hay un total de 3 bolas rojas y 2

bolas verdes. En la urna B hay un total de 4 bolas verdes y 2 bolas rojas.

a) [0,5 puntos] Si se sacan al azar dos bolas de la urna A, a la vez, ¢cuél es la probabilidad de que
sean dos bolas rojas?

b) [0,5 puntos] Si se saca una sola bola de una urna elegida al azar, ¢cudl es la probabilidad de sacar
una bola roja?

c) [1,5 puntos] Si se saca una bola verde de una urna escogida al azar, ¢cual es la probabilidad de
haber elegido la urna A?

a) La probabilidad de sacar una bola roja de la urna A vale g . En la extraccion de la segunda bola de

la urna A quedan 4 bolas, siendo 2 bolas rojas y 2 bolas verdes, la probabilidad de que la segunda

. : . . 2
bola sea roja, habiendo sacado una primera bola roja vale 7

La probabilidad de que al extraer de la urna A dos bolas de forma simulténea estas sean dos bolas
. 32 3

rojas vale ——=—=0.3.

54 10

b) Este es un experimento compuesto donde primero elegimos una urna entre la A y la B, y luego
extraemos una bola de la urna elegida. EIl suceso sacar bola roja puede pasar de dos formas
distintas: una eligiendo la urna A y luego sacando bola roja o bien eligiendo la urna B y luego
extraer bola roja.

La probabilidad del suceso es 13 +£'E = 3 +1 L =0.4667.
25 26 10 6 15
c) En el experimento elegir una urna y extraer una bola de la urna elegida la probabilidad de sacar
bola verde (suceso complementario de “sacar bola roja”) es 1—% =% :
- : 12 1 3
La probabilidad de elegir la urna A y sacar bola verde de la urna A vale SETE B

Si de cada 15 repeticiones del experimento sabemos que 8 saldrd bola verde y de estas 3 seran
extraidas de la urna A entonces la probabilidad de que al sacar bola verde esta haya sido extraida

de la urna A vale g =0.375
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4B) En una poblacion, el 85% de las personas son rubias. Ademas, su altura se distribuye segn una

distribucion normal de media 170 cm y desviacion tipica de 16 cm.

a) [0,5 puntos] Calcula la probabilidad de que una persona elegida al azar mida mas de 190 cm.

b) [1 punto] Calcula la probabilidad de que una persona elegida al azar mida entre 160 y 190 cm.

¢) [1 punto] Sabiendo que solo el 12% de las personas rubias de la poblacién mide mas de 190 cm,
calcula la probabilidad de que, escogiendo a una persona al azar, esta sea rubia y mida méas de 190
cm.

Sea X = Altura en centimetros de un habitante de una poblacion. X = N(170, 16).

a) Nos piden calcular P(X >190).
P(X >190) = {Tipificamos} =

] 000 | 001 | o002 | 003 [ o0s f 005 |

0,0 (05000 |0,5040 (05080 |0,5120
0,1 |0,5398 |(0,5438 |05476 (05517

190-170 02 (05793 (05832 |osaTt |oset0
=P|Z>——|= P(Z >1_25) = 03 06179 |0.6217 |0/6255 |0.6293
16 0.4 [06554 |0)6591 |06626 | 06664

0,5 |0,6915 |(0,6950 |0,6985 |(0,7019
0,6 |0,7257 |(0,7251 |0,7324 |0,7357
0,7 |0,7580 |(0O,7611 |0,7642 |0,7673
0,8 |0,7881 |(0,7910 |[0,793% |0,7967

Miramos en la 09 (08152 |0j8188 |08212 |0,8238
=1-P (Z < 1_25) = = 1,0 |08413 08438 (08461 08485
tabla N(0, 1)

=1-0.8944 =|0.1056

b) Nos piden calcular P (160 < X <190).

im, 0,6643 | 0,8665 |0,6686 |0,6708

] 0.8944)
o

09032 |0504% |09066 |0,9082

160-170 190-170
— <l <—

P(160 < X <190) =1Tipifi =P
(160 < X <190) = {Tipificamos ( T T

j =P(-0.625<Z <1.25)=

=P(Z <1.25)-P(Z <-0.625)=P(Z <1.25)~P(Z > 0.625) =

Miramos en la
tabla N(O, 1)

}: 0.8944 -1+ 0'732420'7357 —[0.62845

=P(Z <1.25)-[1-P(Z <0.625)] :{

0,1 0,02 0,03 0,04 0,05 ]

0,5040 B0 |05§0 |0,5160
0,5438 78 | 0.5§17 | 0,5557
05832 (05871 (0,510 |0,5948
06217 (06§55 |(0,6893 |0,6331
06591 (0,628 |(0,6964 |0,6700

0,6950 0,7054
“M 0,7324 [0,7357 J| | 0,7369
0,7611 "o 0,7704

0,7910 |[0,7939 0:7967 0,7995
05186 [0,86212 |0,8238 |0,8264
08438 (084681 |(0,8485 |0,8508
y 06665 (08686 |(0,6708 |0,8729

2 [os049 Jososs osos2 000
c¢) La informacion que vamos a manejar para responder en este apartado es: “En una poblacion, el
85% de las personas son rubias, sabiendo que solo el 12% de las personas rubias de la poblacién
mide mas de 190 cm”.
Llamamos R al suceso “elegir una persona rubia” y A a “elegir una persona que mide mas de 190

cm”. Sabemos que P(A/R)=0.12 yP(R)=0.85. Nos piden calcular P(RNA).

P(RNA)=P(R)P(A/R)=0.85-0.12 =[0.102
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Universidad PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD, PAU
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Junio 2025
Matematicas 11

INDICACIONES

- Para obtener la méaxima calificacion, se debe responder a una cuestion de cada apartado/bloque.

- En aquellos apartados/bloques en los que se ofrece la posibilidad de elegir entre varias tareas, se
debe responder solo a una de las opciones. Si se realiza més de una opcion, se corregira la primera
de ellas, segun el orden en que aparecen resueltas en el cuadernillo del examen.

- Debe exponerse con claridad el planteamiento de la respuesta o el método utilizado para su
resolucion. Todas las respuestas deben ser razonadas.

- Entre corchetes se indica la puntuacion maxima de cada apartado.

- No se permite el uso de calculadoras graficas ni programables. Tampoco esta permitido el uso de
dispositivos con acceso a Internet.

APARTADO 1 (Bloque A+D) [2.5 PUNTOS]
Resuelve una de las siguientes cuestiones (1A o 1B):

Cuestion 1A. Considera las matrices

a+l 1 1 -1 -3
A=l 1 a+3 1 |,conaeR,yB=|2 0
1 1 a+l 5 3

Tarea a. [1 punto]. Halla los valores del parametro a para los cuales la matriz A tiene inversa.
Tarea b. [1 punto]. Considera a=-3. Calcula, si es posible, la matriz inversa de A.

Tarea c. [0,5 puntos]. Considera a=—3. Halla, si es posible, la matriz X que satisface la siguiente
ecuacion matricial: AX =B.

Cuestion 1B. Considera el siguiente sistema de ecuaciones:
ax+y-z=1

(a*-2)y+22=-2
-X+2z=0

dependiente del parametro acR.
Tarea a. [1,5 puntos]. Halla los valores de a para los cuales el sistema es compatible.
Tarea b. [1 punto]. Considera a=0. Si el sistema es compatible, halla su solucién general.

APARTADO 2 (Bloque B) [2.5 PUNTOS]
Resuelve una de las siguientes cuestiones (2A o 2B)

Cuestion 2A. Considera la siguiente funcion definida a trozos:

x°-8 Si x#2
f(x)=1x*-4'
e si x=2

con k e R un pardmetro a determinar.
Tarea a. [0,75 puntos]. Determina el valor del parametro k para que f (x) sea continuaen x=2.

Tarea b. [1 punto]. Si existen, halla las asintotas de f (x) y especifica de qué tipo son.

Tarea c. [0,75 puntos]. Obtén la ecuacion de la recta tangente a f (x) en x=1.
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Cuestion 2B. Considera la siguiente funcion: f (x)=(x*-2)e”

Tarea a. [0,5 puntos]. Halla los puntos de corte de f (x) con el eje de abscisas OX y los puntos de
corte de f (x) con el eje de ordenadas OY.

Tarea b. [1 punto]. Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f (x)

Tarea c. [1 punto]. Calcula el &rea comprendida entre la curva y = f (x) el eje OX y las rectas
X==-2Yy x=1.

APARTADO 3 (Bloque C) [2.5 PUNTOS]
2x—-y=3

yelpunto P=(1,1,1).

Considera la recta r :{

Tarea a. [1 punto]. Determina los puntos de r que estan a una distancia de /14 unidades de P.
Tarea b. [0,75 puntos]. Obtén la ecuacion del plano que contieneary P.
Tarea c. [0,75 puntos]. Calcula la distancia entre r y P,

APARTADO 4 (Bloque E) [2.5 PUNTOS]
Resuelve una de las siguientes cuestiones (4A o 4B)

Cuestion 4A. En un colegio se ofrecen solo atletismo y baloncesto como actividades deportivas
extraescolares. En base a los datos de otros afos, los docentes determinan que la probabilidad de que

un alumno se matricule en atletismo es P(A) =0,40 y que la probabilidad de que un estudiante se

matricule en baloncesto es P(B)zO, 65. Ademas, solo un 10% del alumnado no se matricula en

ningun deporte.
Tarea a. [1 punto]. Calcula la probabilidad de que un alumno se matricule en los dos deportes.
Tareab. [1,5 puntos]. Calcula las siguientes probabilidades: P(A/B), P(B/A) yP (A/ BC) donde

B representa el suceso contrario a B.

Cuestion 4B. Solo dos sedes de una empresa fabrican el mismo modelo de aspiradora. La sede A
suministra el 60 % de la produccion total. Un 0,15 % de las aspiradoras fabricadas en la sede Ay un
0,1 % de las aspiradoras fabricadas en la sede B falla durante el primer afio.

Tarea a. [0,75 puntos]. Calcula la probabilidad de que una aspiradora fabricada en la sede B no falle
durante el primer afio.

Tarea b. [0,75 puntos]. Calcula la probabilidad de que una aspiradora elegida al azar falle durante
el primer afio.

Tarea c. [1 punto]. Si una aspiradora elegida al azar no falla durante el primer afio, calcula la
probabilidad de que haya sido fabricada en la sede A.
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SOLUCIONES

APARTADO 1 (Bloque A+D) [2.5 PUNTOS]
Cuestion 1A. Considera las matrices

a+l 1 1 -1 -3
A=l 1 a+3 1 |,conaeR,yB=|2 0
1 1 a+l 5 3

Tarea a. [1 punto]. Halla los valores del pardmetro a para los cuales la matriz A tiene inversa.
Tarea b. [1 punto]. Considera a =—3. Calcula, si es posible, la matriz inversa de A.

Tarea c. [0,5 puntos]. Considera a=—3. Halla, si es posible, la matriz X que satisface la siguiente
ecuacion matricial: AX =B.

Tarea a. Para que la matriz tenga inversa su determinante no debe ser nulo. Averiguamos cuando se
anula el determinante de la matriz A.

a+l 1
|Al=| 1 a+3 1 |=(a+l)(a+3)(a+1)+1+1-(a+3)-(a+1)—(a+1)=
1 1 a+

=(a+1)(a+3)(a+1)+1+1-a-3-a-1-a-1=(a+1)(a+3)(a+1)-3a—-3=
=(a+1)(a+3)(a+1)-3(a+1)=[(a+1)(a+3)-3](a+1)=

=[a’+3a+a+3-3](a+1)=[a’+4a](a+1)=a(a+4)(a+1)

|A=0=a(a+4)(a+l)=0=>1a+4=0->[a=—4
a+1=0—[a=-1]

La matriz A tiene inversa para cualquier valor de a distinto de —4, -1y 0.

-2 1 1
Tarea b. Para a=-3 la matriz inversa de A existe. La matrizqueda A=| 1 0 1 |. Calculamos
1 1 =2
su inversa.
-2 1 1
|Al=|1 0 1|=0+1+1-0+2+2=6=0
1 1 =2
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21 1 +0 1 (I 0
Adjl 1 0 1 1 -2 1 -2 1 1
A_1_Adj(AT)_ 1 1 -2) 1) o1 |2 1] |2
oA 6 6l L -2 1 -2 |1
1 -2 1 -2 1
+ - +
0 1 1 1 0
-1 3 1 -1/6 1/2 1/6
A‘lzé 3 3 3 |=(1/2 1/2 1/2
1 3 -1 1/6 1/2 -1/6
Tarea c. Despejamos X de la ecuacién matricial.
AX=B= X =A"'B
. -1 3 1
Considerando a=-3 la matriz inversa de A existe y vale A‘1=E 3 3 3
1 3 -1

Determinamos la expresion de la matriz X.

L -1 3 1)3Yy-1 -3 . 1+6+5 3+0+3 1 12 6 2 1
X=A‘1B=€ 3 3 3|2 O =€ -3+6+15 -9+0+9 =E 18 0 |=|3 O
1 3 1)l 5 3 -1+6-5 -3+0-3 0 -6 0

3><><2 >3x 2
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Cuestion 1B. Considera el siguiente sistema de ecuaciones:
ax+y-z=1

(a®-2)y+22=-2
—X+2z=0

dependiente del parametro acR.
Tarea a. [1,5 puntos]. Halla los valores de a para los cuales el sistema es compatible.
Tarea b. [1 punto]. Considera a=0. Si el sistema es compatible, halla su solucién general.

Tarea a. El sistema es compatible cuando el rango de la matriz de coeficientes y el de la matriz
ampliada son iguales.

a 1 -1
El sistema tiene asociado la matriz de coeficientes A=| 0 a*-2 2 | y la matriz ampliada
-1 0 1

a 1 -11
A/IB=|0 a*-2 2 -2]|.
-1 0 1 0
Averiguamos cuando se anula el determinante de la matriz A.

a 1 -1
|A=|0 a*-2 2|=a(a’-2)-2-0-(a’-2)-0-0=a’-2a-2-a*+2=
-1 0 1

:as—a2—2a:a(a2—a—2)

1+3
A=0=a(ai-a-2)=0=1 0 1|(A)-4(-2) 1x3 |5
2 2 1-3
— Ci=a

Para cualquier valor de a distinto de 0, -1 y 2 el determinante de la matriz A es distinto de cero y
su rango es 3. Por lo que el rango de la matriz A/B también es 3 e igual que el nimero de incognitas
(3). El sistema es compatible determinado.

y-z=1 y-z=1
. y—z=1 y=1+z
Para a=0 el sistema queda < -2y+2z=-2=¢ y-z=1= = . El
—X+z=0 —X+z=0
sistema es compatible indeterminado.
—-X+y-z=1
Para a=-1 el sistema queda ¢ -y+2z=-2.
—-X+2=0
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—X+y—-z=1 —X+y-z=1
-y+21=-2= 21+2=yY=>-2+271+2-71=1=2=1
—X+z=0 X=1

El sistema es incompatible.
2X+y—z=1
Para a=2 el sistema queda ¢ 2y+2z=-2.
—X+2z=0
2x+y-z=1 2X+y—-z=1 2x+y-z=1
2y+21=-2= y+z=-1= y=-1-z=2z2-1-z-72=1=-1=1.
-X+2=0 -X+2=0 X=12

El sistema es incompatible.

Resumiendo: El sistema es compatible para cualquier valor de a distinto de -1y 2.

y-z=1
Tarea b. Considerando a =0 el sistema queda <—2y+2z=-2. Este sistema se ha resuelto en el
—X+z=0
X=A4
apartado anterior y sus infinitas soluciones tienen la expresion {y=1+1; 1eR.
=41
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APARTADO 2 (Bloque B) [2.5 PUNTOS]
Cuestion 2A. Considera la siguiente funcion definida a trozos:

x°-8 Si x#2
f(x)=1x*-4'
e si x=2

con k eR un pardmetro a determinar.
Tarea a. [0,75 puntos]. Determina el valor del pardmetro k para que f (x) sea continuaen x=2.

Tarea b. [1 punto]. Si existen, halla las asintotas de f (x) y especifica de qué tipo son.
Tarea c. [0,75 puntos]. Obtén la ecuacion de la recta tangente a f (x) en x=1.

Tarea a. Paraque f(x) sea continuaen x =2 el valor de la funcién y el limite de la funcién en
dicho valor deben coincidir.
3
. . X°—8
lim f (x)=lim=;

x—2 x—>2 X —4

:%: Indeter minacion =..

X2 —4=0=> X =4=x=b=22= x> —4=(x-2)(x+2)

100 -8
2 2 4 8 =x-8=(x-2)(X"+2x+4)

12 4 [0

. M(X2+2X+4) . X2 4+2Xx+4 2242244 12
..=lim =lim = =2_-3

X2 M(“Z) o2 X42 2+2 4
f(2)=¢

3

|in;f(x)=|irr21:2_j=3 —e =3=[k=In3|

lim f (x)= f (2)

X—2

El valor buscado y necesario para que se cumpla lo pedido es k =1In3.

3

X’-8
Tarea b. La funcion queda f(x)=1qx?—-4’ SIX#2 Ecta funcién es continua en X =2, pero es
3 Si x=2

discontinua en x =-2, valor que también anula el denominador.

Asintota vertical. x=-2
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x*-8 (-2)°-8 -16

lim f = lim = = =0
X2 ( ) x>-2 x> — 4 (_2)2_4 0
Asintota horizontal. y=b

3 3
b=1lim f (x)=lim <=2 = lim *_ = limx=

X—>00 x>0 X° —4 xoo X X—>00

No existe asintota horizontal.

Asintota oblicua. y =mx-+n

x° -8
f X 2 3 3
m—tim ) jim X =4 i, 78 _jim X 21
Xow X Xxow X xom X° —4X  xow X
3
n=lim(f(x)- mx)_llm . _“m)(z/ 8 Xg/ B lim 224X _
X—>00 X—0 ¥ _4 X—>00 X—>0 X _4
_Ilm#_llm—4:_—4:0
x—m X D ¢ 0

La recta y =X es asintota oblicua de la funcion.

5. iy f
4 f"
3 '
: -
0 V4
O lﬁ
8 a
pd
6 A
J
r=—2 3 it L YP=X
3

wH

~18-17-16:05-14-13-12-1-10 -0 -8 -7 -B -5 -4 -3 -2 - 1011 1213 14 1516 17 18 19 20 21 22

.
o e,

L e GO

- <
.."J/ Iy
.":/, 0
e 1
."7 .
.r.’ J x -8 A 3
L six#ED
P Flx)=1x -4~ 4
p 4 ‘3 six=2 5
y o
P
/ 8
O
-f\
1
“')
L3
i
25
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Tarea c. La ecuacion de larecta tangentea f (x) en x =1 tiene laexpresién y— f (1)= f"(1)(x—1)

f,(X) _ 3x°? (XZ _4)—2X()(3 —8) 3t —12%% — 2x* +16X _  _19x2 +16x

(x2 —4)2 (x2 —4)2 (x2 —4)2

°-8 7
f(l)=>— ==
@) -4 3

1*-121+16:1 5 5 16
f7(1)= =2 ——=2(x-1 =2x+—
@) EEE =Y 3= =g
y—f(1)=f"(1)(x-1)

La ecuacion de la recta tangente a f (x) en x =1 tiene la expresion y =gx+%.
1x //
/ P
\ e
4 /
/ "
3 y=—x+—
9 9
//
e 1
//
6 5 VJs 2 1 |
/ 2
/‘
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Cuestion 2B. Considera la siguiente funcion: f (x)=(x*-2)e”

Tarea a. [0,5 puntos]. Halla los puntos de corte de f (x) con el eje de abscisas OX y los puntos de
corte de f (x) con el eje de ordenadas OY.

Tarea b. [1 punto]. Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f (x)

Tarea c. [1 punto]. Calcula el &rea comprendida entre la curva y = f (x) el eje OX y las rectas
X=-2Yy x=1.

Tarea a. Hallamos los puntos de corte de f (x) con el eje de abscisas OX.

f(x)=(x2—2)e2X
EjeOX »>y=0

}:(xz—Z)ezx:O:{e2X¢O}:>x2—2:O:>x2:2:> X =12

Los puntos de corte de la funcion con el eje de abscisas son (—Ji,o) y (+\/§,0).

Hallamos los puntos de corte de f (x) con el eje de ordenadas OY.
f(x)=(x*-2)e”

= f(0)=(0"-2)e*" =—2=y=-2
EjeOY > x=0

El punto de corte de la funcion con el eje de ordenadas es (O,—Z)

r=
O

5

£
~*
—_—
L
S
]
—_—
-
|
[
R
]

(5]

(3]

(=

[=¥

-
==Y
Tod
¥J
e,
N

4=

h
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Tarea b. Estudiamos el cambio de signo de la derivada empezando por averiguar cuando se anula.

f(x):(x2—2)e2X =N f’(x):2xezx+(x2—2)2e2X =2e2x(x+x2—2)
f'(x)=0:>2e2x(x+x2—2):0:>{e2X ¢0}:>x2+x—2:0:>

-1+3

1+ Poa(=2) _ =[l=x
L AN -A(2) 13 )2
2 2 ~1-3
0 o =x
2

La funcién presenta dos puntos criticos. Estudiamos el signo de la derivada antes, entre y
después de estos dos valores.

eEn el intervalo (—0,—2) consideramos x =-3 y la derivada vale

f (~3)=2e"" (( -3)"-3- 2) = E > 0. La funcion crece en (—o0,-2).
eEn el intervalo (-2,1) con5|deramos x =0 y la derivada vale
=2e”°(0° +0-2)=-4<0. La funcion decrece en (-2,1).
eEn eI lntervalo (1, +oo) consideramos X =2 Y la derivada vale

e”?(2° +2-2)=8e*>0. Lafuncion crece en (1,-0).
La funcion crece en (—o0,—2)U(1,+00) y decrece en (—2,1).

Tarea c. La funcion corta el eje OX en (—Ji,o) y (+\/§,0). Como —/2 pertenece al intervalo (-

2, 1) el valor del area pedida es la suma del valor de la integral definida de la funcion entre -2 y
2, y el valor absoluto de la integral definida de la funcion entre 2 y 1.
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Calculamos primero la integral indefinida de la funcion.

Integracién por partes
If(x)dx:j(xz—z)ezxdx: u=x2-2-> du=2xdx =

er

dv=e2xdx—>v:_[dv:_|'ezxdx= >

2X 2x 2x

:(xz—z)e2 —Jez 2xdx:e2 (x2—2)—jxezxdx:
Integracion por partes ” ) )
={u=x—du=dx =e2 (x2—2)—[xe2 —Jez dx}z
— a2x _ _ [ a2x _ﬁ
dv=e dx—>v_Idv_Ie dx = 5

2X 2x

1 . 2X 2X 2Xx
- 2—2){ & e dx}:%(xz_z){xe?_ﬂ:

2x 2X
_E x2—2—x+l _¢ x2—x—§ +C
2 2 2 2

Aplicamos este resultado al calculo del area.
Calculamos primero el area de la region pequefiita comprendida entre -2y 2.

_ 2x
Areal= Jlf f(x)dx= [e_ - X_gﬂ _

247 -4 -2\2
_¢ (ZJM/__gj_e_(gj:e (EJF\/E]—%e“‘: 0.01536u°

2 2 \2 2 \2

Calculamos ahora el area de la region mas grande comprendida entre -2 y 1.

Lateoaclg{eoscd)] sl o3

www.ebaumatematicas.com
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2 -2 2 22
:_3i_e (2+,\/__§j:_3i_e_(l+ Zj

4 2 2)” 4 2 2
] 1 3%’ e2?(1 >
Areaz_‘jﬁf(x)dx‘_7+ . [T 2j—5.5983u

El &rea comprendida entre la curva y = f (x) eleje OX ylasrectas x=—2y x=1 es lasuma
de los dos valores obtenidos: 0.01536 + 5.5983 = 5.61366 unidades cuadradas.
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APARTADO 3 (Bloque C) [2.5 PUNTOS]

2x—-y=3
2y—1 yelpunto P=(1,1,1).

Considera la recta r :{

Tarea a. [1 punto]. Determina los puntos de r que estan a una distancia de +/14 unidades de P.
Tarea b. [0,75 puntos]. Obtén la ecuacion del plano que contieneary P.

Tarea c. [0,75 puntos]. Calcula la distancia entre r y P,

Tarea a. Obtenemos las ecuaciones paramétricas de la recta.

2X—y=3 2X—-3=Yy
r: = =2X-3-22=1=2X-21=4=x-71=2=>

y-2z=1 y-2z=1
X=2+4
=>X=2+2=>Yy=2(2+2)-3=4+22-3=1+2z=>|r:qy=1+24; 1eR
z=41

Un punto Q perteneciente a la recta r tiene coordenadas Q(2+ 4,1+ 2/1,/1) :

Para que un punto Q de la recta r esté situado a J14 unidades de P el vector que une dichos
puntos debe tener longitud J14.

Q(2+4,1+22,2)
P

_(111) }: PQ=(2+2,1422,2)-(111) = (1+ 4,22, -1)

d(P.Q)=|PQ|=14 = J(1+ 1) +(22) +(2-1) =14 =
= (14 A) +822 +(A-1) =18 =14+ 22+ 24 +42% + A2 +1 - 24 =14 =

Q1(2+J§,1+2J§,J§)
Q,(2-v21-242,-\2)

=642-12=0=>4>-2=0=>12=2=>1=+2>

Los puntos buscados son Q1(2+J§,1+2«/§,\/§) y Q2(2—J§.1—2J§, —\/5)

Tarea b. El plano que contiene a r y P tiene como vectores directores el vector director de la recta y
el vector que une el punto P con un punto cualquiera de la recta.

X=2+A4 —
{vr=(1,2,1)
r.qy=1+24;, 1eR=
. Q,(2,1,0)
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P=(111)] .

PQ, =(2,1,0)-(11,1)=(1,0,-1
P 210y <oy
u=v, =(122) x-1 y-1 z-1
v=PQ =(10,-1){=z:[1 2 1 |=0=
P=(11l)ex 10 -

= -2(x-1)+y-1+0-2(z-1)+y-1-0=0=

= -2X+2+y-1-272+2+y-1=0=-2X+2y-22+2=0=|7:Xx-y+2-1=0

La ecuacion del plano que contienearyPes 7:x—y+z-1=0.

Tarea c. Hallamos el punto P * de la recta r tal que el vector PP’ es perpendicular a la recta r.

P. F

P(2+4,1+22,2)er

Fp= 2+A4,1+24,4)—-(1,,1)=(1+ 4,24, 4 -1
pL11) }j (Fratezrd) = )

PP =(1+1,24,A-1)

v, =(1,2,2) =(121)(1+4,24,4-1)=0=

PP Lt PPV =0

:>1+/1+4/1+/1—1=0:>6/1=0:>/1=0:>W=(1,0,—1)
La distancia del punto P a la recta es el valor del médulo del vector PP’

d(P,r)zd(P,P’):‘W‘lez+02+(—1)2 =2

La distancia entre r y P tiene un valor de J2 unidades.
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APARTADO 4 (Bloque E) [2.5 PUNTOS]

Cuestion 4A. En un colegio se ofrecen solo atletismo y baloncesto como actividades deportivas
extraescolares. En base a los datos de otros afios, los docentes determinan que la probabilidad de que

un alumno se matricule en atletismo es P(A) =0,40 y que la probabilidad de que un estudiante se
matricule en baloncesto es P(B)=0, 65. Ademas, solo un 10% del alumnado no se matricula en
ningun deporte.

Tarea a. [1 punto]. Calcula la probabilidad de que un alumno se matricule en los dos deportes.
Tareab. [1,5 puntos]. Calcula las siguientes probabilidades: P(A/B), P(B/A) yP(A/B®) donde

B® representa el suceso contrario a B.

Tarea a. Sabemos que el 40 % del alumnado se matricula en atletismo, el 65 % en baloncesto y el 10
% no se matricula en ningun deporte. Construimos una tabla de contingencia para obtener la
informacién implicita en los datos proporcionados

Atletismo | No atletismo

Baloncesto 65
No baloncesto 10
40 100

Completamos la tabla.

Atletismo | No atletismo
Baloncesto 15 50 65
No baloncesto 25 10 35
40 60 100

Nos piden calcular P(Am B). Sabemos que el 15 % del alumnado se ha matriculado en ambos

deportes, aplicando la regla de Laplace sabemos que la probabilidad de que un alumno se matricule
en los dos deportes tiene un valor de 0.15.

Tarea b. Usando el teorema de Bayes y los datos de la tabla de contingencia calculamos las
probabilidades pedidas.

p(arg)—PIACB) 015 3 (o0
P(B) 065 |13

P(B/A)= P(PA((;)B) = 00'_145 =[0.375
P(ANB®

P(A/B®)= (ACBY) 025 _[5_1714g
P(B°) 035 |7
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Cuestion 4B. Solo dos sedes de una empresa fabrican el mismo modelo de aspiradora. La sede A
suministra el 60 % de la produccion total. Un 0,15 % de las aspiradoras fabricadas en la sede A y un
0,1 % de las aspiradoras fabricadas en la sede B falla durante el primer afio.

Tarea a. [0,75 puntos]. Calcula la probabilidad de que una aspiradora fabricada en la sede B no falle
durante el primer afio.

Tarea b. [0,75 puntos]. Calcula la probabilidad de que una aspiradora elegida al azar falle durante
el primer afo.

Tarea c. [1 punto]. Si una aspiradora elegida al azar no falla durante el primer afio, calcula la
probabilidad de que haya sido fabricada en la sede A.

Realizamos un diagrama de arbol descriptivo de la situacion planteada.

Falla
P(F/A) = 0.0015

Sede A

Hi/ = No falla

P(F¢/A) = 0.9985

2 Sedes y sus
fallos

Falla

Sede B P(F/B) = 0.001

P(B)=0.40 No falla

P(F¢/B) = 0.999

Tarea a. Nos piden calcular P(FC / B). Como sabemos que el 0.1 % de las aspiradoras fallan

entonces el restante 99.9 % no fallan. Entonces P(FC / B) =0.999.
Tarea b. Nos piden calcular P(F). Aplicamos el teorema de la probabilidad total.
P(F)=P(A)P(F/A)+P(B)P(F/B)=0.6-0.0015+0.4-0.001=|0.0013

Tarea c. Nos piden calcular P(A/ F¢ ) Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de

Bayes.

P(ANF®) P(A)P(F°/A) 06-0.9985 [1997

= = = ~ 0.5999
P(FC) 1-P(F) 1-0.0013 [3329

P(A/F®)=
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Universidad PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD, PAU
U‘ ‘ de Cantabria  Prueba Reserva

Reserva 2025
Matematicas 11

INDICACIONES

- Para obtener la méaxima calificacion, se debe responder a una cuestion de cada apartado/bloque.

- En aquellos apartados/bloques en los que se ofrece la posibilidad de elegir entre varias tareas, se
debe responder solo a una de las opciones. Si se realiza més de una opcion, se corregira la primera
de ellas, segun el orden en que aparecen resueltas en el cuadernillo del examen.

- Debe exponerse con claridad el planteamiento de la respuesta o el método utilizado para su
resolucion. Todas las respuestas deben ser razonadas.

- Entre corchetes se indica la puntuacion méaxima de cada apartado.

- No se permite el uso de calculadoras graficas ni programables. Tampoco esta permitido el uso de
dispositivos con acceso a Internet.

APARTADO 1 (Bloque A+D) [2.5 PUNTOS]
Resuelve una de las siguientes cuestiones (1A o 1B):

ae gs o)ree(d)

2

1A) Considera las matrices

a) [0.75 puntos] Si tiene sentido la operacion, calcula: (2A+B)

b) [0.75 puntos] Si tiene sentido la operacién, calcula: C (AC)t :

c) [1 punto] Obtén, si es posible, la matriz X que satisface la ecuacion matricial: 2AX =C.

1B) Considera el siguiente sistema de ecuaciones:

3
X—Z=a+—

5x+(3-a)y=5
3x+y+(2a+2)z=0

dependiente del parametro acR.
a) [1,5 puntos] Determina los valores de a para los cuales el sistema es incompatible.
b) [1 punto] Considera a=0. Si el sistema es compatible, halla su solucion general.

APARTADO 2 (Bloque B) [2.5 PUNTOS]
Resuelve una de las siguientes cuestiones (2A o 2B):

-X

2A) Considera la funcion f :R——R definida de la siguiente manera: f (x) =Jxe

a) [0,5 puntos] Determina el dominio de definicién de f (x)
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b) [1 punto] Calcula el méximo absoluto de f (x)

c) [1 punto] Halla la expresion de la recta tangente a f (x) en x=1.

3X
X2 +1

2B) Considera la siguiente funcion: f (x)=

a) [1 punto] Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f (x) :
b) [0.5 puntos] Determina los puntos de corte de f (x) con el eje de abscisas OX.

c) [1 punto] Calcula el area comprendida entre la curva y = f (x) el eje de abscisas OX y las
rectas x=-1y x=2.

APARTADO 3 (Blogue C) [2.5 PUNTOS]

2Xx—-y=3
), yelpunto P=(111).

3) Considera la recta r :{

a) [0.5 puntos] Expresa la recta r en forma continua.
b) [1 punto] Estudia la posicion relativa de la recta r y el plano 1 en funcion del valor de a.

c) [1 punto] Si Q =(1,0,0) es un punto de T, ¢cudl es la distancia entre r y 1?

APARTADO 4 (Bloque E) [2.5 PUNTOS]
Resuelve una de las siguientes cuestiones (4A o 4B)

4A) En un ensayo clinico, se administré una medicacién a un grupo de personas con cierta dolencia.
La medicacion demostro ser efectiva en el 85% de los casos. Paralelamente, se administro un placebo
en un grupo control con el mismo nimero de personas, en el que solo el 5% de los participantes
mejoro de forma espontanea.

a) [0,5 puntos] ¢Cudl es la probabilidad de que un participante tratado con el medicamento no
mejore?

b) [1 punto] Calcula la probabilidad de que un participante elegido al azar no haya mejorado.

c) [1 punto] Si se escoge al azar un participante que haya mejorado, ¢cuél es la probabilidad de
que se le haya administrado el placebo?

4B) En una universidad, el 25% de los estudiantes utiliza la bicicleta para ir a clase y el 70% utiliza
el transporte publico. Solo un 15% de los estudiantes no utiliza ni bicicleta ni transporte publico.

a) [0,5 puntos] Si se escoge a un estudiante al azar, ¢cual es la probabilidad de que utilice tanto la
bicicleta como el transporte pablico?

b) [1 punto] Si se escoge a un estudiante al azar, ;cual es la probabilidad de que utilice solo la
bicicleta o solo el transporte publico?

c) [1 punto] Si se escoge a un estudiante que no utiliza el transporte publico, ¢;cudl es la
probabilidad de que utilice bicicleta?
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SOLUCIONES

APARTADO 1 (Bloque A+D) [2.5 PUNTOS]
1A) Considera las matrices

1 0 3 2 -2
A = , B = y C =
-1 3 -1 0 1
a) [0.75 puntos] Si tiene sentido la operacion, calcula: (2A+ B)2 :
b) [0.75 puntos] Si tiene sentido la operacién, calcula: C(AC )t :
c) [1 punto] Obtén, si es posible, la matriz X que satisface la ecuacion matricial: 2AX =C.

a) Intentamos calcular la matriz resultante de (2A+ B)2 :
1 0) (3 -2) (2+3 0-2) (5 -2

2A+B=2 + = =
-1 3 -1 0 -2-1 6+0 -3 6

2 5 2\(5 =2 25+6 -10-12 31 -22
(2A+ B) :(2A+ B)(2A+ B): = _
-3 6){-3 6 -15-18 6+36 -33 42
31 —22]

La operacién (2A+B)” es posible obteniéndose la matriz (2A+ B)’ :( 33 4

b) Intentamos calcular la matriz resultante de C(AC) .

o s

2><><1—> 2x1

C(AC) =(_12j(—2 5) =(_42 _;Oj
2x[L-1]x2——2x2

4 -10
La operacion C(AC)’ es posible obteniéndose la matriz C (AC) :( ) & ]

c) Despejamos X de la ecuacion matricial.

2AX =C = AX :%c: X =%Alc
Obtenemos la matriz inversa de A.
1 0
|A| = =3-0=3=%0
-1 3

() "o _31[3 y

A 3 311

38 de 244 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU junio 2025 Reserva Matemdticas Il en Cantabria Juan Antonio Martinez Garcia

Terminamos de calcular la expresion de la matriz X.
3 0)\(-2 —6+0 —6 -1
leA—lczl.l =£ * =1 =
2 231 1){1) 6(-2+1) 6\-1 -1/6

La matriz X que satisface la ecuacion matricial: 2AX =C tiene la expresion X =( I/Gj'
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1B) Considera el siguiente sistema de ecuaciones:

3
X—Z=a+—

5x+(3-a)y=5
3x+y+(2a+2)z=0

dependiente del parametro acR.
a) [1,5 puntos] Determina los valores de a para los cuales el sistema es incompatible.
b) [1 punto] Considera a =0. Si el sistema es compatible, halla su solucion general.

1 0 -1
a) El sistema tiene asociado la matriz de coeficientes A=|5 3-a 0 y la matriz ampliada
3 1 2a+2
3 3
1 0 -1 2%

A/B=|5 3-a 0 5
3 1 2a+2 O

El sistema es compatible cuando el rango de la matriz de coeficientes y el de la matriz ampliada
son distintos. Para que ocurra esto lo primero que debe pasar es que el rango de A no sea 3, es
decir que el determinante de A sea nulo.

Averiguamos cuando se anula el determinante de la matriz A.

1 0 -1
|Al=5 3-a 0 [=(3-a)(2a+2)+0-5+3(3-a)-0-0=
3 1 2a+2

=6a+6-2a°-2a-5+9-3a=-2a’+a+10

—1+,1° -4(-2)10 _ 149 4

2(-2) - L;gz 25=a

|Al=0=-2a’+a+10=0=a=

Sabemos que para un valor de a distinto de -2 y 2.5 el determinante de A es distinto de cero y su
rango es 3, al igual que el de la matriz ampliada y el namero de incognitas. El sistema va a ser
compatible determinado.

Vemos que ocurre para a=-2 y para a=2.5.

Para a=-2 la matriz A tiene determinante nulo y su rango es menor de 3. Estudiamos su rango

-1

10 -1 o

y el de la matriz ampliada. La matriz ampliada queda A/B={5 5 0 5
31 -20
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-1 2 . Fila 1* —Fila 32

10 -1z 2 0 -2 -1
A/B=|5 5 0 5 = 31 2 0 =
31 =20 -1 -1 0 -1— NuevaFilal?
5 - Fila 12 +Fila 22 — N8
-1 -1 0 -1 & £ o .t 00 00
=5 5 0 5 |= 5 5 0 5 =55 05
3 1 =20 0 0 0 0->NuevaFilatz| |> 1 =20

A

El rango de A es 2, al igual que el rango de A/B, por lo que el sistema es compatible para a =-2

Para a=2.5 la matriz A tiene determinante nulo y su rango es menor de 3. Estudiamos su rango

1 0 -14
y el de la matriz ampliada. La matriz ampliada queda A/B=|5 05 0 5.
31 70
Fila3* — 3 - Fila 1?
Lo -4 317 0
A/B=|5 05 O 5:>_3 0 3 _12
31 7 0

0 1 10 -12— NuevaFila 3?2

Fila22 — 5. Fila 12

5 05 0 5 10 -1 4
5 0 5 20 =0 05 5 -15
0 1 10 -12

0 05 5 -15— Nueva Fila 2?2

Fila32—2 - Fila 22 B
0 1 10 -12 10 -14
= 0 -1 -10 30 =|0 05 5 -15
0 0 0 18 —> NuevaFila3® QA_O, 18

El rango de A es 2 y el rango de A/B es 3. Tienen rangos distintos y el sistema es incompatible
para a=2.5.

El sistema es incompatible solo para a=2.5.

b) Por lo visto en el apartado anterior sabemos que para a =0 el sistema es compatible determinado.
Hallamos la solucién del sistema.
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3
X—Z=—
2
El sistema queda 5x+3y =5 . Lo resolvemos.
3X+y+2z=0
x—z—§ x—§+z 3
2 2 5(E+zj+3y:5
5X+3y=5= 5X+3y=5 = 3 =
3X+y+2z=0 3X+y+2z=0 3(E+zj+y+22:0
E+52+3y=5 52+3y=5—E 57+3y=—
= 2 = 2, 2 =
g+3z+y+22—0 g+y+52—0 y——52—g
2 2 2

=5z+3 —52—g =_—5:>52—152—£:_—5:>—1Oz:§:>
2 2 2 2 2

X= g-1.1= 0.4
=|z= £ =-11=
=10 9
y= —5(—1.1)—5 =55-45=1

Para a=0 la solucion del sistemaes x=0.4, y=1,z=-1.1
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APARTADO 2 (Bloque B) [2.5 PUNTOS]
2A) Considera la funcién f :R——R definida de la siguiente manera: f (x)=+/xe™

a) [0,5 puntos] Determina el dominio de definicion de f (x).
b) [1 punto] Calcula el méximo absoluto de f (x)

¢) [1 punto] Halla la expresion de la recta tangente a f (x) en x=1.

a) El dominio de la funcion son todos los nimeros reales mayores o iguales que cero pues la raiz
cuadrada solo existe si el radicando es positivo o cero. Dominio = [O,+oo) .

b) Averiguamos cuando se anula la derivada de la funcién (puntos criticos).

f (x)zx/;e‘X = f’(x)zﬁe‘X +\/;(—1)e‘X :%e‘X _Jxe* =

e[S )

1-2x

=
2e*x

=0=1-2x=0=2x=1=|x=

N |~

Estudiamos el signo de la derivada antes y después de x = % .

e Enelintervalo [0%) tomamos x=0.25 y la derivada vale

f7(0.25) = 122025 _ 05 4 |4 funcién crece en {Olj
2¢°%,/0.25 2e°%/0.25 2
. 1 . . 1-21 -1
e Enelintervalo | =,+o0 | tomamos x =1y la derivada vale f ( ) <0.La
2 2e1\/_ 2

., 1
funcion decrece en (§,+ooj.

., 1 1 ., -
La funcién crece en {O,Ej y decrece en (§,+ooj. Por lo que la funcién presenta un maximo

relativo en x =3 gue es un maximo absoluto por la evolucién de la funcién. Para este valor la

funcién vale f(lj:\/Ie‘”2 LL:L:E.
2 2 J2 e J2e 2

c) La ecuacion de la recta tangente a f (x) en x =1 tiene la expresion y— f (1)= f"(1)(x-1).
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f(l):\/ie*:%
, -1 1 -1 1 1
f (1)—5 zy—g—g(x—l)ﬁ y—g—zx-i‘zz
y—f(1)=f"(1)(x-1)
-1 1 -1 2 -1 3
SY=—X+—+—-DY=—X+—+—= |y =—X+—
2e 2e e 2e 2e 2e 2e 2e

La ecuacion de la recta tangente a f (x) en x=1 tiene la expresion y = -1 x+£.

2e  2e
-1 3
V=——X+_—
.. 2€ 2e
e ——— Mdximo
f(x)=+xe™
it T
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3X

2B) Considera la siguiente funcion: f (x)=— 1
x* +

a) [1 punto] Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f (x) :
b) [0.5 puntos] Determina los puntos de corte de f (x) con el eje de abscisas OX.

c) [1 punto] Calcula el &rea comprendida entre la curva y = f (x) el eje de abscisas OX y las rectas
X==1y x=2.

a) Estudiamos el cambio de signo de la derivada empezando por averiguar cuando se anula.

2 —_ .
f(X)zxf’il: f’(x):?’(x +21) 22X 3X:3x2+23—(2x2 _ 32—3x22
(x +1) (x +1) (x +1)
f(x)=0= 3-8 =0=3-3x*=0=1-X*=0=>x*=1=|x=1=%+1
(x2+1)2

La funcidn presenta dos puntos criticos. Estudiamos el signo de la derivada antes, entre y
después de estos dos valores.

e En el intervalo (—oo,—l) consideramos x =—2 y la derivada vale

2
= m _ <0. La funcion decrece en (—o0,~1).

(-2 +1) 25

t(-2)

—_ . 2
eEn el intervalo (—1,1) consideramos x =0 y la derivada vale f"(0)= 33 02 =3>0.La
(0% +1)
funcién crece en (-11).
~3-32° -9

eEn el intervalo (1,+o0) consideramos x =2 y la derivada vale f"(2)=——5=—<
(22+1) 25
La funcion decrece en (1,+).

La funcion decrece en (—o0,~1)U(L,+) y crece en (-1,1).

b) Hallamos los puntos de corte de f (x) con el eje de abscisas OX.

3X
f(X)—X2+1 — §X1=0:>x:0:> A(0,0)
EjeOX »>y=0] X7

El punto de corte de la funcion con el eje de abscisas es A(0,0).
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c) La gréfica de la funcion corta el eje OX en x=0e[-1,2]. El 4rea pedida es la suma del valor

absoluto de la integral definida de la funcidn entre —1 y 0 y el valor absoluto de la integral definida
de la funcién entre 0 y 2.

Calculamos el area de la zona 1.

0 ° 3x 3(° 2x 3 0
J:lf(x)dx= _lxz+1dx=5j_lxz+1dx=§[|n(x2+1)11:

3 _—3In2

=~ (In(0* +2)=In((-2)" +1))= =

El area de la zona 1 tiene un valor de 3'%2 unidades cuadradas.

Calculamos el area de la zona 2.

* 3 3(% 2 3 2
j:f(x)dx=f Xzildx=zf Xzildx=5[|n(x2+1)}0:

0 0

3 ) ) _3In5
—E(ln(Z +1)—|n(0 +1))—T
, . 3In5 .
El area de la zona 2 tiene un valor de — unidades cuadradas.

El area comprendida entre la curva y = f (x) eleje OX ylasrectas x=—-1y x=2 es lasuma

3In5+3ln2 _3In5+3In2
2 2

de los dos valores obtenidos: = 3.45 unidades cuadradas.
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APARTADO 3 (Bloque C) [2.5 PUNTOS]
. X+y+2=0
3) Considera la recta r: y yelplano 7:5x+3y—-4z+a=0.
y+2z2-5=0
a) [0.5 puntos] Expresa la recta r en forma continua.

b) [1 punto] Estudia la posicion relativa de la recta r y el plano 1 en funcién del valor de a.

¢) [1 punto] Si Q = (1,0,0) es un punto de T, ;cudl es la distancia entre r y m?

a) Obtenemos la ecuacién continua de la recta.

X+y+2=0 X+y+2=0
r: = =>X+5-2242=0=>x=-T7+21>

y+2z-5=0 y=5-2z2
X==7+21 \7_(2 2.1) - 5
=r:{y=5-21 :{’_ oY | LY 2
-, le(7so) L2 2 1

b) La recta tiene como vector director VT = (2,—2,1) y el plano tiene como vector normal
n=(53-4).
Comprobamos si estos vectores son perpendiculares, es decir, si su producto escalar es nulo.

\?_:((52’32;11))} =n-v, =(5,3,-4)(2,-2,1) =10-6-4=0

Estos vectores son perpendiculares y la recta o esta contenida en el plano o es paralela al plano.
Siel punto Q, (—7,5,0) de la recta r pertenece al plano la recta esta contenida en el plano. De no

ser asi la recta es paralela al plano.

Qr(—7,5,0)e72'
7:5X+3y—-4z+a=0

}:—35+15—0+a=0:>—20+a:0:>

Si a=20 larecta est4 contenida en el plano. Si a es distinto de 20 la recta es paralela al plano.

c)Si Q= (1, 0, O) es un punto de 7 entonces cumple su ecuacion.
51+3-:0-4-0+a=0—->5+a=0—>a=-5
Este valor es distinto de 20, por lo que la recta es paralela al plano 7 :5x+3y—-4z-5=0.
La distancia de la recta al plano es la distancia de cualquier punto de la recta al plano.

Q (-7.5,0)er 5(-7)+35-4.0-5 25 52

d(r,7)=d(Q, )= _ 2
7z:5x+3y—4z—5:0}:> (r)=d(Q.7) /52+32+(_4)2 J50 2
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APARTADO 4 (Bloque E) [2.5 PUNTOS]

4A) En un ensayo clinico, se administré una medicacion a un grupo de personas con cierta dolencia.
La medicacion demostro ser efectiva en el 85% de los casos. Paralelamente, se administr6 un placebo
en un grupo control con el mismo nimero de personas, en el que solo el 5% de los participantes
mejoro de forma espontanea.

a) [0,5 puntos] ¢Cual es la probabilidad de que un participante tratado con el medicamento no mejore?
b) [1 punto] Calcula la probabilidad de que un participante elegido al azar no haya mejorado.

¢) [1 punto] Si se escoge al azar un participante que haya mejorado, ¢cudl es la probabilidad de que
se le haya administrado el placebo?

a) En el 85 % de los casos a los que se administrd el medicamento demostro ser efectivo, en el restante
15 % no fue efectivo. la probabilidad de que un participante tratado con el medicamento no mejore
es de 0.15.

b) Supongamos que son 100 personas a las que se administra el medicamento. De estas hay 85 que
mejoran. También son 100 personas a las que se le administra el placebo y de estas solo mejoran
5. De las 200 personas que participan en el ensayo clinico son 85 + 5 = 90 las personas que mejoran
y 110 las que no mejoran. Aplicando la regla de Laplace tenemos que la probabilidad de que un

participante elegido al azar no haya mejorado tiene un valor de % =0.55.

c) De los 200 participantes en el estudio hay 90 que han mejorado y de estos solo 5 han recibido el
placebo. La probabilidad de que al elegir un participante que ha mejorado se le haya administrado

el placebo tiene un valor de > = L =0.0556 .
90 18

OTRA FORMA DE HACERLO
Construimos un diagrama de arbol. Como se eligen grupos con el mismo niimero de personas para
hacer un control la probabilidad de que al elegir una persona se le haya administrado un placebo o
un medicamento tienen el mismo valor y valen 0.5.

Efectivo
P(Ef/M) = 0.85

Administramos
medicamento

P(M) = 0.5

Sin efecto
P(Ef¢/M) = 0.15

¢Buen
medicamento?

Efectivo
P(Ef/MC) = 0.05

Administramos
placebo

P(M€) =0.5

Sin efecto
P(Ef¢/MC) = 0.95
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a) Nos piden el valor de P(Ef°/M ). Esta probabilidad es de 0.15.
b) No piden el valor de P(Ef ). Aplicamos el teorema de la probabilidad total.
P(Ef®)=P(M)P(Ef°/M)+P(M®)P(Ef°/M°®)=05-0.15+05-0.95=[0.55]

c) Nos piden calcular P(M JEf ) Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de
Bayes.

P(M®NEF) P(M°)P(EF/M®) 05005 [T _

P(M®/Ef )= P(EF) 1-P(Ef°)  1-055 [18
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4B) En una universidad, el 25% de los estudiantes utiliza la bicicleta para ir a clase y el 70% utiliza

el transporte publico. Solo un 15% de los estudiantes no utiliza ni bicicleta ni transporte publico.

a) [0,5 puntos] Si se escoge a un estudiante al azar, ¢cual es la probabilidad de que utilice tanto la
bicicleta como el transporte publico?

b) [1 punto] Si se escoge a un estudiante al azar, ¢cual es la probabilidad de que utilice solo la bicicleta
o solo el transporte publico?

c) [1 punto] Si se escoge a un estudiante que no utiliza el transporte publico, ;cudl es la
probabilidad de que utilice bicicleta?

Construimos una tabla de contingencia para obtener la informacion implicita en los datos
proporcionados

Bicicleta | No bicicleta
Transporte publico 70
No transporte publico 15

25 100

Completamos la tabla.

Bicicleta | No bicicleta
Transporte publico 10 60 70
No transporte publico 15 15 30
25 75 100

a) Hay un 10 % de los estudiantes que utilizan ambos medios de transporte. La probabilidad de que
al escoger un estudiante al azar utilice tanto la bicicleta como el transporte publico vale 0.10.

b) Hay un 60 % de los estudiantes que utilizan solo el transporte pablico y un 15 % que solo utiliza
la bicicleta. Son un 15 + 60 = 75 % los que utilizan solo la bicicleta o solo el transporte pablico,

por lo que la probabilidad de que al escoger un estudiante al azar utilice solo la bicicleta o solo el
transporte publico es del 0.75.

¢) Un 30 % de los estudiantes no utiliza el transporte publico y un 15 % de los estudiantes no utiliza
el transporte publico, pero si utiliza la bicicleta. La probabilidad de que al escoger a un

estudiante que no utiliza el transporte publico este utilice bicicleta vale 15 =0.5.
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Uc ‘ Universidad
de Cantabria

EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL
ACCESO A LA UNIVERSIDAD

JULIO 2024
MATEMATICAS Il

INDICACIONES

- Debe escoger solo cuatro ejercicios entre los ocho de los que consta el examen.

- Si realiza mas de cuatro ejercicios solo se corregiran los cuatro primeros, segun el orden que aparecen
resueltos en el cuadernillo de examen.

- Debe exponerse con claridad el planteamiento de la respuesta o el método utilizado para su resolucién. Todas
las respuestas deben ser razonadas.

- Entre corchetes se indica la puntuacion méaxima de cada apartado.

- No se permite el uso de calculadoras graficas ni programables. Tampoco esta permitido el uso de
dispositivos con acceso a Internet.

Ejercicio 1 [2,5 PUNTOS]
Considere la matriz

a 1 10

1 -1 0 2
A =

0 210

1 1 a 3

en funcion del pardmetro a € R . Razone cual es el rango de A.

Ejercicio 2 [2,5 PUNTOS]
x3 —10x? + 25X, si x<5
In(x2—25), six>5

1) [1,25 PUNTOS] Determine si f(x) tiene asintota(s). En caso afirmativo, calculela(s).
2) [1,25 PUNTOS] Determine si f(x) tiene punto(s) de inflexién. En caso afirmativo, calculelo(s).

Considere la funcion f (x) {

Ejercicio 3 [2,5 PUNTOS]

SeanA=(0,0,0),B=(0,0,1),C=(a, 4, 1) yD =(a, 4, 0) los vértices consecutivos de un

rectangulo en funcién de una constante a > 0.

1) [1,25 PUNTOS] Calcule la constante de forma que el area del rectangulo sea 5 u?.

2) [1,25 PUNTOS] Calcule las ecuaciones paramétricas de las rectas de los lados del rectangulo
para a =3.

Ejercicio 4 [2,5 PUNTOS]

Se ha desarrollado un test para detectar un tipo particular de artritis en personas de alrededor de 50
afios. Calcule la probabilidad de que una persona esté enferma si al hacerle el test este sale positivo.
Conocemos por un estudio previo que:

* La probabilidad de que las personas sobre 50 afios tengan este tipo de artritis es de 0,10.

51 de 244 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EBAU julio 2024 Matemdticas Il en Cantabria Juan Antonio Martinez Garcia

* La probabilidad de que el test salga positivo a personas sobre 50 afios con la artritis estudiada
es de 0,85.

* La probabilidad de que el test salga positivo a personas sobre 50 afios sin la artritis estudiada es
de 0,04.

Ejercicio 5 [2,5 PUNTOS]
Considere el sistema de ecuaciones

X-3y+2z=-1
—2X+472=-6
X—-2y+4z=0

en funcion del parametro A €R.

1) [0,75 PUNTOS] Razone si el sistema puede ser incompatible. En caso afirmativo, determine
cuéndo lo es.

2) [0,75 PUNTOS] Razone si el sistema puede ser compatible determinado. En caso afirmativo,
determine cuéando lo es.

3) [0,75 PUNTOS] Razone si el sistema puede ser compatible indeterminado. En caso afirmativo,
determine cuando lo es.

4) [0,25 PUNTOS] Razone si el sistema tiene solucion tnica para 4 = 1. En caso afirmativo, calcule
dicha solucién.

Ejercicio 6 [2.5 PUNTOS]
Considere la funcién f (x)=ax+sen(x), en funcion de la constante real a, con x [0, 2z].
1) [0,5 PUNTOS] Determine la constante para que la funcion valga 0 cuando x=7/2.

2) [1 PUNTO] Calcule los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) para el valor de a
calculado.

3) [1 PUNTO] Calcule una primitiva de f(x).

Ejercicio 7 [2.5 PUNTOS]

SeanA=(0,3,2),B=(4,1,3),C=(2,3,4)yD=(0, 1, 2) los veértices de un tetraedro.
1) [1,25 PUNTOS] Obtenga la ecuacién vectorial del plano determinado por los puntos A, By C.
2) [1,25 PUNTOS] Calcule el volumen del tetraedro.

Ejercicio 8 [2.5 PUNTOS]

Las alturas de hombres de 17 afios sigue una distribucion normal de media 175 centimetros y
desviacion estandar 7,41 centimetros. Sea A el suceso formado por los hombres de 17 afios que miden
mas de 170 centimetros y B el suceso de las personas de 17 afios que realizan la EBAU en una region

determinada. Tenemos que P(BC ) =0.35, donde B® denota el suceso contrario de B.
1) [1 PUNTO] Calcule P(A).

2) [0,5 PUNTOS] Calcule P(B).

3) [0,5 PUNTOS] Calcule P(ANB®).

4) [0,5 PUNTOS] Calcule P(AUB).
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Distribuciéon normal
F(x)

X
F(x)=p(X <x)= ‘:e—l:’:dt
o L

x 000 001 002 003 0.04 0.05 006 007 008  0.09
00 | 5000 540 5080 5120 5160 5199 5239 5279 5319 5350
01 | 5398 5438 5478 5517 5557 5596 5636 5675 5714 5753
02 | 5793 5832 5871 5010 5048 5087 6026 6064 6103 6141
03 | 6170 6217 6255 6203 6331 6368 6406 6443 6480 6517
04 | 6554 6501 6628 6664 6700 6736 6772 6308 6344 6870
05 | 6915 6950 6085 7019 7054 7088 7123 7157 7100 7224
06 | 7257 7201 7324 7357 7380 7422 7454 7486 7517 7549
07 | 7580 7611 7642 7673 7704 7734 TI64 7794 7823 7852
08 | 7881 7910 7930 7967 7995 8023 8051 8078 8106 8133
09 | 8150 8186 8212 8238 8264 8289 8315 8340 8365 83890
10 | 8413 8438 8461 8485 8508 8531 8554 8577 8500 8621
11 | 8643 8665 868 8708 8720 8740 8770 8790 8810 8830
12 | 8849 8860 8888 8007 8025 8044 8062 8980 8997 9015
13 | 9032 0040 0066 9082 0099 90115 0131 9147 9162 9177
14 | 9192 0207 9222 9236 0251 0265 0279  ©202 9306 93190
15 | 90332 9345 0357 0370 0382 0304 0406 0418 0420  044]
16 | 9452 0463 0474 0484 0405 0505 0515 9525 9535 9545
17 | 9554 9564 0573 0582 0501 0500 0608 9616 9625 9633
18 | 9641 0640 0656 9664 0671 0678 0686 0693 0690 9706
19 | 9713 9719 0726 9732  O738 90744 0750 9756 9761 9767
20 | 9772 9778 9783 0788 9793 0708 0803 9808 0812  O8I7
21 | 9821 9826 9830 9834 0838 0842 0846 9850 0854 9857
22 | 9861 9864 9868 0871 9875 0878 0881 0884 0887 9800
23 | ©803 9806 0898 0001 9004 0006 00090  ©0I1 0013 9916
24 | 0018 9920 9922  ©925  ©9027  ©920 0031 9932 0034 0036
25 | 9938 90040 9941 0043 0045 0046 0048 0040 0051 0052
26 | 9953 9955 9956 0057 9950 0060 0061 9962 0063 0064
27 | 9965 9966 9967 9968 9969 9970 9971 9972 9973 9074
28 | 9974 0975 9976 0977 9977 0978 0079 9970 0080 0081
20 | 9081 9982 0082 0083 0084 0084 0085 0085 0086 0086
30 | 9987 9987 0087 0083 0088 0080 0080 0080 0000 9990
31 | 9900 9991 9991  ©991  ©992  ©902 0002 9992 0003 0003
32 | ©003 0003 0004 0004 0004 0004 0004 0005 0005 0005
33 | 9995 9995 0005 0006 0006 0006 0006 9996 0996 9907
34 | 9907 9997 9997  ©997 9997  ©907 0007 9997 0007 0008
36 | 9908 0008 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000
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SOLUCIONES
Ejercicio 1 [2.5 PUNTOS]
Considere la matriz
a 1 10
1 -1 0 2
A:
0 210
1 1 a 3
en funcion del parametro a € IR . Razone cuél es el rango de A.

Elrango de Aes4, 3,20 1.
Calculamos el determinante de la matriz A. Utilizamos el desarrollo por la cuarta columna.

a 1 10
L 10 9 1 -1 0 a 1 1
A=l S, O=o-(—1)1*“0 -2 1f+2:(-1)""o -2 1|+
B 1 1 a 1 1 a
1 1 a 3
a 1 1 a 1 1
+0-(-1)""1 -1 0[+3-(-1)"*L -1 ol=
1 1 a 0 -2 1

=2(-2a*+1+0+2-0-a)+3(-a+0-2-0-1-0) =

:2(—2a2+3—a)+3(—a—3):—4a2+6—2a—3a—9:—4a2—5a—3

|A/l=0=-4a’-5a-3=0=a= = No existe

5+(-5) -4(-4)(-3) 5423
-8

2(—4)

Como el determinante de la matriz A no se anula nunca el rango de A es 4 para cualquier valor del
parametro a.
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Ejercicio 2 [2.5 PUNTOS]
x® —10x% + 25X, si x<5
In(x2—25), six>5

1) [1,25 PUNTOS] Determine si f(x) tiene asintota(s). En caso afirmativo, calculela(s).
2) [1,25 PUNTOS] Determine si f(x) tiene punto(s) de inflexion. En caso afirmativo, calctlelo(s).

Considere la funcion f (x) {

1) El dominio de la funcién es R. Y la funcion no es continua en x = 5.
Asintota vertical. x=a.
¢ x=5 es asintota vertical?

lim f (x)=lim x* —10x* + 25x =5°~10-5° +25-5=0

X—5" X—5"

lim f (x)=lim In(x*-25)=In (5" —25) =In0 = —

x—5" x—5"
x =5 es asintota vertical cuando x tiende a 5 por la derecha.

Asintota horizontal. y=Db.
Calculamos el limite de la funcién en +oo y en —o.
b=lim f(x)=lim In(x* —25) =+

X—>+o0 X—>+0

b= lim f (x)= lim x* =10x* + 25X = —o0

X—>—00 X—>—00

La funcién no tiene asintota horizontal.

Asintota oblicua. y=mx+n.
Cuando x tiende a +oo.

f(x In(x?-25
m= lim L = lim Q — 2 _ Indeterminacién (L"Hbpital) =
X—>+00 X X—>-+00 X o0
2X 2X g
2 2
—lim X225 _ jim 2 _jim X _gim X = 0 g
X—>-+00 1 x40 X — 25 xotm X 25 x—>+w1_§ 1-0
X X x?
No existe asintota oblicua cuando x tiende a +oo.
Cuando x tiende a —o.
. f(x X3 —10x2 .
m= lim L: lim X 10" +25x _ lim x? —=10X + 25 =+
X0 X X—>—0 X X—>—0

No existe asintota oblicua cuando x tiende a —oo.

Resumiendo: La funcion tiene una asintota vertical: x=5 y no tiene asintota horizontal ni
oblicua.
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2) En el intervalo (-,5) la funcién es f(x)=x’-10x*+25x, cuya derivada es

f(x) =3x*—20x+25 y la derivada segunda es f“(x)=6x—20. Averiguamos cuando se anula
esta segunda derivada.

f7(x)=0=6x-20=0= X=%=3.33...e(—oo,5)
La derivada segunda es negativa en (—oo, %j y la funcion es concava (N).
10 .
Oe _OO’E = f7(0)=6-0-20=-20<0
La derivada segunda es positiva en (%5} y la funcion es convexa (V).
10 .
4e 5,5 = f7(4)=6-4-20=4>0

La funcion presenta un punto de inflexidbnen x = % €(-x,5).

2X
x2—25"

En el intervalo (5,+o0) la funciénes f(x)=In(x*-25). Su derivadaes f(x)=

Su derivada segunda es:
2(X*-25)-2x-2x 2x?_50—4x? —50-2x2 —2(25+x’)

f7(x)= = = .
(x2—25) (x*-25)°  (x*-25) (x*-25)
Esta segunda derivada siempre es negativa y la funcion siempre es céncava (N), por lo que la
funcion no tiene puntos de inflexion en el intervalo (5,+oo).

Como en el intervalo (%5} la funcién es convexa (U), podemos decir que en x = 5 también hay

un punto de inflexién (cambio de convexa a concava), a pesar de que la funcion no es continua en
X=5.

1 y
1 l
1

e a ) Y
—_—_
i
ES
&

lP nta de inflexion

e
T
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Ejercicio 3 [2.5 PUNTOS]

SeanA=(0,0,0),B=(0,0,1),C=(a, 4, 1) yD = (a, 4, 0) los vértices consecutivos de un
rectangulo en funcién de una constante a > 0.
1) [1,25 PUNTOS] Calcule la constante de forma que el area del rectangulo sea 5 u?.

2) [1,25 PUNTOS] Calcule las ecuaciones paramétricas de las rectas de los lados del rectangulo
para a =3.

B C

4 D

1) Para que los puntos formen un rectangulo como el del dibujo los vectores AB y DC deben ser
iguales.

AB =(0,0,1)-(0,0,0)=(0,0,2)

- }:EE
DC =(a,4,1)~(a,4,0)=(0,0,1)

Los puntos forman un rectangulo, cuya area se calcula como el modulo del producto vectorial

ABx AD.
AB=(0,0,1) R
. = ABxAD=(0 0 1/=aj—4i=(-42a,0)
AD =(a,4,0)—(0,0,0) = (a,4,0) 210

Area ABCD =[AB x AD| = |[(-4)' +a” +0* =\16+a’

Como queremos que el area del rectangulo valga 5 u? igualamos la expresion obtenida a 5 y
obtenemos el valor de a que hace posible lo pedido.

2
J16+a’ =5:>(\/16+a2) 52 16+a’=25—a’=9=|a=+/9 =43

Como a >0 el valor de a que hace posible que el area del rectangulo valga 5 unidades cuadradas
esa=3.

2) Paraa = 3 los vértices son A=(0,0,0), B=(0,0,1), C=(3,4,1) y D=(3,4,0).

B r C
f g
4 s D
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La recta r pasa por By C.

HWy=44; AR
=(0,0,1)er J

BC =(3,4,1)—(0,0,1)=(3,4,0) X=34
; }:r -

La recta s pasa por Ay D.

ﬁ=(3,4,o)—(o,o,o)=(3,4,0)}js_ X=3a

y=4a;aeR
A=(0,0,0)es 720
La recta f pasa por Ay B.
- x=0
AB=(0,0,1)-(0,0,0)=(0,0,1)
= f:qy=0; peR
A=(0,0,0)¢ f 1=
La recta g pasa por Cy D.
. X=3
DC =(3,4,1)-(3,4,0)=(0,0,1)
=g:iy=4;¢€eR
D=(3,4,0)eg
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Ejercicio 4 [2.5 PUNTOS]

Se ha desarrollado un test para detectar un tipo particular de artritis en personas de alrededor de 50

afios. Calcule la probabilidad de que una persona esté enferma si al hacerle el test este sale positivo.

Conocemos por un estudio previo que:

* La probabilidad de que las personas sobre 50 afos tengan este tipo de artritis es de 0,10.

* La probabilidad de que el test salga positivo a personas sobre 50 afios con la artritis estudiada es
de 0,85.

* La probabilidad de que el test salga positivo a personas sobre 50 afios sin la artritis estudiada es de
0,04.

Llamamos A al suceso “tener ese tipo de artritis”, T+ a “dar positivo en el test” y T— a “dar negativo
en el test”

Nos dicen que P(A)=0.10, P(T +/A)=0.85, P(T +/A)=0.04.
Hacemos un diagrama de arbol.

Test positivo

Con artritis P(T+/A) = 0.85

P(A)=0.1 Test negativo

P(T-/A) =0.15
Artritis y la (T-/A)

rueba
P Test positivo

P(A%)=0.9

C\ —
Sin artritis < P(T+/A¢) = 0.04

Test negativo

P(T-/A) = 0.96

Nos piden calcular P(A/T +). Aplicamos el teorema de Bayes.

_P(AmT+)_ P(A)P(T+/A) _
P(A/T+)= P(T+)  P(A)P(T+/A)+P(A)P(T+/A)

01085  _ 85 - 005

T 01.085+0.9:004 121

La probabilidad de que una persona esté enferma si al hacerle el test este sale positivo tiene un valor

121
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Ejercicio 5 [2.5 PUNTOS]
Considere el sistema de ecuaciones

X-3y+2z=-1
—2X+472=-6
X—-2y+4z=0

en funcién del pardmetro A €R.

1) [0,75 PUNTOS] Razone si el sistema puede ser incompatible. En caso afirmativo, determine
cuéndo lo es.

2) [0,75 PUNTOS] Razone si el sistema puede ser compatible determinado. En caso afirmativo,
determine cuéando lo es.

3) [0,75 PUNTOS] Razone si el sistema puede ser compatible indeterminado. En caso afirmativo,
determine cuéando lo es.

4) [0,25 PUNTOS] Razone si el sistema tiene solucion Unica para A = 1. En caso afirmativo, calcule
dicha solucion.

Estudiamos el sistema y luego respondemos a las preguntas planteadas.

1 -3 2
Este sistema tiene la matriz de coeficientes A=| -2 0 4|y la matriz ampliada
1 -2 A
1 -3 2 -1
A/B=|-2 0 4 -6]|.
1 -2 40

Vemos cuando se anula el determinante de la matriz de coeficientes.

1 -3 2
|Al=|-2 0 4|=0-12+8-0-62+8=-61+4
1 -2 2

|A=0=-61+4=0=61=4= A=

(2NN
Wl

Estudiamos dos casos diferentes.

CASO 1. 4 ;t%

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el rango de la matriz
ampliada y el nimero de incdgnitas. El sistema es compatible determinado (una Unica

solucion).
2
CASO2. A= 3
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
1 -3 2 -1
La matriz ampliadaqueda A/B=|-2 0 4 -6].
1 -2 2/3 0

Estudiamos el rango de A y A/B usando el método de Gauss.
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Fila 22 +2- Fila 12

1 -3 2 2 0 4 -6
AlB=|-2 0 4 6=y, . , , -
1 -2 2/3 0 0 -6 8 -8-—> NuevaFila2?
Fila 32 —Fila 12
1 -2 2/3 0 DO
-1 3 -2 1 =0 S
0 1 -4/3 1— NuevaFila3? ob s
Fila 22 +6- Fila 32 e
AR 1 -3 2 -1
0 6 8 6 =|0 -6 8 -8
0 0 0 —2->NuevaFilag| |20 0 72

A

El rango de la matriz A es 2 y el de la matriz A/B es 3. Los rangos son distintos y el sistema
es incompatible (sin solucion).

1) El sistema es incompatible para A = % .

2) El sistema es compatible determinado para A # 3

3) El sistema no es compatible indeterminado para ningun valor de 4.

4) Para 1 =1 el sistema es compatible determinado. Hallamos la solucion del sistema.

X-3y+2z=-1 X-3y+2z=-1 X-3y+2z=-1
—2X+47=-6 =<-X+2z=-3 =.3+2z=X =
X—-2y+2=0 X—-2y+z2=0 X-2y+z2=0

3+2z-3y+2z=-1 (4z-3y=-4 [x(2)> 8z-6y=-8
= = =
3+22-2y+z=0 32-2y=-3 |x(-8)>-9z+6y=9

A =l=z=-1=

=[x=3+2(-1)=1=1-2y-1=0= -2y =0=[y =0

La solucion del sistemaes x=1, y=0, z=-1.
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Ejercicio 6 [2.5 PUNTOS]
Considere la funcién f (x)= ax+sen(x) , en funcion de la constante real a, con x [0, 27r].

1) [0,5 PUNTOS] Determine la constante para que la funcion valga 0 cuando x=7r/2.
2) [1 PUNTO] Calcule los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) para el valor de a
calculado.

3) [1 PUNTO] Calcule una primitiva de f(x).

1) Aplicamos la condicion de que f (%j =0.

f (x)=ax+sen(x)
b4 V4 ar ar -2
T =0=a—+sen —j:>0=—+1:>—=—1:> a=—
f( j:o 2 2 2 2

2

El valor buscado es a=—.
T

2) Buscamos los puntos criticos de la funcion.

-2 -2
—< F(x)=_%
. x+sen(x)= f(x) ~ +c0s(X)

—
—~
>
p—
Il

0.88¢<(0,2
f'(X)=0:>coS(X)=g:>x=cos‘1(gj: e[0.27]
4 27—-088=54¢ [O, 27[]

2r—a;

Tenemos dos puntos criticos. Estudiamos el signo de la derivada antes, entre y después de estos
dos valores.

e Enelintervalo [0,0.88) tomamos x = 0.5y la derivada vale
f7(0.5)= 2, cos(0.5)=0.24 > 0. La funcién crece en [0,0.88).
T
e Enelintervalo (0.88,5.4) tomamos x =7 Yy la derivada vale

f'(7)= 2, cos(z)=-1.63<0. La funcién decrece en (0.88,5.4).
T
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e Enelintervalo (5.4,27] tomamos x = 6 y la derivada vale f"(6)= _—2+cos(6) =0.32>0
T

. La funcién crece en [0,0.88).

La funcion crece en [0,0.88)(5.4,27] y decrece en (0.88,5.4).

(=

T4 m 4 X st/ 372 :inzl 2
]
]
. \ '
B 1
]
]
]
]
2 ]
2 . \
f(x)=—x+sen(x) :
¥ 1
3 :
\ "
]
]
]
!

=

3) Calculamos la integral indefinida de la funcion.
2

J'f(x)dx:jax+sen(x)dx=a%—cos(x)+c

2
Una primitiva de la funcion es F(x)= aX?—cos(x) .
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Ejercicio 7 [2.5 PUNTOS]

Sean A=(0,3,2),B=(4,1,3),C=(2,3,4) yD=(0, 1, 2) los vértices de un tetraedro.
1) [1,25 PUNTOS] Obtenga la ecuacion vectorial del plano determinado por los puntos A, By C.

2) [1,25 PUNTQS] Calcule el volumen del tetraedro.

1) El plano 1 determinado por los puntos A, By C es el plano que pasa por el punto A(O, 3, 2) y

tiene como vectores directores los vectores AC y AB .

u=AC=(234)-(0,32)=
v=AB=(413)-(0,32)=(4,-21) = 7:(x,y,2)=(0,3,2)+a(2,0,2)+ #(4,-21)=
A(0,3,2)e7z
X=2a+4p
=>r7::y=3-28 ; a, B <R (Ecuaciones paramétricas)
2=24+2a+p

2) El volumen del tetraedro ABCD es la sexta parte del valor absoluto del producto mixto
[AB, AC,AD |.
Obtenemos el valor del producto mixto.

AD =(0,1,2)-(0,3,2) =(0,-2,0)

AB=(4,-21) 4 2 1
AC=(20,2) =|AB,AC,AD|=2 0 2/=0+0-4-0-0+16=12
AD =(0,-2,0) 0 -20

El volumen del tetraedro ABCD es de 12/6 = 2 unidades cubicas.
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Ejercicio 8 [2.5 PUNTOS]

Las alturas de hombres de 17 afios sigue una distribucion normal de media 175 centimetros y
desviacion estandar 7,41 centimetros. Sea A el suceso formado por los hombres de 17 afios que miden
mas de 170 centimetros y B el suceso de las personas de 17 afios que realizan la EBAU en una regién

determinada. Tenemos que P(BC ) =0.35, donde B® denota el suceso contrario de B.
1) [1 PUNTO] Calcule P(A).

2) [0,5 PUNTOS] Calcule P(B).

3) [0,5 PUNTOS] Calcule P(ANB°).

4) [0,5 PUNTOS] Calcule P(AuUB).

1) X = La altura de un hombre de 17 afios en centimetros. X = N(175, 7.41)
Nos piden calcular P(A)=P(X >170).

Tipificamos
P(X >170)= , _X-175.= P(Z >%j: P(Z >-0.67)=P(Z<0.67)=
C 741 '

{Miramos en la

=10.7486
tabla N(0, 1)

Tenemos que P(A) = 0.7486.
2) Como P(B®)=0.35 entonces P(B)=1-P(B°)=1-0.35=[0.65].

Tenemos que P(B) = 0.65.

3) El suceso altura y realizar la EBAU los suponemos independientes.
P(ANB®)=P(A)P(B°)=0.7486-0.35=0.26201
Tenemos que P(ANB®)=0.26201.

4) Aplicamos la formula de la probabilidad de la union de dos sucesos.

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)=P(A)+P(B)-P(A)P(B)=

=0.65+0.7486-0.65-0.7486 =|0.91201

Tenemos que P(AuwB)=0.91201.

65 de 244 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EBAU junio 2024 Matemadticas Il en Cantabria Juan Antonio Martinez Garcia

Uc ‘ Universidad
de Cantabria

EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL
ACCESO A LA UNIVERSIDAD

JUNIO 2024
MATEMATICAS Il

INDICACIONES

- Debe escoger solo cuatro ejercicios entre los ocho de los que consta el examen.

- Si realiza mas de cuatro ejercicios solo se corregiran los cuatro primeros, segun el orden que aparecen
resueltos en el cuadernillo de examen.

- Debe exponerse con claridad el planteamiento de la respuesta o el método utilizado para su resolucién. Todas
las respuestas deben ser razonadas.

- Entre corchetes se indica la puntuacién méxima de cada apartado.

- No se permite el uso de calculadoras graficas ni programables. Tampoco esta permitido el uso de
dispositivos con acceso a Internet.

Ejercicio 1 [2.5 PUNTOS]

Dentro de un grupo de estudiantes que realiza un examen hay tres a los que les sale mejor de lo que
esperaban. Estos son Antonio, Maria y Paula. Antonio obtiene la mitad de la nota de Paula méas un
tercio de la nota de Maria. El doble de la nota de Maria es igual a la de Antonio més la de Paula y
Paula saca dos puntos mas que Antonio. Razone si el enunciado expuesto es posible. En caso
afirmativo, calcule la nota de cada estudiante.

Ejercicio 2 [2.5 PUNTOS]

Considere la funcion f (x)=xInx, conx>0.

1) [0,75 PUNTQOS] Calcule la derivada de f(x).

2) [0,75 PUNTOS] Calcule una primitiva de f(x).

3) [1 PUNTO] Calcule el area del recinto limitado por f(x), el eje OX de abscisas y las rectas x =1
y X=2.

Ejercicio 3 [2.5 PUNTOS]
X+y+z+5=0
X+2y—-2=0
ac R . Razone si es posible asignar algin valor al parametro a para que:

1) [0,75 PUNTOS] la recta esté contenida en el plano. En caso afirmativo, dé un valor para a.
2) [0,75 PUNTOS] la recta y el plano sean paralelos. En caso afirmativo, dé un valor para a.

3) [1 PUNTO] la recta y el plano se corten. En caso afirmativo, dé un valor para a y donde se
cortan.

Considere larecta r :{ yelplano 7:2x+y—az =3 en funcidn del parametro

Ejercicio 4 [2.5 PUNTOS]

Ciertos sintomas pueden deberse a tres enfermedades diferentes que no se padecen de forma
simultanea. Con una probabilidad 0,7 se deben a la enfermedad 1 (E1), con una probabilidad 0,2 a la
enfermedad 2 (E2) y con una probabilidad 0,1 a la enfermedad 3 (E3). Existen tres tratamientos
diferentes, el A es el adecuado para E2, el B para E3 y el C para E1. Asi y todo, cada uno de los
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tratamientos tiene cierto poder de curacion de cada una de las enfermedades. La probabilidad de ser
curado con cierto tratamiento cuando se tiene cierta enfermedad viene dada para cada tratamiento y
enfermedad por la siguiente tabla.
| E1  E2 E3

Trat. A | 0.6 1 0.4

Trat. B | 065 05 0.9

Trat.C | 0.75 0.2 05
Note que, de acuerdo con la misma, la probabilidad de curarse con el tratamiento A cuando se tiene
E3 es de 0,4. ;Qué tratamiento debemos administrar a un paciente con dichos sintomas, teniendo en
cuenta que no sabemos a priori cuél de las tres enfermedades padece?

Ejercicio 5 [2.5 PUNTOS]

-1 1 1 -9 6
Considere la ecuacion AX =B, donde A=| 1 -1 0|y B=|-1 5
-2 1 0 2 -5

1) [0,25 PUNTOS] Calcule el determinante de A.

2) [1 PUNTO] Razone si A tiene inversa y, en caso afirmativo, calcule la inversa de A.

3) [0,25 PUNTOS] Determine el nimero de filas y de columnas de X para que la ecuacion tenga
sentido.

4) [1 PUNTOQ] Calcule el valor de X.

Ejercicio 6 [2.5 PUNTOS]

X+1

Considere la funcion f (x)= X2+ X

Jx+1, si x>10

1) [0,5 PUNTOS] Determine el dominio de definicién de f(x).
2) [1 PUNTO] Determine los intervalos, del dominio de definicion, en que f(x) es continua.
3) [1 PUNTO] Determine si f(x) tiene asintota(s). En caso afirmativo, calctlela(s).

, SI x<10

Ejercicio 7 [2.5 PUNTOS]

Sean A=(6,2,-1),B=(3,0,5)yC = (-2, 1, 2) los vértices de un triangulo.
1) [1,25 PUNTOS] Calcule los angulos internos del triangulo.
2) [1,25 PUNTOS] Calcule el area del triangulo.

Ejercicio 8 [2.5 PUNTOS]

La poblacion de mujeres de 18 afios sigue una distribucién normal de media una altura de 175 cmy
una desviacion estandar de 7.41 cm. Supongamos que la probabilidad de que una persona se llame
Lucia es 0,006.

1) [1,25 PUNTOS] Calcule la probabilidad de que una mujer de 18 afios se llame Lucia y mida mas
de 180 cm.

2) [1,25 PUNTOS] Calcule la probabilidad de que una mujer de 18 afios se llame Lucia o mida mas
de 180 cm.
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Distribuciéon normal
F(x)

X
F(x)=p(X <x)= ‘:e—l:’:dt
o L

x 000 001 002 003 0.04 0.05 006 007 008  0.09
00 | 5000 540 5080 5120 5160 5199 5239 5279 5319 5350
01 | 5398 5438 5478 5517 5557 5596 5636 5675 5714 5753
02 | 5793 5832 5871 5010 5048 5087 6026 6064 6103 6141
03 | 6170 6217 6255 6203 6331 6368 6406 6443 6480 6517
04 | 6554 6501 6628 6664 6700 6736 6772 6308 6344 6870
05 | 6915 6950 6085 7019 7054 7088 7123 7157 7100 7224
06 | 7257 7201 7324 7357 7380 7422 7454 7486 7517 7549
07 | 7580 7611 7642 7673 7704 7734 TI64 7794 7823 7852
08 | 7881 7910 7930 7967 7995 8023 8051 8078 8106 8133
09 | 8150 8186 8212 8238 8264 8289 8315 8340 8365 83890
10 | 8413 8438 8461 8485 8508 8531 8554 8577 8500 8621
11 | 8643 8665 868 8708 8720 8740 8770 8790 8810 8830
12 | 8849 8860 8888 8007 8025 8044 8062 8980 8997 9015
13 | 9032 0040 0066 9082 0099 90115 0131 9147 9162 9177
14 | 9192 0207 9222 9236 0251 0265 0279  ©202 9306 93190
15 | 90332 9345 0357 0370 0382 0304 0406 0418 0420  044]
16 | 9452 0463 0474 0484 0405 0505 0515 9525 9535 9545
17 | 9554 9564 0573 0582 0501 0500 0608 9616 9625 9633
18 | 9641 0640 0656 9664 0671 0678 0686 0693 0690 9706
19 | 9713 9719 0726 9732  O738 90744 0750 9756 9761 9767
20 | 9772 9778 9783 0788 9793 0708 0803 9808 0812  O8I7
21 | 9821 9826 9830 9834 0838 0842 0846 9850 0854 9857
22 | 9861 9864 9868 0871 9875 0878 0881 0884 0887 9800
23 | ©803 9806 0898 0001 9004 0006 00090  ©0I1 0013 9916
24 | 0018 9920 9922  ©925  ©9027  ©920 0031 9932 0034 0036
25 | 9938 90040 9941 0043 0045 0046 0048 0040 0051 0052
26 | 9953 9955 9956 0057 9950 0060 0061 9962 0063 0064
27 | 9965 9966 9967 9968 9969 9970 9971 9972 9973 9074
28 | 9974 0975 9976 0977 9977 0978 0079 9970 0080 0081
20 | 9081 9982 0082 0083 0084 0084 0085 0085 0086 0086
30 | 9987 9987 0087 0083 0088 0080 0080 0080 0000 9990
31 | 9900 9991 9991  ©991  ©992  ©902 0002 9992 0003 0003
32 | ©003 0003 0004 0004 0004 0004 0004 0005 0005 0005
33 | 9995 9995 0005 0006 0006 0006 0006 9996 0996 9907
34 | 9907 9997 9997  ©997 9997  ©907 0007 9997 0007 0008
36 | 9908 0008 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000
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SOLUCIONES

Ejercicio 1 [2.5 PUNTOS]

Dentro de un grupo de estudiantes que realiza un examen hay tres a los que les sale mejor de lo que
esperaban. Estos son Antonio, Maria y Paula. Antonio obtiene la mitad de la nota de Paula méas un
tercio de la nota de Maria. El doble de la nota de Maria es igual a la de Antonio mas la de Paula y
Paula saca dos puntos mas que Antonio. Razone si el enunciado expuesto es posible. En caso
afirmativo, calcule la nota de cada estudiante.

Llamamos “a” a la nota de Antonio, “m” a la nota de Maria y “p” a la nota de Paula.

) . ) , . . m
Antonio obtiene la mitad de la nota de Paula méas un tercio de la nota de Maria 2 a= §+§

El doble de la nota de Maria es igual a la de Antonio més la de Paula > 2m=a+p.
Paula saca dos puntos mas que Antonio > p=a-+2.

Reunimos las ecuaciones en un sistema y lo resolvemos.

a—p m
BCRE) 6a=3p+2m
6a=3(a+2)+2m 6a=3a+6+2m
2Zm=a+pr=>2m=a+p = =
2m=a+a+2 2m=2a+2
p=a+2 p=a+2
3a=6+2m
= =3a=6+2(a+l)=>3a=6+2a+2=
m=a+1l
_m:8+1:9
~fazgl=
p=8+2=10

La nota de Antonio es 8, la de Maria es 9 y la de Paula es 10.
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Ejercicio 2 [2.5 PUNTOS]

Considere la funcién f (x) =xInx, conx>0.

1) [0,75 PUNTQS] Calcule la derivada de f(x).

2) [0,75 PUNTOS] Calcule una primitiva de f(x).

3) [1 PUNTO] Calcule el area del recinto limitado por f(x), el eje OX de abscisas y las rectas x =1
y X=2.

1) Utilizamos la formula de la derivada de un producto de funciones.

f(x)=xInx= f’(x)=|nx+x%=1+lnx, conx>0

2) Utilizamos el método de integracion por partes.

1
u:lnx—>du:;dx ¥ 21
F(x):jf(x)dx:jxlnxdx: 2 :?Inx—f?;dx:
dv:xdx—>v:jxdx:

2
2 2 2 2 2 2 2
:X—Inx—ljx—dx:X—Inx—l_[xdx:x—lnx—lx—:x—lnx—x—JrC
2 2) X 2 2 2 2 2 4
NG x?
La primitiva de f(x) es F(x)zgln X—Z—FC.

3) Averiguamos si la funcidn corta el eje de abscisas entre 1y 2.

f(x)=xInx x=0¢(0,+x)
=XxInx=0=>
ejeOX - y=0 Inx=0—->x=1

La funcion no corta el eje en (1, 2), por lo que el area del recinto limitado por f(x), el eje OX de
abscisas y las rectas x=1y x =2 se obtiene con la integral definida entre 1 y 2 de la funcion.

Sabemos que f(x)=xInx>0, conx>1.

2 272
Area:L2 f (x)dx=fx|n xdx:{%lnx—xj} =

1

2 2 2 2
= 2—In2—2— - 1—Inl—l— =
2 4 2 4 : /

:2In2—1+1: In4—§=0.64 u?
4 4

1+ JS(x)=xlnx conx>0

El area del recinto tiene un valor de In 4—% =0.64 unidades

cuadradas.
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Ejercicio 3 [2.5 PUNTOS]

. X+y+z+5=0 -, .
Considere larecta r: yelplano 7:2x+y—az =3 en funcidn del parametro
X+2y—-2=0

ae R . Razone si es posible asignar algin valor al pardmetro a para que:

1) [0,75 PUNTOS] la recta esté contenida en el plano. En caso afirmativo, dé un valor para a.
2) [0,75 PUNTOS] la recta y el plano sean paralelos. En caso afirmativo, dé un valor para a.
3) [LPUNTO] larectay el plano se corten. En caso afirmativo, dé un valor para a y donde se

cortan.

1) Si la recta estd contenida en el plano el vector director de la recta y el normal del plano son
perpendiculares, es decir, su producto escalar es nulo. Ademas, los puntos de la recta deben estar
contenidos en el plano.

Hallamos el vector director de la recta y un punto de la misma y el vector normal del plano.

X+y+z+5=0 [x+y+z+5=0
r =-2Yy+2+Yy+2+5=0=-y+2z2+5=0=>

|x+2y-z=0 X=-2Yy+12

= y=5+27=x=-2(5+22)+z=-10-4z+2=-10-3z=

P, (-10,5,0)

=>r:iy=5+21 =r:
—(-3,2,1)

x=-10-341 {
=1

7T2x+y—-az=3=n =(2,1,-a)
Aplicamos que el producto escalar es nulo.
(2 1-a)

-3,21);=(21-a)(-3,21)=0=>-6+2-a=0=>[-4=a]
=0

/\

Sl

Para a = —4 la recta es paralela al plano o esta contenida en él. Comprobamos si el punto
P, (—10,5,0) de la recta est4 contenido en el plano.

P, (~10,5,0)
7:2X+Yy+42=3:=¢2(-10)+5+4:0=3?=;—20+5=3? — jFalso!
(P en?

La recta es paralela al plano y no existe ningun valor de a para el cual la recta esté contenida en
el plano.

2) Lo hemos calculado en el apartado anterior. Para a = —4 la recta es paralela al plano.
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3) Para cualquier valor distinto de —4 la recta y el plano no son paralelos ni la recta est4 contenida en
el plano y por lo tanto son secantes.

Tomamos por ejemplo a=2=—4. El plano queda = : 2x+ y—2z = 3. Para este valor rectay plano

se cortan en un punto. Hallamos las coordenadas de este punto resolviendo el sistema de
ecuaciones formado por sus expresiones.

T.2X+y—-22=3
x=-10-34

r.-qy=5+21
z=41

=2(-10-34)+5+ 24 - 24 =3=-20-61+5=3=

x=-10-3:(-3)=-1
:>—6/1:18:>/1:1—§:—3:> y=5+2:(-3)=-1 =P(-1-1-3)
z=-3

X+y+z+5=0

yelplano 7:2x+y—-2z=3 esel punto de
X+2y—-2=0

El punto de corte de la recta r :{

coordenadas P(-1,-1,-3).
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Ejercicio 4 [2.5 PUNTOS]

Ciertos sintomas pueden deberse a tres enfermedades diferentes que no se padecen de forma
simultanea. Con una probabilidad 0,7 se deben a la enfermedad 1 (E1), con una probabilidad 0,2 a la
enfermedad 2 (E2) y con una probabilidad 0,1 a la enfermedad 3 (E3). Existen tres tratamientos
diferentes, el A es el adecuado para E2, el B para E3 y el C para E1. Asi y todo, cada uno de los
tratamientos tiene cierto poder de curacion de cada una de las enfermedades. La probabilidad de ser
curado con cierto tratamiento cuando se tiene cierta enfermedad viene dada para cada tratamiento y
enfermedad por la siguiente tabla.

| E1  E2 E3
Trat. A | 0.6 1 0.4
Trat.B | 0.65 05 0.9
Trat.C | 0.75 0.2 05

Note que, de acuerdo con la misma, la probabilidad de curarse con el tratamiento A cuando se tiene
E3 es de 0,4. ;Qué tratamiento debemos administrar a un paciente con dichos sintomas, teniendo en
cuenta que no sabemos a priori cual de las tres enfermedades padece?

Llamamos E1, E2 y E3 a tener las enfermedades E1, E2 y E3 respectivamente y llamamos A, By C
a curarse con el tratamiento A, B y C, respectivamente.
Por los datos proporcionados en el problema sabemos que P(E1) = 0.7, P(E2) = 0.2 y P(E3) = 0.1.

También sabemos que P(A/E1)=0.6, P(A/E2)=1 P(A/E3)=0.4, P(B/E1)=0.65,
P(B/E2)=05, P(B/E3)=09, P(C/E1)=0.75 P(C/E2)=0.2y P(C/E3)=05.
Calculamos la probabilidad de ser curado con cada uno de los tratamientos usando el teorema de la
probabilidad total.

P(A)=P(EL)P(A/EL)+P(E2)P(A/E2)+P(E3)P(A/E3)=

~0.7-06+0.2-140.1.04 =

P(B)=P(EL)P(B/EL)+P(E2)P(B/E2)+P(E3)P(B/E3)=

=0.7:0.65+0.2:0.5+0.1-0.9=]0.645

P(C)=P(E1)P(C/ELl)+P(E2)P(C/E2)+P(E3)P(C/E3)=

=0.7-0.75+0.2-:0.2+0.1.0.5=|0.615

La probabilidad mas alta es la de P(A) = 0.66. El tratamiento mas eficaz en la cura sin saber que
enfermedad padeces es el tratamiento A.
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Ejercicio 5 [2.5 PUNTOS]

-1 1 1 -9 6
Considere la ecuacion AX =B, donde A=| 1 -1 0O|yB=|-1 5
-2 1 0 2 -5

1) [0,25 PUNTOS] Calcule el determinante de A.

2) [1 PUNTO] Razone si A tiene inversa y, en caso afirmativo, calcule la inversa de A.

3) [0,25 PUNTOS] Determine el nimero de filas y de columnas de X para que la ecuacion tenga
sentido.

4) [L PUNTOQO] Calcule el valor de X.

11 1
1) [Al=[1 -1 0/=0+0+1-2-0-0=-1
2 10

2) El determinante de A tiene un valor distinto de cero, por lo cual tiene inversa. La calculamos.

-1 1 =2 +—l 1 11 +1 -1
Adjl 1 -1 1 0 0 10 1 0
A71_Ao|j(AT)_ 1 0 o) | p7 17 |11
oA -1 | oo 1 0 1 0
1 -2 |11 -2 |11

+ — +
-1 1| |1 1| |1 -

0 1 1) (0 -1 1
At=-0 2 1|=|0 -2 -1
-1 -10) 11 1 0

3) La matriz A tiene dimensiones 3x 3, si la matriz X es de dimensiones mxn para que sea posible
el producto AX el numero columnas de A debe ser igual al namero de filas de X > m = 3.
El resultado del producto es una matriz de dimensiones 3xn que debe ser igual a B que es de
dimensiones 3x 2, por lo que debe ser n = 2.

A - X =B

3><><n—>3><n =3x2

4) Despejamos X de la ecuacion: AX =B = X = A™B. Determinamos la expresion de la matriz X.

0 -1 -1\(-9 6 0+1-2 0-5+5 -1 0
X=A'B=|0 -2 -1||-1 5 |=|0+2-2 0-10+5|=| 0 -5
1 1 0)l2 -5 -9-1+0 6+5+0 -10 11
-1 0
La solucion de la ecuacion matriciales X =| 0 -5].
-10 11
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Ejercicio 6 [2.5 PUNTOS]

X+1

Considere la funcion f (x)= X+ X

Jx+1, si x>10

1) [0,5 PUNTOS] Determine el dominio de definicién de f(x).
2) [1 PUNTO] Determine los intervalos, del dominio de definicion, en que f(x) es continua.

, SI x<10

3) [1 PUNTO] Determine si f(x) tiene asintota(s). En caso afirmativo, calctlela(s).

1) En el intervalo (—,10] la funcién es f(x)= >§+1

X +X

. Averiguamos cuando se anula el
denominador.
) x=0
X +x=0=x(x+1)=0=
X+1=0—->x=-1

La funcion no existe para x =—1 ni para x = 0.
En el intervalo (10,+) la funciénes f (x)=+/x+1 que existe para los valores del intervalo.

El dominio de la funcién es R—{—l, 0} )

X+1

X% + X

2) Enelintervalo (-,10) la funciénes f(x)= . La funcidn es continua salvo para x=—1y

x = 0 pues la funcion no existe.
En el intervalo (10,+) la funciénes f (x)=+/x+1 que es continua para los valores del

intervalo.
Estudiamos la continuidad en x = 10.

10+1
f(10)=—5——=0.
(10)=157 110
: . X+1 . :
lim  (x)= lim ——==0.1 = (10)= lim f(x)=01=+11= lim f(x)
lim f(x)=lim Vx+1=410+1=+11

Xx—10 x—10*

Al no ser iguales los limites laterales la funcion no es continua en x = 10.
La funcién es continua en (—o0,—1)U(-10)w(0,10)(10,+x).

3) Asintota vertical. x=a.

¢ x=-1 es asintota vertical?
. .o x+1 -1+41 O . .,
lim f (x)=lim ———=——"—=—=Indeter minacion =
x——1 x—>-1 X% + X (_1) -1 0

T i ST S S

x—-1 XM x—-1 X _1

X =-1 no es asintota vertical.
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¢ Xx=0 es asintota vertical?
. .o X+1 0+1
lim f (x)=lim—S—=——=
x~>-1 x>0 x°+x 0°+0

1
0

X =0 es asintota vertical.

Asintota horizontal. y=b.
En +oo calculamos el limite:

lim  (x)= lim v/x+1 = /4+o0 = +o0

X—>+00 X—>+0

La funcién no tiene asintota horizontal cuando x tiende a +oo.

En —oo calculamos el limite:

X+1 o x#41 1 1

b=lim f(x)=lim o= =2 = lim 2"~ = lim = ===0
X—>—0 x>0 X° 4+ X 00 X>© XM x>0 X 00

La funcidn tiene la recta y =0 como asintota horizontal cuando x tiende a —co.
Asintota oblicua. y=mx+n.

Como en —o existe una asintota horizontal no hay asintota oblicua.
Estudiamos solo cuando x tiende a +oo.

f(x . . / .
m= lim L: lim X—+1: lim iz+i2= lim \/14_%:\/14_1:0
X0 Y X—+0 X X—+o0 \[ X X x>+0 \| X X o o0

No existe asintota oblicua cuando x tiende a +oo.

Resumiendo: La funcion tiene una asintota vertical: x =0, una asintota horizontal cuando x
tiende a —co: y =0, y no tiene asintota oblicua.
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Ejercicio 7 [2.5 PUNTOS]

Sean A=(6,2,-1),B=(3,0,5) yC=(-2, 1, 2) los vértices de un tridngulo.
1) [1,25 PUNTOS] Calcule los &ngulos internos del triangulo.
2) [1,25 PUNTQOS] Calcule el area del triangulo.

C

A
1) Obtenemos el angulo interno del vértice A usando el producto escalar de los vectores AC y AB.

§(_2’1’2)_(6’2’_1)(_8’_1'3)}3005(A—C,ﬁ) AC-AB _

AB =(3,0,5)—(6,2,~1) = (-3,-2,6) |AC|| 8]

cos(AC. AB) - (-8,-1,3)(-3,-2,6) _24+2+18 _ 44
N v T pr
A=(AC, ﬁ) = cos™ (%j = 43,05

Obtenemos el angulo interno del vértice B usando el producto escalar de los vectores BC y BA

B:c =(-2,1,2)-(3,0,5)=(-51, —3)} . cos(BC.B4) - BC BA
BA=(6,2,-1)-(3,0,5)=(3,2,-6) [BC||BA
(-5,1,-3)(3,2,-6) 1542418 5

cos(ﬁ,ﬁ):

J5) +12 4 (-3 + 22 +(-6)  VIA9 735

— — 5
B=(BC,BA)=cos| —— |=83.06°
(50 88) e 3
El angulo interno del vértice C lo obtenemos restando a 180° los dos angulos obtenidos.

C =180°—-43.05°-83.06°=53.89°

Los angulos internos del triangulo son A=43.05°, B=83.06° y C =53.89°.
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2) El 4rea del triangulo ABC es la mitad del médulo del vector AC x AB .
Obtenemos el producto vectorial.

AC=(-2,1,2)-(6,2,-1)=(-8,-1,3) :EX—B=—i8 _jl l;
AB=(3,0,5)-(6,2,~1)=(~3,-2,6) 3 2 6

AC x AB = —6i —9 j +16k —3k + 48 j + 6i = 39 j +13k = (0,39,13)

Calculamos el valor del area.

Area ABC = = 20.55 u?

[ACxAB| 7139 +13 [13J10
2 2

2

13410

2

El area del tridngulo ABC tiene un valor de =20.55 unidades cuadradas.
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Ejercicio 8 [2.5 PUNTOS]

La poblacion de mujeres de 18 afios sigue una distribucion normal de media una altura de 175 cmy

una desviacion estandar de 7.41 cm. Supongamos que la probabilidad de que una persona se llame

Lucia es 0,006.

1) [1,25 PUNTOS] Calcule la probabilidad de que una mujer de 18 afios se llame Lucia y mida mas
de 180 cm.

2) [1,25 PUNTOS] Calcule la probabilidad de que una mujer de 18 afios se llame Lucia o0 mida mas
de 180 cm.

X = La altura de una mujer de 18 afios en centimetros. X = N(175, 7.41)
Llamamos L al suceso “Llamarse Lucia”

1) Nos piden calcular P((X >180)L). Los sucesos “medir més de 180 cm” y “Llamarse Lucia”

son independientes.
Sabemos que P(L)=0.006, calculamos P(X >180).

Tipificamos
P(X >180)= . X —175 :P(Z
14

180-175
> S —

=P(Z>0.67)=1-P(Z<0.67)=
741 j ( g ) ( )

B Miramos en la
| tabla N(0, 1)

} =1-0.7486 =0.2514
Calculamos la probabilidad pedida P((X >180) N L) :
P(( X >180) L) = {Sucesosindependientes} =
=P (X >180)-P(L)=0.2514-0.006 = 0.0015
La probabilidad de que una mujer de 18 afios se llame Lucia y mida mas de 180 cm es de 0.0015.

2) Nos piden calcular P((X >180)uL).
P((X >180)uL)=P(X >180)+P(L)-P((X >180)nL)=

=0.2514+0.006 - 0.0015 = 0.2559

La probabilidad de que una mujer de 18 afios se llame Lucia o mida mas de 180 cm es de 0.2559.
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U c EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL
ACCESO A LA UNIVERSIDAD
Universidad de Cantabria LOMCE — JULIO 2023
MATEMATICAS II

INDICACIONES

. Debe escogerse s6lo cuatro ejercicios elegidos entre los ocho de que consta el examen.
2. Si realiza mas de cuatro ejercicios s6lo se corregiran los cuatro primeros, segin el orden que aparecen
resueltos en el cuadernillo de examen.

3. Debe exponerse con claridad el planteamiento de la respuesta o el método utilizado para su resolucién.
Todas las respuestas deben ser razonadas.

. Entre corchetes se indica la puntuacion maxima de cada apartado.

. No se permite el uso de calculadoras gréaficas ni programables. Tampoco esta permitido el uso de dispositivos
con acceso a Internet.

=

o1~

Ejercicio 1 [2.5 PUNTOS]
Considere las matrices

1 -1 0
2 10 -1 2 1
A=12 0 3| B= , C=
-1 2 1 3 -1 2
2 1 -1

A) [0,5 PUNTOS] Calcule A!, donde A' denota la traspuesta de la matriz A.
B) [2 PUNTOS] Calcule (SB—ZC)(At -1 ) donde | es la matriz identidad de dimensién 3x3.

Ejercicio 2 [2.5 PUNTOS]

Considere la funcion f (x) =X—+;
X_

A) [0,5 PUNTOS] Calcule el dominio de definicion de f(x).

B) [0,75 PUNTOS] Determine si hay intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f(x). En caso
afirmativo, calculelos.

C) [0,5 PUNTQOS] Calcule los cortes de f(x) con los ejes.

D) [0,75 PUNTOS] Determine los intervalos de concavidad y convexidad de f(x).

Ejercicio 3 [2.5 PUNTOS]
A) [1,5 PUNTOS] Escriba las ecuaciones paramétricas de las rectas que pasan por el punto (2, -1, 0).
Es decir, de aquellas que tienen vector director (v, V,, v, ), donde v, V,, v; € R son pardmetros.

B) [1 PUNTO] De las rectas anteriores, escriba las ecuaciones paramétricas de la recta que tiene
vector director (-1, 4, 1).
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Ejercicio 4 [2.5 PUNTOS]

Cierto test determina si una persona consume cierto tipo de droga. En el 99% de los casos, el test

clasifica como usuario de la droga a aquellos que la han consumido y también en el 99% de los casos,

el test clasifica como no usuarios de la droga a aquellos que no la han consumido. Ademas, el 0,5%

de las personas a las que se les va a pasar el test consumen la droga.

A) [1 PUNTO] ¢Cual es la probabilidad de que las personas a las que se les va a pasar el test no
consuman la droga?

B) [1,5 PUNTOS] ¢Cuél es la probabilidad de que una persona consuma la droga si ha dado positivo
en el test?

Ejercicio 5 [2.5 PUNTOS]
Considere la matriz

3 )

A) [0,75 PUNTOS] Calcule el rango de A para los distintos valores del parametro b € R.

B) [0,75 PUNTOS] Determine para que valores de b €R la matriz A tiene inversa.

C) [L PUNTOQ] Sea B el conjunto formado por los b €R tales que A tiene inversa. Calcule la inversa
de A para los diferentes valores del parametro b €B.

en funcion del parametro beR.

Ejercicio 6 [2.5 PUNTOS]
Considere la funcién f (x)=sin(x).
A) [0,75 PUNTQOS] Calcule una primitiva de f(x).

B) [1,75 PUNTOS] Calcule el area del recinto del plano limitado por f(x) y el eje OX de abscisas para
Xe [0, 27[].

Ejercicio 7 [2.5 PUNTOS]
Considere el par de rectas

z=0 z=0
A) [1 PUNTO] Calcule la posicion relativa de las dos rectas.

B) [0,5 PUNTOS] De la ecuacion del plano que contiene a ambas rectas.
C) [L PUNTOQ] De la ecuacion de un plano ortogonal a la recta r.

3Xx—-5= 6x-2y=1
r:{x y s:{X y

Ejercicio 8 [2.5 PUNTOS]

En una poblacion determinada la altura de los nifios de 17 afios sigue una distribucion normal de

media 175 cm y desviacién tipica 7,41.

A) [1 PUNTO] Calcule la probabilidad de que en dicha poblacion la altura de un nifio de 17 afios esté
entre 170 cmy 180 cm.

B) [1,5 PUNTOS] (A partir de que altura un nifio de 17 afios de dicha poblacidn se encontraria dentro
del 5% de nifios de 17 afios mas altos de dicha poblacion?
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SOLUCIONES

Ejercicio 1 [2.5 PUNTOS]
Considere las matrices

1 -1 0
2 10 -1 2 1
A=2 0 3| B= , C=
-1 2 1 3 -1 2
2 1 -1

A) [0,5 PUNTOS] Calcule A', donde A' denota la traspuesta de la matriz A.
B) [2 PUNTOS] Calcule (3B—2C)(A' 1), donde I es la matriz identidad de dimension 3x3.

1 -1 0 1 2
A) A=|2 0 3 |=>A=-10 1
2 1 -1 0 3 -1

B) Calculamos la expresion de cada factor del producto.

2 1 0) (-1 2 1) (6 30) (2 -4 -2) (8 -1 -2
3B-2C=3 -2 - N _
(—1 2 1} {3 -1 2] (—3 6 3} (—6 2 —4} (—9 8 —J

1 2 2 100 0 2 2
A-l1=[-1 0 1|-/0 1 0|=|-1 -1 1
0 3 -1) {0 01 0 3 -2
Multiplicamos las matrices obtenidas.
8 1 o 0 2 2
(3B-2C)(A'-1)= -1 -1 1 |=
-9 8 -1
0 3 -2

1 16+1-6 16-1+4 ) |(1 11 19
-8 -18-8-3 -18+8+2) |\-8 —29 -8
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Ejercicio 2 [2.5 PUNTOS]

X+1

X—2
A) [0,5 PUNTOS] Calcule el dominio de definicion de f(x).

Considere la funcion f (x)=

afirmativo, calculelos.
C) [0,5 PUNTQOS] Calcule los cortes de f(x) con los ejes.

B) [0,75 PUNTOS] Determine si hay intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f(x). En caso

D) [0,75 PUNTOS] Determine los intervalos de concavidad y convexidad de f(x).

A) El denominador se anula en x = 2. El dominio de la funcién es R—{Z} .

B) Utilizamos la derivada.

1(x-2)-1(x+1) x-2-x-1

3

X+1 ,
F)=S = (%)= (x—2)
-3<0 ) -3 _
(x_2>2>o}:‘f W=y 5

La derivada no cambia de signo, siempre es negativa.
La funcién decrece en todo su dominio R —{2}.

C) Punto de corte de la funcién con el eje OX.
X+1
f(x)=—— x+1
(X)="75 +
EjeOX - y=0
Punto de corte de la funcion con el eje OY.

X—2

x+1
f=322 :>f(0)=—8+;=
EjeOY - x=0 B

——=0=2Xx+1=0=>x=-1=

-1

2

(2 (2

Los puntos de corte de la funcion con los ejes de coordenadas son A(—l,O) y B(O,%lj :

D) Utilizamos la derivada segunda.

f'(x)=

£ (x)=

0—(-3)2(x-2)

6

(x-2f

(x-2)

(x-2)

Estudiamos el signo de la derivada segunda antes y después de x = 2.

e Enelintervalo (—oo, 2) tomamos x = 0y la derivada segunda vale

6

6
TR

£(0)

-8

=—<0. La funcién es concava (N) en

(—00,2).

e Enelintervalo (2, +oo) tomamos x = 3y la derivada segunda vale

6

T ey

= =6>0. La funcion es convexa (U) en (2, +oo) :

La funcion es concava (N) en (—o,2) y convexa (U) en (2,+).
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Ejercicio 3 [2.5 PUNTOS]
A) [1,5 PUNTOS] Escriba las ecuaciones paramétricas de las rectas que pasan por el punto (2, -1, 0).
Es decir, de aquellas que tienen vector director (v, V,, v, ), donde v;, Vv,, v, € R son pardmetros.

B) [1 PUNTO] De las rectas anteriores, escriba las ecuaciones paramétricas de la recta que tiene
vector director (-1, 4, 1).

A) Obtenemos las ecuaciones paramétricas pedidas.

(2-1,0)er } X=2+up
) =>riyy=-1+v,8, R

Z=V,p3

LTr :(Vl’ Vyr Vg

B) Sustituimos en las ecuaciones anteriores los valores aportados en el apartado.

(2,-1,0)er | X:2f4 .
u—rz(—1,4,1) =>r:sy=-1+44, fe

2=p
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Ejercicio 4 [2.5 PUNTOS]

Cierto test determina si una persona consume cierto tipo de droga. En el 99% de los casos, el test

clasifica como usuario de la droga a aquellos que la han consumido y también en el 99% de los casos,

el test clasifica como no usuarios de la droga a aquellos que no la han consumido. Ademas, el 0,5%

de las personas a las que se les va a pasar el test consumen la droga.

A) [1 PUNTO] ¢Cual es la probabilidad de que las personas a las que se les va a pasar el test no
consuman la droga?

B) [1,5 PUNTOS] ¢Cuél es la probabilidad de que una persona consuma la droga si ha dado positivo
en el test?

A) Si hay un 0.5 % de personas a las que se les va a pasar el test que consumen la droga entonces hay
un 99.5 % que no la consumen.

La probabilidad de que las personas a las que se les va a pasar el test no consuman la droga es de
0.995.

B) Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de Bayes.
Llamamos D al suceso “Consume la droga” y A al suceso “Dar positivo en consumo de droga en
el test”

A los no consumidores de droga el 99 % da en el test negativo, por lo que el 1% da positivo.
Entonces tenemos que P(A/D)=0.01.

Calculamos la probabilidad de dar positivo en el test P(A) aplicando el teorema de la
probabilidad total.

P(A)=P(D)P(A/D)+P(D°)P(A/D®)=0.005-0.99+0.995-0.01=0.0149

Nos piden el valor de P(D/A).

P(D/A)_P(DmA)_P(D)P(A/D)_O.005-0.99: 9 _ 03322
- P(A)  P(A) 00149 [208
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Ejercicio 5 [2.5 PUNTOS]
Considere la matriz

3 )

A) [0,75 PUNTOS] Calcule el rango de A para los distintos valores del pardmetro b €R.

B) [0,75 PUNTOS] Determine para que valores de b € R la matriz A tiene inversa.

C) [L PUNTOQ] Sea B el conjunto formado por los b €R tales que A tiene inversa. Calcule la inversa
de A para los diferentes valores del pardmetro b €B.

en funcion del parametro beR.

A) Calculamos el determinante de A y comprobamos cuando se anula.

1 2

N,

=b-4
‘ :>b—4:0:>

A=
Si b=4 el determinante de A es nulo y su rango no es 2, por lo que su rango es 1, pues tiene
elementos no nulos.

Si b =4 el determinante de A es no nulo y su rango es 2.

B) La matriz A tiene inversa cuando su determinante es no nulo y por lo visto en el apartado anterior
eso ocurre cuando b =4.

C) Calculamos la inversa de la matriz A cuando b= 4.

Al_Adj(AT)_Adj(; ij_ 1 (b —2j

A b-4  b-4(-2 1
b2
Afl: b_4 b_4
=2 1
b-4 b-4
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Ejercicio 6 [2.5 PUNTOS]
Considere la funcion f (x) =sin(x)

Xe[0,27z].

A) [0,75 PUNTQOS] Calcule una primitiva de f(x).
B) [1,75 PUNTOS] Calcule el area del recinto del plano limitado por f(x) y el eje OX de abscisas para

A) F(x):j f (x)dx:J'sin(x)dx=—cos(x)+K
Una primitiva puede ser conk =0 - F(x)=—cos(x)

B) Averiguamos los puntos de corte de la funcion con el eje OX.

|

(x)=sin(x)

f
y=0

x=0

=sin(x)=0={xe[0,27]}=x=7

X=2r

El recinto lo dividimos en dos partes: unaentre x=0yx = m, laotraentrex = 7y x = 2m.
Calculamos el area de cada una de las partes y luego las sumamos.

I f(x)dx = ];sin(x)dx = [—cos(x)]z =—cos(z)+cos(0)=1+1=2

Areal1=2u?

Zf f(x)dx = 2fsin(x)dx = [—cos(x)]i’r

Area 2 =2 u?

cos(2r)+cos(z)=—-1-1=-2

El area del recinto del plano limitado por f(x) y el eje OX de abscisas para x e[O, 27r] tiene un
valor de 2 + 2 = 4 unidades cuadradas.

A
Fa

f(x)

—

=sin(x)

=
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Ejercicio 7 [2.5 PUNTOS]
Considere el par de rectas

[3x=5=y ‘. 6x—-2y=1
z2=0 |z=0

A) [1 PUNTO] Calcule la posicion relativa de las dos rectas.

B) [0,5 PUNTOS] De la ecuacién del plano que contiene a ambas rectas.

C) [1 PUNTOQO] De la ecuacion de un plano ortogonal a la recta r.

A) Obtenemos de cada una de las rectas un punto y un vector director.

X=A1 .
3x-5=y [y=-5+3x u, =(1,3,0)
: = =>r:;yy=-5+31=
z=0 z=0 P, (0,-5,0)
z=0
X=a —
- =(1,3,0
6x-2y=1 —2y=1—6x_>y=_1+3x -1 Vs ( )
S =S 2 =>siy=—+3a=> 1
z2=0 2 Q.[0,=2,0
ZZO Z_O S 12)

Tienen el mismo vector director uT = v: =(1, 3,0), por lo que las rectas son coincidentes o

paralelas.
Comprobamos si un punto de la recta r pertenece a la recta s. De cumplirse las rectas son
coincidentes, en caso contrario seran paralelas.

P, (0,-5,0) e 5?
¢ (0.-50) 6-0-2(-5)=1 10=1
S_{ex_zyzl =¢S: 0 ?7=¢S: ?

z=0
Como no se cumple las rectas r y s son paralelas.

B) El plano que contiene a ambas rectas tiene como uno de sus vectores directores uf = \75 =(1, 3,0)

y el otro vector director el vector que une un punto de r con un punto de s P.Q, .

2([0(;;0;] :@=(0,%1,oj—(o,—5,o)=(o,%,o]
(05

Hallamos la ecuacion del plano que contiene a ambas rectas.

G:@:[o,g,oj

2 X y+5 z

v=v, =(13,0) =70 45 0/=0=457=0=[z:2=0]
(0,—5,0)e7r 1 3 0
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Es légico pues este plano esta en la definicion de la recta r, por lo que la recta r esta contenida en
el plano z = 0 y lo mismo ocurre con la recta s.
El plano que contiene a ambas rectas es el plano z = 0.

C)El plano ortogonal a la recta r tiene como vector normal el vector director de la recta uT = (1, 3,0)

y como no indica el punto por el que debe pasar habrian infinitos planos cumpliendo lo pedido.
Para obtener uno de esos planos tomamos P, (0,-5,0)er .

=J=(1,3,0)} 7 X+3y+D=0

= =0-15+D=0=D=15=|7:x+3y-15=0)
P (O,—5,0)eﬂ
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Ejercicio 8 [2.5 PUNTOS]

En una poblacion determinada la altura de los nifios de 17 afios sigue una distribucién normal de

media 175 cm y desviacion tipica 7,41.

A) [1 PUNTO] Calcule la probabilidad de que en dicha poblacion la altura de un nifio de 17 afios esté
entre 170 cmy 180 cm.

B) [1,5 PUNTOS] ;A partir de que altura un nifio de 17 afios de dicha poblacion se encontraria dentro
del 5% de nifios de 17 afios mas altos de dicha poblacion?

Sea X = Altura de un nifio de 17 afios en centimetros. X = N(175, 7.41)

A) Nos pide calcular P(170< X <180).

P(170< X <180) = P(X <180)—P(X <170) = {Tipificamos} =

_p[z 18070 b, (17017 =P(Z<0.675)-P(Z <-0.675)=
7.41 7.41

=P(Z <0.675)-P(Z 20.675)= P(Z <0.675)-[1-P(Z <0.675) | =

Miramos en la
_ 0.7486+0.7517 1o 0.7486 +0.7517 _
tabla N(O, 1) 2

X 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

0.0 .5000 5040 5080 5120 5160 5199
01 5308 5438 5478 5517 5557 5506
02 5793 5832 58711 5910 5048 5087
03 6179 6217 6255 .6203 6331 6368
04 6354 6591 6628 6664 6700 6736

03 6915 16O50 6085 7019 7054 7088
I e S
07 | 7580 7611 7642 7673 7704  77M
neg Tee qo1n 7010 TOART q005 N

B) Nos piden hallar el valor de “a” tal que P(X >a)=0.05.

a_110j=0.o5:>

P(X >a)=0.05= {Tipificamos} = P(Z >

a-170

: )=0.05:» P[Z La-110

1 )=1—0.05 =095=

:>1—P(ZS

=1.645=a=1.645-7.41+170=187.19 cm

~ Miramos en la a—-170
tabla N(O, 1) 741

0.00 0.01 0.02 003

00 5000 5040 5080 5120
01 5308 5438 5478 5517
02 5793 5832 5871 5010
03 6179 6217 6255 6293

04 6554 6591 6628 6664
05 6015 6950 6985 7019
06 7257 7201 7324 7357

0.7 7580 7611 7642 7673
08 7881 7910 7939 7967
09 8150 8186 8212 8238
1o 8413 8438 8461 8485
11 8643 8665 8686 8708
12 8840 8869 8888 8007
13 9032 9049 9066 2082
14 9192 9207 9222 0236

L5 9332 0345 0357 9370
da yen dsd

() i
955 0564 9573 0582
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U c EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL
ACCESO A LA UNIVERSIDAD
Universidod de Cantabria
,LOMCE — JUNIO 2023
MATEMATICAS |1

INDICACIONES

1. Debe escogerse solo cuatro ejercicios elegidos entre los ocho de que consta el examen.

2. Si realizan mas de cuatro ejercicios sélo se corregiran los cuatro primeros, segun el orden que aparecen
resueltos en el cuadernillo de examen.

3. Debe exponerse con claridad el planteamiento de la respuesta o el método utilizado para su resolucion.
Todas las respuestas deben ser razonadas.

4. Entre corchetes se indica la puntuacion maxima de cada apartado.

5. No se permite el uso de calculadoras gréaficas ni programables. Tampoco esta permitido el uso de
dispositivos con acceso a Internet.

Ejercicio 1 [2.5 PUNTOS]
Considere el sistema de ecuaciones

2X+3y+z=-1
X—y+z=a
—X+y—-2z=-3

dado en funcion del parametro ac R .

1) [1,25 PUNTOS] Determine para qué valores de a el sistema es incompatible.
2) [1,25 PUNTOS] Dado a = 4, resuelva el sistema anterior si es posible.

Ejercicio 2 [2.5 PUNTOS]

2 —_—
Considere la funcion f (x) = X—X+2
X

1) [0,5 PUNTOS] Determine el conjunto de puntos de discontinuidad de f(x).
2) [1 PUNTO] Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x).
3) [1 PUNTO] Determine si f(x) tiene asintota(s). En caso afirmativo, calculela(s).

Ejercicio 3 [2.5 PUNTOS]

Calcule las ecuaciones de las rectas de los lados de un tridngulo que tiene como vértices a los puntos
A=(0,0,1), B=(412) y C=(34,3).

Ejercicio 4 [2.5 PUNTOS]

En cierta region, el 72% de las mujeres vive al menos 71 afios y el 52% vive al menos 80 afios. Si
una mujer determinada de esa region tiene 71 afios, ¢cudl es la probabilidad de que vaya a vivir al
menos hasta los 80 afios?
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Ejercicio 5 [2.5 PUNTOS]
Considere la matriz

1 -1 a
A=|2 0 3
2 1 -1

en funcion del pardmetro acR.

1) [0,5 PUNTOS] Calcule el determinante de A en funcion del parametro a.

2) [0,75 PUNTOS] Calcule el rango de A en funcion del parametro a.

3) [0,5 PUNTOS] Determine para qué valores de a la matriz A tiene inversa.

4) [0,75 PUNTOS] Sea B el conjunto de los a € R tales que A tiene inversa. Calcule la inversa de A
para los diferentes valores del parametro a €B.

Ejercicio 6 [2.5 PUNTOS]
Considere la funcion f (x)=x°+1.

1) [0,5 PUNTOS] Calcule una primitiva de f(x).
2) [1 PUNTO] Calcule los puntos de inflexion de f(x) si los hubiera.

3) [1 PUNTO] Calcule el area del recinto limitado por f(x), el eje OX de abscisas y las rectasx =1y
X=2.

Ejercicio 7 [2.5 PUNTOS]

Considere los planos
7 2X=3y+5z=a

7, bx+3y-5z2=4
en funcion de los pardmetros a, b € R. Determine si es posible asignar algin valor a los parametros
ay b para que los planos 1 y m»:
1) [0,5 PUNTOS] Sean coincidentes. En caso afirmativo de un valor para ay b.
2) [1 PUNTO] Sean paralelos. En caso afirmativo de un valor para ay b.
3) [1 PUNTO] Se corten en una recta. En caso afirmativo de un valor para ay b.

Ejercicio 8 [2.5 PUNTOS]
Sean A y B dos sucesos independientes asociados a un experimento aleatorio con P (A) =05y
P(B)=0,25.

1) [0,5 PUNTOS] Calcule P(A UB).

2) [0,5 PUNTOS] Calcule P(A®) y P(B°), donde A®y B° denotan el suceso contrario de Ay de B
respectivamente.

3) [1 PUNTO] Razone si A°y B° son independientes.

4) [0,5 PUNTOS] Calcule P(A® UB?).
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SOLUCIONES

Ejercicio 1 [2.5 PUNTOS]

Considere el sistema de ecuaciones
2X+3y+z=-1
X—y+z=a
—X+y-2z=-3

dado en funcién del parametro ae R .

1) [1,25 PUNTOS] Determine para qué valores de a el sistema es incompatible.
2) [1,25 PUNTOS] Dado a = 4, resuelva el sistema anterior si es posible.

2 3 1
1) La matriz de coeficientes asociada al sistema es A=| 1 -1 1 | y la matriz ampliada es
-1 1 =2
2 3 1 41
A/IB=|1 -1 1 a
-1 1 -2 -3

Estudiamos el rango de A. Para ello, primero averiguamos el valor de su determinante.

2 3 1
|Al=1 -1 1|=4-3+1-1+6-2=5%0
11 -2

El determinante es no nulo y el rango de la matriz A es 3.

Por lo que el rango de la matriz ampliada también es 3, al igual que el namero de incognitas.
El sistema es compatible determinado para cualquier valor del pardmetro acR.

No existe ningun valor del parametro a € R para el que el sistema es incompatible.

2) Para a = 4 el sistema es compatible determinado. Hallamos su solucién.

Ecuacion 32 + Ecuacion 22

2X+3y+z=-1 X +y 27 =-3
X-y+z=4 = =
) Coyea X -y +z =4
X+y—27= —z =1 — Nueva ecuacion 3?
2X+3y+z=-1
2x+3y-1=-1 2x+3y=0
=ix-y+z=4 = 1=4 |x—y=5-x=5+y
X—y-1= -y= =
—z=1-[z=-1]

=2(5+y)+3y=0=10+2y+3y=0=5y=-10=|y=-2|=[x=5-2=3

Lasolucionesx =3;y=-2;z=-1.
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Ejercicio 2 [2.5 PUNTOS]

2 J—
Considere la funcion f (x)= X=x+2 .

X
1) [0,5 PUNTOS] Determine el conjunto de puntos de discontinuidad de f(x).
2) [1 PUNTO] Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x).
3) [1 PUNTO] Determine si f(x) tiene asintota(s). En caso afirmativo, calctlela(s).

1) El denominador se anula en x = 0. El dominio de la funcién es R —{0} .

La funcién es discontinua en x = 0.

2) Utilizamos la derivada.

X>—x+2 X 2
f(x)= X A 1t fr(x)=1- 2
(=2 X2 1 2 (=1

2
F(x)=1-%
() X2 :1—%:03—2:1:2:x2:x:i\/§
f'(x)=0 X

Estudiamos el signo de la derivada antes, entre y después de estos dos valores (incluimos x=0).

e Enelintervalo (—oo,—ﬁ) tomamos x = -2y la derivada vale f"(-2)=1- 2 __ % >0

(-2)

La funcién crece en (—oo, —\/f) .

e Enelintervalo (—\/5,0) tomamos x = -1y la derivada vale f"(-1)=1-

La funcién decrece en (—\/5,0).

e Enelintervalo (0\/5) tomamos X = 1y la derivada vale f (1) :1—132 =-1<0.La

funcion decrece en (0\/5)

2 1

e Enelintervalo («/5 +oo) tomamos x = 2y la derivada vale f (2) =1—? = > >0.La

funcion crece en («/5 +oo).

La funcién crece en (—oo, —ﬁ)u(ﬁ +oo) y decrece en (—\/5 O)u(o, «/5) .

3) Asintota vertical. x=a

¢ x=0 es asintota vertical?

2_
lim £ (x) = lim ¥ —X*2_2_
X—0 X—0 X 0

o0

x =0 es asintota vertical
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Asintota horizontal. y=b.

2_
b= lim f (x)= lim 2 _ fim x -1+ 2 = 1014 2 = 400
X—>+00 X—>+00 X X—>+0 X o0
No tiene asintota horizontal.
Asintota oblicua. y=mx+n
X 1+2
o f(x . Ty .
m = lim ():Ilm X:I|m5—3+%:I|m1—l+%:1—0+0:1
X—o0 X X—0o0 X X—)OOX X X X—0 X X

n= Iim( f (x)—mx): Iim(x—1+§—xj: Iim(—1+§j:—1+3:—l
X—® X—00 X0 o0

La asintota oblicua tiene ecuacion y = x—1.

Resumiendo: La funcion tiene una asintota vertical x =0 y una asintota oblicua y = x-1.

95 de 244 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EBAU junio 2023 Matemadticas Il en Cantabria Juan Antonio Martinez Garcia

Ejercicio 3 [2.5 PUNTOS]
Calcule las ecuaciones de las rectas de los lados de un triangulo que tiene como vértices a los puntos

A=(0,0,1), B=(4,12) y C=(3,4,3).

C - B

Recta que pasa por Ay B.

A=(0,01)] v, =AB=(412)-(0,0,1)=(411) X=4+44
- =riy=1+1 ,1eR
B=(412)] B=(41l2)er 7=2+21

Recta que pasa por Ay C.

A=(o,o,1)}:ﬂ:E=(3,4,3)—(o,0,1)=(3,4,2)}jS X=da

HWy=da ,aelR
C=(343)] A=(0,01)es z=1+2a

Recta que pasa por By C.

c =(3’4’3)}:>Wt=ﬁ=(3,4,3)—(4,1,2):(—1’3’1)}:% X=4-p

1Yy =1+38, R
B=(412)] B=(412)et Z:ziﬂﬂ Pe
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Ejercicio 4 [2.5 PUNTOS]

En cierta region, el 72% de las mujeres vive al menos 71 afios y el 52% vive al menos 80 afios. Si
una mujer determinada de esa region tiene 71 afios, ¢cual es la probabilidad de que vaya a vivir al
menos hasta los 80 afios?

Llamamos A al suceso “Una mujer vive al menos 71 afios” y B al suceso “Una mujer vive al menos
80 afios”.

Nos piden calcular P(B/A).

Como sabemos que el suceso interseccion de Ay B es:

AN B ={Vive al menos 71y vive al menos 80 afios} = { Vive al menos 80 afios} = B

Aplicamos el teorema de Bayes y tenemos:

P(BNA) P(B) 052 [13
P(B/A)= P(A) :P(A):o.72:E_O'7223

OTRA FORMA DE RAZONARLO.

Supongamos que hay 100 mujeres. De ellas hay 72 que viven al menos 71 afios y 100 — 72 = 28 que
viven menos de 71 afios. De las 72 que viven al menos 71 afios hay 52 que viven al menos 80 afios.
Si hemos elegido una de las 72 que viven al menos 71 afios la probabilidad de que vaya a vivir al
menos hasta los 80 afios es el cociente entre 52 (casos favorables) y 72 (casos posibles).

P (Una mujer de 71 afios viva al menos 80 afios) = % = g =0.7223
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Ejercicio 5 [2.5 PUNTOS]
Considere la matriz

1 -1 a
A=|2 0 3
2 1 -1

en funcion del pardmetro acR.

1) [0,5 PUNTOS] Calcule el determinante de A en funcion del parametro a.

2) [0,75 PUNTOS] Calcule el rango de A en funcion del parametro a.

3) [0,5 PUNTOS] Determine para qué valores de a la matriz A tiene inversa.

4) [0,75 PUNTOS] Sea B el conjunto de los a € R tales que A tiene inversa. Calcule la inversa de A
para los diferentes valores del parametro a €B.

1) Calculamos el determinante de A.

1 -1 a
|A|=2 0 3|=0-6+2a-0-2-3=|2a-11
2 1 -

2) Elrango de A puede ser 3,20 1.
Para que el rango sea 3 su determinante debe ser no nulo.

|Al=2a-11

::>2a—11=0::>2a:11::>a:E
|Al=0 2

Sia ¢% el determinante es no nulo y el rango de A es 3.

. 11 .
Sia= > el determinante es nulo y su rango no es 3.

Su rango puede ser 2. Consideramos el menor de orden 2 que resulta de eliminar la tercera fila y
la tercera columna y comprobamos el valor nulo o no de su determinante.

1 _
=2%0

El determinante del menor es no nulo y el rango de A es 2.

Resumiendo: Si a ;t% elrango de Aes 3. Si a :151 el rango es 2.

3) La matriz A tiene inversa para a # % Visto en el apartado 2) que el determinante se anula para

11
a=—.
2

. 11
4) Calculamos la inversa para los valores a # >

98 de 244 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EBAU junio 2023 Matemadticas Il en Cantabria Juan Antonio Martinez Garcia

1 -1 a
|Al=2 0 3|=2a-11
2 1 -1
1 2 2 01JJ _111J+_10
Adj|-1 0 1 3 - a - a 3
LOAG(AT) la 3 -1) 1 |22l L2 12
A 2a-11  2a-11] 3 -1 |a - a 3
2 2 1 2 |1 2
+ —
01 |11 |10
-3 a-1 -3
o1 g 122 3422
2a-11
2 -3 2

www.ebaumatematicas.com
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Ejercicio 6 [2.5 PUNTOS]
Considere la funcion f (x)=x°+1.

1) [0,5 PUNTOS] Calcule una primitiva de f(x).
2) [L PUNTO] Calcule los puntos de inflexion de f(x) si los hubiera.

3) [1 PUNTO] Calcule el area del recinto limitado por f(x), el eje OX de abscisas y las rectas x =1y
X=2.

4

1) F(x)zjf(x)dx:J‘x3+1dx:X7+x+K

4
Una primitiva puede ser con k =0 > F(X) ZXZJF X

2) Utilizamos la segunda derivada.

f7(x)=3x"= f"(x)=6x

. =6x=0=x=0
f7(x)=0

Como f"(x)=6= f""(0)=6=0 lafuncion tiene un punto de inflexién en x = 0.

3) Averiguamos los puntos de corte de la funcién con el eje OX.
’ +1 3 3 3
=X +1=0=x :—1:>x:\/—_:—1<;£(1,2)

El area del recinto sera el valor absoluto de la integral definida de la funcion entre 1y 2.

2 2 4 2 o [

3 X
jf(x)dx:jx +ldx=| —+x| =
1 1 4 1 &

4 4

:[2—+2}—F—+1}:4+2—£—1:Q

4
Area = D _ 4.75 u®

4
Fx)=x+1
x=1 x =2
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Ejercicio 7 [2.5 PUNTOS]

Considere los planos
7 2X=3y+5z=a

7, bx+3y-5z2=4
en funcion de los parametros a, b € R. Determine si es posible asignar algin valor a los parametros
ay b para que los planos 71 y 7»:
1) [0,5 PUNTOS] Sean coincidentes. En caso afirmativo de un valor para ay b.
2) [1 PUNTO] Sean paralelos. En caso afirmativo de un valor para a 'y b.
3) [1 PUNTO] Se corten en una recta. En caso afirmativo de un valor para ay b.

1) Para que sean coincidentes los vectores normales deben tener coordenadas proporcionales.

7, :2x-3y+5z=a=n,=(2,-3,5)
7, bx+3y-5z=4=n, =(b,3,-5) :%:?:%:%:—1:

|| 7,

Ademas, un punto cualquiera de uno de los planos debe de pertenecer al otro.

7, —2X+3y—-52=4
y=0 = -2x=4=x=-2=P(-2,0,0)e 7,
z=0

7 12X=3y+5z2=a
P(—Z,0,0) e

}:—4—0+0=a:>
Si a=-4;b=-2 los planos r, :2x—3y+5z =—4; r, : —2x+3y—5z =4 son coincidentes.
2) Para que sean paralelos los vectores normales deben tener coordenadas proporcionales. Visto en
el apartado 1) > b=-2.
Pero los puntos de un plano no pueden pertenecer al otro > a = —4.
Si a#—4;b=-2 losplanos =, :2x—3y+5z =a; x, : —2x+3y—5z =4 son paralelos.

3) Para que sean secantes los vectores normales no deben tener coordenadas proporcionales.

7,:2x-3y+5z=a=n,=(2,-3,5)
7, :bx+3y -5z =4=n, =(b,3,-5) :3¢_—3=3:3¢—1:

b 3 -5 b
m Yy 7, secantes

Si b= -2 ysiendo “a” cualquier valor los planos son secantes.
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Ejercicio 8 [2.5 PUNTOS]

Sean A y B dos sucesos independientes asociados a un experimento aleatorio con P (A) =05y

P(B)=0,25.

1) [0,5 PUNTOS] Calcule P(A UB).

2) [0,5 PUNTOS] Calcule P(A®) y P(B°), donde A®y B® denotan el suceso contrario de Ay de B
respectivamente.

3) [1 PUNTO] Razone si A°y B® son independientes.
4) [0,5 PUNTOS] Calcule P(A® U B°).

Si Ay B son dos sucesos independientes entonces P(AnB)=P(A)P(B)=0.5-0.25=0.125.
1) P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)=05+0.25-0.125=[0.625
2) P(A")=1-P(A)=1-05=[05]

P(B°)=1-P(B)=1-0.25=[0.75]
3) Para que A° y B° sean dos sucesos independientes debe ser P(A° nB®)=P(A®)P(B).

P(A° NB®)=P((AUB))=1-P(AUB)=1-0625=0375

P(AC)P(BC): 0.5-0.75=0.375

P(A°nB®)=0.375=P(A°)P(B°)

Los sucesos A°y B son independientes.

4) P(A°UB")=P((AnB))|=1-P(ANB)=1-0125=[0875]
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U‘ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL

ACCESO A LA UNIVERSIDAD

UNIVERSIDAD
DE CANTABRIA LOMCE — JULIO 2022
MATEMATICAS Il
INDICACIONES

1. Debe escogerse solo cuatro ejercicios elegidos entre los ocho de que consta el examen.

2. Si realizan mas de cuatro ejercicios solo se corregiran los cuatro primeros, segin el orden que aparecen
resueltos en el cuadernillo de examen.

3. Debe exponerse con claridad el planteamiento de la respuesta o el método utilizado para su resolucion.

4. Todas las respuestas deben ser razonadas. Entre corchetes se indica la puntuacion maxima de cada apartado.

5. No se permite el uso de calculadoras graficas ni programables. Tampoco esta permitido el uso de dispositivos
con acceso a Internet.

Ejercicio 1 [2.5 PUNTOS]
Considere el siguiente sistema de ecuaciones en funcion del pardmetro t.

tXx+y+z=4
X—-ty+z=1
X+y+zZ=t+2

A. [0,75 PUNTOS] Determine para qué valores de t el sistema tiene solucion Unica.
B. [1 PUNTO] Determine para qué valores de t el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvalo en
ese caso.

C. [0,75 PUNTOS] Determine para qué valores de t el sistema no tiene solucion.

Ejercicio 2 [2.5 PUNTOS]

X

Considere la funcion f (x) _&
X

A. [0,5 PUNTOS] Calcule la derivada primera de f(x).

B. [0,5 PUNTOS] Calcule la pendiente de la recta tangente a la grafica de f(x) en el punto de abscisa
X=2.

C. [0,5 PUNTOS] Calcule las asintotas verticales de f (x).

D. [1 PUNTOQO] Calcule las asintotas horizontales de f (x).

Ejercicio 3 [2.5 PUNTOS]

Los puntos A = (0,-1,1), B = (1,1,1) son dos Vvértices de un tridngulo. El tercer vértice esta contenido
en la recta r que pasa por el punto B y es perpendicular al plano 7 =2x-y+z=1.

A. [1,5 PUNTOS] Calcule la ecuacion de la rectarr.
B. [1 PUNTO] Calcule las coordenadas del vertice C sabiendo que el area del triangulo es 330
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Ejercicio 4 [2.5 PUNTOS]

El tiempo de vuelo de un avion Santander — Madrid sigue una distribucion normal de media 60

minutos y desviacion tipica 5 minutos.

A. [1,25 PUNTOS] Para conectar con el siguiente vuelo con destino Sevilla, se necesita que el avion
tarde menos de T = 70 minutos. Calcule la probabilidad de perder el avion a Sevilla.

B. [1,25 PUNTOS] Calcule cuanto debe valer T para que la probabilidad de perder el avidn sea del
0,1 %.

Ejercicio 5 [2.5 PUNTOS]

. 1 0 20 2 2
Sean las matrices A= , B= , C= )
-1 2 2 1 01

A. [0,5 PUNTOS] Calcule A? y comprueba que es regular.

B. [0,5 PUNTOS] Calcule la matriz inversa de AZ.

C. [L PUNTO] Despeje X en la ecuacion matricial A°X +B=C..

D. [0,5 PUNTOS] Calcule la matriz X de orden 2x2, que verifica A°X +B=C.

Ejercicio 6 [2.5 PUNTOS]

Considere la funcién f (x)= %

A. [1 PUNTO] Calcule el dominio y las asintotas de f(x).

B. [0,5 PUNTOS] Halle una primitiva de f(x).

C. [0,5 PUNTOS] Calcule el area de la region limitada por la funcion y = f (x), las rectas x = 1,
x=e yel eje OX de abscisas.

Ejercicio 7 [2.5 PUNTOS]

Considera larecta r :x_+11=yT+3 :i yelplano 7:x-2y—-z=-1.
A. [1 PUNTOY] Estudie la posicion relativa de recta y plano.
B. [1,5 PUNTOS] Si r corta a © calcule el punto de corte y el angulo que forman. Si la recta no

corta al plano, calcule la distancia entre ambos.

Ejercicio 8 [2.5 PUNTOS]

El 90 % de las personas de una poblacion estan vacunadas contra la enfermedad E. EI 5 % de las
personas no vacunadas tienen la enfermedad E, y el 1 % de las personas vacunadas también han
contraido la enfermedad.

Se selecciona una persona al azar de dicha poblacién:

A. [1 PUNTO] Calcule la probabilidad de la persona esté enferma.

B. [1,5 PUNTOS] Calcule la probabilidad de que esté vacunada sabiendo que esta enferma.
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SOLUCIONES

Ejercicio 1 [2.5 PUNTOS]

Considere el siguiente sistema de ecuaciones en funcion del pardmetro t.
tXx+y+z=4
X—-ty+z=1
X+y+z=t+2

A. [0,75 PUNTOS] Determine para qué valores de t el sistema tiene solucién Unica.

B. [1 PUNTO] Determine para qué valores de t el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvalo en
ese caso.

C. [0,75 PUNTOS] Determine para qué valores de t el sistema no tiene solucion.

Estudiamos la compatibilidad del sistema y luego respondemos a los apartados.

t 1 1
La matriz de coeficientes asociada al sistema es A=|1 -t 1| y la matriz ampliada es
11 1
t 1 1 4
A/lB=|1 -t 1 1
1 1 1 t+2
Calculamos el determinante de A y vemos cuando se anula.
t 1
A=l -t Y=—t"+1+1+t-1-t=—t>+1
1 1

A=0=-t"+1=0=>t*=1= =J1=+1

Analizamos tres casos por separado.

CASO1l. t#-1lyt=1.
En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el rango de la matriz
ampliada A/B y el nimero de incAgnitas. El sistema es compatible determinado (una Unica
solucion).

CASO 2. t=-1
En este caso el determinante de A es nulo y su rango es menor de 3.
Utilizamos el método de Gauss para obtener un sistema triangular equivalente y establecer mas
facilmente la compatibilidad del sistema.

Fila 32 — Fila 22

/ -1 11 4 1 01 1 1

A/B=| 1 111:>_1_1_1_1
1 111

0 O O O —Nuevafila3?

105 de 244 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EBAU julio 2022 Matemadticas Il en Cantabria Juan Antonio Martinez Garcia

Fila 22 + Fila 12

1111 -1 1 1 4

111 4 =0 2 2 5
0O 00O

0 2 2 5— Nuevafila2?

El rango de la matriz A es 2 (la 32 fila es nula) al igual que el rango de A/B, pero es menor que el
namero de incdgnitas (3). El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

CASO3.t=1
En este caso el determinante de A es nulo y su rango es menor de 3.
Utilizamos el método de Gauss para obtener un sistema triangular equivalente y establecer mas
facilmente la compatibilidad del sistema.

Fila 32 — Fila 12
1 1 1 4 L1 1 3
A/B=[1 -1 1 1=41 1 4 4
1113 0 0 O -1— Nuevafila3?
Fila2® — Fila 12 — M
1 11 1 1 1 14
14 1 4 =0 -2 0-3
0 -2 0 -3— Nuevafila2? L(?_Q‘l

A

El rango de la matriz A es 2 (la 3? fila es nula), pero el rango de A/B es 3. Los rangos son distintos
y el sistema es incompatible (sin solucidn).

Las respuestas son:
A.Para t=-1y t=1elsistema tiene solucion Unica.

B. Para t =—1 el sistema tiene infinitas soluciones.
Lo resolvemos utilizando el sistema equivalente obtenido en el estudio previo.

-1 11 4
—X+y+z=4 Z=4+X-y
0 2 25 = =2y+2(4+x-y)=5=
2y+2z=5 2y+2z=5
0O 00O
-3 3 5
=2y+8+2x-2y=5=2x=-3= x:?:z:4—5—y:> Z:E—y

La solucion es x:_;’, y=t, z=g—t, teR

C. Para t =1 el sistema no tiene solucion.

106 de 244 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EBAU julio 2022 Matemadticas Il en Cantabria Juan Antonio Martinez Garcia

Ejercicio 2 [2.5 PUNTOS]

X

Considere la funcion f (x) _&
X

A. [0,5 PUNTOS] Calcule la derivada primera de f(x).

B. [0,5 PUNTOS] Calcule la pendiente de la recta tangente a la gréafica de f(x) en el punto de
abscisa x = 2.

C. [0,5 PUNTOS] Calcule las asintotas verticales de f (x).

D. [1 PUNTOQ] Calcule las asintotas horizontales de f (x).

e* , e*x—-1-e* xe*—e*
A. f(x):;:f(x): N

B. La pendiente es el valor de la derivada en dicho punto.

. , 2e*—¢* ¢°
Pendiente= f (2) =———=—
2 4
C. El dominio de la funcién es R —{0} .
Asintota vertical. x=a
¢ Xx=0 es asintota vertical?
X 0
. . 1
lim f (X):|Im—:e—:—:oo
x—0 x>0 X 0 0
X =0 es asintota vertical.
D. Asintota horizontal. y=b
. . &Y 4o A e
b= lim f (x)= lim = =— = Indeter minacién(L Hopital) = lim = =" =+
X—>+00 X—+0 ¥ +00 X+ ]
No hay asintota horizontal cuando x tiende a +oo.
X
b=lim f(x)=lm&=tim =~ -1 _ 1 _g
X—>—00 X—>—00 X X—>—00 Xe (_oo)e —00

Cuando x tiende a —oo la asintota horizontal es y =0.
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Ejercicio 3 [2.5 PUNTOS]

Los puntos A = (0,-1,1), B =(1,1,1) son dos vértices de un triangulo. El tercer vértice esta contenido
en la recta r que pasa por el punto B y es perpendicular al plano 7 =2x-y+z=1.

A. [1,5 PUNTOS] Calcule la ecuacion de la recta r.

B. [1 PUNTO] Calcule las coordenadas del vértice C sabiendo que el area del tridngulo es 330 .

A. Hallamos la ecuacion de la recta r que pasa por el punto B y es perpendicular al plano
T=2X-y+z=1.
Si la recta es perpendicular al plano su vector director es el vector normal del plano.

\Tr: :(2,_111)}: Xx=1+2t

r.qy=1-t
z=1+t

r=2x-y+z=1=n=(2,-11)=

B. El punto C pertenece a la recta r, por lo que sus coordenadas son C(1+ 2t,1—t,1+t)

r

c

El area del triangulo ABC es la mitad del médulo del producto vectorial de los vectores AB y

AC.
— i i k
AB=(1,1,1)-(0,-1,1)=(12,0 N —
. (11) )=(:20) = ABxAC=| 1 2 0
AC =(1+2t,1-t,1+1t)—(0,-1,1)=C(1+2t,2-t,1) 142t 2t t

ABx AC = 2ti +(2-t)k +(~2-4t)k —tj = 2ti —tj - 5tk = (2t,~t, ~5t)

[ABx AC| = \[(21)" +(~t)" +(-5t)° =at? +1* + 25t7 =30t* =[t|/30

Area ABC =

lt|+/30
2

t|+/30
Como debe ser igual 34/30 tenemos que % =330

t=6=C(1+12,1-6,1+6)=[C(13,-5,7)

Area ABC =@=3\/%:>|t|=6:>
2 t=-6=C"(1-12,1+6,1-6) = (C"(-11,7,-5)

La situacion planteada tiene dos soluciones: C(13, —5,7) y C’(—11,7,—5)
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Ejercicio 4 [2.5 PUNTOS]

El tiempo de vuelo de un avion Santander — Madrid sigue una distribucion normal de media 60

minutos y desviacion tipica 5 minutos.

A. [1,25 PUNTOS] Para conectar con el siguiente vuelo con destino Sevilla, se necesita que el avion
tarde menos de T = 70 minutos. Calcule la probabilidad de perder el avion a Sevilla.

B. [1,25 PUNTOS] Calcule cuanto debe valer T para que la probabilidad de perder el avion sea del
0,1 %.

X = El tiempo de vuelo de un avién Santander — Madrid (en minutos). X = N(60, 5)

A. Nos piden la probabilidad de que tarde mas de 70 minutos. x [lowe] o0

0.0 50p0 504

0.1 538 543

02 5p3 583

=P(222)=1-P(2<2)= | o |ds

04 6354 659

05 6415 695
06 737 f 3

70-60

P(X >70) = {Tipificamos} = P[Z >

07 | 40 7
={Buscamos en la tabla N(0, 1)} =1-0.9772 =|0.0228 - jgé i

10
11
12
13
14

B. Nos piden el valor de T para el que P(X >T)=0.001. =

Lo Vi wwe v
A A 90 s .
1315 B W
2

BEEE
o
&

P(X >=T)={Tipificamos} = P(Z > T _560)={T _560 > 0} =

—1— P(Z < T-60 _560j =0.001=

50

= P[Z < T _560] =0.999 = {Miramos en la tabla} =

= % =3.1=|T =60+15.5=75.5minutos|

El tiempo debe ser de 75 minutos y 30 segundos.

109 de 244 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EBAU julio 2022 Matemadticas Il en Cantabria Juan Antonio Martinez Garcia

Ejercicio 5 [2.5 PUNTOS]

. 1 0 20 2 2
Sean las matrices A= , B= , C= )
-1 2 2 1 01

A. [0,5 PUNTOS] Calcule A? y comprueba que es regular.

B. [0,5 PUNTOS] Calcule la matriz inversa de AZ.

C. [L PUNTO] Despeje X en la ecuacion matricial A°X +B=C..

D. [0,5 PUNTOS] Calcule la matriz X de orden 2x2, que verifica A°’X +B=C.

A. Calculamos la expresion de A? y calculamos su determinante.
, (1 01 O 1 0 1 0
A = = =
-1 2)\-1 2 -1-2 4 -3 4
, 0 |10
A% = =420
-3 4

La matriz A? es regular pues su determinante es no nulo.

B. Calculamos la expresion de la matriz A2,

o 3w

Calculamos su determinante y su matriz inversa.

\Az\z‘_ls 2‘:47&0

I 4 “403 1) \3/4 1/4

0] 2o 1) ey

C. Sabemos que la matriz A? es regular. Despejamos X usando la matriz inversa de A2,
AX +B=C= A’X =C-B= X =(A?) (C-B)

D. Sustituimos los valores de las matrices y calculamos X.

w0y s G DHai 3 8
X :(—10/2 3?2]
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Ejercicio 6 [2.5 PUNTOS]

Considere la funcion f (x)= %

A. [1 PUNTO] Calcule el dominio y las asintotas de f(x).

B. [0,5 PUNTOS] Halle una primitiva de f(x).

C. [0,5 PUNTOS] Calcule el area de la region limitada por la funciony = f (x), las rectas x = 1,
x=e yel eje OX de abscisas.

A. El dominio de la funcién son todos los nimeros reales menos los que anulan el denominador.
Dominio f(x) = R—{0}

Asintota vertical. x=a
¢ Xx=0 es asintota vertical?
lim f (x): |im§:§:oo
x—0 x—0 X 0
x =0 es asintota vertical

Asintota horizontal. y=b
b=lim f (x)= IimE:E:O

X—>»00 X—0 X o0

y =0 es asintota horizontal.

Asintota oblicua. y=mx+n
No existe pues la funcion tiene asintota horizontal.

B. Calculamos la integral indefinida de la funcion.

F(x):f f (x)dc:jgdx:BJ‘%dx: 3In|x|+ K

C. Enel intervalo [1,e] la funcidn es positiva y no corta el eje de abscisas.
El area pedida es la integral definida de la funcion entre 1y e.

dx=[3In|x|]. =3Ine-3In1=|3u’

Area = j%
1
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Ejercicio 7 [2.5 PUNTOS]

Considera la recta r: X+11 y;r?,:% yelplano 7:x-2y—z=-1.

A. [1 PUNTO] Estudie la posicion relativa de recta y plano.
B. [1,5 PUNTOS] Sir corta a « calcule el punto de corte y el angulo que forman. Si la recta no corta
al plano, calcule la distancia entre ambos.

A. Obtenemos un punto y un vector de la recta.

X+1 y+3 z .{Pr(—l,—B,O)
r.— =r:

12 1 v, =(-1,21)

Para que recta y plano sean paralelos o la recta esté contenida en el plano el vector normal del
plano y el director de la recta tienen que ser perpendiculares, es decir, su producto escalar debe ser
nulo.

v, =(-121) 1= (1,-2,-1)(-1,2,1) =-1-4-1=-6 %0

Como el producto escalar es no nulo la recta y el plano se cortan en un punto.

B. Hallamos el punto P de corte de recta y plano resolviendo el sistema formado por sus ecuaciones.

P (-1,-3,0) x=-1-4
r:9_. =>r:qy=-3+21
v, =(-12,1) -4 =-1-1-2(-3+21)-1=-1=

mix-2y—-z=-1

Xx=-1-1=-2
=>-1-1+6-41-A=-1=>61=-6=>1=1=y=-3+2=-1=|P(-2,-11)
z=1

Hallamos el angulo entre el vector normal del plano y el director de la recta.

(1,-2,-1)(-1,2,1)| _[F1-4- 1|

\/12 S ETN PTG

Por lo que el angulo entre recta y plano es 90 — 0 = 90°. Son perpendiculares.
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Ejercicio 8 [2.5 PUNTOS]

El 90 % de las personas de una poblacion estan vacunadas contra la enfermedad E. EI 5 % de las
personas no vacunadas tienen la enfermedad E, y el 1 % de las personas vacunadas también han
contraido la enfermedad.

Se selecciona una persona al azar de dicha poblacién:

A. [1 PUNTO] Calcule la probabilidad de la persona esté enferma.

B. [1,5 PUNTOS] Calcule la probabilidad de que esté vacunada sabiendo que esta enferma.

Ponemos los datos en un diagrama de arbol.
Llamamos E al suceso “Estar enfermo de la enfermedad E” y V al suceso “Estar vacunado”.

Enfermo
" Vacunado | P(E/V) =0.01
P(v)=0.9 ‘ / No enfermo ]
e —— y P(E°/V) = 0.99
verine / Enfermo |
'No vacunado | P(E/V€) = 0.05

P(v9)=0.1 ‘ ( No enfermo )

P(ES/VC) = 0.95

A. Aplicamos el teorema de la probabilidad total.
P(E)=P(V)P(E/V)+P(V®)P(E/V®)=0.9-0.01+0.1-0.05=[0.014]

B. Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de Bayes.

P(VNE) P(V)P(E/V) 09:001 [9
P(V/E)= P(E)  P(E) 0014 =g =08
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uc EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL

ACCESO A LA UNIVERSIDAD

UNIVERSIDAD
DE CANTABRIA LOMCE — JUNIO 2022
MATEMATICAS II
INDICACIONES

1. Debe escogerse solo cuatro ejercicios elegidos entre los ocho de que consta el examen.

2. Si realizan mas de cuatro ejercicios sélo se corregiran los cuatro primeros, segun el orden que aparecen
resueltos en el cuadernillo de examen.

3. Debe exponerse con claridad el planteamiento de la respuesta o el método utilizado para su resolucion.

4. Todas las respuestas deben ser razonadas. Entre corchetes se indica la puntuacién maxima de cada
apartado.

5. No se permite el uso de calculadoras gréaficas ni programables. Tampoco esta permitido el uso de
dispositivos con acceso a Internet.

Ejercicio 1 [2.5 PUNTOS]
Considere el siguiente sistema de ecuaciones en funcion del parametro t.

tx+y-2z=0
X+y-tz=-1
X+y+z=t

A. [1 PUNTO] Determine para qué valores de t el sistema tiene solucion Unica. Resuélvalo para t =0
si es posible.

B. [1 PUNTO] Determine para qué valores de t el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvalo en
ese caso.

C. [0,5 PUNTOS] Determine para qué valores de t el sistema no tiene solucion.

Ejercicio 2 [2.5 PUNTOS]

Una imprenta debe disefiar un cartel con 90 cm? de area para texto y ademas, con margen superior 3

cm, inferior 2 cm y margenes laterales 4 cm cada uno.

A. [0,25 PUNTOS] Realice un dibujo planteando el problema.

B. [2,25 PUNTQOS] Calcule las dimensiones (anchura y altura) que debe tener el cartel de manera
que se utilice la menor cantidad de papel posible.

Ejercicio 3 [2.5 PUNTOS]

Se llama mediana de un triangulo a cada una de las rectas que pasan por un vértice del tridngulo y por
el punto medio del lado opuesto a dicho vértice. Considere el triangulo de vértices A = (-1,2,3),

B=(3,-4,1),C=(1,-4,5).
A. [1,5 PUNTOS] Calcule las ecuaciones de las tres medianas del triangulo ABC.

B. [1 PUNTO] Compruebe que las tres medianas se cortan en un punto y calcule las coordenadas de
dicho punto.
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Ejercicio 4 [2.5 PUNTOS]

En un almacén, el peso de los contenedores sigue una distribucion normal con media 100 kg y

desviacion tipica 10 kg. Cada contenedor se carga individualmente en un montacargas, que tiene una

capacidad de 120 kg. Si el peso del contenedor supera dicha capacidad, salta una alarma.

Se coloca en el montacargas un contenedor escogido al azar.

A. [1,25 PUNTOS] Calcule la probabilidad de que salte la alarma.

B. [1,25 PUNTOS] Calcule cuél deberia ser la capacidad del montacargas para que la alarma salte
solo en un 1 % de las veces que cargamos un contenedor al azar.

Ejercicio 5 [2.5 PUNTOS]

. 2 3 -1 -3
Sean las matrices A= ,B= :
-1 -2 1 2

A. [0,5 PUNTOS] Compruebe que las matrices A y B son regulares.

B. [0,5 PUNTOS] Calcule las matrices inversas de Ay B.

C. [0,75 PUNTOS] Despeje X en la ecuacién matricial AXB = A" — 3B en donde A' denota la matriz
traspuesta de A.

D. [0,75 PUNTOS] Calcule X.

Ejercicio 6 [2.5 PUNTOS]
Considere la funcion f (x)=x"™.

A.[1PUNTO] Calcule lim f(x) y lim f(x)

X—>—00

B. [0,5 PUNTOS] Calcule la derivada primera de f(x).
C. [0,5 PUNTQOS] Determine los extremos relativos de f(x).

D. [0,5 PUNTOS] Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x).

Ejercicio 7 [2.5 PUNTOS]

Los puntos A= (2, 0, 0), B =(-1, 12, 4) son dos Vértices de un tridngulo. El tercer vértice se

4x+32=33

y=0

A. [1,5 PUNTOS] Calcule las coordenadas del tercer vértice C, sabiendo que la recta r es
perpendicular a la recta que pasa por los puntos Ay C.

B. [0,5 PUNTOS] Determine el angulo que forman los vectores AB y AC
C. [0,5 PUNTOS] Calcule el area del triangulo ABC.

encuentra en la recta r ={

Ejercicio 8 [2.5 PUNTOS]

En una urna hay 4 bolas, una de ellas es blanca y las otras tres negras. Sacamos una bola al azar y

sin devolverla a la urna sacamos una segunda bola también al azar.

A. [1 PUNTO] Calcule la probabilidad de que las dos bolas extraidas sean de distinto color.

B. [1 PUNTOY] Calcule la probabilidad de que las dos bolas extraidas sean del mismo color.

C. [0,5 PUNTOS] Calcule la probabilidad de sacar una bola negra en la segunda extraccién, si
sabemos que la primera bola fue negra.
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SOLUCIONES

Ejercicio 1 [2.5 PUNTOS]
Considere el siguiente sistema de ecuaciones en funcion del parametro t.

tx+y—-2z=0
X+y-tz=-1
X+y+z=t

A. [1 PUNTO] Determine para qué valores de t el sistema tiene solucion Unica. Resuélvalo para
t =0 si es posible.

B. [1 PUNTOQ] Determine para que valores de t el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvalo en
ese caso.

C. [0,5 PUNTQOS] Determine para qué valores de t el sistema no tiene solucion.

A. Averiguamos cuando la matriz de coeficientes no se anula.

t 1 -2 t 1 -2
A=1 1 -t |=|A= 1 -t|=t-t-2+2-1+t*=t*-1
111 111

A=0=t?-1=0=t?=1=t=+1=21

Cuando t=-1y t #1 el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el rango de la
matriz ampliada A/B y el nimero de incdgnitas. El sistema tiene solucion Unica.

Para t = 0 estamos en un sistema con solucién Unica.
y—-2z=0 y=2z2

X+2z2=-1 x=-1-2z2

X+y=-1 =:x+y=-1 = = =-1-22+3z2=0=>
X+22+2=0 x+3z2=0

X+y+z=0 X+y+z=0

x=-1-2=-3|
y=2

:>1+z—0:>:>{

Lasolucionesx=-3,y=2,z=1.

B. Parat = -1 tenemos que el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
Utilizamos el método de Gauss para triangular la matriz y averiguar el rango de Ay de A/B.

5 Fila 22 + Fila 12
A/B _11 1_1 1 S
= 1711 2 0

1 1 1 -1

0 2 -1 —-1— NuevaFila?22
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Fila 32 + Fila 12

1 1 1 -1 -1 1 -2 0
11 -2 0 =0 2 -1 -1
0 2 -1 -1->NuevaFila3? 0 2 -1 -
Fila 32 —Fila 22 PR R,

0 2 -1 1 -1 1 -2 0

0 2 1 1 =0 2 -1-1

0O 0 O 0 — NuevaFila3? LOK_O/ 0

El rango de A es 2, el rango de A/B es 2 y el nimero de incdgnitas es 3. El sistema tiene infinitas

soluciones.
Lo resolvemos a partir de la matriz equivalente obtenida.

-11 -2 0
—X+y-2z=0] —X+y-2z=0
= -X+y-2(1+2y)=0=

0 2 -1 -1|= =
2y—-z=-1 -2:1 2
0 0 0 O Y e
:>—x+y—2—4y:0:—x—3y—2:03
X=-2-3t
Solucion: <y =t
z=1+2t

C. Parat = 1 tenemos que el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
Utilizamos Gauss para averiguar el rango de A'y de A/B.

Fila2® — Fila 18
L1 =0 1 1 -1 -1
A/B=11—1—1:>_1_120
t1 11 0 0 1 -1—NuevaFila2?
Fila 3% — Fila 18
101 11 11 -2 0
1192 0 =0 0 1 -1|=
00 3 1

0 O 3 1— NuevaFila3?

Fila 32 —3-Fila 22

00 3 1 11 -2 0

00 -3 3 =0 0 1 -1
0 0 0 4

0 0 0 4— NuevaFila3?

Elrango de A es 2 yel de A/B es 3, por lo que el sistema no tiene solucion.
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Ejercicio 2 [2.5 PUNTOS]

Una imprenta debe disefiar un cartel con 90 cm? de area para texto y ademas, con margen superior 3

cm, inferior 2 cm y margenes laterales 4 cm cada uno.

A. [0,25 PUNTOS] Realice un dibujo planteando el problema.

B. [2,25 PUNTOS] Calcule las dimensiones (anchura y altura) que debe tener el cartel de manera
que se utilice la menor cantidad de papel posible.

A. Llamamos “x” e “y” al largo y al ancho del cartel.

3 cm

Area =90 cm® ! 4 Cma
4 cm
y

y-3

x-S
$ 2 cm

X

(1))

B. Hemos llamado “x” a la anchura e “y” a la altura.
La zona de texto tiene un area de 90 cm? y su base es x — 8 y la altura y — 5 por lo que:

90 90 90+5x—-40 5x+50
90=(x-8 -5)=>y-5=——=y=—_"+5= =
( )(y ) y X—8 y X—8 X—8 Xx—8

Deseamos minimizar la cantidad de papel, es decir, el area total: A(x, y) =Xy.

A(X,y)=xy
5x+50 (= A(X)=X[
y:
X—8

5x+50j _ 5x®+50x
x—8 X—8

Calculamos la derivada y la igualamos a cero en busca del minimo.

BX450x . (10x+50)(x—8)—1-(5x* +50x)

A(x) ﬁ:A(x)z o _

_ 10x* —80x+ 50% —400-5x* — 50X _ 5x* —80x—400
(x-8)’ (x-8)’
5x* —80x—400 _

A'(X):O:> ( 8)2 =0=5x"-80x-400=0= x*-16Xx-80=0=
X_
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- 16+24
16+ /(-16)° —4(— =
e \/( 16)" —4( 80):16124: 2

2 2 16-24

2

20=x

—4=X

Solo nos interesa el valor positivo x = 20.
Estudiamos el cambio de signo de la derivada antes y después de x = 20.

5-10° -80-10—400 _—700 -

2 0.
(10-8) 4

e En (0,20) tomamos x = 10 y la derivada vale A’(10)=

La funcién decrece en (0,20).

5.30°-80-30—400 425
= >0.

e En (20,+0) tomamos x = 30 y la derivada vale A’(30)= .
(30-8) 121
La funcion crece en (20, +w).
La funcion area sigue el esquema siguiente:
0 5 10 15 20 25 30 35
La funcidn tiene un minimo en x = 20.
El area es minima teniendo por anchura 20 cmy de altura y = 290 +5=125 cm

El gasto en papel es minimo con las medidas de 20 x 12.5 cm.
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Ejercicio 3 [2.5 PUNTOS]

Se llama mediana de un tridngulo a cada una de las rectas que pasan por un vértice del triangulo y

por el punto medio del lado opuesto a dicho vértice. Considere el triangulo de vértices A = (-1,2,3),

B =(3,-4,1), C=(1,-4,5).

A. [1,5 PUNTOS] Calcule las ecuaciones de las tres medianas del triingulo ABC.

B. [1 PUNTO] Compruebe que las tres medianas se cortan en un punto y calcule las coordenadas de
dicho punto.

A. Hacemos un dibujo de la situacion planteada dando nombre a los puntos medios de cada segmento.

Mediana que pasa por Ay PMgc.

_(3,4.1)+(1,4,5) _(4,-8,6)

PMg. = 2 = 2 :(2’_4’3)
A=(-123 S
( ) = APMg. =(2,-4,3)—(-1,2,3)=(3,-6,0)
PMg. =(2,-4,3)
— 1 X=-1+A1
==APM_, . =(1,-2,0
73 e = ) =m, i y=2-24
A=(-1,2,3)em, 7=3
Mediana que pasa por B y PMac.
PM,_ = (-1.2,3)+(1,4,5) _(0,-2.8) _ (0,-1,4)
2 2
B=(3,-4,1 S
( ) = BPM,. =(0,-1,4)—(3,-4,1)=(-3,3,3)
PM,. =(0,-14)
S [ X=3—-«
==BPM,.=(-111
e 73 e = ) Smyiiy=—4+a
B=(3-4,1)em, z=l+a

Mediana que pasa por Cy PMag.
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C(-12,3)+(3,4,1) _(2,-2,4)

PM = = = 11_1a2
AB 2 2 ( )
C=(1-45 .

=48 | epm, ~(1,-1,2)—(1-4,5)=(0,3,-3)
PM ,, =(1-1,2)
_ ] — x=1

=—CPM,, =(0,1,-1
e =3 o =( ) =>meily=—4+p
C=(1L-4,5)em, 2=5-p

B. Hallamos el punto de corte de la mediana ma con mg.

X=-1+41
m,:qy=2-24
-1+A1=3-a A4+ Al=-a
z=3 A+ 1=-2 A=2
=12-2l=-4+a=>6-2l=a = =
X=3-a 6-21=2 21=-4
3=1+a 2=«
mg:qy=-4+a
=1+
x=-1+2=1
=>A1=2=>y=2-4=-2=P(1,-2,3)
z=3
Hallamos el punto de corte de la mediana ma con mc.
X=-1+1
m,:sy=2-24
§ Z—s ~1+4=1 A=2 A=2
1 =12-2A=-A4+[=>-21=-6=>-4=2-6=
X =
3=5- =2 =2
m.:qy=—4+4 p p p
2=5-p4
x=-1+2=1
=>A=2=4y=2-4=-2=|P(1,-2,3)
z=3

Coinciden las tres medianas en el mismo punto P(l, —2,3).
A este punto se le llama baricentro del triangulo.
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Ejercicio 4 [2.5 PUNTOS]

En un almacén, el peso de los contenedores sigue una distribucion normal con media 100 kg y

desviacion tipica 10 kg. Cada contenedor se carga individualmente en un montacargas, que tiene una

capacidad de 120 kg. Si el peso del contenedor supera dicha capacidad, salta una alarma.

Se coloca en el montacargas un contenedor escogido al azar.

A. [1,25 PUNTOS] Calcule la probabilidad de que salte la alarma.

B. [1,25 PUNTOS] Calcule cuél deberia ser la capacidad del montacargas para que la alarma salte
solo en un 1 % de las veces que cargamos un contenedor al azar.

X = Peso de un contenedor. X =N (100, 10)

A. Nos piden calcular P(X >120).

P(X >120) = {Tipificamos} = P( X100, 120_100} =P(222)=1-P(2<2)=

10 10

={Miramos en la tabla N(0,1)} =1-0.9772 =|0.0228

B. Nos piden calcular “a” para que P(X >a)=0.01

P(X >a)=0.01= {Tipificamos} = p| X 200, 37100} _4 5,
10 10

~p[z537199) _go11-p[2<27190) g1
10 10

= p(z < a—looj 0.99 Buscamos esta probabilidad
en la tabla N(0, 1)

a-100
= =233=a-100=23.3=|a=123.3k
T [2=123.3kg]

La capacidad del montacargas deberia ser de 123.3 kg para que salte la alarma solo el 1 % de las
VECes.
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Ejercicio 5 [2.5 PUNTOS]

. 2 3 -1 -3
Sean las matrices A= ,B= )
-1 -2 1 2

A. [0,5 PUNTOS] Compruebe que las matrices Ay B son regulares.

B. [0,5 PUNTOS] Calcule las matrices inversas de Ay B.

C. [0,75 PUNTOS] Despeje X en la ecuacién matricial AXB = A" — 3B en donde A' denota la matriz
traspuesta de A.

D. [0,75 PUNTOS] Calcule X.

A. Para que sean regulares su determinante debe ser no nulo.

2

-

3 -1 -3
_2‘=—4+3=—1¢O |B|=‘ ‘

=-2+3=1#0
1 2

Las matrices A y B son regulares (tienen matriz inversa)

B. Utilizamos la formula para el calculo de la inversa con adjuntos.

Al_Adj(AT)_Adj[:za _;j_[2 —3}2[2 3]

1 2 -1 -2

Bl:Adj(BT):Adj(—'é‘ 2)(2 3}

C. Despejamos X en la ecuacion.
AXB=A'-3B= A-AXB-B' = A’I(At —3B)B’1 = X = A’l(A‘ —BB)B’l

D. Sustituimos el valor de cada matriz y realizamos las operaciones indicadas.
. 2 -1 -1 -3 2+3 -1+49 5 8
3 2 1 2 3-3 -2-6 0 -8
1/ at L, (2 3)5 832 3 10 16-24\2 3
X =A"(A'-3B)B" = _
-1 -2){0 -8){-1 -1 -5 -8+16)|-1 -1
¥ = 10 -8)(2 3) (20+8 30+8) (28 38
-5 8J)l-1 -1) (-10-8 -15-8) |-18 -23

28 38}

La matriz buscada es X =
-18 -23

123 de 244 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EBAU junio 2022 Matemadticas Il en Cantabria Juan Antonio Martinez Garcia

Ejercicio 6 [2.5 PUNTOS]
Considere la funcion f (x)=x"™.
A.[1PUNTQ] Calcule lim f(x) y lim f(x)

X—>—00

B. [0,5 PUNTOS] Calcule la derivada primera de f(x).
C. [0,5 PUNTOS] Determine los extremos relativos de f(x).
D. [0,5 PUNTOS] Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x).

A. Comoe=2.71...>1 secumple que lime*=¢e" =+w.

Lo aplicamos en el calculo de los limites pedidos.

2
. . XS+ + DR
lim f(x): lim x%e™ = lim 2 = =2 = ™ _ |ndeter min acion(L Hopital) =

X—>+0 X—>+00 x—+0 @% @™ 4op

. 2X 4o e .2 2
= lim — =— = Indeter minacion(L"Hopital) = lim —X=—=@
X—>+00 e +(D X~>+ooe +(D

lim f(x)= lim x%™ = (o)’ -e"* = (+o0)(+0) = [+0]

B. f(x)=x%"= f'(x)=2xe™ +x% ™ (-1)=2xe* —x%”*
C. Igualamos a cero la derivada y obtenemos los puntos criticos.
x=0
f(x)=0=2xe™-x’e*=0=>xe*(2-x)=0=1<e*=0lm posible!
2-x=0=>x=2
Estudiamos el signo de la derivada antes, entre y después de estos dos valores.

e En (—oo, 0) tomamos x = -1y la derivada vale
f'(-1)=2(-1)e' —(-1)"¢' =—2e—e=-3e < 0. La funcién decrece en (—,0).

e En (0,2) tomamos x = 1 la derivada vale f(1)=2e"-1%e" = 211 0. Latuncion
e e e

crece en (0,2)
e En (2,+00) tomamos x = 3y la derivada vale f(3)=6e° -9~ =-3e™ <0. La funcién

decrece en (2,+)

La funcion sigue el esquema siguiente:

La funcién presenta un minimo relativo en x = 0 y un maximo relativo en x = 2.

Como f(0)=0%"=0y f(2)=2%" =;iz el minimo relativo tiene coordenadas (0,0) y el

maximo relativo (2,4/e2)

D. Los intervalos de crecimiento y decrecimiento se han estudiado en el apartado anterior.
La funcion decrece en (—o,0)(2,+0) ycrece en (0,2).
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Ejercicio 7 [2.5 PUNTOS]

Los puntos A= (2, 0, 0), B = (-1, 12, 4) son dos Vértices de un tridngulo. El tercer vértice se

4x+32=33

y=0

A. [1,5 PUNTOS] Calcule las coordenadas del tercer vértice C, sabiendo que la recta r es
perpendicular a la recta que pasa por los puntos Ay C.

B. [0,5 PUNTOS] Determine el angulo que forman los vectores AB y AC
C. [0,5 PUNTOS] Calcule el area del triangulo ABC.

encuentra en la recta r ={

A. Lasituacién planteada es la del dibujo.

B
A
90°
11
C
Hallamos el plano m perpendicular a la recta r y el punto C sera la interseccion del plano con la
recta.
X=t
4x+3z2=33 32 =33-4x zzﬁ—fx
= =>r= =>r= 3 3 =r=3y=0 =
y=0 y=0 y=0 4
z=11--t
3
— 4 — —
V= (1, 0, ——j —u, =3v, =(3,0,-4)
=>r: 3
P (0,0,11)

El plano perpendicular tiene como vector normal el director de la recta.

. =(3,0,-4) 7:3x—4z+D=0
=32-0+D=0=>D=-6=>7:3x-4z2-6=0

A= ( O)er | A=(200)ex

Hallamos el punto C de corte de plano y recta.

7:3X—472—-6=0
Xx=t
:>3t—4(11—ﬂtj 6=0=3t- 44+Et—6 0>
r=<y=0 3 3
z:ll—ﬂt
3
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X=6
:>9t—132+16t—18:0:>25t:150:>t:%:6:> y=0 = C(6,0,3)
2:11—56:3
3

B. Calculamos las coordenadas de los vectores y luego calculamos el &ngulo que forman usando el
producto escalar.

AB=(-112,4)-(2,0,0)=(-3,12,4)

}: COS(E,E)— AB -AC
AC =(6,0,3)~(2,0,0) = (4,0,3)

(-3.12,4)(4,0,3) 12412
J(3Y 122+ 428 0?5 65

0

cos(ﬁ, E) =0= (ﬁ E) =cos™ (0) =90°
Los vectores forman 90°, son perpendiculares.

C. El rea del triangulo ABC es la mitad del médulo del producto vectorial de AB y AC .

AB=(-3124)] . | 1M .
- — ABxAC=|-3 12 4|=36i+16]-48k-+9] = (36,25,-48)
AC =(4,0,3) 4 o 3

][ T e
2 2

Area ABC =

OTRA FORMA DE RESOLVER EL APARTADO C.

El angulo en el vértice A es de 90°, por lo que el triangulo es rectangulo y su area es la mitad de la
base (mddulo del vector AB) por la altura (la mitad del médulo del vector AC ).

_ ‘EHE\ B \/(—3)2 +122 4+ 42 47 402 + 3
==

2

AB =(-3,12,4)

AC =(4,0,3)

} = Area ABC

Area ABC =

J169-4/25 65
2

— =325u°
2
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Ejercicio 8 [2.5 PUNTOS]

En una urna hay 4 bolas, una de ellas es blanca y las otras tres negras. Sacamos una bola al azar y

sin devolverla a la urna sacamos una segunda bola también al azar.

A. [1 PUNTO] Calcule la probabilidad de que las dos bolas extraidas sean de distinto color.

B. [1 PUNTO] Calcule la probabilidad de que las dos bolas extraidas sean del mismo color.

C. [0,5 PUNTOS] Calcule la probabilidad de sacar una bola negra en la segunda extraccion, si
sabemos que la primera bola fue negra.

Hacemos un diagrama de arbol.

23 BLANCA

12 BLANCA Hleajit 5@

P(B1) = 1/4 2° NEGRA

P(N2/B1) = 1

Dos extracciones

sin
reemplazamiento 22 BLANCA

10 NEGRA P(B2/N1) = 1/3

i 22 NEGRA

P(N2/N1) = 2/3

He llamado B1 a “Sacar bola blanca en 1? extraccion”, N1 a “Sacar bola negra en 1* extraccion”,
B2 a “Sacar bola blanca en 2% extraccion” y N2 a “Sacar bola negra en 2* extraccion”.

A. Es la probabilidad de sacar blanca primero y negra después o negra primero y blanca despues.

P (Las dos bolas de distinto color) = P(B1nN2)+P(N1nB2)=

- P(BYP(N2/ B+ P(NYP(B2/N1) =L+ -5 =7+ 1=

N

B. Como es el suceso contrario del suceso planteado en el primer apartado tenemos que:

P(Las dos del mismo color) =1- P (Las dos bolas de distinto color) =1—% = %

C. Esta probabilidad esta indicada en el diagrama de arbol. Al sacar una bola negra en la primera
extraccion nos quedan en la urna 1 bola blanca y 2 bolas negras y aplicando la regla de Laplace

tenemos que P(N2/N1)= %:0.66
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U‘ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL

ACCESO A LA UNIVERSIDAD
UMNIVERSIDAD

DE CANTABRIA LOMCE — JULIO 2021
MATEMATICAS II

INDICACIONES AL ALUMNO

1. Debe escogerse solo cuatro ejercicios elegidos entre los ocho de que consta el examen.

2. Si realizan mas de cuatro ejercicios sélo se corregiran los cuatro primeros, segun el orden que aparecen
resueltos en el cuadernillo de examen.

3. Debe exponerse con claridad el planteamiento de la respuesta o el método utilizado para su resolucion.
Todas las respuestas deben ser razonadas.

4. Entre corchetes se indica la puntuacion maxima de cada apartado.

5. No se permite el uso de calculadoras graficas ni programables. Tampoco esta permitido el uso de
dispositivos con acceso a Internet.

Ejercicio 1 [2.5 PUNTOS]

Ax+3y =31

dependiente del parametro 1.
3X+y=3

Considera el sistema de ecuaciones {

1) [1 PUNTO] Determina para qué valores de 1 el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvelo en
ese caso.

2) [1 PUNTO] Determina para qué valores de A el sistema tiene solucion unica y resuélvelo en ese
caso, expresando la solucion en funcion del parametro A si es necesario.

3) [0.5 PUNTOS] Determina para que valores de / el sistema no tiene solucion.

Ejercicio 2 [2.5 PUNTOS]
Considera la funciéon f(x) = eix .

1) [0.5 PUNTOS] Calcula la derivada primera.
2) [0.5 PUNTOS] Halla los intervalos de crecimiento, y/o decrecimiento.

3) [0.5 PUNTOS] Halla la ecuacidn de la recta tangente a la grafica de f(x) en el punto x = 2.
4) [1 PUNTO] Calcula lim f (x)

X—»00

Ejercicio 3 [2.5 PUNTOS]

Considera los puntos A=(1,1,0),B=(0,1,1), C=(-1,0, 1) y el origen de coordenadas O.
1) [0.75 PUNTOS] Calcula la ecuacion del plano, I1, que contiene a los puntos A, By C.

2) [0.25 PUNTOS] Comprueba que el origen de coordenadas, O, esta contenido en el plano IT.
3) [0.5 PUNTOS] Comprueba que AB es paralelo a oC y que AO es paralelo a BC.

4) [L PUNTOQ] Calcula el area del paralelogramo ABCO.
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Ejercicio 4 [2.5 PUNTOS]

Una determinada especie de aves siempre pone dos huevos, pero a la madre solo le es posible
alimentar a un polluelo, el mas fuerte de los dos. El polluelo del huevo que primero eclosiona tiene
un 60% de probabilidad de ser el superviviente, mientras que el polluelo del huevo que eclosiona en
segundo lugar tiene una probabilidad de sobrevivir del 30%.

1) [1.25 PUNTOS] Calcula la probabilidad de que un polluelo cualquiera sea el superviviente, si no
sabemos si eclosiono en primer lugar o en segundo lugar su huevo.

2) [1.25 PUNTQOS] Calcula la probabilidad de que un ave adulta de dicha especie proceda de un huevo
eclosionado en segundo lugar.

Ejercicio 5 [2.5 PUNTOS]

) ., .. 2 )
Considera la ecuacion matricial XA — 2X = A, en donde Az( 2] , siendo a una constante real.
a

1) [0.5 PUNTOS] Estudia el rango de A en funcion del parametro a.

2) [0.25 PUNTOS] Indica para que valores se puede calcular la inversa de A.
3) [0.75 PUNTOS] Despeja X de la ecuacion matricial.

4) [1 PUNTO] Calcula X paraa = 2.

Ejercicio 6 [2.5 PUNTOS]
Considera la funcion f (x)=-x*+4x.

1) [0.25 PUNTOS] Calcula la derivada de f(x).
2) [0.75 PUNTOS] Halla los intervalos de crecimiento y/o decrecimiento de f(x).
3) [0.5 PUNTOS] Calcula una primitiva de f(x).

4) [1 PUNTO] Calcula el area del recinto limitado por f(x), las rectas x = 1, x = 3 y el eje OX de
abscisas.

Ejercicio 7 [2.5 PUNTOS]
X=3-1
Considera los puntos A=(2,1,5),B=(3,4,1)ylarectar=qy=4-31
z=1-44

1) [0.5 PUNTOS] Calcula la ecuacion de la recta, r', que pase por Ay B

2) [1 PUNTO] Determina la posicion relativa de las rectas ry r'.
3) [1 PUNTO] Calcula el area del tridngulo de vértices A, B y el origen de coordenadas.

Ejercicio 8 [2.5 PUNTOS]

En una determinada poblacion de adultos sanos, la concentracion media de colesterol en sangre sigue
una distribucion normal con media 190 mg/dl y desviacion tipica 30 mg/dl. Un nivel elevado de
colesterol puede indicar posibles problemas de salud.

1) [1.25 PUNTOS] Calcula la probabilidad de que un adulto sano de la poblacion tenga un nivel de
colesterol superior a 250 mg/dl.

2) [1.25 PUNTOS] Calcula qué nivel de colesterol solo superan el 1% de adultos sanos de dicha
poblacion.
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SOLUCIONES

Ejercicio 1 [2.5 PUNTOS]

Ax+3y =31

3X+y=3

1) [1 PUNTO] Determina para qué valores de 1 el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvelo en
ese caso.

2) [1 PUNTO] Determina para qué valores de A el sistema tiene solucion tnica y resuelvelo en ese

caso, expresando la solucion en funcion del pardmetro A si es necesario.
3) [0.5 PUNTOS] Determina para qué valores de A el sistema no tiene solucion.

Considera el sistema de ecuaciones { dependiente del parametro A .

1) Comprobamos cuando el determinante de la matriz de coeficientes es nulo.

A3

A= =27-9

|A=0=22-9=0=2=9=43

+3y =

9
, lo resolvemos:
+y=3

9x
Para A =3 el sistema queda {3)(

Ecuacion 12 — 3 - Ecuacion 22
9x +3y =9

0=0
-9x -3y =-9 :>{ = 3X+y=3=>y=3-3X

{9x+3y:9
3x+y=3
0 0 =0 X+

=
3X+y=3

Nueva ecuacion 12

Soluciones: x=t; y=3-3t, teR

El sistema tiene infinitas soluciones para 4 =3

2) El sistema tiene solucion unica para cualquier valor de A distinto de 3 y de —3
Ya que el determinante de A es no nulo y por lo tanto su rango es 2 al igual que el de la matriz
ampliada y el nimero de incégnitas.

Ax+3y =31 [A*x+3y=32
{ 4 :{ W= Jox+3(3-3X) =3 = 42X +9-9x =31 =

3x+y=3 y =3-3x
3
:>/12x—9x:3/1—9:>x(/12—9) 31-9=x 3’} 9 M 3 -
A"-9 Miﬁ% A+3
—y=3-3 3 5, 9 _31+9-9_ 3
A+3 A+3  A+3  A+3
T 31
Solucién: x=——; y=
A+3 A+3
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. 9x+3y=-9 .
3) Para A =-3 el sistema queda , iIntentamos resolverlo.
3X+y=3

Ecuacién 12 — 3 - Ecuacion 22

9x +3y =-9
9x+3y=-9 0=-18
= -9x -3y =-9 = = jIMPOSIBLE!
3X+y=3 5 5 T 3X+y=3

Nueva ecuacion 12

El sistema no tiene solucion para A =-3.
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Ejercicio 2 [2.5 PUNTOS]

Considera la funcion f(x) = X

1) [0.5 PUNTOS] Calcula la derivada primera.

2) [0.5 PUNTOS] Halla los intervalos de crecimiento, y/o decrecimiento.

3) [0.5 PUNTOS] Halla la ecuacion de la recta tangente a la gréafica de f(x) en el punto x = 2.
4) [1 PUNTO] Calcula lim f (x)

X—>00

1-x

X

1) f(x)=eiX= xe = f'(x)=e"—xe"=e"(1-x)= .

2) lgualamos a cero la derivada y buscamos sus puntos criticos.
f '(x):0:>1_—XX=O:>1—x=0:>x=1
e

Valoramos el signo de la derivada antes y después de x = 1.

e En (—o0,1) tomamos x = 0 y la derivada vale f "(0)= 1_00 =1>0. La funcion crece en
e
(—oo,l).
. , 1-2 1 .,
e En (1,+c0) tomamos x = 2y la derivada vale f '(2)==--=-—-<0. La funcién decrece
e e

en (1,+0).

La funcion crece en (—oo,1) y decrece en (1,+%).

3) La recta tangente a la gréafica de f(x) en el punto x = 2 tiene ecuacién y— f (2)= f (2)(x—2)

y—f(2)=1"(2)(x-2)
2 - 1 2 1 4
f(2):e—2 :>y——2=—2(X—2):>y——2——e—2X+e—2:> y=—e—2X+e—2
. -1
F(2)=2

4) Calculamos por separado los limites cuando x = +coy el limite cuando x = —co.

lim f(x)=lim X — 2 _ Indeter min acion(L"Hopital) = lim 1.1 =—=0

X—>+0 x—+0 @8 oo x—+0 @8 @™ 4p

lim £ (x)= lim == lim xe™ = (~o0)e™ = (—a0)(+a0) =

X—>—00 X—>—00 e X—>—00
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Ejercicio 3 [2.5 PUNTOS]

Considera los puntos A=(1,1,0),B=(0,1,1), C=(-1,0, 1) y el origen de coordenadas O.
1) [0.75 PUNTOS] Calcula la ecuacion del plano, I1, que contiene a los puntos A, By C.

2) [0.25 PUNTOS] Comprueba que el origen de coordenadas, O, esta contenido en el plano I1.

3) [0.5 PUNTOS] Comprueba que AB es paralelo a OC y que AO es paralelo a BC .
4) [1 PUNTOQ] Calcula el area del paralelogramo ABCO.

1) El plano que contiene a los puntos A, B y C tiene como vectores directores AB y AC .

u=AB=(0,11)-(110)=(-10,1) x-1 y-1 z
M=v=AC=(-101)-(110)=(-2-11)=>II=|-1 0 1=0=
A(LL0) Il 2 -1 1

= -2Yy+2+2+y-1+x-1=0=|[I=x-y+2=0

2) ¢0(0,0,0)eM?
:0(0,0,0)eT1?

=¢0-0+0=07 SN
[M=x-y+z=0

3) Para que sean paralelos deben ser proporcionales sus coordenadas.
AB=(-10,1) -1 0 1
. =>—=—==
OC =(-1,0,1)-(0,0,0)=(-10,1) 1

-1 0
Son iguales los vectores AB y OC .

Para que sean paralelos deben ser proporcionales sus coordenadas.
AO =(0,0,0)-(11,0)=(~1-1,0) }:__1 10
BC=(-1,01)-(0,11)=(-1-10)] -1 -1 0
Son iguales los vectores AO y BC .

4) El area del paralelogramo ABCO es el modulo del producto vectorial de AB y AO.
A

Tk e )J.B
ABxAO=|-1 0 1|=(1-11)
-1 -1 0

o 4).(

Area ABCO = [AB x AD| = \I* +(~1)° +1° =|\B U’
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Ejercicio 4 [2.5 PUNTOS]

Una determinada especie de aves siempre pone dos huevos, pero a la madre solo le es posible
alimentar a un polluelo, el mas fuerte de los dos. El polluelo del huevo que primero eclosiona tiene
un 60% de probabilidad de ser el superviviente, mientras que el polluelo del huevo que eclosiona en
segundo lugar tiene una probabilidad de sobrevivir del 30%.

1) [1.25 PUNTOS] Calcula la probabilidad de que un polluelo cualquiera sea el superviviente, si no
sabemos si eclosiono en primer lugar o en segundo lugar su huevo.

2) [1.25 PUNTQOS] Calcula la probabilidad de que un ave adulta de dicha especie proceda de un huevo
eclosionado en segundo lugar.

Suponemos que hay una probabilidad del 50 % de nacer en primer o segundo lugar.

No sobrevive
No sobrevive

Llamamos H1 = “Ser el primer huevo”, H2 = “Ser el segundo huevo”.

Supervivencia

en el nido

Llamamos S = Sobrevivir, S = No sobrevivir

1) Aplicamos el teorema de la probabilidad total

P(Sobrevivir) = P(S)=P(H1)P(S/H1)+P(H2)P(S/H2)=

=0.5-06+0.5-0.3=|0.45=45%

2) Nos piden calcular P(H 2/ S) . Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de Bayes.

(H2nS) P(H2)P(S/H2) 05-03 |1

P
P(H2/8)= P(S) P(S) 045 =370
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Ejercicio 5 [2.5 PUNTOS]

a -2
1) [0.5 PUNTOS] Estudia el rango de A en funcién del parametro a.
2) [0.25 PUNTOS] Indica para que valores se puede calcular la inversa de A.

3) [0.75 PUNTOS] Despeja X de la ecuacion matricial.
4) [L PUNTOQ] Calcula X para a = 2.

. ., .. 2 )
Considera la ecuacion matricial XA—2X = A, en donde A=( j , siendo a una constante real.

1) El rango de A puede ser 2, 1 0 0.
Calculamos su determinante para saber cudndo es 2 su rango.

2 -1
A= ‘:—4+a
a -2

|Al=0=-4+a=0=a=4

Cuando a es distinto de 4 el determinante es no nulo y el rango de A es 2.

Cuando a = 4 estudiamos el rango de A.

4 -2
El rango de A es 2 si a es distinto de 4 y el rango es 1 si a = 4.

2 -1
A=( ] El rango es 1 pues hay un elemento no nulo.

2) La inversa de A existe cuando su determinante es no nulo y por lo visto antes ocurre cuando “a”
es distinto de 4.

3) XA—2X:A:X(A—2I):A
2 -1 10 0 -1
A-2l = -2 =
a -2 0 1 a -4
0 -1
a

|A—2I|:‘ =a

Si a=0 existe la inversa de A—2 | y puedo seguir despejando en la ecuacion matricial.

XA-2X = A= X (A-21)=A=|X = A(A-21)"

-1

2 0 -1
Sia=0entonces A= (0 ] y A-2l = (0 4] , lo sustituimos en la ecuacion e intentamos

despejar.

XA-2X = A= X (A-21)=A 0=2

b = a b)o -1 2 -1 = ilmposible!
x:[a dj ¢ dlo -4 o 27, HmPosE
C

2 -1 0 -1
4) Para a = 2 existe la inversa de A — 2. Nos queda A= (2 2], A-21 = (2 4)

Calculamos la inversa de A — 2I.
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0 -1
|A—2H:‘ ‘ZZiO
2 4

A-21)" = = - = -
(A=21) |A-21] 2 2l-2 0) (-1 o0

. Adi((A-21)) Adj(—ol —24j 1(—4 1)_(—2 1/2]

Usamos la inversa hallada para el célculo de X.

SR e e

www.ebaumatematicas.com
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Ejercicio 6 [2.5 PUNTOS]

Considera la funcion f (x)=-x+4x.

1) [0.25 PUNTOS] Calcula la derivada de f(x).

2) [0.75 PUNTOS] Halla los intervalos de crecimiento y/o decrecimiento de f(x).
3) [0.5 PUNTOS] Calcula una primitiva de f(x).

4) [1 PUNTO] Calcula el area del recinto limitado por f(x), las rectas x = 1, x = 3 y el eje OX de
abscisas.

1) f(x)=—x"+4x= f(x)=-2x+4
2) f(x)=0=>-2x+4=0=>x=2

Estudiamos el signo de la derivada antes y después de x = 2.

e En (—0,2) tomamos x = 0y la derivada vale f (0)=-0+4=4>0. La funcién crece en

(—00,2).
e En (2,+00)tomamos x = 3y la derivada vale f (3)=—6+4=-2<0. La funcién decrece
en(2,+oo).

La funcion crece en (—oo,2) y decrece en (2,+o).

3) Calculamos la integral de f(x).

3
F(x)zjf(x)dx:J‘—x2+4xdx=—X€+2x2+K

Si reemplazamos K por el valor 0 tendremos una primitiva de la funcion f(x) como
3

F(x)=—%+2x2.

4) Vemos cuando la funcion corta el eje OX.

(x)=—x*+4x

f x=0
y=0

=X +4x=0=x(—x+4)=0=
—X+4=0=>x=4

Ninguno de los valores de corte pertenecen al intervalo (1, 3) por lo que el area del recinto limitado
por f(x), las rectas x = 1, x = 3 y el eje OX de abscisas se calcula con la integral definida entre x =

1y x = 3def(x).
X3 ’ 3’ 1°
= -=+2x*||=| -=+2-3 |-|-=+2
3 A 3 3

Area = =|=—==7.33u°

3
I—xz + 4xdx
1
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Ejercicio 7 [2.5 PUNTOS]
X=3-1
Considera los puntosA=(2,1,5),B=(3,4,1)ylarectar=qy=4-31
z=1-44

1) [0.5 PUNTOS] Calcula la ecuacion de la recta, r’, que pase por Ay B
2) [1 PUNTO] Determina la posicion relativa de las rectas ry r'.

3) [1 PUNTO] Calcula el area del tridngulo de vértices A, B y el origen de coordenadas.

1) Larecta que pasa por A y B tiene como vector director AB.

v, = AB=(341)-(215)=(13-4)]  |\T5T¢
=>r=3y=1+3a
A(2,1,5)er S5y
2) Comparamos los vectores directores de ambas rectas.
X :3—/1 {E :(_1, _3’ _4)
r=<y=4-31=
s_1_4; (B(34D)er
-1 -3 -4
=>—=—%—
_s 1 3 -4
] X=~74+ V—r> :(1’3’ _4)}
r=qy=1+3a = .
o5 4, M2L5)er

Las coordenadas de los vectores directores no son proporcionales y las rectas no son ni paralelas
ni coincidentes.

Como la recta r pasa por el punto B y la recta r” también, pues la hemos hallado para que pase por
B, ambas rectas se cortan en el punto B(3, 4, 1).

Las rectas r y r” se cortan en el punto B.

3) El 4rea del triangulo es la mitad del médulo del producto vectorial de los vectores AB y AO.

AB=(13,-4) , [ABxA0| 4|' ] “
o = Area ABO="———"== 3 4
AO =(0,0,0)-(2,1,5) = (-2,-1,-5) 2 2, 4 5

Area ABO = 1\(—19,13, 5) = 1\/(—19)2 113245 =Y g7 772
2 2 2
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Ejercicio 8 [2.5 PUNTOS]

En una determinada poblacion de adultos sanos, la concentracion media de colesterol en sangre sigue
una distribucion normal con media 190 mg/dl y desviacion tipica 30 mg/dl. Un nivel elevado de
colesterol puede indicar posibles problemas de salud.

1) [1.25 PUNTOS] Calcula la probabilidad de que un adulto sano de la poblacion tenga un nivel de
colesterol superior a 250 mg/dl.

2) [1.25 PUNTOS] Calcula qué nivel de colesterol solo superan el 1% de adultos sanos de dicha
poblacién.

X = Concentracion de colesterol en sangre medida en mg/dl. X = N(190, 30)

1) P(X >250)={Tipificamos} = P(z >wj

=P(Z>2)=..

02 - 0 ' 02

..=1-P(Z <2)={Miro en la tabla N(0,1)} =1-0.9772 =[0.0228

2) Llamamos “a” al nivel de colesterol para el cual P(X >a)= L 0.01.

a-190

P(X >a)=0.01= P(Z> j=0.01:>

a-190

:>1—P£ZS ij.Ol:

a-190

:P(ZS ]:0.99:

a-190

= {Miro en la tabla N(0,1)} = =2.325=

= a-190=69.75=|a=259.75

El nivel de colesterol deberia ser 260 mg/dl
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INDICACIONES AL ALUMNO

1. Debe escogerse solo cuatro ejercicios elegidos entre los ocho de que consta el examen.

2. Si realizan mas de cuatro ejercicios sélo se corregiran los cuatro primeros, segun el orden que aparecen
resueltos en el cuadernillo de examen.

3. Debe exponerse con claridad el planteamiento de la respuesta o el método utilizado para su resolucién.
Todas las respuestas deben ser razonadas.

4. Entre corchetes se indica la puntuacion maxima de cada apartado.

5. No se permite el uso de calculadoras graficas ni programables. Tampoco esta permitido el uso de
dispositivos con acceso a Internet.

Ejercicio 1 [2.5 PUNTOS]

. 6) —sin(0
Considera el vector v=| | = ,veR? ,ylamatriz de rotacion R(6)= C?S( ) —sin(6) |
y) 0 sin(0) cos(0)

1) [0.5 PUNTOS] Comprueba para 9=% que R(#)-v rota el vector v un dngulo & en sentido
antihorario.
2) [0.5 PUNTOS] Comprueba para 9:% que RZ(Q)-V rota el vector v un angulo 26 en sentido

antihorario.
3) [0.5 PUNTOS] Comprueba que la matriz R(49) es invertible para cualquier valor de 4.

4) [1 PUNTO] Calcula la matriz inversa de R(&) y comprueba que R™(8)=R(-0) .

Ejercicio 2 [2.5 PUNTOS]
Considera la funcion f (x)=x*

1) [0.5 PUNTOS] Determina la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f(x) en el punto de abscisa
x = 1. Llamaremos a dicha recta g(x).

2) [0.5 PUNTOS] Calcula el area de la region limitada por las rectas g(x), x = % x=1yelejeOX

de abscisas.
3) [0.5 PUNTOS] Halla una primitiva F(x) de la funcion f(x).
4) [1 PUNTOQO] Calcula el area de la region limitada por la gréafica de la funcion f(x), y las rectas g(x),

X==.
2

Ejercicio 3 [2.5 PUNTOS]

Se dispara un misil en linea recta desde el punto A = (1, 2, 8) hacia la posicion de la base enemiga

B=(34,0).

1) [0.5 PUNTOS] Calcula la ecuacion de la recta que contiene la trayectoria del misil.

2) [0.5 PUNTQOS] Calcula el punto en el que el misil cruza el plano z = 4.

3) [0.5 PUNTOS] Calcula la distancia que recorre el misil desde que se lanza hasta que impacta en
B

4) [1 PUNTOQO] Calcula un vector perpendicular a los vectores OB y AB .
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Ejercicio 4 [2.5 PUNTOS]

La testosterona es una hormona que se produce en el cuerpo de los hombres. En ciclismo la

testosterona puede utilizarse como sustancia dopante, de forma que niveles elevados se consideran

ilegales. En una poblacion dada, la concentracion de testosterona en sangre para un hombre adulto

que no se haya dopado, sigue una distribucion normal con media 600 ng/dl, y desviacion tipica 200

ng/dl.

1) [1.25 PUNTOS] Calcula la probabilidad de que un ciclista presente mas de 1000 ng/dl de
testosterona en sangre sin haberse dopado.

2) [1.25 PUNTOS] ¢Qué nivel de testosterona elegirias como limite en un control antidopaje, para
que la probabilidad de acusar a un inocente sea de 1 entre 1000?

Ejercicio 5 [2.5 PUNTOS]

: : : Ax—y=1 : .
Considera el sistema de ecuaciones: y dependiente del parametro A .
4Xx—Ay=21-2
1) [1 PUNTOQO] Determina para qué valores de A el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvelo en

€Se Caso.

2) [0.5 PUNTOS] Determina para qué valores de A el sistema tiene solucion tnica y resuélvelo en
ese caso, expresando la solucion en funcidon del parametro A si es necesario.

3) [1 PUNTOQO] Determina para qué valores de A el sistema no tiene solucion.

Ejercicio 6 [2.5 PUNTOS] En una poblacion, la proporcion de personas infectadas por una
determinada enfermedad en funcion del tiempo, I(t), viene dada por Ila funcion

ke  sit<l
| (t) = 2 , siendo k una constante real, t el tiempo en afios desde el inicio de la epidemia
si t>1
3t? +1

yt =1 elinicio de la vacunacion.
1) [0.75 PUNTQOS] Calcula el valor de k para que I(t) sea continua.
2) [0.75 PUNTOS] Calcula la proporcion de personas infectadas cuando t—oo.

3) [0.5 PUNTOS] Calcula la velocidad de crecimiento de I(t) para el instante t =

N |-

4) [0.5 PUNTOS] Calcula la velocidad de crecimiento de I(t) para el instante t = 2.

Ejercicio 7 [2.5 PUNTOS]

Considera el plano 77 = 2x + 3y —4z=10y los puntos A= (1, 2, 1), B= (2, 3, 3).

1) [0.5 PUNTOS] Halla la ecuacion de la recta que pasa por los puntos Ay B.

2) [0.25 PUNTOS] Halla el vector normal del plano IT.

3) [0.75 PUNTOS] Determina la posicion relativa del plano IT, y la recta que pasa por los puntos A 'y
B.

4) [1 PUNTO] Halla la ecuacion del plano paralelo a IT que contiene al punto A.

Ejercicio 8 [2.5 PUNTOS]

En ajedrez, la mitad de las partidas se juegan con piezas blancas y la otra mitad con negras. Un

determinado jugador gana el 40% de las partidas oficiales que juega con blancas y el 30% jugando

con negras.

1) [1.25 PUNTOS] Calcula la probabilidad de que gane una partida concreta si no sabemos con qué
piezas jugara.

2) [1.25 PUNTOS] Calcula la probabilidad de que haya jugado con blancas una partida concreta,
sabiendo que ha ganado.
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SOLUCIONES

Ejercicio 1 [2.5 PUNTOS]
1

Considera el vector v = (X] =[
y 0

j, veR? ,y la matriz de rotacién R(0) :(

cos(6) —sin(6)

sin(@) cos(6) |

1) [0.5 PUNTOS] Comprueba para 9=% que R(6)-v rota el vector v un angulo ¢ en sentido
antihorario.

2) [0.5 PUNTOS] Comprueba para ¢9=% que R2(49)-v rota el vector v un angulo 26 en sentido

antihorario.
3) [0.5 PUNTOS] Comprueba que la matriz R(¢9) es invertible para cualquier valor de 4.

4) [1 PUNTO] Calcula la matriz inversa de R(6) y comprueba que R™(8)=R(-6) .

COS@ _Si”@ {0 —1]

1) Si 0 == entonces R(ij =
2 2

ofz) o

EERIEY e
(o SaH) e

3) Calculamos su determinante y vemos que no se anula.

R ~finio) o

La matriz R(49) tiene inversa para cualquier valor de 6.

=cos’(0)+sin’(6)=1=0
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4) Calculamos la inversa y hacemos la comparacion utilizando las propiedades de las razones
trigonométricas.

_Adi(R(6) Adj(“ﬂ) il'liiiﬂ(%s@ )

R(0)= - 1 —sin(@) cos(0)

R(O)

cos(—0) —sin(-6)

") o) |

Se cumple que R™(9)=R(-6).

{cos(—m:cos(e) H cos (0) sin(@)}

sin(-0)=-sin(@)| (-sin(8) cos(6)

143 de 244 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EBAU junio 2021 Matemadticas Il en Cantabria Juan Antonio Martinez Garcia

Ejercicio 2 [2.5 PUNTOS]

Considera la funcion f(x) =x?

1) [0.5 PUNTOS] Determina la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f(x) en el punto de abscisa
x = 1. Llamaremos a dicha recta g(x).

2) [0.5 PUNTOS] Calcula el area de la region limitada por las rectas g(x), x = % x=1yeleje OX

de abscisas.
3) [0.5 PUNTOS] Halla una primitiva F(x) de la funcion f(x).
4) [1 PUNTOQO] Calcula el area de la region limitada por la grafica de la funcién f(x), y las rectas g(x),

X==.
2

1) La ecuacion de la recta tangente a la grafica de f(x) en el punto de abscisa x = 1 tiene ecuacion
y—f@)=f"@®(x-1).

f)=12=1

= y-1=2(x-1)=> y=2x-2+1=y=2x-1
fX)=x=>f"X=2x=>f"N=2

Larectaes g(x) =2x-1

2) Dibujamos la region

x |g(x)=2x-1 g(x)=2x—1
1/2 0
1 1

Esta region es un
triangulo de base 0.5y
altura 1.

r\.a"—‘

Su area es

E- = 0.25 u2
2

3) F(x):jf(x)dx:jx%x:’gm
X3

Una primitiva puede ser tomando K =0 > F(x)= 3

4) Vemos donde se cortan las funciones.

f(x)=x*
g(x)=2x-1{ = x> =2x-1=>x* -2x+1=0=>x =

9(x)=f(x)
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El &rea es el valor absoluto de la integral definida entre 0.5y 1 de la diferencia de las dos
funciones.

1 1 3 1
Area:sz—(2x—1)dx:jx2—2x+1dx:[%—x2+x} =

1/2 12 1/2

3 3 _ _
= 1——12+1 |95 -05%+05 :1—%—0.2&1 0.125-0.75 _ i=0.042u2
3 3 3 3 24

3

f()=x

t~J|'—'

2(x)=2x-1
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Ejercicio 3 [2.5 PUNTOS]

Se dispara un misil en linea recta desde el punto A = (1, 2, 8) hacia la posicion de la base enemiga

B=(340).

1) [0.5 PUNTOS] Calcula la ecuacién de la recta que contiene la trayectoria del misil.

2) [0.5 PUNTQOS] Calcula el punto en el que el misil cruza el plano z = 4.

3) [0.5 PUNTOS] Calcula la distancia que recorre el misil desde que se lanza hasta que impacta en
B

4) [1 PUNTOQ] Calcula un vector perpendicular a los vectores OB y AB.

1) r={y=4+2t

v, = AB =(3,4,0)-(1,2,8)=(2,2,-8) x=3+at
=
B:(3,4,0)er 7 —_gt

2) Hallamos el punto de corte de recta y plano.

1
=342/ —-=|=2
Xx=3+2t X=3+ ( zj
r=<y=4+2t
y :>—8t:4:>t:i:—l:> y=4+2 1 =3
z=-8t -8 2 2
Plano=z = 4 z:—8(—%]:4

El misil cruza el plano en el punto P(2,3,4).

3) Esa distancia es el modulo del vector que une ambos puntos.

AB=(3,4,0)-(1,2,8)=(2,2,-8)
Distancia de Aa B :‘ﬁ‘ = \/22 +2? +(—8)2 =72 =

4) Un vector perpendicular es el producto vectorial de ambos vectores.

OB =(3,4,0)

k
0|=-32i+24] -2k =(-32,24,-2)
AB =(2,2,-8)

-8

N B

i
}SO_B.XE= 3
2

Un vector perpendicular a OB y AB es u =(-32,24,-2)
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Ejercicio 4 [2.5 PUNTOS]

La testosterona es una hormona que se produce en el cuerpo de los hombres. En ciclismo la
testosterona puede utilizarse como sustancia dopante, de forma que niveles elevados se consideran
ilegales. En una poblacion dada, la concentracion de testosterona en sangre para un hombre adulto
que no se haya dopado, sigue una distribucion normal con media 600 ng/dl, y desviacion tipica 200
ng/dl.

1) [1.25 PUNTOS] Calcula la probabilidad de que un ciclista presente mas de 1000 ng/dl de
testosterona en sangre sin haberse dopado.

2) [1.25 PUNTOS] ¢Qué nivel de testosterona elegirias como limite en un control antidopaje, para
que la probabilidad de acusar a un inocente sea de 1 entre 1000?

X = Concentracidn de testosterona en sangre para un hombre adulto que no se haya dopado.
X =N(600, 200)

1) P(X >1000) = {Tipificamos} = P(Z >%J =P(Z2>2)=..

..=1-P(Z <2)={Miro en la tabla N(0,1)} =1-0.9772 =[0.0228

2) Llamamos “a” al nivel de testosterona para el cual P ( X > a) = LO =0.001.

P(X >a)=0.001=P|Z> a-000 :0.001:>1—P(Z < al_600j=0.001:>
0 200
= P[Z < a;;gojzo.ggg:» {Miro en la tabla N(0,1)} = 22290 _ 31,

= a—600=620=|a=1220

El nivel de testosterona deberia ser 1220 ng/dl
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Ejercicio 5 [2.5 PUNTOS]

. : : Ax—y=1 : .
Considera el sistema de ecuaciones: y dependiente del parametro A .
4Xx—Ay=21-2
1) [1 PUNTO] Determina para qué valores de A el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvelo en

€se Caso.

2) [0.5 PUNTOS] Determina para qué valores de A el sistema tiene solucion tnica y resuélvelo en
ese caso, expresando la solucion en funcion del parametro A si es necesario.

3) [1 PUNTO] Determina para qué valores de A el sistema no tiene solucion.

. ) ) .. A -1
El sistema tiene matriz de coeficientes A= (4 /J

. . A -1 1
Y la matriz ampliadaes A/B = (4 j

—A 24-2
|A|=‘/1 _1‘=—12+4
4 -2

A=0=-2+4=0= 2 =4= A=4=12
Analizamos tres situaciones distintas.

CASO 1l A#2yA#-2
En este caso el determinante de la matriz A es no nulo y su rango es 2, al igual que el rango de
A/B e igual que el nimero de incognitas. El sistema tiene una unica solucion.
Utilizamos Cramer para resolverlo.

1 -1
X:Lz—z —J:—%+22—2: A-2 =2 |
‘z —w —A'44 AT+ A (D) (A+2) |22
4 -2
A1
_J4 21—2«_212—21—4_ 2(2-2-2) 2(2+1)(2~7) [22-2
B ‘,1 —1‘ S A+h —(2-2)(A+2) —(3-7)(A+2) [A+2
4 -2
CASO 2. 1=2

2
La matriz A queda A= (4 j y su determinante se anula, el rango de A es 1.

2 -1

La matriz A/B queda A/B = (4 )

1 . .
2) que tiene rango 1 pues la columna 3?2 es proporcional

alal2
El rango de Ay el de A/B es 1, menor que el nimero de incognitas (2). El sistema tiene infinitas
soluciones.

2x—-y=1 2x—-y=1 X=t
=>2X-y=1l=2y=2x-1= teR

= )
4x-2y=2 2x—y=1 y=2t-1

CASO 3. A1=-2
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-2 ]
La matriz A queda A=( 4 2 ] y su determinante se anula, el rango de A es 1.

-2 -1

La matriz A/B queda A/B =
4 2 -6

] que tiene rango 2 pues el menor que resulta de

1
=6-2=4=0.

quitar la columna 12 tiene determinante no nulo -

Elrango de A es 1y el de A/B es 2, como los rangos son distintos el sistema no tiene solucion.
Escribo las respuestas a las preguntas del ejercicio.

1) Para A =2 el sistema tiene infinitas soluciones.
Las soluciones son x=t; y=2t—1 siendo teR

2) Para 12y A =-2 el sistema tiene solucion Unica.
-1 —21-2
ey=
A+2 A+2

Las soluciones son x =

3) Para A =-2 el sistema no tiene solucion.
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Ejercicio 6 [2.5 PUNTOS] En una poblacién, la proporcion de personas infectadas por una
determinada enfermedad en funcion del tiempo, I(t), viene dada por la funcion

ke sit<l
I(t)=1 ¢2 , siendo k una constante real, t el tiempo en afios desde el inicio de la epidemia
si t>1
3t° +1
y t =1 el inicio de la vacunacion.

1) [0.75 PUNTQOS] Calcula el valor de k para que I(t) sea continua.
2) [0.75 PUNTOS] Calcula la proporcion de personas infectadas cuando t—oo.

3) [0.5 PUNTOS] Calcula la velocidad de crecimiento de I(t) para el instante t =

L
2
4) [0.5 PUNTOS] Calcula la velocidad de crecimiento de I(t) para el instante t = 2.

1) La funcion es continua tanto en (—oo,l) por ser una funcién exponencial con base positiva como

en (1, +oo) por ser un cociente de funciones polindmicas, con un denominador que no se anula en

el dominio, pues 3t* +1=0=t? :—%:ﬂ: /—% i No existe!

Estudiamos la continuidad en x = 1.

12 1
(1 =
() 3-1 4
lim 1 (t) = limke* = ke’
t—-1" () t—-1" jlzkezik:iz
t2 1 4 4e
I|ml(t)_I|m ==
- 3P +1 4
it (O =lpto=10)
t2
2 )
2) fim 1 (t)=lim —— = fim = tim —+— = :
v Gudiel owd 1 g 104 173
T+7 +7 +
t t t o

Cuando t—o la proporcion de personas infectadas es 1 de cada 3.

3) Calculamos | “(1/2).

En el entorno de 1/2 la funciénes 1(t)= 4—i2e2t.
1 1 1 22 |1
I(t)=—e* =1 (t)=2-——e* =—e* = 1(1/2 e?=|—
()= et =1 (=2 e = e =1 (U2)= oo =| L
4) Calculamos | *(2).
2
En el entorno de 2 la funcién es 1 (t) :2— .
3t +1
(1 _2A(3°+1)-t7-6t 62—t 2t et [®
(3t +1) (3t +1) (3t2+1) (3-22+1) 1169
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Ejercicio 7 [2.5 PUNTOS]

Considera el plano 77 =2x + 3y —4z =10y los puntosA = (1, 2, 1), B = (2, 3, 3).

1) [0.5 PUNTOS] Halla la ecuacién de la recta que pasa por los puntos Ay B.

2) [0.25 PUNTQOS] Halla el vector normal del plano II.

3) [0.75 PUNTOS] Determina la posicion relativa del plano I1, y la recta que pasa por los puntos A 'y
B.

4) [1 PUNTO] Halla la ecuacion del plano paralelo a IT que contiene al punto A.

1) El vector director de la rectaes v, = AB.

- . X=2+t

=AB=(2,3,3)-(1,2,1)=(1,1,2

v, = AB = (2.33)-(L2.2)=( >}:r5 2t
B:(2,3,3)er =342t

2) TI=2x+3y-4z=10=|n=(2,3,-4)

3) Vemos si el vector normal del plano y el director de la recta son perpendiculares. Para ello
compruebo si su producto escalar es cero.

n=(23-4)| .

. =n-v, =(2,3,-4)(11,2)=2+3-8=-2=0

v, =(11,2)
Los vectores no son perpendiculares y por tanto la recta r y el plano IT son secantes, coinciden en
un punto.

4) Un plano IT" paralelo a IT=2x+3y—4z =10tiene ecuacion IT =2x+3y—4z=D.
Como contiene el punto A las coordenadas del punto deben cumplir la ecuacién del plano.

IT=2x+3y-4z=D
A=(L21)ell

}:2+6—4=D:>D=4: IT=2x+3y—-4z=4
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Ejercicio 8 [2.5 PUNTOS]

En ajedrez, la mitad de las partidas se juegan con piezas blancas y la otra mitad con negras. Un

determinado jugador gana el 40% de las partidas oficiales que juega con blancas y el 30% jugando

con negras.

1) [1.25 PUNTOS] Calcula la probabilidad de que gane una partida concreta si no sabemos con qué
piezas jugara.

2) [1.25 PUNTOS] Calcula la probabilidad de que haya jugado con blancas una partida concreta,
sabiendo que ha ganado.

Realizamos un diagrama de arbol.

Gana la partida
<
El ajedrez
CELWERE] partlda

<

Llamamos B = “Jugar con blancas”, B ="Jugar con negras”. G = “Ganar la partida”, G = “Perder la
partida”.

1) Usamos el teorema de la probabilidad total.

P(G)= (BmG)+P(§mG)=
=P(B)P (G/B)+P( ) (G/B) 0.5-0.4+0.5-0.3=[0.35]

2) Es una probabilidad a posteriori. Usamos el teorema de Bayes.

P(BNG) P(B)P(G/B) 05.04 4 _ 057
P(G)  P(G) 035 |7

P(B/G)=
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL
uc ACCESO A LA UNIVERSIDAD
LOMCE — SEPTIEMBRE 2020
UNIVERSIDAD MATEMATICAS II
DE CANTABRIA

INDICACIONES AL ALUMNO

1. Debe escoger solo cuatro ejercicios elegidos entre los ocho de que consta el examen.

2. Si realiza mas de cuatro ejercicios solo se corregiran los cuatro primeros, segun el orden que aparecen
resueltos en el cuadernillo de examen.

3. Debe exponerse con claridad el planteamiento de la respuesta o el método utilizado para su resolucion.
Todas las respuestas deben ser razonadas.

4. Entre corchetes se indica la puntuacion méaxima de cada apartado.

5. No se permite el uso de calculadoras graficas ni programables. Tampoco esta permitido el uso de
dispositivos con acceso a Internet.

Ejercicio 1 [2.5 PUNTOS]
_ _ _ {x+(1—t) y=t _ ]
Considera el sistema de ecuaciones: dependiente del parametro t.
(1+t)x -3y =t
1) [1 PUNTO] Determina para qué valores de t el sistema tiene solucion tnica y resuélvelo en ese
caso, expresando la solucion en funcion del parametro t si es necesario.
2) [1 PUNTO] Determina para que valores de t el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvelo en
ese caso.
3) [0.5 PUNTOS] Determina para qué valores de t el sistema no tiene solucion.

Ejercicio 2 [2.5 PUNTOS]
1-cos(x
Considera la funcion f(x) = #

1) [0.5 PUNTOS] Calcula la derivada primera.

2) [0.5 PUNTOS] Calcula la pendiente de la recta tangente a la grafica de f(x) en el punto de abscisa
X=rx

3) [1 PUNTO] Calcula Iirrg f(x).

4) [0.5 PUNTOS] Calcula las asintotas.

Ejercicio 3 [2.5 PUNTOS]
X=3-41
Considera los puntos A=(2,1,5),B=(3,4,1) ylarecta r<y=4-31
z=1-44
1) [0.5 PUNTOS] Se emite un rayo laser desde el punto A. Calcula la ecuacion de la recta que
contiene al rayo laser para que impacte en el punto B.
2) [1 PUNTOQO] Calcula la ecuacion de una recta que pase por B y sea perpendicular al rayo y a la

rectar.
3) [1 PUNTO] Calcula la ecuacién del plano que contiene al rayo y a la recta r.
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Ejercicio 4 [2.5 PUNTOS]

Un tenista juega el 20% de sus partidos en tierra batida y el resto en otras superficies. Jugando en
tierra batida gana el 90% de sus partidos, pero en otras superficies, solo consigue ganar el 40% de los
partidos.

1) [1.25 PUNTOS] Calcula la probabilidad de que gane un partido concreto, sin que sepamos en
qué superficie juega.

2) [1.25 PUNTOS] Calcula la probabilidad de que haya jugado un partido concreto en tierra batida
sabiendo que ha ganado dicho partido.

Ejercicio 5 [2.5 PUNTOS]
) . . ) 2 -1 3 0
Considera la ecuacion matricial AX — X =B, siendo A= 1 , B= 3]’ en donde a es

un parametro real.

1) [1 PUNTO] Despeja la matriz X de la ecuacion anterior.

2) [0.5 PUNTOS] Halla los valores de a para los que no es posible calcular X.
3) [1 PUNTO] Calcula X para a = 1.

Ejercicio 6 [2.5 PUNTOS]
sin(x) si x<x/2

Considera la funcion f(x) =<2 ) , siendo a un parametro real.
—+a si x>xl2
X

1) [0.5 PUNTOS] Halla a para que f(x) sea continua.
2) [0.5 PUNTOS] Calcula lim f(x) .

3) [0.5 PUNTOS] Halla una primitiva de f(x) para x<z /2
4) [1 PUNTOQ] Calcula el area de la region limitada por la funcion y = f(x), las rectas x=0,

x=712yeleje OX de abscisas.

Ejercicio 7 [2.5 PUNTOS]
Considera los puntos A=(1,3,1),B=(4,1,-2),C=(3,52), D=(1,13).

1) [1 PUNTO] Halla la ecuacion del plano m que contiene a los puntos A, B, C.
2) [0.5 PUNTOS] Comprueba si el punto D esta contenido en el plano .

3) [1 PUNTO] Calcula el angulo que forman los vectores AB y AC .

Ejercicio 8 [2.5 PUNTOS]

En la Union Europea hay aproximadamente 250 millones de hombres adultos, de los cuales 12
millones miden mas de 190cm. En Holanda hay aproximadamente 7 millones de hombres adultos,
cuya altura sigue una distribucién normal con media 184 cm y desviacién tipica 7 cm.

Supongamos que elegimos un hombre adulto al azar de toda la Unidn Europea.

1) [0.25 PUNTOS] Calcula la probabilidad de que mida mas de 190 cm.

2) [0.25 PUNTOS] Calcula la probabilidad de que sea holandés.

3) [1 PUNTOQ] Calcula la probabilidad de que mida mas de 190 cm sabiendo que es holandés.

4) [1 PUNTOQ] Calcula la probabilidad de que sea holandés sabiendo que mide mas de 190 cm.
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SOLUCIONES
Ejercicio 1 [2.5 PUNTOS]
_ _ _ X+(1-t)y =t _ )
Considera el sistema de ecuaciones: dependiente del parametro t.
(1+t)x—3y =t

1) [1 PUNTO] Determina para qué valores de t el sistema tiene solucién Unica y resuélvelo en ese
caso, expresando la solucion en funcion del pardmetro t si es necesario.

2) [1 PUNTO] Determina para qué valores de t el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvelo en
ese caso.

3) [0.5 PUNTOS] Determina para qué valores de t el sistema no tiene solucién.

1 1-t
1) La matriz de coeficienteses A=
1+t -3

1 1-t

vt 3 =-3-(1-t)(1+t)=-3—(1-t*)=—4+1".

Con determinante |A| = ‘1

Lo igualamos a cero.
A=0= 4+t =0t =4=t=/4=42

Para t # 2 yt = -2 el determinante de la matriz de coeficientes es no nulo y su rango es 2, igual
que el rango de la matriz ampliada e igual que el nimero de incdgnitas.

El sistema tiene solucidn unica.

Determinamos la solucién usando Cramer.

t 1-t

~t 3|  Bt+t-t? 2t-t? —tM t

T 4t e (C2et) (21 2t
1+t -3
1t
et o et 2t (240
YT et T At (et (241 20
1+t -3

t

Cuando t=#2 yt=-2 las soluciones del sistema son x=y = >t

2) Parat = -2 el sistema queda
{x +3y=-2 {Ecuacién 22 = —Ecuacion 12

- = X+3y =-2=[x=-2-3y]
—x—3y=2 | Quito ecuacion 22 } Y :

Para t = -2 el sistema tiene infinitas soluciones y tienen la expresion x=-2-3t; y=t

3) Parat = 2 el sistema queda
Ecuacion 22—3 - Ecuacion 12

X—y=2 3x -3y = -2 X—y=2
= =
3x-3y=-2 -3x +3y = -6 0=-8
0 = -8

El sistema no tiene solucién parat = 2.
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Ejercicio 2 [2.5 PUNTOS]
1-—
Considera la funcion f(x) = L(X)

1) [0.5 PUNTOS] Calcula la derivada primera.

2) [0.5 PUNTOS] Calcula la pendiente de la recta tangente a la gréafica de f(x) en el punto de
abscisa x=7x

3) [1 PUNTOQ] Calcula Ixm f(x).

4) [0.5 PUNTOS] Calcula las asintotas.

sen(x)x—(1—cos(x)) _ xsen(x) —1+cos(x)

x? x?

1) f(x)=1_LXS(X):>f'(x):

2) La pendiente de la recta tangente es el valor de la derivada en dicho punto.
sen(z)—1+cos -1-1 -
f,(ﬂ):ﬂ' (7) () -1 1_-2

2 - 2 2
T T T

3)

1—cos(x -
( ) = 1 %OSO = g = Indeterminacion (L"Hopital)=
X

lim f(x)=lim
x—0 x—0

:"m0+sen(x)

=limsen(x) = @
x—0 x—0
4) Asintota vertical. x=a
x =0 no pertenece al dominio de la funcion.
¢ x=0 es asintota vertical?
1-cos(x)

lim f (x) =lim =

x—0 x—0

Por lo que no tiene asintota vertical.

Asintota horizontal. y=b
1-cos(x i6
b = lim £ (x) = lim ( ):funmon acotadaentre 0y 2 _

X—>00 X—>00 X o0

0

y =0 es asintota horizontal.

Asintota oblicua. y=mx+n
Como tiene asintota horizontal, no tiene oblicua.
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Ejercicio 3 [2.5 PUNTOS]
X=3-41
Considera los puntos A=(2,1,5),B=(3,4,1) ylarecta r<y=4-31
z=1-44
1) [0.5 PUNTOS] Se emite un rayo laser desde el punto A. Calcula la ecuacion de la recta que
contiene al rayo laser para que impacte en el punto B.

2) [1 PUNTO] Calcula la ecuacidn de una recta que pase por B y sea perpendicular al rayo y a la
rectar.

3) [1 PUNTOQ] Calcula la ecuacion del plano que contiene al rayo y a la recta r.

1) Buscamos la ecuacion de la recta s que pasa por Ay B. Necesitamos un vector director que es
v, = AB=(3,4,1)-(2,1,5)=(1,3,-4).

A(2.15)es x=2+4
— =|(s=1y=1+31
V. =(53.74) 7=5-42

2) Larectat que es perpendicular a la recta s del rayo y a la recta r tendra como vector director el
producto vectorial de los vectores directores de ambas rectas.

~(1,3,-4)

v i j] k
Z }:\Z\Trx\z—l -3 -4
v, =(~1,-3,-4) L 3 -4
V, =12i —4j -3k +3k -4 ] +12i = 24i -8 = (24,-8,0)

Nos sirve como vector director este vector divido por 8.
— \Z ~

u, (3,-1,0)

oo

La ecuacion de la recta sera:

B(3,4,1)et} X=3+3a
) =

_ t=<y=4-«
u, =(3,-1,0 L1

3) Si el plano T contiene a la recta s entonces tiene como vector director el director de la recta
v, =(1,3,—4). Como contiene también a la recta r otro vector director del plano es el director de

larecta v, =(~1,-3,-4).

A(2,1,5)e7z x—2 y-1 z-5
u=v,=(-1-3,-4)t=>z=-1 -3 -4|=0=
v=v, =(13,-4) OO

—12X—24—4y+ 437 745 437 15 — 4y +4+12x-24=0=

= 24x-8y-40=0= |7 =3x—y-5=0
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Ejercicio 4 [2.5 PUNTOS]

Un tenista juega el 20% de sus partidos en tierra batida y el resto en otras superficies. Jugando en
tierra batida gana el 90% de sus partidos, pero en otras superficies, solo consigue ganar el 40% de los
partidos.

1) [1.25 PUNTQOS] Calcula la probabilidad de que gane un partido concreto, sin que sepamos en
qué superficie juega.

2) [1.25 PUNTOS] Calcula la probabilidad de que haya jugado un partido concreto en tierra batida
sabiendo que ha ganado dicho partido.

Realizamos el diagrama de arbol correspondiente.

Gana el partido

Pierde el partido

Gana el partido

Tenis

Otras superficies

Pierde el partido

1) Este suceso puede ocurrir de dos formas distintas, calculamos las probabilidades de cada opcién
y las sumamos.

P (Ganar un partido) = P (Jugar en tierra batida ) P (Ganar un partido/ En tierra batida ) +

+P (Jugar en otras superficies) P (Ganar un partido/ En otras superficies) =
=0,2:0,9+0,8-0,4=0,18+0,32=[0,5|

2) Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de Bayes.

P (Haya jugado en tierra batida / Ha ganado) =

_ P(Haya jugado en tierra batida ~ Ha ganado)
- P (Ganar un partido) -

_02:09 18 [36 .
050 50 |100
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Ejercicio 5 [2.5 PUNTOS]

2 -1 3 0
Considera la ecuacion matricial AX —X =B, siendo A= (1 . j B =[ 5 3) , en donde a es

un parametro real.

1) [1 PUNTO] Despeja la matriz X de la ecuacion anterior.

2) [0.5 PUNTOS] Halla los valores de a para los que no es posible calcular X.
3) [1 PUNTOQ] Calcula X para a = 1.

1) AX-X=B=(A-1)X=B=|X=(A-1)"B

Hemos supuesto que la matriz A1 es invertible y por tanto podemos determinar (A— | )_l :

2) Podemos calcular X si la matriz A—I es invertible y esto ocurre cuando su determinante es no
nulo.

s DHe G o

1 -1
|A—I|=‘ JJ=a—1+1=a
1 a-

Este determinante es nulo y por tanto A—I no es invertible cuando a=0

3) Para a =1 la matriz A-I es invertible y podemos determinar la matriz X.

2 -1
Tenemos que A= ( j
1 1

1 -1
A—I:( ]:>|A—I|:1
10

(A_.)lAdi(“')T)Ad‘(ll clJ(o i

|A-1] 1 11

Sustituyendo en la expresion que nos permite hallar X:
g 0 1y(3 O -6 3 -6 3
X=(A-1) B= = =
-1 1){-6 3 -3-6 3 -9 3
-6 3
X =
-9 3
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Ejercicio 6 [2.5 PUNTOS]
sin(x) si x<z/2

Considera la funcion f(x) =<2 ) , siendo a un parametro real.
—+a si x>xl2
X

1) [0.5 PUNTOS] Halla a para que f(x) sea continua.
2) [0.5 PUNTOS] Calcula lim f(x) .

3) [0.5 PUNTQOS] Halla una primitiva de f(x) para x<z/2

4) [1 PUNTQ] Calcula el area de la region limitada por la funcion y = f(x), las rectas x=0,
x=712yeleje OX de abscisas.

1) Para que la funcion sea continua debe serlo en x = /2 y se deben cumplir tres condiciones:
o Existe f(z/2)=sen(7z/2)=1

lim sin(x) =sin(z/2) =1

x—l2” —
e Existe lim f(x)= 5 5 , l=1=tiama-p o7t
xonlz lim =+a=——+a=—+a T T 7
x—ml2° X l2 T

o f(z/2)=lim f(x)=1

.. ., . -4
Estas tres condiciones se cumplen y la funcion es continua cuando a = ——
T

2) lim f(x=lim2+a=2 +a=0+a=[a

X—>+00 X—>+0 X 400

lim f(x) = lim sin(x) = No existe

X—>—00
El limite en —co no existe pues la funcidn seno(x) es periddica y va oscilando de valores sin tender
a ninguno en concreto cuando x avanza hacia —co.

3) Para x< /2 lafunciones f(x)=sin(x).
F(x) = [ f(x)dx=[sin(x)dx = —cos x+ K

Una primitiva se obtiene dando un valor concreto al parametro K, por ejemplo, K = 0.
F, (X) =—cos x+0 = —cosx

4) Es el area del recinto limitado por f(x)=sin(x) si x<x/2,eleje OXy lasrectas x=0,

x =7 l2. Se obtiene esta area con una integral definida entre 0y 7 /2 de la funcion sen(x).
zl2

I sin xdx = [—cos x];”2 = [—cos%}—[—cos 0]=1
0

Area del recinto = 1 U} ;

J(x)=sin(x)
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Ejercicio 7 [2.5 PUNTOS]

Considera los puntos A=(1,3,1),B=(4,1,-2),C=(3,52), D=(113).

1) [1 PUNTO] Halla la ecuacion del plano m que contiene a los puntos A, B, C.
2) [0.5 PUNTOS] Comprueba si el punto D esta contenido en el plano «.

3) [1 PUNTO] Calcula el 4ngulo que forman los vectores AB y AC .

1) Si el plano Tt contiene a los puntos A, B, C entonces tiene como vectores directores AB y AC .
Y contiene al punto A.

A(l,3,1)€7l' Xx—=1 y_3 7 —
u=AB=(41-2)-(131)=(3-2-3)}=>7z=[3 -2 -3|=0=
v=AC=(352)-(131)=(2,21) 2 2 1

= —2X+2-6y+18+62-6+42-4-3y+9+6x—-6=0=|r=4x-9y+102+13=0

2) ¢Cumple el punto D la ecuacion del plano?

¢ D(1,1,3) ern?

=¢4-9+30+13=07?
7=4x-9y+10z+13=0

No se cumple, luego el punto D no pertenece al plano .

3) Utilizamos el producto escalar de estos vectores.

AB =(3,-2,-3)

}:mm_@\.mm(mm):
AC =(2.2,)

=(3,-2,-3)(2,21) =\9+4+9/4+4+1cos( AB, AC )=

:>6—4—3=x/19_8cos(ﬁ,E):cos(ﬁ,ﬁ):ﬁj (E,E)z94°
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Ejercicio 8 [2.5 PUNTOS]

En la Unién Europea hay aproximadamente 250 millones de hombres adultos, de los cuales 12
millones miden méas de 190cm. En Holanda hay aproximadamente 7 millones de hombres adultos,
cuya altura sigue una distribucion normal con media 184 cm y desviacion tipica 7 cm.

Supongamos que elegimos un hombre adulto al azar de toda la Unién Europea.

1) [0.25 PUNTOS] Calcula la probabilidad de que mida mas de 190 cm.
2) [0.25 PUNTOS] Calcula la probabilidad de que sea holandés.
3) [1 PUNTOQ] Calcula la probabilidad de que mida méas de 190 cm sabiendo que es holandés.

4) [1 PUNTQ] Calcula la probabilidad de que sea holandés sabiendo que mide méas de 190 cm.

1) En la unién europea la probabilidad de elegir una persona que mida mas de 190 cm se obtiene
aplicando la regla de Laplace.

N° de personas de la UE que miden mas de 190 cm
N° personas de la UE

P (Medir mas de 190 cm) =

12.000.000 | 6
250.000.000 |125

=0.048

2) En la unién europea la probabilidad de elegir una persona que sea holandés se obtiene aplicando
la regla de Laplace.

0
P (Sea holandés) = N°de holandeses ~ 7.000.000 | 7 0028

N© personas de la UE ~ 250.000.000 | 250

3) En Holanda la altura de distribuye segun una normal de media 184 cm y desviacion tipica 7 cm.
X = Altura de un holandés. X = N(184,7).

190-184
>z -7
7

P(X >190) = {Tipificamos} = P (Z

=1-P(Z <0.86)=1-0.8051=

J:P(Z >0.86) =

4) Aplicamos el teorema de Bayes.

P (Sea holandés m mide mas de 190 cm) B
P (Mida més de 190 cm) B

P (Sea holandés) P (mide méas de 190 cm / Sea holandés) 0.028-0.1949 01137
0.048 0048 @ —

P(Sea holandés / mide més de 190 cm) =
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ACCESO A LA UNIVERSIDAD
i LOMCE — JULIO 2020
UNIVERSIDAD J
Dk CANTHSHR MATEMATICAS Il

uc EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL

INDICACIONES AL ALUMNO

1. Debe escoger solo cuatro ejercicios elegidos entre los ocho de que consta el examen.

2. Si realiza mas de cuatro ejercicios solo se corregiran los cuatro primeros, segun el orden que aparecen
resueltos en el cuadernillo de examen.

3. Debe exponerse con claridad el planteamiento de la respuesta o el método utilizado para su resolucion.
Todas las respuestas deben ser razonadas.

4. Entre corchetes se indica la puntuacion méaxima de cada apartado.

5. No se permite el uso de calculadoras graficas ni programables. Tampoco esta permitido el uso de
dispositivos con acceso a Internet.

Ejercicio 1 [2.5 PUNTOS]

1 -1 2
1) [0.5 PUNTOS] Despeja la matriz X en la igualdad dada.
2) [0.5 PUNTOS] Comprueba que A es invertible y calcula su inversa.

3) [0.5 PUNTOS] Comprueba que (A’l)t =(A )71
4) [L PUNTO] Calcula X.

-2 0 0 2
Considera la ecuacion AXA' =B en donde A =( 1 j B =( ] , y At denota traspuesta de A.

sin(x
Ejercicio 2 [2.5 PUNTOS] Considera la funcion f(x)= ( )

1) [0.5 PUNTOS] Calcula la derivada primera.

2) [0.5 PUNTOS] Calcula la pendiente de la recta tangente a la grafica de f(x) en el punto de abscisa
X=7x

3) [0.5 PUNTOS] Calcula las asintotas.

4) [1 PUNTOQ] Calcula Iirrg f(x)

Ejercicio 3 [2.5 PUNTOS]
Se emite un rayo laser desde el punto P :(l 2,8) en la direccion del vector v =(1,2,-3). El plano

—X—y+3z=-8 determina la posicion de una lamina de grandes dimensiones.

1) [0.5 PUNTOS] Calcula la ecuacion de la recta que contiene al rayo laser.

2) [1 PUNTO] Determina la posicion relativa de rayo y lamina.

3) [1 PUNTO] Se quiere situar otra lamina que sea ortogonal al rayo y pase por el origen. Calcula la
ecuacion del plano de esta lamina.
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Ejercicio 4 [2.5 PUNTOS]

Un determinado test rpido para anticuerpos de COVID-19 consigue detectar concentraciones iguales

0 superiores a 10 U, en donde U son unidades de concentracion de anticuerpos. De esta forma,

concentraciones iguales o superiores a 10 U dan un resultado positivo, mientras que concentraciones

inferiores a 10 U dan un resultado negativo en el test. Suponemos que la concentracion de anticuerpos

sigue una distribucion normal con media 20 U y desviacién tipica 5 U y que todas las personas que

han pasado la enfermedad han desarrollado anticuerpos.

1) [1.25 PUNTOS] Calcula la probabilidad de que una persona que ha pasado la enfermedad de
negativo en el test.

2) [1.25 PUNTQOS] Calcula qué concentraciones deberia detectar el test para que la probabilidad
calculada en el apartado anterior fuese del 1%.

Ejercicio 5 [2.5 PUNTOS]

En un juego de mesa se pueden comprar tanques, submarinos y aviones por 1, 3 y 5 diamantes,

respectivamente. El rival ha gastado 41 diamantes. Sabemos que tiene el doble de submarinos que

de tanques, y que el nimero de submarinos mas el de aviones es 10.

1) [1 PUNTO] Con la informacion dada, plantea un sistema de ecuaciones para hallar el nimero de
tanques, submarinos y aviones que tiene el rival.

2) [0.5 PUNTOS] Clasifica el sistema.

3) [1 PUNTO] Resuelve el sistema.

Ejercicio 6 [2.5 PUNTOS]

Considera la funcién f(x) = % .
X

1) [1 PUNTO] Calcula el dominio y las asintotas de f(x).

2) [0.5 PUNTOS] Halla una primitiva de f(x).
3) [1 PUNTO] Calcula el area de la region limitada por la funcion y = f (x), las rectas x=1, x=2

y el eje OX de abscisas.

Ejercicio 7 [2.5 PUNTOS]
Considera los puntos A(1,2,1), B(2,3,-4),C(4,3,2).

1) [0.5 PUNTOS] Halla la ecuacion de la recta que pasa por los puntos Ay B.
2) [1 PUNTO] Halla la ecuacién del plano que contiene los tres puntos.
3) [1 PUNTO] Calcula el area del triangulo que forman los tres puntos.

Ejercicio 8 [2.5 PUNTOS]

En un concurso de television el premio consiste en lanzar de forma independiente un dado cubico y

una moneda (suponemos que ambos son perfectos). Por cada punto obtenido con el dado sumamos

100 € (si sacamos un 1 ganamos 100 €, si sacamos un 2 ganamos 200 €, etc.) y si en la moneda sale

“Cara” sumamos 300 € adicionales.

1) [1 PUNTO] Calcula la probabilidad de ganar exactamente 400 €.

2) [0.5 PUNTOS] Calcula la probabilidad de ganar 400 € si sabemos que ha salido “Cara” en la
moneda.

3) [1 PUNTO] Calcula la probabilidad de que haya salido “Cara” sabiendo que hemos ganado 400 €.
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SOLUCIONES

Ejercicio 1 [2.5 PUNTOS]

-2 0 0 2
Considera la ecuacion AXA' =B en donde Az( 1 J, B =( 1 2] , y At denota traspuesta de A.

1) [0.5 PUNTOS] Despeja la matriz X en la igualdad dada.
2) [0.5 PUNTOS] Comprueba que A es invertible y calcula su inversa.

3) [0.5 PUNTOS] Comprueba que (A’l)t =(A )71

4) [1 PUNTO] Calcula X.

1) Comprobemos si la matriz A y A' son invertibles.

A

-2 0 -2 0 ] .
) =|Al= L 1T —2 =0, Existe la inversa de A.

. (21 a2 _ _ .
A= :‘A‘: =-2 =0, Existe la inversa de A".
Despejamos X en la igualdad.

-1

AXA' =B = ATAXA'(A') = ATB(A) = X = ATB(A)

-2 0 -2 0
2) A= =|A= = -2 #0, Existe la inversa de A.
1 1 1 1

a2 1) (10
o AdI(A) No 1) (11 -

(-2 0
A -2 -2 (12 1

3) Calculamos la inversa de A'.

(At)-ledj((At)t) Adj(_lz Sj_(; :;]_(1/2 1/2}

(AT R 0o 1

-1/2 0 -1/2 1/2
Ademas A™ =( j:(A‘l)t :( J

1/2 1 0 1
Con lo que queda comprobada la igualdad (A’l)t = (At )71

4) Obtenemos la expresion de la matriz X partiendo de la igualdad obtenida en el primer apartado.

e Ay ~1/2 00 2\(-1/2 1/2
X =A B(A) = X = _
172 1)l-1 2l o0 1

(0 -1)(-1/2 1/2) (0 -1 Y (0 -1
-1 3 0 1) \1/2 -1/2+3) (1/2 5/2
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sin(x
Ejercicio 2 [2.5 PUNTOS] Considera la funcion f(x) = (x)
X

1) [0.5 PUNTOS] Calcula la derivada primera.

2) [0.5 PUNTOS] Calcula la pendiente de la recta tangente a la gréafica de f(x) en el punto de
abscisa x=r

3) [0.5 PUNTOS] Calcula las asintotas.

4) [1 PUNTQ] Calcula leirg f(x)

cos(x)-x—1sin(x) _ xcos(x)—sin(x)
X2 - X

1) f(x )—S'“( ) 79 =

2) El valor de la pendiente de la recta tangente es el valor de la derivadaen x=r .

i mcos(z)-sin(zr) —7-0 -1
f (7[): ( )2 = 72.2 :;

La pendiente de la recta tangente a la grafica de f(x) en el punto de abscisa x =z vale -1 :

v
- g sin(x)
3) El dominio de la funcién f(x)= es R—{0}.
X
Asintota vertical. x=a
¢ x=0 es asintota?
Iirrg f(x)=1 sin(x) = — = Indeterminacién (L"Hopital) = Iirrg%(x) =cos0=1
No es asintota. No tiene asintotas verticales.
Asintota horizontal. y=b
. sin . :
b=Iim > ( ) =0, pues el sin(x) se mantiene con valores entre —1y 1,
X—00
mientras que x va tomando valores cada vez mas grandes. El cociente tiende a 0.
y =0 es asintota horizontal.
Asintota oblicua. y=mx+n
No tiene, pues tiene horizontal.
4) Calculamos el limite pedido.
I|m f(x)= I|m sm(x) 9 = Indeterminacion (L"Hopital) = I|m cos(x) =cos0=1

X
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Ejercicio 3 [2.5 PUNTOS]
Se emite un rayo laser desde el punto P =(1,2,8) en la direccién del vector v =(1,2,-3). El plano

—X—Yy+3z =-8 determina la posicion de una lamina de grandes dimensiones.

1) [0.5 PUNTOS] Calcula la ecuacion de la recta que contiene al rayo laser.

2) [1 PUNTO] Determina la posicion relativa de rayo y lamina.

3) [1 PUNTOQ] Se quiere situar otra lamina que sea ortogonal al rayo y pase por el origen. Calcula la
ecuacion del plano de esta lamina.

1) Hallamos la ecuacion de la recta r que pasa por P = (L 2,8) y que tiene como vector director
v=(12,-3).

P=(128)er x=1+4

- =>r:y=2+24

v=(12,-3) L _g_32

2) El plano tiene ecuacion —x—y +3z =—8, su vector normal es n= (-1-1, 3) :

La recta tiene vector director v =(1,2,-3)
VVeamos si son ortogonales.
n-v=(12-3):(-1,-13)=-1-2+9=6=0

Los vectores no son ortogonales, plano y recta no son ni paralelos ni coincidentes.
Luego plano y recta se cortan en un punto.

3) Si la ldmina debe ser ortogonal al rayo dicho plano (el de la lamina) tiene como vector normal el
director del rayo v =(1,2,—-3)y pasa por el punto O(0,0,0). Hallamos la ecuaci6n de este plano ".

}:>O+O—O+D=0:>D=O

0(0,0,0)e 7’ :O(0,0,0)EE'
n 7=x+2y-3z+D=0

|7'=x+2y-32=0|
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Ejercicio 4 [2.5 PUNTOS]

Un determinado test rpido para anticuerpos de COVID-19 consigue detectar concentraciones iguales

0 superiores a 10 U, en donde U son unidades de concentracion de anticuerpos. De esta forma,

concentraciones iguales o superiores a 10 U dan un resultado positivo, mientras que concentraciones

inferiores a 10 U dan un resultado negativo en el test. Suponemos que la concentracién de anticuerpos

sigue una distribucion normal con media 20 U y desviacién tipica 5 U y que todas las personas que

han pasado la enfermedad han desarrollado anticuerpos.

1) [1.25 PUNTQOS] Calcula la probabilidad de que una persona que ha pasado la enfermedad de
negativo en el test.

2) [1.25 PUNTOS] Calcula qué concentraciones deberia detectar el test para que la probabilidad
calculada en el apartado anterior fuese del 1%.

X = Concentracion de anticuerpos. X = N(20, 5)

1) Dar negativo significa obtener una concentracién menor de 10 U. Nos piden calcular P(X <10).

10-20

P(X <10)={Tipificamos} = P(Z <

j:P(Z<—2):...

..=P(Z>2)=1-P(Z <2)=1-0.9772=]0.0228
2) Nos piden la concentracion (a) en lugar de 10 U para que P(X < a) =0,01.

a—20 a—-20

P(X <a)=0,01= P(Z< Jz0,0l: P(Z > — J=0,01:

a—20 a—-20

:>1—P(Z <- j=0,01:> P(Z < - j=1—0.01:0.99:>

a-20 2.32+2.33

= {Buscamos 0.99 en la tabla N(0,1)} = —
5 2

=2.325=>

= -a+20=11.625= -a=-8.375=]a=8.375

Las concentraciones de 8.375 U las detecta con una probabilidad del 1%
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Ejercicio 5 [2.5 PUNTOS]

En un juego de mesa se pueden comprar tanques, submarinos y aviones por 1, 3 y 5 diamantes,

respectivamente. El rival ha gastado 41 diamantes. Sabemos que tiene el doble de submarinos que de

tanques, y que el nimero de submarinos mas el de aviones es 10.

1) [1 PUNTO] Con la informacion dada, plantea un sistema de ecuaciones para hallar el namero de
tanques, submarinos y aviones que tiene el rival.

2) [0.5 PUNTOS] Clasifica el sistema.

3) [1 PUNTOQ] Resuelve el sistema.

(Y34

1) Llamemos “x” al nimero de tanques comprados, “y” al nimero de submarinos y “z” al nimero
de aviones.
“El rival ha gastado 41 diamantes” > x+3y+5z =41

“Tiene el doble de submarinos que de tanques” = y = 2x
“El nimero de submarinos mas el de aviones es 10” 2> y+z =10

Reuniendo las ecuaciones nos queda el sistema:
X+3y+5z=41

y = 2X
y+z=10

2) Utilizamos el método de Gauss para obtener un sistema triangular equivalente mas facil de

analizar.
Ecuacion 22 + 2 - Ecuacién 12
X+3y+5z=41 2% 4y 0
“xEy =0 =0, +6y +10z =82 =
y+ 2=10 7y +10z =82— Nueva ecuacion 22
Ecuacion 22 — 7 - Ecuacion 32
X+3y+5z2=41 7y 4107 = 82
= 7y+10z2=82;= 7y 77 = 70 =
y+ 2=10 3z = 12 — Nuevaecuacion 32
X+3y+5z=41 X+3y+5z=41
= 7y+102=82;= 7y+10z =82
3z=12 z=4

Este sistema es compatible determinado. Tiene solucién Unica.

3) Terminamos de resolver el sistema a partir de lo obtenido en el apartado 2).

xr3yroz=al 3y+20=41) x+3y=21] X+3y=21
+3y+20= +3y = =
7y+10z =82 = X+18=21=|{x=3
y 7y+40:82} 7y=42} y=6 }

Tiene 3 tanques, 6 submarinos y 4 aviones.

169 de 244 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EBAU julio 2020 Matemadticas Il en Cantabria Juan Antonio Martinez Garcia

Ejercicio 6 [2.5 PUNTOS]

Considera la funciéon f(x) = 32 :
X

1) [1 PUNTO] Calcula el dominio y las asintotas de f(x).
2) [0.5 PUNTOS] Halla una primitiva de f(x).
3) [1 PUNTOQ] Calcula el area de la region limitada por la funcion y = f (x), las rectas x=1, x=2

y el eje OX de abscisas.

1) El dominio de la funcion f(x) = % es R—{0}, pues x = 0 anula el denominador.
X

Asintota vertical. x=a
¢ X=0 es asintota?
) .2 2
lim f(x):llm—zzazoo

x—0 x—=>0 X

x =0 es asintota vertical.

Asintota horizontal. y=b

b =1lim f (x) = lim =
X—0 X—)OOX

y =0 es asintota horizontal.

o0

Asintota oblicua. y=mx+n
No tiene por tener una asintota horizontal.

2) F(x)= j f (x)dx

2 2 x* 2
F(x):'[f(x)dx:j?dxzzj'x de=2%=|-2+C

3) Comprobemos si la funcion corta el eje de abscisas.
f(x)=0= % =0=2=0, Imposible. No corta el eje OX
X
Como la funcidn es siempre positiva, el area de la region es la integral definida entre 1y 2 de
2

="

2
Areazj:%dx{__z} -
X X |

{‘_2}_[‘_2}:—“2:1&
2 1 f(x):%

El area tiene un valor de 1 unidad cuadrada.
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Ejercicio 7 [2.5 PUNTOS]

Considera los puntos A(1,2,1), B(2,3,-4),C(4,3,2).

1) [0.5 PUNTOS] Halla la ecuacion de la recta que pasa por los puntos Ay B.
2) [1 PUNTOQ] Halla la ecuacion del plano que contiene los tres puntos.

3) [1 PUNTOQ] Calcula el area del triangulo que forman los tres puntos.

1) Si la recta pasa por Ay B tiene vector director AB =(2,3,~4)—(1,2,1)=(11,-5) .

x=1+4
}:rzy:2+/1

z=1-54

A(L21)er
v=AB=(11-5)

2) El plano que contiene a los 3 puntos tiene como vectores directores AB = (1,1, —5) y
AC =(4,3,2)-(1,2,1) =(3,1,1). Determinamos su ecuacion.

A(].,Z,l)Eﬂ' X—1 y_2 7z -1
u=AB=(11-5)}=7z=[1 1 -5|=0=
v=AC=(311) 3 1 1

= x-1-15y+30+2-1-32+3-y+2+5x-5=0=

= 6x-16y—-22+28=0=|7r=3x-8y-z+14=0

3) El area del triangulo con vértices A, B y C es la mitad del modulo del producto vectorial de los
vectores AB =(1,1,-5) y AC =(3,1,1).

]
ABxAC =(11,-5)x(311)=|1 1 -5=
31 1

—i—15j+k—3k— j+5i =6i—16 j — 2k = (6,~16,~2)

2 2

[ABxAC| [(6,-16,2) |6+ (-26)' +(-2) J?Zﬁzs,euz
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Ejercicio 8 [2.5 PUNTOS]

En un concurso de television el premio consiste en lanzar de forma independiente un dado cubico y

una moneda (suponemos que ambos son perfectos). Por cada punto obtenido con el dado sumamos

100 € (si sacamos un 1 ganamos 100 €, si sacamos un 2 ganamos 200 €, etc.) y si en 1a moneda sale

“Cara” sumamos 300 € adicionales.

1) [1 PUNTO] Calcula la probabilidad de ganar exactamente 400 €.

2) [0.5 PUNTQS] Calcula la probabilidad de ganar 400 € si sabemos que ha salido “Cara” en la
moneda.

3) [1 PUNTO] Calcula la probabilidad de que haya salido “Cara” sabiendo que hemos ganado 400 €.

1) Para ganar exactamente 400 € podemos ganar 100 con el dado y 300 con la moneda o bien 400
con el dado y nada con la moneda.
La probabilidad pedida es la suma de las probabilidades de que pasen los dos sucesos anteriores.
P(Ganar 400 €) =

= P(Ganar 100 con dado y ganar 300 con la moneda) + P(Ganar 400 con dado y no ganar nada
con la moneda) =

= P(Salga 1 en el dado y Cara en la moneda) + P(Salga 4 en el dado y Cruz en la moneda) =

= P(Salga 1 en el dado) - P(Cara en la moneda) + P(Salga 4 en el dado) - P(Cruz en la moneda) =

=£= 1=0.166
12 |6

Il
ol
N |-

+
ol
N |-

2) Si ha salido “Cara” en el dado hemos ganado 300 €, por lo que solo faltan 100 € para obtener un
premio total de 400 €, por lo que esta probabilidad es la misma que la de sacar un 1 en el dado,

por lo que vale % =0.166

3) Es una probabilidad a posteriori, utilizamos el teorema de Bayes.

. P (Salga cara N Ganamos 400 €)
P (Haya salido cara/ Ganado 400 €) = -

P(Ganar 400 €)
11
_ P(Salga caraen la moneda) P(Salgaleneldado) g 5 |1 05
- P (Ganar 400 €) 1 2 ¢
6
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL
uc ACCESO A LA UNIVERSIDAD

BE SrTaaRa LOMCE — JULIO 2019
MATEMATICAS II

INDICACIONES AL ALUMNO
1. Debe escogerse una sola de las opciones.
2. Debe exponerse con claridad el planteamiento de la respuesta o el método utilizado para su resolucion.
Todas las respuestas deben ser razonadas.
3. Entre corchetes se indica la puntuacion maxima de cada apartado.
4. No se permite el uso de calculadoras graficas ni programables. Tampoco esta permitido el uso de
dispositivos con acceso a Internet.

OPCION DE EXAMEN Ne° 1

Ejercicio 1
a’x+ay+z=-1 _ )
y dependiente del parametro a.
ax+ay+a’z=0
1) [1.25 PUNTOS] Clasifique, en funcion del parametro a, el sistema anterior (existencia y unicidad
de soluciones).
2) [1.25 PUNTOS] Calcule todas las soluciones en el caso a = 2.

Considere el sistema de ecuaciones: {

Ejercicio 2
X+ 4

Considere la funcion f(x)=———.
X" —7x-8

1) [2.75 PUNTOS] Estudie el dominio, asintotas, intervalos de crecimiento y decrecimiento,
maximos y minimos relativos de la funcion f.
2) [0.25 PUNTOS] Si g es una funcion derivable con un maximo relativo en x =2, ;Cuanto vale

9'(2)?

Ejercicio 3

Seael plano I1=(2,1,0) +t(2,1,0) +s(0,1,—1) yel punto A= (2, 1, 3).

1) [1.5 PUNTOS] Calcule la distancia entre A y II.

2) [1 PUNTOS] Calcule la recta ortogonal (perpendicular) a IT que contiene al punto A.

Ejercicio 4

Las temperaturas de una ciudad durante el verano han seguido una distribucion normal de media 30°

y desviacidn tipica de 6°.

1) [1 PUNTO] Calcule la probabilidad de que un dia al azar se mida una temperatura de menos de
420,

2) [1 PUNTO] Calcule la probabilidad de que un dia al azar haga entre 25°y 30°.
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OPCION DE EXAMEN N° 2

Ejercicio 1
Consideremos el sistema dependiente del parametro t:
tx+y-z=0
2ty+z=1
—X+ty+2z=1

1) [1.5 PUNTOS] Determine razonadamente si el sistema es incompatible o compatible, determinado
o indeterminado en funcién del valor del pardmetro t.
2) [1 PUNTO] Calcule todas las soluciones del sistema en el caso t = 1.

Ejercicio 2
Sea f(x) la funcién definida en (0,o0) dada por f(x) = x In(x), donde In denota el logaritmo neperiano.
1) [1 PUNTO] Calcule lim f(x) .

x—0"

2) [2 PUNTOS] Calcule j f (x)dx
2

Ejercicio 3
X= 2+4t
Sean los puntosP=(0,1,0),Q=(-1,1,2),R=(2,0,-1) yelplano IT=qy=-5t+s
z=-1+ 4s

1) [2.25 PUNTOS] Calcule el &ngulo formado por ¢l plano que contiene a P, Q y R y el plano IT.
2) [0.25 PUNTOS] Calcule la distancia entre P y Q.

Ejercicio 4

Una empresa de teléfonos tiene tres cadenas de produccion para un modelo de teléfono. Cada cadena
fabrica, respectivamente, un 40%, 35% y 25% de la produccion total. La probabilidad de que un
teléfono sea defectuoso es del 5%, 3% y 2% respectivamente. Se toma un teléfono al azar.

1) [1 PUNTO] ¢Cual es la probabilidad de que el teléfono sea defectuoso?
2) [1 PUNTO] Si el teléfono es defectuoso, ¢cual es la probabilidad de que se haya fabricado en la
segunda cadena?
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SOLUCIONES

OPCION DE EXAMEN N° 1

Ejercicio 1
a’x+ay+z=-1 _ )
y dependiente del parametro a.
ax+ay+a‘z=0
1) [1.25 PUNTOS] Clasifique, en funcion del parametro a, el sistema anterior (existencia y unicidad
de soluciones).
2) [1.25 PUNTOS] Calcule todas las soluciones en el caso a = 2.

Considere el sistema de ecuaciones: {

a’x+ay+z=-1
2

2
. : . . . a® a 1 :
1) El sistema { tiene asociada una matriz de coeficientes A:[ j Si
a a

ax+ay+a’z= 0 a
. - : a®> a 5
tomamos el menor que resulta de quitar la Gltima columna su determinante vale =a’—-a
a a
3 .2 2 a=0
que se anula cuando a’-a’*=0=a’(a-1)=0=> L
a=
. . a 3
Otro menor que podemos considerar resulta de quitar la 12 columna - ,|=a’—a quees
a a
a=0
cero cuando a*—a=0=a(a’-1)=0=4a=1
a=-1

El tercer menor no aporta ningun caso distinto.
Analizamos los cuatro casos diferentes que nos surgen.

CASO 1l a=0 ya=l1l

En este caso el primer menor es no nulo y el rango de A es 2 al igual que el de la ampliada,
pero menor que el nimero de incdgnitas (3). El sistema es compatible indeterminado.

CASO 2. a=0
z=-1

El sistema queda {

Este sistema es compatible indeterminado. Las soluciones son x=«, y= /4, z=-1.

CASO 3. a=1

. X+y+z=-1
El sistema queda
X+y+z=20

Es un sistema incompatible, ya que no puede ser x + y + z igual a -1 y también igual a 0.

CASO 4. a=-1

. X—-y+z=-1
El sistema queda . Lo resolvemos.

—X-y+z=0
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X=y+z=-1 -X+y-z=1
{ y = { y = {Sumo las dos ecuaciones} = -2x =1=

-X-y+z=0 -X-y+z=0
-1 -1 1
> X=—|2>—-Y+2=0=>z==+Y
2 2 2

El sistema es compatible indeterminado.

Resumiendo: El sistema es compatible indeterminado para cualquier valor de a distinto de 1 y el
sistema es incompatible para a=1.

2) Para a = 2 estamos en el caso 1y el sistema tiene infinitas soluciones. Las obtenemos.

2 - Ecuacién 22 - Ecuacion 12

AX+2y+z7=-1 4x +4y +8z =0 4x+2y+z2=-1
= =
2X+2y+4z= 0 —4x -2y -z =1 2y+7z=1
2y +7z =1
dys? 1 4x+2y=-1-2 .
X+2y=-1-z2 -
=N y = 1-7z7 :>4x+2(1 R TSN
2y=1-7z2 y= yA
2
 AX41-T7=—-1—7 = 4X=—2+67=> 2X=—1+37 = x=_1g32
. -1+3t 1-7t
Las soluciones son x = B y= 5 z=t.
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Ejercicio 2
X+ 4

X2 —7x-8

1) [2.75 PUNTOS] Estudie el dominio, asintotas, intervalos de crecimiento y decrecimiento, maximos
y minimos relativos de la funcion f.

2) [0.25 PUNTOS] Si g es una funcion derivable con un méaximo relativo en x =2, ;Cuénto vale

Considere la funcion f(x)=

9°(2)?
1) El dominio de f(x)= 2X+48 son todos los reales salvo los que anulen el denominador.
X5 =TX—
_7+9_8
+./ + T o
x2—7x—8:0:>x:7_ 49+32 749 _ 2
2 2 7-9
= = —1
2
El dominio es R—{-1,8}
Asintotas verticales. x = a
= -1y x = 8. Son valores excluidos del dominio.
Asintotas horizontales. y=b
lim f (%) =lim—+ 2% —jim X —fim2=1-0
X—>00 X2 X5 —7IX—8 xowX X—w X 0
La asintota horizontal es y = 0.
Asintota oblicua. y=mx +n
No hay, pues existe una horizontal.
Para hallar los maximos y minimos calculo la derivada.
X+ 4 ] I{x*—7x-8)—(x+ 4)(2x-7)
FO=F——=1 (= ( 2) 7 =
X" —7x-8 (x —7x—8)
X2 -7x—8-2x"+7x-8x+28 —x*—8x+20
(x2—7x—8)2 (x2—7x—8)2
Buscamos cuando se anula la derivada.
2
=00 X 8%F20 o o gyi20-0=
(x*-7x-8)

8+12
X_8J_r\/64+80_84_r12_ 2 _
-2

2 | 8-12
-2

Estudiemos el signo de la derivada en las tres zonas en que se divide la recta real al marcar los
valores obtenidos.

177 de 244 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EBAU julio 2019 Matemdticas Il en Cantabria Juan Antonio Martinez Garcia

-
L >

A

: I I | :
2 - 12

-
L
[
[
[
—
-
=
o
L
Lt
L
Lo
[
e
[
= N
oo
e
—
=]

e En (—o0,—10) tomamos el valor x = —12 la derivada vale
J— 2 — J— p—
f'(-12) = X -8+ 202 _T144+96+20 -28 < 0. La funcion decrece.
(12* +84-8) + +
e En (-10,2) tomamos el valor x = 0 la derivada vale f "(0) = % _20, 0.La
0°-0-8 +

funcion crece.
-16-32+20 B -28

> = <0. La
(16—28—8) +

e En (2,+0) tomamos el valor x = 4 la derivada vale f "(4) =

funcion decrece.

La funcion sigue el esquema siguiente.

I I ]
T T T
T

1 1
1 1
3 4 3 6

Il Il L L
2 11 10 % 8 -1 6 5 4 3 2 a1 | 1

o
[

1
)
13 -

La funcion presenta un minimo relativo en x = =10 y un maximo relativo en x = 2.
Crece en (—10,2)y decrece en (—o0,—10)U(2,+0).

2) Si una funcién derivable presenta un extremo relativo en un punto la derivada debe anularse en dicho
punto, pues la funcién en dicho punto ni crece (g "(2) > 0) ni decrece (g "(2) <0).

Tenemos que g (2) =0.
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Ejercicio 3

Sea el plano T1=(2,1,0) +t(2,1,0) +s(0,1,-1) yel punto A= (2, 1, 3).

1) [1.5 PUNTOS] Calcule la distancia entre A y II.

2) [1 PUNTOS] Calcule la recta ortogonal (perpendicular) a IT que contiene al punto A.

1) Obtengamos la ecuacion implicita del plano.

P(2,,0)erx
=(2,1,0) +t(2,1,0) +5(0,L,-)=u=(2,1,0) +=
v=(0,1-1)
Xx-2 y-1 z
== 2 1 0|=0=-X+2+22+2y-2=0=|r=x-2y-27=0
0 1 -1

La distancia de un punto a un plano se calcula con la formula siguiente.

ﬂEX—Zy—Zz:O}jd(A ) 2-2-6 6_,
,72' = — = — =
A=(2,13) Ji+4+4 3

La distancia del punto A al plano T tiene un valor de 2 unidades.

2) La recta ortogonal a IT tiene como vector director el normal del plano.

r=x-2y-22=0=n=(1-2,-2)

v, =n=(1,-2,-2) _|x-2_y-1_z-3
1 2 =2
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Ejercicio 4

Las temperaturas de una ciudad durante el verano han seguido una distribucién normal de media 30°

y desviacion tipica de 6°.

1) [1 PUNTO] Calcule la probabilidad de que un dia al azar se mida una temperatura de menos de
420,

2) [1 PUNTO] Calcule la probabilidad de que un dia al azar haga entre 25°y 30°.

X = Temperatura de una ciudad en el verano. X = N (30, 6)

1) Nos piden calcular P(X <42).

X =30 - 42-30
6 6

P(X <42)= Tipificamos = P( j: P(Z<2)=|0,9772

2) Nos piden calcular P(25< X <30).

P(25< X <30)=P(X <30)—-P(X < 25)=Tipificamos =

e i
=P(Z2<0)-P(Z<-0,83)=
=P(Z<0)-P(Z>0,83)=
~P(2<0)-(1-P(2 <0,83))-

Buscamos en la tabla

=0,5-(1-0,7967) =0, 2967
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OPCION DE EXAMEN N° 2

Ejercicio 1
Consideremos el sistema dependiente del parametro t:
tx+y-z=0
2ty+z=1
—X+ty+2z=1

1) [1.5 PUNTOS] Determine razonadamente si el sistema es incompatible o compatible, determinado
o indeterminado en funcién del valor del pardmetro t.
2) [1 PUNTO] Calcule todas las soluciones del sistema en el caso t = 1.

t 1 -1
1) La matriz de coeficientes asociada al sistemaes A=| 0 2t 1 | con determinante
-1t 2
t 1 -1
|Al=10 2t 1|=4t"-1-2t—t*=3t"-2t-1
-1t 2
Si igualamos a cero el determinante
_2*+4
Al=0=3t7 2t -1=0=t=2TVAH2 _224 1 6
6 6 2-4 1
-3

Hay que estudiar tres casos distintos.

CASO 1. t;tlyt;t—%

En este caso el rango de A es 3 al igual que el rango de la matriz ampliada e igual que el
namero de incognitas. El sistema es compatible determinado. Tiene una Unica solucién.

CASO 2. t=1
1 1 -1
Lamatriz Aqueda A=| 0 2 1
-1 1 2
El rango de A no es 3. Es 2 ya que el menor de orden 2 que resulta de eliminar fila y columna
3% es no nulo. ;:2:&0
1 1 -10
La matriz ampliadaqueda A/B=| 0 2 1 1
-11 2 1
Veamos si tiene rango 3. Tomo el menor que resulta de eliminar la columna 12
1 -10
2 1 1]=1-1+2-2=0 . Notienerango 3
1 2 1
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VVeamos si tiene rango 2. Lo tiene pues puedo tomar el mismo menor que he tomado para
hallar el rango de A.

Rango de A =rango de A/B =2 # n° incdgnitas. El sistema es compatible indeterminado.
Tiene infinitas soluciones.

CASO 3. t= 1
3
]
3
. 2
La matriz Aqueda A=| 0 3 1
4 1
3
El rango de A no es 3. Veamos si es 2. Tomamos el menor que resulta de eliminar la fila 'y
columna 32
1 ,
3 =——=0 Elrango de Aes 2
-2 9
0O —
3
—1 1 -1 0
3
La matriz ampliada queda A/B=| 0 —% 1 1
-1 1 2 1
3

Veamos si tiene rango 3. Tomo el menor que resulta de eliminar la columna 12,

1 -1 0

2 1 1 =1+l_2_2=_ﬂ¢0 El rango de A/B es 3
3 3 3 3

1,
3

El rango de A es 2 # Rango de A/B es 3. El sistema es incompatible. No tiene solucion.

Resumiendo: Si t=1yt= —% el sistema es compatible determinado, si t =1 el sistema es

compatible indeterminado y si t = —% el sistema es incompatible.

X+y—-z=0
2) Parat =1 el sistema es compatible indeterminado. El sistema queda 2y+z=1 .Lo
-X+y+2z=1

resolvemos
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Ecuacion 32 + Ecuacion 12

X+y—-z=0 X 4y 427 =1 X+y—-z=0
2y+z=1 = ={ 2y+z1=1=

xaya2o1 |y 2 =0 2y+2-=1
X+y+2z= 2y 17 =1 y+z=

Podemos suprimir la ecuacion 32 pues es igual a la 22

X+y-z=10 X+y—-z=10 ) _
| 2v+z=f”{ Erery R

Las soluciones son x=1-3t;y=t;z=1-2t.
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Ejercicio 2
Sea f(x) la funcién definida en (0,o0) dada por f(x) = x In(x), donde In denota el logaritmo neperiano.
1) [1 PUNTO] Calcule lim f(x) .

x—0"

2) [2 PUNTOS] Calcule j f (x)dx
2

1) Calculamos el valor del limite.

lim f(x) = lim xIn(x) = 0:In 0 = 0-c0 = Indeterminacion =
x—0* x—0"

1
_Inx o LA VN G
= lim —= = — = {L'Hopital} = lim % = lim = = lim—x =[0]
x—0" 00 x—0" — x—0" —X x—0"

7z

X X

2) Calculamos primero la integral indefinida.

Integramos por partes
2 2
jf(x)dx:fxln(x)dx= u:lnx—>du:ldx :Inx-X——jl-X—dx:
X 2 X 2
X2
dv=x—>v=J'xdx=—
2
2 2 2 2 2 2
:Inx-X——J‘ﬁdx:Inx-x——ljxdx:lnx-x——lx—:Inx-X——X—
2 2 2 2 2 22 2 4

Usamos lo obtenido para calcular el valor de la integral definida.

e 2 278 2 2 2 2 2
[ #o0dx=|Inx- 22| =lne- = - |- n2-2 -2 | o1& 1 22
) 2 4| 2 4 2 4| |a
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Ejercicio 3
X= 2+4t
Sean los puntosP=(0,1,0),Q=(-1,1,2),R=(2,0,-1) yelplano IT=qy=-5t+s
z=-1+ 4s
1) [2.25 PUNTOS] Calcule el angulo formado por el plano que contiene a P, Q y R y el plano II.
2) [0.25 PUNTOS] Calcule la distancia entre P y Q.

1) Hallamos la ecuacion del plano ©n” definido por los puntos P, Q y R.

PQ=(-112)-(010)=(-10,2) <yl 2
QR=(2,0,-1)-(-112)=(3,-1~ ) ==l 0 2|=0=
P(0,1,0)e 3 -1 -3

=>6y-6+2-3y+3+2x=0=>7=2x+3y+2-3=0

El angulo entre dos planos que se cortan es el mismo que el angulo entre sus respectivos vectores
normales. Hallemos el &ngulo formado por los vectores normales de ambos planos.

—
LY

T2

El vector normal del plano & se obtiene del producto vectorial de sus vectores directores.

X= 2+4t ﬁ=(4,—5,0) o i ]k
[M={y=-bt+s = _ =uxv=[4 -5 0=
7=-1+4s V=(014) 0 1 4

=-20i+4k -16j =-20i—-16 j + 4k = (—20, -16, 4)

Consideramos como un vector normal al plano T el vector que hemos obtenido dividido por —4.

ﬁ:(—m_jﬁwﬂ:(s,ét,—l)

Averiguamos el angulo formado por los vectores normales de los dos planos.
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" (5’4'_1)}:ﬁ-ﬁ'_‘ﬁ‘-m-cos(ﬁ, )=
7'=2x+3y+2-3=0->n"=(2,31)

= (5,4,-1)-(2,31) = /25+16+1-\4+9+1-cos(n,n') =

=10+12-1=+/588 -cos(ﬁ, W) = cos(ﬁ, ﬁ) = %:

—

n, R) =30°

:(ﬁ, W):cosl(%j:

El &ngulo formado por los dos planos es de 30°

2) La distancia entre los puntos P = (0, 1, 0) y Q = (-1, 1, 2) es el mddulo del vector que los une.

PQ=(-112)-(0,2,0)=(~10,2)

4(P.Q)=[PQ] = () +0+2" =B =224
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Ejercicio 4

Una empresa de teléfonos tiene tres cadenas de produccion para un modelo de teléfono. Cada
cadena fabrica, respectivamente, un 40%, 35% y 25% de la produccién total. La probabilidad de
que un teléfono sea defectuoso es del 5%, 3% y 2% respectivamente. Se toma un teléfono al azar.

1) [L PUNTO] ¢Cuél es la probabilidad de que el teléfono sea defectuoso?
2) [L PUNTO] Si el teléfono es defectuoso, ¢cudl es la probabilidad de que se haya fabricado en la
segunda cadena?

Construyamos el diagrama de arbol de este experimento.

Telefono
defectuoso

12 cadena de
produccion

Telefono correcto

Telefono
defectuoso

22 cadena de

Elijo cadena de produccion

produccion
Telefono correcto

Telefono

defectuoso

32 cadena de
produccion

Telefono correcto

1) Aplicamos el teorema de la probabilidad total.
P(Teléfono defectuoso) = P(se fabrique en 12 cadena)-P(Salga defectuoso en 12 cadena) +
+ P(se fabrique en 22 cadena)-P(Salga defectuoso en 22 cadena) +
+P(se fabrique en 3? cadena)-P(Salga defectuoso en 3?2 cadena) =
=0,4-0,05 + 0,35-0,03 + 0,25-0,02 = |0,0355

2) Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de Bayes.

P (Sea fabricado en 2% cadena / Es defectuoso) =

B P(Sea fabricado en 22 cadena y es defectuoso) ~0,35-0,03 0.2957
- P (Es defectuoso) ~0,0355 -
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL
uc ACCESO A LA UNIVERSIDAD
BE CANTATRIA LOMCE — JUNIO 2019

MATEMATICAS Il

INDICACIONES AL ALUMNO
1. Debe escogerse una sola de las opciones.
2. Debe exponerse con claridad el planteamiento de la respuesta o el método utilizado para su resolucion.
Todas las respuestas deben ser razonadas.
3. Entre corchetes se indica la puntuacion maxima de cada apartado.
4. No se permite el uso de calculadoras graficas ni programables. Tampoco esta permitido el uso de
dispositivos con acceso a Internet.

OPCION DE EXAMEN Ne° 1

Ejercicio 1
t 1 1)(x 0

Considere el sistema |t -1 1|-| y [=| 0| dependiente del parametro t.
t 0 t)\z 0

1) [1.5 PUNTOS] Clasifique, en funcion del valor de t, el tipo de sistema.
2) [1 PUNTO] Calcule todas las soluciones del sistema en el caso t = 1.
Ejercicio 2

Considere la funcion f(x)=(x-+10)e* .

1) [2.5 PUNTOS] Calcule un primitiva F(x) tal que F(0) = 0. Use la derivada para comprobar su

solucion.
2) [0.5 PUNTOS] Calcule [ f (x)dx .
Ejercicio 3
Tomemos el plano IT=2x+ay+z=2 ylarecta r(t) = (0,0,0)+tm :

1) [0.5 PUNTOS] Determine a para que r y IT sean ortogonales.

2) [2 PUNTOS] Determine a para que r y IT sean paralelos. Calcule la distancia entre r y IT en este
Caso.

Ejercicio 4

Una prueba rapida para detectar una enfermedad da un 2% de falsos positivos (personas sanas en las
que la prueba da positivo, clasificandolas como enfermas) y un 1% de falsos negativos (personas
enfermas en las que la prueba da negativo, clasificandolas como sanas). En una poblacion hay un 4%

de enfermos.
1) [1 PUNTO] Calcule la probabilidad de que el test dé un resultado negativo.

2) [1 PUNTO] La prueba da un resultado positivo (clasificando a la persona como enferma).
Calcule la probabilidad de que realmente esté sana.
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OPCION DE EXAMEN N° 2

Ejercicio 1
-1 10 X
SeanM=|-3 2 1|, v=|y
-1 0 2 z

1) [0.5 PUNTOS] Calcule, razonadamente, el rango de M.
2) [2 PUNTOS] Determine todos los vectores v tales que M?-v=M™".v .

Ejercicio 2
%(X) six<0
Sealafuncion f(x)={ “*
— Six>0
2+ X

1) [1 PUNTOS] Determine, si existe, el valor de a que haga a la funcion continua en x = 0.
2) [1.5 PUNTOS] Calcule el valor de a para que f tenga un extremo relativo en x = 2. ¢Es este

extremo un maximo o minimo local?

3) [0.5 PUNTOS] Sea g(x) una funcion integrable, si josg(x)dx =4y Eg(x)dx =6 , ¢Cuanto vale

Iozg(x)dx?
Ejercicio 3
=2 X+2y=4
Sean las rectas r, = Y , = Y y el punto A = (0, 0, 3).
2X+12=13 X—2=3

1) [2.5 PUNTOS] Calcule la ecuacion general (implicita) del plano que pasa por A'y es paralelo a r,

yar,.

Ejercicio 4

El peso de una poblacion sigue una distribucion normal de media 70 kg y desviacion tipica de 10 kg.
1) [1 PUNTO] Calcule el porcentaje de poblacion que pesa entre 65y 75 kg.

2) [1 PUNTO] Calcule el porcentaje de poblacién que pesa al menos 85 kg.

189 de 244 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EBAU junio 2019 Matemadticas Il en Cantabria Juan Antonio Martinez Garcia

SOLUCIONES
OPCION DE EXAMEN Ne 1
Ejercicio 1
t 1 1)(x 0
Considere el sistema |t -1 1|:| y |=|0 | dependiente del parametro t.
t 0 t)\z 0

1) [1.5 PUNTOS] Clasifique, en funcion del valor de t, el tipo de sistema.

2) [1 PUNTO] Calcule todas las soluciones del sistema en el caso t = 1.

1) Calculamos el determinante de la matriz de los coeficientes.

t 1
A=t -1 LI=—t*+t+t—t*=-2t"+2t
t 0 t

Igualamos a cero.
) t=0
|A=0=-2t*+2t=0=-2t(t-1)=0=
t-1=0=>t=1
Hay tres casos distintos que analizamos por separado.

CASOLl. t#0yt=1

En este caso el rango de la matriz de los coeficientes es 3 al igual que la matriz ampliada y el
namero de incognitas. El sistema es compatible determinado.

CASO 2.t=0
El sistema queda tan sencillo que intentamos resolverlo.

0 1 1) (x
y+z=0 .

0 -1 1|-|y|=|0|= 0 = {Sumamos las ecuaciones} =2z =0=
SVENE

0 0 oflz) lo) Y

=72=0=y+0=0=y=0
El sistema es compatible indeterminado. Las solucionessonx =t;y =0;z=0.

CASO 3. t=1
El sistema queda tan sencillo que intentamos resolverlo.

1 1 1) (x 0 X+y+z=0 X+y+z=0 -Z+Yy+2=0 y=0
1 -1 1-1y|=|0(=x-y+2=0;=>x-y+2=0,=>-2-y+z=0;=-y=0
1 0 1)\z 0 X+2=0 X=-Z X=-Z X=-Z

El sistema es compatible indeterminado. Las soluciones son x=-t; y=0;z=t.

2) Calculado en el apartado anterior. La soluciénesx=-t;y=0;z=t.
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Ejercicio 2
Considere la funcion f(x)=(x+10)e* .

1) [2.5 PUNTOS] Calcule un primitiva F(x) tal que F(0) = 0. Use la derivada para comprobar su
solucion.

2) [0.5 PUNTOS] Calcule [ f (x)dx .

1) Calculamos la integral indefinida de usando el método de integracion por partes.

Integramos por partes
F(x):_[f(x)dx:j(x+10)e2xdx: U=x+10—du=dx =

dv=e¥dx »>v= Iezxdx = 1e2x
2

:(x+10)%e2X —j%ezxdx=(x+10)%e2X —%je“dx:(xﬂo)%e2X —%%ezx

2X 2X
F(x)= e2 (x+10—%j= e2 (x+?)+c

0
Como debe cumplir F(0)=0= F(O)=%(O+%)+C =O:>%(%)+C =0=C =—?

2%
La primitiva pedida es F(x)= 92 (x+%}—% .

Comprobamos la solucion obtenida viendo que F"(x)= f(x).

2X 2X
F'(x):2e (x+g]+e -1=e2X£x+Qj+e2X1:e2X£x+g+E]=ezx(x+lo):f(x)
2 2 2 2 2 2 2

2) Usamos lo obtenido en el primer apartado para hallar el valor de la integral definida.

oo fesmer o)) L3 (2] 3lo2))

e 29 19 |29 -19

191 de 244 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EBAU junio 2019 Matemadticas Il en Cantabria

Juan Antonio Martinez Garcia

Ejercicio 3

Caso.

Tomemos el plano IT=2x+ay+z=2 ylarecta r(t)=(0,0,0)+t(2,1,2) .

1) [0.5 PUNTOS] Determine a para que r y IT sean ortogonales.
2) [2 PUNTOS] Determine a para que r y II sean paralelos. Calcule la distancia entre r y IT en este

1) El vector normal del plano es n=(2,a,1) y el director de la rectaes v=(2,1,1).
Para que sean ortogonales el vector normal y el director deben ser paralelos y sus coordenadas

deben ser proporcionales.

i
—L_,I.
™ ;
r
n=(2,a1)
v=(211) t= 222215
.o 2 1 1
njv

Para ser ortogonales debe ser a=1

=11

2) El vector normal del plano es n=(2,a,1) y el director de la rectaes v=(2,1,1).

Su producto escalar vale n-v=(2,a,1)(2,1,1)=4+a+1=5+a.

Este producto escalar es 0 cuando a = -5.

En este caso la recta y el plano son paralelos o la recta esta contenida en el plano.

Comprobamos si el punto P(0,0,0) de la recta esta

[M=2x+ay+z=2
¢(0,0,0) eI1?

en el plano.

}:>(;O+O+O:2?

El punto P no cumple la ecuacién del plano y no pertenece a dicho plano.
La recta no esta contenida en el plano, sino que es paralela cuando a = -5.

La distancia entre recta y plano (cuando son paralelos) es la distancia entre un punto cualquiera

de la recta y el plano.
P

r

——

d(r,H):d((0,0,0),H)z‘

0+0+0-2

22 452 +1°

V30
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Ejercicio 4

Una prueba répida para detectar una enfermedad da un 2% de falsos positivos (personas sanas en las
que la prueba da positivo, clasificAndolas como enfermas) y un 1% de falsos negativos (personas
enfermas en las que la prueba da negativo, clasificAndolas como sanas). En una poblacion hay un 4%
de enfermos.

1) [1 PUNTO] Calcule la probabilidad de que el test dé un resultado negativo.

2) [1 PUNTO] La prueba da un resultado positivo (clasificando a la persona como enferma).
Calcule la probabilidad de que realmente esté sana.

Realizamos un diagrama de arbol.

Da negativo

Da positivo

<

Prueba para
detectar una

enfermedad Da negativo

Da positivo

1) Aplicamos el teorema de la probabilidad total.

P(Dé negativo) = P(Enfermo) - P(Dé negativo / Enfermo) + P(Sano) - P(Dé negativo / Sano) =

=0,04-0,01+0,96 - 0,98 =[0,9412

2) Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de Bayes.

P (Esté sana n Ha dado positivo)
P (Ha dado positivo) -

P (Esté sana / Ha dado positivo) =

P (Esté sana) P (Ha dado positivo/Esta sana) 0,96-0,02 0,0192
1- P (Ha dado negativo) ©1-0,9412 0,0588

=0,3265
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OPCION DE EXAMEN N° 2

Ejercicio 1
-1 10 X
SeanM=|-3 2 1|, v=|y
-1 0 2 z

1) [0.5 PUNTOS] Calcule, razonadamente, el rango de M.
2) [2 PUNTOS] Determine todos los vectores v tales que M?-v=M".v .

1) Calculemos el determinante de la matriz M.
-1 10

IM|=|-3 2 1|=-4-146=120
10 2

Como el determinante de la matriz M es no nulo su rango es 3

2) Calculemos M?y la inversa de M.

1 -3 1 +2 0‘ ‘1 0 +1 2
Adil1 2 0 1 2 0 2 01
Adj(M") J 0 1 2 3 14 g [P
M= 1 =_‘1 2J1+o 2‘ _‘o 1‘=5_21
| | 2 -1 1
-3 - -1 -1 -1 -3
+ - +
2 0 1 0 1 2
-1 1 0)(-1 1 0 1-3 -1+2 1 -2 1 1
M?=|-3 2 1||-3 2 1|=|3-6-1 -3+4 2+2|=|-4 1 4
-1 0 2)\-1 0 2 1-2 -1 4 -1 -1 4
Comprobamos cuando se cumple la igualdad M? -v=M".v.
-2 1 1)\(x 4 -2 1)\(x —2X+Y+12 AX-2y+12
M>.v=M"'.v=|-4 1 4| y|=|5 -2 1||y|=|-4x+y+4z|=|5x-2y+7|=
-1 -1 4)\z 2 -1 1)\z —X—y+4z 2X—Yy+12
—2X+Y+2=4X-2y+12 —6x+3y=0 2x—-y=0
= —-4X+Yy+4z2=5x-2y+2; = -9x+3y+3z=0;, =2 3x-y-z=0;=
—X—Y+4z=2X-y+12 -3x+3z2=0 X—z=0
2x—-y=0

22—-y=0 272—vyv=0
=3X-y-z=0;= y }: y

=|y=2z
3z-y-2=0 22—-y=0

X=17

Lasoluciénes x=t; y=2t; z=t . El vector v es (t, 2t, t), siendo t cualquier valor real.
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Ejercicio 2
%(X) six<0
Sealafuncion f(x)={ *
— Six>0
2+ X

1) [1 PUNTOS] Determine, si existe, el valor de a que haga a la funcién continua en x = 0.
2) [1.5 PUNTOS] Calcule el valor de a para que f tenga un extremo relativo en x = 2. ;Es este
extremo un maximo o minimo local?

3) [0.5 PUNTOS] Sea g(x) una funcion integrable, si jos g(x)dx=4y E g(x)dx=6 , ¢(Cuanto vale

ng(x)dx?
1) Para que sea continua en x = 0 deben cumplirse:
. a-0° a
e Existe f(0)= ==
2+0 2
2
e Existe lim f(x)=lim& >~ =2
x—0" x>0t 24X 2
e Existe
lim f(x) = lim sen(x) _0 _ {Indeterminacién — Aplico L Hopital} = lim cos(x) _1

x—0~ x>0 2X 0 x—>0" 2 2

: a 1
e Los tres valores son iguales. 373 =

a—x*

2) Enel entornode X =2 la funciénes f(x)= . Su derivada es:

£ = —ZX(2+X)—1'(3—X2) | Ax-2x"-a+x*  -x*-4x-a
(2+x)2 (2+x)2 (2+x)2

Para que sea X = 2 un extremo debe anular la derivada: f "(2) =0.

2 . p—
F(2)=0m 2278 0 4 8 a-0-a=-12
(2+2)
Obtenemos el signo de la derivada segunda para X = 2.
2 —2x—=4)(2+x)* =2(2+X)(-x? = 4x+12
fr(x)=——=2 4Xj12:>f"(x)=( )(2+) (4)( ),
(2+x) (2+x)

L (2)= (-4-4)(2+2) —2(2j2)(—4—8+12) _-128
(2+2) 256

Como la segunda derivada es negativa en x = 2 hay un maximo relativo de la funcién.

3) [ o(dx=[ g(x)dx+ [ g(xdx=4=[ g(x)dx+6=|[ g(x)dx=4-6=-2
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Ejercicio 3

T el punto A =(0, 0, 3).
2x+2=13" ? |x-z=3 yep ( )

1) [2.5 PUNTOS] Calcule la ecuacion general (implicita) del plano que pasa por Ay es paralelo a r,
yar,.

=2 X+2y=4
Sean las rectas r, = {y { y

El vector director de la recta r, z{ 13 es el producto vectorial de los vectores normales de
z

los planos que la definen.

. i j ok
=2 n, =(0,1,0 _- -
rlz{y = ( )}:wlznlxnzzo 1 O:i—2k:(1,0,—2)
2Xx+2=13 n2:(2,0,1) 5 0 1

X+2y=4
El vector director de la recta r, = {x , { 3 es el producto vectorial de los vectores normales de
los planos que la definen.
— i j k
x+2y=4 n=(120 -
[ E{ 313 _=(L20) }:wz —nxn,=fl 2 0|=-2i-2k+j=(-21-2)
X—=7= n, =(1,0,-1) 10 -1

Los vectores V, =(1,0,-2) y v, =(-2,1,-2) no son paralelos y las rectas se cortan o cruzan.

Vi

(1L0,-2) }: 1 0 -2

;- (-21-2)

Si el plano es paralelo a las rectas su vector normal es el producto vectorial de los vectores de las
rectas.

ik
n=v,xVv, =(1,0,-2)x(-2,4,-2)=|1 0 -2/=4j+k+2j+2i=2i+6]j+k=(2,6)
-2 1 -2

Si su vector normal es n=(2,6,1) el plano tiene ecuacion 2x+6y+z+D =0 .
Como pasa por A(0,0,3) entonces: 20+60+3+D=0=D=-3.

El plano buscado es [2x+6y+z-3=0
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Ejercicio 4

El peso de una poblacién sigue una distribucién normal de media 70 kg y desviacion tipica de 10 kg.
1) [1 PUNTO] Calcule el porcentaje de poblacion que pesa entre 65y 75 kg.

2) [1 PUNTO] Calcule el porcentaje de poblacién que pesa al menos 85 kg.

X = Peso de una persona. X = N(70, 10)

1) Calculamos P(65< X <75).

P(65< X < 75)={Tipificamos} = F,(65—70 _X=T70 _ 75-70)2

10 10 10
=P(-0,5<Z <0,5)=P(Z<0,5)-P(Z <-0,5)=
=P(Z2<0,5)-[1-P(2<0,5)]=
=0,6915-[1-0,6915]=0,383

El porcentaje de poblacion que pesa entre 65y 75 kg es de 38,3%.

2) Calculamos P(X >85).

N X—-70 85-70
P(X >85)={Tipif =P =
(X >85)={Tipificamos} ( o> 10 j

= P(Z >1,5)=1-P(Z <1,5)=1-0,9332=[0,0668

El porcentaje de poblacion que pesa al menos 85 kg es de 6,68 %.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL
uc ACCESO A LA UNIVERSIDAD
DE CATITABRIA LOMCE — SEPTIEMBRE 2018
MATEMATICAS II

INDICACIONES AL ALUMNO
1. Debe escogerse una sola de las opciones.
2. Debe exponerse con claridad el planteamiento de la respuesta o el método utilizado para su resolucion.
Todas las respuestas deben ser razonadas.
3. Entre corchetes se indica la puntuacion maxima de cada apartado.
4. No se permite el uso de calculadoras graficas ni programables. Tampoco esta permitido el uso de

dispositivos con acceso a Internet.

OPCION DE EXAMEN N° 1

Ejercicio 1

Considere el sistema dependiente del parametro m:
-1 m 0)(x -2
m 1 m{yl=|0
1 -2m 0){z 3

1) [1 PUNTO] Clasifique el sistema en funcién del parametro m.
2) [2,25 PUNTOS] Calcule todas las soluciones en los casos en los que el sistema sea compatible.

Ejercicio 2

_ sen(2x2)+ X _ _
1) [2.5 PUNTOS] Calcule lim————~*—. (In denota el logaritmo neperiano)
0 In(x+1)+x

d

2) [1 PUNTO] ¢Para qué valor de d tiene la funcién X +21
X_

una asintota oblicua en +o0? Calcule dicha

asintota.

Ejercicio 3 Sean Ay B los planos:

A:(0,1,0)+t(1,-1,2)+s(0,0,1)t,seR
B:x+2y+2z=1 '
1) [1 PUNTO] Calcule la ecuacion implicita (general) del plano A.

2) [1 PUNTO] Calcule un punto y el vector director de la recta interseccion de Ay B.
3) [1,25 PUNTOS] Calcule el &ngulo formado por los dos planos Ay B.
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OPCION DE EXAMEN N° 2

Ejercicio 1

31 11
Sean A=( j,B=( ]con X,yeR
X 3 y 1

1) [1,25 PUNTQOS] Determine los valores de x e y para los cuales AB = BA.

2) [1,5 PUNTOS] Determine un valor x para el que A? = 6A ;Tiene A inversa en este caso?

3) [0,5 PUNTOS] Sean N, R, S, X matrices 2x2 que tienen todas matriz inversa. Despeje la matriz X
de la expresibn N - X - R=S.

Ejercicio 2 Sea
X+2 si x<-2
f(x) =4 x* +ax si —2<x<0
2sen(x)+b si 0<x
1) [1 PUNTO] Determine a y b para que la funcion f sea continua en todo R.
2) [1,5 PUNTOS] Si a = 3, b = 0 clasifique la discontinuidad en x = —2.

3) [LPUNTO] Sia=2,b =0, calcule el area encerrada por la gréafica de f entre las rectas y = 0,
X=-5yx=-3.

Ejercicio 3
x—-2=0
Seanelpunto A=(4,0,1) ylarecta r:
y-z-2=0
1) [1,75 PUNTQOS] Calcule el plano perpendicular a r que pasa por el punto A.

2) [1,5 PUNTQOS] Calcule la ecuacién general (implicita) del plano que contiene ary a A.
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SOLUCIONES

OPCION DE EXAMEN N° 1

Ejercicio 1

Considere el sistema dependiente del parametro m:
-1 m 0)(x -2
m 1 m{fyl=|0
1 -2m 0){z 3

1) [1 PUNTO] Clasifique el sistema en funcion del pardmetro m.
2) [2,25 PUNTQOS] Calcule todas las soluciones en los casos en los que el sistema sea compatible.

-1 m O
1) Estudiamos el rango de la matriz A= m 1 m|.
1 -2m O
-1 m O
|Al=fm 1 m|=0+m’+0-(0+0+2m°)=-m’
1 -2m O

|Al=0=-m’=0=m=0

Distinguimos dos casos distintos en funcién del valor de m.

CASO 1. m=0.

El determinante de A es no nulo y el rango de A es 3. El rango de la matriz ampliada tambien
es 3 al igual que el numero de incognitas.
El sistema es compatible determinado.

CASO 2. m=0.
El determinante de A es cero y el rango de A no es 3.
-1 00
Lamatriz Aqueda A=| 0 1 O
1 00

¢Elrango de A es 2?

-1 0
Tomamos el menor de orden 2 que resulta de quitar la fila y columna 32 9( 0 1] con

determinante

-1 0
=-1+0.
0 1

El rango de A es 2.
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-1
Veamos el rango de la matriz ampliada A/B=| 0
1

-2
0
3

O - O
o O O

Como la 32 columna son todo ceros calculamos el valor del determinante del menor de orden

-1 0 -2
3 que resulta de quitar esta columna>|0 1 0|=-3+2=-1%0.
1 0 3

El rango de A/B es 3.

Como rango de A/B = 3 # 2 =rango de A el sistema es incompatible.

Resumiendo: Si m = 0el sistema es compatible determinado y si m=0 el sistema es

incompatible.

2) Para m=0 el sistema es compatible determinado. Hallamos la solucion utilizando Cramer.

-2 m 0
0 1 m
- 3 2m 0 :0+3m2+0—0—0—4m2=—m2=1
-1 m 0 -m? -m?
m 1 m
1 -2m O
-1 -2 0
0 m
1 3 0 0-2m+0-0-0+3m m 1
VST m o] —m? M m
m 1 m
1 -2m O
-1 m =2
m 1 0
L 1 -2m 3 :—3+0+4m2+2—3m2—0=—1+m2=1—m2
-1 m 0 —m? —m? m®
m 1 m
1 -2m O
La solucion del sistema es x=1; y =_—1; z= 1—r2nz
m m

201 de 244 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EBAU septiembre 2018 Matemdticas Il en Cantabria Juan Antonio Martinez Garcia

Ejercicio 2

_ sen(2x2)+ X _ _
1) [2.5 PUNTOS] Calcule lim————~=—. (In denota el logaritmo neperiano)
0 In(x+1)+x

x4 +1

2) [1 PUNTO] ¢Para qué valor de d tiene la funcién 5
X_

una asintota oblicua en +o0? Calcule

dicha asintota.

1)
sen(2x®)+x sen(0)+0
lim ( ) = ( 9. Indeterminacion (L"Hopital)=
0 In(x+1)+x In(1)+0 0
i cos(2x2)-4x+1_COS(O).0+1_
x—0 1 41 1+1 2
Xx+1
. x* +1 ] o .
2) Si f(x)= 5 la asintota oblicua tiene ecuacion y =mx+n donde el valor de m se calcula
X_
mediante el limite:
x? +1
— d d d
m=fim 2 fim X=2 _ jim XL gy XLy XL

- 2 = m 2
X+ X X—+0 X X—>+0 X(X — 2) Xt X5 —2X x>t X° —2X
Para que este limite exista y no sea cero debe ser el valor de d = 2.

. f(x X341 . X
m=|lm£:|lm > :Ilm—2:1
X4 X X—+o0 X —2X X—>+0 Y

En cuyo caso hallamos el valor de n mediante el limite:

N

X|=lim —————=lim = lim

X—>+a0 X—2 X400 X — 2 X—+0 X

n=lim (f(x)—mx)

X—>+00

) (x2+1 j X +1-x2+2x 1+ 2x 2X
= lim - —=

La asintota oblicua existe cuando d =2 y dicha asintota tiene ecuacién y=x+2.
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Ejercicio 3 Sean A y B los planos:

A:(0,1,0)+t(1,-12)+s(0,0,1)t,seR
B:x+2y+2z=1 '

1) [1 PUNTO] Calcule la ecuacién implicita (general) del plano A.
2) [1 PUNTO] Calcule un punto y el vector director de la recta interseccion de A y B.

3) [1,25 PUNTQS] Calcule el angulo formado por los dos planos A y B.

1) A:(0,1,0)+t(1,-1,2)+s(0,0,1)t,seR
P(0,10)eA x-0 y-1 z-0
u=(1-12) f=>A:] 1 -1 2 |=0=-x—(y-1)=0=-Xx-y+1=0
v=(0,0,1) c 0 1

La ecuacion implicita (general) del plano Aes A:x+y-1=0.

2) Comprobamos que los planos se cortan.

A:x+y-1=0 n,=(110) 1 0
= —#—
B:x+2y+2z=1 nB:(1,2,2) 2 2

Al no tener las coordenadas proporcionales los vectores normales de los planos no son paralelos

y por tanto los planos A 'y B se cortan en una recta.

Obtenemos la ecuacion de la recta r interseccion de ambos planos.

A:x+y-1=0 X=1-y
= =1-y+2y+271=1=2y+22=0=
B:x+2y+2z=1 X+2y+2z=1

X =1+ 22 Pr (11010)
=>|y=-271=x=1+27=r:{y=-27 =T

v, =(2,-2,1)
1=1

3) El angulo entre los planos es el mismo que el angulo entre los vectores normales y para hallar
dicho angulo utilizamos el producto escalar.

Aix+y-1=0 n, =(11,0 o e
Xy }:> - ( ):cos(A,B):cos(nA,nB):%z
B:ix+2y+2z=1 ne =(1,2,2) ‘nA‘-‘nB‘
(11,0)(1,2,2) 142 3 1

VP 0122128 248 W2 2

1
angulo( A, B)=cos™| — |=45°
gulo(AB) ( ,—zj

www.ebaumatematicas.com
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OPCION DE EXAMEN N° 2

Ejercicio 1

31 11
Sean A=( j,B=( ]con X,yeR
X 3 y 1

1) [1,25 PUNTQOS] Determine los valores de x e y para los cuales AB = BA.

2) [1,5 PUNTOS] Determine un valor x para el que A? = 6A ;Tiene A inversa en este caso?

3) [0,5 PUNTOS] Sean N, R, S, X matrices 2x2 que tienen todas matriz inversa. Despeje la matriz X
de la expresibn N - X - R=S.

1)
3 1)1 1 1 1)(3 1 3+y 3+1 3+x  1+3
AB=BA= = = = =
x 3)ly 1 y 1)ix 3 X+3y x+3 3y+x y+3
3+y=3+X
4=4

=
X+3y=3y+X
X+3=y+3

Se cumple AB = BA cuando y = x.

2) Resolvemos la ecuacién matricial.
) 3 1)(3 1 31
A= 6A= A-A= 6A=> =6 =
x 3)\x 3 X 3

9+x=18

9+x 3+3 18 6 6=6
= = = =|x=9
3X+3x Xx+9 6x 18 6X =6X

X+9=18

Para x = 9 calculamos el determinante de la matriz A.

31 31
A:( J:>|A|=
9 3

9 3
Como el determinante de A es nulo la matriz no tiene inversa cuando x = 9.

‘=9—9=0

3) Despejamos X en la ecuacion matricial, suponiendo que N y R son invertibles.

N-X:-R=S Nt-N-X-R-R'=N*'.5.R™?
Existe N7\ = Nt.N=Ild!=Id-X-ld=N'.-S-R'=
Existe R™ R*.R=1d

—|X=N"'.5.R"
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Ejercicio 2 Sea

X+2 si x<-2
f(x) =< x* +ax si —2<x<0
2sen(x)+b si 0<x
1) [1 PUNTO] Determine a y b para que la funcion f sea continua en todo R.
2) [1,5 PUNTOS] Si a = 3, b = 0 clasifique la discontinuidad en x = -2,

3) [LPUNTO] Sia=2,b=0, calcule el area encerrada por la gréfica de f entre las rectas y = 0,
X=-5yx=-3.

1) Para que sea continua debe serloenx =0yenx =-2.
En x = 0 debe cumplirse:
e Existe Iirrg f (x) para ello deben ser iguales los limites laterales:
lim (x* +ax)=0

x—0" :>b20
lim 2sen(x)+b=2sen0+b=b

x—0"
e Existe f(0)=2sen(0)+b=b

e Soniguales > b =0.

En x = -2 debe cumplirse:

e Existe Iim2 f (x) y para ello deben ser iguales los limites laterales:

lim (x+2)=0

X—>-2"

lim (x* +ax) = (-2)" +a(-2)=—2a+4

x—-2"

=-2a+4=0=>a=2

e Existe f(-2)=-—2+2=0
e Soniguales f(-2)= Iirp2 f(x)=0>a=2

Para que la funcidn f sea continua en todo R necesitamos que seaa =2y b = 0.

X+2 Si x<-2
2) Sia=3,b=0Ilafuncién queda f(x)=1{x*+3x si —2<x<0
2sen(x)  si 0<x

Estudiemos la discontinuidad en x = —-2:
Comprobamos si existe Iim2 f (x), para ello deben ser iguales los limites laterales.

lim (x+2)=0

X—>-2"

lim (x*+3x)=(-2)" +3(-2)=4-6=-2

x—>-2"

= 0# -2 = No existe Iim2 f(x)
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En x = -2 hay una discontinuidad inevitable de salto finito.

3) Entre x =-5 y x =-3 la funcidn tiene la expresion f(x) =x+2 que cortaal eje X (y =0) en
X =-2 que no pertenecen al intervalo (-5, —3).
Dibujamos la region encerrada por la gréfica de f entre las rectasy =0, x=-5 y x =-3.

¥
3+-¥

1]
[=1

Eje OX v <

x=-3

flx)=x+2

Calculamos la integral definida de la funcion entre -5y 3.

£x+2dx={§+2x] ={%+2(—3)}—{%+2(—5)}=%—6—%+10=—4

-5

El area es el valor absoluto de esta integral definida >Area = 4 u®.
El valor del area también se puede hacer contando cuadraditos de 1 unidad cuadrada cada uno.
En el dibujo del recinto del cual queremos hallar el area se observa que la zona gris cubre 3

cuadrados enteros y 2 medios, por lo que el area vale 3+ 2-1 =4 unidades cuadradas.
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Ejercicio 3

x—=2=0

y-z-2=0

1) [1,75 PUNTQOS] Calcule el plano perpendicular a r que pasa por el punto A.

2) [1,5 PUNTOS] Calcule la ecuacién general (implicita) del plano que contienearya A.

Seanelpunto A=(4,0,1) ylarecta r :{

1) Obtenemos un vector director de la rectarr.

i j k
p*72=0 =V, =nxn'=(10,0)x(0,1,-1)=|1 0 0|=k+j=j+k=(0,11)
y-z-2=0 0 1

r
El vector normal del plano m perpendicular a la recta r es el vector director de la recta >
n=v, =(0,1,1). Obtenemos la ecuacién general del plano .

A=(4,0, 1)67[}: A=(401)ex

— =0+1+D=0=D=-1=|r:y+2-1=0
T=(0,1,1)

7:y+z+D=0

2) Necesitamos dos vectores directores para hallar el plano n” pedido y para ello obtengo el vector
director de la recta r y un punto de la misma.

2= _
r:{x 0 =v, =(0,1,1)
y—-z-2=0

r:{x_2=0 :>{ =Tomo|z=0|=|y=2|=P,(2,2,0)

y-2-2=0 y=2+2

El plano que nos piden tiene como vectores directores VT = (0,1,1) y FTA y uno de sus puntos es
A= (4,0, 1) por lo que su ecuacion es:

P.A=(4,0,1)-(2,2,0)=(2,-2,1)

u= PA:(2—21) Xx-4 y 72—
V= (011) =7z=[ 0 1 1|=0=>x-4+2y-2(z-1)+2(x-4)=0=
( A)er 2 2 1

=>X-4+2y-27+2+2Xx-8=0=|7"=3x+2y—-22-10=0
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL
uc ACCESO A LA UNIVERSIDAD
DE CANTARRIA LOMCE — JUNIO 2018

MATEMATICAS Il

INDICACIONES AL ALUMNO
1. Debe escogerse una sola de las opciones.
2. Debe exponerse con claridad el planteamiento de la respuesta o el método utilizado para su resolucion.
Todas las respuestas deben ser razonadas.
3. Entre corchetes se indica la puntuacion maxima de cada apartado.
4. No se permite el uso de calculadoras graficas ni programables. Tampoco esta permitido el uso de

dispositivos con acceso a Internet.

OPCION DE EXAMEN Ne 1
Ejercicio 1

Sean X, Y, z nimeros reales. Consideremos las matrices

z 2 X 2 -2
A= 1 -y -z|, B=|-1|, C=
X+z -y Z 1

1) [2 PUNTOS] Escriba un sistema de ecuaciones en las incognitas X, y, z que resuelvan el
problema matricial AB=C Yy calcule todas sus soluciones.

2) [1,25 PUNTOS] Six =0,y =0, calcule para qué valores de z la matriz A tiene rango 2.

Ejercicio 2
x-1
x> —7x+10
1) [2.5 PUNTOS] Calcule todas las primitivas de f(x).
2) [1 PUNTO] Calcule el area encerrada por la grafica de f(x) y lasrectas y=0, x=3y x=4.

Sea f(x)=

Ejercicio 3

X— z=1
Tomemos la recta r:{ y* yelplano TT:3x—-y=2 .

2x—-2=0
1) [1 PUNTO] Demuestre que r y IT son paralelos.

2) [1 PUNTO] Calcule una recta paralela a r contenida en IT.
3) [1L PUNTO] Calcule la distancia de r a IT.

4) [0,25 PUNTOS] (Cual es el vector director de la recta s :%2 ===—7
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OPCION DE EXAMEN N° 2

Ejercicio 1
Considere el sistema siguiente dependiente del pardmetro b e R

2 b O y 0

-1 0D 1
y =

-1 0 2 , 1

-1 10 0

1) [2 PUNTOS] Clasifique el tipo de sistema seguin el parametro b.

2) [1,25 PUNTOS] Calcule todas las soluciones del sistema en el caso b=-2 .

Ejercicio 2

Se quiere construir un cilindro de volumen 250 - m metros clbicos y drea minima.

1) [0,5 PUNTOS] Exprese la altura h del cilindro en funcion del radio r de la base.

2) [0,5 PUNTOS] Calcule la funcién a(r) que expresa el area del cilindro en funcién del radio de la
base.

3) [2,5 PUNTOS] Calcule el valor del radio y la altura que hacen el area minima.

Datos: Volumen del cilindro: V = - r? - h, drea del cilindro: A =2 - r?> +2n-r-h

Ejercicio 3

Seanr y s las rectas

x=1
r:qy==2t el
z2=-2+3t
S_x—l y_z+l
3 1 =2

1) [1,25 PUNTOS] Calcule la posicion relativade r y s.
2) [1,5 PUNTOS] Calcule la distancia entre r y s.
3) [0,5 PUNTOS] Calcule el plano perpendicular a s que pasa por (0, 1, 0).
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SOLUCIONES
OPCION DE EXAMEN Ne 1
Ejercicio 1
Sean X, Yy, z nimeros reales. Consideremos las matrices
z 2 X 2 —2
A=l 1 -y -z|, B={-1|, C=| 3
X+z -y Z 1 1
1) [2 PUNTOS] Escriba un sistema de ecuaciones en las incognitas X, Y, z que resuelvan el
problema matricial AB=C Yy calcule todas sus soluciones.
2) [1,25 PUNTOS] Six =0,y =0, calcule para qué valores de z la matriz A tiene rango 2.

1) Realizamos las operaciones entre las matrices y obtenemos el sistema pedido.

z 2 X\ 2 -2 272—-2+X -2
AB=C=| 1 -y -z||-1|=| 3 |=> 2+y-12 = 3 |=
x+z -y z )1 1 2(x+2)+y+z 1
27 -2+Xx=-2 X +2z=0 X +2z=0 X=-22
=2+y-2=3 = y-z=3-2 =| y-z=1 = y-z=1 =
2(x+2)+y+z=1] 2x+2z+y+z=1 2x+y+3z=1 2x+y+3z=1

y—-z=1 y—-z=1
-z=1 =1+z
:>—4z+y+3z=1}:>y—z=1}:>y :>

Las soluciones del sistema que surge de la ecuacion matricial son x =-2t; y=1+t; z=t,

para cualquier valor teR.

z 2 0
2) Six=0,y=0IlamatrizAqueda A=|1 0 -z
z 0 z

Calculamos su determinante y averiguamos cuando se anula.

z 2 0
|A=]1 0 -z|=-2z"-2z
z 0 z
z=0
|A=0=-22°"-22=0=-2z(z+1)=0=10
z=-1

Analizamos tres situaciones diferentes que se nos plantean.

e Si z=#0yz=-1 entonces el determinante de A no se anula y su rango es 3.

e Siz =0 el determinante de A se anula y su rango no es 3.
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¢El rango de A es 2?

La matriz A queda A= . Esta matriz tiene un menor de orden 2 con determinante

O - O
O o N
o O O

: . 0 2 :
no nulo, el que resulta de quitar la fila y columna 32 > [1 Oj y su determinante vale
0 2
‘1 0‘ =-2=0.Elrango de Aes 2.

e Siz=-1 el determinante de A se anula y su rango no es 3.
¢Elrango de A es 2?

-1 2 0
La matriz Aqueda A=| 1 0 1 |.Estamatriz tiene un menor de orden 2 con
-1 0 -1

. . . -1 2
determinante no nulo, el que resulta de quitar la fila y columna 32 9( 1 0] y su

determinante vale

-1 2
1 0‘:—2;&0. El rango de A es 2.

Resumiendo: Si zz0yz=—-1elrango de Aes3yparaz=00z=-1elrango de la matriz es 2.
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Ejercicio 2
x-1
x> —7x+10
1) [2.5 PUNTOS] Calcule todas las primitivas de f(x).
2) [1 PUNTO] Calcule el area encerrada por la grafica de f(x) y lasrectas y=0, x=3y x=4.

Sea f(x)=

1) Debemos calcular J’f(x)dx=j#_xllodx.
—TX+

Para ello utilizamos el método de descomposicidn en fracciones simples del integrando.

2 7—+3—5—X
7+\(=7)" - 40 =°=
X*—7x+10=0=x = (=7) _723_) 2
2 2 E:Z:x
2
x-1 x-1 A B A(x-2)+B(x-5)

Xe—Tx+10 (x=5)(x—2) “X_5 x-2 (x=5)(x—-2)

Six=2->2-1=0+B(2-5)>1=-38 >B=-1
x—1=A(x-2)+B(x-5)= 3

Six=5—-55-1=A(5-2)+0—>4=3A— A:g

x-1  4/3 1/3
x> —7x+10 x-5 x-2

Sustituimos en la integral y resolvemos.

If(X)dx:JZX;ldx:JA'—/S—llidx:J4—/3dx—J1/—3dX=
X°—=7x+10 Xx-5 x-2 Xx-=5 X—2

:ﬂjidx—} de:ﬂln|x—5|—lln|x—2|+K
3J x-5 3J) x-2 3 3

2) Hallamos los puntos de corte de la grafica con el eje de abscisas.
x-1

f(X)=0= ———=-=0=>x-1=0=>x=1
X°—=7x+10

Este valor x = 1 no esta entre 3 'y 4 por lo que el area encerrada por la grafica de f(x) y las rectas
y =0, x=3y x=4se obtiene con una integral definida de la funcion entre 3y 4.
Comprobamos si la funcion es positiva 0 negativa en este intervalo.

3,5-1
(3,5)° -7-3,5+10

x=35= f(3,5) = =-1111<0
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La funcion es negativa y el area es el valor absoluto de la integral definida.

4 4
If(x)dx:J f;dx:{ﬂln|x—5|—lln|x—2|}
2 3 X“=7x+10 3 3

4

3
:Fln|4—5|—}In|4—2|}—Fln|3—5|—1In|3—2|}:
3 3 3 3

:flnl—lan—iln2+1In1=O—EInZ—ﬂIn2+0:—§In2
3 3 3 3 3 3 3

Area:‘—§ln2
3

:§|n2=1,15u2
3

J)=—-
X
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Ejercicio 3

X—-y+z=1
Tomemos la recta r:{ y yelplano TT:3x—-y=2 .

2x—2=0

1) [1 PUNTO] Demuestre que r y IT son paralelos.

2) [1 PUNTO] Calcule una recta paralela a r contenida en IT.
3) [1 PUNTO] Calcule la distancia de r a I1.

4) [0,25 PUNTOS] (Cual es el vector director de la recta s :%2 = % = ZL24 ?
1) Hallamos un vector director de la recta y el normal del plano.
i j k
X—y+z=1 : . . . .
r: ) 0 =V, =(1,-11)x(2,0,-1)=1 -1 1|=i+2j+2k+j=i+3j+2k
X—Z=
2 0 -

v, =(132)
I1:3x-y=2=n=(3,-10)
Calculamos el producto escalar de ambos vectores y comprobamos si es cero o no.
v, -n=(132)(3-10)=3-3=0
Al ser cero el producto escalar de los vectores, son perpendiculares y plano y recta son paralelos.

T
v r

2) Hallamos un punto P cualquiera del plano IT:3x—y=2. Tomamosx=0-> -y=2-> y=-2.

Como en la ecuacion del plano no aparece la z entonces podemos darle cualquier valor. El punto
es P(0, -2, 0).
v, =V, =(13,2 X 2 2
( ) g X _Yre Z
P(0,-2,0)es 1 3 2
Existen infinitas rectas contenidas en el plano y paralelas a la recta r.
3) Hallamos un punto cualquiera de la recta. La distancia de la recta al plano es la distancia del
punto al plano.

X—y+z=1
r: - =1 -y+z=1
{ZX—Z=0 :>{ y+z :{ y :»—y=1:>:>P(0’—1’0)

Tomamos

IM:3x-y=2 |0+1 2|
= distancia (r,IT) = distancia ( P, H =10,31u
P(O,—l,O)er} (r.I1)= N i
4) Las coordenadas del vector director son los valores de los denomlnadores.
S;X;Zzlzﬂz \Z=(3’2,2)
3 2 2
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OPCION DE EXAMEN N° 2

Ejercicio 1
Considere el sistema siguiente dependiente del parametro b e R
2 b O 0
X
-1 0 b 1
y =
-1 0 2 , 1
-1 10 0

1) [2 PUNTOS] Clasifique el tipo de sistema segun el parametro b.
2) [1,25 PUNTOS] Calcule todas las soluciones del sistema en el caso b=-2 .

1) Este es un sistema de ecuaciones cuya clasificacién depende del rango de la matriz de coeficientes
Ay del rango de la matriz ampliada A/B.

2 b O 2 b 0O

-1 0 b -1 0 b 1
A= A/B=

-1 0 2 -1 2 1

-1 10 -1 1 00

Como la matriz A/B es de dimension 4x4 empezamos estudiando las posibilidades del valor del
rango de esta matriz. Calculamos su determinante y averiguamos cuando se anula.

2 b 0O Fila 3% — Fila 22 2 b 0 O
-1 0b1 |-10 2 1 -1 0 b 1
-1021 |1 0 b -1 0 0 2-b O
1100 0 0 2-b 0 —>Nuevafila3®| |-1 1 0
Desarrollo por la 2.0 0
= =(+1)|0 0 2-b|=0-b(2-b)-2(2-b)=(-b-2)(2-b
ooy }()11 “b/=0-b(z-5)-2(2-b)~(b-2)(2-5)

~b-2=0-[b=-2]
2-b=0-[b=2]

Nos planteamos tres situaciones distintas que analizamos por separado.

CASO 1. b#2yb=-2

En este caso el determinante de la matriz ampliada A/B es distinto de cero y su rango es 4. Y
sin embargo, el rango de la matriz A que es de dimension 4x3 es como maximo 3. Los rangos
son distintos y el sistema es incompatible.

|A/B|:O:>(—b—2)(2—b)=0:{

CASO 2. b=2
En este caso el determinante de la matriz ampliada A/B es cero y vemos cual puede ser su
rango. Utilizamos Gauss para obtener su rango.

2 200 Fila 32 — Fila 22
-1 0 21 -1 0 2 1
AB=l 10 21|71 0 2 11
-1 1 00 0 0 0 O —Nuevafila3?
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Fila1® — 2 -Fila 32 4 0 0O
2 2 00 -1 0 21 Cambio fila 32
2 -2 00 “710o 00 0 {porfila4a }
4 0 0 0— Nuevafila1? -1 1 00

4 0 0O 4 000

-1 0 2 1 Cambio la fila 3? -11 00
1100 {porfilaZa } 10 21

0 00O 0 00O

El rango de A/B es 3 al igual que el rango de A pues A son las tres primeras columnas. Como
el nimero de incognitas es 3.
El sistema es compatible determinado.

CASO 3.Sib=-2

En este caso el determinante de la matriz ampliada A/B es cero y vemos cual puede ser su
rango. Utilizamos Gauss para obtener su rango.

2 -2 0 O Fila 3 — Fila 22 2 -2 0 0

AlB -1 0 -2 1 -1 0 2 1 -1 0 -2 1
= - - -

-1 0 2 1 1 02 -1 O 0 4 0

-1 1 0 0 0 0 4 0 — Nuevafila3? -1 1 0 0

A/B

R R R R ,—%
Filal12 + 2 - Fila 22 Fila12 + 2 - Fila 42 2 2 00
2 -2 0 O 2 -2 00 0 -2 -4 2
2 0 -4 2 2 2 00 2o 0 4 0
0 -2 -4 2> Nuevafila22|| 0 0 0 0— Nuevafila4? 0 0 0O

—_—

A

La matriz A/B tiene rango 3, al igual que la matriz A y el nimero de incdgnitas.
El sistema es compatible determinado.

2) Para b =-2 hemos visto que el sistema es compatible determinado (solucion Unica). Utilizamos
la matriz equivalente obtenida en el apartado anterior y resolvemos el sistema.

2 -2 0
X 2x—-2y =0 2x—-2y =0
0 -2 4 2x—-2y=0
Y= = 2Yy-41=2}=-2y-471=2:=
0O 0 4 , 0 4720 -2y =2
0 0 O 0 -
2x—-2y=0
= 1 }32X+2=0:>
y=-

Lasoluciones x=-1, y=-1 z=0.
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Ejercicio 2

Se quiere construir un cilindro de volumen 250 - m metros ctibicos y area minima.

1) [0,5 PUNTOS] Exprese la altura h del cilindro en funcion del radio r de la base.

2) [0,5 PUNTOS] Calcule la funcién a(r) que expresa el area del cilindro en funcion del radio de la
base.

3) [2,5 PUNTOS] Calcule el valor del radio y la altura que hacen el &rea minima.

Datos: Volumen del cilindro: V = - r? - h, drea del cilindro: A =2 -r?> +2n-r-h

2) Sustituimos en la expresion del area el valor de la altura.

_ 250 250
r = a(r)=2zr’+2zr = =2xr’+
r

a(r) =2zr*+2zrh

h 500z

r

3) Derivamos e igualamos a cero en busca de los puntos criticos de la funcidn area.

00z 5007

a(r) = 2zr? £ = a(r)=4xr- =

500z . 5007

a(r=0=>4rr-———=0=>——=
r r

Azr = 5007 = 4zr® =125=r*=r=3/125=5

Sustituimos en la derivada segunda y comprobamos el signo para el radio 5.
5007 5007

a(r)=dnr———=a’'(r=4r+2—;
r r
a'(5)=dr+2 5(;2” >0

250 250

El radio de 5 metros nos da un area maxima y el valor de la alturaes h=—-= = =10 metros.
r
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Ejercicio 3
Seanry s las rectas
x=1
r:qy==2t el
z2=-2+3t
S;X_1=X:Z+1
3 1 =2

1) [1,25 PUNTOS] Calcule la posicion relativa de r y s.
2) [1,5 PUNTOS] Calcule la distancia entre r y s.
3) [0,5 PUNTQOS] Calcule el plano perpendicular a s que pasa por (0, 1, 0).

1) Obtenemos los vectores directores y un punto de cada recta.

x=1
_ P (10,-2) x-1 y z+1 PR(10,-1)
r.qy=2t = _. S.T=I > —_— =
sopry Ve =(023) u; =(31,-2)

. : 0 2 3
Los vectores directores no son proporcionales 3 # 1 # - por lo que las rectas se cortan o

cruzan.
Calculamos el producto mixto de los vectores v,, Y P P, y comprobamos si es nulo o no.

PP, =(10,-1)—(10, 2) (0,0, 02 3
. =(0,2,3) [vr,us,PP} 3 1 —2=-6=0
:(31—2) 001

Al ser distinto de cero los 3 vectores forman un paralelepipedo y las rectas se cruzan.

2) La distancia entre las rectas es el cociente del volumen del paralelepipedo anterior dividido entre
el area de la base (mddulo del producto vectorial de los vectores directores de ambas rectas).

i j ok
V,xV,=[0 2 3|=-4i+9j-6k-3i=-7i+9j-6k=(-7,9,-6)
31 -2

=7 49+ (-6 =166

‘[vr,vs, PP}

g

3) El plano perpendicular a s que pasa por (0, 1, 0) tiene como vector normal el vector director de s.

(01 )

:(0,1,0)e7r
n=v,=(31-2)] 3x+y-2z+D=0

Distancia(r,s) =

}:>O+1+O+D=O:> D=-1

El plano perpendicular a s que pasa por (0, 1, 0) tiene ecuacion z:3x+y—-2z-1=0.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL
uc ACCESO A LA UNIVERSIDAD
DE CANTABRIA LOMCE — SEPTIEMBRE 2017

MATEMATICAS Il

INDICACIONES AL ALUMNO
1. Debe escogerse una sola de las opciones.
2. Debe exponerse con claridad el planteamiento de la respuesta o el método utilizado para su resolucion.
Todas las respuestas deben ser razonadas.
3. Entre corchetes se indica la puntuacion maxima de cada apartado.

4. No se permite el uso de calculadoras graficas ni programables. Tampoco esta permitido el uso de

dispositivos con acceso a Internet.

OPCION DE EXAMEN Ne° 1

Ejercicio 1
X =X X
SeaMlamatriz|1 -Xx X
X 2X X

1) [2,25 PUNTOS] Calcule el rango de M en funcion del valor de x.
2) [1 PUNTO] Calcule la inversa de M en el caso de x = —1.

Ejercicio 2

1) [2.5 PUNTOS] Calcule el rectangulo de base x cm, altura y cm y diagonal 3V2 cm cuyo
perimetro sea maximo.

B4 y

@
2) [1 PUNTO] Calcule la recta tangente a la funcién h(x) =x*+x enel punto (1, 2).

Ejercicio 3

Sean P:x+3y+2z-1=0y Q:2x+6y+4z+3=0 dos planos

1) [0,25 PUNTOS] Extraiga el vector normal al plano P de su ecuacién implicita (general).
2) [1 PUNTO] Calcule ecuaciones paramétricas del plano P.

3) [1 PUNTO] Determine la posicion relativa de los planos P y Q.

4) [1 PUNTOQO] Calcule la recta normal a Q que pase por el punto (0, 0, 0).
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OPCION DE EXAMEN N° 2

Ejercicio 1

Considere el sistema de ecuaciones dependiente del pardmetro t:

X+ y+ z= 3
2x+  y+ (t+1)z= 1.
(t-1)x+ ty+ tz= -2

1) [0,25 PUNTOS] Escriba el sistema de ecuaciones como un sistema matricial de la forma

X
A- y =B.
z

2) [3 PUNTOS] Clasifique el sistema en funcién del valor del parametro t, calculando todas las
soluciones en los casos en los que sea compatible.

Ejercicio 2
Seaf la funcion definida a trozos dada por
ax’+x+3 si x<3
f(x)=42x*-3 si 3<x<5
be* si x>5

1) [1,5 PUNTOS] Calcule los valores de a 'y b para que la funcion sea continua en todo R .

2) [LPUNTO] Sia=1, b =3, calcule el area encerrada bajo la grafica de fcomprendido entre las
rectasx=-1yx=3.
3) [1 PUNTO] Calcule los extremos relativos de la funcion g(x) = 2x* +x+3.

Ejercicio 3

Sea Q el plano de ecuacion Q:(0,0,1)+5s(2,-1,0)+t(2,-11).

1) [0,5 PUNTOS] Calcule la ecuacion implicita (general) del plano Q.
2) [1,25 PUNTOS] Calcule la recta que pasa por (—1,2,4) que sea perpendicular al plano Q.
3) [1,5 PUNTOS] Calcule la distancia del punto (-1,2,4) al plano Q.
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SOLUCIONES

OPCION DE EXAMEN N° 1

Ejercicio 1
X =X X
SeaMlamatriz|1 -Xx X
X 2X X

1) [2,25 PUNTOS] Calcule el rango de M en funcidn del valor de x.
2) [1 PUNTO] Calcule la inversa de M en el caso de x = —1.

1) Veamos cuando se anula el determinante de M.

X —X X
|M|:1 X X=X +2+ X +x* -2 =-3x*+3x°
X 2X X

x=0

|M|:0:>—3x3+3x2=O:>3x2(—x+1)=0:>{
—X+1=0—->x=1

Estudiamos tres casos diferentes.

CASO 1 x#0y x=#1.
En este caso el determinante de M es no nulo y su rango es 3.

CASO 2. x=0.
En este caso el determinante de M es nulo y su rango no es 3. Veamos sies 2 0 1.
0 00O
M=|1 0 O0|. Solo tiene un elemento no nulo, por lo que el rango de M es 1.
0 00O
CASO 3. x=1.
En este caso el determinante de M es nulo y su rango no es 3. Veamos sies 2 0 1.
1 -11
M=|1 -1 1|. Tomamos el menor de orden 2 que resulta de quitar la columna 12 (igual que
1 2 1

-1 1
la 3%) vy la fila 12 (igual que la 28) -> ( ) J con determinante

-1

j=—1—2=—3¢0. El
2
rango de M es 2.

Resumiendo: Si x=0 y x=1 elrango de M es 3, si x=1 elrango de M es 2 ysi x=0 el rango
de Mes 1.

2) Para x = -1 la matriz M tiene inversa pues su determinante es no nulo.
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-1 1 -1 -1 1 -1
M=1 1 -1 :>|M|= 1 1 -1=1+1+2-1+41+2=6=0
-1 -2 -1 -1 -2 -1

Calculamos la matriz inversa de M.

-1 1 -1 1 -2 |1 -2 |1 1

+ - +
Adj 1 1 -2 -1 -1 -1 -y 1 -l
M_l_Adj(MT)_ e M 9 A B O T T T
M 6 B I T o R | R B |
1 -1 -1 -1 14

+ - +
1 -2 |1 -2 |1 1

-3 3 0) (-1/2 12 0

M*==2 0 -2|=|1/3 0 -1/3

-1 -3 -2 -1/6 -1/2 -1/3

ol
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Ejercicio 2

1) [2.5 PUNTOS] Calcule el rectangulo de base x cm, altura y cm y diagonal 372 cm cuyo
perimetro sea maximo.

32

&
2) [1 PUNTO] Calcule la recta tangente a la funcién h(x)=x*+x en el punto (1, 2).

1) Aplicando el teorema de Pitagoras la relacion entre los lados del rectangulo es:
2
X2 +y° :(3\/5) = x2+y?=18=y*=18-x* = y =+/18—-X*
El perimetro es la suma de los lados del rectangulo:

P(X)=2x+2y =2x+2y18—X

Busco el maximo de esta funcién usando la derivada.

P(x):2x+2\/18—x2 =P (x)=2+

—2X

2X
7 R B N S
2418 —x? V18— x?

=2=2x=2418-x* =

2X 2X
P(x)=02—-———x==0> ———
() 18— X2 V18— x?

2
= Xx=418-%* = X* :(\/18—x2) = x°=18-x*=

=2x=18=x*=9=|x=+9 =3cm

Veamos como es la funcion para valores menores y mayores de 3.

e Para valores de 0 a 3 cm tomamos x = 1y la derivada vale P'(l) =2- 2 - =1,51>0vyla
18-1
funcion (el perimetro) crece de 0 a 3.
e Para valores mayores que 3 cm tomamos x = 4 y la derivada vale
P (4) =2 —Lz =-3,65<0 y la funcidn (el perimetro) decrece a partir de 3 cm.
18—4

La funcion sigue el esquema siguiente.

) i

rot-

& . I
3 4 3
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El perimetro es maximo para x = 3 cm. En este rectangulo la altura vale y =+/18—3° =3.

El perimetro es méximo para el cuadrado de lado 3 cm.

2) La recta tangente a la funcién h(x)= x* +x en el punto (1, 2) tiene ecuacion:
y—2=h(1)(x-1)
Calculamos el valor de la derivada de la funcion para x = 1.
h(x)=x*+x=h"(x)=2x+1=h"(1)=2+1=3
Sustituimos y obtenemos la ecuacion de la recta tangente:

y—2=h(1)(x-1)

-3 }:y—2=3(x—l):>y—2=3x—3:>
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Ejercicio 3

Sean P:x+3y+2z-1=0y Q:2x+6y+4z+3=0 dos planos

1) [0,25 PUNTOS] Extraiga el vector normal al plano P de su ecuacion implicita (general).
2) [1 PUNTO] Calcule ecuaciones paramétricas del plano P.

3) [1 PUNTO] Determine la posicidn relativa de los planos P y Q.

4) [1 PUNTOQ] Calcule la recta normal a Q que pase por el punto (0, 0, 0).

1) P:x+3y+2z-1=0=>n=(13,2)

2) PRIMERA FORMA. Despejamos “y” y “z” en la ecuacion del plano.
X=1-31-2«
P:x+3y+2z-1=0=>x=1-3y-2z2=> y=41

l=«

SEGUNDA FORMA. Obtengamos tres puntos del plano que no estén alineados y con ellos
obtendremos dos vectores directores del plano y las ecuaciones paramétricas de dicho plano.
P:x+3y+2z-1=0
= x-1=0=x=1=A(10,0)
y=0;z=0
P:x+3y+2z-1=0
= x+3-1=0=x=-2=B(-2,10)
y=12z=0

P:x+3y+2z-1=0
= Xx+2-1=0=x=-1=C(-1,0,1)

y=0;z=1
Obtenemos los vectores directores AB y AC .
A(L0,0)eP x=1-31-2a
u=AB=(-210)-(10,0)=(-310);=P:{y= 2
v=AC=(-10,1)-(10,0)=(-2,0,2) z= a

3) Estudiemos la posicidn relativa de sus vectores normales.
P:x+3y+2z-1=0=n=(13,2) 1 3
Q:2x+6y+4z+3=0=n"=(2,6,4)

| N

2 6 4

Los vectores normales de ambos planos son proporcionales por lo gue los planos son paralelos o
coincidentes.
No son coincidentes pues el punto A(1,0,0) del plano P no pertenece al plano Q.

A(L,0,0)
P:x+3y+2z-1=0
A(L,0,0)
Q:2x+6y+4z+3=0
Los planos P y Q son paralelos.

}:>1+0+0—1:01Ciert0!:> A(L,0,0) € P

}:>2+0+O+3:01Falso!:> A@L,0,0)2Q

4) Larecta r normal a Q tiene como vector director el vector normal a Q.
(0,0,0)er } B

v=n=(26,4) 4

=|r

X_Y
2 6 4
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OPCION DE EXAMEN N° 2

Ejercicio 1
Considere el sistema de ecuaciones dependiente del parametro t:
X+ y+ z= 3
2x+  y+ (t+1)z= 1.
(t-1)x+ ty+ tz= -2
1) [0,25 PUNTOS] Escriba el sistema de ecuaciones como un sistema matricial de la forma
X
A-ly|=B-
z
2) [3 PUNTOS] Clasifique el sistema en funcion del valor del parametro t, calculando todas las
soluciones en los casos en los que sea compatible.

1 1 1
1) La matriz de coeficienteses A=| 2t 1 t+1|y la matriz de los términos independientes es
t-1 t t
1 1 1 X 3
B=| 1 |. Laecuacion matriciales | 2t 1 t+1|-|y|=| 1
-2 t-1 t t z -2

2) Discutimos el sistema, empezando por investigar el posible valor del rango de A.

11 1
IAl=|2t 1 t+l=t+(t+1)(t-1)+ 27 —(t-1)— 27 —t(t+1)=
t-1t t

:X+P\—1ﬁ+l—}i—t=—t

|A=0=-t=0=t=0
Estudiaremos dos situaciones diferentes.

Situacion 18, t =0
En este caso el determinante es no nulo y el rango de la matriz A es 3, por lo que el rango de la

matriz ampliada A/B también es 3, al igual que el namero de incdgnitas. El sistema es compatible
determinado.

Situacion 22. t =0
En este caso el determinante es nulo y el rango de A no es 3. Veamos cdmo queda la matriz Ay
cuél es su rango.

1 11
A=| 0 1 1|. Tomamos el menor de orden 2 que resulta de quitar la fila 3% y la columna 32
-1 00

11
(igual que la columna 2%) - (O J con determinante

]:‘=1¢0. El rango de A es 2.

¢Cuél es el rango de la matriz ampliada A/B?
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111 3
A/B=| 0 1 1 1] tieneun menor de orden 3 que resulta de quitar la columna 22 (igual
-1 0 0 -2
1 1 3 1 1 3
que lacolumna3®) > | 0 1 1 |condeterminante |0 1 1|=-2-1+0+3+0+0=0.
-1 0 -2 -1 0 -2

El rango de A/B no es 3.
Como el rango de A es 2 el de A/B también es 2 y es menor que el nimero de incgnitas (3),

por lo que el sistema es compatible indeterminado.

Resolvemos el sistema para t = 0 utilizando el método de Cramer.

31 1
1 1 t+1
2ttt _3t—2(t+1)+t+2—t—3t(t+l)_3(—2t/i}(;}4>(—3t2>31;:
1 1 1 -t —t
2t 1 t+1
t-1 t t
=—_3t2_2t:3t+2
1 3 1
2t 1 t+1
y_t—l -2t | t+3(t+1)(t-1)-4t—(t-1)-6t°+2(t+1)
1 1 1 —t
2t 1 t+1]
t-1 t t

3 s A -6t 2t 302t 3t
-t

1 1 3
2t 1 1
t-1 t -2 —2+t-1+6t2—3t+3+4t—-t 6t>+t

Z= = = =-6t—1
1 1 1 —t —t
2t 1 t+
t—-1 t t

Cuando t =0 lasoluciones x=3t+2; y=3t+2;z=—-6t-1.

Resolvemos el sistema cuando t = 0.

www.ebaumatematicas.com

227 de 244


http://www.ebaumatematicas.com/

EBAU septiembre 2017 Matemdticas Il en Cantabria Juan Antonio Martinez Garcia

X+ y+ z= 3 X+y+z=3
2+y+2=3 y+z=1
y+ z= 1=4y+z=1 = = =
y+z=1 y+z=1
—X = -2 |[x=2
X=2
:>y+z=1:>:> y=1l-a;,aeR
I=a

Cuando t = 0 las soluciones son x = 2;y = 1 — &; z = &, para cualquier valor e R.
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Ejercicio 2
Sea f la funcién definida a trozos dada por

ax’+x+3 si x<3

f(x)=42x*-3 si 3<x<5

be* si x>5
1) [1,5 PUNTOS] Calcule los valores de a y b para que la funcion sea continua en todo R .
2) [LPUNTO] Sia =1, b =3, calcule el area encerrada bajo la gréfica de f comprendido entre las

rectasx=-1yx=3.

3) [1 PUNTO] Calcule los extremos relativos de la funcion g(x) = 2x*+x+3.

1) Para que la funcion sea continua debe serloenx =3 yenx =5.
Enx=3
e Existe el limite de la funcién en x = 3.

limax®?+x+3=9a+6

lim f(x)=4""*
x—3 lim2x*-3=15

x—3"

lim f (x) =15

{Deben ser iguales} = 9a+6=15=9a=9=a=1

e Existelafuncionenx=3. f(3)=ax’+x+3=9a+6=15
e Elvalor de la funcion y el limite son iguales.

Sitomamos a = 1 la funcién es continua en x = 3.

Enx=5
e Existe el limite de la funcién en x = 5.
lim 2x* -3 =47 47
lim f(x)=4""° {Deben ser iguales} = 47 =be®* = b=— lim f(x) =47
x5 lim be* = be® g> x5

x—5"

e Existe la funcibnenx=5. f(5) = gef’ =47
e

e El valor de la funcion y el limite son iguales.

. 47 ., .
Sitomamos b=— la funcion es continua en x = 5.
e

47

Resumiendo: Los valores que hacen la funcion continuasona=1y b=—.
e

X*+x+3 si x<3
2) Sia=1,b=3lafunciénqueda f(x)=<2x*-3  si 3<x<5.
3e* si x>5

Como nos piden el area del recinto entre x = -1 y x = 3 la expresion de la funcién que vamos a
utilizar es f(x)=x*+x+3.
Veamos si la gréafica corta el eje de abscisas.
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-1+41-12 -1++4-11

f(x)=x° i
(x)=x +X+3}:>x2+x+3=0:>)(= = 5 = No existe

y=0

2

Tomamos x = 0 para ver si la funcion es positiva o negativa = f(0)=0°+0+3=3>0

No corta al eje de abscisas y la funcion es siempre positiva. El area sera el valor de la mtegral
definida de la funcion entre -1y 3.

Area:if(><)0|X=jX2+x+3dx= \
- O

:9+—+9+1—£+ =|25,33u?
3 2

X+3

f)=x

U
-
+

4

El valor hallado para el area coincide con el valor aproximado gue se puede obtener contando
cuadraditos en el dibujo superior.

3) Hallamos los posibles extremos relativos averiguando cuando se anula la derivada primera.
g(x)=2x*+x+3= g (x) = 4x+1

g (X)=0=>4x+1=0=>x=—=
Comprobamos si es maximo o minimo con el signo de la derivada segunda.

g’ (X)=4x+1l=>9g"(X)=4= g”(—%)=4>0

Como la segunda derivada es positiva la funcion presenta un minimo relativo en x = —

2
La funcion es una parabola y este es su vértice. ¢ (—%j = 2(—%) ——+3=—-=+43=—.

El minimo relativo de la funcion es el punto (—% %l)
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Ejercicio 3
Sea Q el plano de ecuacion Q:(0,0,1)+5s(2,-1,0)+t(2,-11).
1) [0,5 PUNTOS] Calcule la ecuacion implicita (general) del plano Q.

2) [1,25 PUNTOS] Calcule la recta que pasa por (—1,2,4) que sea perpendicular al plano Q.
3) [1,5 PUNTOS] Calcule la distancia del punto (-1,2,4) al plano Q.

(0,01)eQ x-0 y-0 z-1
1) Q:(0,01)+5(2,-10)+t(2-11)=u=(2,-10);=Q:| 2 -1 0 [=0=
v=(2,-11) 2 -1 1

= -—X—-22+2+22-2-2y=0=-x-2y=0=|Q:x+2y=0

2) Si la recta es perpendicular al plano Q tendrd como vector director el normal del plano Q.

Q:x+2y=0=>n=(12,0)

(-1,2,4)er } x=-1+4
- - =|r:qy=2+21
v, =n=(12,0) L _a

3) Utilizamos la formula de la distancia de un punto (-1,2,4) a un plano Q:x+2y=0.

-1+4 3 |35
d((-12,4),Q) === =72
OTRA FORMA DE RESOLVERLO.

Hallo el punto de corte de la recta hallada en el apartado 2) con el plano Q hallado en el apartado
1) y la distancia del punto al plano sera el modulo del vector que une un punto con el otro.

X==1+4
ray=2+21
4 = -1+ 1+2(2+22)=0= -1+ A1+4+41=0=
Q:x+2y=0
8
X=—1l-—=—=
5

:5/1+3:O:>i:_—3:> y:2—§:ﬂ :A(—g,ﬂAj
5 5 5 55

2 2
TEEN S EREe [0,36_ [ [s5
55 5 5 25 25 25 5
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MATEMATICAS Il

INDICACIONES AL ALUMNO

1. Debe escogerse una sola de las opciones.

2. Debe exponerse con claridad el planteamiento de la respuesta o el método utilizado para su resolucion.
Todas las respuestas deben ser razonadas.

3. Entre corchetes se indica la puntuacion maxima de cada apartado.

4. No se permite el uso de calculadoras graficas ni programables. Tampoco esta permitido el uso de

dispositivos con acceso a Internet.

OPCION DE EXAMEN Ne° 1

Ejercicio 1

t 2t 2 1 -3

Consideremos la igualdad matricial A- M =B, donde A=|-1 t 1|, B=| 0 1

-1 11 -2 2

1) [0,25 PUNTOS] ¢Cuantas filas y columnas debe tener la matriz M?
2) [1,5 PUNTOS] ¢Para qué valores de t es la matriz A invertible?

3) [1,5 PUNTOS] En el caso ¢t = —1, despeje la matriz M en funcion de las matrices A y B y calcule

su valor.

Ejercicio 2

Sea la funcion f(x) = X

J1+X '

1) [2.5 PUNTOS] Calcule la primitiva de f. Compruebe la solucion obtenida.

2) [1 PUNTO] Calcule el area encerrada porfyeleje y=0 y lasrectas x=0y x=4.

Ejercicio 3

Sea P el punto (0, 2, 2). Sea r la recta expresada de forma continua:

r:x—2:y:z+1

4 1 2

1) [0,75 PUNTQOS] Escriba las ecuaciones paramétricas de la recta r.
2) [1,5 PUNTOS] Calcule la distanciade P ar.
3) [1L PUNTO] Calcule un plano perpendicular a r que pase por el punto P.
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OPCION DE EXAMEN N° 2

Ejercicio 1

Considere el sistema matricial

1 1 1 X 2
1 1 aj|yl=|2
3a 2a 2a Z 1

1) [2 PUNTOS] Determine los valores de a para que el sistema sea compatible.
2) [1,25 PUNTQOS] Calcule todas las soluciones en el caso en el que sea compatible indeterminado y

en el caso a=3.

Ejercicio 2
Tenemos la funcién definida a trozos:

X—+1 si x<0

g(x) = X
2x°* —15x> +36x+3 si x>0

1) [2 PUNTOS] Calcule los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién g en R—{O} y

determine los maximos y minimos relativos.
2) [0,5 PUNTOS] Determine si la funcion es continua en x = 0.

3) [1 PUNTO] Haga un eshbozo del grafico de la funcidn en un entorno de x = 0.

Ejercicio 3

Sean A=(-2,1,0),B=(1,1,1),C=(2, 0, 2) tres puntos de R®.

1) [1 PUNTO] Calcule la ecuacion implicita (general) del plano que pasa por A, By C.
2) [1 PUNTOQ] Calcule la ecuacion continua de la recta BC.

3) [1 PUNTO] Calcule el area del triangulo definido por ABC.

4) [0,25 PUNTOS] Determine, usando el producto escalar, si los vectores u=(3, 0, 1) y

v=(4, -1, 2) son ortogonales.
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SOLUCIONES
OPCION DE EXAMEN Ne 1
Ejercicio 1
t 2t 2 1 -3
Consideremos la igualdad matricial A- M =B, donde A=|-1 t 1|, B=| 0 1
-1 1 1 -2 2

1) [0,25 PUNTOS] ¢Cuantas filas y columnas debe tener la matriz M?

2) [1,5 PUNTOS] ¢Para qué valores de t es la matriz A invertible?

3) [1,5 PUNTOS] En el caso ¢ = —1, despeje la matriz M en funcién de las matrices A y B y calcule
su valor.

1) Para que sea posible el producto de la matriz A por la matriz M debe ser el nimero de filas de M
igual que el nimero de columnas de A (3). Y el nimero de columnas de M debe ser igual al de
columnas de B (2).

Debe ser de dimensiones 3x2.

A-M = B m=3
=
3><><n—>3><2 n=2

2) Para que A sea invertible debe tener determinante no nulo.

t 2t 2
|Al=-1 t 1j=t"-2t-2+2t+2t—t=t"+t-2
-1 1 1
-1+3 1-t
1+ 1 -4(-2) _1+ T
Al=0=t" +t-2=0=t= (2) _-1:3_) 2
2 2 -1-3
—:—2:
La matriz A tiene inversa cuando t -2yt =1
3) Para ¢t = —1 la matriz A tiene inversa y la calculamos.
-1 -2 2 -1 -2 2
A=l-1 -1 1|=|A=-1 -1 1|=1+2-2-2-2+1=-2%0
-1 1 1 -1 1 1
1 1 -1 j:' ‘—2 jLJ -2 -
+ - +
Adj| -2 -1 1 1 2 2 1
L Adi(AT) 2 1 1) - 1y 1
oA -2 211 2 1) |2 1
-1 -1 |-1 - -1 -1
+ - +
-1 1 -2 1 -2 -1
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-2 4
at="Ho 1
2

-2 3

0 1 -2 0
-1(=|0 -1/2 1/2
-1 1 -3/2 1/2

Despejamos en la ecuacion matricial, sustituimos los valores de las matrices y calculamos.

A‘M =B=>M=A""-B

-2 4 01 -3 -2+0+0 6+4+0 -2 10

M:_—l 0 1 -1)j0 1 |=—| 0+0+2 O0+41-2|=—| 2 -1

2 -2 3 -1)\-2 2 -2+0+2 6+3-2 0 7
2/2 -10/2 1 -5
M=|-2/2 1/2 |[=>M=|-1 1/2
0 —7/2 0 -7/2
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Ejercicio 2
X
Sea la funcion f(x)= )
) J1+X

1) [2.5 PUNTOS] Calcule la primitiva de f. Compruebe la solucion obtenida.
2) [1 PUNTO] Calcule el area encerrada por fy el eje y=0 y lasrectas x=0y x=4.

1) Calculamos la integral indefinida de la funcion usando el cambio de variable 1+ x =t.
Cambio de variable
) t? -1 t? 1
dx =41+ x =t* = dx = 2tdt p = [——=2tdt = [ = 2tdlt — [~ 2tdt =
21 t t t
X=t"—

X

jf(x)dx=IJH_X

3 Deshacemos el cambio
jztzdt—IZdt=2jt2dt—2jdt=2%—2t={ }

t? =1+ x=>t=+1+X

- g(m)izmm

Comprobacion: Derivamos la primitiva y debemos obtener la funcion inicial.

(g(mf_zmmj-:}z(m

)2 1 _\X 1 B
PN T

(Vi) g N () nxa

T e IR e ex e )

Queda demostrado que la primitiva es correcta.

2) Averiguamos los puntos de corte de la grafica de la funcion con el eje.

F(x)=—=
Jixr=>0=—2 =x=0
y=0

\/1+ X

Comprobamos si la funcion es positiva o negativa entre x=0y x=4.
2

V142

El area del recinto es el valor de la integral definida de la funcién entre 0 y 4.

[ £000x= ] Jlx_xdx{g(mf_zm}“:
0 o Vi+ 0

AR B

Le damos un valor intermedio x =2 2> (2) = >0
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:%(\/5)3—g\/_—§+2=§5\/_—g\/§—§+2=%\/§+%=4,314u2
x=0 x=4

1 2 3
l' =}

En el dibujo de la grafica y el recinto pedido (de rojo) se observa la bondad de la solucion obtenida

para el area. Contando cuadraditos vemos que aproximadamente el area es 4 y pico unidades
cuadradas.
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Ejercicio 3
Sea P el punto (0, 2, 2). Sea r la recta expresada de forma continua:
. X-2 'y z+1
41 2
1) [0,75 PUNTOS] Escriba las ecuaciones paramétricas de la recta r.
2) [1,5 PUNTOS] Calcule la distanciade P ar.
3) [1 PUNTO] Calcule un plano perpendicular a r que pase por el punto P.

1) Obtenemos las ecuaciones paramétricas de la recta.

X=2+44
X_2 y Z+1 ) Pr(Z,O,—l)EI' ]
r: 2 :I: > =ric_ 412 =>riy=A41
v =(4.12) z=-1+21

2) Hallamos el plano T perpendicular a la recta r que pasa por el punto P.
Luego determinamos el punto Q donde se cortan recta y plano. La distancia del punto P ala
recta r serd el valor de la distancia entre los puntos P y Q.

S g 9@n P

El plano tendrd como vector normal el director der.

P(0,2,2)ex P(0,2,2)ex
T . = =0+2+4+D=0=D=-6
n:vr:(4,1,2) 4x+y+2z+D=0

El plano m perpendicular a la recta r que pasa por el punto P tiene la ecuacion 7z :4x+y+2z—6=0
Averiguamos las coordenadas del punto Q de corte de la recta r y el plano .

T 4X+y+22-6=0

X=2+41
:>4(2+4/1)+;t+2(—1+2/1)—6=0:>
r.ay=A4
z2=-1+21
X=2
=8+164+1-2+41-6=0=211=0=>1=0=<y=0 :>Q(2,0,—1)
z=-1

Obtenemos el valor de la distancia de P a r usando el modulo del vector que une P con Q.

PQ=(2,0,-1)-(0,2,2)=(2,-2,-3) =

=d(P,r)=d(P,Q)=|PQ|=y2* +(-2) +(-3)" =[\i7 =4.12u

3) Determinado en el apartado anterior: 7:4Xx+y+2z—-6=0
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OPCION DE EXAMEN N° 2

Ejercicio 1

Considere el sistema matricial
1 1 1 X 2
1 1 aj|yl=|2
3a 2a 2a) (z 1

1) [2 PUNTOS] Determine los valores de a para que el sistema sea compatible.
2) [1,25 PUNTQOS] Calcule todas las soluciones en el caso en el que sea compatible indeterminado
y en el caso a=3.

1 1 1
Para que sea compatible debe tener rango de la matriz de coeficientes A={ 1 1 a | igual que
3a 2a 2a
1 1 1 2
elrango de laampliada A/B=| 1 1 a 2|.
3a 2a 2a 1
1 1 1
|Al=|1 1 a|=2a+3a’+2a-3a-2a-2a’=a’-a
3a 2a 2a

5 a=0
|Al=0=a’-a=0=a(a-1)=0=
a-1=0—»a=1
Distinguimos tres situaciones diferentes.

Situacion 12. a=0y a=1.
En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, asi como el rango de A/B y el
namero de incognitas, por lo que el sistema es compatible determinado.

Situacion 28, a = 0.
En este caso el determinante de A es cero y su rango no es 3.

111
La matrizqueda A={1 1 0| ysurango es 2 pues quitando la fila 32 (todo ceros) y la
0 0O
columna 12 (igual que la 2%) tenemos un menor de orden 2 con determinante no nulo
i ;‘=0—1=—1¢0.
1112
La matriz ampliadaqueda A/B=|1 1 0 2|, tomamos el menor de orden 3 que resulta
0 001
de quitar la 12 columna (igual que la 2%) y su determinante vale
11 2
1 0 2/=0+0+0-0-1-0=-1+0. Elrango de A/B es 3.
0 01

El sistema es incompatible pues rango de A = 2 # 3 = Rango de A/B.
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Situacion 3% a = 1.
En este caso planteamos la discusion usando el método de Gauss.
La matriz ampliada queda

, Fila 22 — Fila 12
11 1;2 11 112
AlB=|1 1 152 =14 1 1)
32 241 0 0 0 :0-—>Nuevafila2?
Fila3? — 3 - Fila12
3 2 211
3 -3 -3i-6 =
0 -1 -1:-5-— Nuevafila3?
11 112 11 112
=|0 0 0 :0 |={Cambiamos Fila3*porFila2*}=|0 -1 -1:-5
0 -1 -1:{-5 0 0 0:0

Mirando las tres primeras columnas de la matriz tenemos una matriz equivalente a A 'y
contamos 2 filas con algin elemento no nulo, por lo que el rango de A es 2. Y mirando la
matriz completa equivalente a la matriz A/B contamos 2 filas con algun elemento no nulo, por

lo que el rango de A/B es 2.
Rango de A =2 = Rango de A/B < 3 = NUmero de incognitas.
El sistema es compatible indeterminado.

1) El sistema es compatible para a # 0.

2) El sistema es compatible indeterminado para a = 1. Lo resolvemos.

1 1 1) (x 2 X+y+2=2

1 1 1|-y|=|2|=Xx+y+2=2
z

X+y+z=2 } X=2-y-1 }
= =
3 2 2 1 3X+2y+2z=1

=
3X+2y+2z=1 3X+2y+2z=1

=3(2-y-2)+2y+2z=1=6-3y-3z+2y+2z=1=-y-7=-5=

X=-3
=>x=2-(5-2)-2=2-5+7-7=-3=y=5-1;teR
z=t

Las soluciones paraa =1son x=-3; y=5-t; z=t, para cualquier valor teR.

Para a=3 el sistema es compatible determinado.

1 1 1) (x 2
El sistemaqueda |1 1 3|:-|y|=|2],loresolvemos por el método de Cramer.
9 6 6)\z 1
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2 11
2 13
L6 6 1243+10-1-12-3 22 n
1 1 1 6+27+6-9-6-18 6 3
113
96 6
121
123
9 1 6 12+54+41-18-12-3 34 17
T 6 "6 3
11 3
9 6 6
11 2
112
o6 1 1418+412-18-1-12 0,
111 6 6
113
96 6

La solucion paraa =3 esx=-11/3;y =17/3;z=0.

241 de 244 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EBAU junio 2017 Matemadticas Il en Cantabria Juan Antonio Martinez Garcia

Ejercicio 2
Tenemos la funcion definida a trozos:

X—+1 si x<0

g(x) = X
2x°* —15x> +36x+3 si x>0

1) [2 PUNTOS] Calcule los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién g en R—{0}y

determine los maximos y minimos relativos.
2) [0,5 PUNTOS] Determine si la funcién es continua en x = 0.
3) [1 PUNTO] Haga un eshozo del grafico de la funcién en un entorno de x = 0.

1) Calculamos la derivada de la funcion en el intervalo (-0, 0) y estudiamos su evolucion.

X+1 , X—(x+1) -1
09 =221 gy 22U
X X X

g '(x):0:>_—3:0:>—1:0 iiImposible!!
X

La derivada de la funcion no se anula en este intervalo por lo que siempre es creciente o siempre
decreciente.

Tomamos x = -1y la derivada vale g "(-1) = =-1<0. La funcién decrece en este punto y

2

por tanto en todo el intervalo (—o, 0).

Calculamos la derivada de la funcién en el intervalo (0, +w) y estudiamos su evolucion.
g(x) =2x* -15x* +36x+3= g (x) = 6x* —30x + 36
5+
5+\25-24 5+1 | 2 o %
2 2 -

[EEN

g (xX)=0=6x"-30x+36=0=> X" -5Xx+6=0=x=

-

—=2=X
2

Veamos si la funcion crece o decrece antes de x = 2, entre 2 y 3, y, por ultimo, después de 3.
e En (0, 2) tomamos x = 1y la derivada vale g (1) =6-30+36=12>0. La funcidn crece
en (0, 2).
e En(2, 3) tomamos x = 2,5y la derivada vale g’(2,5)=6-2,5°-30-2,5+36=-1,5<0.
La funcidn decrece en (2, 3).
e En (3, +o0) tomamos x = 4y la derivada vale g(4)=6-4°-30-4+36=12>0. La
funcion crece en (3, +).
Reuniendo todo lo observado, tenemos un resumen en el siguiente gréafico.

e

Para saber si la funcion presenta un minimo en x = 0 debemos estudiar el comportamiento de la
funcion en su entorno, pues no sabemos si es continua.
¢Es continua en x = 0?

imX o1
e Existe el limite limg(x) =1~ X 0 = No existe
7 lim 2x® —15x* +36x+3=3

x—0"
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e Existe la funcion. No es necesario verlo.
e Soniguales. No es necesario verlo.
No es continua en x = 0. En este punto no presenta minimo.

La funcion decrece en (—o,0)(2,3) y crece en (0,2)(3,+0).
La funcién presenta un minimo relativo en x = 3. Y un maximo relativo en x = 2.

2) Visto en el anterior apartado.
¢Es continua en x = 0?
No es continua pues no coinciden los limites laterales.

. oox+1 1
limg(x)=lim=—=—=—w
X0 0 x 0 = lim g(x)=—»=3=lim g(x)
lim g(x) = lim 2x* -15x* +36x+3=3| " =
x—0" x—>0"
3) Sabemos cdmo se comporta la funcién en las proximidades de x = 0.
x+1 1 5
lim—=—=-—w
limg(x) =1 X 0
“ lim 2x* —~15x* +36x+3=3
x—0"
Hacemos una tabla de valores en el intervalo
[-2, 2] y dibujamos su gréfico. +
x | 9(x)
-2 | 0,5 Y
-1 0 )
-0,5| -1 ' b st x<0
2(x)=4 x N
01] 9 12¢ -15¢ +36x+3 si x>0
0 3
2 29
—_—
-1
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Ejercicio 3

Sean A=(-2,1,0), B=(1, 1, 1), C=(2, 0, 2) tres puntos de R®.

1) [1 PUNTO] Calcule la ecuacién implicita (general) del plano que pasa por A, B 'y C.
2) [1 PUNTO] Calcule la ecuacién continua de la recta BC.

3) [1 PUNTO] Calcule el area del triangulo definido por ABC.

4) [0,25 PUNTOS] Determine, usando el producto escalar, si los vectores u=(3, 0, 1) y

v=(4, -1, 2) son ortogonales.

1) Hallamos dos vectores directores del plano y determinamos su ecuacion.

B(Lll)ex x-1 y-1 z-—
u=AB=(111)-(-210)=(301) t=z=[3 0 1 |=0
v=AC=(2,0,2)-(-2,1,0)=(4,-12) 4 -1 2

4(y-1)-3(z-1)-6(y-1)+(x-1)=0
4y—-4-37+3-6y+6+x-1=0
|m=x-2y-32+4=0|

2) Hallamos su vector director y determinamos su ecuacion continua.

B(l,l,l)er _l; x-1 y-1 z-1
u=BC=(202)-(111)=(1-11) 1 -1 1

3) El area del triangulo ABC es la mitad del modulo del producto vectorial de los vectores AB y
AC.

AB=(111)-(-2,1,0)=(3,0,2) } I L
2)

. = ABxAC=3 0 1
AC =(2,0,2)(-2,1,0)=(4,-1, 4 1 o

ABxAC=4j-3k-6j+i=i-2j—3k=(1-2-3)

Area ABC = =1,871u?

[ABxAC| \/12 2) +(-3) [V1a
2 2 12

4) Para que los vectores sean ortogonales su producto escalar debe ser cero.

v=(3,0,1)-(4, -1 2)=12+0+2=14=0

Como su producto escalar es distinto de cero dichos vectores no son ortogonales.
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