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Introduccién

Este cuaderno contiene los examenes de matematicas Il propuestos en las pruebas ABAU de Galicia
del afio 2017 al 2024, junto con los examenes de las PAU del 2025. Los exdmenes estan resueltos por
Juan Antonio Martinez Garcia que ha sido profesor de matematicas en distintos institutos de
educacion secundaria.

La web www.ebaumatematicas.com dispone de los examenes de matematicas Il resueltos de otras
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PAU Extraordinaria 2025
PAU ,
C | U G comsion _ CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 2025 CODIGO 20
DE GALICIA MATEMATICAS Il

El examen consta de 4 preguntas de respuesta obligatoria, puntuadas cada una con 2,5 puntos: la primera
sin apartados optativos y las tres siguientes con posibilidad de eleccion entre apartados.

PREGUNTA 1. ESTADISTICA Y PROBABILIDAD. (2 puntos)

CONTEXTO

En los ultimos afios, hay una tendencia que sigue en aumento: emplear calzado deportivo no
Unicamente para realizar actividad fisica, sino como calzado de uso diario. Los motivos principales
son su versatilidad y comodidad, ya que pueden combinarse con casi cualquier atuendo al mismo
tiempo que permiten realizar movimientos naturales.

Anton es un apasionado de este tipo de calzado, del que tiene 60 pares, guardando cada par en su
correspondiente caja. EI 80% son zapatillas tradicionales y el 20% zapatillas de disefio. Entre las
zapatillas de disefio, el 75% estan en buen estado, pero solo el 50% de las zapatillas tradicionales
estan en buen estado. Un dia que se levanté con el tiempo justo, para no llegar tarde al trabajo, cogié
al azar una caja y se calzo las zapatillas de esa caja.

Responda estos tres apartados: 1.1., 1.2. y 1.3.

1.1. ;Cual es la probabilidad de que Anton vaya calzado con zapatillas tradicionales o zapatillas en
buen estado?

1.2. Al salir del trabajo, Anton decide ir al cine con dos amigos. Antén no quiere llevar calzadas
zapatillas que no estén en buen estado ni zapatillas tradicionales, ¢cudl seria la probabilidad de que
no tenga que pasar por su casa a cambiar las zapatillas?

1.3. Antdn tiene 8 pares de zapatillas tradicionales de color blanco. Sabiendo que al escoger al azar
una caja de sus zapatillas los sucesos “ser blancas” y “ser de disefio” son sucesos independientes,
(cuantos pares de zapatillas blancas de disefio tiene Anton?

PREGUNTA 2. NUMEROS Y ALGEBRA. (2,5 puntos).
Responda uno de estos dos apartados: 2.1. 0 2.2.

120 010
2.1. Dadas las matrices A={2 4 1|yB=|1 0 O0].
1 1 k 0 01

2.1.1. ¢Qué condicion tiene que cumplir k para que A sea invertible? Calcule A™* cuando sea
posible.

2.1.2. Para k =0, calcule la matriz X que satisfaga la igualdad AX —A=B?+ A" siendo AT la
traspuesta de A.

X+ my+ z=m
2.2. Discuta, segun los valores del parametro m, el sistema: < X + +(3— m) z=2m
my + 22=3m

PREGUNTA 3. ANALISIS. (2,5 puntos).
Responda uno de estos dos apartados: 3.1. 0 3.2.

3.1. Responda a las dos cuestiones siguientes:
3.1.1. Enuncie el teorema del valor medio del calculo diferencial.
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3.1.2. Calcule Iex cos3xdx.

xe* si x<0

3.2. Dada la funcién f (x)=1n (1+x) , Se pide responder a las siguientes cuestiones:

S x>0
1+x

3.2.1. Estudie la continuidad de la funcion f(x) en x=0.
3.2.2. Estudie la derivabilidad de la funcién f(x) en x=0.
3.2.3. Calcule la ecuacion de la recta tangente a la curva f(x) en x=-1.

PREGUNTA 4. GEOMETRIA. (2,5 puntos).
Responda uno de estos dos apartados: 4.1. 0 4.2.

4.1. Considérense los planos 7 :2x+3y+z+1=0y 7" :x+z—-1=0 y los puntos A(2,1,0) y
B(-1-2,3).

4.1.1. Calcule la distancia del punto A al plano paralelo a = que pasa por B.
4.1.2. Obtenga las ecuaciones paramétricas de la recta interseccion de los planos Ty r'.

x-1 y-2 z-1 . x-2 y-1 z-1
a1 VT T T

4.2.1. Calcule la posicion relativa de las rectas r y s.

4.2.2. Obtenga la ecuacion del plano que contiene a las rectas r y s.

4.2. Dadas las rectas r:
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SOLUCIONES

PREGUNTA 1. ESTADISTICA Y PROBABILIDAD. (2 puntos)

CONTEXTO

En los ultimos afios, hay una tendencia que sigue en aumento: emplear calzado deportivo no
Unicamente para realizar actividad fisica, sino como calzado de uso diario. Los motivos principales
son su versatilidad y comodidad, ya que pueden combinarse con casi cualquier atuendo al mismo
tiempo que permiten realizar movimientos naturales.

Anton es un apasionado de este tipo de calzado, del que tiene 60 pares, guardando cada par en su
correspondiente caja. EI 80% son zapatillas tradicionales y el 20% zapatillas de disefio. Entre las
zapatillas de disefio, el 75% estan en buen estado, pero solo el 50% de las zapatillas tradicionales
estan en buen estado. Un dia que se levant6 con el tiempo justo, para no llegar tarde al trabajo, cogio6
al azar una caja y se calzd las zapatillas de esa caja.

Responda estos tres apartados: 1.1., 1.2. y 1.3.

1.1. ;Cudl es la probabilidad de que Antdn vaya calzado con zapatillas tradicionales o zapatillas en
buen estado?

1.2. Al salir del trabajo, Anton decide ir al cine con dos amigos. Anton no quiere llevar calzadas
zapatillas que no estén en buen estado ni zapatillas tradicionales, ¢cuél seria la probabilidad de que
no tenga que pasar por su casa a cambiar las zapatillas?

1.3. Anton tiene 8 pares de zapatillas tradicionales de color blanco. Sabiendo que al escoger al azar
una caja de sus zapatillas los sucesos “ser blancas” y “ser de disefio” son sucesos independientes,
(cuantos pares de zapatillas blancas de disefio tiene Anton?

Nos dicen que tiene 60 pares de zapatillas y el 80% son tradicionales, es decir, 0.8 - 60 = 48
pares son zapatillas tradicionales y las restantes 60 — 48 = 12 son de disefio.

Entre las zapatillas de disefio, el 75% estan en buen estado, es decir, 0.75 - 12 = 9 zapatillas son
de disefio en buen estado. En las tradicionales solo el 50% est& en buen estado, es decir, 0.5 - 48
= 24 zapatillas son tradicionales en buen estado.

Ponemos todos estos datos ordenados en una tabla de contingencia.

Buen estado Mal estado
Disefio 9 12
Tradicionales 24 48
TOTALES 60
Completamos la tabla.
Buen estado Mal estado
Disefio 9 3 12
Tradicionales 24 24 48
TOTALES 33 27 60

Disponemos de toda la informacidn sobre las zapatillas de Anton y podemos responder a las
preguntas que se nos planteen usando la regla de Laplace.

1.1. De los 60 pares hay 48 que son tradicionales y 9 que son de disefio en buen estado. La
probabilidad de que Anton vaya calzado con zapatillas tradicionales o zapatillas en buen estado
48+9 19 0.95

es de ==
20
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1.2. De los 60 pares de zapatillas que tiene Anton 9 son de disefio y en buen estado. La probabilidad
de no llevar zapatillas tradicionales ni en mal estado es de % = 2—?;) =0.15, la probabilidad de no

tener que cambiarse de zapatillas es de 0.15.

1.3. Llamamos B al suceso “zapatillas blancas”, D a “zapatillas de disefio” y T a “zapatillas
tradicionales”. Nos dicen que los sucesos B y D son independientes por lo que:

12 _P(B)
60 5
Calculamos el valor de P(B) usando el teorema de la probabilidad total.

P(BmD): P(B)P(D): P(B)

P(BmD):@

P(B)=P(BAT)+P(BAD)= ~pe)= 2P
P(BmT)zgiO:% 15 5
—15P(B)=2+3P(B)=12P(B)=2= P(B):%:%

Como P(B)= % este valor de la probabilidad nos indica que Antdn tiene 10 pares de zapatillas

blancas. Como 8 son tradicionales podemos asegurar que Anton tiene 10 — 8 = 2 pares de zapatillas
blancas de disefio.

OTRA FORMA DE RESOLVERLO
Con tabla de contingencia. Llamamos “x” al nimero de pares de zapatillas blancas de disefio que
tiene Anton.

Blancas No blancas
Disefio X 12 —x 12
Tradicionales 8 40 48
TOTALES X+ 8 52 — X 60

Nos dicen que los sucesos B y D son independientes por lo que P(BnD)=P(B)P(D).

Utilizando los datos de la tabla tenemos que P(BmD):G—E, P(B):X6—28 y P(D):%.
Reunimos toda la informacion y obtenemos el valor de x.
P(BND)=P(B)P(D)
P(BND)=—
X Xx+81 5x x+8
= o =l T o 5x=x+8=4x=8=|x=2
P(B)=X—+8 :60 50 5:60 50 = 5X=X+8=4x :>_
60
12 1
(P)=5"5

Antén tiene 2 pares de zapatillas blancas de disefio.
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1 20 010
2.1. Dadas las matrices A={2 4 1|yB=(1 0 0.
1 1 k 0 01
2.1.1. ;{Qué condicidn tiene que cumplir k para que A sea invertible? Calcule A~ cuando sea

posible.

2.1.2. Para k =0, calcule la matriz X que satisfaga la igualdad AX —A=B?+ A" siendo A" la
traspuesta de A.

2.1.1. Para que la matriz A sea invertible su determinante debe ser distinto de cero.
Averiguamos el valor de k para el que se anula el determinante de A.

120
|A=|2 4 1|=4k+2+0-0-4k-1=1%0
11 k

El determinante de A no depende del valor de k y siempre vale 1 que es un valor no nulo, por lo
que la matriz A es invertible para cualquier valor de k.
Calculamos la inversa de la matriz A.

1 2 1 +4 1 2 1 +2 4
Adj|2 4 1 1 k 0 k 0 1
Adj(A") 01 k 201 o1 oo (M2
1_ = — + - ={1-2k k -1
A 1 1kl [0k 01
-2 1 0
2 1 11 1 2
+ - +
4 1 2 2 4
1 20
2.1.2. Para k =0 la matrizqueda A=|2 4 1| ysabemos que es invertible, siendo su inversa
110
-1 0 2
A'=1 0 -1|.
-2 1 0

Despejamos X en la ecuacion matricial.
AX—A=B?+A" = AX =B’ + AT+ A= X = A" (B’ + A" + A)

Obtenemos la expresion de X.

01 0yy0 1 0 1 21 1 20
B°+A"+A=[1 0 0|1 0 0[+|2 4 1|+|2 4 1|=
0 0 1){0 0 1 010 110

7 de 246 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU Extraordinaria 2025 Matemdticas Il en Galicia

1 00 1 21 1 20 3 41
=10 1 0(+/2 4 1|+|2 4 1|=|4 9 2
0 01 010 110 1 21

-1 0 2\3 4 1 -3+0+2 —-4+0+4 -1+0+2 -1 0 1

X={1 0 -1{4 9 2|=| 3+0-1 4+0-2 1+40-1 |={ 2 2 O

-2 1 0)\1 21 —-6+4+0 -8+9+0 -2+2+0 -2 1 0
-1 0 1
La matriz solucibnes X = 2 2 0].
-2 1 0
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X+ my+ z=m
2.2. Discuta, segln los valores del parametro m, el sistema: < x + +(3-m)z=2m
my + 22=3m
1 m 1
La matriz de coeficientes asociada al sistemaes A=|{1 0 3-m|.yla matrizampliada es
0 m 2
1 m 1 m
A/B=|1 0 3-m 2m
0 m 2 3m
Averiguamos cuando se anula el determinante de la matriz A.
1 m 1
|Al=[1 0 3-m=0+0+m-0-2m-m(3—-m)=m-2m-3m+m’=m’—4m
Om 2
A=0=m’ —4m=0=>m(m-4)=0= | "=
m-4=0=[m=4]

El determinante se anula para m=0 y m=4. Analizamos tres casos por separado.

CASO1. m=#0y m=4

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el rango de la matriz
ampliada A/B y el nimero de incdgnitas. El sistema es compatible determinado (una Gnica
solucion).

CASO 2. m=0

El determinante de A es nulo y su rango es menor de 3. Estudiamos su rango Yy el de la matriz
ampliada.

Fila22 —Filal?
1 010 10 3 0 1 010
A/B:1030:>_1O_10 =0 0 2 0|=
0020 0 0 2 00— NuevaFila2? 0020
Fila3? —Fila 22 — e
00 2 O 1010
=10 0 -2 0 =0 0 2 0
0 0 0 O— NuevaFila3? LOJ 0

A

El rango de A es 2, al igual que el rango de A/B. Los rangos son iguales pero menores que el
namero de incdgnitas (3). El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones)
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CASO 3. m=4
El determinante de A es nulo y su rango es menor de 3. Estudiamos su rango y el de la matriz
ampliada.
Fila2? —Filal?
1 4 1 4 1 0 -1 8 1 4 1 4
A/B:10—18:>_1_4 4 4 =0 -4 -2 4|
04 2 12 0 -4 -2 4 — NuevaFila2? 0 4 2 12
Fila3? +Fila 2 —
0 4 2 12 141 4
0 -4 2 4 =0 4 -2 4

0 0 O 16— NuevaFila3? 0 0 016

| —
A

El rango de A es 2 y el de A/B es 3. Los rangos son distintos y el sistema es incompatible.

Resumiendo: Si m=0 y m=4 el sistema es compatible determinado, si m=0 el sistema es
compatible indeterminado y si m=4 el sistema es incompatible.
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3.1. Responda a las dos cuestiones siguientes:
3.1.1. Enuncie el teorema del valor medio del célculo diferencial.

3.1.2. Calcule jex cos3xdx.

3.1.1. Sea f :[a,b]—>R una funcién continua en el intervalo cerrado [a,b] y derivable en el
intervalo abierto (a,b) entonces existe al menos un valor c (a,b) tal que

f'(C)z f(b)_ f (a)

b-a

f(a)

3.1.2. Calculamos la expresion de la integral indefinida pedida usando el método de integracion por
partes.
Integracion por partes

Judv = uv—J‘vdu

I e* cos3xdx =
U =c0s3X — du = —3sen3xdx

=e*cos3x— I—Bsean-exdx =..

dv:exdx—>v:jexdx=eX

Integracion por partes
'[udv: uv—fvdu

IsenSx-ede =
U = sen3x — du = 3cos 3xdx

=e’*sen3x— j3cos 3xe*dx

dv:exdx—>v:J.exdx:eX

=g cossx+3[exsen3x—J'3c053xexdx} =g cos3x+3exsen3x—9j'eX c0os 3xdx

Hemos visto que Ie* cos 3xdx = e cos3x + 3e*sen3x — 9j cos3xe™dx.
Despejamos la integral en la igualdad y obtenemos su expresion.

j e* cos3xdx = e* cos3x + 3e*sen3x — 9J' e cos3xdx =

= _[ex cos 3xdx + 9_“eX cos3xdx = e* cos3x +3e*sen3x =

) ) ) ) e’ (cos3x +3sen3x)
= 10.[e c0s 3xdx = e* cos3x +3e*sen3x = _[ e* cos3xdx = 10
e* (cos3x + 3sen3x
Hemos obtenido que _[ex cos3xdx = ( 1; ) .
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xe* si x<0

3.2. Dada la funcién f (x)=1n (1+x) o se pide responder a las siguientes cuestiones:
——= si x>
1+x

3.2.1. Estudie la continuidad de la funcion f(x) en x=0.
3.2.2. Estudie la derivabilidad de la funcién f(x) en x=0.
3.2.3. Calcule la ecuacion de la recta tangente a la curva f(x) en x=-1.

3.2.1. Enel intervalo (—o,0) la funcién tiene la expresion f (x)=xe"™ que es continua en todo el
intervalo pues es producto de funciones continuas.
In(1+x)

1+Xx
anula para x =-1que no pertenece al intervalo de definicion y también tenemos que x>0 >
1+x>1>0, por lo que la funcién logaritmo neperiano existe y es continua. La funcion es

continua en (0,+oo).
Estudiamos la continuidad en x=0.

En el intervalo (0,+c0) la funcion tiene la expresion f (x)=

cuyo denominador se

In(1+0) 0
R
lim £ (x) = lim MA%) lim £ (x)= lim f (x)= f (0)=0
erp* (X)_erp* 1+ X B :erI)]* (X)_erp’ (X)_ ()_
lim f (x)=lim xe® =0-e** =0
x—0" Xx—0"

La funcién es continuaen x=0.
La funcién es continua en todo su dominio R .

3.2.2. Enel intervalo (—o,0) la funcion tiene la expresion f (x)=xe"™ que es derivable en todo el

intervalo siendo su derivada f"(x)= e + x-4e™ = (1+ 4x)e4x.

En el intervalo (0,+c0) la funcion tiene la expresion f (x)= In§1—+x) . La funcion es derivable,
+X
1
——(1+x)=In(1+x) 1_|h1
siendo su derivada f"(x)= 1+X . _ n( +2X)
(1+x) (1+x)

(1+4x)e™ six<0

La funcién es derivable en R —{0} siendo su derivada f(x)=<1-In(1+x)

—~ si x>0
(1+x)
Estudiamos la derivabilidad en x=0.
YT . L ax _ ] 40 _
f (O )_XILTf (X)_XILT(“A'X)E =(1+4-0)e* =1
_ _ = f (07 )=f"(0")=1
£(0)= im (x)= tim (2 X) 1 In1+0) _, ©)=+()
x-0" =00 (1+x) (1+0)

Coinciden las derivadas laterales y la funcion es derivable en x=0.
La funcion es derivable en todo su dominio R.
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3.2.3. Hallamos la recta tangente a la curva f(x) en x=-1. En el entorno de x =-1 la funcién tiene
la expresion f (x)=xe™, siendo su derivada f"(x)=(1+4x)e*.

g -1
f Z(—l)e4( Y :e—4
, 4 -3 -3 -3x 3 1 -3x 4
f (—1) :(1+4(—1))e4( Y :e—4 f— y+—4=e—4(x+1):> y=e—4—e—4—e—4:> =e—4—e—4
y—f(=1)=f"(-1)(x+1)
: . -3 4
La recta tangente a la curva f(x) en x =-1 tiene ecuacion y = o X— o
flx)= In(1+x)
\\ x sixz0
———— 3
-2 1
-3 4
y=—7%t-=%
e e
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4.1. Considérense los planos 7 :2x+3y+z+1=0y 7 :x+z—-1=0 y los puntos A(2,1,0) y
B(-1-2,3).

4.1.1. Calcule la distancia del punto A al plano paralelo a = que pasa por B.
4.1.2. Obtenga las ecuaciones paramétricas de la recta interseccion de los planos Ty r'.

4.1.1. Un plano paralelo a z:2x+3y+z+1=0 tiene ecuacion r, :2x+3y+z+ D =0. Hallamos el

valor de D para que 7, contenga el punto B.

7 2X+3y+z+D=0
B(—l, —2,3)e7rl

}:2(—1)+3(—2)+3+D=0:>—2—6+3+ D=0=[D=5|

El plano paralelo a = que pasa por B tiene ecuacion z, : 2x+3y+2z+5=0.
Calculamos la distancia del punto A al plano z;,.

7,:2X+3y+2+5=0 224314045 12 614

A(2.L0) }:d(’*”l)‘ Favar 7

4.1.2. Obtenemos las ecuaciones paramétricas de la recta r interseccion de los planos  y r'.

=3.207u

z=1-X

m:2X+3y+z2+1=0 2Xx+3y+z+1=0
=
7iXx+2-1=0

}:>2x+3y+1—x+1:0:>

X=-2-31
=>X+3y+2=0=>x=-2-3y=>2=1+2+3y=3+3y=>|r:sy=41 ,AeR
z=3+31
Las ecuaciones paramétricas de la recta interseccion de los planos w y '
Xx=-2-31
r.-ay=A41 , ALeR.
z2=3+31

son
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4.2. Dadas las rectas r: X—*-¥=2_2"1 ys: X2yl _z-1
2 -1 1 4 -2 2
4.2.1. Calcule la posicion relativa de las rectas r y s.

4.2.2. Obtenga la ecuacion del plano que contiene a las rectas r y s.

4.2.1. Hallamos un punto y un vector director de cada recta.

x-1 y-2 z-1 [R(121)
r:2—-= == =0
2 11 |u=(2-11)

x-2 y-1 z-1 [Q(211)
4 2 2 |V =(4-22)>w =(2-11)
Como los vectores directores de las rectas son iguales: u, =w, =(2,~11) estas rectas o son
paralelas o coincidentes. Vemos si la recta s pasa por el punto P, (1, 2,1) de larectar.

s X2yt ozl o 1 1 0
B R S e ey P by FH (o]

P (L2,1)<s? 4 2 2 4 2 2

El punto P. no cumple las igualdades, por lo que la recta s no pasa por el punto P,. Las rectas no
son coincidentes y son paralelas.

4.2.2. El plano que contiene a las rectas r y s tiene como uno de sus vectores directores el vector
director de las rectas u, =(2,-1,1) y otro de sus vectores directores es P.Q, .

Xx-1 y-2 z-
-(121)=(1-10);=>7:| 2 -1 1|=0=>

-0
O
w
Il
~—~
P
'_\
N—

)
—~~
-
N
[EEN

=>0+y-2-22+2+72-14+0+x-1=0=>|7r:X+y-2-2=0

La ecuacion del plano que contiene a las rectas ryses 7:x+y—-z—-2=0.
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PAU Ordinaria 2025

c | U G COMISION PAU cODIGO 20
INTERUMIVERSITARIA
DE GALICIA Convocatoria ordinaria 2025
MATEMATICAS Il

El examen consta de 4 preguntas de respuesta obligatoria, puntuadas cada una con 2,5 puntos: la primera sin
apartados optativos y las tres siguientes con posibilidad de eleccion entre apartados.

PREGUNTA 1. ESTADISTICA Y PROBABILIDAD. (2 puntos)
CONTEXTO
Las cafeterias universitarias son espacios en los que, ademas de poder consumir alimentos y bebidas,
en numerosas ocasiones se emplean como puntos de encuentro para otros eventos. Segun los datos
recogidos por la direccion de la cafeteria de una facultad, el 65% de sus clientes son estudiantes, el
25% personal de la universidad y el 10% restante son personas ajenas a la universidad.
Con el objetivo de estudiar si es necesario realizar modificaciones en la cafeteria, sus responsables
han analizado datos sobre el tiempo de espera hasta que un cliente ha sido atendido y sobre la forma
de realizar los pagos. Puede suponerse que el tiempo de espera hasta que un cliente es atendido
sigue una distribucion aproximadamente normal, con media igual a 5 minutos y de tal modo que el
90% de los clientes son atendidos antes de 8 minutos. Por los datos recogidos, han llegado a la
conclusion de que el 30% de los estudiantes efecttan los pagos en efectivo, siendo este porcentaje
igual al 70% para el personal de la universidad, mientras que el 80% de los pagos realizados por
personas ajenas a la universidad se hacen en efectivo.

Responda estos tres apartados: 1.1., 1.2. y 1.3.

1.1. ;Cuél es la probabilidad de que un cliente sea atendido antes de 4 minutos?

1.2. Calcular la probabilidad de que un pago en esta cafeteria no haya sido realizado en efectivo.
1.3. Si un pago se hizo en efectivo, ¢qué es méas probable, que haya sido realizado por estudiantes o
por personal de la universidad?

PREGUNTA 2. NUMEROS Y ALGEBRA. (2,5 puntos). Responda uno de estos dos
apartados: 2.1. 0 2.2.

2.1. Responda a las dos cuestiones siguientes:

2 5
2.1.1. Si A:(z J, halle a, B € R tales que A’ +aA+ 1 =0, donde Iy 0 son las matrices

identidad y cero, respectivamente.

10 2 1
2.1.2. Calcule la matriz cuadrada X tal que XA = B, si A=(1 J y B =(1 1] . ¢Son iguales

XAy AX?

X+ Y+ mz=1
2.2. Discuta, segun los valores del parametro m, el sistema: <X + my+ z=1
mx+ y+ z=1

PREGUNTA 3. ANALISIS. (2,5 puntos). Responda uno de estos dos apartados: 3.1. 0 3.2.

B kx? +2x si x<1 . . .
3.1. Dada la funcion f (x) =1, _ . se pide responder a las siguientes cuestiones:
X“—m si x>
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3.1.1. ;Qué condicion deben cumplir k y m para que f sea continua en x = 1?
3.1.2. (Para queé valores de k y m es f derivable en x = 1?

3.2. Dibuje la region encerrada por la gréafica de f (x) =J2x+1,eleje X y las rectas x=0, x=4.
Luego, calcule su area.

PREGUNTA 4. GEOMETRIA. (2,5 puntos). Responda uno de estos dos apartados: 4.1. 0 4.2.
4.1. Determine el valor que debe tomar k para que los planos

1
ﬁl:kx+y+zz+2:0 y 7,:3X+4y+2+3=0

sean paralelos. Calcule también el valor de k que hace que esos mismos planos sean
perpendiculares.

4.2. Considérense el punto P(0,1,0) y larecta r:(x,y,z) =(2,0,3)+ 4(1,2,3), 1eR.

4.2.1. Determine la ecuacion continua de la recta s que es paralela a r y pasa por el punto P.
4.2.2. Obtenga la ecuacion implicita o general del plano 7 que pasa por Py es perpendicular a r.
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SOLUCIONES

PREGUNTA 1. ESTADISTICA Y PROBABILIDAD. (2 puntos)

CONTEXTO

Las cafeterias universitarias son espacios en los que, ademas de poder consumir alimentos y bebidas,
en numerosas ocasiones se emplean como puntos de encuentro para otros eventos. Segun los datos
recogidos por la direccion de la cafeteria de una facultad, el 65% de sus clientes son estudiantes, el
25% personal de la universidad y el 10% restante son personas ajenas a la universidad.

Con el objetivo de estudiar si es necesario realizar modificaciones en la cafeteria, sus responsables
han analizado datos sobre el tiempo de espera hasta que un cliente ha sido atendido y sobre la forma
de realizar los pagos. Puede suponerse que el tiempo de espera hasta que un cliente es atendido sigue
una distribucién aproximadamente normal, con media igual a 5 minutos y de tal modo que el 90% de
los clientes son atendidos antes de 8 minutos. Por los datos recogidos, han llegado a la conclusién de
que el 30% de los estudiantes efectuan los pagos en efectivo, siendo este porcentaje igual al 70% para
el personal de la universidad, mientras que el 80% de los pagos realizados por personas ajenas a la
universidad se hacen en efectivo.

Responda estos tres apartados: 1.1., 1.2. y 1.3.

1.1. ;Cuél es la probabilidad de que un cliente sea atendido antes de 4 minutos?

1.2. Calcular la probabilidad de que un pago en esta cafeteria no haya sido realizado en efectivo.
1.3. Si un pago se hizo en efectivo, ¢qué es mas probable, que haya sido realizado por estudiantes o
por personal de la universidad?

1.1. Sea X =el tiempo de espera hasta que un cliente es atendido. X = N(5,0).
Ademas, nos dicen que P(X <8)=0.9.

e 8-5 3
P(X <8)=0.9= {Tipificamos} = P| Z < —J =09= P(Z < —j =09=
(o2 (o2
Buscamos en la 3 1.28+1.29 3
= =>—=—"""""=1285=|c=——-=2.33
tabla N(O, 1) o 2 1.285
z 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07
0o 0.5000 05040 0.5080 05120 05160 05199 05235 0.5279 g
01 0.5398 05438 0.5478 05517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0. % 753
02 0.5793 05832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.4 141
03 0.6179 06217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6408 0.6443 0.6p80 517
04 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 06772 0.6808 0.6844 B79

05 0.6915 0.6850 0.6985 07018 0.7054 0.7088 07123 0.7157 07450

06 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 07454 0.7486 07§17 549
07 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794 0.7§23 B52
038 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7595 0.8023 0.8051 0.8078 0.6Q06 33

o|o|o|e| o

08 0.6159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.6289 08315 0.8340 0.6465

10 0.8413 0.8438 0.8461 0.3485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577
0.8643 0.8665 0.8708
0 ooag nooeo 0 oon

M anaa nonan nonae n nnoa n annn nnd4E EGYET] nn4a7

Hemos obtenido que X = N(5,2.33).
Nos piden calcular P(X <4).

P(X < 4) = {Tipificamos)} = p(z < ‘;_;g’j _P(Z <-0.43)=P(Z >0.43) =

B |
~1-P(2<043) :{ uscamos en a} —1-0.6664 =[0.3336

tabla N(O, 1)
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z 0.00 0.01
0.0 0.5000 0.5040
01 0.5388 0.5438
02 0.5793 0.5832
0.3 0.6179 06217

=

1.2. Realizamos un diagrama de arbol que nos permite esquematizar la informacion proporcionado
sobre la forma de pago en las cafeterias.

Efectivo
P(D/A) =0.30

Estudiante
P(A) = 0.65

No efectivo
P(D¢/A) =0.70

Efectivo

P(D/B) =0.70
Pago en efectivo Personal
en cafeteria P(B) = 0.25
(8) No efectivo

P(DS/B) = 0.30

Efectivo

P(D/C) =0.80
Ajenas (D/C)

P(C) = 0.10

No efectivo

P(DS/C) = 0.20

Nos piden calcular P(DC). Aplicamos el teorema de la probabilidad total.

P(D°)=P(A)-P(D°/A)+P(B)-P(D°/B)+P(C)-P(D°/C)=

=0.65-0.7+0.25-0.3+0.1.0.2 =

1.3. Calculamos P(A/ D) y P(B/ D). Son probabilidades a posteriori. Aplicamos el teorema de

Bayes.
P(AnD) P(A)P(D/A) 065-0.3 13

P(A/D)= = = =" =0.4333
(A7D) P(D) 1-P(D)  1-055 30

P(B/D)= P(BND) _P(B)P(D/B) 02507 _ 7 _ 4000
P(D) 1-P(D°)  1-055 18

Como P(A/D)=0.4333> P(B/D)=0.3889 sabemos que si alguien pagd en efectivo es mas
probable que sea alumno que personal de la universidad.
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PREGUNTA 2. NUMEROS Y ALGEBRA. (2,5 puntos).
2.1. Responda a las dos cuestiones siguientes:

2 5
2.1.1. Si A= (2 J, halle a, B € R tales que A’ +aA+ 31 =0, donde Iy 0 son las matrices
identidad y cero, respectivamente.

10 2 1
2.1.2. Calcule la matriz cuadrada X tal que XA = B, si A=(1 J y B =[1 1] .¢Son iguales XAy
AX?

2.1.1. Resolvemos la ecuacion matricial.

, (2 5](2 5] (2 5] (1 OJ (0 oj
A+aA+ 41 =0= +a + [ = =
2 -1){2 -1 2 -1 01 00

4+10 10-5 2 5 1 0 00 14+2a+p 5+5a 00

= +a +p = = = =
4-2 10+1 2 -1 01 00 2+ 2a 1ll-a+p 00
14+20+ =0

N 5+5“:0_>:> 14-2+p=0_ ||f=-12
2+2a=0->a=-1 11+1+ =0 B=-12
1l-a+p=0

Los valores buscados son a¢=-1y f=-12.

2.1.2. Comprobamos que la matriz A tiene inversa y la calculamos.

1 0 ] _
|A|=‘ ‘:1¢0:> Existe A™
1 1

A 1

Al_AdJ(AW_Ad"{cl) 3[1 9

- -1 1
Despejamos X en la ecuacion matricial y obtenemos su expresion
L (2 1)1 0 2-1 0+1 11
XA=B= X =BA" = = —
1 1)\-11 1-1 0+1 01

11
La matriz soluciénes X = (O J.

¢Son iguales XA y AX? Calculamos ambos productos y los comparamos.
XA—ll 1 0) (1+1 0+1) (2 1
o 1la 1) (o+1 0+1) (1 1 2 1) (11
= XA= * =
A)(_1011_1+01+0_11 1 1) (1 2
1 1)lo 1) (140 141) (1 2
No son iguales los productos.
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X+ Y+ mz=1
2.2. Discuta, segun los valores del parametro m, el sistema: X + my+ z=1
mx+ y+ z=1

1 1 m
La matriz de coeficientes asociada al sistemaes A=| 1 m 1 |.yla matrizampliada es
m 1 1
1 1 m1
A/IB={1 m 1 1
m 1 11
Averiguamos cuando se anula el determinante de la matriz A.
1 1 m
Al=[1 m 1j=m+m+m-m’-1-1=-m’+3m-2
m 1 1
|Al=0=-m*+3m-2=0=
-1 0 3 =2
1] -1 -1 2 =-m’+3m-2=(m-1)(-m*-m+2)
-1 -1 2 |0
-1 -1 2
1 -1 2=-m*+3m-2=(m-1)"(-m-2)
-1 -2 |0

El determinante se anula para m=1y m=-2. Analizamos tres casos por separado.

CASO 1 m=ly ms=-2

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el rango de la matriz

ampliada A/B y el nimero de incdgnitas. El sistema es compatible determinado (una Unica
solucion).

CASO 2. m=1
El sistema queda tan sencillo que lo intentamos resolver.

X+y+z=1
X+y+z=1=>x+y+z=1
X+y+z=1

El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones)
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CASO 3. m=-2
Estudiamos el rango de A y de A/B usando el método de Gauss.

L4, g [Filaz: +Filar
A/B=|1 -2 _1 1 =11
= - =i -1 2 41

2 1 1 1

0 -3 3 0 — NuevaFila2?

Fila3? +2- Fila1?
b1 1 1 1 1 -2 1

5 2 _4 2 =0 -3 3 0|
0 3 -3 33— NuevaFila3? 0 3 =83
Fila3? + Fila 22 A8

0 3 .3 3 1 1 -2 1

o 3 3 0 =|0 -3 3 0

0 0 0 3 NuevaFila3® uﬁ,\_o 3

Elrango de A es 2 y el de A/B es 3. Los rangos son distintos y el sistema es incompatible.

Resumiendo: Si m=1 y m= -2 el sistema es compatible determinado, si m=1 el sistema es
compatible indeterminado y si m=-2 el sistema es incompatible.
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PREGUNTA 3. ANALISIS. (2,5 puntos). Responda uno de estos dos apartados: 3.1. 0 3.2.

B kx> +2x si x<1 . . .
3.1. Dada la funcion f (x)= _ se pide responder a las siguientes cuestiones:
xX>—m six>1
3.1.1. ;Qué condicion deben cumplir k y m para que f sea continua en x = 1?
3.1.2. ;Para qué valores de k y m es f derivable en x = 1?

3.1.1. Para que f sea continua en x = 1 deben coincidir los limites laterales con el valor de la funcion.

f(1)=k-1°+21=k+2

Iirp f(x):linl]kx2+2x:k+2
- X% k 2:1— :—k—l
Iirpf(X):lirpxz_m:l_m =K+ m:>
lim f(X)z lim f(X): f(l)

x—1" x—1*

Para que se cumpla lo pedido debe ser m=—-k —1.

3.1.2. Para ser derivable debe ser continua, por lo que debe cumplirse m=-k —1.

. kx® +2x si x<1
La funcion queda f (x)= _ :
X*+k+1 six>1

2kx+2 si x<1

Esta funcion es derivable en R—{1} . Su derivadaes f"(x)= {ZX o x>1
>

Para que sea derivable en x = 1 deben coincidir las derivadas laterales.

f(17)=lim f7(x) = lim 2k +2 = 2k + 2

x—1" x—1"
f’(l*):!Lrpf'(x):lLrpZX:Z =2k+2=2=[k=0]

()= (1)

La funcion f derivableenx =1parak=0y m=-k-1=0-1=-1.

23 de 246 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU Ordinaria 2025 Matematicas Il en Galicia

3.2. Dibuje la region encerrada por la gréafica de f (x) =J2x+1,eleje X y las rectas x=0, x=4.
Luego, calcule su area.

Hallamos los puntos de corte de la grafica de la funcién con el eje X.

f =2x+1 -
(X) X+ :m:0:>2x+1:0:>2x:—1:x:—1$(0,4)
EjeX > y=0 2
La gréfica no corta el eje X. Como la funcidn es positiva el area de la region encerrada por la
graficade f(x)=+v2x+1,eleje Xy lasrectas x=0, x =4 es el valor de la integral definida de la

funcion entre 0 y 4.
Hacemos una tabla de valores y dibujamos la grafica de la funcién y la region de la cual queremos
hallar su area. Con el dibujo podemos aproximar el valor del area.

x| f(x)=v2x+1 4
0 1 //
1 V3
2 \/g Fx)=+2x+1
3 ﬁ 2 //
/
4 3
x=4
x=0
{ x

Contando cuadraditos de 1 unidad cuadrada podemos decir que el area de la region coloreada tiene
un valor entre 8 y 9 unidades cuadradas.

Hallamos el valor exacto del area usando el calculo integral.

Area = J.: f(x)dx= _[:«/2x+ldx = J.:(2x+1)l'2 dx =

:[ L 1(2x+1)1+1/2T:[%(2x+1)3/2T:—<2X+1)3 =

1+1/2 2
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PREGUNTA 4. GEOMETRIA. (2,5 puntos). Responda uno de estos dos apartados: 4.1. 0 4.2.
4.1. Determine el valor que debe tomar k para que los planos

1
ﬂl:kx+y+zz+2:0 y 7,:3X+4y+2+3=0

sean paralelos. Calcule también el valor de k que hace que esos mismos planos sean
perpendiculares.

Para que dos planos sean paralelos sus vectores normales deben tener coordenadas proporcionales.

7, kX + y+%z+2:0:ﬁ1:(k,1,%j

ﬂ2:3x+4y+z+3:0:F2:(3,4,1) :%:

Alw

7 || 7,

Para que los planos sean perpendiculares deben serlo sus vectores normales. Y para ello el producto
escalar de estos vectores debe ser nulo.

nl:kx+y+%z+2:0351:(k,l,%j

7, 3x+4y+2+3=0=>n, =(3,4,1) :>(k,l,lj(3,4,1)=0:3k+4+l=0:>
4 4

mLa,—>n-n,=0

:>3k+£:0:>3k:_—17:> k:_—17
4 4 12

3 .
Para que los planos sean paralelos debe ser k = 2 y para que sean perpendiculares debe ser

-
12
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4.2. Considérense el punto P(0,1,0) y larecta r:(x,y,z)=(2,0,3)+1(12,3), AeR.

4.2.1. Determine la ecuacion continua de la recta s que es paralela a r y pasa por el punto P.
4.2.2. Obtenga la ecuacion implicita o general del plano 7 que pasa por Py es perpendicular a r.

4.2.1. Al ser paralela a r debe tener el mismo vector director. Hallamos la ecuacion de la recta s con
vector director igual que el de la recta r: u, =v, =(1,2,3).

)}:s:(x, y,2)=(0,1,0)+a(1,23), 2 eR

4.2.2. El plano perpendicular a la recta r tiene como vector normal el vector director de la recta.

}:>0+2+0+D=0:>

:\7=(1,2,3) 7 X+2y+3z+D=0
=
P(O,l,O)eir

=D=-2=|7:x+2y+32-2=0|
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ABAU Extraordinaria 2024
ABAU <
: o DIGO 2
c | U G e oNersTamia  CONVOCatoria extraordinaria 2024 COPIGO 20
DE GALICIA MATEMATICAS I

El examen consta de 8 preguntas de 2 puntos, de las que puede responder un MAXIMO DE 5, combinadas
como quiera. Si responde mas preguntas de las permitidas, solo seran corregidas las 5 primeras respondidas.

PREGUNTA 1. Nameros y Algebra. (2 puntos)

11
Si A= (x yj dé respuesta a los dos apartados siguientes:

a) Calcule los valores de x e y que hacen que A conmute con todas las matrices antisimétricas X de
orden 2, es decir, que hacen que se cumpla la igualdad AX = XA para toda matriz antisimétrica X de
orden 2.

b) Si x =—1e y =1, calcule la matriz M que satisface la igualdad 2M = A" — AM .
PREGUNTA 2. Nameros y Algebra. (2 puntos)

2X +Yy+ z=m
Discuta, segun los valores del parametro m, el siguiente sistema: {X — Y+ 2z=2m

mx +3z=m
PREGUNTA 3. Andlisis. (2 puntos)
x> +bx-1  six<0
Dada la funcion f (x)=< k _ xe* , S pide responder a las siguientes cuestiones:

si x>0
X

a) ¢Cual es el valor de k que hace que f sea continua en x = 0 para cualquier valor de b?
b) ¢Para qué valores de b y k es f derivable en x = 0?

PREGUNTA 4. Analisis. (2 puntos)
Determine el valor del nimero positivo a que hace que el area de la region encerrada por la recta

y =-2x Yy la pardbola y =ax® +4x sea igual a 9 unidades cuadradas.

PREGUNTA 5. Geometria. (2 puntos)

Considerense el plano 7:x+2y—2z=0 y la recta r que pasa por los puntos A(2,1,2) y B(0,1,1). Se
pide:

a) Estudiar la posicion relativa de la recta r y el plano .

b) Obtener la ecuacion implicita o general del plano que contiene a r y es perpendicular a .
PREGUNTA 6. Geometria. (2 puntos)

Sean r la recta que pasa por los puntos A(-1,3,—5) y B(1,2,—5) y = el plano que pasa por el punto
C(5,0,1) y es perpendicular a r. Se piden las ecuaciones paramétricas de r, la ecuacion implicita o
general de r y el punto de corte de r con .

PREGUNTA 7. Estadistica y Probabilidad. (2 puntos)

En una determinada colonia de cormoranes, cada huevo que se pone tiene un 13% de probabilidades
de ser infértil. Si se observa la puesta de 7 huevos, calcule la probabilidad de que entre ellos haya por
lo menos 2 infértiles.

PREGUNTA 8. Estadistica y Probabilidad. (2 puntos)

La durabilidad de un determinado aparato electronico sigue una distribucion normal de media 20000
horas y desviacion tipica 2500 horas.

a) Si elegimos al azar uno de estos aparatos, ;cual es la probabilidad de que dure menos de 17000
horas?

b) ¢Cual es la durabilidad, en horas, excedida por el 98,5% de estos aparatos?
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SOLUCIONES

PREGUNTA 1. Nameros y Algebra. (2 puntos)

11
Si A= (x yj dé respuesta a los dos apartados siguientes:

a) Calcule los valores de x e y que hacen que A conmute con todas las matrices antisimétricas X de
orden 2, es decir, que hacen que se cumpla la igualdad AX = XA para toda matriz antisimétrica
X de orden 2.

b) Six=-1ey=1, calcule la matriz M que satisface la igualdad 2M = A" — AM .

a) Si X es una matriz antisimétrica cumple que X' =-X.

a b ; [a ¢
X = =X =
c d b d
a=-a—>2a=0—-»>a=0

XT_X:>ac_ab:>c=—b :X—Ob
- b d) (c d b=—c b 0
d=-d >2d=0->d=0

Si la matriz A conmuta con la matriz X se cumple AX = XA.

semnft 8 S5 3 L3 S 3

—b =bx

= y = X:>{b¢0}: X:>A:
—by =—b b =hy 1=y -1 1
bx=-b

Los valores buscados sonx = -1,y = 1.

11
b) La matriz A queda A:( 1 1).

Multiplicamos la igualdad por la matriz A y despejamos M.

2M = A"~ AM = 2AM = AA" — AAM = 2AM = | - A*M =

= 2AM + APM =1 = (2A+ AZ)M =1 = M =(2A+ A?)

Hallamos la expresion de 2A+ A%,

R P R Tl X

_l’_
-11
Hallamos la expresion de la inversa de 2A+ A que es la matriz M buscada.
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|2 4
\2A+A\:‘_4 2‘:4+16:20

(2A+AY) " = L= _1
\2A+A\ 20 2004 2 1/5 1/10

: Adi((2A+A2)T) Adj(i _24] 1(2 —4}2(1/10 —1/5j

) 1/10 -1/5
La matriz M buscadaes M = )
1/5 1/10
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PREGUNTA 2. Nameros y Algebra. (2 puntos)
2X +Yy+ z=m
Discuta, segun los valores del parametro m, el siguiente sistema: {X — Y+ 2z=2m

mx +3z=m
2 1 1
La matriz de coeficientes asociada al sistemaes A=| 1 -1 2 |.yla matrizampliada es
m 0 3
2 1 1 m
A/B=|1 -1 2 2m
m 0 3 m
Averiguamos cuando se anula el determinante de la matriz A.
2 1 1
|Al=[1 -1 2/=-6+2m+0+m-3-0=3m-9
m 0 3

|A|=O:>3m—9:0:>3m=9:>m=%=3

Analizamos dos casos por separado.

CASO 1. m=3
En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el rango de la matriz
ampliada A/B y el nUmero de incognitas. El sistema es compatible determinado (una Unica
solucion).

CASO 2. m=3
Estudiamos el rango de A y de A/B usando el método de Gauss.
Fila3? —3- Fila 22 Filal? —2- Fila2?2
2113 3 0 3 3 2 1 1 3
AlB=1 -1 2.6/=1 3 3 5 _1g 2 2 -4 -12 =
3 033 0 3 -3 -15>Fila3*| |0 3 -3 -9 > Fila2?
Fila3® - Fila2? — B
2 1 1 3 0 3 -3 -15 2 1 1 3
:>03—3—9:>0_339 =|0 3 -3 -9
03 3B 1570 0 6oNeariaz| |22 % °

A
Elrango de A es 2 y el de A/B es 3. Los rangos son distintos y el sistema es incompatible.

Resumiendo: Si m =3 el sistema es compatible determinado y si m=3 el sistema es incompatible.

30 de 246 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

ABAU Extraordinaria 2024 Matemdticas Il en Galicia

PREGUNTA 3. Anélisis. (2 puntos)
x?+bx—1 si Xx<0

Dada la funcion f (x)=< i _ xe* , se pide responder a las siguientes cuestiones:
si x>0

X
a) ¢Cudl es el valor de k que hace que f sea continua en x = 0 para cualquier valor de b?
b) ¢Para qué valores de b y k es f derivable en x = 0?

a) Para que la funcion sea continua en x = 0 deben coincidir los limites laterales con el valor de la
funcién.

e Existe f(0)=0%+b-0-1=—1.
e Existe lim f (x)=lim x? +bx—1=-1.

Xx—0" x—0"

e Existe lim f (x)=lim <€ k=0
x—0" x—0" X 0

caso contrario el limite vale oo y la funcién no seria continua.

=..., para que exista el limite debe ser k =0, en

X

lim f (x)=lim € o lim—e=—e’=-1

x—0* x—0" X x—0"

e Los tres valores son iguales. Se cumple para k = 0.

El valor de k que hace que f sea continua en x = 0 para cualquier valor de b es k = 0.

b) Para que la funcidn sea derivable en x = 0 debe ser continua, por lo que k = 0.
x> +bx—1 si x<0

La funcion queda f (x)=1 _yex
=—e

X

si x>0

X
Para que sea derivable en x = 0 deben coincidir las derivadas laterales.
Obtenemos la derivada de la funcién en R —{0}.

. 2x+b si x<0
=1 .
—e si x>0
Calculamos las derivadas laterales en x = 0 y hacemos que tengan el mismo valor.

f7(07)=lim 2x+b=b

x—0"

fr(0")= lim—e* =’ =-1 =[b==1]

fr(07)="f(0)

Los valores que hacen que f derivableenx=0sonk=0yb =-1.
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PREGUNTA 4. Anélisis. (2 puntos)
Determine el valor del nimero positivo a que hace que el &rea de la region encerrada por la recta
y =-2x Yy lapardbola y=ax’+4x sea igual a 9 unidades cuadradas.

Hallamos los puntos de corte de recta y parébola.

y=—2X 2 2
) =-2X=aX"+4x=>ax"+6x=0=
y =ax” +4x
Xx=0
= x(ax+6)=0= _6
ax+6=0—-ax=-6—>{a>0}—> x:?<0

Hallamos el area de la region encerrada por la recta y = —2x y la parabola y =ax® +4x que
. .. -6 . .
calculamos como el valor absoluto de la integral definida entre x=— y x =0 de la diferencia
a
de las dos funciones.

3 0
IO ax? +4x—(—2x)dx:J-0 ax2+6xdx:[£+3x2} =
—6/a —6/a 3

—6/a

216
_ |~z ,108|_216 108 _72 108 _[-36
3 a® 3a° a* a* a? 2

. N 36 .
El area del recinto tiene un valor de — unidades cuadradas.
a

Igualamos el area a 9 y despejamos a.

36

—2=9:>36:9a2:>a2:§:4:
a 9

sa=\4=+2={a>0}=[a=2|

El valor buscado es a = 2.
La pardbola queda y =2x*+4x y los puntos de corte de ambas
graficas son x=0y x=-3.

Lv=tear NP
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PREGUNTA 5. Geometria. (2 puntos)

Considérense el plano 7 :x+2y—2z =0 y la recta r que pasa por los puntos 4(2,1,2) y B(0,1,1). Se
pide:

a) Estudiar la posicion relativa de la recta r y el plano .

b) Obtener la ecuacién implicita o general del plano que contiene a r y es perpendicular a .

a) Hallamos la ecuacion de la recta r.

v, =AB=(0,11)-(212)= (—2,0,—1)} L X=-24

y=1 ;A1eR
B(O,l,l)er ;21—

Comprobamos si el vector director de la recta y el vector normal del plano son perpendiculares,
es decir, si su producto escalar es nulo.

X+2y—-27=0->n=(12,-2 L
ey PN (12,-2)(-2,0,-1) 2+ 0420
v, =(-2,0,-1)

Al ser el producto escalar nulo la recta es paralela al plano o esta contenida en él.
Comprobamos si el punto B(O,l,l) de la recta pertenece al plano o no.

TiX+2y—-22=0

(;B(O,l,l)eﬂ? }:><',O+2—2:O?

Como la igualdad es cierta el punto B pertenece al plano, al igual que el resto de puntos de la
recta. La recta r esta contenida en el plano .

b) El plano ©" perpendicular al plano 7 tiene como uno de sus vectores directores el vector normal
del plano m.
Como el plano " contiene a la recta r el otro vector director del plano ©” es el vector director de
la recta r y el punto B pertenece al plano .

B(0,11)ex” X y-1 z-
u=n=(12-2) t=z:1 2 -2(=0=
v=v, =(-2,0,-1) -2 0 -1

= -2x+4(y-1)+0+4(z-1)+y-1-0=0=

= -2X+4y-4+47-4+y-1=0=|7"1-2x+5y+47-9=0

La ecuacion implicita del plano que contiene a r y es perpendicular a i es
7 =2X+5y+4z-9=0.
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PREGUNTA 6. Geometria. (2 puntos)

Sean r la recta que pasa por los puntos A(—1,3,—5) y B(1,2,—5) y = el plano que pasa por el punto
C(5,0,1) y es perpendicular a r. Se piden las ecuaciones paramétricas de r, la ecuacion implicita o
general de r y el punto de corte de r con .

Hallamos la ecuacién de la rectar.

V, = AB =(1,2,-5)—(~13,-5) =(2,-1,0) x=1+24
=r:iqyy=2-1;4€eR
B(1L.2,-5)er o

Hallamos la ecuacion del plano = que pasa por el punto C(5,0,1) y es perpendicular a r. Al ser
perpendicular a la recta el vector normal del plano es el vector director de la recta.

=\7r=(2,—1,0)} 7:2x-y+D=0

" = =10-0+D=0=
C(501)ex C(501)er

= D=-10=|7:2x—y-10=0|

El plano que pasa por el punto €(5,0,1) y es perpendicular a r tiene ecuacion z:2x—y-10=0.

Hallamos el punto D de corte de recta y plano resolviendo el sistema formado por sus respectivas
ecuaciones.

m:2Xx—y-10=0

X=1+24

=2(1+24)-(2-1)-10=0=

r.-ay=2-4;1€R

Z=-5

10 X=1+4=5
:>2+4/1—2+/1—10=0:5/1=10:>2,=€=2:> y=2-2=0= D(5,0,—5)
z=-5

El punto de corte de r con m tiene coordenadas D(5,0,-5).
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PREGUNTA 7. Estadistica y Probabilidad. (2 puntos)

En una determinada colonia de cormoranes, cada huevo que se pone tiene un 13% de probabilidades
de ser infértil. Si se observa la puesta de 7 huevos, calcule la probabilidad de que entre ellos haya por
lo menos 2 infértiles.

Llamamos X a la variable que cuenta el nimero de huevos infértiles de un grupo de 7 huevos.
Esta variable aleatoria es binomial pues cada repeticion es independiente de la otra y en cada
repeticion solo puede pasar que el huevo sea fértil o infértil.

Esta binomial tiene parametrosn =7y p = 0.13.

X =B(7, 0.13)

Nos piden calcular P(X > 2) . Como esta probabilidad es laboriosa de calcular utilizamos el
suceso contrario.

P(X22)=1-P(X <2)=1-[P(X =0)+P(X =1)|=

7 7
:1—[[0]0.130 .0.877 +[1]o.131 -0.876} :1—[0.877 +7-o.13-0.876] =[0.2281

La probabilidad de que entre los 7 huevos haya por lo menos 2 infértiles tiene un valor
aproximado de 0.2281.
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PREGUNTA 8. Estadistica y Probabilidad. (2 puntos)

La durabilidad de un determinado aparato electrénico sigue una distribucién normal de media 20000
horas y desviacion tipica 2500 horas.

a) Si elegimos al azar uno de estos aparatos, ¢cudl es la probabilidad de que dure menos de 17000
horas?

b) ¢Cuél es la durabilidad, en horas, excedida por el 98,5% de estos aparatos?

X es la durabilidad de un determinado aparato electronico (en horas). X = N(20000, 2500)
a) Nos piden calcular P(X <17000).

Tipificamos

P(X <17000)=1_ X, = P(z <%j: P(Z<-12)-

o

Miramos en la

=P(Z2>12)=1-P(Z<1.2)= {tabla N(0,1)

} =1-0.8849=|0.1151

La probabilidad de que un aparato dure menos de 17000 horas es de 0.1151.
b) Nos piden hallar “a” tal que P(X >a)=0.985.

Tipificamos

P(X22)=0985=1 X u :P(zz%}o.g%:

o

Probabilidad mayor que 0.5 —
=1 a-20000 = ..
— <0
2500

b _ -b

- Buscamos en la
o P(Z S—wj=0.985:> -
2500 tabla N(O, 1)

~ a-20000

=2.17 = -a+20000=2.17-2500 =
2500

= 20000—-5425=a = |a =14575horas

La durabilidad, en horas, excedida por el 98,5% de estos aparatos es 14 575 horas.
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ABAU Ordinaria 2024
ABAU <
. - DIGO 2
c | U G O s Tain Convocatoria ordinaria 2024 COPIGO 20
DE GALICIA MATEMATICAS I

El examen consta de 8 preguntas de 2 puntos, de las que puede responder un MAXIMO DE 5, combinadas
como quiera. Si responde mas preguntas de las permitidas, solo seran corregidas las 5 primeras respondidas.

PREGUNTA 1. Nameros y Algebra. (2 puntos)

. 6 -3 4 -1
Sean Ay B dos matrices tales que A+ZB=(0 3) y A+B=(0 2)

a) Calcule A%,
b) Calcule la matriz X que satisface la igualdad A*X —(A+ B)T =3l -2X, siendo | la matriz

identidad de orden 2'y (A+B)' la traspuesta de (A+B).

PREGUNTA 2. Nameros y Algebra. (2 puntos)
mx +(m+2)y+ z=3
Discuta, segun los valores del parametro m, el siguiente sistema: < 2mx + 3my+ 2z=5
(m-4)y + mz=m

PREGUNTA 3. Analisis. (2 puntos)
a) Enuncie los teoremas de Rolle y de Bolzano.

b) Calcule Ix3exzdx

PREGUNTA 4. Analisis. (2 puntos)

Calcule los siguientes limites:

_sinx—=In(1+x et g

a) lim - ( ) b) lim——-—
x—0 XSIn X x—0 X

PREGUNTA 5. Geometria. (2 puntos)

X-2 y-Cc 2
2

parametros reales. Calcule los valores que tienen que tomar b y ¢ para que la recta r esté contenida

en .

b) Calcule la distancia del punto P(1,3,1)al plano z":4x+2y—4z=2.

a) Considere el plano 7:4x+2y+bz=2 y la recta r:

;3 donde b y ¢ son

PREGUNTA 6. Geometria. (2 puntos)
a) Considere los puntos Q(-1,3,-5), R(3,1,0) y S$(0,1,2). Obtenga la ecuacion implicita o
general del plano  que contienea Q, Ry S.
b) Obtenga las ecuaciones paramétricas y la ecuacion continua de la recta que pasa por el punto
P(3,-1,—1) y sea perpendicular al plano 7 :4x+23y+6z-35=0.
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PREGUNTA 7. Estadistica y Probabilidad. (2 puntos)
Sabiendo que P(A)=% y P(B)=%.

a) Suponiendo que Ay B son sucesos independientes, calcule P(AUB) y P(Z/(Ruﬁ)).

b) Suponiendo que A y B son sucesos incompatibles, calcule P(AUB) y P(R/(Ruﬁ)).

(Nota: A y B son los sucesos contrarios 0 complementarios de A y B, respectivamente).

PREGUNTA 8. Estadistica y Probabilidad. (2 puntos)

Una maquina que distribuye agua en botellas echa una cantidad de agua que sigue una distribucion
normal con media igual a 500 mililitros y desviacion tipica igual a 4 mililitros.

a) Si elegimos al azar una de las botellas, ¢cual es la probabilidad de que lleve entre 499 y 502
mililitros?

b) ¢Cuél es la cantidad de agua, en mililitros, excedida por el 97,5% de estas botellas?
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SOLUCIONES

PREGUNTA 1. Nameros y Algebra. (2 puntos)

. 6 -3 4 -1
Sean Ay B dos matrices tales que A+ZB=(0 3) y A+B=(0 2)

a) Calcule A%,
b) Calcule la matriz X que satisface la igualdad A*X —(A+ B)T =31 -2X, siendo | la matriz

identidad de orden 2'y (A+B)" la traspuesta de (A+B).

a) Resolvemos el sistema matricial planteado para obtener la expresién de las matrices Ay B.

6 -3
A+2B=
0 3
=

4 -1
A+B=
o 2)
2 -2 2 -2 4 -1 4 -1 2 =2 21
=B= = A+ = = A= - =
0 1 0 1 0 2 0 2 0 1 01
. 21 )
Hemos obtenido A= 01 , calculamos A-.
, 2 1\y(2 1) (4+0 2+1) (4 3
A =A-A: = =
0 1/l0 1 0+0 0+1 0 1

4 3
La matriz A* = .
0 1

6 -3 4 -1
{Ecuacic')n 12 — Ecuacion 22} = 2B-B = - =
0 3 0 2

b) Despejamos X en la ecuacion matricial planteada.

A*X —(A+B) =31 -2X = A*X +2X =(A+B) +3l =

-1

= (A?+21)X =(A+B) +31 = X =(A+21) | (A+B) +3I|

Calculamos la expresion de la matriz X haciendo uso de lo obtenido en el apartado anterior.

A+B =(3 _le:(m B)' =(_41 gj

) 4 3 10 6 3
A" +21 = +2 =
01 01 0 3

6 3
‘Az +21 ‘ =‘0 3‘ =18 = 0 — Existe la inversa
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(A2+2|)1=Adj((A2+2|)T)_Adj(2 2)_ 1(3 _SJ

A%+ 21| ~ 18 18l0 6

x:(A2+2|)1[(A+B)T+3'}=%(g _esm—‘ll 2}3(; m

X_13—3 7 0) 1(21+3 0-15) 1(24 -15) (4/3 -5/6
180 6/)\-1 5) 18(0-6 0+30) 18(-6 30 ) |-1/3 5/3
4/3 —5/6]

La matriz buscada es X =
-1/3 5/3
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PREGUNTA 2. Nameros y Algebra. (2 puntos)

mx +(m+2)y+ z=3
Discuta, segun los valores del pardmetro m, el siguiente sistema: < 2mx + 3my+ 2z=5

(m-4)y + mz=m

m m+2 1

La matriz de coeficientes asociada al sistemaes A=|2m 3m 2 |.y la matriz ampliada es

0 m-4 m
m m+2 1 3
A/B=2m 3m 2 5

0 mM-4 m m

Averiguamos cuando se anula el determinante de la matriz A.

m m+2 1

|Al=2m 3m  2|=3m°+0+2m(m-4)-0-2m*(m+2)-2m(m—-4)=
0 m-4 m

= 3m® + 2n1° —8m—2m® —4m? — 2” +8m = m® — 4m?

|A|:0:>m3—4m2=O:>m2(m—4):0:>{

Analizamos tres casos por separado.

CASO1l. m=#0y m=4

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el rango de la matriz

ampliada A/B y el nimero de incdgnitas. El sistema es compatible determinado (una Gnica
solucion).

CASO 2. m=0
El sistema queda tan sencillo que lo intentamos resolver.

2y+723 2y+2=3

-22=5 = z:%5 :2-0+_75:3:_?5:31Imposible!

El sistema es incompatible (sin solucion)

CASO 3. m=4
Estudiamos el rango de A y de A/B usando el método de Gauss.
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Fila22 —2- Filal?

) 4 62 ; 3 8 12 2 5
A/B=(8 1 5= 8 12 2 6 =
0 0 44 0 0 0 —-1— NuevaFila2?
A/B
/—/%
4 6 1 3 4 6 1 3
=0 0 0 -1|={Fila2*<>Fila3®}=|0 0 4 4
0 0 4 4 0 0 0 -1
—_—

A

Elrango de A es 2 y el de A/B es 3. Los rangos son distintos y el sistema es incompatible.

Resumiendo: Si m=0 y m=4 el sistema es compatible determinado ysi m=0 o m=4 el
sistema es incompatible.
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PREGUNTA 3. Anélisis. (2 puntos)
a) Enuncie los teoremas de Rolle y de Bolzano.

b) Calcule '[ x%e” dx

a) Esta en los libros de texto.

b) Utilizamos integracion por partes.

= l[xzeX2 —J'erxzdx} =

) 1 , u=x*=> du = 2xdx
J'xf*eX dx:—jx22xeX dx =
2 2

dv=2xeXdx =v = _[2xex2 dx = e*
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PREGUNTA 4. Anélisis. (2 puntos)

Calcule los siguientes limites:

_sinx—=In(1+x e _gX

a) lim ) 4y jim &€
x—0 XS|nX x—0 X

a) Calculamos el valor del primer limite.

. sinx—In(1+x) sin0-In(1+0 i
lim _ ( ): - ( ):9: Indeterminacion (L"Hopital)=
X0 XSin x 0-sin0 0
1 1
COSX———  C0sO——— , . g
= lim— 14x _ 140 _ 272 _  _ |ndeterminacién (L Hopital)=
x=>0gIn X+ xcosx sin0+0-cosO 0 O

—sinx+#2 —sin0+-——
lim (1+x)" (1+0)°  0+1 |1
x>0 COSX+C0SX—XsinXx ¢o0s0+cos0—-0-sin0 1+1-0 |2

b) Calculamos el valor del segundo limite.

e et g% 1-1 0 .
lim — = — = = —=Indeterminacion (L "Hdpital)=
x>0 X 0 0O O
__cosx-e"" —e* cos0-e"""—¢’ 0 i
=lim = = —=Indeterminacion (L"Hbpital)=
x—0 2X 0 0
——— x-e"" +cosx-cosx-e™" —e*  —sin0-e™"° +cos0-cos0-e™"° —e®
T x50 2 B 2 B

g

2
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PREGUNTA 5. Geometria. (2 puntos)
y—-c z-3

a) Considere el plano 7:4x+2y+bz=2 y la recta r: X;2= = donde b y ¢ son

2

parametros reales. Calcule los valores que tienen que tomar b y ¢ para que la recta r esté contenida

en .
b) Calcule la distancia del punto P(1,3,1)al plano z":4x+2y—4z=2.

a) Para que la recta esté contenida en el plano cualquier punto de la recta debe pertenecer al plano

(debe cumplir su ecuacion).
Hallamos las ecuaciones paramétricas de la recta.

X=2+31

X-2 y-c z-3 R (2¢3) _
r: 3 = 2 = 2 =>ri_. =r:iy=c+24
v =(3.24) 7=3+44

Hallamos otro punto de la recta que también debe pertenecer al plano.

X=2+31
r:-qy=c+24
5c+2,7
z2=3+42 =Q (5¢+2.7)
A=1

El punto Q, (5,c+2,7) pertenece al plano.

Qr(5,c+2,7)e7r
7 4X+2y+bz=2

}:4-5+2(c+2)+b-7=2:20+2c+4+7b=2:> 2c+7bh=-22

El punto P, (2,0,3) pertenece al plano.

Pr(2,c,3)e7r
7 4X+2y+bz=2

}:4-2+2-c+b-3=2:>8+2c+3b=2:> 2c+3b=-6

Reunimos las dos ecuaciones en un sistema y lo resolvemos.

2c+3b=-6 } 2c=-6-3b

= =-6-3b=-22-7Th=4b=-16=
2c+7h=-22 2c=-22-7b

=|b=—=-4|=2c=-6-3(—4)=6= C=g=3

Los valores buscados son b=—4 y c=3.

b) Calculamos la distancia pedida usando la formula de la distancia de un punto a un plano.

P(131)
7 4x+2y—47-2=0

[4-1+2-3-41-2| 4 |2
- =—=|==066u
J#+22 (-4 6 I3

}:d(p,ﬂ')
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PREGUNTA 6. Geometria. (2 puntos)

a) Considere los puntos Q(-1,3,-5), R(3,1,0) y S$(0,1,2). Obtenga la ecuacion implicita o general
del plano 1 que contienea Q, Ry S.

b) Obtenga las ecuaciones paramétricas y la ecuacion continua de la recta que pasa por el punto
P(3,—1,—1) y sea perpendicular al plano 7 :4x+23y+6z-35=0.

a) El plano 1" que contiene a los tres puntos tiene como vectores directores los vectores QR y QS .

0=QR=(310)-(-13-5)=(4-25)]  |x y-1 -2
v=QS=(012)-(-13,-5)=(L,-27) ;>[4 -2 5 |=0=
s(0,1,2)en 1 -2 7

= -14x+5(y-1)-8(z-2)+2(z-2)-28(y-1)+10x=0=

= -14x+5y-5-8z2+16+2z-4-28y+28+10x=0=

= —4x—23y—62+35=0=|7":4x+23y+62-35=0

La ecuacion del plano " que contiene a los puntos Q, Ry Ses 7":4x+23y+6z—35=0.
b) La recta perpendicular al plano T tiene como vector director el vector normal del plano.

7:4x+23y+62-35=0=n=(4,236)

— - X=3+44
v, =n=(4,236) i o
r: =r:<y=-1+234; 1 € R Ecuaciones paramétricas
P(3-1L-1)er
z=-1+641

=T Ecuacién continua

- \Z=ﬁ=(4,23,6) X=3_y+1_z+1
|P(3-L-1)er 428
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PREGUNTA 7. Estadistica y Probabilidad. (2 puntos)

Sabiendo que P(A)=% y P(B)==

1
>

a) Suponiendo que Ay B son sucesos independientes, calcule P(AUB) y P(Z/(Ruﬁ)).

b) Suponiendo que A y B son sucesos incompatibles, calcule P(AUB) y P(R/(Ruﬁ)).

(Nota: A y B son los sucesos contrarios 0 complementarios de A y B, respectivamente).

a) Si Ay B son sucesos independientes entonces P(ANB)=P(A)P(B)= %% =%
Utilizamos la férmula de la probabilidad de la unién de dos sucesos.
P(A)=1/3
P(B)=1/2
( ) P(AUB) 1 l_izfzg
P(AnB)=1/6 3 2 6 6 (3
P(AuB):P(A)+P(B)—P(AmB)
Utilizamos el teorema de Bayes y las leyes de Morgan.
— o _ P(Z\m(ﬂug)) - _ . _
P(A/(AUB)|= — ={Ac(AuUB|—> ANAUB)=A}=
(ARB)- gy - (A=(AB) > An(Ac)- )
_ 1 1 2
~ P(A) ~ Ley de Morgan _1—P(A)_ l—P(A) ~ 3 5_12
P(AUB) P(AUB)=P(ANB) P(AnB) 1-P(AnB) | 1 5 15
6 6
b) Si Ay B son sucesos incompatibles entonces ANB=J > P(Am B):O.
Utilizamos la formula de la probabilidad de la union de dos sucesos.
P(A)=1/3
P 1/2
(B)= P(AuB)=1+1 0|2
P(AnB)=0 6
P(AuB)=P(A)+P(B)-P(ANB)
Utilizamos el teorema de Bayes v las leyes de Morgan.
— o _ P(Km(ﬂug)) - — . —
P(A/{AUB)|= — ={Ac(AuB)—> An(AUB|)=A}=
(A1(AB) =gy - e (AB) > An(A5) A
_ 1 1
P() 1-P(A) _ 1-P(A) 175 |2

o

Ley de Morgan
{P(Zu%): P(W)}

- P(AnB) “1-P(AnB) 1-0 |3

4

5
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PREGUNTA 8. Estadistica y Probabilidad. (2 puntos)

Una maquina que distribuye agua en botellas echa una cantidad de agua que sigue una distribucion
normal con media igual a 500 mililitros y desviacion tipica igual a 4 mililitros.

a) Si elegimos al azar una de las botellas, ¢cual es la probabilidad de que lleve entre 499 y 502
mililitros?

b) ¢Cuél es la cantidad de agua, en mililitros, excedida por el 97,5% de estas botellas?

X es la cantidad de agua que echa una maquina en una botella (en mililitros). X = N(500, 4)

a) Nos piden calcular P (499 < X <502).

Tipificamos
P(499 < X <502)= X — i

4 4

_ P£499_500 <7< 502—500)2

o
—P(-0.25<Z <05)=P(Z <0.5)-P(Z <-0.25)=P(Z <0.5)-P(Z > 0.25) =

Miramos en la

=P(Z< 0.5)—[1— P(Z < 0'25)] - {tabla N(0,1)

} =0.6915-1+0.5987 ={0.2902

b) Nos piden hallar “a” tal que P(X >a)=0.975.

Tipificamos
P(X>a)=0975= X —u :P(Zz

a-500

j =0975=>

o

Probabilidad mayor que 0.5 —>

=1a-500 _, =3
4

b = 'b

a—>500 Buscamos en la
=Pl Z<- =0.975=> =
4 tabla N(0O, 1)

o a—joo ~1.96 = —a+500=1.96-4 = 500-1.96-4 = a = [a = 492.16

La cantidad de agua excedida por el 97,5% de estas botellas es 492.16 mililitros.
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ABAU Extraordinaria 2023
Proba de Avaliacion do Bacharelato

C | U G COMISION para o Acg:eso a Uni\_/ers_idade
DE GALICIA Convocatoria extraordinaria 2023

MATEMATICAS II

El examen consta de 8 preguntas de 2 puntos, de las que puede responder un MAXIMO DE 5, combinadas
como quiera. Si responde mas preguntas de las permitidas, solo seran corregidas las 5 primeras respondidas.

Cadigo: 20

1. Numeros y Algebra:

1 0 1 1
a) Calcule Asi (AB)T=(2 J y Bz[ ) J.

3
b) Si A= (y )z(j es invertible, obtenga los valores de x, y y z sabiendo que det(A—31)=0, que

2
y=0yque (32)A" +1 =( .

0 . o
4]. Entiéndase que I es la matriz identidad.

2. Numeros y Algebra:
Discuta, segun los valores del pardmetro m, el sistema

(m+1)x + z=1
(m+)x + y + z=m+1

(m+)x + my + (m-1)z=m

3. Analisis
a) Enuncie los teoremas de Rolle y del valor medio del calculo diferencial.
b) Explique si f :[O,l]—)R, f(x) =+1-x*, estd 0 no en las hipotesis del teorema del valor medio

del célculo diferencial. En caso de que lo esté, calcule un valor ¢ para el cual se cumpla la tesis de
ese teorema.

4. Anélisis:
a) Calcule mediante cambio de variable las integrales I(sin x)5 cosxdx y j(ln x)/ xdx..

b) Calcule I(In x)/ xdx empleando el método de integracion por partes. Luego, obtenga algtn valor

B
de B tal que j(ln X)/xdx=3/2.

5. Geometria:

a) Considérense el plano 7 :ax+y+z =1, donde a es un parametro real, y la recta
x-1 z+1 . - . .
r: — = % = % Estudie la posicion relativa de  y r en funcién de a y obtenga el valor de a

que hace que mr y r sean perpendiculares. Por ultimo, razone si r puede estar contenida en 0 no.
x-1 y-b z+1
2 3

b) Si 7:-3x+y+z=1, diga qué valor tiene que tomar b para que r: esté

contenida en .
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6. Geometria:
Considérese el plano 7 :2x—y+z=1. Se pide:
X=2+A
a) Calcular la distancia de m al punto de corte de las rectas r;:{y =0 y
z=1-1
X=u
r:yy=-1+pu, (/”L,,ueR).
z=0

b) Obtener el punto simétrico de P(1,0,0) con respecto a 7.

7. Estadistica y Probabilidad:
a) Calcule P(A|B) si BCA. Luego, si P(C) = 0.5y P(D) = 0.6, explique si C y D pueden ser
incompatibles. Por Gltimo, obtenga P(EUF) y P(E mf) si E'y F son independientes, P(E)=0.3

y P(F)=0.2.
b) Se tira un dado siete veces. Calcule la probabilidad de que salgan exactamente dos seises.

8. Estadistica y Probabilidad:

Para un determinado grupo de pacientes, la tension arterial sistolica (medida en mmHg) sigue una
distribucién normal de media 123.6 y desviacion tipica 17.8. Calcule la probabilidad de que un
paciente elegido al azar tenga una tension comprendida entre 100 y 120 mmHg. Luego, obtenga el
valor de la tension que es superado por el 67% de los pacientes.
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SOLUCIONES

1. Numeros y Algebra:

10 11
a) Calcule Asi (AB) = B= .
 coiens (40 <[, 3]y o-[

3
b) Si A= [y )z(j es invertible, obtenga los valores de x, y y z sabiendo que det(A—31)=0, que

2 0
y=0yque (32)A"+1 =( 1 4]. Entiéndase que I es la matriz identidad.

a b a by 1 1 a-b a+b
a) A: :>AB= =
c d c d)\-1 1 c-d c+d
a=hb+1

b=1
- 10 a-b c-d 10 -d=0 c=d
(AB) = =N = =N =N =
2 1 a+b c+d 2 1 a+b=2 a+b=2
1

c+d=1

| =

b+l+b=2—->2b=1—>|b= 1
2 2 (3/2 1/2j
= = =|A=
1
2

1 1/2 1/2
d+d=1->2d=1-> d:E

b) Se cumple que det(A-31)=0.
3 X 10 0 x
A-3l = -3 =
MM
0
det(A—3I)=O:>‘y ZXS‘:o:—xy:o:{yqso}:m

. 30 ) 2 0
La matriz A queda A= y 2 . Se cumple que (3z2)A~+1 = 1 a)

(3Z)A_1+|:[2 0]3(3Z)A_1A+|-A=[2 O]A:(SZ)I+A=(2 OJA:
14 14 s

1 0) (3 0 2 0)3 0 3z 0 30 6 0
= (3z) + = = + = =
01 y z -1 4)\y z 0 3z y 2 -3+4y 4z
(3+3z oj ( 6 oj 3+32=6—>37=3>[z=1]
= = =
y 4z) (3+4y 4z y:—3+4y—>3:3y—>

Los valores buscados sonx =0,y =1, z=1.
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2. Nameros y Algebra:
Discuta, segun los valores del pardmetro m, el sistema

(m+1)x + z=1

(m+)x + y + z=m+1

(m+)x + my + (m-1)z=m

m+l1 0 1
La matriz de coeficientes asociada al sistemaes A= m+1 1 1 |.yla matrizampliada es
m+1 m m-1
m+l 0 1 1
A/B=m+1 1 1 m+1
m+l m m-1 m

Averiguamos cuando se anula su determinante de la matriz A.

m+1 O 1 1
|Al=jm+1 1 1 |=(m+})l 1 1 |=(m+1)[m-1+m-1-m]=(m+1)(m-2)
m+l m m- 1 m m-1

Mm+1=0->m=-1

A=0 1)(m-2)=0
0= my(n-2)-0= {1707

Analizamos tres casos por separado.

CASO1l. m#-1y m=#2

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el rango de la matriz

ampliada A/B y el nimero de incdgnitas. El sistema es compatible determinado (una Gnica
solucion).

CASO 2. m=-1
El determinante de A es nulo. El sistema queda tan sencillo que lo resolvemos.

=1
y+1:0—>

y+z=0 =
1 -y-2=-1->y=-1

_y_ZZ:_
X=t
Soluciones:qy=-1, teR
z=1

El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones)

CASO 3. m=2

El determinante de A es nulo y su rango no es 3. Estudiamos el rango de Ay de A/B usando el
método de Gauss para obtener una matriz triangular equivalente.
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Fila3? — Filal?
3011 3 2 1 9
A/IB={3 1 1 3|= 30 -1 -1 =
3212 0 2 0 1-— NuevaFila3?
Fila2? — Filal?
3 1 1 3 L
30 -1 -1 = 1 0 2|=
0 1 0 2 -—>NuevaFila2?
Fila3® —2-Fila2? — 2
0 2 0 1 3 01 1
= 0 2 0 -4 =0 1 0 2
0 0 0 -3— NuevaFila3® LO,_Q -3

El rango de A es 2 y el de A/B es 3. Los rangos son distintos y el sistema es incompatible.

Resumiendo: Si m=-1 y m= 2 el sistema es compatible determinado, si m=—1 el sistema es
compatible indeterminado y si m=2 el sistema es incompatible.
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3. Analisis
a) Enuncie los teoremas de Rolle y del valor medio del calculo diferencial.
b) Explique si f :[0,1] —> R, f(x) =+1—x?, est4 0 no en las hipétesis del teorema del valor medio

del célculo diferencial. En caso de que lo esté, calcule un valor ¢ para el cual se cumpla la tesis de
ese teorema.

a) Enunciado del Teorema de Rolle:

Si f(x) es una funcion que es continua en [a, b], derivable en (a, b) y cumple que f(a) = f(b),
entonces existe algiin punto c e(a,b) tal que f’(c)=0.

Enunciado del Teorema del valor medio.

Si f(x) es una funcién real f :[a,b] —>IR. Sise cumple que f(x) es continua en [a, b] y f(x) es
. : . , f(b)-f(a)
derivable en (a, b), entonces se tiene que existe un punto c € (a,b) tal que f (c) = b a
b) Esta funcion existe y es continua en el intervalo [0, 1], pues el radicando es positivo.

Es derivable en (0, 1).

—2X =X
2J1-x2  J1-X2

La derivada de la funciénes f"(x)=

f(1)=+1-1* =0
£(0)=1-07 =1
—C 0-1
__ X = =——=-1=>-Cc=—1-¢C’ =
== 1-¢ 1-0
ce(01)/ ()= f(lz‘;(o)

=c=+1-c?*=c’=1-c?*=2c?=1=¢? =%:>

:>c=i\/g=ig:>{06(0,l)}:> c:+£

5

El valor buscado es ¢ =+-—¢(0,1)
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4. Analisis:
a) Calcule mediante cambio de variable las integrales j(sin x)5 cosxdx y I(In x)/ xdx..

b) Calcule I(In x)/ xdx empleando el método de integracion por partes. Luego, obtenga algtn valor

B
de B tal que [(Inx)/xdx=3/2.

a) La primera integral

: - N
J.(SinX)SCOSXdX:{(?ambIO de variable }:J.tSdtZt—: (sin x) »

sin X =t — cos xdx = dt

La segunda integral
Cambio de variable

2 I 2
In—de_ InX=t— Sdx=dt —Jlxdtzjtdtzt—z(nx) LK
X X X 2 2

dx = xdt

b) Usamos el método de integracion por partes para obtener la expresion de la integral.

Por partes

In—Xd _Jlnx Zdx = Inx:u—>§dx:du =(In x)(lnx)—JIn x%dx:

dv=ldx—>v=j1dx=lnx
X X

2
In—dx Inx)z—JInxldx:Z In—dx jlnx = (Inx) +K
X X X 2
Calculamos la integral definida.
B 278 2 2 2
I(Inx)/xdx:{(lnx) } :{(InB) }{(Ine) ]:(In B 1
e 2 2 2 2 2
Igualamos la expresion obtenida a 3/2 y determinamos el valor de B.
B 2 2
Ilnx /xdx_— (InB) _£=§:>(InB) :ﬂ=2:>(InB)2:4:>
’ 2 2 2 2 2

INnB=2—>|B=¢?
—InB=\4=12= _)
INnB=-—2—|B=¢?

Los valores buscados son B=e’ y B=¢™
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5. Geometria:
a) Considérense el plano z:ax+y+z=1, donde a es un pardmetro real, y la recta
r: XT_l = % = ZTH Estudie la posicion relativa de  y r en funcidn de a y obtenga el valor de a

que hace que m y r sean perpendiculares. Por Gltimo, razone si r puede estar contenida en 7 0 no.
x-1 y-b z+1
2 3

esté

b) Si 7:-3x+y+z=1, diga qué valor tiene que tomar b para que r:

contenida en 7.

a) Obtenemos el vector director de la recta y el vector normal del plano.

Tiax+ y+z:1:>ﬁ:(a,1,1)

_ v =(2,3,3
x-1 y:z+1:>r:{\|/3r ( )

r: ==
2 3 3 (1,0,-1)

Si los vectores son perpendiculares la recta y el plano son paralelos o la recta esta contenida en el
plano. En caso contrario son secantes (coinciden en un punto).

n=(al1) | - _
. =n-v, =(a,11)(2,33)=2a+3+3=2a+6
v, =(2,3,3)

nv,=0=2a+6=0=>2a=-6=|a=-3]

Analizamos que pasa si a=-3.
En este caso los vectores son perpendiculares y plano y recta son paralelos o la recta esta
contenida en el plano. Comprobamos si el punto P, (1,0,—1) de la recta esta en el plano.

ri-3Xx+y+z=1
= ¢—3+0-1=1?{jNo se cumple!!
&R(l,O,—l)en’?

Para a=-3 larectary el plano 1 son paralelos.

Para a = —3 los vectores no son perpendiculares y la recta r y el plano  se cortan.
Buscamos para a = —3 un valor para el que recta y plano formen 90°. Para que esto ocurra deben
tener coordenadas proporcionales el vector director de la recta y el vector normal del plano.

n=(a11)

v, =(2,3,3) _a_1.1 a1 1.2
o 2 3 3 2 3 3
nilv,

2 , .
Para a= 3 recta y plano son secantes y ademas son perpendiculares.

La recta r solo puede ser paralela al plano (a=-3) o secante (a = -3).
La recta r no puede estar contenida en el plano.
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b) Para que la recta esté contenida en el plano deben cumplirse dos condiciones: 12 el vector
director de la recta y el normal del plano deben ser perpendiculares, 22 un punto de la recta debe
pertenecer al plano.

7:-3x+y+z=1->n=(-311)

r:x—lz y—b:z+1
2 3 3

Muﬁ:ﬁ-ufzo

—u,=(2,33)=(-311)(2,33)=0=-6+3+3=0 jjSecumple!!

r:=3Xx+y+z=1

x-1_ y-b z+1 = -3+b-1=1=[b=5]

r —)Pr(l,b,—l)en
2 3 3

El valor buscado es b = 5.
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6. Geometria:
Considérese el plano 7:2x—y+z=1. Se pide:
X=2+A1
a) Calcular la distancia de m al punto de corte de las rectas r;:{y =0 y
z=1-1
X=u
r:qy=-1+u, (/'t,,u € R), (A,UER).
z=0

b) Obtener el punto simétrico de P(1,0,0) con respecto a 7.

a) Averiguamos el punto P de corte de las dos rectas.

X=2+1

L:<y=0
=2+
z=-1-1 2

= —1+,u=0—> =1=2-1iSe cumple!=
X=u
r,iqy=—1+u O:_l_/l_)

z=0

x=2-1=1
=4:y=0 =|P(1,0,0)
z=-1+1=0

Hallamos la distancia del punto P al plano 7 :2x—y+z=1.

mT:2X—y+2-1=0
P(1,0,0)

}:d(P,ﬂ)= [2-0+0-1 :i=—6:0.408unidades
224(-1f+22 V6 6

b) Nos piden hallar las coordenadas del punto P” del dibujo.

Ip

7
,’,
2
:

Hallamos la recta perpendicular al plano que pasa por el punto P. Esta recta tendrd como vector
director el vector normal del plano.
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— = X=14+2a
- v, =n=(2,-11)
m:2x—y+z=1=>n=(2,-L1)=r: =rily=—a
P(l,0,0)er
I=a
El punto M es la interseccion de la recta r con el plano .
mr2X—-y+z=1
X=1+2«
y =2(1+2a)—(-a)+a=1=2+4a+a+a=1=
rqy=—-a
1=«
x=1+2_—1:g
6 3
:605:—1:>a:_—1:> y:—_—1 1 :M(zl_—lj
6 6 6 36 6
-1
z=—
6
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7. a) Calcule P(A|B) si BcA. Luego, si P(C) = 0.5y P(D) = 0.6, explique si C y D pueden ser
incompatibles. Por Gltimo, obtenga P(EUF) y P(E mf) si E'y F son independientes, P(E)=0.3
y P(F)=0.2.

b) Se tira un dado siete veces. Calcule la probabilidad de que salgan exactamente dos seises.

a) SiBcA entonces BNA=B.

Dos sucesos C y D son incompatibles si su interseccion es vacia y por tanto P(C N D) =0

Si los suponemos incompatibles tenemos que P(C N D) =0.
P(CuD)=P(C)+P(D)-P(CnD)=P(CuUD)=05+0.6-0=1.1>1 jjlmposible!
Los sucesos C y D son compatibles.

Al ser los sucesos E y F independientes se cumple que P(ENF)=P(E)P(F).

P(ENF)=P(E)P(F)=0302=0.06
Calculamos P(EUF).

P(EUF)=P(E)+P(F)-P(ENF)=0.3+0.2-0.06 =[0.44|
Calculamos P(E mE).
P(E)=P(ENF)+P(ENF)=03=006+P(ENF)=P(ENF)=03-0.06=[0.24]

b) La variable X que cuenta el nimero de seises que salen al lanzar 7 veces un dado es una variable
binomial con parametros n = 7 y p = P(Sacar un 6 al lanzar un dado) = 1/6.
X =B(7, 1/6)

Nos piden calcular P(X =2). Lo calculamos.

oo o=

2)\6)\6
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8. Estadistica y Probabilidad:
Para un determinado grupo de pacientes, la tension arterial sistolica (medida en mmHg) sigue una
distribucion normal de media 123.6 y desviacion tipica 17.8. Calcule la probabilidad de que un

paciente elegido al azar tenga una tension comprendida entre 100 y 120 mmHg. Luego, obtenga el
valor de la tensién que es superado por el 67% de los pacientes.

X es la variable que da la tension arterial sistolica (medida en mmHg). X = N(123.6, 17.8)
Nos piden hallar P(100< X <120).

P(100 < X <120) = P(X <120)-P(X <100) = {Tipificamos} =

_p[z<1071236) pf; 10071236 =P(Z<-0.20)-P(Z<-1.33)=
17.8 17.8

=P(2202)-P(22133)=1-P(2<02)-[1-P(Z <133)]=

Miramos en la

=P(Z<133)-P(2<0.2)-= {tabla NG, 1) }: 0.9082-0.5793 =(0.3289)]

También nos piden hallar “a” tal que P ( X2 a) =0.67.

P(X >a)=0.67 = {Tipificamos} = P ( X 17123'6 > a_éz:ﬁj =0.67=

p(7>371238)_ 67,05 871236 ¢ negativo } =
17.8 17.8

= P[Z < ——a_123'6j= P(Z z—a_lizg’ﬁ] —0.67=

17.8
Buscamos en la —
- =-2150 41 a-1236--044178=
tabla N(0, 1) 17.8

=a=123.6-044-178= |a =115.768 mmHg

La tensidn deberia ser superior a 115.768 mmHg.
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ABAU Ordinaria 2023
Proba de Avaliacién do Bacharelato Codigo: 20
C | U G COMISION ARiA para 0 Acceso & Universidade '
D GALICIA Convocatoria ordinaria 2023

MATEMATICAS II

El examen consta de 8 preguntas de 2 puntos, de las que puede responder un MAXIMO DE 5, combinadas
como quiera. Si responde mas preguntas de las permitidas, solo seran corregidas las 5 primeras respondidas.

1. Numeros y Algebra:
Despeje la matriz X de la ecuacion XA= A+ XB, si Ay B son matrices cuadradas tales que A—B es

1 2
invertible. Luego, calcule X si A=[0 Oj y B=(A’-A-1)", donde I es la matriz identidad de

orden 2.

2. Numeros y Algebra:

mx +  (2+m?)y =1+m
Discuta, segun los valores de m, el sistema my - z=1
mx -+ 2y + (2m-4)z=5
3. Analisis
a) Si f(x)=ae"+b, diga qué valores deben tener a y b para que se cumplan f(0)=0 y
f(x
IimQ:S
x—0 X

b) Estudie si la funcion f(x)=x+sinx tiene extremos o puntos de inflexion en el intervalo (0,2m),
diga donde estan en caso de que existan y esboce la gréfica de f en ese intervalo.

4. Analisis:
Calcule el area de la region determinada por las desigualdades x>1,y<xe y> f(x), con
f (x) = xIn x. Haga un esbozo grafico de la region. Nota: Inx es el logaritmo neperiano de x.

5. Geometria:
a) Obtenga las ecuaciones paramétricas de la recta r que pasa por los puntos P(2,-1,0) y Q(3,0,0)
y la ecuacion implicita o general del plano  que pasa por el punto R(O, 4, —2) y es paralelo a los
vectores u(1,0,-1) y v(2,1,-2).

y+l
1

b) Calcule el &ngulo agudo que forma la recta r: X%Z = =% conelplano 7:x+z+2=0.
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6. Geometria:
a) Calcule el punto simétrico de P(2,—1,0) con respecto al plano 7:x+z+2=0.
b) Estudie la posicion relativa de las rectas r : X%z = yT+1 =% ys: ng = yIZ _Z +11. Sise

cortan, calcule el punto de corte.

7. Estadistica y Probabilidad:
a) Calcule las cuatro probabilidades P(A), P(ANB), P(A|B) y P(B|A) sabiendo que P(AUB)=0.8,

P(ANB)=0.2 y P(A)=2P(B). Nota: B es el suceso contrario 0 complementario de B.

b) En un conocido congreso, el 60% de los cientificos inscritos participan online y el resto asisten en
persona. Ademas, el 65% de los inscritos son europeos y el 80% de los que asisten en persona también
lo son. Si se elige al azar a uno de los inscritos, calcule la probabilidad de que sea europeo y, a la vez,
participe online; luego, la de que participe online si se sabe que es europeo.

8. Estadistica y Probabilidad:

a) En un cierto humedal, la probabilidad de que un renacuajo llegue a rana adulta es del 2%. Si se
escogen al azar 2500 de esos renacuajos, ¢cual es la probabilidad de que al menos 55 de ellos lleguen
a ranas adultas?

b) Para conceder becas de estudio, un organismo valora los méritos presentados y asigna a cada
candidato una puntuacion que indica mas méritos cuanto mayor es su valor. Este afio, la puntuacion
sigue una distribucién normal de media 100 y desviacion tipica 20, y se toma la decision de conceder
la beca al 5% mejor del conjunto de solicitantes. (Qué puntuacidn es preciso alcanzar para obtener la
beca?
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SOLUCIONES

1. Numeros y Algebra:
Despeje la matriz X de la ecuacion XA= A+ XB, si Ay B son matrices cuadradas tales que A—B es

1 2
invertible. Luego, calcule X si A=(0 Oj y B=(A’-A-1)", donde I es la matriz identidad de

orden 2.

Despejamos la matriz X.
XA=A+XB= XA-XB=A= X(A—B)zA
Como la matriz A — B es invertible podemos multiplicar por su inversa para terminar de despejar X.
X(A-B)=A= X =A(A-B)"

Ahora calculamos la matriz B:
, (1 2)(1 2 1 2 ) 1 2 1 2 10 -1 0
Af = = = A -A-I= — - =
0 0)l0 O 00 00 00 01 0 -1

\AZ—A—l\z‘_l OJJ:l;to
O _

o (A At Adj((AZ—A—I)T)_AdJ'(_Ol _OJ_(_l OJ

\AZ—A—l\ B 1 0 -1

Calculamos la inversa de la matriz A — B:
1 2 -1 0 2 2
A_ B = —_ =
00 0 -1 0 1

2 2
|A—mz‘ ‘=2¢0
01

(A-B)lAO'J'(A—B)TAdj[z (1))1(1 —ZJ_(UZ _1j

A-B] 2 200 2) (0o 1

Calculamos la expresion de la matriz X.

x=A(A—B)1=(Cl) 3][182 —11}(12)2 —1(;2}(12)2 é}

. ., 1/2 1
La matriz solucidones X = 0o of
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2. Nameros y Algebra:

mx +  (2+m?)y =1+m
Discuta, segun los valores de m, el sistema my -— z=1

mx -+ 2y + (2m-4)z=5

m 2+m? 0
La matriz de coeficientes asociada al sistemaes A=| 0 m -1 |.y la matriz ampliada es

m 2 2m-4
m 2+m?’ 0 1+m
A/B=|0 m -1 1
m 2 2m-4 5

Averiguamos cuando se anula su determinante de la matriz A.
m 2+m’ 0

A=[0  m -1 |=m*(2m-4)-m(2+m’)+0-0-0+2m=
m 2 2m-4

=2m®*—4m? -2m-m*+2m=m®—4m?

|A|=0=m’-4m’ :O:>m2(m—4):0:>{
Analizamos tres casos por separado.

CASO1. m=#0y m=4

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el rango de la matriz

ampliada A/B y el nimero de incdgnitas. El sistema es compatible determinado (una Gnica
solucion).

CASO 2. m=0
El sistema queda tan sencillo que lo resolvemos.

2yo1

_7-1 N =1+4=5{Se cumple!= yzé, teR
2y—4Z=5 2y—4Z=5 z=-1

El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones)

CASO 3. m=4
Estudiamos el rango de A y de A/B usando el método de Gauss.
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Fila3? — Filal?
4 18 0 5 4 2 4 5
A/B=0 4 -1 1|= 4 18 0 -5 =
4.2 45 0 -16 4 0 — NuevaFila3?
Fila3® +4-Fila 22 — 2
4 18 0 0 —16 4 0 4 18 0 5
:04—11:016_44 =0 4 -11
0 -16 4 0 0 0 0 4—NuevaFila3® 0 0 04

A

Elrango de A es 2 y el de A/B es 3. Los rangos son distintos y el sistema es incompatible.

Resumiendo: Si m=0 y m=4 el sistema es compatible determinado, si m=0 el sistema es

compatible indeterminado y si m=4 el sistema es incompatible.
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3. Analisis
a) Si f(x)=ae"+b, diga qué valores deben tener a y b para que se cumplan f(0)=0 y

Iimm:3

x—0 X
b) Estudie si la funcion f(x) = x+sinx tiene extremos o puntos de inflexion en el intervalo (0,2m),
diga donde estan en caso de que existan y esboce la gréfica de f en ese intervalo.

a) Aplicamos la primera condicién: f (0)=0

£(0)=0

f(x)=ae*+b

}:>0zae°+b:>

. o (X
Aplicamos la segunda condicion: Ilrr(}L =3
X—> X

Calculamos primero el valor del limite.

. f(x) . ae*+b a+b
lim =lim = =...
x>0 X x—0 X 0

Como sabemos que a + b = 0.

f(x)

. ae"+b a+b O
nmn—m——=———=—

lim——Z =i = Indeter min acion (L"Hopital ) =
x->0 X x—0 X 0

. ae” 0
=lim =ae =a

x->0 ]

f(x
Como debe cumplirse que Iirr(}L =3, entonces debe ser a = 3.
X—> X

Sustituimos este valor en la igualdad a + b = 0 y tenemos que b = -3.
Los valores buscados sona=3yb =-3.

b) Calculamos la primera derivada y la igualamos a cero.

f"(x) =1+cosx

) =1+cosx=0=cosx=-1=x=r€(0,27)
£ (x)=0

Calculamos la segunda derivada y sustituimos el valor obtenido para comprobar si es minimo,
méaximo o punto de inflexién.

f7(x)=—senx= f”(7)=—senz=0
Como es 0 comprobamos el valor de la tercera derivada en x = .

f(x)=—cosx= f " (7)=—cosz=—1#0
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La funcién no tiene maximos ni minimos relativos en el intervalo (0, 2m). Los maximos o
minimos podrian estar en los extremos del intervalo de definicion de la funcion, pero este
intervalo es (0, 2m) que no incluye a los extremos. No tiene maximos ni minimos.

Tiene un punto de inflexibnen x = m.

Para dibujar su grafica en el intervalo (0, 21) obtenemos una tabla de valores.

X y =X+Ssinx
0
zl2 | 1+Z
2
VA VA
3r/2 3—ﬂ—l
2
27 2

1
]

(¥ ¥)

—

y=x+sinx

Punto de infl exiV
_‘

o
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4. Analisis:

Calcule el &rea de la region determinada por las desigualdades x>1,y<xe y> f(x), con
f (x) = xInx. Haga un esbozo grafico de la region. Nota: Inx es el logaritmo neperiano de x.

La regién de la cual queremos hallar el valor de su &rea debe cumplir: x>1,y<xe y>xInx

Buscamos los puntos de corte de las dos funciones.

f(x)=xInx
= XInxX=x=>-x+xInx=0=>
y=X

:>x(—1+|nx)=0:>{X=O

“1+Inx=0—>Inx=1—|x=e=2.71]

La regién del plano de la que piden calcular su area esta comprendida entre x =1y x =e.

Tomamos x = 2 y comprobamos que funcion toma el mayor valor.

f(2)=2In2=1.38

y=2 }:> f (x) < xenelintervalo(1,e)

Calculamos el area como la integral definida de la diferencia de las dos funciones entre 1 y e.

e
Area:'[x—xlnxdx:...
1

Integracion por partes

2
jx—xlnxdx=_|'xdx—.[xlnxdx:x——.[xlnxdx= u:lnx—>du=ldx
2 X

2
dv:xdx—>v=jxdx:X?

2 2 2 2 2 2 2
X X nx— X—ldx X X—-Inx—fidx X X—-Inx—fidx =
2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2
X X_.|nx_ljxdx X[ X o IX X XX X
2 2 2 22 2 2 4
B x_z_lenx+x_2e_ i_ezlneJri ~ z_lzlnlJrE _le? 1 1 -3
2 2 41 [2 2 4 2 2 4 4 2 4 4

El valor del area es aproximadamente de 1.097 unidades cuadradas.
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[$%)

%)

el

x=1

f(x)=xnx

m .----------- R R R R R R N I T T
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5. Geometria:

a) Obtenga las ecuaciones paramétricas de la recta r que pasa por los puntos P(2,-1,0) y Q(3,0,0)
y la ecuacion implicita o general del plano  que pasa por el punto R(O, 4, —2) y es paralelo a los
vectores u(1,0,-1) y v(2,1,-2).

b) Calcule el &ngulo agudo que forma la recta r: X%z = yT+1 =% conelplano 7:x+z+2=0.

a) Obtenemos las ecuaciones paramétricas de la recta r que pasa por los puntos
P(2,-1,0) y Q(3,0,0).

o X=3+A
y vr:PQ2(31010)_(2’_1’0):(1’1’0): r<y=4 , ek
Q(3,0,0)er z=0

Obtenemos la ecuacién implicita o general del plano 7 que pasa por el punto R(0,4,-2) y es
paralelo a los vectores u(1,0,-1) y v(2,1,-2).

ﬁ(l,O,—l) x-0 y-4 742
7:qv(21-2) ==z 1 0 -1|=0=
R(0,4,-2)erx 2 1 =2

= -2(y-4)+(2+2)+2(y-4)+x=0= -2y +8+2+2+2y-8+Xx=0= |z:X+2+2=0]

b) Averiguamos el angulo formado por el vector director de la recta y el normal del plano.

X—2 z — -
e Tt L,y =(110 . .
" 1 o0 " (1.1.0) :>cos(vr,n)= L (110){20.1)
n| V42 40P 407 41

VI’

7ix+2+2=0->n=(10,1)

:>cos(\Z,ﬁ)zé:(\Z,ﬁ)zarccos[%]:GOO

El angulo formado entre recta y plano es 90° — 60° = 30°.

Sl
J
S
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6. Geometria:
a) Calcule el punto simétrico de P(2,—1,0) con respecto al plano 7z:x+z+2=0.
b) Estudie la posicion relativa de las rectas r : X%Z = yT+1 =% ys: ng = yIZ _Z +11. Sise

cortan, calcule el punto de corte.

a) Nos piden hallar las coordenadas del punto P” del dibujo.

Ip

M

|
,‘,
l T
:

Hallamos la recta perpendicular al plano que pasa por el punto P. Esta recta tendra como vector
director el vector normal del plano.

— - X=2+t
- v, =n=(10,1)
7:x+2+2=0=>n=(101)=r: y=-1
P(2,—1,0)e|’
z=t
El punto M es la interseccion de la recta r con el plano .
r:X+2+2=0
Xx=2-2=0
X=2+t
I =2+t+t+2=0=2>2t=-4=>t=-"2={y=-1 = M (0,-1,-2)
AR 7=-2
z=t

El punto P” simétrico de P respecto del plano es el resultado de sumar al punto P el vector PM .
PM =(0,-1,-2)—(2,-1,0)=(~2,0,-2)

P’=M +PM =(0,-1,-2)+(~2,0,-2) =(-2,-1,-4)
El punto simétrico es P"(—2,—1,—4)

b) Comparamos sus vectores directores.

r:T:T—6—)Vr:(1,1,0) E¢l_¢£
X-2 y+2 z+1 - (21-1) 2 1 -1
2 1 e
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Los vectores directores no tienen coordenadas proporcionales, por lo que las rectas tienen
distinta direccidn y se cortan o se cruzan.

_—

Estudiamos el valor nulo o no del producto mixto [VT U, P,QSJ :

r:

X-2 y+1 z {Pr(Z,—l,O)
—_—=—=>
1 1

0 |y =(110)

-1+0+0-0+2-1=0

=
£l
-0
3|
| E—
Il
N
'_\
|
Il

Al ser nulo el producto mixto las rectas son secantes.
Hallamos el punto de corte resolviendo el sistema de ecuaciones siguiente:

X=2+41

_ P(2,-10
r:XTZ:yTH:%—){ﬁ( ):>r: y=-1+41
v, =(l,1,0) 720
X=2+2«x
X=2 y+2 z+1 QS(Z,—Z,—l)
S: = = -9 =>sy=-2+a
2 1 -1 | =(21-1
z1=-1-«
X=2+A1
r.ay=-1+1
24+20=2+1 24+200=2+1
=>2+a=-1+1;=>2+a=-1+1;=>
X=2+2a —2-1=-1+41
0=-1-« a=-1
S:Iyy=—2+a
Z=-1-a
Xx=2-2=0
0=2+41 A=-2
= = =:y=-1-2=-3=A(0,-3,0)
-3=-1+1 A=-2 -0

El punto de corte de ry s es A(0,-3,0).
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7. Estadistica y Probabilidad:
a) Calcule las cuatro probabilidades P(A4), P(ANB), P(A|B) y P(B|A) sabiendo que P(AUB)=0.8,

P(AnB)=0.2 y P(A)=2P(B). Nota: B es el suceso contrario o complementario de B.

b) En un conocido congreso, el 60% de los cientificos inscritos participan online y el resto asisten en
persona. Ademas, el 65% de los inscritos son europeos y el 80% de los que asisten en persona
también lo son. Si se elige al azar a uno de los inscritos, calcule la probabilidad de que sea europeo
y, a la vez, participe online; luego, la de que participe online si se sabe que es europeo.

a) P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)=0.8=2P(B)+P(B)-02=1=3P(B)= P(B)=

wlkF

P(A)=2P(B)=2

Wl
wlnN

P(A)=P(ANB)+ P(Amg):>§=02+P(Am§):> P(Amﬁ):g_oz:%
P(ARB) 02 3 P(BAA) 0.2
P(A/B):%:T:E P(B’A):_(p(rf\) )92 03
3 3

b) Realizamos una tabla de contingencia para ordenar toda la informacion proporcionada y obtener
el resto de datos.
En persona asisten el 100 — 60 = 40 %. EI 80% de los que asisten en persona (40%) son europeos

> —82630 =32% del total son europeos que participan en persona.

Online | En persona
Europeos 32 65
No europeos

60 100

Completamos la tabla.

Online | En persona
Europeos 33 32 65
No europeos 27 8 35
60 40 100

Nos piden calcular P(Europeo que participa online) que por la regla de Laplace vale:

P (Europeo que participa online) = % =0.33

También nos piden P(participe online si se sabe que es europeo). Sabemos que hay un 65% de
participantes europeos y de ese 65% el 33% participa online y el restante 32 % participa en persona.

P(participeonlinesi se sabe que es europeo) = % =0.508
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8. Estadistica y Probabilidad:

a) En un cierto humedal, la probabilidad de que un renacuajo llegue a rana adulta es del 2%. Si se
escogen al azar 2500 de esos renacuajos, ¢cudl es la probabilidad de que al menos 55 de ellos
Ileguen a ranas adultas?

b) Para conceder becas de estudio, un organismo valora los méritos presentados y asigna a cada
candidato una puntuacién que indica mas méritos cuanto mayor es su valor. Este afio, la puntuacion
sigue una distribucién normal de media 100 y desviacién tipica 20, y se toma la decision de
conceder la beca al 5% mejor del conjunto de solicitantes. ;Qué puntuacién es preciso alcanzar
para obtener la beca?

a) Es una distribucion binomial. Exito = “El renacuajo llega a adulto”. Se hacen 2500 repeticiones
independientes entre si > n = 2500. p =P(Exito) = 0.02.
X es el nimero de renacuajos que llegan a adultos de 2500. X = B(2500, 0.02)

Nos piden calcular P(X > 55). Esta probabilidad es muy costosa calcularla usando la binomial.
Utilizamos la aproximacion a una normal de media np = 2500-0.02 =50 y de desviacion tipica =
o = /npg =4/2500-0.02-0.98 = 7. Como np = 50 >5 y nq = 2450 >5 la aproximacion sera buena.
El valor de las probabilidades de X se aproxima por una normal Y = N(50, 7)

P(X >55)={CorrecciéndeYates} = P(Y >54.5) = {Tipificamos} = P(Y -0, 54'5_50] =

7 7

Miramos en la

=P(22064)=1-P(2<064)= {tabla N, 1)

} =1-0.7389=0.2611

z 0.00 0.01 0.02 0

0.0 05000 | 0.5040 0.5080 0-

0.1 05398 | 05438 0.5478 05

02 05793 | 05832 0.5871 0-

0.3 06179 | 06217 0.6255 0€

0.4 06554 | 0.6591 0.6628 0€

05 06915 | 06950 0.6985 07

l 06 ! alridaT = d falr ZaTa Ll 072374 07

b) X es la variable que da la puntuacion. X = N(100, 20).
Nos piden hallar “a” tal que P(X > a) =0.05.
a-100 a—100

P(X >a)=0.05= {Tipificamos} = P(Z > j=0.05:>1—P(Z < ]:0.05:

=1.645= |a =1.645-20+100=132.9

— Buscamos en la -
:P(Zsa 1ooj:0.95:>{ }:a 100

tabla N(0O, 1) 20

La puntuacién deberia ser superior a 132.9 puntos.

08886 | O 7

12 | 06849 | 08360 | 08888 | 0eo07 | oeofs | osgea | |

13 | 00032 | 00040 | 05068 | oooe2 | ooofe | oofis | |
o192 9207 z 9236 7 3
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ABAU Extraordinaria 2022
Proba de Avaliacion do Bacharelato

c | U G COMISION para o Acceso a Universidade
DE GALICIA Convocatoria extraordinaria 2022

MATEMATICAS II

El examen consta de 8 preguntas de 2 puntos, de las que puede responder un MAXIMO DE 5, combinadas
como quiera. Si responde a mas preguntas de las permitidas, solo se corregiran las 5 primeras respondidas.

Cadigo: 20

1. NUmeros y Algebra:
a) Obtenga la matriz antisimétrica A de orden 2x2 tal que a2 = 1. Luego, calcule su inversa en caso
de que exista. Nota: aj es el elemento que esta en la fila i y en la columna j de A.

0 1 0
b) Sea A=( 1 Oj' Si B= (1 EZJ , halle los valores de b12 y de b22 sabiendo que B no tiene

22

inversa y que det(A B +A)=-1.

2. Numeros y Algebra:
(m+1)x + my + z=0

Discuta, segun los valores del parametro m, el sistema: y + (m-2)z=-2
(m+)x + my + (m-1)z=-3

3. Analisis
a) Obtenga las coordenadas de los vertices del triangulo rectangulo cuya hipotenusa es tangente a la
gréficade f (x) = x? en el punto de abscisa x = 2 y que, ademas, tiene un cateto de longitud 2 situado

sobre el eje X. Dibuje la grafica de f, la recta tangente y el triangulo.

1 si x<1
b) Halle los valores de a y b que hacen que la funcion f (x) =3 ] , sea derivable.
ax“+bx si x>1

4. Analisis:
Calcule las siguientes integrales:

a) IZX\/XZ +1dx b) j(sin x)sin(cosx)dx  c) sz sin xdx dx

1
9 J.(x—l)(x—Z)

5. Geometria:

a) Obtenga la ecuacion implicita o general del plano 7 que contiene a la recta
. Xx+1 y+2 z+3
3 2 1
b) Calcule el punto simétrico de P(11,—14,13) con respecto al plano 7 :3x—-8y+7z+8=0.

y pasa por el punto P(0, 1, 0).

6. Geometria:
. . . X+1 y-1 z .
Estudie la posicion relativa de la recta r'T=T=§ yelplano 7:ax+4y+3az+2=0 en

funcion de los parametros k y a. Luego, si es posible, diga cuando r es perpendicular a 7.
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7. Estadistica y Probabilidad:

a) En una famosa biblioteca, el 70% de los libros son novelas, el 40% son clasicos anteriores al siglo
XIX 'y el 60% de los clasicos son novelas. Si se elige en esa biblioteca un libro al azar, calcule la
probabilidad de que no sea una novela, pero si un clasico, y la probabilidad de que sea un clasico
sabiendo que es una novela.

b) En un cierto pais, el 80% de los delitos contra la propiedad quedan sin resolver. Si en una localidad
de ese pais se cometieron 3 de esos delitos, calcule la probabilidad de que se resuelva por lo menos
1.

8. Estadistica y Probabilidad:

a) Se hace un examen tipo test con 60 preguntas y 4 opciones por pregunta, de las que solo una es
correcta. Calcule la probabilidad de acertar por lo menos 16 preguntas si se responden las 60 al azar.
b) Si X sigue una distribucién normal de media 25 y desviacion tipica 2, calcule P(X<24). Luego,
calcule el valor de @ > 0 tal que P(25—a < X <25+a)=0.2128.
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SOLUCIONES

1. NUmeros y Algebra:
a) Obtenga la matriz antisimétrica A de orden 2x2 tal que ai2 = 1. Luego, calcule su inversa en caso
de que exista. Nota: aj es el elemento que esta en la fila i y en la columna j de A.

0 1 0
b) Sea A=( 1 0]. Si B= (1 EZJ , halle los valores de b12 y de b2> sabiendo que B no tiene

22

inversa y que det(A B +A)=-1.

a) La matriz A es antisimétricasi A" =—A= A" + A=0.

A 1 T [ 8y
A—[aﬂ azzj:A —[1 azzj :(311-1 221]+(a11 1}:(0 Oj:

a a
22 21 922
AT +A=0

2a,=0—a,=0
2a, 1+a,) (0 0 P % 0 1
= = =1l+a,=0->a,=-1;=|A=
1+a, Z2a, 0 0

2a,,=0—>4a, =0

Calculamos su inversa.

0 1 0 1 ) )
A= L o =|Al= . 0:0+1:1;«t0:>EX|steIalnversadeA

A1 10

et Adj(AT) Adj ((1) _olj :(o —1j

b) Si B no tiene inversa su determinante es nulo.

0 by,
1 b,

|B|=\

b, =00, =0|=B=|> °
2 2 1 b22

Calculamos A'B+A. La inversa de A est4 calculada en el apartado a).

. 0 —1)(0 0) (0 1) (-1 —b,) (0 1) (-1 1-b,
A'B+ A= N _ N _
1 o)\t b,) (=10 lo o) l10/ |1 o
Aplicamos la condicion de que det( A B+A)=-1

11b22

det(A'B+A)= —1:‘ =—1=1-b,=-1=[2=b,

Los valores buscados son b, =0y b, =2
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2. Numeros y Algebra:
(m+1)x + my + z=0
Discuta, segun los valores del parametro m, el sistema: y + (m-2)z=-2
(m+)x + my + (m-1)z=-3

Transformamos el sistema en otro mas sencillo de estudiar.

Ecuacién 32 — Ecuacion 12
(m+1)x+my+ z=0
(m+1)x +my +(m-1)z =-3

y+(m-2)z=-2= ~(m+1)x -my —z =0

(m+1)x+my+(m-1)z=-3 (m-2)z =-3—> Nueva ecuacion 3*

(m+1)x+my + z=0
= y+(m-2)z=-2
(m-2)z=-3

Observando los elementos de la diagonal del sistema nos planteamos tres situaciones diferentes que
estudiamos por separado.

CASO1. m#2ym=#-1

En este caso el sistema se puede resolver despejando y resolviendo en cadena.
El sistema es compatible determinado (una Unica solucidn).

CASO 2. m=2
3X+2y+z2=0
En este caso el sistema queda y=-2
0=-3

La tercera ecuacion plantea una igualdad imposible.
El sistema es incompatible (sin solucion).

CASO 3. m=-1
-y+z=0 -y+z=0
_ y y ~y+1=0 y=1
En este caso el sistema queda { y—-3z=-2 ={y-3z=-2= 32 V=1
~32=-3 T

El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).
Las soluciones son: x=t, y=1 z=1 teR
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3. Analisis
a) Obtenga las coordenadas de los veértices del tridngulo rectangulo cuya hipotenusa es tangente a la
graficade f (x) =x? en el punto de abscisa x = 2 y que, ademas, tiene un cateto de longitud 2 situado

sobre el eje X. Dibuje la gréafica de f, la recta tangente y el tridngulo.

1 si x<1
b) Halle los valores de a y b que hacen que la funcién f (x) =3 ] , sea derivable.
ax“+bx si x>1

a) Hallamos la tangente a f (x) =x? en el punto de abscisa x = 2.

f(x)=x*= f(x)=2x= f(2)=4

f(2)=2"=4

f(2)=4 = y-4=4(x-2)= y-4=4x-8= [y =4x—4]
y—f(2)=1"(2)(x-2)
Hacemos una tabla de valores y dibujamos la situacion planteada.

f(x)=x

e
~
—

..{
S —
I
L{Iu
=
[l
-
|
e

[= 2]

):
0
1
4
9

wl\)l—‘O|><

4
--...---
r

o

:io

Z

Ch

y=4x-4

w N | X
o

T ——

(%)

[:%]

b

A(1, 0)

S
Las coordenadas de los vértices del triangulo son A(1, 0), B(3, 0) y C(3, 8).
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b) Para ser derivable primero debe ser continua.

Continuaenx=1.

lim f x): liml=1

x—1" x—1"

(
lim f (x)=limax®* +bx=a+b
x—1" () x—1" :

f(1)-1
lim f (x)=lim f (x) = f (1)

x—1" x—1"

0 si x<1

La funcion es derivable en R—{1} y su derivada es f'(x):{ZaX b si x>1
+ >

Para que sea derivable en x = 1 deben coincidir las derivadas laterales.

(1) =lim f/(x)=1im0=0

x—1" x—1"
f’(1+)=!i£1 f/(x)=lim2ax+b =2a+b = [2a+b=0]

f(r)="f1(r)

Reunimos las dos ecuaciones en un sistema y lo resolvemos.

=
2a+b=0 2a+b=0

-1 1
a+h }b a}:>2a+1—a=0:>a=—1:>b=1—(—1)

Los valores buscados sona =-1, b = 2.
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4. Analisis:
Calcule las siguientes integrales:

a) .[Zx\/x2+ldx b) j(sin x)sin(cosx)dx  c) szsin xdx d) Iu_%dx

)(x-2)

a)
Cambio de variable ot
dt e
oxVX2 +1dx =4 X2 +1=t — 2xdx = dt b = t— = |Jtdt = [tY%dt = =
I " e J%\[% I\[ J 1/2+1
dt
dx=—
2X

3/2 Deshacemos el cambio de variable
- =g«/t_3= =21,(x2+1)3+K
3/2 3 t=x*+1 3

b)

Cambio de variable

J'(sinx)sin(cosx)dx= cosx=;t:>—sinxdx:dt :I(M)sin(t)_wz

—sinx

dx =

Deshacemos el
= —Isin (t)dt =cost =< cambio de variable ; =|cos(cos x)+ K
t=cos X

Integracidn por partes
Ixz sin xdx ={u = x* — du = 2xdx =x*(—cos x)—J.(—cos X) 2xdx =

dv =sin xdx —>V=ISiI’] XdX = —C0s X

=—x? cosx+2fxcosxdx:...

Integracion por partes
Ixcos xdx =< u =X — du =dx = XSenx —Isenxdx = xsenx —(—cos x)

dv=cosxdx »>v= Icos Xdx = senx

.. =—X?COS X+ 2(xsenx+cosx):|—x2 COS X + 2Xsenx+ 2¢cos X + K
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d)
1

I06c2)

dx =...

Descomposicion en fracciones simples

1 A B

A(x-2)+B(x-1)

(x-1)(x—2) - x—lJr x—2

1= A(x-2)+ B(X_l):{X:2—>1:B

(x-1)(x-2)

X=1->1=-A—>A=-1

—In|x-1+In|x-2|+ K
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5. Geometria:

a) Obtenga la ecuacion implicita o general del plano m que contiene a la recta

. Xx+1 y+2 z7+3
-3 2

b) Calcule el punto simétrico de P(11,—14,13) con respecto al plano 7 :3x-8y+7z+8=0.

y pasa por el punto P(0, 1, 0).

a) El plano que contiene a la recta tiene como uno de sus vectores directores el director de la recta
Vv, = (3, 2,1). El otro vector director del plano es el vector PQ, que une el punto P con un punto
Q:r de la recta.

X+1 y+2 z+3 _{Qr(_l’_z’_?’)
r: = = =r:

3 2 1 v, =(3,2,1)
u=PQ, =(-1-2,-3)-(0,1,0)=(~1,-3,-3) X y-1 z
v=v, =(3,21) >r:-1 -3 -3=0=
P(0,10)ex 3 2 1

= -3Xx-9y+9-2z+9z+ y—1+6x:0:>|7r:3x—8y+7z+8:0

b) Debemos de hallar el punto P” del dibujo.
P

’
|
:
' (]
|
|
|
|
|

‘P’

Hallamos la recta s perpendicular al plano que pasa por el punto P.

7z:3x—8y+7z+8=0:ﬁ=(3,—8,7)

V:=ﬁ=(3’—8,7) Xx=11+34
=|s=qy=-14-84
P(11,-14,13)es 7 13+74

Hallamos el punto M de corte de recta y plano.
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7:3Xx-8y+7z2+8=0
x=11+31

s=<y=-14-841
z=13+71

= 3(11+31)-8(-14-81)+7(13+74)+8=0=

=33+91+112+6421+91+494+8=0=1221=-244=> 1 =2=

x=11-6=5
=>1y=-14+16=2=|M (5,2,—1)
z=13-14=-1

El punto P” simétrico de P respecto del plano m se obtiene sumando al punto M el vector PM .

PM =(5,2,-1)—(11,-14,13) = (-6,16,-14)

P'=M +PM =(5,2,-1)+(-6,16,~14) = (-1,18,~15)

El punto P” simétrico de P respecto del plano T tiene coordenadas P'(—1,18, -15).

85 de 246 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

ABAU Extraordinaria 2022 Matemdticas Il en Galicia

6. Geometria:

Estudie la posicion relativa de la recta r:XTJrlzyT_lzé yelplano 7:ax+4y+3az+2=0 en

funcién de los pardmetros k y a. Luego, si es posible, diga cudndo r es perpendicular a 7.

Obtenemos un punto y un vector de la recta.
P, (-11,0)
r——="——=—=r<_
1 k 3 v, =(1,k,3)

Para que plano y recta sean paralelos o la recta esté contenida en el plano el vector normal del plano
y el director de la recta deben ser perpendiculares, es decir, con producto escalar 0.

7 ax+4y+3az+2=0->n=(a43a) . _
. =n-v, =(a,4,3a)(1k,3) =a+4k +9a =10a + 4k
v, =(1,k,3)

n-v, =0=10a+4k =0=[5a+2k =0

Se plantean dos situaciones diferentes.
Si ba+ 2k =0 entonces recta y plano son secantes. Coinciden en un Gnico punto.
Si 5a+2k =0 entonces plano y recta son paralelos o la recta esta contenida en el plano.

Para que la recta esté contenida en el plano el punto Pr de la recta debe pertenecer al plano.

R(_]_,]_,O)Eﬂ' }:_a+4+2=0:>

rrax+4y+3az+2=0

Esta ultima situacion se divide en dos situaciones diferentes:
Si 5a+2k =0 y a = 6 la recta esté contenida en el plano.
Si 5a+2k =0 ya # 6 recta y plano son paralelos.

Resumiendo: Si 5a+2k =0 rectay plano son secantes. Si 5a+2k =0 y a # 6 recta y plano son
paralelos. Si 5a+2k =0 y a = 6 la recta esta contenida en el plano.

L ., 5a+2k =0
Esta Gltima condicion se traduce en At =30+2k=0=k =-15.

Sik =-15ya = 6 la recta esta contenida en el plano.

¢En qué situaciones recta y plano son perpendiculares?
El vector normal del plano y el director de la recta deben tener coordenadas proporcionales, pues
deben indicar la misma direccion.

7 ax+4y+3az+2=0-n=(a43a)

\Trz(l,k,3) :%:

=lak=4

ﬂ3a
k

a_4
P
3 1 Kk

nilv,
La condicion es que a - k = 4.
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7. Estadistica y Probabilidad:

a) En una famosa biblioteca, el 70% de los libros son novelas, el 40% son clasicos anteriores al siglo
XIX'y el 60% de los clasicos son novelas. Si se elige en esa biblioteca un libro al azar, calcule la
probabilidad de que no sea una novela, pero si un clasico, y la probabilidad de que sea un clasico
sabiendo que es una novela.

b) En un cierto pais, el 80% de los delitos contra la propiedad quedan sin resolver. Si en una localidad
de ese pais se cometieron 3 de esos delitos, calcule la probabilidad de que se resuelva por lo menos
1.

a) Si el 60% de los clasicos son novelas significa que 0.60 -0. 40 = 0.24, el 24 por ciento del total
son novelas y clasicos.
Realizamos una tabla de contingencia.

Novela | No novela
Clasicos 24 40
No clasicos
70 100

Completamos la tabla.

Novela | No novela
Clasicos 24 16 40
No clasicos 46 14 60
70 30 100

Mirando en la tabla tenemos que la probabilidad de que no sea una novela, pero si un clasico es
del 16/100 = 0.16.

Mirando en la tabla tenemos que la probabilidad de que sea un clasico sabiendo que es una

o AQ
novela es N° de novelas y clasicos _ 24 _ 0.343

N° de novelas 70

b) El suceso contrario a “se resuelva por lo menos 1” es que no se resuelva ninguno.

P (Se resuelva al menos 1) =1—P(No se resuelve ninguno) =1-0.80-0.80-0.80 ={0.488
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8. Estadistica y Probabilidad:

a) Se hace un examen tipo test con 60 preguntas y 4 opciones por pregunta, de las que solo una es
correcta. Calcule la probabilidad de acertar por lo menos 16 preguntas si se responden las 60 al azar.
b) Si X sigue una distribucién normal de media 25 y desviacion tipica 2, calcule P(X<24). Luego,

calcule el valor de > 0 tal que P(25—a < X <25+a)=0.2128.

a) Resolvemos el problema utilizando la distribucion binomial.
X = Numero de aciertos al responder 60 preguntas. Los pardmetros son n = 60 y p = probabilidad
de acertar una pregunta = 1/4 = 0.25. X = B(60, 0.25)
Aproximamos esta binomial por una normal pues el nimero de repeticiones es muy alto.
Comon-p=60-0.25=15>5ytambiénn - q=60 - 0.75 = 45 >5. La aproximacién es buena.
Aproximamos la binomial por una normal de parametros media = = np =15 y desviacién tipica

o =4/npg =/60-0.25-0.75 =§ =3.35
X = B(60, 0.25) se aproxima con una normal Y =N (15,¥j

Nos piden calcular P(X >16).

P(X >16) ={Correccion de Yates} = P(Y >15.5)=1-P(Y <15.5) = {Tipificamos} =

15.5-15

:l—P(Z <12 J:l—P(Z <0.15) = {Miramos en la tabla} =1~ 0.5596 = [0.4404]

b) X(25, 2)
P(X <24)={Tipificamos}

P(Z < 24;25j =P(Z<-05)=
=P(Z >0.5)=1-P(Z <0.5)={Miramos en la tabla} =1—0.6915 = |0.3085
Respondemos a la segunda cuestion.

P(25—a <X <25+a)=P(X <25+a)—P(X <25—«a)={Tipificamos} =

=P Z<M -P Z<M _pPlz<%|_plz<% |-
2 2 2 2

Como debe ser igual a 0.2128 tenemos que:

ZP(Z < %)—1: 0.2128 = ZP[Z < %) ~1.2128 = P(Z < %) =¥ —0.6064

Buscamos en la tabla y tenemos que %: 027 =
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ABAU Ordinaria 2022

Proba de Avaliacion do Bacharelato

c | UG O sITARIA para 0 Acceso & Universidade
PEeALA Convocatoria ordinaria 2022

MATEMATICAS II

El examen consta de 8 preguntas de 2 puntos, de las que puede responder un MAXIMO DE 5, combinadas
como quiera. Si responde a mas preguntas de las permitidas, solo se corregiran las 5 primeras respondidas.

Cadigo: 20

1. Numeros y Algebra:
Despeje X de la ecuacion matricial AB(X —1)=C, donde I es la matriz identidad (asuma que el

producto AB tiene inversa). Luego, calcule X si

1 2 3 1 20 2 2 4
A=/0 1 0|, B=|0 1 0| v C=|{0 01
0 01 1 0 2 010
2. Numeros y Algebra:
x + (m-3)y + mz=1
Discuta, segtin los valores del parametro m, el sistema: (m-3)y + (m2 - m) z=1
X + m’z =0
3. Analisis
X COS X

a) Calcule los limites lim — y lim xIn x, donde Inx es el logaritmo neperiano de x.
x>0 sinx ~ x-0°

b) Dibuje la grafica de una funcion f continua y no negativa en el intervalo [0, 3] tal que: f(0) = 0,
f(3) =0,f " > 0enelintervalo (0, 1), f " < 0 en el intervalo (2, 3) y f es constante en el intervalo

(L2).

4. Analisis:
Obtenga la funcion f, sabiendo que f (x) =2x—e " y que la ecuacién de la recta tangente a la
grafica de f en el punto de abscisa x =0 es y=3x-1.

5. Geometria:
a) Obtenga la ecuacion implicita o general del plano 7 que pasa por el punto P(l, -1, 0) yes

X=1+41
perpendicularalarecta r:<y=-1 AeR.
z=0
X=A
b) Calcule los dos puntos de larecta r:<y=A4, AeR, cuyadistancia al plano 7:x—-1=0 es igual
z=1

az2.
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6. Geometria:
a) Halle los valores de k y de m que hacen que los puntos A(k,3,m), B(2,0,2) y C(k,2,0) estén
alineados.

x—1=y+1=z—2 ys:X+2:y+3:Z+

b) Estudie la posicién relativa de las rectas r: ! . Sise
3 2 3 2 3

cortan, calcule el punto de corte.

7. Estadistica y Probabilidad:
a) Si P(AuUB) =% y P(B)= % calcule P(A) sabiendo que A y B son sucesos incompatibles.

¢Cuénto valdria P(A) si supusiéramos que A y B son, en lugar de incompatibles, independientes?

b) En una cierta ciudad, el 21% de las personas leen ciencia ficcion, el 63% leen novela negra, y el
17% leen tanto ciencia ficcibn como novela negra. Si se elige al azar una persona de esa ciudad,
calcule:

* La probabilidad de que lea novela negra sabiendo que lee ciencia ficcion.

* La probabilidad de que no lea ni ciencia ficcion ni novela negra.

8. Estadistica y Probabilidad:

a) Calcule el valor de P(—2 <X< 7) si X sigue una distribucién normal de media 1 y desviacion
tipica 3.

b) Calcule el valor de a que hace que P(y—a <X< ,u+a) =0.8064 si X sigue una distribucion
normal de media p y desviacion tipica 4.
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SOLUCIONES

1. NUmeros y Algebra:
Despeje X de la ecuacion matricial AB(X —1)=C, donde ! es la matriz identidad (asuma que el

producto AB tiene inversa). Luego, calcule X si

1 2 3 1 20 2 2 4
A=0 1 0|, B=/0 1 0]y C=001
0 01 1 0 2 010

Despejamos X de la ecuacién matricial.
AB(X —1)=C= X —1=(AB) C= X =(AB) 'C+l

Calculamos la matriz AB.

1 2 3)1 2 0) (1+3 2+2 6 4 4 6
AB={0 1 0|0 1 O=| O 1 0|={0 1 0
0 0 1){1 0 2 1 0 2 1 0 2

Comprobamos que su determinante es no nulo y por tanto existe su inversa.

4 4 6
|AB|=[0 1 0[=8+0+0-6-0-0=2%0
10 2
Calculamos su inversa.
4 4 6 4 0
AB=|0 1 0|=(AB) =|4 1
10 2 6 0
4 0 10 |40 41
+ - +
Adj| 4 1 0 2 6 2 6 0
. T
. Adj((AB) 6 0 2/ 1/ o 1 |4 1 |4 o
(AB) " = Sl ¥ -
|AB| 2 02 62 160
01 4 1 |4 o
+ — +
10 |40 41
. 2 -8 -6 1 -4 -3
(AB)*:EO 2 0]=| 0 1 O
1 4 4 “1/2 2 2

Calculamos la expresion de X.
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1 -4 -3)(2 2 4) (10
X=(AB)'C+I=X=| 0 1 00 0 1[+0 1
~1/2 2 2J)lo 1 0) oo
2 2-3 4-4) (10 0) (2 -10) (100
X={0 o0 1 |+/0 1 0/=|0 0 1|+l0 1
-1 -1+2 2+2) (0 0 1) (-1 1 o) (0 0 1

3 -1 0

X=l0 1 1

11 1
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2. Numeros y Algebra:
X + (m-3)y + mz =1
Discuta, segun los valores del parametro m, el sistema: (m-3)y + (m*-m)z=1
X + m?z=0
1 m-3 m
La matriz de coeficientes asociada al sistemaes A=|0 m-3 m?-m|.
1 0 m?
Averiguamos cuando se anula su determinante.
1 m-3 m
|A/=[0 m-3 m*-m|={Saco m—3 como factor comin en columna 22} =
1 0 m?
11 m
=(m-3)[0 1 m(m-1)|={Saco m como factor comdn en columna 3%} =
10 m?
11 1
=(m-3)m0 1 m-Y=(m-3)m(m+m-1-1)=(m-3)m(2m-2)=2m(m-3)(m-1)
1 0 m
m=0
|Al=0=2m(m-3)(m-1)=0=m=3
m=1

Analizamos cuatro casos por separado.

CASO1 m=#0m=3ym=1

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el rango de la matriz

ampliada A/B y el nimero de incognitas. El sistema es compatible determinado (una Unica
solucion).

CASO 2. m=0
El sistema queda tan sencillo que lo resolvemos.

x-3y=1

x-3y=1 yl .

-3y=1= y:% :O—B[%jzl:lzliCierto!

x =0

x=0
x=0

Soluciones:<y = 3 teR

z=t
El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones)
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CASO 3. m=3
El sistema queda tan sencillo que intentamos resolverlo.

Xx+3z=1

x+3z=1 I x+31=1 x+l:1 le_l_

6z=1 =>1|z2=—= = 6 = 2 = 2

X+9z=0 3 x+91 0 x+3 0 X

+ = —_= p—— —_—
X+9z2=0 6 2 2

El sistema es incompatible.

CASO 4. m=1
El sistema queda tan sencillo que lo resolvemos.
X-2y+z=1
X—-2y+z=1 -1
-1 X—-2—+1z=1 X+1+z=1
=2y =1=4ly=— = 2 =
2 X+12=0
X + =0 X + z=0
X + z=0

:>x+z:0:>

X =—t

Solucion: y:—%, teR

z=t

El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones)

= jilmposible!!

X+2=0

{x+z=0
= =
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3. Analisis

XCOS X

a) Calcule los limites lim — y lim xIn x, donde Inx es el logaritmo neperiano de x.
x>0 sinx =~ x-o0°

b) Dibuje la gréafica de una funcién f continua y no negativa en el intervalo [O, 3] tal que: f(0) = 0,
f(3)=0, f”" >0enelintervalo (0, 1), f " <0enelintervalo (2, 3) y f es constante en el intervalo

(12).

a) El primer limite

. xcosx 0OcosO O A . COSX+X(—sinx
lim— =— =— = Indeter minacion(L"Hopital) = lim ( ) =
x>0 sin X sin0 0 x>0 COS X
. cosx—xsinx cos0—-0sin0 1-0
x>0 COS X cosO 1
El segundo limite

. ] ., . Inx -
limxInx=0In0" :0(—oo): Indeter minacion = lim ——=—-=
x—0" x>0t 1 +00

X

2
= Indeter min acién(L"Hbpital) = lim Xl — lim =X = Iim—x:@
x—0"

x—0" X x—0"

XZ

b) La funcion esta definida en el intervalo [0, 3] . Pasa por el punto (0, 0) y (3, 0) siendo siempre

continua y no negativa. Es convexa (U) entre 0y 1, constante entre 1 y2, y concava (N) entre 2 'y
3.

Entre 0y 1 podria ser un trozo de pardbola y = x°.

1
T

-
Il
I

[

Cumple que empieza en (0, 0) y es convexa en el intervalo (0, 1).
Ahora debemos poner un trozo de funcién entre 1y 2 constante. Debe ser y=1.
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~
Il
—_

- —
3

La funcién dibujada cumple que empieza en (0, 0), es convexa en el intervalo (0,51), constante en
el intervalo (1, 2), continua y no negativa.

Nos falta el tramo entre 2 y 3 que debe de ser continua y cdncava. Ponemos un trozo de pardbola
que como debe pasar por los puntos (2, 1) y (3, 0) tomamos la expresién y =—(x—3)(x—1).
Con el signo — inicial es concava y con cada factor del producto consigo que pase por los puntos
deseados.

et
[l
[a—

-

__.
I
-
o

Esta funcion cumple todo lo pedido. No nos piden tener la expresion de la funcién, por lo que
basta con interpretar la informacion ofrecida y hacer el dibujo de arriba.

Se pueden dibujar muchas funciones que cumplen lo pedido.
Aqui pongo otra mas.
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4. Anélisis:
Obtenga la funcion f, sabiendo que f “(x)=2x—e™ y que la ecuacion de la recta tangente a la
grafica de f en el punto de abscisa x =0es y=3x-1.

Si f (x) =2x—e " entonces su integral es la derivada primera.
f(x) ='[ f(x)dx =_f2x—e’xdx =x*+e ¥+ A

Si volvemos a integrar la funcion derivada obtenemos la funcion f(x), que dependera de dos
parametros que determinamos con el resto de informacion proporcionada en el ejercicio.

3

f(x):J'f’(x)dx:sz+e‘X+Adx:X€—e‘X+Ax+B

3
La funciénes f (x) =X€—e‘X + Ax+ B. Determinamos el valor de Ay B.

Como la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x =0 es y =3x—1 se debe cumplir
que tangente y funcion coincidan en x = 0.

X=0->y=30-1=-1 s

0 :>f(O):—lz%—e°+A-0+B:>—1:—1+B:

f (0):§—e’°+A-O+B

También se debe cumplir que la derivada de f(x) en x = 0 tenga el mismo valor que la pendiente de
la recta (m = 3).
y=3x-1->m=1£'(0)=3

f(x)=x"+e"+A

}: f(0)=3=0°+e°+A=3=1+A=[A=2]

3
La funcién buscada es f (x) = X——e‘X +2X
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5. Geometria:
a) Obtenga la ecuacion implicita o general del plano © que pasa por el punto P (1, -1 0) yes
x=1+1
perpendicularalarecta r:<y=-1 AeR.
z=0
X=A1
b) Calcule los dos puntos de larecta r:sy=A4, 1 €R, cuya distancia al plano 7:x—-1=0 es igual
=1
az2.

a) Siel plano es perpendicular a la recta el vector normal del plano es el director de la recta.

Xx=1+4 {R(l,—l,O)
rrey=-1 AeR=r:{_
-0 v, =(1,0,0)

=1+D=0=D=-1=[z:x-1=0]

n=v,=(1,0,0) [(7:x+D=0
/2 =
P(L-10)ex

b) Un punto genérico de la recta r tiene coordenadas P(A,A,l).
Aplicamos la formula de la distancia de punto a plano.

7r:x—1=0:> e |1_]4 i
P(AM»)} )= T

Como la distancia debe ser 2 tenemos las dos opciones siguientes:

A-1=2-1=3-[P(3,33)
d(P,z)=|A-1=2={0
A-1=-2-1=-1-|P(-1-1-1)
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6. Geometria:

a) Halle los valores de k y de m que hacen que los puntos A(k,3,m), B(2,0,2) y C(k,2,0) estén
alineados.

x-1 y+1 z-2 Vs X+2 y+3 z+1

b) Estudie la posicion relativa de las rectas r:
3 2 3 2

. Sise

cortan, calcule el punto de corte.

a) Para que tres puntos estén alineados debe cumplirse que los vectores AB y AC indiquen la
misma direccidn, es decir, tengan coordenadas proporcionales.

Obtenemos las coordenadas de los dos vectores.

A(k,3,m) .
B(Z,O,Z)}:AB:(2'0'2)_(k131m):(2—k,—3,2—m)
A(k,3m)]  — . o
C(k,2,0)}:>AC_(k’2’O) (k,3,m)=(0,-1-m)

Sus coordenadas deben ser proporcionales.

AB =(2-k,-3,2-m)
AC=(0-1-m) (=2 K_3_27m_
o 0 -1 -m
AB//AC

0 —
=
-3 2-m
_1:—:>3m:—2+m:>2m=—2:>
- -m

Los valores buscados sonk =2y m = -1.

b) Obtengamos un vector director y un punto de cada una de ellas.

x-1 y+1 z-2 _ |R(L-12)
r——= = =r:_
2 3 2 0 =(2,3.2)

X+2 y+3 z+1 . Qs(—2,—3,—1)
S: = = =Sy
3 2 3 v, =(3,2,3)

Comprobamos primero si son paralelas o coincidentes viendo si las coordenadas de sus vectores
directores son proporcionales.
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Las rectas no son ni paralelas ni coincidentes. Las rectas tienen distinta direccion y se cortan o
cruzan. Averiguamos en cual de las dos situaciones estamos comprobando si es nulo o no el

producto mixto de los vectores u, , v, y P.Q, .

PQ, =(1,-12)-(-2,-3,-1)=(3,2,3) > 3 9
u, =(2,3,2) =[u.v,RQ |=[3 2 3=0
v, =(3,2,3) 3 23

Por lo que los vectores son dependientes y las rectas se cortan.

Averiguamos el punto de corte resolviendo el sistema formado por sus ecuaciones.

P (L12) x=1+24
" = ry=-1r3 1421=-2+3 34213
u, =(2,3,2) Y +21=-2+3a +24 =3
rray [T = 32012430 =2a =
Q. (-2,-3,-1) XZmehsa ) o041 —1430  |3+21=3a
R =S y=-3+2c
v, =(3.2.3) z=-1+3a

3+21 =3« 9+64 =%
= =
2+31=2a

—4-61=-4q
5 =ba =
X=-2+3=1
>a=1=1y=-3+2=-1=|C(1-12)
z=-1+3=2

Las rectas r y s se cortan en el punto C(1, -1, 2).
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7. Estadistica y Probabilidad:
a) Si P(AuUB) =% y P(B) = % calcule P(A) sabiendo que A y B son sucesos incompatibles.

¢Cuénto valdria P(A) si supusiéramos que A y B son, en lugar de incompatibles, independientes?

b) En una cierta ciudad, el 21% de las personas leen ciencia ficcion, el 63% leen novela negra, y el
17% leen tanto ciencia ficcibn como novela negra. Si se elige al azar una persona de esa ciudad,
calcule:

* La probabilidad de que lea novela negra sabiendo que lee ciencia ficcion.

* La probabilidad de que no lea ni ciencia ficcion ni novela negra.

a) Si los sucesos son incompatibles significa que su interseccidn es vacia, es decir, P(Am B) =0

P(AuB)=%

1 1 1 1 1 1
P(B)== 1_ 1 _1 11
(B)=7 =2 =P(R)+;-0=|P(A)=1-7=—
P(ANB)=0
P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)

Si fuesen independientes entonces se cumpliria que P(ANB)=P(A)-P(B)= P(A)%

P(AuB):%
1
P(B)=7 Stopa i tpa)=

P(ANB)=7P(A)

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)

b) Hacemos una tabla de contingencia.

Leen novela negra | No leen novela negra
Leen ciencia ficcion 17 21

No leen ciencia ficcion

63 100

Completamos la tabla.

Leen novela negra | No leen novela negra

Leen ciencia ficcion 17 4 21
No leen ciencia ficcion 46 33 79
63 37 100
P(Lea novela negra/Lee ciencia ficcién) = 12—71 =0.81
o 33
P (No lee novela negra ni ciencia ficcién) = 10 0.33
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8. Estadistica y Probabilidad:

a) Calcule el valor de P(—2 <X< 7) si X sigue una distribucién normal de media 1 y desviacién
tipica 3.

b) Calcule el valor de a que hace que P(x—a < X < u+a)=0.8064 si X sigue una distribucion
normal de media u y desviacion tipica 4.

a) X=N(, 3).

P(-2< X <7)={Tipificamos} = P[_zg_ls X3_1§ 7:)

:P(—léz £2)= P(z SZ)—P(Z <-1)=P(Z SZ)—P(Z >1)=

=P(Z <2)-[1-P(Z <1) |={Miramos en la tabla N(0,1)} = 0.9772—[1-0.8413] = [0.8185
b) X'=N(w, 4)

P(u—a <X < u+a)=0.8064 = {Tipificamos} =

— p|AZETH X_ﬂ$ﬂ+i_ﬂj=0.8064:>

o
IA
N
IA
QTN
N—
Il
o
o)
)
(@)
~
o
VR
N
IA
AR

j—P(Z s%):o.som:»

oo

QTN
Q

_ 1.8064

a Buscamos esta probabilidad

en la tabla N(O, 1)
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ABAU Extraordinaria 2021

Proba de Avaliacion do Bacharelato
COMISION INTERUNIVERSITARIA DI GALICIA para o0 Acceso & Universidade

2021
MATEMATICAS II

El examen consta de 8 preguntas de 2 puntos, de las que puede responder un MAXIMO DE 5, combinadas
como quiera.

Cadigo: 20

1. NUmeros y Algebra:
Despeje X en la ecuacion matricial B(X —1)= A, donde I es la matriz identidad y A y B son

matrices cuadradas, con B invertible. Luego, calcule X si

0O 0 O 1 0 0
A=l1 1 1 y B=(0 1/2 0
-2 2 -2 0O 0 1/3
2. Numeros y Algebra:
mx + y+ z=2m

Discuta, seglin los valores del parametro m, el sistema: <mx+(m+1)y+ z=1
mx+(m+1)y+ 2z=m+1

3. Analisis
a) Enuncie el teorema de Bolzano.
b) Obtenga los valores de a, b y ¢ que hacen que f (x) =ax’ +bx* —3x+c cumpla f(0) = 1 y tenga

extremos relativos en x = £1. Decir luego si los extremos son maximos o minimos.

4. Analisis:
a) Enuncie el teorema de Rolle.
. . . -2X si x<0
b) Calcule el area de la region encerrada por las graficasde f(x)=x+6y ¢ (x) =1, ] S0
X* si x>

5. Geometria:

a) Obtenga la ecuacion implicita del plano m con ecuaciones paramétricas
X=1-4,

Ty =2+yu, A, ueR
Z2=1+1+2yu,

b) Calcule el valor de m para que los siguientes puntos sean coplanarios: A(0,m,0), B(0,2,2),
C(1,4,3) y D(2,0,2). Obtenga la ecuacion implicita del plano 7 que los contiene.

6. Geometria:
Calcule el punto simétrico de P(1,1,2) con respecto al plano 7:2x—y+z+3=0.
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7. Estadistica y Probabilidad:

En una determinada ciudad, el 8% de la poblacion practica yoga, el 20% tiene mascota y el 3%
practica yoga y tiene mascota. Si en esa ciudad se elige una persona al azar, calcule:

a) La probabilidad de que no practique yoga y a la vez tenga mascota.

b) La probabilidad de que tenga mascota sabiendo que practica yoga.

8. Estadistica y Probabilidad:

El grosor de las planchas de acero que se producen en una cierta fabrica sigue una distribucion normal
de media 8 mm y desviacion tipica 0.5 mm. Calcule la probabilidad de que una plancha elegida al
azar tenga un grosor comprendido entre 7.6 mmy 8.2 mm.
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SOLUCIONES

1. Nameros y Algebra:
Despeje X en la ecuacion matricial B(X —1)= A, donde I es la matriz identidad y A y B son

matrices cuadradas, con B invertible. Luego, calcule X si

0 0 O 1 O 0
A=|1 1 1 y B=|0 1/2 0
-2 2 -2 0O 0 1/3

Despejamos X en la ecuacién matricial.
B(X-1)=A= B‘lB(X —1)= B'A=X-1=B'A=X=B"A+I

Hallamos la inversa de B.

1 0 O .
B|=j0 1/2 © =6¢0
0O 0 1/3
1 0 O +1/2 0 0 O +0 1/2
Adj|0 1/2 0 0 1/3 |0 1/3 0 0
L_Adi(BT) o o ws) o oo oo| Lo
- B 1/6 - 0 1/3 j0 1/3 Jo O
0 0 10 1 0
+ - +
1/2 0 00 0 1/2
1/6 0 O 1 00
B'=6/ 0 1/3 0 [=|0 2 0
0O 0 1/2 0 0 3
Sustituimos en la expresion X =B *A+1 .
1 0 00O 0 O 100 0 0 O 100
X=B"A+I=/0 2 0|1 1 1(+/0 1 0f=2 2 2|+/0 1 0
0 0 3{-22 -2)1{001 -6 6 —6) (0 0 1
1 0 0
X=2 3 2
-6 6 -5
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2. Numeros y Algebra:
mx + y+ z=2m
Discuta, seglin los valores del parametro m, el sistema: <mx+(m+1)y+ z=1
mx+(m+1)y+ 2z=m+1

m 1 1
La matriz de coeficientes asociada al sistemaes A=m m+1 1
m m+1l 2

m 1 1 2m

Y la matriz ampliadaes A/B={m m+1 1 1
m m+1 2 m+l

Calculamos el determinante de A y vemos cuando se anula.

m 1 1

|Al=lm m+1 1 :m(m+1)2+m+M—M—2m—m(m+l)

m m+1l 2

|Al=2m(m+1)-m(m+1)+m-2m=m(m+1)-m=m’+m-m=m?

|A=0=m’=0=[m=0|

Nos planteamos dos casos distintos que analizamos por separado.

CASO 1. m=0.
En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3. El rango de A/B también es 3, al

igual que el numero de incognitas.
El sistema es compatible determinado (una Unica solucidn).

CASO 2. m=0
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3. Para analizar con facilidad esta
situacion transformamos la matriz ampliada A/B en una matriz triangular equivalente usando el

método de Gauss.

Fila2® — Fila 12| | Fila 3* - Fila 12

0110 01 11 101 21
A/lB={0 11 1|=70 -1 -1 0 <0 -1 -1 0 ;=

0121 o 0 01 |00 11

Nueva Fila 22 Nueva Fila 32
0110 0 1 10
=|0 0 0 1|=>{Fila«<Fila2*}=(A/By=|0 0 1|1
0 011 0 0 01

1

Observando la matriz triangular vemos que el rango de Aes 2 y el de A/B es 3.
Como tienen distinto rango el sistema es incompatible, sin solucién.
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3. Analisis
a) Enuncie el teorema de Bolzano.
b) Obtenga los valores de a, b y ¢ que hacen que f (x) =ax’ +bx* —3x+c cumpla f(0) = 1y tenga

extremos relativos en x = 1. Decir luego si los extremos son maximos 0 minimos.

a) Teorema de Bolzano. Sea f una funcion continua en un intervalo cerrado [a, b] y que toma valores
de signo contrario en los extremos, entonces existe al menos un valor ¢ e (a,b)tal que f(c) = 0.
f(b) B

; f(a)
b) Debe cumplirse que £(0) = 1.

f(x)=ax®+bx*—-3x+c
() —1-2-0°+b-0°=3.-0+c=[c=1]
f(0)=1
Debe cumplirse que f (1) =0y f "(-1) = 0.
f (x)=ax’ +bx* —3x+c = f (x) =3ax* + 2bx—3

f /(x)=3ax*+2bx -3

£(1)=0

}:0=3a-12+2b-1—3:>|0=3a+2b—3|

f /(x) =3ax® +2bx -3
f(-1)=0

Reunimos las dos ecuaciones en un sistema y lo resolvemos.

}:0:3a-(—1)2+2b-(—1)—3:>|0:3a—2b—3|

3a+2b-3=0
(V)ay op_3_
3a—2b-3=0

6a -6=0=[a=1=3+2b-3=0=2b=0=|b=0|

Los valores buscados sona=1,b=0yc= 1.

Averiguamos si x = £1 son maximos 0 minimos sustituyendo estos valores en la derivada
segunda.

f /(x) =3ax” +2bx -3
a=1p= f'(x)=3x*-3= f (x)=6x
b=0
X=+1=f ”(1):6>0. En x = 1 hay un minimo relativo.

x=-1= f ”“(-1)=-6<0. En x = -1 hay un maximo relativo.
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4. Analisis:
a) Enuncie el teorema de Rolle.

-2x si x<0

2

b) Calcule el area de la region encerrada por las gréficas de f(x)=x+6y g(x) :{ ] S0
X* sl x>

a) Teorema de Rolle: Sea f(x) una funcidn continua en [a, b] y derivable en (a, b) y que, ademas,
cumple que f(a) = f(b). Entonces existe algun punto c e (a,b) tal que f "(c) = 0.

7T\

a € b

b) Averiguamos los puntos de corte de las dos funciones.

Six<0=>x+6=-2x=3x=—6=x=-2Valido(x <0)

_ ) ) 1+,/(-1)" + 24
SIX20= X =X+6=2> X —X-6=0=>x= > =
1+5 -
145 —==3 ValldO(XZO)
= X="=
2|15

=—2 Novalido(x>0)

Por el cambio de definicion de la funcidn la region la podemos dividir en dos partes, una entre x
=-2yx=0ylaotraentrex=0yx=3.

En el intervalo (-2, 0) la funcidn g(x) es g(x) = —2x y el area de la region es:
0 0 0 X2 0
J'f(x)—g(x)dx:Ix+6—(—2x)dx:J'3x+6dx:[3?+6x} =
-2 -2 -2 i)

{30_22+0H3%+6(_2)}:6

En el intervalo (0, 3) la funcion g(x) es g(x) = x? y el area de la region es:

0 3

0

3 X2 NG 3
If(X)—g(X)dx:fx+6—x2dx:{3+6x——} =
0
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2 3 2 3
13182 % 0-0 | Z45418-09-135
2 3|2 3

El 4rea total es 6 + 13.5 = 19.5 u?.

No lo piden, pero dibujamos la funcién para comprobar el resultado.

14
14

f(xX)=x+6

—2x s x<0

|r si x=0
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5. Geometria:
a) Obtenga la ecuacion implicita del plano © con ecuaciones paramétricas

X=1-4,
Ty =2+yu, A, uelR
z2=1+1+2y4,

b) Calcule el valor de m para que los siguientes puntos sean coplanarios: A(0,m,0), B(0,2,2),
C(1,4,3) y D(2,0,2). Obtenga la ecuacion implicita del plano 7 que los contiene.

a) Obtenemos dos vectores directores del plano y un punto contenido en él.

Xx=1-4, ﬁ:(—l,O,l)
7y=2+u  AucR=7z:v=(012)
z=1+1+2y, P(L2l)ex

Obtenemos la ecuacion implicita.

l]:(_1’011) x-1 y-2 z-
P Q:(O,l,Z) =l -1 0 1 |=0=>-z+1+2y-4-x+1=0=
P(L2l)ex o 1 2

=|7:x-2y+7+2=0

b) Hallamos el plano T que contiene a los puntos B, C y D. Luego calculamos m para que A
pertenezca al plano .

u=BC=(14,3)-(0,2,2)=(121) X y-2 7-2
v=BD=(2,0,2)-(0,22)=(2,-20);=>7z:1 2 1 |=0=
B(0,2,2)e7z 2 2 0

=>2y-4-272+4-47+8+2Xx=0=2X+2y-62+8=0=(7r:Xx+y—-32+4=0

Hacemos que A pertenezca al plano 7:x+y—-3z+4=0.

m:X+y-32+4=0
A(O,m,O)e;r

}:0+m—0+4=0:

El valor buscado es m = —4.
La ecuacion del plano que contiene a los puntos A, B,CyDes 7:x+y—-3z+4=0.
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6. Geometria:
Calcule el punto simétrico de P(1,1,2) con respecto al plano 7:2x—-y+z+3=0.

Debemos hallar el punto P” del dibujo.

=)

=

- — - — = — —————— — .
=

Obtenemos la ecuacion de la recta perpendicular al plano que pasa por el punto P.
El vector director de la recta r sera el vector normal del plano.

7:2x-y+2+3=0=>n=(2,-11)

- - x=1+2t
v, =n=(2,-11)

=>r=qy=1-t ,telR
P(LL2)er st

Determinamos las coordenadas del punto M interseccion de la recta r y el plano .

mT:2X-y+2+3=0

X=1+2t
=2(1+2t)-(1-t)+2+t+3=0=
r=<y=1-t
Z=2+t
X=1-2=-1
:>2+4t—1+t+2+t+3=0:>6t+6=0:>t=%=—1:> y=1+1=2 =
z=2-1=1

=M (-12,1)

Determinamos las coordenadas del punto P"(a, b, ¢) simétrico de P respecto del plano
haciendo que los vectores PM y MP’ sean iguales.

PM =(-1,2,1)-(11,2)=(-2,1,-1)

MP’ =(a,b,c)~(-1,2,1)= (a+1,b2,c1)} =(2Ly=(a+lb-2e-1)=

-2=a+l=a=-3
={1=b-2=b=3 = P'(—3,3,0).
-1=c-1=c¢=0

El punto P” simétrico de P con respecto al plano 7 tiene coordenadas P ’(—3, 3,0).
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7. Estadistica y Probabilidad:

En una determinada ciudad, el 8% de la poblacion practica yoga, el 20% tiene mascota y el 3%
practica yoga y tiene mascota. Si en esa ciudad se elige una persona al azar, calcule:

a) La probabilidad de que no practique yoga y a la vez tenga mascota.

b) La probabilidad de que tenga mascota sabiendo que practica yoga.

Realizamos una tabla de contingencia para organizar los datos.

Tienen mascota | No tienen mascota
Practican yoga 3 8

No practican yoga

20 100

Completamos la tabla.

Tienen mascota | No tienen mascota
Practican yoga 3 5 8
No practican yoga 17 75 92
20 80 100

a) Mirando en la tabla se observa que de una poblacion de 100 personas hay 17 que no practican
yoga Y tienen mascota. Aplicamos la regla de Laplace.

P(No practique yoga y a la vez tenga mascota ) = 17 0.17

100

b) Mirando en la tabla se observa que de los 8 que practican yoga hay 3 que tienen mascota.
Aplicamos la regla de Laplace.

P(Tenga mascota sabiendo que practica yoga) =|==0.375
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8. Estadistica y Probabilidad:

El grosor de las planchas de acero que se producen en una cierta fabrica sigue una distribucién
normal de media 8 mm y desviacion tipica 0.5 mm. Calcule la probabilidad de que una plancha
elegida al azar tenga un grosor comprendido entre 7.6 mmy 8.2 mm.

X = Grosor de una plancha de acero en mm. X = N(8, 0.5)

Tipificamos

P(76<X<82)=]z=2"H |_ P(7'6_8 <7<

o 0.5
Z=N(02)
= PN
/ \
i N
s N
X 0.8 0 04 = 0 0.4

-0.8 0 =

..=P(2<0.4)-P(Z>08)=P(Z2<04)-[1-P(Z<08)]

— -0.8 0

={Miramos en la tabla N(0,1)} = 0.6554 —[1—0.7881] = |0.4435

1.0 | 0.8413 | 0.84
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c | U G COMISION para 0 Acceso a Universidade
DE GALICIA 2021

MATEMATICAS II

El examen consta de 8 preguntas de 2 puntos, de las que puede responder un MAXIMO DE 5, combinadas
como quiera. Si responde a mas preguntas de las permitidas, solo se corregiran las 5 primeras respondidas.

Cadigo: 20

1. Nameros y Algebra:

1 si 1=2
(-1)(i-1) si i=2.
A + 1 son o no invertibles y calcule las inversas cuando existan. (Nota: ajj es el elemento de A que
estaen la filaiyen lacolumnaj, e | es la matriz identidad)

Sea A=(a;) lamatriz de dimension 3x3 definida por a; ={ " Explique siAy

2. Numeros y Algebra:
X + 2y =m
Discuta, segun los valores del parametro m, el sistema: my + 3z=1
X+(m+2)y+ (m+1)z=m+1

3. Analisis
De entre todos los rectangulos situados en el primer cuadrante que tienen dos lados sobre los ejes de
coordenadas y un vértice sobre la recta x+2y =4, determine los vértices del que tiene mayor area.

4. Analisis:
B x*-x-1 si x<0 , ., e
Dada la funcién f(x) = calcule el area de la region encerrada por la grafica
—x*—x-1 si x>0

def ylasrectas y=4x-7 e y=1.

5. Geometria:

a) Obtenga la ecuacion implicita del plano 1 que pasa por los puntos A(1,0,0), B(0,2,0) y
C(O, 0, 3).

b) Calcule el punto simétrico de P(10, -5,5) con respecto al plano 7 :6x+3y+2z—-6=0.

6. Geometria:
X=1+ A,

a) Halle el valor de zsielplano 7:ax+y+z=0 esparaleloalarectar:{y=1+1,AeR.
Z2=2+1

b) Estudie la posicion relativa de los planos 7z, :2x+y+mz+m=0y 7, :(m—l)x+ y+3z=0 en

funcion del parametro m.
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7. Estadistica y Probabilidad:
a) Sean A'y B dos sucesos de un mismo espacio muestral. Calcule P(A) sabiendo que P(B)=2P(A)

, P(AnB)=0.1y P(AUB)=0.8.
b) Diga si los sucesos A y B son 0 no independientes, si se sabe que
P(A)=06, P(B)=03 y P(AUB)=082

8. Estadistica y Probabilidad:

El portador de una cierta enfermedad tiene un 10% de probabilidades de contagiarla a quien no estuvo
expuesto a ella. Si entra en contacto con 8 personas que no estuvieron expuestas, calcule:

a) La probabilidad de que contagie a un maximo de 2 personas.

b) La probabilidad de que contagie a 2 personas por lo menos.
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SOLUCIONES

1. NUmeros y Algebra:

1
Sea A=(a;) la matriz de dimension 3x3 definida por a,, ={

Si

i=2
(<)’ (i-1) si i=2.

’ Explique siAy

A + 1 son o no invertibles y calcule las inversas cuando existan. (Nota: ajj es el elemento de A que

estaen la filaiyen lacolumnaj, e | es la matriz identidad)

El valor de i corresponde a la fila.
En la fila segunda (i = 2) los elementos son todos 1.

En la fila primera (i = 1) los elementos son todos (—1)j (1-1)=0.

En la fila tercera (i = 3) los elementos son (1)’ (3-1)=2(-1)’, el elemento as; = 2(-1) =2, el

elemento az> = 2(—1)° =2 y el elemento as; = 2(-1)’ =2,

0O 0 O
La matrizAes A={ 1 1 1
-2 2 2

Para que sea invertible su determinante debe ser distinto de 0.

0O 0 O
|Al=|1 1 1|=0 LamatrizAno es invertible.
-2 2 =2
0 0 O 1 00 1 0 O
A+l={1 1 1 1|+/0 1 Of=]1 2 1
-2 2 =2 0 01 -2 2 -1

Para que A + | sea invertible su determinante debe ser distinto de 0.

1 0 0
A+l|=[1 2 1|=—2-2=-420
[A+1]

-2 2 -

La matriz A + | es invertible. Calculamos su inversa.

11 =2 L2 ZJJ _

. Adijo 2 2 1 -
(A+|)_1_Adj((A+'))_ 01 1) 1f b2 |

A —4 - 1 -1

1 -2
+ —

2 2‘

4 0 0 1 0 0

(A+1Y'=-3| -1 1 -1|=| 14 14 14
6 2 2) (-3/2 1/2 -1/2

O O P O O
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2. Numeros y Algebra:
X + 2y =m
Discuta, segun los valores del pardmetro m, el sistema: my + 3z=1
X+(m+2)y+ (m+1)z=m+1

1 2 0
La matriz de coeficienteses A={0 m 3

1 m+2 m+l

1 2 0 m
Y la matriz ampliadaes A/B={0 m 3 1

1 m+2 m+1|m+1

Calculamos el determinante de A y vemos cuando se anula.
1 2 0
|Al=l0 m 3 [=m°+m+6-3m-6=m*-2m
1 m+2 m+]
5 m=0
|Al=0=m’-2m=0=>m(m-2)=0= s
Estudiamos tres casos distintos.

CASOL1L m#0ym=2

En este caso el determinante de A es no nulo y por tanto su rango es 3. Al igual que el rango de
A/B y el numero de incognitas. El sistema es compatible determinado (solucion Unica)

CASO 2. m=0
1 2 0|0
La matriz Aqueda A/B={0 0 3|1 |.Usamos el método de Gauss para triangular la matriz
1 2 1|1
y decidir el rango de Ay el rango de A/B.
Fila 3 — Fila 1?
1 2 0|0 1 2 11
A/B=|0 0 3|1|=¢-1 -2 0 0;=|0 0 3|1|=
1 2 1|1 0O 0 11
Nueva Fila 32
3 Fila3?* — Fila 22
00 3 3 1 2 0|0
=< 00 -3 -1 ;=0 0 3|1
00 0 2 0 0 0|2
Nueva Fila 3?

El rango de A es 2 y el de A/B es 3. El sistema es incompatible (sin solucion)
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CASO 3. m=2
1 2 02
La matriz Aqueda A/B=|0 2 3|1 |.Usamos el método de Gauss para triangular la matriz
1 4 3|3

y decidir el rango de Ay el rango de A/B.

Fila 32 — Fila 12
1 2 0|2 1 4 3 3 1
A/B=l0 2 3|1|=<¢-1 -2 0 -2;=|0 2 3|1|=>
1 4 3|3 0 2 3 1 0
Nueva Fila 3?
Fila 3% — Fila 22
0 2 3 1 1 2 0|2
=0 -2 -3 -1;=|0 2 3|1
0 0 0 O 0 0 00
Nueva Fila 32

La matriz A tiene rango 2 y la matriz A/B también tiene rango 2, pero el nimero de incognitas es
3. El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

Resumiendo: Para m=0y m= 2 el sistema es compatible determinado (solucién unica), para m=0

el sistema es incompatible (sin solucién) y para m=2 el sistema es compatible indeterminado
(infinitas soluciones).
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3. Andlisis
De entre todos los rectdngulos situados en el primer cuadrante que tienen dos lados sobre los ejes de
coordenadas y un vértice sobre la recta x+2y =4, determine los vértices del que tiene mayor area.

La situacion planteada es la del dibujo:

40,00 * B0 ° N

Como el vértice C pertenece a la recta X+2y =4 = Xx=4-2y entonces sus coordenadas son

C(4-2y,y).
El area del rectangulo rojo es:

Area=base-altura=x-y=(4-2y)y=4y-2y’
A(y) =4y -2y’

Derivamos e igualamos a cero para encontrar el posible maximo.
Aly)=4y-2y* = A'(y)=4-4y

A(Y)=0=24-4y=0=>-Ay=-4=> y:_—jzl

Hallamos la segunda derivada y vemos si €s maximo 0 minimo.

A(y)=4-4y=A"(y)=-4
A“()=-4<0

La funcion area presenta un maximo eny = 1.
El &rea es maxima cuando y = 1. Sustituyendo tenemos que x=4-2=2.

El vértice C que hace maxima el area del rectangulo es C(2, 1).
El resto de vértices son A(0, 0), B(2, 0) y D(0, 1)
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4. Analisis:

xX*-x-1 si x<0 , g -

, _ calcule el area de la region encerrada por la gréafica
-X*=x-1 si x>0

def ylasrectas y=4x-7 e y=1.

Dada la funcién f (x) ={

Dibujamos la region de la que nos piden calcular su area.

£ x?—x—1 si. x<0 y—dx_T y=1
—x>-x-1 si x>0

X |y=x"-x-1 x| y=-x*-x-1

-2 5 0 | =1 No se incluye
1 -3
0 -1 2 —7
y =1
IJ;
:l':"l
/
4 {;r',"
¥—x-1 s x=0 ,jF"
S@)= '

2 -
X —x—1 sii x>0

La funcion f(x) y larecta y =1 se cortan en x = —1.
La funcion f(x) cambia de definicién en x = 0.
La funcion f(x) y larecta y =4Xx—7 se cortanen x = 1.

Larecta y=4x—7 y larecta horizontal y =1 se cortan en x = 2.

La region la dividimos en 3 partes (rosa, azul claro y gris en el dibujo) cuya area calculamos por
separado y luego sumamos sus valores.

0 0 0 3 2 0
Area rosa = Il—(xz—x—l)dx: jl—x2+x+1dx= J'—x2+x+2dx={—%+x?+2x} =
-1

-1 -1 -1

2 2

={_%:fu-o}{—%+ﬂ+2(—1)]—=o-%—%u= %uz
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Area azul = jl—(—xz - x—l)dx = jl+ X* + X +1dx = sz + X+ 2dx =
0 0 0

X X T [ 0* 0 11 . [17
= =+ —+2X| =| =+=+2 || —+—+2:0|==+=+2=|—U?
132 3 2 3 2

2
1

Area gris = j.l—(4x—7)dx = .zfl—4x+7dx = JZ.—4x+8dx = [—sz +8x] =
1 1 1

:[_2.22 +8.2]_[_2-12+8-1]:—8+16+2—8: 2u?

El 4rea total es %+%+2: 6u’
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5. Geometria:
a) Obtenga la ecuacion implicita del plano w que pasa por los puntos A(1,0,0), B(0,2,0) y C(0,0,3)

b) Calcule el punto simétrico de P(10, —5,5) con respecto al plano 7 :6x+3y+2z-6=0.

a) El plano pedido tiene como vectores directores AB y AC y contiene el punto A.

U=AB=(0,20)-(10.0)=(-120)]  |x-1 y-0 z-0
v=AC=(0,0,3)-(1,0,0)=(-10,3) = 7z=|-1 2 0 |=0
A(].,0,0)Eﬂ' -1 0 3

6x—6+22+3y=0=|7=6X+3y+22-6=0

b) Nos piden hallar el punto P” del dibujo.
Ip

M

i
J,
| 0
:

Obtenemos la ecuacion de la recta perpendicular al plano que pasa por el punto P.
El vector director de la recta r sera el vector normal del plano.

7:6x+3y+22-6=0=>n=(6,32)

- - x=10+6t
v, =n=(6,3,2)

=>r=.y=-5+3t,teR
P(10,-5,5)er 540t

Determinamos las coordenadas del punto M interseccion de la recta r y el plano .

mT.6X+3y+22-6=0
x =10+ 6t
r=qy=-5+3t
Z2=5+2t

= 6(10+6t)+3(-5+3t)+2(5+2t)-6=0=
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x=10-6=4
:>60+36t—15+9t+10+4t—6:0:>49t+49=0:>t=%‘j:—1:> y=-5-3=-8=

72=5-2=3
:>M(4,—8,3)

Determinamos las coordenadas del punto P’(a, b, ¢) simétrico de P respecto del plano m haciendo
que los vectores PM y MP’sean iguales.

PM =(4,-8,3)—(10,-5,5)=(-6,-3,-2
. ( ) )=( ) = (a—4,b+8,c-3)=(-6,-3,-2)=
MP"=(a,b,c)-(4,-8,3)=(a-4,b+8,c-3)
a—-4=-6=—"a=-6+4=-2
=:b+8=-3=b=-3-8=-11=|P'(-2,-111)
c-3=-2=c=3-2=1

El punto P” simétrico de P tiene coordenadas P’(—2,—11,1)
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6. Geometria:
X=1+A4,

a) Halle el valor de zsiel plano 7:ax+y+z=0 esparaleloalarectar:{y=1+1,1eR.
2=2+41

b) Estudie la posicion relativa de los planos 7, : 2x+y+mz+m=0y 7,:(m-1)x+y+3z=0 en
funcién del parametro m.

a) La situacion planteada es la del dibujo.

L~

El vector normal al plano y el vector director de la recta deben ser perpendiculares, es decir, su
producto escalar debe ser 0.

7z:ax+y+z=0:>ﬁ:(a,1,1)

x=1+1 - -
’ - =V n=0=(111)-(aLll)=0=a+l+1=0=[a=2
r: y=1+ﬂ,/1€R:>vr:(1,1,1) ( ) ( )
1=2+A4

El valor buscado es a = —2.

b) Los dos planos pueden ser coincidentes, paralelos o secantes (en una recta).
Comparamos sus vectores normales.
Si las coordenadas de ambos vectores normales son proporcionales los planos son paralelos o
coincidentes, en caso contrario son secantes.

. —g—:}:>2:m—1:wn:3
m2X+y+mz+m=0=n,=(2,1,m) > 1.m |M11
— =S ——— = y
7, (m-1)x+y+3z=0=n,=(m-11,3)] m-1 1 3 1 m
12533:m

Para m # 3 las coordenadas de los vectores normales no son proporcionales y los planos son
secantes.

Para m = 3 las coordenadas de los vectores normales son proporcionales y pueden ser paralelos o
coincidentes. Comparamos sus ecuaciones para m = 3.
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2
= —
2

m=3:>7r1:2x+y+32+3=0}

7 3 = m, Y 7, son paralelos
M=3=7,:2X+y+32=0 0

wlw

L
1

>

Resumiendo: Para m = 3 los planos son paralelos y para m # 3 los planos son secantes.
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7. Estadistica y Probabilidad:
a) Sean A'y B dos sucesos de un mismo espacio muestral. Calcule P(A) sabiendo que P(B)=2P(A)
, P(AnB)=0.1y P(AUB)=0.38.
b) Diga si los sucesos A y B son 0 no independientes, si se sabe que
P(A)=06, P(B)=03 y P(AUB)=082

a) Utilizamos la formula de la probabilidad de la unién de dos sucesos A 'y B.

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)=08=P(A)+2P(A)-0.1=

~09=3P(A)= P(A)=%=O.3

b) Para que sean independientes deben cumplir la igualdad P(AnB)=P(A)-P(B).

P(AUB)=P(ANB)=1-P(An B)}
_ —1-P(ANB)=082=P(ANB)=1-0.82=0.18
P(AUB)=0.82

P(ANB)=0.18

P(A)- P(B)=0-6-0.3=o.18}3 P(AnB)=P(A)-P(B)=0.8

Los sucesos A y B son independientes.
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8. Estadistica y Probabilidad:

El portador de una cierta enfermedad tiene un 10% de probabilidades de contagiarla a quien no estuvo
expuesto a ella. Si entra en contacto con 8 personas que no estuvieron expuestas, calcule:

a) La probabilidad de que contagie a un maximo de 2 personas.

b) La probabilidad de que contagie a 2 personas por lo menos.

Resolvemos el problema usando la distribucién binomial.
X = Nudmero de contagiados de un grupo de 8.

p = P(contagiar a una persona no expuesta) = 0.10
NUmero de repeticiones =n=28

X =B(8, 0.1)

En nuestra distribucién binomial se cumple que:

8
P(X = r):(rjo.l' +0.9"" siendor=0,1,2,3,4,56,7u8

a) Nos piden hallar el valor de P(X <2).

P(X<2)=P(X=0)+P(X =1)+P(X =2)=

8 8 8
=/ 10.1°-0.9°+| ]0.1'-0.9"+| ]0.1°-0.9° =
0 1 2

=0.9°+8-0.1-0.9 +8;27 -0.1*-0.9° =|0.9619

b) Nos piden hallar P(X >2).

P(X >=2)=1-P(X <2)=1-(P(X =0)+P(X =1))=

8 8
=1—£( JO.l0 -0.9° +( }0.11 -0.97]=
0 1

=1—(O.98+8-0.1-0.97)= 0.1869
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ABAU Extraordinaria 2020

Proba de Avaliacion do Bacharelato C()digo: 20

COMISION INTERUNIVERSITARIA DE GALICIA para 0 Acceso é UniverSidade
CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 2020

MATEMATICAS II

El examen consta de 8 preguntas de 2 puntos, de las que puede responder un MAXIMO DE 5, combinadas
como quiera. Si responde a mas preguntas de las permitidas, solo se corregiran las 5 primeras respondidas.

1. Numeros y Algebra:

Para la ecuacion matricial A*X + AB =B, se pide:

a) Despejar X suponiendo que A (y por tanto A%) es invertible, y decir cuéles serian las dimensiones
de X y de B si A tuviera dimension 4x4 y B tuviera 3 columnas.

0 0 -1 0 0 1
b) Resolverlaenelcasoenque A=/ 0 1 O y B=/0 -1 O
-1 0 3 1 0 -3

2. Numeros y Algebra:
) ] ) o ) (m+3)x-m?*y =3m
Discuta, segun los valores del parametro m, el siguiente sistema:
(m+3)x+my=3m+6

3. Analisis
a—cosx .
. ., —— si x<0 .
Determine los valores de a y b que hacen que la funcion f(x) = X sea, primero
bx si x>0
continua, y luego derivable.

4. Analisis:

] . o lx+1 si x<0
a) Calcule el area encerrada por el eje X y la graficade f(x)=<3

(x—l)2 si x>0

b) Calcule .[x\/xz —1dx.

5. Geometria:
Sean r la recta de vector director d, (1, 0,3) que pasa por (1,0,0) y 7:—2x+y+z=0. Se pide la
posicion relativa de r y . En caso de que se corten, hallar el punto de corte.
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6. Geometria:
a) Calcule k sabiendo que los vectores u(2,0,0),v(0,k,1) y w(2,2,2) son coplanarios.

b) Obtenga la ecuacion implicita del plano m que pasa por P(1,0,0) y contienea r:x—1= Yy _z+l

7. Estadistica y Probabilidad:

El 57% de los estudiantes matriculados en la Universidad de Cambridge son naturales del Reino
Unido vy, de entre todos esos, el 83% aprueban con honores. Ademas, el porcentaje global de
aprobados con honores es del 80%. Calcular la probabilidad de que un estudiante elegido al azar no
haya nacido en el Reino Unido sabiendo que aprobd con honores.

8. Estadistica y Probabilidad:

a) En una determinada poblacion de arboles, el 20% tienen més de 30 afios. Si se eligen 40 arboles
al azar, calcule la probabilidad de que solamente 4 de ellos tengan méas de 30 afios. El nimero total
de arboles es tan grande que se puede asumir eleccion con reemplazo.

b) Si X sigue una distribucién normal de media 15y P(X <18)=0.6915 , ;cudl es la desviacion
tipica?
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SOLUCIONES

1. Nameros y Algebra:

Para la ecuacion matricial A*X + AB =B, se pide:

a) Despejar X suponiendo que A (y por tanto A?) es invertible, y decir cuales serian las dimensiones
de X y de B si A tuviera dimension 4x4 y B tuviera 3 columnas.

0 0 -1 0 0 1
b) Resolverlaenelcasoenque A= 0 1 O y B=|0 -1 O
-1 0 3 1 0 -3

a) Despejamos X en la ecuacion matricial.

AX +AB=B= A'X =B~ AB=(A?) AX =(A%) (B~ AB)=|X =(A?) (B~ AB)

Como la matriz A es de dimensidn 4x4, tiene la misma dimension la matriz A2.
La inversa de A? tendra dimension 4x4.
La matriz B tiene dimensién mx3.

AB——

4><><3—>4><3

La matriz B debe tener dimension 4x3. Y la matriz AB saldra de dimension 4x3.
Como la matriz B y la matriz AB tienen la misma dimension (4x3) se puede realizar la resta
B — AB obteniéndose como resultado una matriz 4x3.

Comprobamos la dimension del producto (A2 )71(8 —AB).
(A2)"(B-AB)———X
La matriz B debe ser de dimension 4x3 y la matriz X sera de dimension 4x3.

b) Comprobamos que A? es invertible y calculamos su inversa.

0 0 -1 0 0 -1)0 0 -1} (1 0 -3
A=| 0 1 0|=A’=AA=|0 1 00 1 0|=0 1 0
-1 0 3 10 3J)l-1 0 3) (-3 0 10
1 0 -3
|A’|=[0 1 0[=10-9=1+0
-3 0 10

Al ser su determinante no nulo existe la inversa. La calculamos.
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1 0 -3 +10 0 O 0 1
 Adjj0 1 0 0 10 -3 10 -3 0 0 0 3
L Adi((A)) 3010) [ 0-3 |1 -3 [1 0
(A%) " = = =| - + - =0 10
A2 1 0 10 [-3 10 |-3 0
3 01
0 -3 1 -3 10
+ - +
1 0 0 0 01
0 0 1 0 0 -10o 0 1) (0 0 1) (-1 0 3
B-AB=|0 -1 0|-|0 1 0 -1 0|={0 -1 0[-|0 -1 ©
1 0 -3)(-10 3J)l1t 0 3/ 11 0 -3)|3 0 -1-9
1 0 -2
B-AB= 0 0
2 0 7

10 0 3)(1 0 -2) (10-6 0 -20+21
X =(A*)"(B-AB)=| 0 1 0l0 0 O|=| 0 0O 0
3 0120 7) (32 0 -6+7

401

X=[0 0 0

101
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2. Numeros y Algebra:

) ] ) o _ (m+3)x-m?*y =3m
Discuta, segun los valores del parametro m, el siguiente sistema:
(m+3)x+my=3m+6

i . . m+3 -m?
La matriz de coeficientes del sistema es A:( J

m+3 m
Con determinante
m+3 -m
m+3 m
Igualamos a cero.

2

|A = =m(m+3)+m’(m+3)=m(m+3)(1+m)

m=0
|Al=0=m(m+3)(1+m)=0=<m+3=0->m=-3
1+m=0->m=-1
Estudiamos las cuatro situaciones diferentes que se nos pueden plantear segun los valores de m.

CASOLl m#0;m=-3ym=-1

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 2, al igual que el rango de A/B y el
namero de incognitas.
El sistema es compatible determinado. Con una Gnica solucién.

CASO 2. m=0
El sistema nos queda:

3x=0 x=0
= = i IMPOSIBLE!
3X=6 X=2
El sistema es incompatible pues nos salen dos valores diferentes de “x”.

CASO 3. m=-3
El sistema nos queda:

—9y=-9 y=1 y=1
= =
-3y=-9+6 -3y=-3 y=1
El sistema es compatible indeterminado. Tiene infinitas soluciones. Las soluciones tienen la
expresion: x=t; y=1

CASO4. m=-1
El sistema nos queda:

2X—y=-3 2X—y=-3 2X—y=-3
= =
2X—y=-3+6 2X—y=3 =2Xx+y=-3
0=-6 {IMPOSIBLE!
El sistema es incompatible. No tiene solucién.

Resumiendo: El sistema es compatible determinado para m=0; m= -3y m=—1. Es incompatible
para m=0 o m=-1. El sistema es compatible indeterminado para m=-3.
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3. Andlisis
a—-cosx .
. ., ——— si x<0 .
Determine los valores de a 'y b que hacen que la funcion f(x) = X sea, primero
bx si x>0
continua, y luego derivable.
a—cosx .
——— si x<0 . .
Para que f(x)= X sea continua debe serlo en x = 0 y se deben cumplir:
bx si x>0

e Existe f(0)=b0=0
e Existe Iing f(x). Calculo los limites laterales:

o lim f(x)=lim 235X _ a-cos0 _ a_1:{Debe sera=1} =
x—0"

X—0~ X 0 0

—Ssenx
=-sen0=0

= % = Indeterminacién (L"Hopital) = lim

x—0"

e lim f(x)=limbx=0

x—0" x—0*

« f(O)=limf(x)=0

Se cumplen las tres condiciones y la funcién es continua cuando fa = 1|

1-cosx
Para a =1 la funcion queda f(x)= X
bx si x>0

x<0

Estudiamos la derivabilidad de la funcion en x = 0.

La derivada de la funcion en R —{0} es:

xsenx —1+ cos X

x<0
f7(x) = N2 <
b si x>0
Las derivadas laterales en x = 0 son:
f(07) = lim xsenx—£+cosx :g: Indeterminacion (L"Haopital) =
x—0" X
[ ]
. Senx+Xcosx—senx . Xcosx . cosx cosO 1
= lim =lim =lim—=——-==
x—0" 2X x—0" 2\)§ x—0" 2 2 2
e f7°(0")=b

Como deben ser iguales para que sea derivable debe cumplirse que [b =

N |-

Los valores buscadossona=1yhb =1/2.
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4. Anaélisis:

) ] - 1 x+1 si x<O
a) Calcule el area encerrada por el eje X y la graficade f(x)=<3 :
(x—l)2 si. x>0

b) Calcule j xa/x% —1dx..

a) Localizamos los puntos de corte de la gréfica de la funcion con el eje X (y = 0)

1x+1:0—>x+3:0—>x:—3 si x<0
f(x)=0=43

(x—1)2:0—>x:1 si x>0

El &rea pedida la dividimos en dos recintos que calculamos con dos integrales definidas, una
entre -3y 0de f(x)= 1x+1 yotraentre 0y 1 de f(x)=(x—1)".

0 0 2 2

-3
J.lx 1dx = EX_+X = 10_4_0 _ lu_B :_g+3:§
%3 32 4 13 2 3 2 6 2

1 3 1 3 3
j (x-1) 2 dx = Ix Coxtldx = | o+ x | = 1——12+l 0——02+0 _1
) 3 3 3 3

0

f(x):%x+l si x<0

SJX)=(x-1) si x=0

—

b) Calculamos la integral usando un cambio de variable.

Cambio de variable 1

Ix\/xz—ldx: x? —1=t — 2xdx = dt —JX\/_ Ifdt— ItZdt_——zz

1+—
dx:E 2
L 2X
3
2 3 3
1t 1 {Deshacemos el cambio t = X2 —1}—1(x2—1)2 _|2 (x2—1)3+K
23 3 3
2
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5. Geometria:
Sean r la recta de vector director di(l 0,3) que pasa por (1,0,0) y 7:-2x+y+z=0. Se pide la
posicion relativa de » y . En caso de que se corten, hallar el punto de corte.

Realizamos el producto escalar del vector director de la recta di(l,O,B) y el normal del plano
n(-2,11).
d, -n=(10,3)(-2,11)=-2+3=1%0

Los vectores no son perpendiculares y por tanto recta y plano no son paralelos, ni la recta esta
contenida en el plano.

Por lo que recta y plano se cortan en un punto. Determinamos ese punto resolviendo el sistema
formado por sus ecuaciones.

. _1
d;(10,3) r X=ore
=1r:
er

=0
P(1,0,0) g

3 —2(l+a)+0+3a:O:>—2—2a+3a:0:>a:2:>
=3a

wi=2X+Yy+z=0

Xx=1+2=3
=4y=0 = |El punto de corte es A(3,0,6)
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6. Geometria:
a) Calcule k sabiendo que los vectores u(2,0,0),v(0,k,1) y w(2,2,2) son coplanarios.

b) Obtenga la ecuacion implicita del plano m que pasa por P(1,0,0) y contienea r:x—1= Yy _z+l

a) Sison coplanarios el determinante de la matriz formada por sus coordenadas debe ser cero.

=0=>4k-4=0=k-1=0=[k=1]

N O DN
N X O
N P O

b) Si el plano contiene a la recta el vector director de la recta es un vector director del plano.
El otro vector director que necesitamos lo obtenemos del vector que une el punto P con un punto

cualquiera de la recta, por ejemplo Q(l, 0, —1) :

y z+1_ |Q@0-D)er
rx-l=—=—=+<_.
-4 3 |y, =(1-4,3)
P(l,0,0)Eﬂ' X—=1 y Z
u=v, =(1,-4,3) »7:|1 -4 3|=0
v=PQ=(10,-1)-(1,0,0)=(0,0,-1) 0 0 -

4X—4+y=0=|7:4x+y—4=0|
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7. Estadistica y Probabilidad:

El 57% de los estudiantes matriculados en la Universidad de Cambridge son naturales del Reino
Unido y, de entre todos esos, el 83% aprueban con honores. Ademas, el porcentaje global de
aprobados con honores es del 80%. Calcular la probabilidad de que un estudiante elegido al azar no
haya nacido en el Reino Unido sabiendo que aprobd con honores.

Realizamos una tabla de contingencia reflejando que porcentaje corresponde a cada caracteristica.

Aprueban con honores | No honores

Nacido en RU 83% de 57 = 47,31 57
No nacido en RU

80 100

Completamos los datos que nos faltan.

Aprueban con honores | No honores
Nacido en RU 47,31 9,69 57
No nacido en RU 32,69 10,31 43
80 20 100

Mirando en los datos de la primera columna tenemos que el 80 % aprueban con honores y de ellos
el 32,69 % no son de Reino Unido.

Aplicamos el teorema de Bayes para responder a lo que pide el ejercicio.

P(No haya nacido en RU / Ha aprobado con honores) =

p :
(No haya nacido en RU n Ha aprobado con honores) _ 32,69 _[0.208625
P (Ha aprobado con honores)

137 de 246 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

ABAU Extraordinaria 2020 Matemdticas Il en Galicia

8. Estadistica y Probabilidad:

a) En una determinada poblacion de arboles, el 20% tienen més de 30 afios. Si se eligen 40 &rboles
al azar, calcule la probabilidad de que solamente 4 de ellos tengan méas de 30 afios. El nimero
total de arboles es tan grande que se puede asumir eleccién con reemplazo.

b) Si X sigue una distribucion normal de media 15 y P(X £18) =0.6915 , ;cual es la desviacion
tipica?

a) Cada eleccion es independiente de la anterior. Hay 40 elecciones siendo 0,20 la probabilidad de
que un arbol elegido tenga mas de 30 afios.

X = Numero de arboles de méas de 30 afios entre los 40 elegidos.

X es una variable aleatoria binomial, con parametrosn=40yp =0.2. Asig=1-p=0.8.
X =B(40,0.2)

40 .39.38.
P(X =4) =( ) jo.z“ 0.g% = 40393837 0¢ g g% _10.13.19-37-0.2* - 0.8 =[0.0475

4.3.2
b) X = N(15, o).
Tipificamos -
P(X §18)=0.6915:> P ) =P|Z £18 15 =0.6915=P| Z si =0.6915
la variable X o lo2

Buscamos este valor de probabilidad (0.6915) en la tabla de la N(0, 1) y obtenemos que:

3=O.5:>3=O.50:> c=—=06
o 0.5

3
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ABAU Ordinaria 2020
L 1UAT Proba de Avahaugn dc_) Bac_harelato C()digo: 20
I para o Acceso a Universidade
U "" CONVOCATORIA ORDINARIA 2020
ey

MATEMATICAS II

El examen consta de 8 preguntas de 2 puntos, de las que puede responder un MAXIMO DE 5, combinadas
como quiera. Si responde a mas preguntas de las permitidas, solo se corregiran las 5 primeras

respondidas.

1. Numeros y Algebra:
. 2 4 0 -4 _
Sean A y B las dos matrices que cumplen A+ B = 0 0 y A-B= 4 o) Se pide:

a) Calcular A*—B?. (Advertencia: en este caso, A’ B’ =(A+B)(A-B))
b) Calcular la matriz X que cumple la igualdad XA+ (A+ B)T =21+ XB, siendo | la matriz

identidad de orden 2y (A+ B)T la traspuesta de A+B

2. Numeros y Algebra:

mx+y=2m
Discuta, segun los valores del parametro m, el siguiente sistema: {x+z=0
X+my=0

3. Analisis

2
. cos“x-1
a) Calcule lim——-.
x->01+2x—e

b) Determine los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f(Xx) = x(In x—l) . Calcule, si
existen, los maximos y minimos relativos de la funcion f.

4. Anélisis:
., e si x<0 _
a) Calcule los valores de b y ¢ para que la funcion f(x) = , _ sea, primero
X“+bx+c si x>0

continua, y luego derivable en x=0.

2
b) Calcule Ix(ln x—1)dx.
1

5. Geometria:
a) Obtenga la ecuacion implicita o general del plano que pasa por los puntos

A(3,0,—1), B(4,1,1) y C(7,1,5).
b) Obtenga las ecuaciones paramétricas de la recta r que es perpendicular al plano
7 4x+2y-32-15=0 y que pasa por el punto P(-1,-2,2)
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6. Geometria:

. . . - . x-3 y z+1
Estudie la posicion relativa de las rectas r y s definidas por las ecuaciones r: — "5 y
S: % = yT+3 = %2 . Si se cortan, calcule el punto de corte.

7. Estadistica y Probabilidad:

Se seleccionan 250 pacientes para estudiar la eficacia de un nuevo medicamento. A 150 de ellos se
les administra el medicamento, mientras que el resto son tratados con un placebo. Sabiendo que se
curaron el 80% de los que tomaron el medicamento, ;cuél es la probabilidad de que, seleccionado un
paciente al azar, tomara el placebo o no se curara?

8. Estadistica y Probabilidad:

En una cadena de montaje, el tiempo empleado para realizar un determinado trabajo sigue una
distribucion normal de media 20 minutos y desviacion tipica 4 minutos. Calcule la probabilidad de
que se haga ese trabajo en un tiempo comprendido entre 16 y 26 minutos.
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SOLUCIONES

1. NUmeros y Algebra:

2 4 0
Sean A y B las dos matrices que cumplen A+ B = (O Oj y A-B= [4 2] . Se pide:

a) Calcular A’ —B?. (Advertencia: en este caso, A*—B?=(A+B)(A-B))

b) Calcular la matriz X que cumple la igualdad XA+ ( A+ B)T =21+ XB, siendo | la matriz

identidad de orden 2y (A+B)' la traspuesta de A+B

a) Resolvamos el sistema matricial y obtengamos la expresion de las matrices A y B.

2 4
A+B=
00
=

] 2 4 0 4
{Sumando las 2 ecuaciones} = 2A= + =
0 0 4 -2

2 4
Y sustituyendo en A+ B = (O Oj

2 Sels oo o S Y

Obtenemos la expresion de la matriz A> — B2,

, ., (1 0Y1 o0 1 41 4) (1 0) (-7 8) (8 -8
A? —B? = - = - =
2 -1)\2 -1 -2 1)-2 1 01 -4 -7 4 8
b) Despejamos X de la ecuacion matricial.
XA+(A+B) =21 +XB= XA-XB =2l -(A+B) = X (A-B)=2I -(A+B)'

0 0
Como A-B= (4 2] y su determinante es |A— B| = ‘4 2‘ =16 # 0 existe la inversa y la

calculamos para determinar X.

. Adi 0 4 -2 4
L Adi((A-B)) Yl o) (L4 o
(A-B) - A-B] 16 16
Seguimos despejando en la ecuacion:
X (A-B)=21-(A+B) =X =| 21 -(A+B) |(A-B)"

Hacemos los céalculos.

e o a0 e 2
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2. Numeros y Algebra:

mx+y=2m
Discuta, segun los valores del parametro m, el siguiente sistema: <x+z=0
X+my=0
m 1 O
La matriz de coeficientes asociada al sistemaes A=|1 0 1
1 m O
m 1 O
Con determinante [A|={1 0 1f=1-m’
1 m O

Igualamos a cero.
A=0=1-m*=0=>m?=1=>m=+1==1
Establecemos tres casos distintos.

CASO1 m=#+1

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3. Al igual que el rango de A/B y el
namero de incognitas.
El sistema es compatible determinado.

CASO 2. m=1
En este caso el determinante de A es cero y su rango no es 3.
¢El'rango de A es 2?

110

A=|1 0 1| Consideramos el menor de orden 2 que resulta de quitar la fila 12 (igual que la 3%

110

01 0
y la columna 18 > (1 Oj con determinante 1

1
0‘:—1;&0. El rango de A es 2.

Veamos el rango de A/B= Consideramos el menor de orden 3 que resulta de

e

1
0
1

o — O
o O PN

1 0 2 1 0 2

quitar la columna1*>|0 1 OJ con determinante [0 1 0[=-2#0.
100 1 00

El rango de A/B es 3.

Rango de A =2 # 3 = Rango de A/B.
El sistema es incompatible.

CASO 3. m=-1
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
¢Elrango de A es 2?
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-1 1 0
A=| 1 0 1| Consideramos el menor de orden 2 que resulta de quitar la fila 12
1 -10

0 1 .
(proporcional a la 3% y la columna 12 > ( Oj con determinante

1
‘=1¢O.
0

El rango de A es 2.

-1 1 0 -2
Veamoselrangode A/B=| 1 0 1 0 | Consideramos el menor de orden 3 que resulta de
1 -10 0
1 0 -2 1 0 -2
quitar lacolumnal®*—>| 0 1 O |condeterminante [0 1 O0(=-2#0
-1 0 O -1 0 0

El rango de A/B es 3.

Rango de A =2 # 3 = Rango de A/B.
El sistema es incompatible.

Resumiendo: Si m = +1 el sistema es compatible determinado, si m=1 0 m=-1 el sistema es
incompatible.

143 de 246 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

ABAU Ordinaria 2020 Matemadticas Il en Galicia

3. Analisis

2
. x—=1
a) Calcule IlmL2 .
x>0 14 2x—e
b) Determine los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f(Xx) = x(In x—l) . Calcule, si

existen, los maximos y minimos relativos de la funcion f.

a) Calculamos el limite pedido.

2y _
cos'x-1 _ 1-1 =%=Indeterminacién(L’HﬁpitaI)=

lim =
x>014+2x—e” 1+0-1

. —2C0S Xsenx 0
= I|m = = =
x>0 2_2e 2—2

oo

= Indeterminacion(L"Hopital) =

_lim 2senx-senx—2cosx-cosx -2 |1
x50 e 4 |2

b) Determinemos primero el dominio de la funcion.
La funcion existe si x >0 para que pueda existir Inx. Dominio = (0,+oo)

Calculamos la derivada de f(x) = x(In x—l) y la igualamos a cero en busca de los puntos
criticos de la funcion.
f(x)=x(Inx-1)= f"(x)=(In x—1)+x1: Inx-1+1=Inx
X

f'(X)=0=Inx=0=x=1
Veamos como es la funcidn antes y después de x =1.
e En (0,1) tomamos x=0.5 y la derivada vale f '(0.5)=In0.5=-0.69<0. La funcién

decrece en (0,1).
e En (1, +oo) tomamos x =2 y la derivada vale f(2)=In2=0.69>0. La funcidn crece en
(1, +oo)

La funcion decrece en (0,1)y crece en (1,+0).

¥
g 1

o
]

La funcion presenta un minimoen x=1. f(1) = (Inl—l) =—1. Las coordenadas del minimo

relativo son P(1, -1).
No tiene maximos relativos
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4. Andlisis:
2 si x<0

a) Calcule los valores de b y ¢ para que la funcién f (x) ={ sea, primero

x> +bx+c si x>0
continua, y luego derivable en x =0.

2
b) Calcule Ix(ln x—1)dx.
1

a) Para que la funcion sea continua en x =0 debe cumplirse:
e Existe f(0)=¢"=1
e Existe lim f(x)=lime* =1

x—0" x—0"

e Existe lim f(x)=lim(x* +bx+c)=c

x—0" x—0"

e Los tres valores son iguales >

2> si x<0
2X+b si x>0
Para que la funcion sea derivable en x =0 deben coincidir sus derivadas laterales.

La derivada de la funcién es: f "(x) :{

f(0)=2"=2

f(0)="f"(0" b=2
f'(O*):0+b:b}: ) ( ):>

b) Calculamos primero la primitiva.

Integracion por partes
1 x? x% 1
X(Inx=1)dx={u=(Inx-1)—>du==dx }=—(Inx-1)— | —=dx =
Jx(inx-1) (Inx=1) > du =2 dx p=-(Inx-1)- [~
X2
dv:xdx—>v:jxdx:—
2
2 2 2 2 2 2 2 2 _9y?2 g2
=X—(Inx—1)—lj'xdx:x Inx—x _l_x_:x Inx—x _x_:2x Inx—2x“—-x _
2 2 2 2 2 2 4 4
2 2
:2x In x—3x L
4

Calculamos la integral definida pedida en el ejercicio.

2

2x2Inx=3x*|° [22°In2-3227 [242In1-31
Ix(lnx—l)dx: _ | = — =
) 4 4 4

1

_ 8|ni—12+%: 8|nj—9 _[C0.8637
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5. Geometria:

a) Obtenga la ecuacion implicita o general del plano que pasa por los puntos
A(3,0,-1),B(4,11)yC(7,15).

b) Obtenga las ecuaciones paramétricas de la recta r que es perpendicular al plano
7 4x+2y-32-15=0 y que pasa por el punto P(-1,-2,2)

a) Sicontiene a los tres puntos entonces tiene como vectores directores los vectores
AB=(4,11)-(3,0,-1)=(112) y AC=(7,1,5)—(3,0,-1)=(4,1,6).

A(S,O,—l)Eﬂ' X—3 y Z+1
u=AB=(112);=>7z=[1 1 2|=0=
v=AC =(4,1,6)

= 6X-18+8y+z+1-4z-4-6y—-2Xx+6=0=|7r=4Xx+2y-32-15=0

b) Si la recta es perpendicular al plano el vector normal del plano es el vector director de la recta.
El vector normal de 7:4x+2y—-3z-15=0 es n=(4,2,-3).

r=y=-2+241
2=2-31

P(-1-2,2)er x=-1raz
— =
v, =n=(4,2,-3)
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6. Geometria:
. L . - . Xx-3 y z+1
Estudie la posicion relativa de las rectas r y s definidas por las ecuaciones r: — "5 y
2 .
S: % = yT+3 = % . Si se cortan, calcule el punto de corte.

Los vectores directores de las rectas son v, =(2,-1,-2) y v, =(1,4,3).

Las coordenadas de los vectores no son proporcionales, por lo que las rectas no son coincidentes
ni paralelas.

2 -1 2

1 4 3
Veamos si se cruzan o se cortan.

Para ello necesitamos un tercer vector, el que une un punto de la recta r con otro punto de la recta
s. P(3,0,-1) y P(0,-3,-2)

El vector P.P, =(0,-3,-2)—(3,0,-1)=(-3,-3,-1)
Calculamos el producto mixto de los vectores v, =(2,-1,-2), v, =(1,4,3) y PP, =(-3,-3,-1).

2 -1 -2
[V V.RR]=|1 4 3|=-8+9+6-24-1+18=0
-3 -3 -1

Al ser cero este producto mixto significa que las rectas se cortan en un punto.

Averigiiemos dicho punto de corte.
Para ello pasamos las ecuaciones de las rectas a paramétricas.

X=3+2a

r<y=-a
3+2a=1 3+2a=1
z=-1-2a
; = -a=-3+44 =>a=3-41 =

X= 1-2a=-2+34 -1-2a=-2+34
S:qy=-3+44

z=-2+31

3+2(3-44)=2 3+6-81=41 9=91
= = = =>1=1

-1-2(3-42)=-2+32 -1-6+84=-2+31 -5=-51
Sustituyendo en la ecuacion de la recta s, tenemos:

x=1

y=-3+4=1

z=-2+3=1

El punto de corte de las rectas es P(Z, 1, 1).
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7. Estadistica y Probabilidad:
Se seleccionan 250 pacientes para estudiar la eficacia de un nuevo medicamento. A 150 de ellos se
les administra el medicamento, mientras que el resto son tratados con un placebo. Sabiendo que se

curaron el 80% de los que tomaron el medicamento, ¢cuél es la probabilidad de que, seleccionado un
paciente al azar, tomara el placebo o no se curara?

Construimos el diagrama de arbol

Se cura
Se le administra el 0,8
medicamento

150/250 No se cura

0,2

el medicamento

100/250

No se le administra <-

Suponemos que si se tomd el placebo no se cura de la enfermedad.

P(Tomara el placebo o no se curara) =

= P(Tomara el placebo)+ P (Tomara el medicamento y no se curara) =

200,150 () 100 30 _130_13_52 oy
250 250 250 250 250 25 100
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8. Estadistica y Probabilidad:

En una cadena de montaje, el tiempo empleado para realizar un determinado trabajo sigue una
distribucion normal de media 20 minutos y desviacidn tipica 4 minutos. Calcule la probabilidad de
que se haga ese trabajo en un tiempo comprendido entre 16 y 26 minutos.

X = Tiempo empleado para realizar un trabajo expresado en minutos. X = N(20, 4)
Nos piden calcular P(16 < X <26).

P(16 < X < 26) = {Tipificamos} = P(16;20 <Z< 26;20j -

=P(-1<Z <15)=P(Z <15)-P(Z <-1)=

=0.9332-P(Z >1)=0.9332 —(1— P(Z< 1)) = 0.9332—(1—0.8413) =10.7745
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ABAU Julio 2019

Proba de Avaliacién do Bacharelato
COMISION [NTERUNIVERSITARIA DE GALICIA, parao Acceso & Universidade

XULLO 2019
MATEMATICAS II

(El/La estudiante debe responder solamente las preguntas de una de las opciones. La puntuacion maxima por
preguntas es la siguiente: 1.2 pregunta: 2 puntos; 2.2 pregunta: 3 puntos; 3.2 pregunta: 3 puntos; 4.2 pregunta: 2
puntos).

Cddigo: 20

OPCION A
1. Da respuesta a los apartados siguientes:
a) Despeja X en la ecuacion XA+ B =C, sabiendo que A es una matriz invertible.
b) Calcula X tal que XA+B=C si

2 1
A= B=
5 )

2. Da respuesta a los apartados siguientes:
a) Estudia los intervalos de crecimiento y de decrecimiento y los extremos relativos de la

funcion f(x)=x*Inx

b) Consideremos un triangulo tal que: dos de sus vértices son el origen O (0,0) y el punto P (1,3),
uno de sus lados esta sobre el eje X y otro sobre la tangente en P (1,3) a la grafica de la pardbola
y =4—x°. Se pide calcular las coordenadas del tercer vértice, dibujar el tridngulo y calcular, el

area de las dos regiones en las que el triangulo queda dividido por la parabola y=4—x°.

=R
N PO
O
Il
N PO
=

3. Se pide:
a) Estudiar la posicion relativa de los planos 7, : x+my+z+2=0, 7, :mx+y+z+m=0 en

funcion de m.

b) Calcular el valor que deben tomar k y m para que los puntos A(0,k,1), B(-1,2,1) y C(8,1,m)
estén alineados.

c) Escribir las ecuaciones paramétricas de la recta r que pasa por los puntos P(-1,2,1) y Q(8,1,1)
y la ecuacién implicita del plano perpendicular a r que pasa por el punto R(1,1,1).

4. Da respuesta a los apartados siguientes
a) La probabilidad de que un chico recuerde regar su rosal durante una cierta semana es de 2/3. Si
se riega al rosal sobrevive con probabilidad 0,7; si no, lo hace con probabilidad 0,2. Al finalizar
la semana, el rosal ha sobrevivido. ;Cual es la probabilidad de que el chico no lo haya regado?
b) Una fabrica produce piezas cuyo grosor sigue una distribucion normal de media 8 cm. Y
desviacion tipica 0,01 cm. Calcula la probabilidad de que una pieza tenga un grosor
comprendido entre 7,98 y 8,021 cm.
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OPCION B

1. Da respuesta a los apartados siguientes:
a) Discute, segun los valores del pardmetro m, el siguiente sistema

X—y+3z=m
my —2z =-2
X+(m-1)y+(m+3)z=m
b) Resuélvelo si es posible en los casos m=0 y m=2

2. Da respuesta a los apartados siguientes:
a) De entre todos los triangulos rectangulos contenidos en el primer cuadrante que tienen un

vértice en el origen, otro sobre la parabola y =4—x?, un cateto sobre el eje X y el otro paralelo

al eje Y, obtén los catetos y la hipotenusa de aquel cuya area es maxima.
b) Enuncia el teorema de Bolzano y Rolle.

3. Se pide:
) X—-2 y+1 z
a) Paraelplano 7:3x+2y—-z=0 ylarecta r: — ~ 5 "3 calcular el punto de corte de r
con m y obtener la ecuacion implicita del plano " que es perpendicular a wy contiene a r.
b) Estudiar la posicion relativa de los planos 7z, : 2x—-5y—-4z—-9=0y 7, :x=0 y calcular el
angulo o« € [0,90] que forman.

4. Da respuesta a los apartados siguientes:
a) Sean Ay B dos sucesos de un mismo espacio muestral tal que P(A) =0,2 P(B) =04y

P(AUB)=0,5, Calcula P(K),P(g), P(ANB), P(KUE). Razona si Ay B son o no

sucesos independientes.

b) La probabilidad de que un determinado jugador de futbol marque gol desde el punto de penalti
es p=0,7. Si lanza cinco penaltis calcula las siguientes probabilidades: de que no marque ningun
gol; de que marque por lo menos dos goles; y de que marque 5 goles. Si lanza 2100 penaltis,
calcula la probabilidad de que marque por lo menos 1450 goles. Se estd asumiendo que los
lanzamientos son sucesos independientes.
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SOLUCIONES
OPCION A

1. Da respuesta a los apartados siguientes:

a) Despeja X en la ecuacion XA+ B =C, sabiendo que A es una matriz invertible.

b) Calcula X tal que XA+B=C si

2 1
A= B =
o

=R
N P O
O
Il
N PO
=

a) XA+B=C=XA=C-B=X :(C—B)A_1

b) XA+B=C = X =(C—-B)A™, debemos calcular la inversa de Ay C-B.

A 8-3 5 5

(2 3) (4 -1
Al_Adj(A‘)_AdJ(l 4]2(—3 2}5[4 —1)
-3 2
0 1) (1 0) (-1 1
C-B=[1 0[-|0 1|=[1 -1
2 1) (1 2) (1 <

Volvemos a la ecuacion.

AN —4-3 1+2 -7 3
X=(C-B)A'=|1 -1 1 _1 4+3 -1-2|==| 7 -3
5(-3 2 5

1 -1 4+3 -1-2 7 -3
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2. Da respuesta a los apartados siguientes:
a) Estudia los intervalos de crecimiento y de decrecimiento y los extremos relativos de la funcion

f(x)=x*Inx
b) Consideremos un tridngulo tal que: dos de sus vértices son el origen O (0,0) y el punto P (1,3), uno
de sus lados esta sobre el eje X y otro sobre la tangente en P (1,3) a la gréafica de la parabola

y=4—x°. Se pide calcular las coordenadas del tercer vértice, dibujar el tridngulo y calcular, el
area de las dos regiones en las que el triangulo queda dividido por la parabola y=4—x>.

a) Calculemos la derivada de f(x) =x*Inx.
El dominio de la funcion es (0,+oo), ya que el logaritmo no existe para x < 0.
f(X)=xInx= f ’(x):2xlnx+x2£=2xlnx+x
X
Igualamos a cero la derivada
x=0
f'(x)=0=2xInx+x=0=x(2Inx+1)=0= 1 1
2Inx+1:0:>lnx:—§:>x:e 2 =0,606

Hay dos puntos criticos x = 0 y x = 0,606. Estudiemos la variacion del signo de la derivada.
Como la funcion solo existe para los x > 0 solamente estudiamos que pasa de 0 a 0,606 y de
0,606 a +oo.

<—> >
+ H— » : » i
0 05 _1 1 15 2 235 3

g 2
_1
e En (O,e 2] tomamos el valor 0,5 y la derivada vale
f 7(0,5) = 2(0,5) In(0,5) + (0,5) =—0,1< 0 la funcion decrece.
1
e En (e 2’+Ooj tomamos el valor 1 y la derivada vale f (1) =2(1)In(X)+1=1>0 la funcién

crece.

1
La funcion presenta un minimo localen x=¢ 2.

1 1
La funcion decrece en (O,e 2) y crece en (e 2,+ooj

b) La tangente a la curva y =4—x* en P(1,3) tiene ecuacion:

y-3=f"0(x-1)

f()=4-x= () =-2x= f '(1):—2}:> y-3=-2x-1)=

=>Y-3=-2X+2=Yy=-2X+5
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El tercer vértice debe ser el punto de corte de la tangente con el eje OX.

y=-2X+5
y=0

}:>—2x+5=0:>x:g 2,5

El tercer vértice es C(2.5, 0).

Dibujando la gréafica de la parabola y =4—x* y de la recta tangente y marcando los tres vértices
del triangulo, nos quedan las dos zonas A 'y B como en el dibujo. Recordar que la suma de ambas
areas es el area del triangulo OPC de base 2,5 y altura 3, es decir,

2,53 _175 37507

2

Area del triangulo OPC =

e
- s
g

" e

e
Ly

qﬁp

e

e
e

e,
Sy
"

i

El recinto B esta limitado por la recta y =—2x+5 , la parabola y=4—x? y el eje OX. El area se

calcula con la integral definida de la diferencia de las funciones entre x =1 y x = 2 mas la integral
definida entre 2 y 2,5 de la recta tangente.

Avrea de recinto B =

|

—2x+5—(4—xz)dx+2j5—2x+5dx:...
2

2

2,

2

5

j —2X+5dx = [—xz + 5x}z'5

3

2

2
I—2x+5—4+x2dx:jx2—2x+1dx: X x| =
1 1 3 1

3 3
={%—22+2}—{1§—12+1}=Z—2=0,333u2

[_(2,5)2 +5(2,5)}[—22 +52]=0,2507

=0,333+0,25=0,583 u?

Area del recinto A = Area del triangulo OPC — Area del recinto B = 3,750 0,583 =3,1667 u®
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3. Se pide:

a) Estudiar la posicion relativa de los planos 7z, : x+my+z+2=0, 7, :mx+y+z+m=0 en
funcién de m.

b) Calcular el valor que deben tomar k y m para que los puntos A(0,k,1), B(-1,2,1) y C(8,1,m)
esten alineados.

c) Escribir las ecuaciones paramétricas de la recta r que pasa por los puntos P(-1,2,1) y Q(8,1,1) y
la ecuacién implicita del plano perpendicular a r que pasa por el punto R(1,1,1).

a) Los vectores normales de los planos son n, =(1,m,1) y n, =(m,11).
Para que sean paralelos los planos sus vectores deben ser proporcionales:

m 1
1 omo1 |g7yomAl
n/ln,=>—=—=-=
m 11 1—}:>m—1
m 1

Si m=1 los planos son paralelos o coincidentes.

Para que sean coincidentes debe cumplirse ademas que el punto P(0,0,-2) del plano
i X+y+z+2=0 esteenel plano 7, :X+y+z+1=0=-2+1=0. Esto es imposible.

Para m =1 los planos son paralelos.

Si m #1los planos son secantes.

b) A(0,k,1), B(-1,2,1) y C(8,1,m) estén alineados cuando los vectores BA y BC son proporcionales.

=

BA=(0,k,1)—(-1,2,1)=(1,k-2,0) 1 _k-2_0
9 1 1-m

BC =(-1,2,1)-(8,L,m)=(~9,1,1-m) 9 1

i:g:1:—9k+18:>9k:17:> k:E

-9 1 9
=

ig:—l Om:>1—m:0:>

¢) Si la recta pasa por los puntos P(—1,2,1) y Q(8,1,1) su vector director es PQ.

v, =PQ=(811)-(-121)=(9,-10) _| _ ;:ijtgt
Q@B.Ll)er 7-1

El plano perpendicular a r tiene como vector normal el director de la recta r n=PQ= (9,-1,0) y
pasa por R(1,1,1).

}:9—1+D=0:> D=-8

=
Pasa por el punto R(1,1,1)

n=PQ=(9,-10) 7=9x—-y+D=0
Pasa por el punto R(1,1,1)

La ecuacion del plano es |7z =9x-y-8= O|
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4. Da respuesta a los apartados siguientes

a) La probabilidad de que un chico recuerde regar su rosal durante una cierta semana es de 2/3. Si se
riega al rosal sobrevive con probabilidad 0,7; si no, lo hace con probabilidad 0,2. Al finalizar la
semana, el rosal ha sobrevivido. ;Cuél es la probabilidad de que el chico no lo haya regado?

b) Una fabrica produce piezas cuyo grosor sigue una distribucion normal de media 8 cm. Y
desviacion tipica 0,01 cm. Calcula la probabilidad de que una pieza tenga un grosor comprendido
entre 7,98 y 8,021 cm.

a) Construyamos un diagrama de arbol para facilitar la comprension de la situacion planteada.

Sobrevive el rosal

Recuerda regar el
rosal

No sobrevive

Sobrevive el rosal

<

P(No lo riegay sobrewve

No recuerda regar el
rosal

P (No lo haya regado / Ha sobrevivido) =

P (Sobrevive)
1
20,2
= 23—1 _02 05125
c0,7+-0,2 L6
33

b) X = Grosor de una pieza. X = N(8, 0,01). Nos piden calcular P(7,98< X <8,021).

P(7,98< X <8,021) = {Tipificamos} = P(7’98_8 X8 8'021_8) =

0,01 001 0,01

—P(-2<Z<21)=P(Z<21)-P(Z<-2)=

=P(Z<21)-(1-P(Z <2))=0,9821-1+0,9772 =|0,9593

156 de 246 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

ABAU Julio 2019 Matemdticas Il en Galicia

OPCION B

1. Da respuesta a los apartados siguientes:
a) Discute, segun los valores del parametro m, el siguiente sistema

X—y+3z=m
my —2z =-2
X+(m-1)y+(m+3)z=m
b) Resuélvelo si es posible en los casos m=0 y m=2

1 -1 3
a) La matriz de coeficientes asociada al sistemaesA={0 m —2 | con determinante
1 m-1 m+3
1 -1 3
|A=0 m -2 |=m’+3m+2-3m+2m-2=m’+2m

1 m-1 m+3

Si igualamos a cero
) m=0
|Al=0=m*’+2m=0=>m(m+2)=0=
m+2=0=>m=-2
Hay tres casos diferentes.

CASO1l m#0ym=-2

En este caso el rango de la matriz de los coeficientes es 3 al igual que el de la matriz ampliada

e igual al nimero de incognitas. El sistema es COMPATIBLE DETERMINADO. Tiene una
Unica solucion.

CASO 2. m=0
X-y+3z=0
El sistema queda < -2z =-2 . Queda tan sencillo que lo resolvemos.
X-y+3z=0

X—y+3z=0 X—y+3z=0
—27=-2 =+:z=1

{13 y 32 ecuacion son iguales}
=
X-y+3z=0 X—y+3z=0

puedo quitar una de ellas

3

{x—y+3:0
= =
z=1

y_
y
1

N < X
Il

Este sistema tiene infinitas soluciones. Es COMPATIBLE INDETERMINADO.

CASO 3. m=-2
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X—y+3z=-2
El sistema queda —2y—-2z=-2. Lo resolvemos.
X-3y+z=-2
Ecuacion 32 - Ecuacion 12
X—y+3z=-2 X -3y 47 =2 X—y+3z=-2
—2y-271=-2= X 4y 37 =2 =4 -2y-21=-2=
X=3y+z=-2 2y 2z =0 -2y-2z=0
Ecuacion 32 - Ecuacion 22
2y —27 =0 X—y+3z=-2
2y 427 =2 =9 T2y-2z=-2
0 =2 0=2

Este sistema es INCOMPATIBLE. No tiene solucion.

Resumiendo: Para m= 0y m=—2 el sistema es compatible determinado, para m=0 el sistema
es compatible indeterminado y para m=-2 el sistema es incompatible.

b) Para m = 0 esté resuelto y su soluciones x=t-3;y=t;z=1.

Para m = 2 el sistema tiene solucidn unica, la hallamos utilizando la regla de Cramer.

X—y+3z=2 X—-y+3z=2 1 -1 3
El sistema queda {2y—-2z=-2 = y-z=-1 y su matriz asociadaes A=|{0 1 -1
X+y+52=2 X+y+52=2 1 1 5
1 -1 3
Su determinante es |A|=|0 1 -1=5+1-3+1=4.
1 1 5
2 -1 3 1 2 3
-1 1 - 0 -1 -1
o 2 1 5 :10+2—3—6—5+2:9:O y:1 2 5 _5-2+43+2 -2 -1
A 4 4 4 4 4 2
1 -1 2
0 1 -
z:l 1 2 _2+1-2+41 2 1
4 4 4 2

Param =2 lasolucibnes x =0;y=-1/2,z = 1/2.
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2. Da respuesta a los apartados siguientes:
a) De entre todos los triangulos rectangulos contenidos en el primer cuadrante que tienen un vértice
en el origen, otro sobre la parabola y=4—x?, un cateto sobre el eje X y el otro paralelo al eje Y,

obtén los catetos y la hipotenusa de aquel cuya area es maxima.
b) Enuncia el teorema de Bolzano y Rolle.

a) Dibujemos la parabola y situamos el vértice en el origen y los catetos como se indica. La
situacién planteada queda

X |y=4-%°
-2 0
-1 3
0 4 A
2 0

Yy

X
/2 -1 0 . B x

El vértice A situado en la parabola tiene coordenadas (x, 4— xz) . El vértice B tiene coordenadas
(x,0) yel C(0,0).

El area del triangulo depende del valor x y su expresion es:

X(4—X2) 4x-x3

f(x)=
2 2
Hallemos su maximo haciendo uso de la derivada.
4x—x3 4—3x?
f(x)= = f'(X)=
(X) 5 (X) >
Igualamos a cero
_ 2
Fr ) =0=2 $‘=o:4—wﬁﬂkzﬁ=§:m=J§=m5

Solo nos sirve el valor positivo de la raiz. Veamos el signo de la derivada antes y después de
1,15.

J— .2
4-3l :%>O. La funcién

e En (0, \EJ tomamos el valor x = 1y la derivada vale f (1) =

crece en (0\/5}
3

e En [\E +ooj tomamos el valor x = 2 y la derivada vale f "(2) =

La funcion decrece en (\E +ooj
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ST

|
I 2 3 4 j

0 1,1:»

, , . 4
El 4rea alcanza un valor maximo en X = \/; =115.

2
Los catetos son x = \/Z 115; y=4-x =4—( %J —4—%=§ y la hipotenusa

658500

Hemos obtenido que los catetos son X = \/; y g y la hipotenusa es «/37)_6

b) En los libros de texto.
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3. Se pide:
X-2 y+1

z

a) Parael plano 7:3x+2y—z=0 ylarecta r: = > =3 calcular el punto de corte de r con
1t y obtener la ecuacion implicita del plano " que es perpendicular a Tty contiene a r.

b) Estudiar la posicion relativa de los planos 7, : 2x—5y—-4z—-9=0y x,:x=0 y calcular el

angulo « € [0,90] que forman.

a) Resolvamos el sistema planteado por plano y recta, pasando a la ecuacién paramétrica la recta.

m:3X+2y-2=0
X=2+t
=3(2+1)+2(-1-2t)-3t=0=6+3t-2-4t-3t=0=>
r.qy=-1-2t
z2=3t
Xx=2+1=3
> -dt=-Ad=ot=1={y=-1-2t=-1-2=-3
z=3t=3

El punto de corte de recta y plano es P(3,-3,3)

El plano n” al ser perpendicular a m, tiene al vector normal de = como vector director del nuevo
plano nt". Al contener a la recta el vector director de la recta también lo es del plano " y ademas
contiene al punto Q(2,—1,0) de la recta.

G:(3,2,—1) X=2 y+1 z
\7:(1,—2,3) = 3 2 -1=0=6x-12-y-1-62-27-9y-9-2x+4=0
Pasa por Q(2,-1,0) 1 -2 3

4x-10y-8z-18=0=|2x—-5y—4z-9=0

b) Los vectores normales de los planos son n? = (2, -5, —4) y nj =(1,0,0).

¢Son proporcionales los vectores?
2 -5 4 . L
¢ T ? No es cierto, luego los planos no son paralelos ni coincidentes y por lo tanto son
secantes y definen una recta.
Para determinar el &ngulo que forman hallamos el &ngulo que forman sus vectores normales

usando el producto escalar de dichos vectores.

n, -n, =(2,-5,-4)(1,0,0)=2

| <A = =[u] o] cos(n. ) = 2 S (1 )
In|=1=1

cos(ni, n?) = % = (nﬁ1 nj) —cos™ (%J =
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4. Da respuesta a los apartados siguientes:
a) Sean A y B dos sucesos de un mismo espacio muestral tal que P(A)=O,2, P(B)=O,4 y

P(AUB)=0,5, Calcula P(K), P(ﬁ), P(ANB), P(KUE). Razona si A y B son 0 no sucesos

independientes.

b) La probabilidad de que un determinado jugador de futbol marque gol desde el punto de penalti es
p=0,7. Si lanza cinco penaltis calcula las siguientes probabilidades: de que no marque ningun gol;
de que marque por lo menos dos goles; y de que marque 5 goles. Si lanza 2100 penaltis, calcula la
probabilidad de que marque por lo menos 1450 goles. Se esta asumiendo que los lanzamientos son
sucesos independientes.

a) P(A)=1-P(A)=1-0,2=0,8 P(B)=1-P(B)=1-0,4=0,6
Utilizamos la férmula de la probabilidad de la unién de dos sucesos.

P(AuB)=P(A)+P(B)-P(AnB)=0,5=0,2+0,4-P(ANB)=

= P(ANB)=0,2+0,4-0,5=0,1
Utilizamos las leyes de Morgan.
P(AUB)=P(ANB)=1-P(ANB)=1-0,1=0,9
A'y B son independientes si se cumple P(AnB)=P(A)P(B)
P(ANB)=0,1

P(A)P(B)=0,2:0,4=0,08
Como no son iguales, los sucesos A y B no son independientes.

}: P(ANB)=0,1#0,08=P(A)P(B)

b) Llamamos X = namero de goles en 5 intentos. Es una binomial de pardmetrosp =0,7y n=5.
H 5 0 5 5
P (No marque ningun gol)=P(X =0)= 0 0,7°-0,3° =0,3° =|0,00243

La probabilidad de que no marque ningun gol es de 0.00243.

P (Marque por lo menos dos goles) =P (X >2)=

= P(X =2)+ P(X =3)+ P(X =4)+ P(X =5)=

5 5 5 5
=1 710,72-0,3°+| ~10,7%-0,3%+| " |0,7*-0,3'+| ~|0,7°-0,3° =
2 3 4 5

:%0,72 -0,3° +5;4'30,73 0,3 +ﬂ0,74 -0,3+0,7° =
2 32 4.32

=10-0,77-0,3°+10-0,7°-0,3*+5-0,7*-0,3+0,7° ={0,96922
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La probabilidad de que marque por lo menos dos goles es de 0.96922.
H 5 5 0 5
P (Marque cinco goles) =P (X =5) = . 0,7°-0,3°=0,7°=|0,16807

La probabilidad de que marque cinco goles es de 0.16807.
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ABAU Junio 2019
Proba de Avaliacion do Bacharelato codiao: 20
COMISION INTERUNIVERSITARIA DE GALICIA para o ACCG%O a Universidade 0 Igo
YsC| =2 XUNO 2019

MATEMATICAS II

(El/La estudiante debe responder solamente las preguntas de una de las opciones. La puntuacién maxima por
preguntas es la siguiente: 1.2 pregunta: 2 puntos; 2.2 pregunta: 3 puntos; 3.2 pregunta: 3 puntos; 4.2 pregunta: 2
puntos).

OPCION A

1. Da respuesta a los siguientes apartados:
a) Suponiendo que Ay X son matrices cuadradas y que A + | es invertible despeja X en la
ecuacion A—X = AX

0 -1
b) Si A=(1 3} calcula X tal que A—X =AX..

2. Darespuesta a los siguientes apartados:
a) Mediante integracion por partes demuestra que j In xdx = x(Inx—1)+C . Luego, demuestra la

misma igualdad mediante derivacion.
_ nx si xe(0e] g o
b) Si f(x)= ] , di que relacion debe existir entre a y b para que f sea
ax+b si xe(e)
continua y que valores deben tener para que f sea derivable.
c) Calcular el area encerrada entre el eje X, la recta x = 4 y la grafica de

Inx si xe(0,e]

f(x)=
X xe(e )
e
3. Se pide:
a) Calcular el angulo del intervalo [0°, 90°] que forman los vectores u = (—%%Oj y

- (11442 1
V = —= S B
2" 2 i
b) Obtener la ecuacion implicita del plano que pasa por el punto P(1,-3,0) y es perpendicular a la

{x— y+2z=1
recta
y-z=0

¢) Calcula la distancia del punto Q(1,1,1) al plano 7z :—x+y+z+4=0 y el punto simétrico de Q
respecto de Tr.

4. Da respuesta a los apartados siguientes:

a) El 40% de los habitantes de una cierta comarca tienen camelias, el 35% tienen rosas y el 21%
tienen camelias y rosas. Si se elige al azar a un habitante de esa comarca, calcular las cinco
probabilidades siguientes: de que tenga camelias o rosas; de que no tenga ni camelias ni rosas;
de que tenga camelias, sabiendo que tiene rosas; de que tenga rosas, sabiendo que tiene
camelias; y de que solamente tenga rosas o solamente tenga camelias.

b) Si en un auditorio hay 50 personas, ¢cudl es la probabilidad de que por lo menos 2 hayan nacido
en el mes de enero?
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OPCION B

1. Da respuesta a los siguientes apartados:
2X—-y+3z=0
a) Discute, segun los valores del parametro m, el siguiente sistema: {my +(3—-m)z =-6
2X—y+mz=6
b) Resuélvelo, si es posible, en los casosm=0y m =4,

2. Considérese la funcion f(x)=x%*, se pide:
a) Calcular los limites lim f(x) y lim f(x)

b) Determinar intervalos de crecimiento y de decrecimiento, extremos relativos y puntos de
inflexion.
c) Calcular j f (x)dx .

3. Darespuesta a los apartados siguientes:
a) Estudia la posicion relativa de los planos 7z, :mx—y+2=0y 7z, :2x+3y =0 en funcion del

parametro m.
b) Obtén la ecuacion implicita del plano que pasa por los puntos A(0,0,0), B(1,0,1) y C(0,1,0).
¢) Calcula el punto simétrico del punto P(1,2,3) con respecto al plano z:—x+z=0

4. Da respuesta a los apartados siguientes:
a) Sean A 'y B dos sucesos de un mismo espacio muestral. Calcula P(A) si P(B) = 0.8,

P(AnB)=0.2y P(AUB) eseltriple de P(A).

b) En un determinado lugar, la temperatura maxima durante el mes de julio sigue una distribucion
normal de media 25° C y desviacion tipica 4° C. Calcula la probabilidad de que la temperatura
méaxima de un cierto dia esté comprendida entre 21°C y 27.2°C. ¢En cuantos dias del mes se
espera que la temperatura maxima permanezca dentro de ese rango?
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SOLUCIONES

OPCION A

1. Da respuesta a los siguientes apartados:

a) Suponiendo que Ay X son matrices cuadradas y que A + | es invertible despeja X en la ecuacion
A-X =AX

0 -1
b) Si A=(1 3) calcula X tal que A—X =AX..

a) A-X=AX=A=AX+X :>A=(A+I)X
Como A + | es invertible, existe (A+1)" y se cumple:

A=(A+ D)X = (A+1) A=(A+1) (A+1)X = (A+1) A=IX =X =

X=(A+1)"A

b) Si A—X = AX entonces X =(A+1)" A. Para hallar X utilizando esta igualdad necesitamos
obtener (A+1)".

w6 7

_’]_ _
|A+I|:‘1 j:4+1:5¢0: La matriz A+ 1 es invertible.

(A+|)1=Adj(A+I)T_Adj(_11 i}_(j ill)J_1(4 1)

A+1] 5 - 5 “5(-11

Obtenemos la expresion de la matriz X.

X_(AH),lA_l 4 1)(0 -1) 1(0+1 —4+3) 1(1 -1
B 5(-1 1)1 3) 5l0+41 1+3) 5\1 4
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2. Da respuesta a los siguientes apartados:
a) Mediante integracion por partes demuestra que jln xdx = x(Inx—1)+C . Luego, demuestra la

misma igualdad mediante derivacion.

_ Inx si xe(0e] g o
b) Si f(x)= , di que relacion debe existir entre a y b para que f sea

ax+b si xe(e )
continua y que valores deben tener para que f sea derivable.
Inx si xe(0,e]
c) Calcular el area encerrada entre el eje X, larecta x = 4 y la graficade f(x) =1

o si xe(e,o)

a) Integramos por partes.

Integracion por partes

Iln xdx = u:lnx—>du:de :xInx—IXidx:xlnx—J.dx:xInx—x:x(Inx—1)+C

X X

dv:dx—>v=jdx=x

Lo comprobamos derivando.

F()=x(Inx-1)+C - F"(x) =1(Inx-1)+ x-izln X—1+1=Inx

In x si xe(0,e

b) Si la funcion f(x) :{ es continua debe serlo en x = e y para ello debe

ax+b si xe(e)
cumplirse que:

o limf(x)=lim(ax+b)=ae+b

x—e* x—e*

o limf(x)=lim(Inx)=Ine=1

X—e X—e
e Existef(e)=Ine=1
e Lostres valores son iguales > ae+b=1

Para que la funcién sea continua los parametros a y b deben cumplir |a-e+b=1

Inx  si xe(0,e] _ o
] es derivable en los valores distintos de x = e y su
ax+b si xe(e»)

: , 1 si. xe(0,e)
derivada es f "(x) =< x :
a si Xe (e,oo)

También debe ser derivable en x = e y debe cumplirse que las derivadas laterales sean iguales.

La funcion f(x) ={

fe)=1f€)=> 1 —a=>a= 1 y como debe ser continua, se obtiene que:
e e
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ae+b=1

1 :>£e+b:1:>1+b:1:>b:0
a== e
e

Para que la funcion sea derivable los parametrosay b debenserb=0y a= 1
e

Inx si xe(0,e]
c) Averigiiemos los puntos de corte con el eje X de la funcion f(x) =1 yx

o si. xe(ex)

e Lnx=0 ->x=1que pertenece al intervalo (0, €]

X .
e —=0= x=0 que no pertenece al intervalo (e,)
e

Por lo que el area pedida es la integral definida entre 1 y 4 de la funcion f(x), como en ese
intervalo esta incluido el valor x = e, separamos la integral definida en dos:

Area = + +

'e[ f (x)dx

}f(x)dx =

jln xdx
1

© Sy

X
—dx
e

:‘[x(lnx—l)]f‘Jr

~[(e(lne—1))— (1-(In1-1)|+ (42 J_(e? ] _

2 ) \2e

16 ¢?

2e 2e

16 —¢?
2e

8 e

=1+ =[1+=-—=u?=2,58u?
e 2

:1+‘
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3. Se pide:
a) Calcular el angulo del intervalo [0°, 90°] que forman los vectores u = [—%%Oj y
- (1 -1+42 1
v=| -, ——,—=
2" 2 i

b) Obtener la ecuacién implicita del plano que pasa por el punto P(1,-3,0) y es perpendicular a la
{x —y+2z=1
recta
y—z=0
c) Calcula la distancia del punto Q(1,1,1) al plano 7 :—x+y+z+4=0 y el punto simétrico de Q
respecto de .

a) Calculamos el producto escalar de los vectores:

a.gz[_l ~1+42 L).(_l 1 oj 1 1+V2 o 1-1442

1
2

L)L, ez
2" 2 2)2'2) 22 22 22 2R’
) () o

T 4] T st d

2 2 2 4 4 2 V4 4 2
:\/3+:9,—2\/§+2\/§:\/1+3—2\/§+2\/§:1
4 4 4 4
_ 1
cos(G,V): uv_2 _1
M.M 1.1 2
60°
300°
(u.v)=arc cos% = 160°+360°
300°+360°

El angulo pedido es 60°

b) El plano pedido es perpendicular a la recta, por lo que tiene como vector normal el director de
dicha recta. Averigiiemos dicho vector director haciendo el producto vectorial de los normales de
los planos que la definen:

i ] ok
v, =1 -1 2|=i+k—(=j+2)=—i+j+k=(-111)
0 1 -
El plano pedido tiene vector normal n= (—1,1,1)y su ecuaciones 7:—x+y+z+D =0, como
ademas pasa por el punto P(1,-3,0), debe cumplirse: -1 -3+0+D=0->D =4
Elplano es |7 :—x+y+2+4=0)|

c) Utilicemos la férmula de la distancia de un punto a un plano.
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-1+1+1+4 ‘ 5

=—=u
\/ i1 V3

Llamamos Q" al simétrico de Q(1,1,1) respecto del plano 7z:-x+y+z+4=0.

Q

IM

|
Q’
Y llamamos M al punto de corte del plano T con la recta que contieneaQyQ".
Esta recta tiene como vector director el normal del plano v, =(-1,1,1)y pasa por Q(1,1,1), por lo
X=1-a
que su ecuaciones r:qy=1+a
z=1+a
El punto M esté en la recta, luego M(1—«a,1+ o, 1+ )

El punto M estdenel plano z:—x+y+z+4=0, luego se cumple:

—(1—a)+(1+a)+(1+a)+4=0:>3a=—5:>a=?5

El punto M tiene coordenadas M (§ —2 _2)
33 3

Como M es el punto medio del segmento QQ” entonces:

M =Q+TQ:>2M —Q+Q=2M-Q=Q

-8 22 (24 (7.7

w | o

|

|
wl 1,

|
w1,
N—
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4. Da respuesta a los apartados siguientes:

a) El 40% de los habitantes de una cierta comarca tienen camelias, el 35% tienen rosas y el 21%
tienen camelias y rosas. Si se elige al azar a un habitante de esa comarca, calcular las cinco
probabilidades siguientes: de que tenga camelias o rosas; de que no tenga ni camelias ni rosas; de
que tenga camelias, sabiendo que tiene rosas; de que tenga rosas, sabiendo que tiene camelias; y
de que solamente tenga rosas o solamente tenga camelias.

b) Si en un auditorio hay 50 personas, ¢cuél es la probabilidad de que por lo menos 2 hayan nacido
en el mes de enero?

a) Construyamos una tabla de contingencia que nos aclare la situacion:

Tiene rosas | No tiene rosas
Tiene camelias 21 % 40 %

No tiene camelias

35 % 100 %

Completando la tabla:

Tiene rosas | No tiene rosas

Tiene camelias 21 % 19 % 40 %
No tiene camelias 1490 46 % 60 %
35 % 65% 100 %

Calculamos las probabilidades pedidas usando la informacion de la tabla y aplicando la regla de
Laplace.

P(Tenga camelias o rosas) =21 + 19 +14 =54 % = 0,54

P(No tenga ni camelias ni rosas) = 46 % = 0,46

P(Tenga camelias, sabiendo que tiene rosas) = % =0,6

P(Tenga rosas, sabiendo que tiene camelias) = i—é =0,525

P(Solamente tenga rosas o solamente tenga camelias) = P(Tiene rosas y no camelias) + P(Tiene
camelias y no rosas) = 14 + 19 =33 % = 0,33

b) Llamamos X a la variable aleatoria que cuenta el nimero de personas nacidas en enero.

Esta variable es binomial con probabilidad p = 31 y Q= 334 , suponiendo igual de probable

365 365
nacer en cualquier dia del afio.
Y como se hacen sobre 50 personas > n =50

X = B(50, 31/365)
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Calculemos la probabilidad del suceso contrario, la probabilidad de que nadie o 1 persona haya
nacido en el mes de enero.

50 50 0 50 49 1
P(X =0)+P(X =1)= (33_4j (ﬂj N (%j (ﬂ) _
0o /\365) 1365) "\ 1/l 365 ) 365
50 49
_ ﬁj +5o-(i41j -(ﬂj=o,0118+0,0548=o,0666
365 365

365

La probabilidad pedida es:
P(X >2)=1-P(X <2)=1-0,0666 = |0,9334

172 de 246 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

ABAU Junio 2019 Matemadticas Il en Galicia

OPCION B

1. Da respuesta a los siguientes apartados:
2X—-y+3z=0

a) Discute, segun los valores del parametro m, el siguiente sistema: {my +(3—-m)z =-6
2X—y+mz=6

b) Resuélvelo, si es posible, en los casosm=0y m =4,

2 -1 3
a) La matriz de coeficientes asociada al sistemaes A= 0 m 3-m | ysu determinante vale
2 -1 m
2 -1 3
A=l0 m 3-m[=2m?-2(3-m)+0—(6m+0-2(3—m))=2m’—6m
2 -1 m

Si igualamos a cero:
) m=0
2m’-6m=0=2m(m-3)=0=
m=3
Distinguiremos tres casos diferentes:

CASOLlL m#0ym=3

El rango de la matriz A es 3 al igual que el de la ampliada e igual al niimero de incognitas.
En este caso el sistema tiene solucidn unica (Sistema Compatible Determinado)

CASO 2. m=0
2x—-y+3z=0
El sistema quedaria 13z =—6 . Lo resolvemos.
2X—-y=6
2Xx—y+3z=0 [2Xx—-y+3z=0
3 6 N :{ZX—y+3(—2):0:
2X—y =6 2X—y=06 2x-y=0
:{Zx_y_GZO:ZX—y:6:>
2X—-y =6
X=X
El sistema tiene infinitas soluciones: <y =2x—6 Es un sistema compatible indeterminado.
2=-2
CASO 3. m=3
2x—-y+3z=0
El sistema quedaria: <3y =—-6
2X—-y+32=6

173 de 246 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

ABAU Junio 2019 Matemadticas Il en Galicia

Este sistema no tiene solucion, ya que la primera y la tercera ecuacion no se pueden cumplir al
mismo tiempo. Sistema Incompatible.

X=X
b) La solucion param =0es <y =2x—6 resuelto en el apartado anterior.
z2=-2
La solucién para m = 4 entra dentro del caso 1 y por tanto la solucién es Gnica.

Ecuacién 32 — Ecuacion 12

2x—;1+3z:06 2X—y+32=0 2x—Z+32:O6 ‘21x—21+186:0
ymr=7= ~2X+Yy—47=-6 = At A
2X—-y+4z=06 —-72=-6 Z=6
-72=-6
2Xx—y+18=0 2x+18=0 2x=-18 X=-9
=.y=0 =.y=0 =:y=0 =|Ky=0
z2=6 z2=6 z2=6 z2=6
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2. Considérese la funcion f(x)=x%* , se pide:

a) Calcular los limites lim f(x) y lim f(x)

b) Determinar intervalos de crecimiento y de decrecimiento, extremos relativos y puntos de
inflexion.

¢) Calcular [ f(x)dx.

a) Calculamos el limite en +oo.

2
. : g XT N . A
lim f (x) = lim x?¢™* = lim = =— = Indeterminacién (aplicamos L'Hdpital)=
X—00 o0

X—>0 X—>0 e

. 2X S . A .2 2
=lim—-= % — Indeterminacion (aplicamos L"Hopital)=lim —=—=0
X—>»00 e o0 X—>0 e o0

Calculamos el limite en —oo.
lim f(x)= lim x’e ™ =c0-e" =00 00 =400

X—>—00 X—>—00

b) Para determinar crecimiento, decrecimiento y extremos necesitamos calcular su derivada e
igualarla a 0.

f(x)=xe" = f(x)=2xe " +x*(—e)=2xe " —xe* =xe ¥ (2-x)

x=0

f'(x)=0=xe™(2—x)=0={e™* =0; No tiene solucion
2-x=0=>x=2

Al existir dos valores criticos x = 0 y x = 2 la recta real se divide en tres partes:

< N
« -« >

— %
D 3 7 5 5 i 3 3 1 T 1

Estudiamos el signo de la derivada en cada semirrecta e intervalo:
e En (-=,0) elegimos x=-2y f"(-2)=-2€”(2+2)<0. La funcion decrece.
e En(0,2) elegimosx=1y f (1)=1e™(2-1)>0. La funcion crece.
e En (2,+) elegimosx =3y f'(3)=3e°(2-3)<0. La funcion decrece.

Los intervalos de crecimiento y decrecimiento serian:

@__
o

N
s

i T I B S B e R

La funcion crece en el intervalo (0,2)y decrece en (—o0,0)(2,+00).
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La funcion tiene un minimo relativo en x = 0 y un maximo relativo en x = 2.
Para averiguar el punto de inflexion, que se intuye que esté en el intervalo (0, 2) utilizamos la
segunda derivada:

f(x)=xe"(2-x)=2xe™ - x> = f "(x)=2e"+ 2x(—e‘x)—(2xe‘X +x* (—e” ))

fr(x)=2e"—2xe™ —2xe” + X’ =2e " —4xe " +xe " = (2-4x+x*)

Igualamos a cero la segunda derivada:

e =0; No tiene solucién
+./ _ 4.
2_4x+X2:0:X:w:
f"(x)=0:>e‘x(2—4x+x2)=0:> 5 2

4+22

- T_2+ﬁ_3'41
2 _
4 ;*/5:2—\5:0,58

Tenemos a x = 0,58 y x = 3,41 como candidatos a puntos de inflexion de la funcion.
Comprobemos el signo de la derivada segunda antes de 0,58, entre 0,58 y 3,41 y despues de
3,41.

e En (-=,0,58) elegimos x=-2y f “(-2)=e®(2+8+4)>0. La funcion es convexa.

e En (0,58,3,41) elegimosx=1y f “(1)=e™(2-4+1)<0. La funcién es concava.

e En (3,41,+) elegimosx =4y f “(4)=e*(2-16+16)>0. La funcion es convexa.

La funcion tiene en x = 0,58 y en x = 3,41 dos puntos de inflexion.

c¢) Usamos el método de integracion por partes.

Integramos por partes
j f (x)dx = J' x%eXdx =4 x? =u — 2xdx = du = X2 (—e‘x)—J'—e‘XZde =

e¥dx=dv—ov= Ie’xdx =—e "

Integramos por partes
=—x%e" + 2_[ xe *dx=sXx=u—dx=du =—x%"+ 2(x(—e’x)— '[—e’xdx) =

e¥dx=dv—ov= Ie‘xdx =—e"

=—xe ¥ -2xe* +2 I edx =|-x%* —2xe* —2¢* +C|
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3. Da respuesta a los apartados siguientes:

a) Estudia la posicion relativa de los planos 7z, :mx—y+2=0 Yy x, :2x+3y=0 en funcion del
pardmetro m.

b) Obtén la ecuacion implicita del plano que pasa por los puntos A(0,0,0), B(1,0,1) y C(0,1,0).

c) Calcula el punto simétrico del punto P(1,2,3) con respecto al plano 7:—x+z=0

a) Su posicion relativa depende, en gran parte de sus vectores normales. VVeamos si son
proporcionales (planos paralelos o coincidentes)

m -1 -
— —=—=m=—
nl:mx—y+2=0 nl:(m,—l,O) :E//F:m:;lzgj 2 3 3
7,:2x+3y=0 | 1 =(2,3,0) T2 3 0 L 0,
3 0

Hay dos casos diferentes:
CASO 1. m= %2

En este caso los vectores no son proporcionales y por tanto los planos no son ni coincidentes
ni paralelos, es decir, se cortan.

CASO 2. m=_?2 .

En este caso los vectores normales son proporcionales y por tanto los planos o son
coincidentes o paralelos.

Los planos quedarian con ecuaciones: 7, : _?2 X-y+2=0Yy 7x,:2x+3y=0. Cambiando el

signo y quitando denominadores en la ecuacion del primer plano:
7 2Xx+3y—-6=0 Yy 7z, :2x+3y=0. Estos planos son paralelos, pues tienen vectores

normales proporcionales y la constante es distinta (-6 # 0).

b) La ecuacion implicita del plano que pasa por 3 puntos se obtiene a partir de uno de esos puntos y
dos vectores que unan dichos puntos.

A(0,0,0)] A(0,0,0) x—0 y-0 z-0
B(1,0,1) += AB=(10,1)-(0,0,0)=(1,0,1) t=r:| 1 0 1 (=0=
C(0,10) ] AC=(0,1,0)-(0,0,0)=(0,10) 0 1 0

=0+0+2—-(0+0+x)=0=2-x=0=[z:x-2=0]

c¢) Llamamos P” al punto simétrico de P. La situacion planteada es la del dibujo.
P
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Hallamos las coordenadas del punto M.
M(a, b, c) pertenece al plano 7:—x+z=0> -a+c=0->a=c

El punto tiene coordenadas M(a, b, a) y los vectores n= (—1, 0,1) y PM son proporcionales.

PM =OM -OP =(a,b,a)-(4,2,3)=(a-1b-2,a-3)] a-1 b-2 a-3
~ = = =
n=(-10,1) -1 0 1

a-1 b-2
1 0 :(a )0=(b-2)( ):>o b+2 :b 2 :b 2
a-1_a-3 a—1:(a—3)(—1) a-1=-a+3 2a=4 a=2
-1 1

El punto M tiene coordenadas M(2, 2, 2).
Como M es el punto medio del segmento PP” tenemos que:

P+P

~M=P+P=2M=P=2M-P=2(2,22)-(123)=(3,21)

El punto P” simétrico de P respecto del plano 7z:—x+z=0 esP’(3,2,1)
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4. Da respuesta a los apartados siguientes:
a) Sean A 'y B dos sucesos de un mismo espacio muestral. Calcula P(A) si P(B) = 0.8,

P(AnB)=0.2'y P(AUB) esel triple de P(A).

b) En un determinado lugar, la temperatura maxima durante el mes de julio sigue una distribucién
normal de media 25° C y desviacidn tipica 4° C. Calcula la probabilidad de que la temperatura
maxima de un cierto dia esté comprendida entre 21°C y 27.2°C. ¢(En cuantos dias del mes se
espera que la temperatura maxima permanezca dentro de ese rango?

a) Utilizamos la formula de la probabilidad de la unién de dos sucesos.

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)=>3P(A) = P(A)+0.8-0.2=

— 3P(A)—P(A)=0.8-0.2=> 2P(A) = 0.6 = | P(A) = 0.3

06 _
2

b) X = “la temperatura maxima de un dia del mes de julio”. X = N(25, 4)

Nos piden calcular P(21< X <27.2).

P(21< X <27.2)=P(X <27.2)-P(X <21)=..

..={Tipificamos} = P(Z <#j— P(Z < 21;25): P(Z<0,55)-P(Z<-1)=...

..=P(Z <0,55)-(1-P(Z <1))=
Buscamos en la tabla de la N(0, 1) y queda: P(21< X <27.2)=0.7088—(1-0.8413)=0.5501

0.5501 es la probabilidad de que un dia el rango de temperaturas sea el indicado.
¢Cuantos dias de un mes de 31 dias va a pasar esto?

0.5501-31=17.0531
Aproximadamente 17 dias.
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ABAU Septiembre 2018

Proba de Avaliacion do Bacharelato
COMISION INTERUNIVERSITARIA DE GALICIA parao Acceso a Universidade

SETEMBRO 2018
MATEMATICAS II

(Responde sé os exercicios dunha das opcions. Puntuacién maxima dos exercicios de cada opcion:
exercicio 1 = 2 puntos, exercicio 2 = 3 puntos, exercicio 3 = 3 puntos, exercicio 4 = 2 puntos)

Cadigo: 20

OPCION A
0 0 -1
1. Dadalamatriz A=|-1 0 O
0 -1 0

a) ¢Qué relacion existe entre su inversa Ay su traspuesta A’ .
b) Estudia, segln los valores de A, el rango de A— Al , siendo | la matriz identidad de orden 3.

0
Calcula las matrices X que verifican AX + X =| 0 |.
0

2x% +ax si x<1

2. a) Enuncia el teorema de Rolle. Calcula a, b y ¢ para que la funcion f (x) = {b 51
X+C S X>

cumpla las hipdtesis del teorema de Rolle en el intervalo [O, 2] y calcula el punto que cumple el
teorema.
b) Dibuja y calcula el area de la region limitada por la parabola y =x*—2x y larecta y=x.

(para el dibujo de la parabola, indica puntos de corte con los ejes de coordenadas, el vértice y
concavidad o convexidad)

X+y+z-2=0
X-y+z-2=0

a) Calcula la ecuacion implicita o general del plano que pasa por el punto A(1,1,1) yes
perpendicular a r.

b) Calcula la ecuacién implicita o general del plano que pasa por los puntos P(—l, 0,6) y

3. Dada la recta r:{

Q(3,—2,4) yes paralelo a la recta r
c) Calcula la distancia de la recta r al plano x+y+2z-5=0.

4. En un bombo tenemos 10 bolas iguales numeradas del 0 al 9 y cada vez que hacemos una
extraccion devolvemos la pelota al bombo
a) Si hacemos 5 extracciones, calcula la probabilidad de que salga el 7 menos de dos veces.
b) Si hacemos 100 extracciones, calcula la probabilidad de que salga el 7 menos de nueve veces.
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OPCION B
X+2y—z=1
1. a) Discute, segun los valores del pardmetro m, el sistema de ecuaciones < x —z=m
X+y-z=1

b) Resuélvelo, si es posible, cuando m=1.

. _Cos2X+mx* -1
2. a) Calcula, si existe, el valor de m para que lim =3.

-0 sen (xz)

b) Calcula los valores de a, b, ¢ y d para que la funcién f (x) =ax’ +bx* +cx+d tenga un punto
de inflexion en el punto (0, 5) y la tangente a su gréafica en el punto (1, 1) sea paralela al eje X.

c) Calcula J'le«& In xdx (Nota: In = logaritmo neperiano)

3. Sear larecta que pasa por los puntos P(9,4,1) y Q(l,l,l). Dada larecta s: x2—1 = % _Z _15
a) Estudia la posicion relativa de las rectas r y s. Calcula, si se cortan, el punto de corte.
b) Calcula, si existe, la ecuacion implicita o general del plano que contiene a las rectas r y s.

c) Calcula la distancia del punto O(0, 0, 0) a la recta s.

4. En una fabrica hay tres maquinas A, B y C que producen la misma cantidad de piezas. La
maquina A produce un 2% de piezas defectuosas, B un 4% y C un 5%.
a) Calcule la probabilidad de que una pieza elegida al azar sea defectuosa.
b) Si se elige una pieza al azar y resulta que no esta defectuosa, ;cual es la probabilidad de que
fuera producida por la maquina A
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SOLUCIONES
OPCION A
O 0 -1
1. Dada lamatriz A={-1 0 O
0O -1 0

a) ¢Qué relacion existe entre su inversa A™ y su traspuesta A’ .
b) Estudia, segln los valores de A, el rango de A— Al , siendo | la matriz identidad de orden 3.

0
Calcula las matrices X que verifican AX + X =| 0 |.
0
a) Calculamos la matriz traspuesta.
0 0 -1 0 -1 0
A=|-1 0 0|=A"={0 0 -1
0 -1 0 -1 0 O
Calculamos la matriz inversa.
0 0 -
|Al=|-1 0 0]|=0+0-1-0-0-0=-1=0
0 -1 0
0 -1 0 +O - 0 -1 0 0
Adjl 0 0 -1 0 O -1 0 -1 0
L Ad(A) (10 0) | |10 Lo 9 Jo -
A -1 - oo |10 |10
-1 0 0 0 0 -
+ - +
0 - 0 -1 0 0

o
o
o
|
-
o

0 -1 0
Seobservaque AT =A"'=0 0 -1
-1 0 O

b) Obtenemos la expresion de A— Al .

0O 0 -1 1 00 -4 0 -1
A-Al=|-1 0 0|-4/0 1 O0|=|-1 -4 O
0 -1 0 0 01 o -1 -4
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Averiguamos cuando se anula el determinante de la matriz A— Al .

2 0 -1
A-Al|=|-1 -2 0|=-2*+0-1-0-0-0=-1-2°
0 -1 -2

A-Al=0=-1-21=0= A =-1=2=3-1=-1

Estudiamos dos situaciones distintas.

e Si A#-1 eldeterminante de A—Al esno nuloyelrango de A—Al es 3.
e Si A=-1 el determinante de A— Al esnulo y su rango es menor de 3.

1 0 -1
La matrizqueda A-Al=|-1 1 O
0 -1 1

¢Elrango de A—Al es2?
Tomamos el menor de orden 2 que resulta de quitar la fila y columna primera y su

determinante vale

0
1 =1+#0. Alserno nulo el rango de A—Al es?2para A =-1.

Resumiendo: Si A =-1 elrangode A—Al es3ysi A=-1 elrango de A—Al es 2.

0
Resolvemos la ecuacion matricial AX + X =| 0 |.
0
0 0 0O 0 -1 1 00 0
AX+X=O:>(A+I)X=0:> -1 0 0|+/0 1 0||X=|0|>
0 0 0 -1 0 0 01 0
1 0 -1)x 0 X—12 0 x—2=0
=|-1 1 0|y|=|0|=|-X+y|[=|0|=—x+y=0;=
0 -1 1){z 0 -y+z 0 -y+z=0
X=12 A
-2+y=0
=-X+y=0;= +z—0}:> y=z|=>|X=|A];4eR
~y+2=0 yre= y)
0 A
Las matrices solucionde AX + X =| 0| son X =| A |; 1eR.
0 A

183 de 246 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

ABAU Septiembre 2018 Matemadticas Il en Galicia

2x% +ax si x<1

2. a) Enuncia el teorema de Rolle. Calcula a, b y ¢ para que la funcién f (x)= {b o1
X+C  Si X2

cumpla las hipotesis del teorema de Rolle en el intervalo [O, 2] y calcula el punto que cumple el

teorema.

b) Dibuja y calcula el area de la region limitada por la parabola y=x*—2x y larecta y =x. (parael
dibujo de la parébola, indica puntos de corte con los ejes de coordenadas, el vértice y concavidad
0 convexidad)

a) Sea f(x) una funcién continua en [a,b], derivable en (a,b) ycon f(a)= f (b) entonces
existe d €(a,b) tal que f°(d)=0.
Obligamos a que la funcion sea continua en [O, 2] , para ello basta que sea continuaen x=1.

f(1)=b+c

lim f(x)= limbx+c=b+c

im 1 (x)= m 2 s ax=2+a = 1672+ a=b=Zrazd
fim £ (x)=lim f (x)= (1)

Obligamos a que la funcion sea derivable en (0, 2) , para ello basta que sea derivable en x=1.
Deben coincidir las derivadas laterales.

2x*+ax si x<1 i 4x+a six<l1
f(x)= _ = f’(x)= _
bx+c six>1 b si x>1

/(1) =lim f"(x)=limb=b

x—1" x—1*

f°(1)=lim f'(x)=lim4x+a=4+ay=[b=4+a]

x—1" x—1"
fr(1)=1"(1)
La tltima condicion es que f (0)=f(2).
£(0)=1(2)
f(0)=2-0°+a-0=0;=[2b+c=0]

f(2)=2b+c

Reunimos las tres ecuaciones en un sistema y obtenemos el valor de los parametros.

b=2+a-c
2+a-c=4+a —C= y|c=—
} . c=2 } ;

P=d+a 1= 4ra)+c=0
b+ c—0 = 8+2a+c=0

—8+2a-2=0=>2a=-6=> a=%6=—3 =|b=4-3=1
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Los valores buscados sona=-3,b=1yc=-2.
. . 2X° — i x<1 :
Podemos aplicar el teorema de Rolle a la funcién f (x)= X" =3 _SI X< en el intervalo
X—-2 six>1

[0,2] , por lo que existe d €(0,2) tal que f"(d)=0.

Buscamos ese valor “d” averiguando cuando se anula la derivada.

3
4x-3=0->4x=3 > |x=—|e(-n,1

f(x)=0= R e R

1=0— jlmposible!

El valor que cumple lo que afirma el teorema de Rolle es d = % =0.75e(—»,1).

b) Hallamos los puntos de corte de parabola y recta.

_y2_ x=0

y=Xx 2X}:>x2—2x:x:>x2—3x:0:>x(x—3)=0:>

y=x x—3=0—[x=3]|

Puntos de corte con los ejes de coordenadas de la parabola.

—y2_ x=0—->A(0,0
y=x"-2x =X -2x=0=>x(x-2)=0= (0.0)
y=0 x=2—>B(2,0)
Y=X'=2| 0= A0,0)
x=0 ’

Los puntos de corte con los ejes coordenados son A(0, 0) y B(2, 0).
Hallamos el vértice de la parabola.

y=X—2X=>y=2x-2
y=0

}:2x—2:0:2x:2:> x=2-1 =y=1"-21=-1=C(1-1)

2

El vértice de la parbolaes C(1,-1).

Estudiamos la concavidad o convexidad de la parabola: y=2x-2—=y"'=2.

Como la derivada segunda siempre es positiva la funcion es convexa (U)
Hacemos una tabla de valores y dibujamos ambas gréaficas y la region encerrada entre ellas.

X | y=x*-2x V
-1 3
0 0
1 -1 \
2 0
3 3
X|y=x
o] o
1 1
2 2
3 3
4 4 y=x'-2x
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Contando cuadraditos de 1 unidad cuadrada el &rea tendra un valor entre 4 y 5 unidades
cuadradas. Calculamos su valor exacto usando el calculo integral.

Area = J.:x—(x2 —2x)dx = ij— X% + 2xdx = I:—xz +3xdx =

X3
=|-——+
&

3X_T _
2 ],

3 2
_3_+33_
3 2

&

4.5 u?

2 2

2
30—}:—9+£:

El area de la region limitada por la parabola y=x*—2x y larecta y=x vale 4.5 unidades

cuadradas.
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X+y+z2-2=0

X—y+z-2=0

a) Calcula la ecuacion implicita o general del plano que pasa por el punto A(1,1,1) yes
perpendicular a r.

b) Calcula la ecuacion implicita o general del plano que pasa por los puntos P(—l, 0,6) y

3. Dada la recta r:{

Q(3,—2,4) yes paralelo a la recta r
c) Calcula la distancia de la recta r al plano x+y+z-5=0.

a) Hallamos las ecuaciones paramétricas de la recta y un vector director de la misma.

X+y+z-2=0 X=—Yy—7+2
r. = =>-y-7+2-y+2-2=0=>

X—y+z2-2=0 X—y+z-2=0
X=2-41
=-2y=0=[y=0|=[x=2-7]=r:y=0 =|v,=(-10,1)
z=41

El plano T perpendicular a la recta r tiene como vector normal el vector director de la recta
v, =(-1,0,1).

n=v,=(-101)| 7z:-x+z+D=0
=
A(Lll)er

}:>—1+1+D=0:>D=0:>

La ecuacion implicita o general del plano que pasa por el punto A(1,1,1) y es perpendicular a r
es 7:—x+z2=0.

b) El plano ©” paralelo a r tiene como uno de sus vectores directores el vector director de la recta
v, =(-1,0,1). El otro vector director del plano es el vector PQ.

GZVT:(_LOJ) Xx+1 y z-6
v=PQ=(3-24)-(-10,6)=(4-2,-2)}=>7z:[-1 0 1 |=0=
P(-10,6)ex 4 -2 =2

= 4y+2(2-6)-2y+2(x+1)=0=4y+27-12-2y+2x+2=0=

= 2x+2y+22-10=0= |71 x+y+2-5=0

La ecuacion implicita o general del plano que pasa por los puntos P(-1,0,6) y Q(3,-2,4) yes
paralelo alarectares 7:x+y+z-5=0.
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c) Comprobamos que la recta r es paralela al plano x+y+z—-5=0 viendo que el producto escalar
del vector normal del plano y el director de la recta es nulo (vectores perpendiculares = plano y
recta paralelos).

= (-101)

; =n, =(111)(-10,1)=-1+1=0
X+y+z-5=0=>n=(111)

Recta y plano son paralelos por lo que la distancia de la recta r al plano es la distancia de uno
cualquiera de sus puntos al plano.

X=2-4
r:qy=0 —>P(2,0,0)er . . |[2+0+0-5 3 :
=d(r,7)=d(R,7 = 1= —1{/3 unidades
=4 (ror)=d(F.x) P2+ B

7 X+y+z2-5=0

La distancia de r al plano x+y+2z—-5=0 esde /3 unidades.
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4. En un bombo tenemos 10 bolas iguales numeradas del 0 al 9 y cada vez que hacemos una
extraccion devolvemos la pelota al bombo.

a) Si hacemos 5 extracciones, calcula la probabilidad de que salga el 7 menos de dos veces.

b) Si hacemos 100 extracciones, calcula la probabilidad de que salga el 7 menos de nueve veces.

Los resultados de las extracciones sucesivas son independientes entre si, pues tras cada
extraccion se devuelve la bola al bombo.
La probabilidad de sacar 7 al extraer una bola es 1/10 = 0.1.

a) Llamamos X = Numero de veces que sacamos 7 en 5 extracciones. X = B(5, 0.1).

Nos piden calcular P(X <2).

P(X <2)=P(X =0)+P(X :1):(2}0_10.0,95+G’Jo_1l.o,94 _

=0.9°+5-0.1-0.9" =|0.91854

La probabilidad de que en 5 extracciones salga el 7 menos de dos veces es 0.91854.

b) Llamamos X = Numero de veces que sacamos 7 en 100 extracciones. X = B(100, 0.1).

Nos piden calcular P(X < 9). Como el nimero de repeticiones es muy alto usamos la
aproximacion a la normal Y de media np =100-0.1=10 y desviacion tipica

o =4/npg =4/100-0.1.0.9 =3.

Y = N(10, 3). Esta aproximacion es buena pues np=10>5 y nq=100-0.9=90>5.
Calculamos la probabilidad pedida.

P(X <9)={Correccion de Yates} = P(Y <8.5) = {Tipificamos} = p(z < 85—10) _

3

Mi |
=P(2<-05)=P(Z>05)=1-P(Z <0.5) ={ Tamos &n a} =1-0.6915=

tabla N(O, 1)

La probabilidad de que en 100 extracciones salga el 7 menos de nueve veces es de 0.3085.
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OPCION B
X+2y—z=1
1. a) Discute, segun los valores del pardmetro m, el sistema de ecuaciones < x —z=m
X+y—-z=1
b) Resuélvelo, si es posible, cuando m=1.
1 2 -1
a) Este sistema tiene la matriz de coeficientes A=|1 0 -1|y la matrizampliada
11 -1
12 -1 1
A/B={1 0 -1 m|.
11 -1 1

Estudiamos el rango de la matriz de coeficientes y la matriz ampliada en funcién del valor de m.
Triangulamos la matriz ampliada usando el método de Gauss.

Fila 32 — Fila 18

12 - 1 1 -1 1
A/B=|1 0 -1 mi=q |

R 0 -1 0 0 — Nuevafila3®
Fila 22 — Fila 18
L 0 1 m 1 2 -1 1
10 1 1 =0 -2 0 m-1|=
0 —2 0 m-1— Nuevafila2? 010 0
2 - Fila 3% — Fila 22 e
o 20 o 1 2 -1 1
0 2 0 -m+l =0 2 0 m-l
0 0 0 1-m — Nuevafila3? w 1=m

El rango de la matriz A es 2 y el de la matriz A/B depende del valor de m.
Estudiamos dos casos diferentes.

CASO 1. m=1
En este caso el rango de A/B es 3, distinto del rango de A (2). El sistema es incompatible (sin
solucion).

CASO 2. m=1
A/B
1 2 -1 1
En este caso la matrizqueda |0 -2 0 O].
0 0 0 O
|

A
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El rango de la matriz A y el de la matriz A/B es 2. Los rangos son iguales, pero menores que
el nimero de incognitas (3). El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

Resumiendo: Para m =1 el sistema es incompatible y para m =1 el sistema es compatible
indeterminado.

b) Si m=1 el sistema es compatible indeterminado.
Buscamos las soluciones a partir del sistema equivalente obtenido en el apartado anterior.

A/B
1 2 -11 —z=
X+2y—z7=1 X+2y-z=1
0 -2 0 O:>2_O = 0 0 =>x-z=1=
00 0 O Y= =57
A
Xx=1+1
=>x=1l+z=|Jy=0 ,1eR
=41

Las soluciones del sistema son x=1+4; y=0; z=A4, siendo 1 R.
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. _Cos2x+mx* -1
2. a) Calcula, si existe, el valor de m para que lim =3.

-0 sen (xz)

b) Calcula los valores de a, b, ¢ y d para que la funcién f (x) =ax’ +bx* +cx+d tenga un punto de
inflexion en el punto (0, 5) y la tangente a su gréfica en el punto (1, 1) sea paralela al eje X.

c) Calcula Le\/; In xdx (Nota: In = logaritmo neperiano)

a) Calculamos el valor del limite.

cos2x+mx’ -1 ¢0s2:0+m-0°-1 1-1 0

lim = — = Indeterminacién (L "Hopital) =
x>0 sen(xz) sen(Oz) 0 0 (L Hopital)
. 2(—sen2x)+2mx . —sen2x+mx _-sen2:0+m-0 0
=lim =lim = =—=
x>0 2x-cos(x2) x>0 x-cos(xz) O-cos(oz) 0

L _ —2C0S2X+m
= Indeterminacion (L"Hopital) = lim cos(x2)+x-2x(isen(x2)) =

. —2C0S2X+Mm -2c0s2-:0+m m-2
=lim = =m-2

x>0 cos(xz)—2xzsen(x2) B cos(Oz)—Z-Ozsen(Oz) 1

Igualamos este resultado a 3 y determinamos el valor de m.

m-2=3=[m=5|
Para que el limite valga 3 debe ser m=5.

b) La funcidn tiene un punto de inflexion en (0, 5), por lo que la derivada segunda es nula para x =
0y la funcién pasa por (0, 5), es decir, f(0)=5.

f (x)=ax’+bx*+cx+d
f(0)=5

}:a-03+b-02+c-0+d =5=[d =5

f(x)=ax’+bx’+cx+d = f"(x)=3ax’ + 2bx+c = f ”(x)=6ax+2b

f(x)=6ax+2b
f7(0)=0

}:>6a-0+2b:0:>2b:0:>

La funcion queda f (x)=ax’+cx+5.

La tangente a la gréafica de la funcion en el punto (1, 1) es paralela al eje X, por lo que la
pendiente de la recta tangente es 0 > f (1) =0. La funcién pasa por el punto (1, 1), lo que

significa que f (1)=1.
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f(x)=ax®+cx+5

fEI)) 1X e }:a-13+c-1+5=1:>a+c+5:1:>
f(x)=3ax’+c
(1) =0

}:>Ba-12+c:0:>3a+c:02>m

Reunimos estas dos ecuaciones en un sistema y lo resolvemos.

c=-a-4
c=-3a

__4_

=— =2|=[c=-3(2)=-6

}:—Ba:—a—4:>—2a:—4: a

Los valores buscados sona=2,b=0,c=-6yd=5.

c¢) Calculamos primero la integral indefinida.

Integracion por partes

J.\/;Inxdx: u=|nx—>du:£dx =
X
3/2 2X3/2

v = VXdx = v = [xdx = [ x¥%dx = 2 — =
\/_ ~ J‘\/_ '[ 3/2 3

2

_2X3/2 InX_JZXS/Z ldx_z X3
-3

3.
= Inx—g.[x2 1dx:
3 3 3

3 1
X In x—gszdx:
3 3

+K

3 3/2 3 3
2% 2.2 2J3x_lnx_4Jx_

3 3 3 9

Calculamos la integral definida.

r\/;In xdx{2\/)(_3Inx—4\/x_3}e :{zﬁlne—d'\/e_s}{z y In1— 4\/1_3}
1 3 3 3 9

9 9

1

NS 4Je_3+4_ 2/e*

9 9 9 | 9

4
+_
9

e 3
Hemos comprobado que L JX In xdx = Z\S/Be_ +g.
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3. Sear la recta que pasa por los puntos P(9,4,1) y Q(1,1,1). Dada la recta s: x2—1 = % _Z _15
a) Estudia la posicion relativa de las rectas r y s. Calcula, si se cortan, el punto de corte.
b) Calcula, si existe, la ecuacién implicita o general del plano que contiene a las rectas r y s.

c¢) Calcula la distancia del punto O(0, 0, 0) a la recta s.

a) Hallamos la ecuacion de la recta r.

P(9,4,1)er} Q(Lll)er } x=1-84
= _PG —ridy=1-32
Q(LLl)er [ v, =PQ=(111)-(9,4,1)=(-8,-3,0) -

Los vectores directores de las rectas no tienen coordenadas proporcionales.

x-1 vy z-5 —
—_—= = =(2,1,-1 _
R il G N JE

Las rectas se cortan o cruzan.
Calculamos el valor del producto mixto [uivfﬁ] siendo R un punto de la recta s.

-1

s X-1_y_2-5_ ju=(21-1)
2 1 R(L0,5)

= PR=(1,0,5)-(9,4,1) =(-8,-4,4)

[ =(-8-30)
P(9,4,1)
2 1 -
[U,v,PR|=|-8 -3 0[=-24+0-32+24+32-0=0
8 -4 4

Como el producto mixto es nulo las rectas se cortan (coinciden en un punto y pertenecen al
mismo plano). Calculamos el punto C de corte de ambas rectas resolviendo el sistema formado
por sus ecuaciones.

x=1-81
r.-sy=1-34
X

1-84-1 1-314 1-5
p— = =

7=1 = 41=1-31=4=
2 1
g X1 y_z-%
2 1
DY SN . S x=1-8(-1)=9
= B =1y=1-3(-1)=4=1C(9,4,1)

1—31:4%—31:3:»4:%?1 7-1
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El punto C de corte de las rectas r y s tiene coordenadas C(9, 4,1) .

b) El plano que contiene a las rectas r y s tiene como vectores directores los vectores directores de
las rectas y contiene el punto Q(l,l,l) de larectar.

& x-1 y-1 z-1
=( 1-1) t=>z: 2 1 -1|=0=8(y-1)-6(z-1)+8(z-1)-3(x-1)=0=

_ :( 0) -8 -3 0

—=8y-8-62+6+82-8-3x+3=0= ;z:—3x+8y+22—7:0|

El plano m que contiene ambas rectas tiene ecuacion z:—-3x+8y+2z—-7=0.

c) Para hallar la distancia del punto O a la recta s hallamos el plano perpendicular a la recta que pasa
por O. En un segundo paso hallamos el punto O” de corte de recta y plano. Y por ultimo la distancia

de O ar es la distancia entre los puntos O y O” (el modulo del vector O—O').

_—~0
] |
0’ §
e R
Primer paso:
0(0,0,0)ex 0(0,0,0)ex
. = =0+0+0+D=0=|7:2x+y-2=0
n=u,=(21-1)] 2x+y-z+D=0
Segundo paso:

. Xx=1+2a
x=1_y_z2-5_ Ju=(21-1)
Si——==-=——>=5: =>siy=«a

2 1 -1 R(1,0,5)
Z=5-«

=2(1+2a)+a—(5-a)=0=2+4a+a-5+a=0=>
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d(0,5)=d(0,0')=[00] = \/22 +@2 +(_

72

La distancia del punto O(0, 0, 0) a la recta s vale — =

) -

4.94

2

— =4.94 unidades

unidades.
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4. En una fabrica hay tres maquinas A, B y C que producen la misma cantidad de piezas. La
maquina A produce un 2% de piezas defectuosas, B un 4% y C un 5%.

a) Calcule la probabilidad de que una pieza elegida al azar sea defectuosa.

b) Si se elige una pieza al azar y resulta que no esta defectuosa, ¢cudl es la probabilidad de que
fuera producido por la maquina A

Si las maquinas producen la misma cantidad de piezas la probabilidad de que una pieza sea
fabricada por A, B o C es de 1/3. Realizamos un diagrama de &rbol.

Pieza defectuosa
P(D/A) = 0.02

Maquina A
P(A)=1/3

Pieza sin defectos
P(D¢/A) = 0.98

Pieza defectuosa

(. P(D/B) =0.04
Piezas, maquinas Maquina B
y defectos P(B)=1/3
Pieza sin defectos
P(D¢/B) = 0.96
Pieza defectuosa
- P(D/C) =0.05
Maquina C
P(C)=1/3
Pieza sin defectos

AN NIAN

P(DS/C) = 0.95

a) Nos piden calcular P(D). Aplicamos el teorema de la probabilidad total.

P(D)=P(A)P(D/A)+P(B)P(D/B)+P(C)P(D/C)=

= l-0.02 +1-0.04+£0.05 _| AL =0.03667
3 3 3 300

La probabilidad de que una pieza elegida al azar sea defectuosa es S =0.03667.

b) Nos piden calcular P(A/ D¢ ) Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de Bayes.

P(AnD®) B P(A)P(D°/A) 2'0-98 [o8

P(A/D%)= = = =0.3391
( ) P(DC) 1—P(D) 1- 11 289
300
La probabilidad de que una pieza no defectuosa fuera producida por la maquina A tiene un valor

de 28 _ 03391
289
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ABAU Junio 2018

Proba de Avaliacién do Bacharelato

COMISION INTF'RI'.\'I‘-:R*&IT.\RI.-I ICIA para 0 ACCG%O é_ UniverSidade
ysC =2 XUNO 2018

MATEMATICAS Il

(Responde sé os exercicios dunha das opcions. Puntuacién maxima dos exercicios de cada opcion:
exercicio 1 = 2 puntos, exercicio 2 = 3 puntos, exercicio 3 = 3 puntos, exercicio 4 = 2 puntos)

Cddigo: 20

OPCION A

. m m+4 ..
1. a) Dada la matriz M = ( 1 1 ] calcule los valores de m para que la matriz inversa de M sea

v,
4

b) Dadas las matrices A=(-1 0 1), B=(3 0 1)y C=(4 -2 0), calcule la matriz X
que verifica: B'-A-X +C'= X, siendo B' y C' las transpuestas B y C respectivamente..

2. a) Calcula: los intervalos de crecimiento y decrecimiento y maximos y minimos relativos de
x—1
f(x)=

X2

b) Dibuja y calcula el area de la region limitada por la parabola y=x*—4x y larecta y =x—4.
(Para el dibujo de la parabola, indica: puntos de corte con los ejes, el vértice y la concavidad y
convexidad)

3. a) Determina el valor de A para que los puntos A(3,0,-1), B(2,2,-1), C(1,-2,-5) y

D(/I,G, —1) sean coplanarios y calcula la ecuacién implicita o general del plano que los

contiene.
b) Determina la posicion relativa de plano 7 :4x+2y—-3z-15=0 Yy la recta r que pasa por los

puntos P(—4,4,2) y Q(4,8,—4). Si se cortan, calcula el punto de corte.
c) Calcula el punto simétrico del punto P(—4, 4, 2) respecto del plano 7 :4x+2y—3z-15=0.

4. En las rebajas de unos grandes almacenes estan mezcladas para la venta 200 bufandas de la marca
A, 150 de la marca B y 50 de la marca C. La probabilidad de que una bufanda de la marca A sea
defectuosa es 0,01; 0,02 es el de la marca B y 0,04 si es de la marca C. Una persona elige una
bufanda al azar
a) Calcula la probabilidad de que la bufanda elegida sea de la marca A o defectuosa.

b) Calcula la probabilidad de que la bufanda elegida no sea defectuosa ni de la marca C.
c) Si la bufanda elegida no es defectuosa, cual es la probabilidad de que sea de la marca B.
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OPCIONB

3X—6y+mz=0
1. a) Discute, segun los valores del pardmetro m, el sistema de ecuaciones { x—2y+z=0
X+y=m
b) Resuélvelo, si es posible, cuando m=3.

e +ax+b si x<0

2. a) Calcula a 'y b para que la funcién f (x)= sea continua y derivable en

[

—-( 2+2) si x>0
2

x=0.
b) Calcula los vértices del rectangulo de drea maxima que se puede construir, si uno de los

vértices es O(0,0), otro esté sobre el eje X, otro sobre el eje Y y el otro sobre la recta
2x+3y =8.

c) Calcula J'Os x/X +1dx

3. a) Dado el plano 7:2x—y—-2z-3=0, calcula el valor de a para que la recta r que pasa por los
puntos P(a,a,a) y Q(1,3,0) sea paralela al plano .

b) Para a =1, calcula la distancia de r a .

c) Para a =1, calcula la ecuacion implicita o general del plano que es perpendicular a Ty
contiene ar.

4. a) Un examen tipo test consta de 10 preguntas, cada una con 4 respuestas de las cuales solo una es
correcta. Si se contesta al azar, ;cual es la probabilidad de contestar bien por lo menos dos
preguntas?

b) La duracion de un cierto tipo de pilas eléctricas es una variable que sigue una distribucion
normal de media 50 horas y desviacion tipica 5 horas. Calcula la probabilidad de que una pila
eléctrica de este tipo, elegida al azar, dure menos de 42 horas.
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SOLUCIONES

OPCION A

. m m+4 ..
1. a) Dada la matriz M = ( 1 1 ] calcule los valores de m para que la matriz inversa de M sea

Im.
4

b) Dadas las matrices A=(-1 0 1), B=(3 0 1)y C=(4 -2 0), calcule la matriz X que
verifica: B'-A-X +C'= X, siendo B' y C' las transpuestas B y C respectivamente..

a) Si la matriz inversa de M es %M debe cumplirse que %M ‘M =1.

1 1fm m+4\m m+4 10
“MM=l== = =
4 411 1 1 1 0 1

m>+m+4 m?>+4m+m+4 10
= =14 =
m+1 m+4+1 0 1

m’+m+4 m*+5m+4) (4 0
= = =
m+1 m+5 0 4

m=0
m2+m+4:4—>m2+m:0—>m(m+1):0—>{ :
m=—
—5+3 —m
—5+4/52 — 5+ e
={m?>+5m+4=0->m= StV5-16 543 | 2
2 2 -5-3
A |
2

m+1=0—>
m+5=4—m=-1

. . . 1
El Gnico valor de m para el que la inversa de la matriz M es ZM es m=-1.

b) Despejamos X en la ecuacion matricial.
B-A-X+C'=X=B"“A-X-X=-C'=(B"A-1)X=-C'=X :—(BtA—l)’lct

Comprobamos que la matriz B'A—1 tiene inversa y la calculamos.
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3 1 00 -3 0 3 00 -4 0 3
BtA—I=O(—101)—010=000— 1 0(=0 -1 0
1 0 01 -1 0 1 0 1 -1 0 O
-4 0 3
‘BtA—I‘: 0 -1 0/=0+0+0-3-0-0=-3%0—> Existe la inversa
-1 0 O
-4 0 -1 +—l 0 00 0 -1
Adjj 0 -1 0 0 O 30 3 0
L Adj(B'A-1) 3 0 0) 1 0 -1 -4 -1 |4 0
(B'A-1)"= i ) _4 N _
\BtA—l\ -3 3] |0 0 3 0 3 0
o -1 |4 -1 |4 o0
+ - +
-1 0 0 O 0 -1
0 0 3 0 O -1
t 1 -1
(BA—l) Z?o3ozo -1 0
-1 0 4 1/3 0 -4/3
Calculamos la expresion de la matriz X.
0 O -1 4 0 0
-1
X=—(BtA—I) Cl=—| 0 -1 0 ||-2|=-] 2 |=| -2
1/3 0 -4/3)l 0 4/3 -4/3
0
La matriz X solucion de la ecuacion matricial B'-A-X +C'=X es X =| -2
-4/3
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2. a) Calcula: los intervalos de crecimiento y decrecimiento y maximos y minimos relativos de
x—1

f(X)— 2

X

b) Dibuja y calcula el area de la region limitada por la pardbola y = x* —4x ylarecta y = x—4. (Para
el dibujo de la parébola, indica: puntos de corte con los ejes, el vértice y la concavidad y
convexidad)

a) El dominio de la funcion son todos los nimeros reales menos los que anulan el denominador.
Dominio = R —{0}.
Averiguamos cuando se anula la derivada de la funcién (puntos criticos).

L -2x(x-1) X -2x2 42X —XP 42X —X+2

f(X)z 2 :>f'(X) * N = N N

f’(x):O:_);:2:0:>—x+2:0:>

Estudiamos el signo de la derivada antes, entre y después de x =0 (excluido del dominio) y
x =2 (punto critico).

e Enelintervalo (—»,0) tomamos x =—1 y la derivada vale f'(—1)=_((;1))3+2=—3<0.

La funcién decrece en (—,0).

e Enelintervalo (0,2) tomamos x =1y la derivada vale f(1)= _1112 =1>0. La funcion
crece en (0,2).
. . . -3+2 -1
e Enelintervalo (2,+00) tomamos x =3y la derivada vale f"(3)= 3 =E<0' La

funcién decrece en (2, +oo).

La funcidn sigue el esquema siguiente.

\0/\

[

La funcion decrece en (—o,0)(2,+0) y crece en (0,2).
La funcién tiene un maximo relativo en x=2. La funcién no tiene minimo relativo.

b) Puntos de corte con los ejes.

x=0-— A(0,0)
X—4=0=>x=4->B(4,0)

y = x? —4x

i =X —4x=0=x(x-4)=0=
EjeOX - y=0

202 de 246 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

ABAU Junio 2018 Matemdticas Il en Galicia

=x?_4
Y=X T Ly 202-4.0=0= A(0,0)
EjeOY »>x=0
Veértice
y'=2x-4 4 )
y'=0 :>2x—4=0:>2x=4:>x=5:2:>y:2 —4-2:—4:>V(2,—4)

Concavidad y convexidad.
y=2x—-4=y"'=2>0
Al ser la segunda derivada positiva la parabola es convexa (V).

Hallamos los puntos de corte de la parébola y la recta.

2 5+./(-5)° 16
y=x—ax S X —AX=X-4=>X*-5Xx+4=0=x= (-5) =
y:x_4 2
5+3
543 T‘LX
2 5-3
= =X

.l>00NI—‘|><
|
IS

.l>|—\|><
|
w

..... =¥ _dx

Contando cuadraditos de 1 unidad cuadrada de area podemos decir que el area de la region del
plano encerrada entre las dos gréaficas tiene un valor entre 4 y 5 unidades cuadradas.
Calculamos su valor exacto usando el calculo integral.

3 2 4
Area=j4x—4—(x2—4x)dx=rx—4—x2+4xdx:r—x2+5x—4dx={—x—+5x——4x} -
1 1 1 3 2

1

3 2 3 2
B A S/ N DR B 0T W 1. S-S I =TT
3 2 3 2 3 3 2
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3. a) Determina el valor de X para que los puntos A(3,0,-1), B(2,2,-1), C(1L-2,-5) y
D(4,6, —1) sean coplanarios y calcula la ecuacion implicita o general del plano que los contiene.
b) Determina la posicion relativa de plano 7 :4x+2y—-3z-15=0 y la recta r que pasa por los
puntos P(—4,4,2) y Q(4,8,—4). Si se cortan, calcula el punto de corte.

c) Calcula el punto simétrico del punto P(—4,4,2) respecto del plano 7:4x+2y—-3z-15=0.

a) Hallamos la ecuacion del plano que contiene los puntos A, By C.

A8 - (2.2-1)-(30-1)~(-120) 3y e
E=(1, —2,—5)—(3,0,—1)=(—2,—2,—4) = -1 2 0 [=0=>
A(3,0,—1) er -2 -2 -4

= -8(x—3)+0+2(z+1)+4(z+1)-4y-0=0=

= -8X+24+27+2+47+4-4y=0=>

= -8X-4y+62+30=0=|7:4x+2y-32-15=0

Para que los puntos A, B, C y D sean coplanarios el punto D debe pertenecer al plano .

7 4X+2y—-3z-15=0
D(}t,6,—1)e7r

}:4z+12+3—15=0:>4z=0:>

Para A =0 los cuatro puntos son coplanarios.
El plano que contiene a los cuatro puntos es z:4x+2y—-3z—-15=0.

b) Hallamos la ecuacion de la recta que pasa por los puntos Py Q.

PQ =(4,8,-4)—(~4,4,2)=(8,4,-6)

N X=—4+4)
==PQ=(4,2,-3

73 Q= ) =riiy=4+22
P(-4,4,2)er 7=2-31

Planteamos el sistema formado por la ecuacion del plano y la ecuacién de la recta. Si la solucion
es Unica entonces plano y recta se cortan, si tiene soluciones infinitas entonces la recta esta
contenida en el plano y si no tiene solucidn la recta es paralela al plano.

7 4Xx+2y—-32-15=0

X=-4+41
r:qy=4+24
z2=2-31

:>4(—4+4),)+2(4+ 2/1)—3(2—3/1)—15:0:
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X=-4+4=0
= -16+164+8+41-6+941-15=0=2291=29= 1=1=|<y=4+2=6
z2=2-3=-1

La solucién del sistema es Unica y la recta corta al plano en el punto A(O, 6, —1).

c) El punto de corte de la recta que pasa por Py Q y el plano es el punto A que resulta ser el punto
medio del segmento PQ, por lo que el punto simétrico de P respecto del plano es el punto Q.
Comprobamos que la recta que pasa por Py Q corta perpendicularmente al plano.

7:4x+2y-32-15=0=n=(4,2,-3)

4 2 3 - o
>—=—=—=n||PQ=rlx
. 8 4 -6

PQ=(8,4,-6)
Comprobamos que el punto A es el punto medio del segmento PQ.

(—4,4,2) +(4,8, —4)

> =(0,6,-1)
+P
1 s
» 4
) 0

Hemos comprobado que el punto simétrico de P(—4, 4, 2) respecto del plano
7 4x+2y-32-15=0 esel punto Q(4,8,—4).
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4. En las rebajas de unos grandes almacenes estan mezcladas para la venta 200 bufandas de la marca
A, 150 de la marca B y 50 de la marca C. La probabilidad de que una bufanda de la marca A sea
defectuosa es 0,01; 0,02 es el de la marca B y 0,04 si es de la marca C. Una persona elige una
bufanda al azar

a) Calcula la probabilidad de que la bufanda elegida sea de la marca A o defectuosa.

b) Calcula la probabilidad de que la bufanda elegida no sea defectuosa ni de la marca C.

c) Si la bufanda elegida no es defectuosa, cual es la probabilidad de que sea de la marca B.

Sabemos que hay un total de 200 + 150 +50 = 400 bufandas.

En el monton de bufandas habra un 1 % de bufandas de la marca A defectuosas: 0.01 - 200 = 2
bufandas A defectuosas.

En el monton de bufandas habra un 2 % de bufandas de la marca B defectuosas: 0.02 - 150 = 3
bufandas B defectuosas.

En el monton de bufandas habra un 4 % de bufandas de la marca C defectuosas: 0.04 - 50 = 2
bufandas C defectuosas.

En el mont6n de 400 bufandas hay un total de 2 + 3 + 2 = 7 bufandas defectuosas.

a) De un total de 400 bufandas hay 200 bufandas de la marca A, 3 bufandas de la marca B
defectuosas y 2 bufandas de la marca C defectuosas. Aplicamos la regla de Laplace y tenemos

que la probabilidad pedida es 200+43+2 205 4l =0.5125.

400 400 80

b) Si la bufanda elegida no debe ser defectuosa ni de la marca C entonces debe ser no defectuosa de
la marca A o0 no defectuosa de la marca B.
De un total de 400 bufandas hay 200 — 2 = 198 bufandas no defectuosas de la marca Ay 150 — 3
= 147 bufandas no defectuosas de la marca B. Aplicamos la regla de Laplace y la probabilidad
198+147 345 _ oo

pedida es
400 400

c) Hay un total de 393 bufandas no defectuosas y de ellas 147 son de la marca B. Aplicando la regla

de Laplace tenemos que la probabilidad pedida es % =0.374.
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OPCION B
3X—6y+mz=0
1. a) Discute, segun los valores del pardmetro m, el sistema de ecuaciones { x—2y+z=0
X+y=m
b) Resuélvelo, si es posible, cuando m=3.
3 6 m
a) Este sistema tiene la matriz de coeficientes A={1 -2 1 | y la matriz ampliada
1 1 0
3 6 m O
A/B=|1 -2 1 0
1 1 0 m

Estudiamos el rango de la matriz de coeficientes y la matriz ampliada en funcion del valor de m.
Triangulamos la matriz ampliada usando el método de Gauss.

3 6 m O 1 -2 1 0
A/B={1 -2 1 O :>{Fi|a23<—> Filala}:> 3 6 m 0|>
1 1 0 m 1 1 0 m
Fila 32 — Fila 12 Fila 22 — 3-Fila 12
1 1 0 m 3 -6 m 0
=
-1 2 -1 0 -3 6 -3 0

0 3 -1 m—Nuevafila3®| {0 0 m-3 0— Nuevafila2?

A/B
1 -2 1 0 1 -2 1 0
=0 0 m-3 O :>{Fi|a23<—> FiIaBa}:> 0 3 -1 m
0 3 -1 m 0 0 m-3 O
N

A

Estudiamos cuando se anula el determinante de la matriz A.

1 -2 1

-1 |=3(m-3)=0=[m=3|

0 0 m-3

Estudiamos dos casos diferentes.

CASO 1l m=3
En este caso el rango de las matrices A 'y A/B es 3 igual que el nimero de incognitas (3). El
sistema es compatible determinado (solucion Unica).
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CASO 2. m=3

A/B
1 -2 1 0
En este caso la matriz equivalente a la matriz ampliada A/B queda |0 3 -1 3.
0 0 0 O

| —
A

El rango de la matriz A y el de la matriz A/B es 2. Los rangos son iguales, pero menores que
el nimero de incognitas (3). El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

Resumiendo: Para m = 3 el sistema es compatible determinado y para m=3 el sistema es
compatible indeterminado.

b) Si m=3 el sistema es compatible indeterminado.
Buscamos las soluciones a partir del sistema equivalente obtenido en el apartado anterior.

A/B
1 -2 1 0
0 3 -1 3|=
0 0 0 O

|
A

x—2y+z:0} X—2y+2=0

= =>X-2y+3y-3=0=
3y-z=3 3y-3=z

X=3-1
=>X=3-y=>Ry=4 AelR
z2=-3+31

Las soluciones del sistema son x=3-4; y=4; z=-3+34, siendo 4 R.
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“+ax+bsi x<0

e2
2. a) Calculaay b para que la funcion f (x)=11 , _ sea continua y derivable en
—-(x +2) si x>0
2
x=0.
b) Calcula los vértices del rectangulo de area maxima que se puede construir, si uno de los vértices
es O(0,0), otro esta sobre el eje X, otro sobre el eje Y y el otro sobre la recta 2x +3y =8.

c) Calcula jos /X +1dx

a) Para que la funcion sea continua en x =0 debe cumplirse que f (0)=lim f (x)=lim f (x).

x—0~ x—0"

£(0)=

lim f (

x—0"

1

E'(02+2)=1

X)=lime* +ax+b=e’+a-0+b=b+1
0 . =b+1=1=[b=0]

lim f (x) = lim =(x* +2) =1

x—0* x—0"

£(0)=lim f(x)=lim f ()

x—0" x—0"

2e* +asi x<0

La derivada de la funcionen R—{0} es f"(x)=41 , N
E( X)=Xsi x>

Para que la funcion sea derivable en x =0 deben coincidir las derivadas laterales.

f'(O’)z lim f(x)=lim2e* +a=2e’+a=a+2

x—0" x—0"
f’(O*):XILrEf’(x)leirglx:O —a+2=0=[a=-2]

fr(07)="f"(0)
Los valores a 'y b para que la funcion sea continua y derivable en x=0 sona=-2yb =0.

b) Consideramos que el rectangulo se sitla en el primer cuadrante. Pues en el segundo y cuarto

cuadrante el area del rectangulo puede ser tan grande como se quiera, no existiria un rectangulo
de area maxima.

N

\\2\— +3y=8

v {x, 1)
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1

La situacion en el primer cuadrante es la que refleja el dibujo.

~N

(x,7)

2x+3y=8

} N
N

X

El area del rectangulo es A(x, y) =Xy . Como uno de los vértices esta sobre la recta se cumple

2Xx+3y=8=y= 8_—32)( . Lo aplicamos en la expresion de la funcion area.

A =
(xy)=xy 8—2x 8x—2x?
g—2x (= A(X)=x =
3
5 L 8x—2x> .
La expresion de la funcion area es A(x) = T; siendo 0<x<4.

Buscamos los puntos criticos de la funcién.

8x —2x? ,
A(X):T:A(X): 3

:>8_34X=0:>8—4x:0:>

Sustituimos x =2 en la segunda derivada.
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, 8—4x . —4 . —4
A(X)= =>A"(X)=—=A"(2)=—<0
()== = A () =5 = A" (2)=~
Al ser la segunda derivada negativa la funcion tiene un méaximo relativo en x=2.
8-22_4
3 3
El rectangulo de area méxima cumpliendo lo pedido en el ejercicio tiene sus vértices en O(0, 0)

az 05[22 [0

c) Calculamos primero la integral indefinida.

Para este valor de x tenemos que y =

Cambiode variable

[xfx+ldx = x+1=t=dx=dt = [(t-1)<tdt=[tvtdt—[idt=

Xx=t-1

tl+3/2 tl+l/2 2 2
1+3/2 1+1/2 5 3

{Cambio de variable

Lot }:é\/(x+1)5—§\/(x+1)3+K

Usamos lo obtenido para determinar el valor de la integral definida.

3

E x/X +1dx = E\/(x +1)° —g\/(x+1)3} =

0

TN EETH RN CRTEEN TR R

2 2 2 2 |116
e S /LR it
5J_ 3\/_ 5 3 |15
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3.a) Dado el plano 7:2x—y—2z-3=0, calcula el valor de a para que la recta r que pasa por los
puntos P(a,a,a) y Q(1,3,0) sea paralela al plano .
b) Para a = 1, calcula la distancia de r a .

c) Para a =1, calcula la ecuacién implicita o general del plano que es perpendicular a Tt y contiene
ar.

a) Hallamos la ecuacion de la recta r que pasa por los puntos Py Q.

- x=1+(1-a)4
vV, = PQ:(1,3,0)—(3’313):(1_a’3_a’_a)}:> r:yy=3+(3-a)l
Q(L3,0)er z2=-ad

Para que la recta sea paralela al plano el vector normal del plano y el vector director de la recta
deben ser perpendiculares, es decir, su producto escalar debe ser nulo.

712x-y-22-3=0->n=(2,-1-2)
v, =(1-a,3-a,-a) =(2,-1,-2)(1-a,3-a,-a)=0=

nlv, —>n-v, =0

—2-2a-3+a+2a=0=[a=1]

Sabemos que para a=1 la recta y el plano son paralelos o la recta est4 contenida en el plano.
Comprobamos que el punto Q(l, 3, 0) perteneciente a la recta no esta en el plano, con lo que recta
y plano serian paralelos.

m:2X—y—-22-3=0

=¢2:1-3-2.0-3=0?={2-3-3=0!
(;Q(1,3,0) ern?
Para a=1 larectay el plano son paralelos.

b) Calculamos la distancia de la recta al plano como la distancia del punto Q perteneciente a la recta
al plano.

m:2X—y—-22-3=0
Q(1,3,0)

}:d(r,;z)=d(Q,;r)= [21-3-20-3 =%unidades

J2 +(-1) +(-2)

c) El plano m” perpendicular a Tt y que contiene a r contiene al punto Q de la recta y tiene como
vectores directores el vector director de la recta y el normal del plano.
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7:2x-y-22-3=0->n=(2,-1,-2)
v, =(1-1,3-1,-1)=(0,2,-1)

G:ﬁ:(z,—l,—z) x-1 y-3 z
v=v,=(0,2,-1) =z 2 -1 -2/=0=
Q(L30)ex’ o 2 -1

= X-1+47+2y-6+4x-4=0=|7":5x+2y+4z-11=0

El plano buscado tiene ecuacion z":5x+2y+4z-11=0.
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4. a) Un examen tipo test consta de 10 preguntas, cada una con 4 respuestas de las cuales solo una es
correcta. Si se contesta al azar, ¢cual es la probabilidad de contestar bien por lo menos dos
preguntas?

b) La duracién de un cierto tipo de pilas eléctricas es una variable que sigue una distribucién normal
de media 50 horas y desviacidn tipica 5 horas. Calcula la probabilidad de que una pila eléctrica de
este tipo, elegida al azar, dure menos de 42 horas.

a) Llamamos X a la variable aleatoria que cuenta el nimero de respuestas correctas a un test de 10
preguntas. Esta variable es una binomial, pues las respuestas son al azar, siendo la probabilidad
de acertar una preguntade p=1/4y n=10. X =B(10, 0.25).

Nos piden calcular P(X >2).

P(X22)=1-P(X <2)=1-[P(X =0)+P(X =1)|=

10 10
:1—[[0 jO.ZSO -0.75" +[1 j0.25l -0.759} :1—[0.7510 +10-O.25-O.759] =10.756

La probabilidad de que una persona que responde al azar a un test de 10 preguntas conteste bien
por lo menos dos preguntas tiene un valor aproximado de 0.756.

b) X = La duracion de un cierto tipo de pilas eléctricas (en horas). X = N(50, 5)

Nos piden calcular P(X < 42) . 42 es menor que la media (50) menos la desviacion tipica (5),
por lo que la probabilidad debe tener un valor pequefio.

42-50

P(X <42)={Tipificamos} = P(Z <

j:P(Z <-1,6)=

Miramosenla

=P(Z>16)=1-P(Z<16)= {tabla N(0,1)

} =1-0.9452 =|0.0548
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ABAU Septiembre 2017
Proba de Avaliacion do
COMISION INTERUNIVERSITARIA DE GALICIA BaChareIato Cédigo: 20

= = para o Acceso a Universidade
Ve = SETEMBRO 2017

MATEMATICAS II

(Responde sé os exercicios dunha das opcions. Puntuacién maxima dos exercicios de cada opcion:
exercicio 1 = 2 puntos, exercicio 2 = 3 puntos, exercicio 3 = 3 puntos, exercicio 4 = 2 puntos)

OPCION A
10
. 11 -3
1. Dadas las matrices A=| k 1|; B= :
31 -1
11
a) Determina, segun los valores de k, el rango de las matrices AB y BA.
0
b) Para k =0, determina las matrices X que verifican ABX =| 0 |.
0
2X 2X
2. 8) Caleula: i) fim XT3+ iy fjm X3
X—>—00 X+e X—>+0 X+e

b) La derivada de una funcién f (x), que tiene por dominio (0, ),y f’(x)=1+Inx. Determina la
funcion f (x) teniendo en cuenta que su grafica pasa por el punto (1, 4).

c) Determina, si existen, los maximos y minimos relativos de f (x)

X+y-2z-1=0
3. Sear la recta que pasa por los puntos (0,1, 3) y (1,1, 1) y s: y—27=0

a) Estudia su posicidn relativa.
b) Es s paralela al plano YZ? ;(Esta contenida en dicho plano?
c) Calcula la distancia de la recta r al plano 7:2x+z=0.

4. Sean A'y B dos sucesos con P(A)=0.7; P(B)=0.6 y P(AuB)=0.9
a) ¢Son Ay B sucesos independientes? Justifica la respuesta.
b) Calcula P(A— B) y P(A/E). (Nota: B suceso contrario o complementario de B).
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OPCIONB

3x-2y =0
1. a) Discute, segun los valores del pardmetro m, el sistema de ecuaciones { x— y+z=m
X+my—2z=m
b) Resuélvelo, si es posible, cuando m=0.

2. Dada la funcion f (x) :%|x|
_l’_

a) Estudia, en x =0, la continuidad y derivabilidad de f (x)
b) Determina los puntos de la gréafica de f (x) donde la recta tangente es paralela a la recta
x—4y =0 y determina las ecuaciones de dichas rectas tangentes.

¢) Calcula j_ol f(x)dx.

X=1-A+3u
X+2z-3=0
3. Dados los planos « :2x—2y+4z—-7=0; f:sy=5+A+u ylarectar: E_p
74+ -y y=e=

a) Estudia la posicion relativa de los planos a y 5. Calcula la distancia entre ellos.

b) Calcula la ecuacidn implicita o general del plano que es perpendicular a @ y contiene a la recta r.
c) Sean P y Q los puntos de interseccion de la recta r con los planos XY e YZ respectivamente.
Calcula la distancia entre P y Q.

4. Las ventas totales diarias en un restaurante pequefio son una variable que sigue una distribucion
normal de media 1220 € al dia y desviacion tipica 120 € al dia.

a) Calcula la probabilidad de que en un dia elegido al azar las ventas superen los 1400€.

b) Si el restaurante debe vender al menos 980 € al dia para cubrir gastos, ;cual es la probabilidad de
que en un dia elegido al azar el restaurante no cubra gastos?
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SOLUCIONES
OPCION A
10
. 11 -3
1. Dadas las matrices A=|k 1|;B= ,
31 -1
11
a) Determina, segun los valores de k, el rango de las matrices AB y BA.
0
b) Para k =0, determina las matrices X que verifican ABX =| 0 |.
0
a) Obtenemos la expresion de las matrices AB y BA.
10 L1 3 1+0 1+0 -3+0 1 1 -3
AB=|k 1 [3 1 J= k+3 k+1 -3k-1|=|k+3 k+1 -3k-1
11 1+3 1+1 -3-1 4 2 -4

10
11 -3 1+k-3 0+1-3 k-2 -2
31 -1 11 3+k-1 0+1-1 k+2 0

Calculamos el determinante de la matriz AB y averiguamos cuando se anula.

1 1 -3
|AB|=|k+3 k+1 —3k-1=
4 2 4

= MK —4- T —4— Bk —18+ J2K +12+ 4K +12+ Bk +2=0

Como su determinante es nulo la matriz AB tiene rango 2 o 1. Consideramos el menor de orden

11
2 que surge de quitar la segunda fila y la tercera columna -> ‘4 o= 2—-4=-2%0.

Al ser no nulo el rango de la matriz AB es 2.
Calculamos el determinante de la matriz BA y averiguamos cuando se anula.

k-2 -2

[BA=
k+2 0

‘:2(k+2)=0:>

Si k es distinto de —2 el rango de BA es 2, pero si k =—2 el determinante es nulo y su rango es 1.
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11 -3
b) Para k =0la matriz AB queda AB={3 1 -1].
4 2 -4

0 1 1 -3)\x 0 X+y—-3z=0
El sistema de ecuaciones queda ABX =|0|=|3 1 -1|y|=|0|=3x+y-z=0
0 4 2 4)\z 0 4x+2y—-4z=0

Observamos que si sumamos la primera y la segunda ecuacion obtenemos la tercera, por lo que
X+y-32=0
3X+y—-2z=0

el sistema se reduce a dos ecuaciones: } Lo resolvemos.

X+y-3z=0 y=32-X
= =3X+37-X-2=0=2x+22=0=>

3X+y-z=0 3X+y-z=0
X=—a

= Xx+2=0=|x=-12|=|y=32-(-2)=4z|=> y=4da;acR
I=a

-
Las matrices que cumplen lo pedido son X =| 4« |, siendo a cualquier valor real.

(21
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o X+3e*
2. a) Calcula: i) lim -
x>0 X 4

L X+ 3
;) lim >
x>+ X+

b) La derivada de una funcién f (x), que tiene por dominio (0, ),y f’(x)=1+Inx. Determina la
funcién f (x) teniendo en cuenta que su grafica pasa por el punto (1, 4).

c) Determina, si existen, los méximos y minimos relativos de f (x).

a) 1)
X+ 3 00 +
2x 2 - _
l X+362 = lim —&—= +0 = oojL(J:f:Indeterminacic')n (L "Hopital)=
x>0 X4e7 X 1 1 _—0+0 o
-2X 0+ —
+00
6 6
C1gee . row M- 140
=i —=lim =5 =1 0=
X—>—0 X—>—00
1+2e 1 - 142 +
+00
i)
2x
. X+ +00 + . » .
lim BeZX = T27% _ 2 _ Indeterminacion (L Hopital)=
Xoto X+ € 400400
. 1+6e* 140 o . . . . 12e% )
= lim = = — = Indeterminacién (L Hdpital) = lim — lim3=[3
x>+0]42e” 1+ o ( P ) x>0 42X x>

b) La funcién f (x) es la primitiva de f“(x)=1+Inx que pasa por (1, 4).
Calculamos la integral de la derivada.
Integracion por partes

=x(1+In x)—fx%dx:

1+Inx:u—>ldx=du
X

dx:dv—>v:jdx:x

f (x)=If’(x)dx:I1+ln xdx =

:x+x|nx—_[dx:x+x|nx—x:xlnx+C

La funciones f (x) =XInx+C . Como debe pasar por el punto (1, 4) debe cumplirse que
f(1)=4.
f(x)=xInx+C

—1In1+C=4=C=4
f(1)=4 }

La funcion tiene la expresion f (x) =xInx+4.

c¢) Buscamos los puntos criticos de la funcion f (x) =xInx+4.
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f’(x):lnx+x1:1+lnx
X =1+Inx=0=Inx=-1=|x=e"=

|
IN
oD |

f’(x)=0
Sustituimos este valor en la segunda derivada.

f(x)=1+Inx= f”(x)=l:> f”(l): =e>0

X

@ ||~

Al ser positiva la segunda derivada la funcion presenta un minimo relativo en x==.
e

Como f (e‘l) =e'Ine’+4=e"(-1)+4= 4—1 las coordenadas del minimo relativo de la
e

funcién son [1, 4—1)
e e

=Y

=2} L

Be]
e

/

/

5 / flx)=xlnx+4 ...

(=}

di

[¥¥)

(3%

b

-1 1/e 2 ] 4

(=
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X+y—-2z-1=0
3. Sear la recta que pasa por los puntos (0, 1,3)y (1,1,1) y s: y_22-0
a) Estudia su posicion relativa.
b) Es s paralela al plano YZ? ;Esta contenida en dicho plano?

c) Calcula la distancia de la recta r al plano 7:2x+z=0.

a) Hallamos un vector director y la ecuacién de la recta r.

VT :(1’1’1)_(011’3) =(1,0,—2) X=1l+a
=riy=1 ;aelR
R‘(]"l’l)er -

Hallamos un vector director de la recta s.

X+y—2z-1=0 X+y—2z-1=0
S: = =>X+272-27-1=0=x=1=

y—-2z=0 y=2z

=s:qy=214; 1eR=
i Qs(l,0,0)eS

- {ui ~(0.21)

Las coordenadas de los vectores directores de ambas rectas no son proporcionales, por lo que las
rectas no son ni paralelas ni coincidentes.

u,=(021) [ o0 2 1
)[T1707 2

- #or—
v, =(1,0,-2

Las rectas se cortan o cruzan. Hallamos el valor del producto mixto [us,v,, P,QSJ :

PQ. =(1,0,0)-(L11)=(0,-1,-1)

u, =(0,2,2) 0 2 1
v,=(10,-2)  t=[u,v,RQ[=[L 0 -2=0+0-1-0+2-0=120
PQ.=(0-1-1) 0 A

Como el producto mixto es no nulo las rectas se cruzan.

b) El plano YZ tiene ecuacion x=0. Tiene como vector normal n= (1,0,0).

Para que la recta s sea paralela al plano YZ el vector director de la recta y el normal del plano
deben ser perpendiculares, es decir, su producto escalar debe ser nulo.
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n=(400)| . _. B B
l(Qz’l)}—m-us(l,o,o)(o,2,1)0+0+oo

La primera condicion se cumple, pero falta comprobar si el punto Q, (1, 0, 0) de la recta
pertenece al plano o no.

¢Q,(1,0,0)eYZ?={Plano YZ : x=0} = ;1=0?

No es cierta la igualdad y el punto Qs no pertenece al plano YZ, por lo que la recta s es paralela

al plano.
La recta s no esta contenida en el plano.

c) Comprobamos que la recta r es paralela al plano y que tiene sentido hallar la distancia.
Comprobamos que el vector director de la recta y el normal del plano son perpendiculares.

:2x+z2=0=n=(2,0,1 .
i =n=20N| L (2,01)(10,-2)=2-2-0
v, =(1,0,-2)

La recta r es paralela al plano y la distancia de la recta al plano es el valor de la distancia de
cualquier punto de la recta, por ejemplo, P. (1,1,1) al plano.

}:d(r,n)=d(e,z)=ﬂ-i

V22 4+0%+12 5

R(l,l,l)er
7.2X+2=0

. . : 3 .
La distancia de la recta r al plano 7 :2x+z =0 tiene un valor de ﬁ unidades.
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4. Sean A'y B dos sucesos con P(A)=0.7; P(B)=0.6 y P(AuB)=0.9
a) ¢Son A 'y B sucesos independientes? Justifica la respuesta.
b) Calcula P(A-B)y P(A/E). (Nota: B suceso contrario o complementario de B).

a) Calculamos la probabilidad de la interseccion de Ay B.

= 0.9=0.7+06-P(ANB)=[P(ANB)=04

Para que A y B sean sucesos independientes debe cumplirse: P(AnB)=P(A)P(B).

P(ANB)=0.4

P(A)P(B):O.7-0.6:0.42}:> P(ANB)=04+042=P(A)P(B)

Los sucesos A 'y B no son independientes.
b) Calculamos P(A-B)= P(Amg) .
P(A)=P(ANB)+P(ANB)=0.7=04+P(AnB)=P(ANB)=03
Hemos comprobado que P(A— B) = P(Amg) =0.3.
Calculamos P(A/E). Aplicamos el teorema de Bayes.

_\ P(AnB) P(ANB) o3
P(A/B)= P(B) 1-P(B) 1-06

=0.75

Hemos comprobado que P(A/g) =0.75.

223 de 246 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

ABAU Septiembre 2017 Matemadticas Il en Galicia

OPCIONB

3x-2y =0
1. a) Discute, segun los valores del pardmetro m, el sistema de ecuaciones { x— y+z=m

X+my—2z=m

b) Resuélvelo, si es posible, cuando m=0.

3 -2 0
a) Este sistema tiene la matriz de coeficientes A=|1 -1 1 |y la matrizampliada
1 m -2

3 -2 0 O
A/B=|1 -1 1
1 m -2 m

Comprobamos cuando se anula el determinante de A.

3 -2 0
|A|=1 -1 1|=6-2+0-0-4-3m=-3m
1 m -2

|A=0=-3m=0=[m=0|

Analizamos dos situaciones diferentes.

CASO 1. m=0.

En este caso el determinante de la matriz A es no nulo y su rango es 3, al igual que el rango de

la matriz A/B y el nimero de incdgnitas. Es sistema es compatible determinado (una Unica
solucién).

CASO 2. m=0
En este caso el determinante de A es nulo y su rango es menor de 3.

Triangulamos la matriz ampliada usando el método de Gauss para estudiar el rango de Ay
A/B con més facilidad.

3 2 0 0 Fila 32 — Fila 22
A/B=|1 _1 1 0 10 =20
ol ~i21 1 -1 0
1 0 -2 0

0 1 -3 0— Nuevafila3?
3-Fila 22 —Fila 12

3 -3 3 0 3 2 0 O
3 2 00 =0 -1 3 0|
0 1 -3 0

0 -1 3 0— Nuevafila2?
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Fila 32 + Fila 22 SR R
01 s 3 20 0
0 1 3 o ~lo -1 3 0
0 0 0 0 nNuevafilaz| |22 90

A

Los rangos de la matriz A y de la matriz A/B son iguales a 2. Los rangos son iguales, pero
menores que el nimero de incognitas (3). El sistema es compatible indeterminado (infinitas
soluciones).

Resumiendo: Para m=0 el sistema es compatible determinado y para m=0 el sistema es
compatible indeterminado.

b) Si m=0 el sistema es compatible indeterminado.
Buscamos las soluciones a partir del sistema equivalente obtenido en el apartado anterior.

A/B

——
3 -2 00

3x-2y=0 3x-2y=0
0 -1 3 0= = =3x-2(3z)=0=>
-y+3z=0 3z=y
0 0 0O
—
A
X=24
=>3X=62=>x=22=|{y=34; 41€R
z=41

Las soluciones del sistema son x=24; y=31; z=A1, siendo 1eR.
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2. Dada la funcion f (x) :%|X|
+

a) Estudia, en x =0, la continuidad y derivabilidad de f (x)

b) Determina los puntos de la gréafica de f (x) donde la recta tangente es paralela a la recta
x—4y =0 y determina las ecuaciones de dichas rectas tangentes.

¢) Calcula j_ol f(x)dx.

a) Obtenemos la expresién de la funcién como una funcion a trozos.

« 1— si x<0
f(x)=rm=1" "
1+|X| X si x>0
1+X
Estudiamos la continuidad de la funcionen x=0.
0
f(0)=——=0
() 1+0
. . X 0 . .
i 0= I " Teg O R 0= fip ()= 1(0)=0
lim £ (x)=lim =2~
X—0~ x»001—X 1-0
La funcién es continuaen x=0.
Estudiamos la derivabilidad en x=0.
1-(1-x)—(-1)-x .
X six<0 X (2 Px_ z S x<0
1-x , (1-x) (1-x)
f(x)= = f'(x)=
X six>0 LIe)-bx 1 Gyso
1+X (1+x) (1+x)
£7(07) = lim £"(x) = lim 1 =1
x—0" x—0 (1+X)
. — f (o+)=f (o-)=1
£7(07)=1lim f"(x) = lim ;=1
x—0" x—0" (1_ X)

La funcién es derivable en x=0.

b) Averiguamos la pendiente de la recta x—4y =0.

x—4y=0:>4y=x:>y=%x:> pendiente:%
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Como la pendiente de la recta tangente en x =a es el valor de f '(a) , debemos buscar un valor

66 2

para el que se cumpla f~ ( ) = %

L 2:1—>(1—a)2:4—> 1-a=2-a=—1
1 |(1-a) 4 l-a=-2—>a=3¢(-x,0)
f,(a):Z:>
l+a=2 =1
1 2:1—>(1+a)2:4—> +a=2-a=1]
(1+a)” 4 l+a=-2—>a=-3¢(0,+x)

(-1)= 1_+11 _?1
f (—1):% Sy+o==(x+)=>y="x+>-== y:—x—E
y—f(-1)=f"(-1)(x+1)

1 1
f(l)=—==
() 1+1 2
f (1)=% :y—E:%(x—l):y:—x——Jr—: y:%x+1
y—f(1)=f"(1)(x-1)
c) La funcion entre -1y O tiene la expresion f (x)= ﬁ
Calculamos primero la integral indefinida.
jf(x)dx: de:Jx_Hldx:JX—ldx 1 o=
1-x 1-x 1-x 1-x
1-x
:_Jﬁd —dx_—.[dx —dx_—x In(1-x)+C

Calculamos la integral definida.
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X=1-1+3u
X+2z2-3=0
3. Dados los planos «:2x—2y+4z—-7=0; f:1y=5+A+u ylarectar: E_p
74+ A—-u y=e=

a) Estudia la posicion relativa de los planos a y . Calcula la distancia entre ellos.

b) Calcula la ecuacion implicita o general del plano que es perpendicular a « y contiene a la recta .

c) Sean P y Q los puntos de interseccién de la recta r con los planos XY e YZ respectivamente.
Calcula la distancia entre Py Q.

a) Obtenemos el vector normal de cada uno de los planos.

a:2x—2y+4z2-7=0=>n=(2,-2,4)

X=1-1+3u G- 1,111) o i
Liiy=5+A+u =4._ =n=uxv=-1 1 1|=
rarsu V=327 s 1

——i+3j—k—3k— j—i=—2i+2]—4k=(-2,2,-4)

Los vectores normales tienen coordenadas proporcionales y los planos son paralelos o
coincidentes.

Hallamos un punto del plano 8 y comprobamos si pertenece al plano a.

X=1-1+3u
B:qy=5+A+u =P(L54)ep
2=4+A-u

a.2x-2y+4z-7=0

'P(154) 5 }:><',2-1—2-5+4-4—7:O?:>¢2—1O+16—7:17&0?
¢P(L54)ea”

La igualdad no es cierta y los planos a y 8 son paralelos.

La distancia entre los planos paralelos es la distancia de un punto del plano B, por ejemplo
P(l, 5,4) al plano a.

P(1,5,4)e,8
a:2X-2y+4z-7=0

}:>d(a,,3)=d(P,a)=|2_2'5+4-4_7|= L =ﬁunidades
J2 (o) v N2 112

b) El plano  perpendicular a a y que contiene a r contiene un punto P de la recta y tiene como
vectores directores el vector director de la recta y el normal del plano.
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Hallamos un punto y un vector director de la rectar.

Xx=3-24
{x+22—3:0 {x:3—22 P(3,50)er
r: = =>r:qy=>5 ==
y-5=0 y=5 v, =(-2,0,1)
Determinamos la ecuacion del plano .
U=I’1:(2,—2,4) X_3 y_5 Vi
v=v,=(-201)=77 2 -2 4=0=-2x+6-8y+40-4z-2y+10=0=
P(350)ex -2 0 1

= -2X-10y-4z+56=0= |7 :X+5y+22-28=0

El plano buscado tiene ecuacion z:x+5y+2z—-28=0.

c¢) Hallamos los puntos P y Q interseccion de la recta r con los planos XY e YZ.

X+22-3=0
: Xx—3=0 X=3
y—-5=0 = = = P(3,5,0)
y-5=0 y=>5
Plano XY - z=0
X+22-3=0 3
: 22-3=0 1=— 3
y—-5=0 = = 2=0]|0,5—=
y-5=0 2
PlanoYZ — x=0 y=>5

Los puntos tienen coordenadas P(3, 5,0) y Q(O,S,gj.

La distancia entre ellos es el médulo del vector PQ.

3

PQ- (o, 5 g)—(s,s,o) - (_3,0,5)

d(P,Q)= ‘FQ‘ = \/(—3)2 +0? +(gj = ¥ unidades

229 de 246 www.ebaumatematicas.com


http://www.ebaumatematicas.com/

ABAU Septiembre 2017 Matemadticas Il en Galicia

4. Las ventas totales diarias en un restaurante pequefio son una variable que sigue una distribucion
normal de media 1220 € al dia y desviacion tipica 120 € al dia.

a) Calcula la probabilidad de que en un dia elegido al azar las ventas superen los 1400€.

b) Si el restaurante debe vender al menos 980 € al dia para cubrir gastos, ;cual es la probabilidad de
que en un dia elegido al azar el restaurante no cubra gastos?

X = ventas totales diarias en un restaurante pequefio. X = N(1220, 120)

a) Nos piden calcular P(X >1400).

P(X >1400) = {Tipificamos} = P(Z > %j =P(Z>15)=

Miramos en la

=1-P(Z<15)= =1-0.9332 =|0.0668]
( ) {tabla N(O, 1) } 00668

La probabilidad de que en un dia elegido al azar las ventas superen los 1400€ tiene un valor de
0.0668.

b) Debemos hallar P (X <980).

P(X <980)={Tipificamos} = P(Z < %(1)220) =P(Z<-2)=

Miramos en la

=P(Z>2)=1-P(Z< 2)={tabla N(0, 1)

} =1-0.9772=0.0228

La probabilidad de que en un dia elegido al azar el restaurante no cubra gastos es de 0.0228.

230 de 246 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

ABAU Junio 2017 Matemdticas Il en Galicia

ABAU Junio 2017
Proba de Avaliaciéon do

Bacharelato Cadigo: 20
para o Acceso a Universidade

XUNO 2017
MATEMATICAS II

(Responde s6 os exercicios dunha das opcions. Puntuacién maxima dos exercicios de cada opcién:
exercicio 1 = 2 puntos, exercicio 2 = 3 puntos, exercicio 3 = 3 puntos, exercicio 4 = 2 puntos)

COMISION INTERUNIVERSITARIA DE GALICIA

OPCION A

. 111
1. Dada la matriz A= ,
111
a) Determina, segln los valores de k, el rango de la matriz AA' — A1, siendo A' la matriz traspuesta
de A e | la matriz unidad de orden 2.

b) Determina la matriz X =[ J que verifica la ecuacion matricial AA'X =6X .
y

2 2
. Sen“x—3x
2. a) Calcula: lim———
x-0 oX _ c0s 2X

b) Se desea construir una caja de base cuadrada, con tapa y con capacidad de 80 dm®. Para la tapa y
la superficie lateral se quiere utilizar un material que cuesta 2 €/dm? y para la base otro que cuesta 3
€/dm?. Calcula las dimensiones de la caja para que su coste sea minimo.

c) Calcula J':x In(1+x)dx.

X=2+A+u
3. Dados los planos 7, : Xx+y—-z+2=0; 7,:<y= A+3u
z=-1-1

a) Estudia la posicion relativa de 1 y 7o, Si se cortan, calcula el &ngulo que forman.

b) Sea r la recta que pasa por el punto P(1,1,1) y es perpendicular a 1. Calcula la interseccion de r
Yy 1.

c) Calcula el punto simétrico del punto P(1,1,1) con respecto al plano m;

4. a) En un experimento aleatorio, sean A y B dos eventos con P(K) =04, P(B) =0.7.SiAy B son

independientes, calcula P(AUB) y P(A-B). (Nota: A suceso contrario o complementario de A).

b) En un grupo de 100 personas hay 40 hombres y 60 mujeres. Se eligen 4 personas al azar del
grupo, ¢cual es la probabilidad de seleccionar mas mujeres que hombres?
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OPCIONB

X+2y—-z=1
1. a) Discute, segun los valores del pardmetro m, el sistema de ecuaciones < x —z=m
X+y—-z=1
b) Resuélvelo, si es posible, cuando m=1.

B ax’*+b six<3 _
2. @) Calcula los valores a, b para que la funcién f (x)= In(x—2) si x>3 sea derivable en x =3
n(x—2)si x>

y determina el punto en el que la tangente de f (x) es paralela a larecta x+3y=0.
b) Si P(x) es un polinomio de tercer grado, con punto de inflexién en el punto (0, 5) y un extremo

relativo en el punto (1, 1), calcula j: P(x)dx.

3. Sea r la recta que pasa por los puntos P(1,0,5) y Q(5,2,3)

a) Calcula la distancia desde el punto A(5, —1,6) a la recta r.

b) Calcula la ecuaciéon implicita o general del plano que es perpendicular a r y pasa por el punto
A(5,-1,6).

c) Calcula el area del triangulo de los Vértices de los puntos P(1,0,5), A(5, —1,6) y el punto de
interseccion de la recta r con el plano 7;2x+y—-z-3=0.

4. En un estudio realizado en un centro de salud se observo que el 30% de los pacientes son fumadores
y de estos, el 60% son hombres. Entre los pacientes que no son fumadores, el 70% son mujeres.
Elegido un paciente al azar,

a) Calcular la probabilidad de que el paciente sea mujer.

b) Si el paciente elegido es hombre, ;cual es la probabilidad de que sea fumador?
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SOLUCIONES

OPCION A

) 111
1. Dada la matriz A= ,
111

a) Determina, segln los valores de k, el rango de la matriz AA' — A1, siendo A' la matriz traspuesta
de A e | la matriz unidad de orden 2.

b) Determina la matriz X =[ ] que verifica la ecuacion matricial AA'X =6X .
y

a) Determinamos la expresion de la matriz AA' — A1 .
1

1
. 111 10 3 3 (4 0 3-4 3
AA -l = 1 1(-4 = _ _
111 01 3 3,0 2 3 3-1
11
Averiguamos cuando se anula su determinante.

3-4 3

\AAt —,u\:
3 3-1

=(3-2)-9=9+1*-61-9=2°-62

|AA - 21|=0= A7 —6/1=0:>}L(/1—6)=0:>{
Analizamos las tres situaciones distintas que se nos plantean.

CASO1. A0y A#6.
En este caso el determinante de AA'— A1 es no nulo y su rango es 2.

CASO 2. 1=0.
En este caso el determinante de AA'— A1 es nulo y su rango no es 2. Su rango es 1.

CASO 3. 1=6
En este caso el determinante de AA'— A1 es nulo y su rango no es 2. Su rango es 1.

Conclusion: Si A#0y 1#6 elrango de AA'— 11 es2ysi A=00 A=6 elrango es 1.

b) Obtenemos el sistema de ecuaciones correspondiente a la ecuacion matricial y lo resolvemos.
11
. 111 X X 3 3\(x 6Xx
AA'X =6X = 11 =6 = = =
111 11 y y 3 3)\y 6y

3X+3y 6X 3X+3y =6x X+Yy=2X y =X X
= = = = = =X =
3x+3y 6y 3x+3y =6y X+y=2y X=y X
X
Las matrices solucion de la ecuacion matricial tienen la expresion X :(

J , siendo x cualquier
X

ndmero real.
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2 2
. Sen“x—3x
2. a) Calcula: lim———

x>0 e* —c0s2X
b) Se desea construir una caja de base cuadrada, con tapa y con capacidad de 80 dm®. Para la tapa y
la superficie lateral se quiere utilizar un material que cuesta 2 €/dm? y para la base otro que cuesta 3
€/dm?. Calcula las dimensiones de la caja para que su coste sea minimo.

c) Calcula J'leln(1+ x)dx .

_sen’x—3x*> sen*0-3-0?
a) lim—; =—
>0e* —cos2x e’ —cos(0)

= (i_f =% = Indeterminacion(L Hopital) =

2senxcosx—6x 2sen0-cos0-6:-0 0-0 O e
lim - = - = = — = Indeterminacion(L"Hbpital) =
0 2xe* +2sen2x  2:-0e” +2sen(0) 0+0 O

_ i 2508 XCos X+ 2senx (—senx)—6  2c0s0-cos0+2sen0(-sen0)—-6 2-6 |-2
=0 2 1 2x(2x)e" +4c0s2x 2¢” +0(0)e” +4cos(0) 2+4 |3

b) La caja tiene las dimensiones del dibujo inferior.

El volumen es el producto del area de la base por la altura: V (x,y)=x"y.

Volumen =80

80
=>xy=80=>y=—.

Calculamos la superficie de la tapa superior mas los laterales.

Superficie = x* + 4xy

80 :>S(x):x2+4x$:x2+@
X
El coste de esta superficie es C,(x)=2-S(x)= 2(x2 +@j = 2x?2 +@
X X
El coste de la base es C, (x)=3x*.
El coste total de la cajaes C(x)=C,(x)+C,(x)=2x" +@+3x2 = 5x2 +@ .
X X
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Derivamos esta funcién y buscamos su minimo.
, 640 2 4 . - 640
C(x) =5x" +——=5x"+640x" = C"(x) =10x - 640x " =10X ——-
X X
Igualamos a cero.

C'(x):O:lox—Gif:O:lox:@:ﬂOxs:640:
X X

o640 _
10

64=|x=364=4

Comprobemos si x =4 es un minimo relativo.

e En (0,4) tomo x=1y la derivada vale C’(1) =10—%=—630<0. La funcién decrece

en (0,4).

e En (4,+00) tomo x=5y la derivada vale C’(5) =50—%= 24.4>0. La funcién crece

en (4,+x).

La funcion sigue el esquema siguiente.

e

4

La superficie tiene un minimoen x=4-> y= j—? =5.

La caja de base cuadrada de volumen 80 dm?® con menor coste tiene 4 dm en el lado del
cuadrado de la base y 5 dm de altura.

c) Calculamos primero la integral indefinida.

Integracidn por partes
1 x> x* 1
jxln(x+1)dx: u=In(x+1)>du=——dx;=—In(x+1)— | ———dx=
X+1 2 2 x+1
2
dv=xdx—>v:fxdx:x—
2
x? X+1
X2 1( x? ) x? 1 1
=—In(x+1)-= dx=|-x"-x x-1==In(x+1)-= | x-1+—dx=
2 2) x+1 . 2 2 X+1
—X
X+1
1
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NG 1l
=% In(x+1)-=
5 n(x+) _

x? 1
5 n(x+1) 5

X2
?—x+ln(x+1)

Calculamos la integral definida pedida.

1
1 x? 2 x 1
_[Oxln(1+x)dx:{?In(x+l)—7+5—gln(x+l)} =

12
| = In(1+1)-—+=—ZIn(1+1
{Zn(+) 4+2 2n(+)

1 11

~In2 1 In2_|1

2 4 2

4

J.x—ldx+fidx
2 X+1

2

i

}:

2 2
X—In(x+1)—%+§—%ln(x+1)+c

0

}_[%Zun(0+1)_%+o_|n(0+1)}:
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X=2+A+u
3. Dados los planos 7, : Xx+y—-z+2=0; 7,:<y= A+3u
z=-1-1

a) Estudia la posicion relativa de 7, y 7,. Si se cortan, calcula el angulo que forman.

b) Sea r la recta que pasa por el punto P(1,1,1) y es perpendicular a 7,. Calcula la interseccion de r
y 7.

¢) Calcula el punto simétrico del punto P(1,1,1) con respecto al plano 7,

a) Hallamos un vector normal de cada plano.

= (11-)
T IX+Yy-72+2=0=
(0,0,2)
X=2+A+u lT22(111"1) i
T Y= A+3u=1v,=(13,-1)=n, =u,xv, =l
z=-1-1 Q, (210,_1) 1

=—i—j+3k-k+j+3i=2i=(2,0,2)

Los vectores normales no tienen coordenadas proporcionales. Los planos no son ni paralelos ni
coincidentes.

n = (1,1,1)} 1 1 -1
S
o 270

i_
=(20.2) 2

Los planos se cortan. Determinamos el &ngulo que forman. Lo hallamos usando el producto
escalar, aunque podemos afirmar que forman 90° pues u, = (1,1, —1) es un vector director de 7,
y el vector normal del plano 7z;,.

n=(11-1) n, (1L1-1)(2,0,2)

n, =(2.0, 2)} = c05(mom) =cos( ) I, \ \n | ) JE T+ (-1) 27 407 4+ (-2)° )

2-2

N

Los planos 7z, y z, forman un angulo de 90°.

=0= (7, 7,)=cos™(0) =90°

b) Nos piden hallar el punto P” del dibujo.
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4

Ol p

Hallamos la recta perpendicular al plano que pasa por el punto P.

— — X=1l+a
ur:nl:(l,l,—l)}
=>ryy=l+a
P(L1l)er 71 g
El punto P” es el punto de cortede ry ;.
X=1+a
r.iy=l+a

=l+a+l+a-1+a+2=0=3a0=-3=
z=1-«

T X+Yy—-2+2=0

x=1-1=0
:a:%:—l: y=1-1=0=P’(0,0,2)
z=1+1=2

La interseccion de r y 71 es el punto P"(0,0,2).

c) El punto Q simétrico del punto P(1,1,1) con respecto al plano 7, se obtiene sumando al punto P
el vector PP’.

PP’ =(0,0,2)-(1,11) =(-1,-11)

Q=P +PP =(0,0,2)+(-1,-11)=(-1-13)

El punto Q simétrico del punto P(1,1,1) con respecto al plano 7, tiene coordenadas Q(—l, -1, 3).
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4. a) En un experimento aleatorio, sean A y B dos eventos con P(K) =0.4; P(B) =0.7.SiAy B son

independientes, calcula P(AUB) y P(A-B). (Nota: A suceso contrario o complementario de
A).

b) En un grupo de 100 personas hay 40 hombres y 60 mujeres. Se eligen 4 personas al azar del
grupo, ¢cudl es la probabilidad de seleccionar méas mujeres que hombres?

a) Si P(K):OA entonces P(A)=1—P(_A)=1—O.4:O.6.

Si Ay B son independientes se cumple que P(AnB)=P(A)P(B)=0.6-0.7=0.42.
Calculamos P(AUB).

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)=0.6+0.7-0.42=0.88]
Calculamos P(A-B).

P(A-B)=P(AnB)=P(A)-P(ANB)=06-042=[0.18]

b) Llamamos X a la variable que cuenta el nimero de mujeres en un grupo de 4 personas.
Esta variable es una binomial donde n =4y p = 60/100 = 0.6. X = B(4, 0.6).

Para que haya mas mujeres que hombres deben ser 3 0 4 mujeres en el grupo de 4.
Nos piden calcular P(X >3).

P(X>3)=P(X =3)+P(X =4)=@j0.63-0.41+[ﬂo.64-O.4° =

=4-0.6-0.4+0.6" =|0.4752
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OPCION B
X+2y—-z=1
1. a) Discute, segun los valores del pardmetro m, el sistema de ecuaciones < x —z=m
X+y—z=1
b) Resuélvelo, si es posible, cuando m=1.
1 2 -1
a) Este sistema tiene la matriz de coeficientes A=|1 0 -1|y la matrizampliada
11 -1
12 -1 1
A/B={1 0 -1 m|.
11 -1 1

La matriz A tiene las columnas primera y tercera proporcionales, por lo que su determinante es
nulo y su rango es menor de 3.

Si consideramos el menor de orden 2 que resulta de quitar la fila y columna terceras -

1 2 _ : .
‘ o= —2 = 0. El rango de A siempre es 2, independientemente del valor de m.

1
12 -1 1

Estudiamos elrango de A/B=|1 0 -1 m|. Como tiene la columna primeray tercera
11 -1 1

proporcionales consideramos el menor de orden 3 que resulta de quitar la columna tercera 'y
averiguamos cuando se anula.

= = =
_ o N

1
m=0+2m+1-0-2-m=m-1=0=[m=1]
1

Analizamos dos situaciones diferentes.

CASO 1. m=1.
En este caso el determinante del menor es no nulo y el rango de A/B es 3. Ay A/B tiene
rangos distintos y el sistema es incompatible (sin solucion)

CASO 2. m=1
En este caso el determinante del menor de orden 3 de A/B es nulo y su rango es menor de 3.
El rango de A y de A/B son iguales a 2, y menores que el namero de incognitas (3).
El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

Resumiendo: Para m =1 el sistema es incompatible y para m =1 el sistema es compatible
indeterminado.

b) Si m=1 el sistema es compatible indeterminado. Lo resolvemos.
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X+2y—z=1 X+2y—z=1
X -2=1=<X =2+1=>

{z+1+2y—z=1
X+y-z=1 X+y-z=1

z+1+y-z=1

2y=0 X=1+a
=

: y=0 ;aeR

I=qx

Las soluciones del sistema son x=1+a; y=0; z=«, siendo a eR.
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B ax’*+b six<3 _
2. a) Calcula los valores a, b para que la funcién f (x) = ) sea derivable en x=3
In(x—2) si x>3
y determina el punto en el que la tangente de f (x) es paralelaa larecta x+3y=0.

b) Si P(x) es un polinomio de tercer grado, con punto de inflexion en el punto (0, 5) y un extremo

relativo en el punto (1, 1), calcula I: P(x)dx.

a) Para que la funcién sea derivable en x =3 debe ser continua.

f(3)=In(3-2)=In1=0
Ii@f(x):li@ax2+b:9a+b
lim £ (x) = lim In(x~2) =0 =92+b=0=[b=—9a|
1(9)=tim 9= 2
2ax Sl x<3
La derivada de la funcionen R—{3}es f'(x)=9 1 . :
—25| X>3
X_

Para que la funcion sea derivable en x =3 deben coincidir las derivadas laterales.

£(37)=lim f"(x) = lim 2ax = 6a

Xx—>37 x—3"

£°(3")=lim f'(x):@é:l =6a=1=|a=

£(3)=1(3)

Sustituimos este valor en la primera ecuacion obtenida.

|~

p=—91-22
6 2

;b=_—3.
2

Los valores buscados son a =

|~

b) Tenemos que P(x) =ax’ +bx* +cx+d, con punto de inflexion en el punto (0, 5), lo que
significa que P(0)=5 yque P”(0)=0.

P(x)=ax®+bx*+cx+d

(x) = ax’ +bx" + ox+ —=5=a-0°+b-0°+c-0+d :>

P(0)=5

P"(x)=3ax’+2bx+c = P”(x)=6ax+2b
P”(0)=0

}:0:6a-0+2b:>2b:0:>
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Nuestro polinomio queda P(x)= ax® +cx+5. Tiene un extremo relativo en el punto (1, 1) lo que

significa que P(1)=1y que P"(1)=0.

P(x)=ax®+cx+5
(x)=ax }:>1:a-13+c-1+5:>

P(1)=1

P(x)=ax"+ox+5— P’(x) =3ax’
(x)=ax +0x+5 P'(x) P,?I)t}:o:ga.luc:

Reunimos las dos ecuaciones en un sistema y lo resolvemos.

}:a—3a=—4:>—2a:—4:>

a+c=-4 a+c=-4
=
3a+c=0 c=-3a
—4
=la=—=2/=[c=-3(2)=-6

El polinomio queda P(x)=2x°—6x+5.

Calculamos I: P(x)dx.

4 2 1 roa 1
IlP(X)dX:IlZX3—6X+5dX: 2X 6% x| =| X _3x245x| =
0 0 4 2 2

0 L 0

4 4
S D I P AW O R O S
2 2 2 2
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3. Sea r la recta que pasa por los puntos P(1,0,5) y Q(5,2,3)
a) Calcula la distancia desde el punto A(5, —1,6) a la recta r.

b) Calcula la ecuacion implicita o general del plano que es perpendicular a r y pasa por el punto
A(5,-1,6).

c) Calcula el éarea del tridngulo de los vertices de los puntos P(1,0,5), A(5, —1,6) y el punto de
interseccion de la recta r con el plano 7;2x+y—-z-3=0.

a) La recta r tiene como vector director v. = PQ..
Hallamos la ecuacion de la recta r.

o Xx=1+44
=PQ=(5,2,3)-(10,5)=(4,2,-2

Vv, Q ( ) ( ) ( ) =>rqy=241

P(1,0,5)er 7=5-2,1

Hallamos la ecuacién del plano perpendicular a r que pasa por el punto A. Este plano tiene como
vector normal el vector director de la recta.

ﬁ=\7r=(4,2,—2)} 7:4x+2y-22+D=0

= =20-2-12+D=0=>
(5, —1,6) er A(5, —1,6) en

D

=D=-6=7:4x+2y-27-6=0=|7:2x+y—-2-3=0

r

Hallamos el punto B de corte entre recta y plano.

mr:2X+y-2-3=0

X=1+41
r:qy=24

2=5-21

= 2(1+44)+22-(5-21)-3=0=>

:2+8£+21—5+21—3:0:>12/1:631:%:%: y:Z%:l = B(3,1,4)

La distancia del punto A a la recta r es el médulo del vector AB.
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AB =(3,1,4)—(5,-1,6)=(-2,2,-2)

d(Ar)=d(AB)=[AB|=(-2)" +2*+(-2)" =12 =[243

La distancia desde el punto A(5, —1,6) a la recta r tiene un valor de 2J§ unidades.

b) Lo hemos hallado en el apartado anterior. El plano tiene ecuacién z:2x+y-z—-3=0.

c) El punto de interseccion de la recta  con el plano 7;2x+y—z—-3=0 es el punto B calculado en
el apartado a) y que tiene coordenadas B(3, 1, 4) :

El triangulo PAB tiene un area que calculamos como la mitad del modulo del producto vectorial
PAxPB.

PA=(5,-1,6)—(10.5)=(4,-11) i ok
= PAxPB=l4 -1 1|=
PB=(3,14)-(105)=(2,1-1) 2 1 -1

=i+2j+4k+2k+4j—-i=6j+6k=(0,6,6)

PAxPB| /02, @24 @2
AreaPAB:‘ ‘: 0°+6°+6 :J;_Z:3J§u2

2 2

OTRA FORMA DE RESOLVER EL APARTADO c)

r

| B.A/

Como el triangulo PAB es rectangulo en el vértice B podemos hallar el a&rea como la mitad de la
base (AB) por la altura (‘ﬁ‘).

PE =(31,4)~(L05) -

ﬁ(3,1,4)—(5,—1,6)(—2,2,_2)} Base:\ﬁ‘:\/(_z)2+22 H(-2) =12

. =
(21,-1) Altura:‘ﬁé‘:,pz +12+(-1)°" =6

\/E'\/gzsﬁuz

2

= Area PAB =
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4. En un estudio realizado en un centro de salud se observé que el 30% de los pacientes son fumadores
y de estos, el 60% son hombres. Entre los pacientes que no son fumadores, el 70% son mujeres.
Elegido un paciente al azar,

a) Calcular la probabilidad de que el paciente sea mujer.

b) Si el paciente elegido es hombre, ;cudl es la probabilidad de que sea fumador?

Supongamos que hay 100 pacientes. Como el 30% de los pacientes son fumadores tenemos que 30
serian fumadores. De estos el 60 % son hombres, es decir, 0.6 - 30 = 18 de los fumadores son
hombres. Por lo que 30 — 18 = 12 de los fumadores son mujeres.

Entre los pacientes que no son fumadores (100 — 30 = 70 pacientes), el 70% son mujeres, es decir,
0.7 - 70 = 49 son mujeres no fumadoras. Por lo que 70 — 49 = 21 son hombres no fumadores.
Reunimos todos estos datos en una tabla.

Hombres | Mujeres
Fumadores 18 12 30
No fumadores 21 49 70
TOTALES 100
Completamos la tabla.
Hombres | Mujeres
Fumadores 18 12 30
No fumadores 21 49 70
TOTALES 39 61 100

a) De los 100 pacientes 61 son mujeres, por lo que aplicando la regla de Laplace la probabilidad de

que el paciente elegido al azar sea mujer es de o1 =0.61.

b) De los 39 hombres hay 18 que son fumadores, por lo que aplicando la regla de Laplace tenemos

que la probabilidad de que al elegir un hombre este sea fumador es de % =0.4615.
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