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Introduccién

Este cuaderno contiene los exdmenes de matematicas Il propuestos en las pruebas EBAU de La Rioja
del afio 2017 al 2024, junto con los examenes de las PAU del 2025. Los exdmenes estan resueltos por
Juan Antonio Martinez Garcia que ha sido profesor de matematicas en distintos institutos de
educacion secundaria.

La web www.ebaumatematicas.com dispone de los examenes de matematicas Il resueltos de otras
comunidades autonomas de Espafia, asi como distintas formas de recopilar los ejercicios que aparecen
en todas las pruebas, también existen unos apuntes de la materia.
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PAU Extraordinaria 2025
LlR Prueba de Acceso a la Universidad (PAU)
Curso 2024-2025 )
UNIVERSIDAD ASIGNATURA: MATEMATICAS I
DE LA RIOJA

El examen consta de una primera pregunta de caracter competencial y obligatoria.
Ademas, hay 3 preguntas mas con posibilidad de eleccion entre apartados.

Cada pregunta se puntda con 2.5 puntos.

Todos los procesos conducentes a la obtencion de resultados deben estar suficientemente
justificados.

Se permite el uso de calculadoras cientificas siempre que no sean programables ni graficas ni con
capacidad de almacenar o trasmitir datos. Si el estudiante es sorprendido con una calculadora no
autorizada, podra ser expulsado del examen; en todo caso, se le retirara la calculadora sin que tenga
derecho a que le proporcionen otra.

APARTADO 1. ESTADISTICA Y PROBABILIDAD (2,5 puntos)

Para iluminar una estancia se requiere instalar focos. El tiempo de vida de los focos es una variable
normal con media de 2000 horas. Se sabe que, tomando un foco al azar la probabilidad de que luzca
mas de 1800 horas es 0.8289. Calcula:

a) la desviacion tipica de la distribucion, (1 punto).

b) cuantas horas de vida debe tener un foco para estar en el percentil 90, (0.5 puntos).

c) el porcentaje de focos que no tendran una duracion aceptable, considerando como duracion

aceptable al menos 1600 horas, (1 punto).

(\Véase la tabla simplificada de la normal tipificada que aparece al final del examen)

APARTADO 2. ANALISIS (2.5 puntos)
Responda a uno de los dos apartados 2.1 0 2.2

2.1 (2.5 puntos) Un campo de atletismo de 1 km de perimetro consiste en un rectangulo con un
semicirculo en cada uno de los dos lados opuestos. Hallar las dimensiones del campo para que el
area de la parte rectangular sea lo mayor posible.

2.2 (2.5 puntos) Sea la curva y = Ax—x?, AcR*. Determina el valor de A para que el area encerrada
entre la curvay y el eje de abscisas sea 36. Representa la curva.

APARTADO 3. NUMEROS Y ALGEBRA (2.5 puntos)
Responda a uno de los dos apartados 3.1 0 3.2

3.1 Responda a los dos subapartados siguientes.
5

1
a) (1.25 puntos) Dadas las matrices A= [4 )

-1 0
j y B :( 3 6) Halla las matrices X e Y

soluciones del sistema,

2X -3Y = A,
X-Y =B.
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b) (1.25 puntos) En una fabrica se produce queso y mantequilla. Para fabricar.una unidad de queso
se precisan 10 unidades de leche y 6 horas de mano de obra. Para la mantequilla, se necesitan
5 unidades de leche y 8 horas de mano de obra por unidad. Sabiendo que tenemos disponibles
cada dia 100000 unidades de leche y 110000 horas de mano de obra, calcular la produccion
posible de queso y de mantequilla considerando que utilizamos todo lo disponible.

3.2 Responda a los dos subapartados siguientes.

: 2 0 8 -9 .
a) (1.25 puntos) Dadas las matrices A= (O j y B =( ] halla las matrices X y X tal

-1 6 -7
que XAX ' =B.
b) (1.25 puntos) Determina la relacién entre ay b, con a,b € R conocidos, para que el sistema
2X+y-3z=a
—-2x—-y+3z=Db

sea compatible. ;Puede ser compatible determinado?

APARTADO 4. GEOMETRIA (2.5 puntos)
Responda a uno de los dos apartados 4.1 0 4.2

4.1 Responda a los dos subapartados siguientes.

a) (1.25 puntos) Dados los planos de ecuaciones
X+y+2=2
2X+y—-z2=4
mXx+Yy+3z=6
X—2Z=m

Determina el valor del parametro m para que los planos se corten en un punto. En este caso,
determina el punto de corte.

Xx-3 y-1 z+2

b) (1.25 puntos) Calcula la distancia de la recta r = 1 5

al plano

T:—X—-3y+2z+4=0.

4.2 Responda a los tres subapartados siguientes.
a) (0.5 puntos) Dado el punto PE(0,2,1), halla la ecuacién del plano que contiene a P y es

paralelo a 7:2x-5y+z+3=0.

b) (0.5 puntos) Dado el punto P 5(1.0,—3) halla la ecuacion del plano que contiene a P y es
perpendicular a la recta r:

; ={5x+ y—-z=4
2X—-2y—-72=5
¢) (1.5 puntos) Calcula la distancia entre las rectas
X=5+1 X=2+3u
r=sy=-1 S=qy=2—-u
z2=8+21 z2=-1+4u
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Tabla simplificada de la distribuciéon normal tipificada

z 0 0,0l 002 003 004 005 006 007 008 0,00
0 0,5000 05040 0,5080 0,5120 05160 0,5199 05239 0,5279 0,5319 0,5359
0,1 05398 05438 05478 05517 05557 0,5596 0,5636 0,5675 05714 0,5753
0,2 05793 05832 05871 055010 0,5948 0,5987 0,6026 0,6064 0,6103 0,6141
03 06179 06217 06255 0,6293 06331 0,6368 0,6406 0,6443 0,6480 0,6517
04 06554 06591 0,6628 0,6664 0,6700 0,6736 06772 0,6808 0,6844 0,6879
05 06915 0,6950 0,6985 0,7019 07054 0,7088 0,7123 0,7157 0,7190 0,7224
0,6 0,7257 0,7291 0,7324 0,7357 07389 0,7422 0,7454 0,7486 0,7517 0,7549
0,7 0,7580 0,7611 0,7642 0,7673 0,7704 0,7734 0,7764 0,7794 0,7823 0,7852
0.8 0,7881 0,7910 0,793 0,7967 0,7995 0,8023 0,8051 0,8078 0,8106 0,8133
09 08159 08186 08212 0,8238 08264 0,8280 08315 0,8340 0,8365 0,8389
1 08413 08438 08461 08485 0,8508 0,8531 0,8554 0,8577 0,8599 0,8621
1,1 08643 08665 08686 0,8708 08729 08749 08770 0,8790 0,8810 0,8830
12 08849 08869 08888 0,807 0,8025 0,8944 0,8062 0,8980 0,8997 0,9015
1,3 0,9032 009049 00066 0,9082 009099 09115 09131 00147 0,9162 0,9177
14 09192 09207 009222 0,9236 009251 09265 0,9279 0,292 0,9306 0,9319
1,5 0,9332 09345 00357 0,9370 009382 0,9394 0,9406 0,418 0,9420 0,9441
1,6 09452 09463 00474 0,9484 09495 0,9505 0,9515 0,9525 0,9535 0,9545
1,7 09554 09564 00573 0,9582 00591 0,9599 0,9608 0,9616 0,9625 0,9633
1.8 09641 009649 009656 0,9664 009671 0,9678 0,9686 0,9693 0,9699 0,9706
1,9 09713 09719 009726 0,9732 09738 09744 0,9750 0,9756 0,9761 0,9767
20,9772 009778 0,783 0,9788 09793 0,9798 09803 0,9808 0,9812 0,9817
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SOLUCIONES

APARTADO 1. ESTADISTICA Y PROBABILIDAD (2,5 puntos)

Para iluminar una estancia se requiere instalar focos. El tiempo de vida de los focos es una variable

normal con media de 2000 horas. Se sabe que, tomando un foco al azar la probabilidad de que luzca

mas de 1800 horas es 0.8289. Calcula:

a) la desviacion tipica de la distribucion, (1 punto).

b) cuéntas horas de vida debe tener un foco para estar en el percentil 90, (0.5 puntos).

c) el porcentaje de focos que no tendran una duracion aceptable, considerando como duracion
aceptable al menos 1600 horas, (1 punto).

(VVéase la tabla simplificada de la normal tipificada que aparece al final del examen)

X = El tiempo, en horas, de vida de un foco. X =N (2000,0).

a) Nos dicen que “la probabilidad de que un foco elegido al azar luzca mas de 1800 horas es
0.8289.” > P ( X > 1800) =0.8289.

P(X >1800)=0.8289 = {Tipificamos} = P (Z > Mj =0.8289 =
O
_ Miramos en la
P[22 08289 Pz g@}o.szsg:
o o tabla N(0,1)
= @ =095=|o= & = @ = 210.53 horas
o 095 19

2 0 0.01 0.02 0.03 0.04

0 0.5000 0.5040 (/I_S()\‘(l 0.5120 0.5160

0.1 05398 05438 05478 05517 05557

0.2 05793 05832 05871 05910 05948

0.3 06179 06217 06255 06293 0.6331

0.4 06554 06591 06628 06664 0.6700

0.5 06915 06950 06985 0.7019 0.7054

06 07257 07291 07324 0.7357 0.7389

0.7 07580 0,7611 0,7642 0,7673 07704
0.8 0.7881 0,7910 0,7939 0,7967 0,7995

1 g1m0 () L1380 () 8919 FAeDy WIS Lo 4 (’.'\;)\("

b) Nos piden hallar “t” tal que P(X < t) =0.90.

P(X <t)=0.90= {Tipificamos} = P| Z (1=2000 =0.90=
4000/19
jﬂﬂ_.zg:t_zooo:M: t:@:2269_47
4000/19 19
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z 0 0,01 0,02 0,03 0.04 0.05 0,06 0,07 0,08
05000 05040 05080 05120 05160 05199 05239 05279 1O
0,1 05398 05438 05478 05517 05557 05506 05636 05675 0,414
0,2 05793 05832 05871 05910 05948 05987 06026 06064 0,003
03 06179 06217 06255 06293 06331 06368 06406 0,6443 0480
04 06554 06591 06628 06664 06700 06736 06772 06808 0.4pdd
0.5 06915 06950 06985 07019 07054 07088 07123 07157 0,7990
06 07257 07201 07324 07357 07389 0,7422 07454 0,7486 0,717
0,7 07380 07611 07642 07673 07704 07734 07764 0,7794 0,723
0.8 07881 0,7910 0,7939 0,7967 0,7995 08023 0,8051 08078 0,806
0.9 08159 08136 02212 08238 08264 0.8289 08315 0.5340 05965
10,8413 08438 0,8461 0,8485 00,8508 0,8531 0,8554 08577 0,599
08643 08665 08686 08708 08720 08740 08770 08790
1,2 . st —— == 0,8997

El percentil 90 estéa situado en las 2269.47 horas de duracion.

b) Calculamos P (X >1600).

1600 —2000
> e

P(X >1600) =1 Tipifi =P| Z
(X > ) ={Tipificamos} ( 2000/ 19

J-p(z>-19)-

Miramos en la
= p(z 31_9)= =10.9713
tabla N(0,1)

El 97.13% de los focos tienen una duracion aceptable.
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2.1 (2.5 puntos) Un campo de atletismo de 1 km de perimetro consiste en un rectangulo con un
semicirculo en cada uno de los dos lados opuestos. Hallar las dimensiones del campo para que el
area de la parte rectangular sea lo mayor posible.

Hacemos un dibujo del campo de atletismo y damos nombre a cada uno de sus componentes.
X

El radio del semicirculo es la mitad del lado corto del campo: y =2r.

El perimetro vale 1 km = 2x+2zr=1—2zr =1-2x=r :Zi—i.
T T
Obtenemos la expresion del area de la parte rectangular.
A(X,y)=xy
2
y=2r :>A(x):2xr:2x(i—1j:§—zi
2r &) m® &
1 x
r=—-——
2r «
Buscamos los puntos criticos de la funcidn area.
X 2x° , 1 4x
A(X)==-"" = A(x)==-—=
(X)=—-— (X)=—-—
A’(x):O:E—ﬂ:0:>1—4x:0:>4x:1:> x:1:0.25km
T 7 4
Sustituimos este valor en la segunda derivada.
, 1 4x . 4 . 4
A(X)=——=A"(xX)=——=A"(0.25)=——<0
(x)=—= = A" (x) ==~ = A”(0.25) ==
Al ser negativa la segunda derivada podemos decir que el area tiene un maximo relativo en x =0.25
. Para este valor tenemos que y = Z(L—ll—ﬂ'] = Z(A—ij = 2i = 1 =0.1592.
2t 7 dr Arx dr 2rx

El campo con &rea maxima en su parte rectangular tiene el lado recto de longitud 0.25 km'y
Zi =0.1592 km en el lado situado en la parte del semicirculo.
v
0.25 km

0.1592 km
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2.2 (2.5 puntos) Sea la curva y = Ax—x?, AcR*. Determina el valor de A para que el area encerrada
entre la curvay y el eje de abscisas sea 36. Representa la curva.

Averiguamos los puntos de corte de la curva con el eje de abscisas.

x=0

A-x=0=[x=A>0]

El &rea encerrada entre la curva y y el eje de abscisas es el valor absoluto de la integral definida
entre 0 y A de la funcion.

2 3A A2 3 YRR 3 3 3
o [5-5] 520 444
0

y=Ax—x>,AeR"

_ = AX-x*=0=x(A-x)=0=
EjeOX - y=0

3 2 3 2 3 2 3 6

, . A
El &rea tiene un valor de F unidades cuadradas.

Igualamos el area a 36 y obtenemos el valor de A.

3

%=36:>A3=63:>

Para A=6 el area encerrada entre la curva y y el eje de abscisas vale 36 unidades cuadradas.
Dibujamos la gréafica de la curva y =6x—x*. Su grafica es una parabola con puntos de corte con el
eje da abscisas A(0, 0) y B(6, 0). Por lo que el vértice esta situado en x=3. EIl vertice tiene
coordenadas V(3, 9) y es el maximo absoluto de la funcion.

Miximo

/ \oe
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3.1 Responda a los dos subapartados siguientes.

. 15 -1 0 .
a) (1.25 puntos) Dadas las matrices A=(4 2) y B =( 3 6]' Halla las matrices X e Y

soluciones del sistema,
2X =3Y = A,
X-Y =B.

b) (1.25 puntos) En una fabrica se produce queso y mantequilla. Para fabricar.una unidad de queso se
precisan 10 unidades de leche y 6 horas de mano de obra. Para la mantequilla, se necesitan 5
unidades de leche y 8 horas de mano de obra por unidad. Sabiendo que tenemos disponibles cada
dia 100000 unidades de leche y 110000 horas de mano de obra, calcular la produccidn posible de
queso y de mantequilla considerando que utilizamos todo lo disponible.

a) Resolvemos el sistema matricial.

2X =3Y = A 2X-3Y =A
{ { :>2(B+Y)—3Y:A:>28+2Y—3Y:A:>

=
X -Y =B. X =B+Y
-1 0 1 5 -2-1 0-5 -3 -5
=2B-Y=A=Y=2B-A=2 — = = =
[3 6} (4 2) (6—4 12—2] (2 10)
-1 0 -3 -5 -1-3 0-5 -4 -5
= X = + = =
3 6 2 10 3+2 6+10 5 16

., ) -4 -5 -3 -5
La solucién del sistemaes X = eY = .
5 16 2 10

b) Llamamos “x” al nimero de unidades de queso ¢ “y” al nimero de unidades de mantequilla que
se fabrican diariamente. Ponemos los datos en una tabla.

Leche Horas de mano de obra
Unidades de queso (X) 10x 6X
Unidades de mantequilla (y) 5y 8y
TOTALES | 10x+5y 6X+8y

“Disponemos cada dia de 100000 unidades de leche y 110000 unidades de mano de obra.
Considerando que utilizamos todo lo disponible” - 10x +5y =100000; 6x+8y =110000.

Resolvemos el sistema formado por estas dos ecuaciones.

10x+5y =100000 :>2x+y:20000 :>y:20000—2x -
6x+8y =110000 3x+4y =55000 3x+4y =55000

= 3x+4(20000- 2X) =55000 = 3x+80000 —-8x = 55000 =

= 25000 =5x = |x =5000| = | y = 20000 —2-5000 =10000

Se producen 5000 unidades de queso y 10000 unidades de mantequilla.
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3.2 Responda a los dos subapartados siguientes.
8 -9

6 -7

. ] halla las matrices X y X ™ tal que

2 0
a) (1.25 puntos) Dadas las matrices A= (0 j y B =(

XAX ' =B.
b) (1.25 puntos) Determina la relacién entre ay b, con a,b € R conocidos, para que el sistema

2X+y-3z=a
—-2x—-y+3z=Db
sea compatible. ;Puede ser compatible determinado?

b
a) Consideramos X =(a ]
c d

XAX =B = XAX'X =BX = XA=BX =

a b2 O 8 —-9)a b 2a b 8a-9c 8b-9d
c d/{0 -1 6 -7)lc d 2c —d 6a—-7c 6b-7d

a—gc—gc
2a=8a-9c —6a=-9c "6 2
—b=8b-9d —9b =-9d b=d 3c/2 b
= = =X =
2c=6a-7c 9c =6a gc—a c b
—-d=6b-7d 6d =6b 6
d=b
Como debe existir la inversa de la matriz X su determinante debe ser distinto de cero.
/2 b
IX|= L B
c b 2 2+=>—20=b=#0,c#0
|X|;t0

Determinamos la inversa de X.

Ad 3c/2 ¢
(o AT Wb ) 20 b)) (2ic -2rc
a “|=2/b 3/b

|X] bc/2  bel-c 3c/2
(Zlc -2/c

-2/b 3/b

3c/2 bj y -1

J,siendo b-x0yc=0.
c b

Las matrices buscadas son X =[

b) Sumamos a la segunda ecuacion la primera.
Ecuacion 22 + Ecuacion 12

2X+y-3z=a -2X -y +3z =D 2Xx+y—-3z=a
= =
—2Xx—y+3z=D 2x +y -3z =a O=a+b
0 =b+a— Nueva Ecuacion 22

El sistema es compatible cuando a+b=0—>b=-a.

El sistema nunca puede ser compatible determinado pues hay 3 incognitas y solo 2 ecuaciones. El
rango de la matriz de coeficientes y el rango de la matriz ampliada nunca puede ser igual al nUmero
de incognitas (3), como mucho pueden ser iguales a 2 y obtener un sistema compatible

indeterminado.
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4.1 Responda a los dos subapartados siguientes.
a) (1.25 puntos) Dados los planos de ecuaciones
X+y+z=2
2X+y—-2=4
mx+y+3z2=6
X—2z=m
Determina el valor del parametro m para que los planos se corten en un punto. En este caso,

determina el punto de corte.

x-3 y-1 z+

b) (1.25 puntos) Calcula la distancia de la recta r = 1 5 c 2 al plano

T:—X—-3y+z+4=0.

a) Son 4 planos y su punto de corte, si existe, se obtiene de la resolucion del sistema formado por
sus ecuaciones. Lo intentamos resolver.

X 72=2 =2-X-1
Y y 2X+2—-X—-2—-72=4 X—2=212

2X+y—2=4 2X+y—2=4
= MX+2-x-2+3z2=6={(M-1)x+2z=4=

=
mx+y+3z=6 mx+y+3z=6

X—2Z=m —27 =
X—2Z=m X—2Z=m X-2z=m
(m-1)x+x—-2=4 mx =6
= = = 2X=6=>
X—X+2=m 2=m
1 1 -3
=>x=3=3-2=2:= 2=o|=|y=2-3-2=—

El sistema tiene solucion cuando m=2 vy la solucion es el punto P(S_;%j :

b) Estudiamos la posicion relativa de la recta y el plano. Comprobamos si el vector director de la
recta es perpendicular al vector normal del plano.

X=3_y-l_z+2) " _(c125)] .
1 2 5 (= ' =u,-n=(-12,5)(-1-31)=1-6+5=0
Ti-X-3y+z+4=0 n

r

El vector director de la recta y el vector normal del plano son perpendiculares y por tanto la recta
0 esta contenida en el plano o es paralela al plano. En cualquiera de los dos casos podemos calcular
la distancia de la recta al plano como la distancia de cualquiera de sus puntos al plano. Sabemos

que P, (3,1,—2) es un punto de la recta.
P (3,1,-2 _3-3.1-
1 ) =d(r,z)=d(R,7)= [5-81-2+4 _4 =4\/1_1:1.21u
7:—X=3y+z+4=0 \/(_1)2+(_3)2+12 Jiioo11

411
1

1 =1.21 unidades.

La distancia de la recta r al plano « es de

12 de 252 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU Extraordinaria 2025 Matemdticas Il en La Rioja Juan Antonio Martinez Garcia

4.2 Responda a los tres subapartados siguientes.
a) (0.5 puntos) Dado el punto P = (0, 2,1), halla la ecuacion del plano que contiene a P y es paralelo

a r:2x-5y+z+3=0.
b) (0.5 puntos) Dado el punto Ps(l.O,—3) halla la ecuacion del plano que contiene a P y es
perpendicular a la recta r:

; :{5x+ y—-z=4
2X—-2y—-72=5
¢) (1.5 puntos) Calcula la distancia entre las rectas
X=5+A1 X=2+3u
r=qy=-1 S=1y=2-u
72=8+21 z2=-1+4u

a) Un plano " paralelo a 7:2x—-5y+z+3=0 tiene ecuacién z":2x-5y+z+D=0.
Determinamos el valor de D que hace que el plano paralelo contenga el punto P = (0, 2,1) :

PE(O,Z,l)Eﬁ'
7:2x-5y+z+D=0

}:2-0—5-2+1+D:O:—9+D:O:

El plano que buscamos tiene ecuacion z”:2x—-5y+z+9=0.

b) El plano perpendicular a la recta r tiene como vector normal el vector director de la recta.
Hallamos el vector director de la recta.

oX+y—-z=4 X+y-4=z
r= = = 2X—-2y-5X-y+4=5=

2X—-2y-7=5 2X—-2y—-7=5
-1
= -3x-3y=1=-1-3x=3y= y:?—x =
X=4
= z:5x—1—x—4:_—13+4x =r= y:_—l—i :>VT:(1,—1,4)
3 3 3
z:_—13+4ﬂ

Hallamos la ecuacion del plano que contiene el punto Py con vector normal v, =(1,—1,4).

*=(1,—1,4)} TiX—y+47+D=0

1-0+4(-3)+D=0
:>PE(1.0,—3)E7Z' }3 " ( )+ =

=-11+D=0=D=11=|7:Xx-y+4z+11=0|
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El plano que contiene a P y es perpendicular a la recta r tiene ecuacién z:x—y+4z+D=0.

c) Estudiamos la posicidn relativa de las rectas. Determinamos primero un punto y un vector director
de cada recta.

Xx=5+1 {Pr (5,-1,8) X=2+3u {QS(Z,Z,—l)
r= y=—1 =>4 S= y=2—/J —
z=8+24 r =(10.2) z=-1+4u U, =(3-14)

Los vectores directores no tienen coordenadas proporcionales, por lo que las rectas no son

paralelas ni coincidentes.
v, =(1,0,2) } 1 0 2
=

i ~(3-14)

Las rectas se cortan o cruzan. Calculamos el valor del producto mixto [VT U, PQSJ :

shr

P(5-18)) _
= PQ, =(2,2,-1)-(5-18)=(-3,3,-9)
Q.(2.2.-1)
v, =(20.2) 1 0 2
0,=(3-14) [=[v.u,PQ|=|3 -1 4[=9+0+18-6-0-12=920
PQ, =(-3,3-9) 3 3 -9

Al ser el producto mixto distinto de cero las rectas se cruzan.

. , [viu.RQ]
Calculamos su distancia entre las rectas r y s con la formula d (r, s) ==

eruS
v, =(1,0,2) Lok
S }:\qul 0 2/=0+6j-k+0-4j+2i=2i+2j-k=(2,2,-1)
u, =(3,-14) 3 _1 4
VU, PQ,
sy LRl

9

V, XU,

La distancia entre las rectas r y s vale 3 unidades.
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PAU Ordinaria 2025

LJ.R Prueba de Acceso a la Universidad (PAU)
Curso 2024-2025
ASIGNATURA: MATEMATICAS I

UNIVERSIDAD
DE LARIOJA

El examen consta de una primera pregunta de caracter competencial y obligatoria.
Ademas, hay 3 preguntas mas con posibilidad de eleccion entre apartados.

Cada pregunta se puntta con 2.5 puntos.

Todos los procesos conducentes a la obtencion de resultados deben estar suficientemente
justificados.

Se permite el uso de calculadoras cientificas siempre que no sean programables ni graficas ni con
capacidad de almacenar o trasmitir datos. Si el estudiante es sorprendido con una calculador no
autorizada, podra ser expulsado del examen; en todo caso, se le retirara la calculadora sin que tenga
derecho a que le proporcionen otra.

APARTADO 1. ESTADISTICA Y PROBABILIDAD (2,5 puntos)

La produccion de vino por hectarea (ha) de terreno en una comarca sigue una distribucion N (y,a).

Los datos historicos indican que solo en el 2% de los afios la produccion supera los 9000 kg/ha,
mientras que en el 56% de los afios queda por debajo de los 8315 kg/ha.
a) (1.75 puntos) Calcula la media y la desviacion tipica de la distribucion.
b) (0.75 puntos) Calcula la probabilidad de que la produccion supere los 8500 kg/ha en un afio
elegido al azar.
(\Véase la tabla simplificada de la normal tipificada que aparece al final del examen)

APARTADO 2. ANALISIS (2.5 puntos)
Responda a uno de los dos apartados 2.1 0 2.2

2.1 (2.5 puntos) La vela de un barco tiene forma de tridngulo. Si la hipotenusa mide 8 m, calcula las
dimensiones para que la superficie de la vela sea maxima.

2.2 (2.5 puntos) Sea la funcion f (x) = —x*+ax+11, donde & es un parametro real. Calcula el valor

de o para que f(x) tenga un maximo relativo en x=1/2. Para ese valor de « calcula el area
encerrada entre las graficas f(x) y f "(x).

APARTADO 3. NUMEROS Y ALGEBRA (2.5 puntos)
Responda a uno de los dos apartados 3.1 0 3.2

3.2 Responda a los dos subapartados siguientes.

a) (1.25 puntos) Dado el sistema de ecuaciones homogéneo
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3X+y—-z=0
3X+2y—-mz=0
X—y—z=0

Indica para qué valores de m el sistema tiene solamente la solucion trivial. Resuelve el
sistema anterior para un valor de m que lo haga compatible indeterminado.

3
b) (1.25 puntos) Dada la matriz A=| 3
3

o w O

0
3 |, resuelve el sistema
0

X 0
1,
A—gA lyl=]7
z 1
donde A" es la matriz traspuesta de A.

3.2 Responda a los dos subapartados siguientes.
a) (1.25 puntos) Dada la matriz

10 1
A=|1 1 -1
10 3

Estudia el rango de la matriz A— Al segun los valores de A R, donde I es la matriz
identidad de orden 3.
b) (1.25 puntos) Dada la matriz

1 -1 2 0
2 1 3 1
o1 -1 2
0 0 4 -1

Calcula su determinante, ;Qué soluci6n tiene el sistema AX =b siendo b=(0 0 0 O)T ?.
Nota, b" denota la matriz traspuesta de b.

APARTADO 4. GEOMETRIA (2.5 puntos)
Responda a uno de los dos apartados 4.1 0 4.2

4.2 Responda a los dos subapartados siguientes.

a) (1.25 puntos) Obtén el valor del m para el cual las rectas r=x=y=z-my

12V 5,
2
se cortan. Calcula el punto de corte de r y s para el valor de m calculado.

S

b) (1.25 puntos) Se consideran los puntos P = (0, 2, —1) yQ= (2, —2,1). Encuentra la ecuacién del
plano 1 que cumple que los dos puntos son simétricos respecto a él.

4.2 Responda a los dos subapartados siguientes.
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a) (1.25 puntos) Dada larectar, r=x—2=y+1=-z, calcula la ecuacion de la recta s que corta
a r perpendicularmente y que pasa por Q = (2, —2,1).

b) (1.25 puntos) Dados los planos mx+2y—-3z-1=0 y 2x—4y+6z+5=0 halla los valores de

m para que sean:
i) paralelos.
i) perpendiculares.

Tabla simplificada de la distribucién normal tipificada

2

0 00l 002 003 004 005 006 007 008 0,00
0 05000 05040 0,5080 0,5120 0,5160 0,5199 05239 0,5279 0,5319 0,5350
0,1 05398 05438 05478 05517 0,5557 0,5596 0,5636 0,5675 05714 0,5753
0,2 05793 05832 05871 05910 0,5948 0,5987 0,6026 0,6064 0,6103 0,6141
0,3 06179 06217 06255 0,6293 0,6331 0,6368 0,6406 0,6443 0,6480 0,6517
04 06554 06591 06628 0,6664 0,6700 0,6736 0,6772 0,6808 0,6844 0,6879
0,5 06915 06950 06085 0,7019 0,7054 0,7088 0,7123 0,7157 0,7190 0,7224
0,6 07257 0,7291 0,7324 0,7357 0,7389 0,7422 07454 0,7486 0,7517 0,7549
0,7 07580 0,7611 0,7642 0,7673 0,7704 0,7734 0,7764 0,7794 0,7823 0,7852
0.8 0,7881 0,7910 0,7939 0,7967 0,7995 0,8023 08051 0,8078 0,8106 0,8133
0,0 08159 08186 08212 0,8238 0,8264 0,8280 0,8315 0,8340 0,8365 0,8389
1 08413 08438 08461 08485 0,8508 0,8531 0,8554 0,8577 0,8599 0,8621
1.1 08643 08665 08686 0,8708 08720 08749 08770 0,8790 0,8810 0,8830
1.2 08849 0,8869 0,8888 0,8907 08925 0,8944 0,8962 0,980 0,8997 0,9015
1.3 09032 09049 09066 0,9082 09099 009115 009131 0,9147 09162 0,9177
14 09192 09207 09222 09236 09251 09265 009279 0,9292 0,9306 0,9319
15 09332 09345 09357 09370 09382 09394 00406 0,9418 0,9429 0,9441
1.6 09452 09463 09474 0,9484 09495 0,9505 09515 0,9525 0,9535 0,9545
1,7 009554 09564 09573 0,9582 09591 0,0599 00608 0,9616 0,9625 0,9633
1.8 09641 09649 09656 09664 09671 09678 09686 0,9693 0,9699 0,9706
1,9 09713 09719 09726 09732 09738 09744 009750 0,9756 0,9761 0,9767
2 09772 09778 0,9783 0,9788 0,9793 0,9798 0,803 0,9808 0,9812 0,9817
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SOLUCIONES

APARTADO 1. ESTADISTICA Y PROBABILIDAD (2,5 puntos)
La produccion de vino por hectéarea (ha) de terreno en una comarca sigue una distribucién N (,u,a).

Los datos historicos indican que solo en el 2% de los afios la produccion supera los 9000 kg/ha,

mientras que en el 56% de los afios queda por debajo de los 8315 kg/ha.

a) (1.75 puntos) Calcula la media y la desviacion tipica de la distribucién.

b) (0.75 puntos) Calcula la probabilidad de que la produccion supere los 8500 kg/ha en un afio
elegido al azar.

(\VVéase la tabla simplificada de la normal tipificada que aparece al final del examen)

X = La produccion de vino por hectarea (ha) de terreno en una comarca. X =N ( ,u,O').

a) Nos dicen que “solo en el 2% de los afios la produccion supera los 9000 kg/ha” -
P(X > 9000) =0.02. También sabemos que “en el 56% de los anos queda por debajo de los

8315 kg/ha” > P(X <8315)=0.56.

9000

(o2

P(X >9000) =0.02 = {Tipificamos} = P(Z > j:0.02:>

9000 — 1

:P(ZS
O

Miramos en la
=1-0.02=0.98=

tabla N(0,1)

9000—-u 2.05+2.06
- =

=2.055=9000 - x =2.0550 = |9000 —2.0550 = u
o

3 ] 0.01 0.02 0.03 0.01 0.05
0 05000 0,5040 05080 0.5120 0.5160 0.5
0,1 055308 05438 05478 05517 05557 0,5
02 05793 05832 05871 05910 05948 0,5887
0.3 06179 06217 06255 06293 06331 0.6
04 06554 06591 06628 06664 06700 0.6
05 0,6915 0,6950 06985 0,7019 07054 0.7
0,6 0,7257 0,7201 0,7324 0,7357 0,7380 0,7§22

0,7 07580 07611 0,7642 0.7673 0.7704 07§34 0.9%64
0.8 07881 0,7910 0,7939 0,7967 0.7995 0.8¢23 0.9)51
0.9 08159 08186 08212 38 08264 0.8880 0.9B15
10,8413 0,8438 08461 0,8485 08508 0,5831 U‘]:.")-l

1 08643 08665 08686 08708 08720 08§49 0,
2 08849 08869 08888 08907 08925 08§44 0.2

30,9032 09049 09066 00,9082 09099 09§15 0,931
4 09192 09207 09222 09236 09251 0985 0,979
S 09332 09345 09357 09370 0,9382 0,984 0,906
6 00152 09163 09171 09184 0,9195 0,91
1.7 09554 09564 09573 09582 09591 0,9]
1.8 09641 09649 09656 09664 09671 0,9

9 09713 09719 09726 09732 09738
2 ) Q772 0 Qo AW b o M WA, O.o=o

P(X <8315)=0.56 = {Tipificamos} = P(Z < wj =0.56=

1
1
1
1
1
1

$0.9798

Miramos en la -
= = 8157415, [8315— 4 =0.150]
tabla N(0,1) o
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Z ) 0.01 0,02 0.03 0.04 0.05
b, 0.5000 05040 05080 05120 05160 U5 0
(), 1 el ool el (1, 550G 4 O
o2 05793 05832 05871 05910 05948 USYST 0O

Reunimos estas dos ecuaciones en un sistema y lo resolvemos.

9000—-2.0550 = u
8315— 1 =0.150

} = 8315-9000+2.055¢0 = 0.150 = —685=-1.9050 =

o

_ 08 =359.58
1.905

685

= |1 =9000-2.055-—— =8261.06
1.905

La media de produccion tiene un valor aproximado de 8261 kg por hectarea y la desviacién
tipica es de 359 kg/ha.

b) X = La produccion de vino por hectarea (ha) de terreno en una comarca. X =N (826], 359).

Nos piden calcular P(X >8500).

=1-P(Z <0.666) :{

P(X >8500) = {Tipificamos} = P (Z

Miramos en la
tabla N(0,1)

S 8500-8261
359

j: P(Z>0.666)=

} =1-0.7454 =|0.2546

0

0,01

0,02

0,03

0,04

0,05

00,5000
0,1 0,5398
0.2 05793
0.3 06179
0.4 0,6554
e, 1,691 5

D1

0,5040
00,5438
0,5832
0,6217
10,6591
0,6950

O =ou

00,5080
0,5478
0.5871
0,6255
0,6628
0,6985

0,5120
0,3517
0,5910
0,6293
0,6664
0,7019

0,5160
0,5557
0,5948
06331
06700
0,7054

0,5199
00,5596
0,5987
0,6368
0.6736
0,7088

0.6

00,7580

0,7611

0,7642

0,7673

L% P s fn e

07704

L

0,7734
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APARTADO 2. ANALISIS (2.5 puntos)
Responda a uno de los dos apartados 2.1 0 2.2

2.1 (2.5 puntos) La vela de un barco tiene forma de tridngulo. Si la hipotenusa mide 8 m, calcula las
dimensiones para que la superficie de la vela sea maxima.

Como se habla de hipotenusa suponemos que el tridngulo es rectangulo.

].1
Aplicando el teorema de Pitagoras tenemos que x* +y? =8% — y> =64—x* > y =+/64—X* .
Xy

El area del tridngulo rectangulo es la mitad del producto de la base por la altura: A(x, y)

Sustituimos en la expresion del 4rea “y” por la expresion obtenida y =+/64— x> .

Xy
A(X,y)=— 64 — X2
( y) 2 :A(x):—x 6‘; X

y =64 —x?

Derivamos la funcidn area obtenida y averiguamos cuando se anula la derivada (puntos criticos)

2

— Joa—x +x— 2% Jea—x - X __
2
A(X)= X\64 —X :>A'(X)= 2\/64—X2 _ 64—X2

2 2 2

2
Jea—xr— X
. J64—x2 7 x? 7 S
A(X)=0= 0= Bh-x - —o=ea-x -
(%) 2 64— X2 64— x?

2
:>(»\/64—x2) X2 = 64— X = X2 = 64=2x2 = X’ =32 = [x=+/32

Comprobamos si este punto critico es maximo o0 minimo estudiando el signo de la derivada antes y
después x =+/32.

e Enelintervalo (O@) tomamos x =1y la derivada vale

2
J64-12 v
A(1)= V641" _ 312\{7 >0. La funcion crece en (O\/ﬁ) .

2
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e Enelintervalo (\/58) tomamos x =7 y la derivada vale

x/64—72—722 1745
N64-7" _— = <0. La funcion decrece en («/378)

A (7)= .

Como la funcidn crece antes y decrece después podemos afirmar que en x =+/32 hay un

2
maximo relativo. Para este valor tenemos y = /64— x> = 64—(J3_2 ) =32

La superficie de la vela es maxima con x=+/32 e y=+/32.

<
5]
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2.2 (2.5 puntos) Sea la funcion f (x)=-x*+ax+11, donde & es un parametro real. Calcula el

valor de « para que f(x) tenga un méaximo relativo en x=1/2. Para ese valor de « calcula el &rea
encerrada entre las graficas f(x) y f "(x).

Si la funcidn tiene un méaximo relativo en x=1/2 entonces la derivada se anula para este valor.

f(x)=-x*+ax+11= f'(X)=-2Xx+a

f'(lj :>0=—2%+0{:>a—1:0:>

2

El valor buscado es « =1. La funcion queda f (x)=—-x*+x+11.

Calculamos la derivada de la funcién f”(x)=-2x+1.
Buscamos los puntos de corte entre las gréaficas f(x) y f "(x).

f(x):—x2+x+ll , ,
=X +X+11=-2X+1=0=x*"-3x-10=>

f(x)=-2x+1
3+7
3+,)(-3) —4(- 5 Th=X
358 -4(10) 3s7 |
2 2 3-7
2 o=
2

El area encerrada entre las gréaficas f(x) y f “(x) es el valor absoluto de la integral definida entre
-2y 5 de la diferencia de las dos funciones.

ISZ f(x)- f’(x)dx:ji—x2 +x+11—(—2x+1)dx:'[_52—x2 +3x+10dx =

3 2 5 3 £2 9\ )2
N e SO ST R - AT I o G O ) +10(-2) | =
3 R 2

125 75 50 8 5h00- 138,70 6438 5716
2 3 3 2 6

El area tiene un valor de % =57.16 unidades cuadradas.
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APARTADO 3. NUMEROS Y ALGEBRA (2.5 puntos)
Responda a uno de los dos apartados 3.1 0 3.2

3.1 Responda a los dos subapartados siguientes.

a) (1.25 puntos) Dado el sistema de ecuaciones homogeneo

3X+y-z=0
3X+2y—-mz=0
X-y—-z=0

Indica para qué valores de m el sistema tiene solamente la solucion trivial. Resuelve el sistema
anterior para un valor de m que lo haga compatible indeterminado.

300
b) (1.25 puntos) Dada la matriz A={3 3 3|, resuelve el sistema
300

X 0

1
A=A |{y|=|7
( 3 jy

z

[EEN

donde A" es la matriz traspuesta de A.

a) Al ser el sistema homogéneo el rango de la matriz de coeficientes y el de la matriz ampliada siempre
coinciden, por lo que el sistema siempre es compatible. Este sistema tiene la solucidn trivial y solo
hay dos opciones tiene solo esta solucidn o tiene infinitas soluciones (incluyendo la trivial).

Para que el sistema tenga solo la solucidn trivial el rango de la matriz de coeficientes debe ser 3,
coincidiendo con el numero de incognitas, por lo que el determinante de esta matriz debe ser
distinto de cero.

3 1 -1
La matriz de coeficienteses A={3 2 —m|. Averiguamos cuando se anula su determinante.
1 -1 -1
3 1 -1
|A=[3 2 -m|=—6-m+3+2+3-3m=-4m+2
1 -1 -1

|Al=0=-4m+2=0=>4m=2=|m=

DN
N =

La solucion es la trivial para cualquier valor de m distinto de 5

. L : 1
El sistema es compatible indeterminado para m = 5 Lo resolvemos para este valor.

Sry-2z=0 3x+y—-2=0 3X+y=12

3x+2y—%z:0:> 6X+4y-72=0=:6x+4y-z=0=>

X—y—7=0 X—y—-2=0 X—y-z=0
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6Xx+4y—-3x—y=0 3x+3y=0 X+y=0
= = = =
X—y-3x-y=0 —2x-2y=0 X+y=0
X=4
=>X+yYy=0=2>y=-X=2=3x—x=2X=>ty=-4;1€R
z2=21
X=A4
Las soluciones del sistema tienen la expresion <y=-4; 1 eR.
2=24

b) Obtenemos la expresion de la matriz A—%AT .

. 3001333 300 111 2 -1 -1
A—éAT:3 3 3—50 3 0|=(3 3 3|-/010|=(3 2 3
300 0 30 3 00)1l010 3 -1 0
2 -1 -1)(x 0
El sistema que debemos resolveres |3 2 3 ||y |=|7].
3 -1 0)1\z 1
2x-y—-2=0
El sistema queda 3x+2y+3z=7 ;. Lo resolvemos.
3x—-y=1
2x-y—-z=0 2x-y—-z=0 2x—(3x—1)—z:0
3X+2y+3z2=7;=3Xx+2y+32=7 :>3 2(3x_1) 437 = 7
3x-y=1 3x-1=y X+2(3x-1)+3z=

2X—=3x+1-z=0 1-x-z=0 X=1-12
= = =
3X+6X—-2+3z=7 9x+3z=9 3X+z=3

—=3-32+2=3=-27=0=(z2=0|=|x=1-0=1=|y=31-1=2

La soluciones x=1, y=2,z=0.

I
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3.2 Responda a los dos subapartados siguientes.
a) (1.25 puntos) Dada la matriz

10 1
A=1 1 -1
10 3

Estudia el rango de la matriz A— Al segun los valores de 4 IR, donde | es la matriz identidad de
orden 3.
b) (1.25 puntos) Dada la matriz

1 -1 2 O

2 1 3 1
A —

o 1 -1 2

0 0 4 -1

Calcula su determinante, ¢Qué solucién tiene el sistema AX =b siendo b=(0 0 0 O)T ?. Nota,
b" denota la matriz traspuesta de b.

3.2 Obtenemos la expresion de A— Al .
10 1 100 1-2 0 1
A-Al=1 1 -1|-4/0 1 0= 1 1-2 -1
10 3 0 01 1 0 3-4

Para que su rango sea 3 su determinante debe ser no nulo. Averiguamos cuando se anula.
1-12 0 1

[A-2l[=| 1 1-2 -1|=(1-4)(3-4)-(1-4)=(1-4)[(1-1)(3-4)-1]=
1 0 3-1

=(1-2)[3-2-32+ 4" -1]=(1-2)[ A* -44+2]

1-1=0-[2=]]
4+.|(-4) - 4-2
A-Al|=0=(1-2)[A2-42+2|=0= {12 -44+2=0—> 1= (=4) -
2
:4i2‘/§:2iﬁ=/1

Nos surgen tres situaciones diferentes que analizamos por separado.

Situacion 1. =1y A1=2++2
En esta situacion el determinante de la matriz es no nulo y el rango de A—Al es 3.

Situacion 2. 1=1
En esta situacion el determinante de la matriz es nulo y su rango es menor de 3.
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0 0 1
La matriz queda A-1-1=|1 0 -1|.Sitomamos el menor de orden 2 que resulta de quitar
10 2

1 -
la primera fila y la segunda columna (nula) 2> ‘1 j=2+1=3¢0.

Elrango de A— Al es 2.

Situacion 3. A=2++/2
En esta situacion el determinante de la matriz es nulo y su rango es menor de 3.

-1-V2 0 1
La matriz queda A—(2+J§)I =| 1 -1-4J2 -1 |.Sitomamos el menor de
1 0 1-2
orden 2 que resulta de quitar la primera fila y la segunda columna ->
! =1-2+1=2-2#0.Elrango de A— Al es2.
1 1- J_

Situacion 4. 1 =2-+/2
En esta situacion el determinante de la matriz es nulo y su rango es menor de 3.

~1+42 0 1
La matriz queda A—(Z—ﬁ)l = 1 ~1+2 -1 |.Sitomamos el menor de
1 0 1+2
orden 2 que resulta de quitar la primera fila y la segunda columna ->
! =1+42+1=2+/2%0.El rango de A— Al es 2.
1 1+J_

Resumiendo: Si A#1y A#2+2 el rango de A—Al es3.Si A=10 A=2++2 el rango de
A-Al es2.

b) Calculamos el determinante de A.

1 -1 2 0 Fila22 — 2 - Fila1? 1 -1 2 0
|A|:2 1 3 1: 2 1 3 1 :O 3 -1 1:
0 1 -1 2 -2 2 -4 0 0 1 -1 2
0O 0 4 - 0 3 -1 1— NuevaFila22| |0 0 4 -1
3 -1 1
=1.(-1)"1 -1 2|=3-0+4-0-1-24=[-18]
0 4 -1

Como el determinante de A vale —18 distinto de cero esta matriz tiene inversa. La podemos
utilizar para despejar X en la ecuacion AX =b.
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0

0
AX =bh=X=A"D=A" ol

0

o O O o

0
., . .. 0
La solucién de la ecuacién matricial es X = N
0
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APARTADO 4. GEOMETRIA (2.5 puntos)

Responda a uno de los dos apartados 4.1 0 4.2

4.1 Responda a los dos subapartados siguientes.

a) (1.25 puntos) Obtén el valor del m para el cual las rectas r=x=y=z-my

1.2y 5
2
se cortan. Calcula el punto de corte de r y s para el valor de m calculado.

S=

b) (1.25 puntos) Se consideran los puntos P :(0, 2,—1) y Q :(2,—2,1). Encuentra la ecuacion del

plano 1 que cumple que los dos puntos son simétricos respecto a él.

a) Obtenemos las ecuaciones paramétricas de cada recta.

0 y-0 U, =(111) x=a

L Sl G Sl S Sl LN e R y=a aeR

11 1 P (0,0,m)

Z=M+a

x-1 'y z-1 ‘Z:(Z’E'lj_’wsﬂ\z:(“v&l) A
S= = = = 2 2 =>S= y=3ﬂ ,ﬂGR

2 3/2 1/2

Qs (1a011) Z :1+ﬂ

Las rectas no son paralelas ni coincidentes pues sus vectores directores no tienen coordenadas
proporcionales (distinta direccion).

u=>21) | 1 1 1
. =
w, =(4,31)
Las dos rectas se cortan o cruzan. Para que las dos rectas se corten debe ser nulo el producto

mixto [ur,ws, RQS}.

R (0.0,m) PQ. =(1,0,1)-(0,0,m)=(10,1-m
Qs(l,O,l) = rQs_(’ ’)_( 1D )_(’ = )
u, =(L1,1) 11 1
w=(43Y)  s[UWRQG]=p 3 1|
1 0 1-m

PQ.=(L0.1-m)
=3(1-m)+1+0-3-4(1-m)-0=3-3m+1-3—-4+4m=m-3

(U w,RQ,|=0=m-3=0=[m=3

Para m=3 las rectas r y s se cortan.
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X=a X=1+4p
Para m=3 lasrectas quedan r=<y=a ;aeR s=qy=38 ;peR.
z2=3+a z2=1+p
Hallamos su punto A de corte.
X=a
r=<y=«
a=1+4p
z=3+a 1+4p5=3p
—14+4 =a=3p 3+l+4,6’—l+ﬂ:>
x=1+4p 3+a=1+p B
s=qy=34
z=1+p

x=1+4(-1)=-3
=1y=3(-1)=-3 =|A(-3,-3,0)
2=1-1=0

B=-1
j{%—s»

Las rectas r y s se cortan en A(-3,-3,0).

b) Si los dos puntos P y Q son simétricos respecto del plano m el plano debe contener al punto
medio del segmento PQ. Ademas, el vector PQ es un vector normal del plano.

s P

\

LT

i o
P=(02-1)] |M-= (0.2-1)+(2-21) ~(1,0,0)
Q-(2, 2,1)} _ ?

PQ=(2,-21)-(0,2,-1)=(2,-4,2)

M(10,0)ex M (1,0,0)e 7
— 1 = =
5(2,—4,2):(1,—2,1) 7:X-2y+2+D=0

=1-0+0+D=0=D=-1=|7:Xx-2y+2-1=0|

Elplano 7:x—2y+z-1=0 cumple que los puntos P y Q son simétricos respecto a él.
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4.2 Responda a los dos subapartados siguientes.

a) (1.25 puntos) Dada la recta r=x—-2=y+1=-z, calcula la ecuacion de la recta s que corta a r
perpendicularmente y que pasa por Q = (2, —2,1).

b) (1.25 puntos) Dados los planos mx+2y—-3z-1=0 y 2x—4y+6z+5=0 halla los valores de m

para que sean:
i) paralelos.
if) perpendiculares.

a) Hallamos la ecuacion del plano perpendicular a la recta r que pasa por el punto Q. Este plano tiene
como vector normal el vector director de la recta.

X—2
r=——
1

=y_H':i:>\Z=(l,1,—1)
1 1

Q=(2,-21)enx Q=(2,—2,1)e7z }
L = =
n=v, =(11-1) rix+y-z+D=0

=2-2-1+4D=0=D=1=|7:X+y-2+1=0)

Hallamos el punto P de corte de la recta r y el plano .

T:X+y-2+1=0
}:> X—=2=-2—>X%X=2-7 =>2-2-1-72-72+1=0=>
y+l=-2->y=-1-2

T X+y—-2+1=0
r=x-2=y+1=-z

=-32=-2=|z2=

wIN
U

(4 -5 2)
=>Pl=-,—,=
2 _§ 3 3 3

La recta que buscamos es la que pasa por los puntos P y Q.
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p(ﬂ = Ejes
3'3'3 :P—Q:(2,—2,1)—(%,%5%]:(2,__11lj

Q(2.-2.1)es 333
U, =3PQ =(2,-1,1) x=2ved

S T Tl lsidy=-2-1; 1R
Q(2.-2.1)es s

La recta s que corta a r perpendicularmente y que pasa por Q = (2, —2,1) tiene ecuacion
X=2+21

siqy=-2-1;1eR.
z=1+1

b) Hallamos los vectores normales de cada plano.

7imx+2y-3z-1=0=n=(m,2,-3)

7 2X—4y+62+5=0=>n"=(2,4,6)

b.i) Para que los planos sean paralelos sus vectores normales deben tener coordenadas
proporcionales.

n=(m,2,-3 - —~
( )}:%3_33@_13

n'=(2,-4,6) -4 6 2 2

Para m=—1 los planos son paralelos o coincidentes. Los planos quedan —x+2y—-3z-1=0y
2X—4y+6z+5=0. Multiplicamos la ecuacion del primer plano por —2 y nos queda
2x—4y+6z+2=0, observamos que las ecuaciones de los dos planos no son las mismas y los
planos no son coincidentes y por tanto, son paralelos.

b.ii) Para que lo planos sean perpendiculares los vectores normales deben ser perpendiculares,
esto implica que su producto escalar debe ser igual a cero.

,~4,6) + = (m,2,-3)(2,-4,6)=0=>2m-8-18=0=2m-26=0=>|m =13

S 31
- Al
N
—
N

=
n

Para m=13 los planos son perpendiculares.
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EBAU Extraordinaria 2024

Prueba de Evaluacion de Bachillerato para el
LJ.R Acceso a la Universidad (EBAU)
Curso 2023-2024
Convocatoria: Ordinaria/Extraordinaria
ASIGNATURA: MATEMATICAS II

UNIVERSIDAD
DE LARIOJA

El alumno contestara a SOLO 5 ejercicios de entre los planteados.

En caso contrario, el corrector corregira los cinco que haya contestado primero.

Todas las preguntas tienen la misma puntuacion. Es necesario justificar las respuestas.
Se permite el uso de calculadoras cientificas siempre que no sean programables ni gréficas ni calculen
integrales. Si algin alumno es sorprendido con una calculadora no autorizada, podra ser expulsado
del examen; en todo caso, se le retirar la calculadora sin que tenga derecho a que le proporcionen
otra.

1.- (2 puntos) Escribe, si existen, las ecuaciones de las rectas tangentes a la curva
f (X) =|x|exp(-x).
en los puntos de abscisax =0y x = -1.

2.- (2 puntos) Un nadador se encuentra a 2 km de la playa enfrente del puesto de la Cruz Roja. Desea
ir a la caseta de las duchas que esta en la misma playa a 3 km de distancia del puesto de la Cruz Roja.
Sabiendo que nada a 3 km/h y anda por la arena a 5 km/h, determinar a qué lugar debe dirigirse a
nado para llegar a las duchas en el menor tiempo posible.

3.- (2 puntos) Dada la funcién
f(x)=(1-x*)tan(x).

Demuestra que tiene un maximo relativo en el intervalo (0,7[/ 2) :

4.- (2 puntos) Halla la matriz X que satisface
AXA+B=B(2A+1)

donde Az(; _11J B =( 11 le e | es la matriz identidad de orden 2.

5.- (2 puntos) Dado el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a:
X—y+az=a
ax+y-z=a
(a+1)x+z=a+2

halla la matriz A™'b sin calcular la matriz inversa de A, siendo A la matriz de coeficientes y b la de
términos independientes.

a-4
0

A>—A=121 +B con | la matriz identidad de orden 2. A continuacidn, halla la matriz X tal que
XA=AX=1.

a 1
6.- (2 puntos) Dadas las matrices A= (0 j y B =[

-1
J , halla a para que
—-a 2a

32 de 252 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EBAU Extraordinaria 2024 Matemdticas Il en La Rioja Juan Antonio Martinez Garcia

7.- (2 puntos) Dados los planos de ecuaciones
ax+y+z=a’
X-y+z=1
3X—-y-z=1,
6X—Yy+2z=3a,
Analiza segun los valores del parametro a su posicion relativa.

8.- (2 puntos) Dado el punto P=(2,-1,3), halla las ecuaciones de los siguientes planos que

contienen a P.
(i) Paraleloa 7:4x+3y—2z+4=0.

(ii) Perpendicular a larecta r = XT_?’ = % = ZL42 :

9.- (2 puntos) Una maquina de café esta regulada de modo que la cantidad de café que echa estéa
distribuida por una normal de media 125 ml y una desviacién tipica de 20 ml. Calcula:

(i) el porcentaje de vasos que se llenardn con méas de 150 ml.

(ii) entre que capacidades (ml) esta el 60% de los cafés que dispensa la maquina.

(\Véase la tabla simplificada de la normal tipificada que aparece al final del examen)

10.- (2 puntos) El 2% de la poblacion mundial padece una cierta enfermedad. Se dispone de una
prueba para detectarla, pero no es fiable. En el 98% de los casos da positivo en personas enfermas. Y
en el 4% de los casos da positivo en personas sanas. Halla

(i) la probabilidad de que una persona esté sana, habiendo salido la prueba positiva.

(i) habiendo salido la prueba negativa, la probabilidad de que una persona esté enferma.

Tabla simplificada de la distribucién normal tipificada

2

0 0,0f 002 003 004 005 006 007 008 0,00
0 0,5000 05040 0,5080 0,5120 05160 0,5199 05239 0,5279 0,5319 0,5359
0,1 05308 05438 05478 05517 0,5557 0,5506 0,5636 0,5675 05714 0,5753
0,2 05793 05832 05871 055010 0,5948 0,5987 0,6026 0,6064 0,6103 0,6141
03 06179 06217 0,6255 0,6293 06331 0,6368 0,6406 0,6443 0,6480 0,6517
04 06554 06591 0,6628 0,6664 0,6700 0,6736 06772 0,6808 0,6844 0,6879
05 06915 0,6950 0,6985 0,7019 07054 0,7088 0,7123 0,7157 0,7190 0,7224
0,6 0,7257 0,7291 0,7324 0,7357 07380 0,7422 0,7454 0,7486 0,7517 0,7549
0,7 0,7580 0,7611 0,7642 0,7673 0,7704 0,7734 0,7764 0,7794 0,7823 0,7852
0.8 0,7881 0,7910 0,793 0,7967 0,7995 0,8023 0,8051 0,8078 0,8106 0,8133
09 08159 08186 08212 0,8238 08264 0,8280 08315 0,8340 0,8365 0,8389
1 08413 08438 08461 0,8485 08508 0,8531 08554 0,8577 0,8599 0,8621
1,1 08643 0,8665 0,8686 08708 0,8720 08749 08770 0,8790 0,8810 0,8830
1,2 08849 0,8869 0,8888 0,8007 0.,8925 0,8944 0.,8962 0,8080 0,8997 0,9015
1,3 0,032 0,9049 09066 0,9082 0,9099 00115 09131 0,9147 009162 0,9177
1,4 00192 0,9207 09222 009236 0,9251 00265 0,9279 0,202 09306 0,9319
1,5 09332 0,9345 09357 09370 0,9382 00394 0,9406 0,9418 0,9429 0,9441
1,6 00452 0,9463 09474 0,484 0,9495 009505 0,9515 0,9525 09535 0,9545
1,7 09554 0,9564 0,9573 0,9582 0,9591 0,599 0,9608 0,9616 09625 0,9633
1,8 009641 0,9649 09656 09664 0,9671 09678 0,9686 0,963 0,9699 0,9706
1,0 009713 0,9719 09726 09732 0,9738 009744 0,9750 0,9756 09761 0,9767
20,9772 009778 0,783 0,9788 09793 0,9798 09803 0,9808 0,9812 0,9817
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SOLUCIONES

1.- (2 puntos) Escribe, si existen, las ecuaciones de las rectas tangentes a la curva
f (x)=|x|exp(—x).
en los puntos de abscisax =0y x = -1.

La funcion la podemos expresar como una funcion a trozos.

—-X

—xe™™ si x<0

xe*  six>0

)=o)~

La funcién es derivable en R —{0} siendo su derivada:
- —x(-1)e*=e*(x-1) si x<0
T I
e —xe* =e(1-x) si x>0

Comprobamos si la funcion es derivable en x = 0. Para ser derivable deben coincidir sus derivadas
laterales.

f'(O‘): lim f"(x)=lime™(x-1)=¢"(-1)=-1

x—0" x—0"

f'(O*): lim f"(x)=lime™(1-x)=e’(1)=1

x—0" x—0*

La funcion no es derivable en x = 0 y por tanto no existe la recta tangente a la curva en x = 0.
La funcion si es derivable en un entorno de x = -1, siendo la funcion f (x) =-xe " y la derivada

f7(x)=e7(x-1).

Hallamos la ecuacion de la recta tangente en x = —1.

La ecuacion de la recta tangenteen x =aes y— f (a)= f (a)(x—a).
f(-1)=1l-e"=e
f (x)=e*(x-1)> f(-1)=e(-1-1)=—-2e;=> y-e=-2e(x+1)=
y—f(-1)=f"(-1)(x+1)

= y=e-2ex—2e=|y=—2ex—¢|

La recta tangente a la curva en x = —1 tiene ecuacion y = —2ex—e.
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2.- (2 puntos) Un nadador se encuentra a 2 km de la playa enfrente del puesto de la Cruz Roja. Desea
ir a la caseta de las duchas que esta en la misma playa a 3 km de distancia del puesto de la Cruz Roja.
Sabiendo que nada a 3 km/h y anda por la arena a 5 km/h, determinar a qué lugar debe dirigirse a
nado para llegar a las duchas en el menor tiempo posible.

Hacemos un dibujo de la situacion planteada.

Nadador
2 km
ERY
) l &
Duchas p Cruz Roja

€ 3 km >
La distancia que debe recorrer a nado es “y”. Aplicamos el teorema de Pitagoras.

YV =x+2>=>y=\x*+4

La distancia que debe recorrer andando es 3 — X.

espacio . . i . espacio
P = espacio = velocidad -tiempo = tiempo = P

Como velocidad = _
tiempo velocidad

Deseamos minimizar el tiempo que tarda en recorrer “y ” kildmetros a nado y “3 — x” kilometros
andando.

t(x,y)=%+ﬂ:{y=\/x2+4}:>t (x)= “X T4 37X g<x<3

5 5

Derivamos la funcién y averiguamos donde se anula (puntos criticos).

’_x+4+— t _1 02X 1. x 1
)32\/x+ 5 3/x14 5

t(x)=0=> 1. O:L%:sx:s\/xzw:

3Wx2+4 5 3x2 +4

= 25x2 :9(x2+4):>25x2—9x2 =36 =16x%> =36 = X* :E:g:

16 4
—x= /9:3_156[03]
4 2
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Comprobamos el signo de la derivada antes y después de x = 1.5.

e Enelintervalo (0,1.5) tomamos x = 1y la derivada vale t"(1) = _ —% =-0.05<0.

WP +4

La funcién decrece en (0,1.5).
. . 2 1
e Enelintervalo (1.5,3) tomamos x = 2y la derivada vale t"(2) = —————-==0.03>0.
(153) @) 322+4 5

La funcion crece en (1.5,3).

Como la funcién decrece antes de x = 1.5 y crece después tenemos un minimo relativo en dicho
valor.

El nadador para minimizar el tiempo que tarda en llegar a las duchas debe nadar hasta el punto
situado a mitad de distancia entre duchas y cruz roja (a 1.5 km de la cruz roja).
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3.- (2 puntos) Dada la funcion
f(x)=(1-x*)tan(x).

Demuestra que tiene un méximo relativo en el intervalo (0,7/2).

La funcién tangente es discontinua en x =7 /2 por lo que cogemos un intervalo mas pequefio
que el del ejercicio, utilizamos el intervalo [0,1] contenido en el intervalo [O, 7z/2].

La funcion f (x)=(1-x*)tan(x) es una funcion continua en el intervalo [0,1]pues es producto
de funciones continuas. También es derivable siendo su derivada
f7(x)=(-2x)tan(x)+(1-x*)(1+tan*(x)).

Como f(0)=(1-0*)tan(0)=0y f(1)=(1-1")tan(1)=0 se cumple las condiciones exigidas
en el teorema de Rolle y podemos aplicarlo.

La funcion f (x)=(1-x")tan(x) es continua en [0,1], derivable en (0,1) y f(0)=f(1)=0,

por lo que aplicando el teorema de Rolle existe ¢ <(0,1) tal que f"(x)=0.

Este valor x = ¢ es un punto critico de la funcién.

e Enelintervalo [0,c) tomamos x = 0y la derivada vale
f"(0)=(-2-0)tan(0)+(1-0%)(1+tan®(0))=1>0. La funcion crece en [0,c).

e Enelintervalo (c,1] tomamos x = 1y la derivada vale
f"(1)=(-2-1)tan (1) +(1-1?)(1+tan® (1)) =—2tan (1) =-3.1< 0. La funcion decrece en

(c.1].

La funcion crece antes de x = ¢ y decrece después, por lo que la funcion presenta un maximo
relativo en x = c,

Este valor ¢ es mayor que 0 y menor que 1 por lo que pertenece al intervalo (O,7z/2) :
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4.- (2 puntos) Halla la matriz X que satisface
AXA+B=B(2A+1)

1 -1 1 2
donde A=[0 1 J B =( J e | es la matriz identidad de orden 2.

Despejamos X de la ecuacién matricial.

AXA+B=B(2A+1)= AXA+B=2BA+B= AXA=2BA+B-B=
= AXA=2BA= ATAXAA™ =2A7BAAT = [AAT = ATA= 1} = X =2A7'B

Comprobamos que A es invertible y calculamos su inversa.

1 -1
|A|:‘ ‘:1;&0
0 1

A 1 (01

Adj 1o
o Adi(AT) a1 _(1 1)
Calculamos la expresion de la matriz X.
o 1 1)1 2 1-1 2-1 0 1 0 2
X =2A"B=2 =2 =2 =
0 1){-1 -1 0-1 0-1 -1 -1 -2 -2

0 2
La matriz X buscada tiene la expresion X =( ) 2].
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5.- (2 puntos) Dado el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del pardmetro real a:
X—y+az=a
ax+y-z=a
(a+1)x+z=a+2

halla la matriz A™'b sin calcular la matriz inversa de A, siendo A la matriz de coeficientes y b la de
términos independientes.

El sistema planteado tiene la expresion matricial:

AX =b
1 -1 a X a
siendo A= a 1 -1,X=|y|yb=l a
a+l1 0 1 Z a+2

La solucién del sistema cuando existe la inversade Aes X = A™b.

Lo que se nos piden en el ejercicio es resolver el sistema cuando sea posible e indicar las
soluciones.

Hallamos el determinante de A y vemos cuando se anula.

1 -1 a
A= a 1 -l=1+a+l+0-a(a+l)+a-0=2+2a-a’-a=-a’+a+2
a+l 0 1
2 ﬂ:&:a
|A|:0:—a2+a+2:0:>a:_1ir ! _4(_1)(2)=_1i3: 2
-2 2 ]-1-3
_—2:2:a

La matriz inversa de A solo existe para valores de a distintos de -1y 2.
Resolvemos el sistema para estos valores. Como el sistema es compatible determinado
utilizamos el método de Cramer.

a -1 a
a 1 -
_|la+2 0 1| a+a+2-a(a+2)+a 3a+2-a’-2a -a’+a+2
11 -1 al —a’+a+2 - —a’+a+2 -a’+a+2
a 1 -
a+l 0 1
1 a a
a a -
_la+1 a+2 1| a-a(a+l)+a’(a+2)-a’(a+l)-a’+a+2
S l1 -1 al —a’+a+2 -
a 1 -
a+l 0 1
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:a—az—X+ﬁ{+?‘az\—a{—N+X+2:—a2+a+2:1

—a’+a+2 —a’+a+2
1 -1 a
a 1 a
_ja+l 0 a+2| a+2-a(a+l)-a(a+l)+a(a+2)
S l1 -1 al —a’+a+2 -
a 1 -1
a+l 0 1

:\&+2—a2—\&—ﬂ{—a+ﬂ"/+2a:—a2+a+2_1

—a’+a+2 —a’+a+2

La solucién del sistemaesx =y =z=1.
1

La matriz A™b es la matriz A*b=|1
1

OTRA FORMA DE RESOLVERLO

X—y+az=a X—y+az=a

X—-a-z+ax+az=a
ax+y-z=a —Jy=a+z-ax =

a+l)x+z=a+2
(a+1)x+z=a+2 (a+l)x+z=a+2 (a+1)x+ "

3{(a+1)x+(a—l)z :ZaS{(aﬂ)x:Za—(a—l)z _

(a+1)x+z=a+2 (a+l)x=a+2-z

—2a-(a-1)z=a+2-z=>2a-a-2=(a-1-1)z>a-2=(a-2)z=

=>{a-2#0}= z:z;;=l = (a+l)x=a+2-1=(a+l)x=a+1=

={a+1£0}= x:a—+1:
a+l

[N

:>y=a+1—a:>
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. a 1 a-4 -1
6.- (2 puntos) Dadas las matrices A= y B= , halla a para que
0 -a 0 2a

A> - A=121 +B con | la matriz identidad de orden 2. A continuacion, halla la matriz X tal que
XA=AX =1.

Realizamos las operaciones indicadas en la igualdad matricial.
a2 1ya 13)_ a® a-a _ a®> 0
0 -a)l0 -a 0 a? 0 a’
) a®> 0) (a 1 1 0) (a-4 -1
A°-A=121+B=> - =12 + =
0 a’) (0 -a 01 0 2a
a®’-a -1 12 0 a-4 -1
= = + =
0 a’+a 0 12 0 2a

ea’—-a=a+8—>a*-2a-8=0—>

2+(-2)' -4(1)(-8)

—a= =
2
2+6
246 | 2 4=
2 12-6 5
2

ea’+a=2a+12—>a*-a-12=0—

1+ /(-1)° —4(1)(-12)

—>a= =
2
1+7
157 |72 =[4=al
O el -y

Deben cumplirse todas las igualdades y esto solo es posible cuando a = 4.
La matriz X tal que XA= AX =1 es la matriz inversa de A. Hallamos su inversa.

a 2
A= =-a’#0=>a=0
0 -a
g °
Afl_Adj(AT)_ : 1 -a) -1f-a -1) (1/a 1/a°
A -a’ a?’\0 a) |0 -1/a
i i : . 1 1/a®
Para cualquier valor a = 0 la matriz X buscada tiene la expresion X :[ ga 17 ]
-1/a
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7.- (2 puntos) Dados los planos de ecuaciones
ax+y+z=a’

X—-y+z=1
3X-y-z=1,
6X—Yy+2z=3a,

Analiza segun los valores del parametro a su posicion relativa.

Estudiamos la compatibilidad del sistema formado por las ecuaciones de los planos.
Utilizamos el método de Gauss para obtener un sistema equivalente mas sencillo de resolver.

ax+y+z=a’ Ecuacion 42—2-Ecuacion 3?

X—y+z=1 N 6x -y 4z =3a

3x—y-z=1 —6Xx +2y +2z =-2

6x—y+z=23a, y +3z =3a-2— NuevaEcuacion4?

Ecuacidon32—3-Ecuacion 22 ax+y+z=a’
X -y -z =1 X-y+z=1
= =
-3Xx +3y -3z =-3 2y—-41=-2—>y-27=-1,
2y -4z =-2— NuevaEcuacion3? y+3z=3a-2,
Ecuacion 42— Ecuacion 32 ax+y+z=a’
y +3z =3a-2 X-y+z=1
= =
-y +2z =1 y—-2z=-1,
5z =3a-1-— NuevaEcuacion4? 5z=3a-1
Ecuacion 22+ Ecuacion 32 Ecuacion1?— Ecuacion 32
X -y 4z =1 ax +y +z =a’
y -2z =-1 -y +2z =1
X -z =0 — NuevaEcuacion2?| | ax +3z =a’+1— NuevaEcuacion1?
, ax+3z=a’+1, |g3a-1l g3a-1_ ., ,
ax+3z=a’+1, 5 5 '
X =12|,
)X -z=0, N - N _3a-1 N
y-27=-1, y=-1+2z, 5
5z7=3a-1 |[,_32"1 3a-1 -5+6a-2 6a—7
5 ! y:_1+2 = = ,
5 5 5
2_ f—
:>a3a5 1+3?"3151:a2+1:>3a a+9a 3:a2+1:>

—=3a’-a+9a-3=5a’+5=>-2a’+8a-8=0=a’-4a+4=0=>
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4z \J(-4) -4(1)(4)

=a=
2

4
= —= 2

2
Para a = 2 el sistema formado por los cuatro planos tiene solucion lo que significa que los cuatro

planos coinciden en un Gnico punto.

Como a = 2 la solucién del sistema es x=%=1; y= 6'25_7 =1, z=1. Los cuatro planos se

cortarian en el punto (1, 1, 1).

-3X+y+z=9,
X-y+z=1

Para a = -3 los planos quedan X—y-z-1 El plano 1y el plano 3 son paralelos. Los otros dos
6X—-y+z=-9,

planos los cortan.

Para a=2 y a=—3 los planos son secantes entre si en rectas paralelas.
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8.- (2 puntos) Dado el punto PE(Z,—l,S), halla las ecuaciones de los siguientes planos que

contienen a P.

(i) Paralelo a 7:4x+3y—2z+4=0.

(ii) Perpendicular a larecta r = x=3 Y z+2 :
3 2 4

(i) Siel plano 1" es paralelo a 7:4x+3y—2z+4=0 tiene ecuacion z":4x+3y—-2z+D=0.
Como debe contener el punto P =(2,—1,3) tenemos que:

7 4x+3y-22+D=0

i =8-3-6+D=0=>D=1=7":14x+3y—-2z+1=0
P=(2-13)ex

El plano buscado es 7":4x+3y—-2z+1=0.

(i) Sielplano ™" es perpendicular a la recta r = XT_B = % = ZLA'Z el vector normal del plano es el

vector director de la recta.

erT_e’=X=—:>\7r=(3,2,—4)

n=v,=(3,2,-4)= z":3x+2y-4z+D =0
Como debe contener el punto P = (2,—1, 3) tenemos que:

77:3x+2y-4z2+D=0

. =6-2-12+D=0=>D=9=7":3x+2y—-4z+8=0
P=(2,-13)ex

El plano buscado es 7”":3x+2y—4z+8=0.
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9.- (2 puntos) Una maquina de café esta regulada de modo que la cantidad de café que echa estéa
distribuida por una normal de media 125 ml y una desviacién tipica de 20 ml. Calcula:

(i) el porcentaje de vasos que se llenaran con mas de 150 ml.

(i) entre que capacidades (ml) esté el 60% de los cafés que dispensa la maquina.

(\VVéase la tabla simplificada de la normal tipificada que aparece al final del examen)

(i) Sea X = La cantidad de café en ml que echa una cafetera. X = N(125, 20)

Nos piden calcular P(X >150). 0 0,01 002 003 001 Joo5) 0,
00,5000 05040 05080 05120 05160 O 400 05
0,1 05308 05438 05478 05517 05557 0,596 05

Tipificamos 0.2 05793 05832 05871 05910 05948 u_.-‘r? 0.6
03 06179 06217 06255 06203 06331 06868 0.6
P(X >150) = 7 - X —u = 0.4 06554 06591 06628 06664 06700 06§36 0.6

= 05 06915 06950 06985 07019 07054 07§88 0.7
0.6 07257 07201 07324 07357 07380 07822 0.7
0,7 07580 07611 07642 07673 07704 07f34 07
0% 07881 07910 0,7930 07967 07995 02823 08
150-125 0.0 08150 08186 08212 08238 08264 05080 08

=P Z>2— :P(Z>1-25): I 08413 08438 08461 08485 08508 31 08
0 1.1 08643 08665 08686 08708 08729

l 1,2: S S — mmiil ) (), 5044
00,9032 09049 09066 0,9082  0,9000 0,911

_1 P(Z<125)— Miramos en la B
B T ltablaN(@,1) |

=1-0.8944 =|0.1056

El porcentaje de vasos que se llenaran con mas de 150 ml es de 10.56 %.
(if) Nos piden hallar el valor “a” tal que P(125—a< X <125+a)=0.60.

Tipificamos
P(125-a< X <125+a)=0.60= . X—pu (=

o

—~Pp 125_a_125£23125+—a_125 =06=P _—aSZSi =06=>
20 20 20 20

—~plz<2|-pP[z<Blc06=Plz< 2 l-Plz>2 206>
20 20 20

- P(Z sij— 1—P(Z sij :0.6:>2P(Z sij—1=o.6:»
20 20 20

a a Miramos en la
=2P|Z<— |=16=>P|Z<— |=08=> =
20 20 tabla N(0,1)

:%ZOBLZO'SS=0.845:>|a=o.845-20=16.9|
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2 0 0,01 0.02 0.03
0 05000 05040 05080 0,5120
0,1 05398 05438 05478 0,5517

0.

0,2 05793 05832 05871 0,5910
0.3 06179 06217 06255 0,6293 0.
04 06554 06591 06628 0,6664 0.
0,5 06915 0,6950 0,6985 0,7019 0,
0,6 07257 0,7291 0,7324 0,7357 0,
sy (). 7580 00,7611 0,7642 0,7673 0.
- o skl 0,80234 0.
08159 08186 038212 0,8238 0,52 0,

La capacidad en la que estan el 60% de los cafés que dispensa la maquina es entre
125-16.9=108.1 mly 125 + 16.9 = 141.9 ml.
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10.- (2 puntos) El 2% de la poblacién mundial padece una cierta enfermedad. Se dispone de una
prueba para detectarla, pero no es fiable. En el 98% de los casos da positivo en personas enfermas. Y
en el 4% de los casos da positivo en personas sanas. Halla

(i) la probabilidad de que una persona esté sana, habiendo salido la prueba positiva.

(ii) habiendo salido la prueba negativa, la probabilidad de que una persona esté enferma.

Llamamos F al suceso “la persona estd enferma”, T+ a “el test da positivo” y T— a “el test da
negativo”.
Hacemos un diagrama de arbol.

Test positivo
P(T+/F) =0.98

Enfermo
P(F) = 0.02

Test negativo
P(T-/F) = 0.02

Enfermedad y
test

Test positivo

a0 < P(T+/F) = 0.04

P(F€) = 0.98

Test negativo

P(T-/FS) = 0.96

(1) Nos piden determinar P(FC IT +). Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de
Bayes.
P(FCNT+) P(FC)P(T+/F°)

P(FC/T+)= P(T4) :p(F)P(T+/F)+P(FC)P(T+/FC>:

098004 2o
0.02:0.98+0.98-0.04 |3

La probabilidad de que una persona esté sana, habiendo salido la prueba positiva es de

2 =0.6667 .
3

(ii) Nos piden determinar P(F IT —). Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de
Bayes.
P(FmT—)_ P(F)P(T-/F)

P(FIT-)= P(T-)  P(F)P(T—/F)+P(FS)P(T-/F%)

0.02-0.02 1

= = =0.0004
0.02-0.02+0.98-0.96 2353

La probabilidad de que una persona esté enferma, habiendo salido la prueba negativa es de

1 00004

2353
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EBAU Ordinaria 2024
Prueba de Evaluacion de Bachillerato para el
LJ,R Acceso a la Universidad (EBAU)
Curso 2023-2024
UNIVERSIDAD Convocatoria: Ordinaria/Extraordinaria
DE LA RIOJA ASIGNATURA: MATEMATICAS |1

El alumno contestara a SOLO CINCO ejercicios de entre los planteados.

En caso contrario, el corrector corregira los cinco que haya contestado primero.

Todas las preguntas tienen la misma puntuacion. Es necesario justificar las respuestas.
Se permite el uso de calculadoras cientificas siempre que no sean programables ni gréficas ni calculen
integrales. Si algin alumno es sorprendido con una calculadora no autorizada, podra ser expulsado
del examen; en todo caso, se le retiraré la calculadora sin que tenga derecho a que le proporcionen
otra.

1.- (2 puntos) Escribe la ecuacién de la recta tangente a la curva y=1/x en el punto (3, 1/3).

Comprueba que el segmento de esta recta comprendido entre los ejes de coordenadas esta dividido
en dos partes iguales por el punto de tangencia.

2.- (2 puntos) En una finca con forma de semicirculo de radio 20 m se quiere poner un jardin
rectangular, de tal manera que uno de lados esté sobre el didmetro y el opuesto a él tiene sus extremos
en la parte de la curva. Calcula las dimensiones del jardin para que su area sea maxima.

3.- (2 puntos) Halla la funcion f sabiendo que

[ f(x)dx=In ((::;); +K

Analiza la continuidad de la funcion f en las abscisas x = -2y x = 1.

4.- (2 puntos) Dada la matriz A:

3/15 x 0
A= y -3/5 0
o 0 1

Halla x e y para que su inversa, A™, coincida con su traspuesta, A’ . En tal caso, halla A" A* —2A.

5.- (2 puntos) Afiade una ecuacion al sistema de ecuaciones lineales:
2x—y+2z=1
X+y—-z=3
de modo que sea
(i)  incompatible.
(i) compatible determinado.
(iii) Compatible indeterminado.

11
6.- (2 puntos) Dada la matriz A= (2 J halla dos matrices B y C tales que satisfagan las

siguientes ecuaciones
B+C'=A
B-C'=A
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Donde denotamos por AT, la matriz traspuesta de A.

7.- (2 puntos) Determine los valores de a para que los planos de ecuaciones
T X+y+z=a-1
T, 2X+y+az=a
i X+ay+z=1

(i) se corten en un punto.
(if) se corten en una recta.
(i) no se corten.

8.- (2 puntos) Halla la ecuacién continua de la recta s que esta contenida en el plano
7 X+y—2z+1=0 y corta perpendicularmente a la recta

(e X+y+z=-1
~ |4x-y+z=3

9.- (2 puntos) En un examen de matematicas, las puntuaciones tipificadas de dos estudiantes fueron
0.6 y —0.8 y sus notas reales 94 y 73, respectivamente. Calcula:
(1) la media y desviacion tipica de las puntuaciones del examen que siguen una distribucion
normal.
(ii) entre que puntuaciones alrededor de la media esta la nota del 60 % de los estudiantes.
(\Véase la tabla simplificada de la normal tipificada que aparece al final del examen)

10.- (2 puntos) Dados los sucesos A y B de un experimento aleatorio, se sabe que P(A) =0.27,
P(B’) =082y P(Au B) =0.4. Determina si los sucesos A y B son compatibles o incompatibles.
Calcula P((Au B)) y P(AUB"), (A significa suceso complementario).

Tabla simplificada de la distribucién normal tipificada

&3

0 0,0l 002 003 004 005 006 007 008 0,09
0 0,5000 05040 0,5080 0,5120 0,5160 0,5199 0,5230 05279 0,5310 0,5350
0,1 0,5308 05438 0,5478 05517 05557 0,5596 0,5636 05675 0,5714 0,5753
0,2 05793 05832 0,5871 0,59010 05948 0,5987 0,6026 0,6064 0,6103 0,6141
0,3 0,6179 0,217 0,6255 0,6203 06331 0,6368 0,6406 0,6443 0,6480 0,6517
04 06554 06591 0,6628 06664 06700 0,6736 06772 0,6808 0,6844 0,6879
05 06915 06950 0,6985 0,7019 07054 0,7088 0,7123 0,7157 0,7190 0,7224
0,6 0,7257 0,7291 0,7324 0,7357 0,7389 0,7422 0,7454 0,7486 0,7517 0,7549
0,7 0,7580 0,7611 0,7642 0,7673 0,7704 0,7734 0,7764 0,7794 0,7823 0,7852
0,8 0,7881 0,7910 0,7930 0,7967 0,7995 0,8023 0,8051 0,8078 0,8106 0,8133
0,0 08150 08186 0,8212 0,8238 08264 0,8280 0,8315 0,8340 0,8365 0,8380
10,8413 08438 0,8461 0,8485 08508 0,8531 0,8554 0,8577 0,8599 0,8621
1,1 08643 0,8665 08686 08708 08720 0,8740 08770 0,8790 0.8810 0,8830
1,2 08849 0,8869 08888 08907 0,8925 0,8044 08962 0,8980 0.8997 0,015
1,3 009032 0,9049 09066 0,082 0,9099 09115 009131 09147 09162 09177
14 009192 09207 09222 09236 0,9251 0,9265 009279 0,9292 0,9306 0,9319
1,5 00332 0,9345 0,9357 00370 0,9382 0,9304 00406 0,9418 0,9420 0,0441
1,6 00452 0,9463 09474 00484 0,9495 0,9505 009515 0,9525 0,9535 0,0545
1,7 00554 0,9564 0,9573 00582 0,9591 0,9500 0,608 0,9616 0,9625 0,0633
1,8 00641 0,9649 09656 0,664 0,9671 0,9678 0,686 0,9693 0,9699 0,0706
1,0 009713 09719 09726 009732 09738 09744 009750 09756 09761 0,9767
20,9772 09778 09783 0,9788 009793 0,9798 0.9803 009808 09812 0,9817
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SOLUCIONES

1.- (2 puntos) Escribe la ecuacién de la recta tangente a la curva y=1/x en el punto (3, 1/3).
Comprueba que el segmento de esta recta comprendido entre los ejes de coordenadas esta dividido
en dos partes iguales por el punto de tangencia.

La ecuacion de la recta tangenteenx =aes y— f (a)=f (a)(x—a).

f(3)-3
f(X)=3 > () ==z > ' (8) === = Y3 =5 (x-3)=
y—f(3)=f"(3)(x-3)

La recta tangente a la curva en x = 3 tiene ecuacion y = _?1 x+§.

Hallamos los puntos de corte de la recta tangente con los ejes coordenados.

12
ejeOX ' 9 '3 :%1X+§:0:>—x+6=0:>x:6:>A(6,0)
y=0
102
eiEOY%y_?HE :>y=_—1-0+z=2:>8 O,E
- 9 '3 3 3

Para que el punto de tangencia P(3, 1/3) divida el segmento AB en dos partes iguales dicho punto
debe ser el punto medio del segmento AB.

Punto medio AB = (6’O)+(O’§) = (63 :[6 2) :(3,% =P

2 2 2'6 3

Queda comprobado que el punto P(3, 1/3) divide el segmento AB en dos partes iguales.
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2.- (2 puntos) En una finca con forma de semicirculo de radio 20 m se quiere poner un jardin
rectangular, de tal manera que uno de lados esté sobre el diametro y el opuesto a él tiene sus extremos
en la parte de la curva. Calcula las dimensiones del jardin para que su area sea maxima.

Hacemos un dibujo de la finca y de la situacion planteada.

r=20m
El &rea del jardin rectangular es A(x,y)=xy.
Como el rectangulo tiene sus esquinas apoyadas en la circunferencia segun el teorema de Pitagoras

2
se cumple (g} +y*=20°.

r=20m D
Despejamos “y” en la ecuacion anterior.

X 2 NG

2 2
Xl +yr=202 =2 +y?=400= y? =400~ 2 = y = [400- 2
(2) y Y y =Y 7

Y sustituimos en la expresion del area que deseamos maximizar.

A(X’ y) e x? 2 x? 2 x*
7= A(X) = x,[400-2 = [x?| 400-2- | = [a00x* -2~
=400~ 4 4 4

4
El 4rea queda expresada en funcion de la longitud del lado “x como A(X) =, /400X2 - XT .

Derivamos esta funcidn y buscamos sus puntos criticos.

4x°
800x==- goox-x*  X(800-x*)  8oo-—x*

2

7 2 2
2\/400x2 X 2x\/400—x 2 X \/400—’( 2\/400—)‘
4 4 4 4

A(x)=

2
A(x)=0= 990X 5800 x*=0= x?=800=|x=/B00 = 20v2
(x)

2
2‘/400—)‘*
4
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Compruebo que el punto critico obtenido x = 20+/2 = 28.28metros es un maximo viendo que antes
de él la funcion crece y después de él la funcion decrece.

e Enelintervalo (O, 20\/5) tomamos x = 10y la derivada vale

800107 700

: 2375
2 a0 10 2

A'(lO) = >0, la funcién crece.

e Enelintervalo (20\/5, 40) tomamos x = 30y la derivada vale

p— 2 —
A"(30) = 800-30 == 2j10705 <0, la funcién decrece.
2 0%

2
/800
Para x =+/800 el otro lado del jardines y = \/400—¥ =200 =10+/2 =14.14 metros.

El area del jardin rectangular cumpliendo las condiciones pedidas es maxima cuando tiene las
dimensiones 20~/2 metros de largo y 1042 metros de ancho.

102
202
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3.- (2 puntos) Halla la funcién f sabiendo que

jf(x)dx:ln%m

Analiza la continuidad de la funcién f en las abscisas x = -2y x = 1.

-1)°
Si F(x) =J' f(x)dx=1In ((X 2))2 +k el dominio de la funcion F(x) son todos los valores reales
X+

: (x-1)’ ' (x-1)°
para los que existe In >, es decir, para los valores “x” tales que =>0.
X+2 (x+2)

(x-1)

> >0={(x+2)" >0} = (x-1)’ > 0= x-1>0= x>1
(x+2)

El dominio de F(x) es (1,+).

Como F(x)= [ f(x)dx entonces F’(x)=f(x).

F(x):j f(x)dx=In ((X_;); +k=In(x-1)’ =In(x+2)" +k =3In(x-1)-2In(x+2)+k

1 1 3 2
f(x)=F"(x)=(3In(x-1)-2I 2)+k)=3 -2 = -
(%) () ( n(x-1)-2In(x+2)+ ) Xx-1 x+2 x-1 Xx+2

Analizamos la continuidad de la funcion f (x)= 32 ensudominio (L+0).

Xx-1 x+2
Esta funcion es la suma de dos funciones racionales que no se anulan en su dominio y por tanto
es continua en (1,+0).

Esta funcion no existe ni en x = -2 nien x = 1. La funcién no es continua en ninguno de estos
valores.
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4.- (2 puntos) Dada la matriz A:
3/5

y
0

A=

X
-3/5
0

0
0
1

Halla x e y para que su inversa, A™, coincida con su traspuesta, A’ . En tal caso, halla A" A* —2A.

Si la matriz inversa de A es A" se cumple que A-A" = 1. Utilizamos esta igualdad para hallar el
valorde x ey.
3/15 x 0 3/5 y 0
A= y -3/5 0|=>A"=| x -3/5 0
0 0 1 0 0 1
3/5 x 0)3/5 'y 0 100
AAl=l=| y -3/5 0| x -3/50|=|0 1 0=
0 0 1){ 0 0 1 0 01
9/25+x*> 3y/5-3x/5 0 100
=|3y/5-3x/5 y*+9/25 0|=|/0 1 0|=
0 0 1 0 01
9 2
—+ X = 2_1_i_§ _ |6 __ 4 ‘= 4
25 25 25 25 5 [NV
3y 3X
= ?—?zo y—-x=0—>y=xX =<0
y2+i:1 249 _16 - E:iﬂ x=y:%4
o5 25 25 25 5
4 i -4
Los valores buscados son x = yzg 0 bien x = y:?.
Como A" = A obtenemos la expresion de ATA? —2A.
ATA? —2A=ATA —2A=ATAA-2A=IA-2A=A-2A=-A
A 3/5 4/5 0 -3/5 -4/5 0
Para x:yzg queda ATA’ —2A=-A=-|4/5 -3/5 0|=|-4/5 3/5 0
0 0 1 0 0o -1
A 3/5 -4/5 0 -3/5 4/5 0
Para x=y=% queda A'A* —2A=-A=-|-4/5 -3/5 0|=| 4/5 3/5 0
0 0 1 0 0 -1
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5.- (2 puntos) Afiade una ecuacion al sistema de ecuaciones lineales:
2X—-y+2z=1
{x +y-z=3
de modo que sea
(i) incompatible.
(if) compatible determinado.
(iif) Compatible indeterminado.

(i) Para que sea incompatible debemos afiadir una ecuacion que no se pueda cumplir, por ejemplo,
afiadimos una ecuacién igual que la segunda pero cambiando el 3 por 0.

2x—-y+2z=1
X+y—2=3
X+y—-z=0

(ii) Para que sea compatible determinado debemos afiadir una ecuacion que se cumpla, por ejemplo,
afiadimos x=3.

2x-y+2z=1
X+y—z=3
X=3
Comprobamos que es compatible determinado. Resolvemos el sistema anterior.
2X—-y+2z=1
2:3-y+2z=1 -y+2z=-5
X+y—-z=3 = = = -2+27=-5=
3+y-z=3 y-z=0->y=1z
X=3
=|z=-5|=|y=-5
El sistema es compatible determinado con solucion x =3,y =z = -5.

(iii) Para que sea compatible indeterminado debemos afadir una ecuacion que sea combinacion de
2X—-y+2z=1
las dos ecuaciones iniciales, por ejemplo, la suma de las dos; [X+Yy—z=3

3X +z=4
2x—-y+2z=1
El sistema {x+y—-z=3 escompatible indeterminado. Lo comprobamos.
3X+z=4
2x—-y+2z=1
2x—y+2z=1 2x—y+2z=1
x+y-z=3 ={Ec3*=Ec1*+Ec2 = = =
X+y—-z=3 y=3-X+12
3X+z=4
=2X-3+X-24+27=1=3Xx+2=4=|2=4-3X :>|y:3—x+4—3x:7—4x
X=A4
Las soluciones del sistema son < y=7-44;4 e R. El sistema es compatible indeterminado.
z2=4-31
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11 .
6.- (2 puntos) Dada la matriz A= (2 J halla dos matrices B y C tales que satisfagan las

siguientes ecuaciones

B-C'=A
Donde denotamos por AT, la matriz traspuesta de A.

{B+C‘1:A

) ~ |IB+C*=A
Resolvemos el sistema matricial . iy
B-C"=A
B+Ct=A
B-C'=AT

2B =A+A = B:l(A+ AT):E(A+AT)+C’1:A:>
2 2

=S A+A +2C =2A=2C 1 =2A-A-A" = 2C=A-A" = C* =%(A—AT)

. 1 o 1(1 1) (1 2 1(2 3 1 3/2
Por lo visto tenemos B:—(A+A ):— n - = - .
2 21(2 1 11 2\3 2 3/2 1

11 1 2 0 -1 0 -1/2
También tenemos que C™* = l(A— AT ) _1 _ _1 -
2 2(\2 1 11 2\1 0 1/2 0

Calculamos la inversa de la matriz C* y obtendremos la expresion de la matriz C.

0 -1/2 0 -1/2 1
ct= =|c?|= ==
(1/2 0 ] e ‘1/2 0 ‘ 4

-1/2 0 -2 0

) Adj( 0 1/2]
-1 Adj(Cc™ “1/2 0 0 1/2) (0 2
c=(e)' =M A o ol

. 1 3/2 0 2
Las matrices buscadas son B = yC= .
3/2 1
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7.- (2 puntos) Determine los valores de a para que los planos de ecuaciones
miX+y+z=a-1
T, 2X+y+az=a
myiX+ay+z=1

(i) se corten en un punto.
(if) se corten en una recta.
(iif) no se corten.

Estudiamos la compatibilidad del sistema formado por las ecuaciones de los planos.

mX+y+z=a-1 111
El sistema {7,:2X+Yy+az=a tiene una matriz de coeficientes A=|2 1 a| y una matriz
i X+ay+z=1 1 al
1 11 a-1
ampliada A/B=[{2 1 a a
1 a1l 1
VVemos cuando se anula el determinante de A.
1 11
|Al=]2 1 a=l+a+2a-1-2-a°=-a’+3a-2
1 al
2 ﬂ'=:|.=a
|A|=0:>—a2+3a—2:0:>a=_3i\/3 “HEN(2) _sx1 |2
2(-1) -2 i;lzzza

Se nos plantean tres situaciones diferentes que analizamos por separado.

CASO1l a#lya=2.
En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el rango de A/B y el
namero de incognitas (3). El sistema es compatible determinado. La Unica solucion del
sistema son las coordenadas del punto interseccién de los tres planos.

CASO 2. a=1.
En este caso el determinante de A es nulo y su rango es menor que 3.
Analizamos el sistema para este valor de a.

T X+y+2=0

7T, 2X+y+z=1

Ty X+y+z=1
Observamos que los planos 7, y 7z, son dos planos paralelos y por tanto los planos no se van
a cortar en ningln punto.

CASO 3. a=2.
En este caso el determinante de A es nulo y su rango es menor que 3.
Analizamos el sistema para este valor de a.
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miX+y+z=1

7T,2X+Yy+22=2

Ty X+2y+z=1
Estudiamos el rango de A y A/B usando el método de Gauss para obtener un sistema
triangular equivalente.

Fila22 — 2 - Fila 1?

1111 s 1 92 2
A/B=|2 1 2 2|= 9 9 9 9
1211 0 -1 0 0 — NuevaFila2?
Fila 32 — Fila 12
1 2 1 1 1 1 11
1 1 1 1 =0 -1 0 0|=
0 1 0 0 — NuevaFila3? 0 100
Fila 32 + Fila 22 — N8
01 0 0 1 1 11
= 0 .10 0 =0 -1 00
0 0 0 0-NuevaFilaze| |22 90

A

Observamos que el rango de Ay el de A/B son iguales a 2, siendo menor que el niUmero de
incdgnitas (3). El sistema es compatible indeterminado. Sus infinitas soluciones son los
puntos de la recta donde se cortan los tres planos.

Lo comprobamos resolviendo el sistema equivalente obtenido.

A/B

———
1 1 11

X+y+z=1 X+y+z=1
0 -1 0 0|= = > X+z=1l=>x=1-7=>
-y=0 y=0
0 0 0O
——
A
Xx=1-4
=iy=0 ;4eR
z=41

(i) Para azly a=2 los tres planos se cortan en un Unico punto.
1-1

X
(if) Para a=2 los tres planos se cortan en una recta de ecuacion r:<y i AeR.
z

0
A

(iii) Para a=1 los tres planos no se cortan.
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8.- (2 puntos) Halla la ecuacion continua de la recta s que esta contenida en el plano
7 X+y—2z+1=0 y corta perpendicularmente a la recta

(e X+y+z=-1
~ |4x-y+2=3

Si la recta s esté contenida en el plano su vector director ui es perpendicular al vector normal

del plano n.
Si corta perpendicularmente a la recta r tambien debe ser perpendicular a su vector director v, .

Al ser perpendicular al vector normal n del plano y el vector director \7, de la recta nos sirve
como vector director de la recta s el producto vectorial de los vectores n y \7, .
Hallamos las coordenadas de estos dos vectores n y v, .

X+y+z=-1 z=-1-x-y
r= = = 4x-y-1-x-y=3=3x-2y=4=

4x-y+2=3 AX—-y+2=3
4 2 4 2 7 5
=>3X=4+2y =2 X=—+—-YyYy=>ZI=-1-———y-—y=————Yy =
Y 3 3y 3 3y y 3 3y
x:£+gl
3 3 (2 5 _
=r=qy=41 =u =(§,1,?):>{Multiplico por 3} = |v, =(2,3,-5)
3 3

TiX+Yy—-272+1=0=> ﬁ:(l,l,—Z)

Hallamos el vector director de la recta s.

n=(11-2) i ok
Vv, =(2,3,-5)p=u,=1 1 -2=-5i-4j+3k-2k+5j+6i=i+j+k=(L11)
U =Nxv. 2 3 -5

Nos falta determinar un punto de la recta s. Como r

sabemos que la recta r y la recta s se cortan y la
recta s esta contenida en el plano el punto de la
recta s lo podemos obtener hallando el punto de
corte de larecta r y el plano.
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x:ﬂ+gﬂ
3 3

y=4

1
IIl

z=—t-2}
3 3

T:X+y-2z+1=0

4 2 14 10

5

:>ﬂ+3}t+}t—2 —Z——/l +1=0=
3 3 3 3

:§+—A+/1+§+?2.+1:0:>4+2&+3/1+14+10/1+3:0:>

3

=151=-21=1

15

Hallamos la ecuacién de la recta s.

2

-7

5

x=2 Z(ij_ﬂ_ﬂ_é
3 315 3 15 5
y:_—7 =P g_—70j
5 5 5
7 5(—7) -7.7
= = |=—+==0
3 315 3 3
2yl
5=—5=E:> SEX—Z:er—:Z
1 1 1 5

La recta buscada es sEx—éz y+%= z.
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9.- (2 puntos) En un examen de matematicas, las puntuaciones tipificadas de dos estudiantes fueron
0.6 y—0.8 y sus notas reales 94 y 73, respectivamente. Calcula:

(i) la media y desviacion tipica de las puntuaciones del examen que siguen una distribucion normal.
(ii) entre que puntuaciones alrededor de la media esté la nota del 60 % de los estudiantes.

(\VVéase la tabla simplificada de la normal tipificada que aparece al final del examen)

(i) Sea X = Puntuacion de un estudiante. La variable tipificadaes Z = X4 :
o
0.6 94— u
_ T 0.60=94- =94-0.6
o _08_73—,u —-0.80=73-u u=173+0.80

O

=94-0.60=73+0.80 =94-73=0.80+0.60 = 21=140 =

=|c=—=15|=|u¢=94-0.6-15=85

La variable X es una distribucion normal con media 85 y desviacion tipica 15. X = N(85, 15).
(ii) Nos piden hallar el valor “a” tal que P(x—a<X < u+a)=0.60.

Tipificamos
P(85-a< X <85+a)=0.60= ,_Xou (=

:P(%SZSWJzO.G: P(_—agzgij=0.6:>

a a Miramos en la
=2P|Z<—|=16=>P|Z<— |=08> =
15 15 tabla N(0,1)

- % _ w ~0.845= [a = 0.84515-12.675|

La nota esta entre 85 — 12.675 = 72.325y 85 + 12.675 = 97.675.
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10.- (2 puntos) Dados los sucesos A y B de un experimento aleatorio, se sabe que P(A) =0.27,
P(B)=0.82 y P(AUB)=0.4. Determina si los sucesos A y B son compatibles o incompatibles.
Calcula P((AUBY) y P(AUB’), (A significa suceso complementario).

Calculamos la probabilidad de la interseccion de Ay B.

P(A)=0.27

P(B)= 082—>P(B) 1-P(B)=1-0.82=0.18
P(AUB)=0
(

P(A ) ( )+P(B)—P(AmB)

=0.4=0.27+0.18-P(AnB)=>

)
)
= P(Am B) =0.27+0.18-0.4=0.05

Para que los sucesos A y B sean compatibles su interseccion debe ser no vacia.
Debe ser P(ANB) 0.

Como hemos calculado P(ANB)=0.05=0.
Los sucesos A 'y B son compatibles.

Calculamos la probabilidad P((Au B)) usando el suceso contrario.
P((AUB))=1-P(AUB)=1-0.4=06
Aplicamos las leyes de Morgan para el calculo de P(A’uB').
P(AUB)=P((AnB))=1-P(AnB)=1-0.05=0.95

Las probabilidades pedidas son P((AUB))=0.6 y P(AUB’)=0.95.
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EBAU Extraordinaria 2023

1 Prueba de Evaluacion de Bachillerato para el
Acceso a la Universidad (EBAU)
Curso 2022-2023

UNIVERSIDAD Convocatoria: _ )
DE LA RIOJA ASIGNATURA: MATEMATICAS I

El alumno contestara a SOLO CINCO ejercicios de entre los planteados.

En caso contrario, el corrector corregira los cinco que haya contestado primero.

Todas las preguntas tienen la misma puntuacion. Es necesario justificar las respuestas.
Se permite el uso de calculadoras cientificas siempre que no sean programables ni gréaficas ni calculen
integrales. Si algun alumno es sorprendido con una calculadora no autorizada, podra ser expulsado del
examen; en todo caso, se le retirard la calculadora sin que tenga derecho a que le proporcionen otra.

1.- (2 puntos) Sea
1+4x* —x?

(1) Halla el dominio y asintotas (horizontales, verticales y oblicuas) de la funcion f en caso de que
existan.

(i) Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento, y maximos y minimos relativos si los
hubiera.

2.- (2 puntos) Dibuja el recinto limitado por las parabolas y=x*—-8x e y=10—x*. Calcula su
area.

3.- (2 puntos) Calcula los siguientes limites:
3
(i) legg(cos 2X)x
1

(ii) lim (1+ %)

X—>0

4.- (2 puntos) Determina para qué valores del pardmetro real a la matriz A:

1 a+l1 1
A=l 1 1 a+1
a+l 1 1

tiene inversa. Calcula, si es posible, la matriz inversa de A para a = 2.

5.- (2 puntos)
(i) Determina las matrices cuadradas de dimension 2x2 de la forma

(s )

51
Que satisfagan la siguiente identidad: MM " = (1 1), donde MT representa la matriz

traspuesta de M.
(1) Resuelve el sistema

AX +BY =C
AX =Y
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Sabiendo que

SR ERHR IS

0 3 4

6.- (2 puntos) Dada la matriz A=| 1 -4 -5/|. Calcular A* y A%, utilizando necesariamente la
-1 3 4

siguiente identidad A’ =—I, donde | es la matriz identidad de orden tres.

7.- (2 puntos) La proyeccién ortogonal del punto P(1, 0, —1), sobre el plano m es el punto Q(—3, 2, 5)
. Halla la ecuacion del plano 1t y las coordenadas del punto simétrico del P respecto a dicho plano .

8.- (2 puntos) Determina la posicion relativa de los tres planos, segun los valores del parametro m:
mx+y+z=1

X+my+z=m

X+Yy+mz=m’

9.- (2 puntos) La estadistica de un equipo de baloncesto en un partido, desvela que el 45 % de los
puntos conseguidos por el equipo corresponde al jugador nimero 23, de los cuales el 65 % son triples,
15 % al jugador nimero 6 de los cuales el 25 % son triples y el resto de la puntuacion, siendo el 10%
triples, corresponde a otros jugadores del equipo. Halla la probabilidad de que:

(1) una de las jugadas del equipo haya acabado en un triple.

(i) sabiendo que la canasta ha sido un triple, haya sido conseguida por el jugador nimero 23.

10.- (2 puntos) La estatura media de un jugador de futbol del Real Madrid sigue una distribucion
normal de media 180 cm y desviacion tipica 10 cm. Si se elige un jugador al azar, calcula:

() la probabilidad de que su altura sea superior o igual a 200 cm;

(i) la probabilidad de que su altura esté entre 170 y 190 cm.

(\Véase la tabla simplificada de la normal tipificada que aparece al final del examen)

Tabla simplificada de la distribucién normal tipificada

z 0 001 002 003 004 005 006 007 008 0,09
0 05000 0,5040 0,5080 0,5120 0,5160 0,5199 05239 0,5279 0,5310 0,5359
0,0 05398 05438 05478 05517 05557 0,5596 05636 05675 05714 0,5753
0,2 05793 05832 05871 05010 05948 05087 06026 0,6064 0,6103 0,6141
0,3 06179 06217 0,6255 0,6293 06331 0,6368 06406 0,6443 0,6480 0,6517
04 06554 06591 0,6628 0,6664 06700 0,6736 06772 0,6808 0,6844 0,6879
0,5 06915 06950 0,6985 0,7019 0,7054 0,7088 0,7123 0,7157 0,7190 0,7224
0,6 07257 0,7291 0,7324 0,7357 0,7389 0,7422 0,7454 0,7486 0,7517 0,7549
0,7 07580 07611 0,7642 0,7673 07704 0,7734 0,764 0,794 0,7823 0,7852
0,8 07881 0,7910 0,7939 0,7967 0,7995 0,8023 08051 0,8078 0.8106 0,8133
0,0 08159 08186 08212 08238 0,8264 0,8280 08315 0,8340 0.8365 0,8389
1 08413 08438 08461 08485 08508 08531 08554 08577 0,8599 0,8621
1,1 08643 08665 08686 08708 08720 08749 08770 08790 0,8810 0,8830
1,2 08819 0,889 08888 0,8007 0,8025 0,8044 0,8062 0,8080 0,8997 0,9015
1,3 009032 009049 009066 009082 00099 00115 009131 009147 09162 09177
14 009192 009207 00222 009236 00251 00265 00279 00202 009306 09319
1,5 09332 09345 09357 09370 09382 009394 09406 09418 09429 09441
1,6 09452 009463 00474 09484 00495 00505 09515 00525 009535 09545
1,7 09554 009564 00573 00582 00501 0,0599 00608 09616 009625 09633
1,8 009641 009649 09656 09664 009671 09678 09686 09693 09699 09706
1,0 09713 009719 00726 009732 009738 00744 00750 09756 009761 09767
209772 09778 09783 09788 0,9793 0,9798 0,9803 0,9808 0,9812 0,9817
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SOLUCIONES

1.- (2 puntos) Sea
1+4x* —x?

(i) Halla el dominio y asintotas (horizontales, verticales y oblicuas) de la funcion f en caso de que
existan.

(ii) Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento, y maximos y minimos relativos si los
hubiera.

(i) El dominio de la funcién son todos los nimeros reales menos los que anulan el denominador.
Dominio = R —{0}

Asintota vertical. x=a

¢ Xx=0 es asintota vertical?
. . 1+4xt—x°
lim f (x)=lim———=
x—0 x—0 X

=0

1
0
x =0 es asintota vertical.

Asintota horizontal. y=Db.

4 (2 4 2
b=lim f(x)= lim 27X i L X il x= L o=
o8]

X—>+00 X—>+00 X X—>+00 X X X X—>+00 X

4 2
b=lim (x)=lim = "X _jim g x=1 w=[5]
o0

X—>—00 X—>—00 X X——00 ¥
No tiene asintota horizontal.

Asintota oblicua. y=mx+n

1+4x* —x?

4 2
X :“ml+4x X 1

f(x )
m:IimQ:Iim - :|Im—2+4X2—1:1+oo:oo

X—>00 X X—>00 X X—>00 X X—>00 X o0
No tiene asintota oblicua.
La funcion tiene una asintota vertical: x =0 y no tiene ni asintota horizontal ni oblicua.

(i) Usamos la funcién derivada.

4 2
f(x)zmzl+4x3—x:> f'(x)=—i2+12x2 -1
X X X

1
f (X)=—=+12x*-1
) x2+ :>O:—i2+12x2—1:>i2:12x2—1:>1:12x4—x2:>
X X

f (x)=0
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2 7 1_ =x* > x:+\/i
12\ -4012)(-) 157 |72 3 RE
24 24 |1_7

=r e — jlmposible!
24 4

=S12x x> -1=0= X’ =

Estudiamos el signo de la derivada antes, entre y después de estos valores. Afiadimos el valor
excluido del dominio.

e Enelintervalo (—oo,—\/a tomamos x = -1y la derivada vale

1

1)2 +12(—1)2 —1=10>0. La funcién crece en (_OO’_\/%J'

f'(-1)=-
(

e Enelintervalo (—\E 0] tomamos x = —0.1 y la derivada vale

F(<0.1) = —— 2

~+12(-0.1)" ~1=-100.88 < 0. La funcién decrece en [—\/g OJ :

e Enelintervalo (O,+\EJ tomamos x = 0.1y la derivada vale

1
f(0.0)=-
(0.3) 01

- +12(O.1)2 —1=-100.88<0. La funcion decrece en £0,+\EJ .

e Enelintervalo (ﬂ/% +00J tomamos x = 1y la derivada vale

f’(l):—llz+12(1) —1=10>0. La funcion crece en £+

=)

e o o 6
™~

s /

-, . . 1 . . 1
La funcion presenta un maximo relativo en x = —\/g y un minimo relativo en x =+ g .
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2.- (2 puntos) Dibuja el recinto limitado por las parabolas y=x*—-8x e y=10—x>. Calcula su
area.

Determinamos los puntos de corte de ambas gréficas.

y:X2_8X 2 2 2 2
=X -8X=10-X"=2Xx"-8x-10=0=x"-4x-5=0=>
y=10-x?
4+6
4+ _ 2_ _ —:5:
44 -4)(5)_ase |2
2 2 4-6
—=-1=x
2

X | y=x*-8x i

1 9 I/.’ i\

0 0 ,

1 -7 :

3 15 [ ] \

L. I f \ v =10—x°
4 | 16 Veértice | \
5 15 i
BT E 1 ] 3 4

x | y=10—x? ,’ 1l \\ ’
-1 9 / 1\ \ |
0 |10 Vértice $ \\ ”
1 9 .

21 @ / A |

4 -6 0 \\ f II

5 -15 y=x —8x

MIRENA VA ¥
15 /
El area del recinto sera el valor absoluto de la integral definida entre -1y 5 ae la diferencia de
las dos funciones.
] 5 5 r 3 5
Area = IlO— X* —(x* —8x)dx = I10+8x—2x2dx =|10x + 4x? —2?} =
-1 -1 L -1

3 1
{10.5+4.52 -2%}{10(—1%4(—1)2 —2%} =50+100—2—§f)+10—4—§= 72u°

El area tiene un valor de 72 unidades cuadradas.
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3.- (2 puntos) Calcula los siguientes limites:
3
(i) legg(cos 2X)x
1

(i) lim(1+x)x

X—>0

(i)

lim(cos2x)«* =(1)o =1” = Indeterminacién (n° e) =e****

x—0

|imi(COSZX—1)

Iim%(cos 2x—1)= "m—3c0522x—3 0.
x—=>0 X x—0 X

=5" Indeterminacion(L"Hopital)=

= IimM = IimM _0. Indeterminacion(L"Hopital) =
x—0 2X x—0 X 0
_lim —6.0s 2X _ 6
x—0
_at_
e
(ii)
1 1 1
lim(1+x)x =" = Indeter minacion=L = InL = In(lim(1+ x)sz limIn(1+x)x =
) . In(1+x A
= Ilmlln(1+ X)= Ilmg = 2 — Indeter min acion(L Hopital) =
X—® ¥ X—00 X o0
1
imlX —jim 2 -1 oo mL-0=L-1
x—oo x>0+ X o0
1
lim(1+x)x=L=1
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4.- (2 puntos) Determina para qué valores del pardametro real a la matriz A:

1 a+l 1
A= 1 1 a+1
a+l 1 1

tiene inversa. Calcula, si es posible, la matriz inversa de A para a = 2.

Para que la matriz tenga inversa su determinante debe ser no nulo.

1 a+l 1
A=| 1 1 a+l=1+(a+l)’+l-a-l-a-l-a-1=(a+1)’-3a-1=
atl 1 1

=a*+3a’+3a+1-3a-1=a°+3a°

a=0

|A|:0:>a3+3a2=0:>a2(a+3):0:>{
a+3=0—a=-3

La matriz A tiene inversa cuando a=0 y a # —3.

Para a = 2 existe la inversa por lo visto anteriormente. La calculamos.

31
La matriz queda A= 1 3.
11

w

|A|=2°+3-22=20%0

1 1 3 11 31 31
Adj[3 1 1 ‘3 1‘ ‘1JJ ‘1 3‘
L AdG(AT)  {131) 1| 3 b3 pt
A 20 " 20 _‘3 1‘ ‘1 1‘ _‘1 3‘
13 13 [
SRR
2 -2 8) (-1/10 -1/10 2/5
at=tls 2 —2|=| 2/5 -—1/10 -1/10
20
2 8 -2) \-1/10 2/5 -1/10
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5.- (2 puntos)
(i) Determina las matrices cuadradas de dimensién 2x2 de la forma

(s 3

. o 51 )
que satisfagan la siguiente identidad: MM = [1 1] , donde MT representa la matriz traspuesta de

M.
(if) Resuelve el sistema
{AX +BY =C

AX =Y

o P L O i Y

sabiendo que

0 MMT:LS 1}2{2 XJLZ o)zf 1]:{4“2 X)ZIJ=[5 1}3
11 0 y)\x vy 11 Xy Yy 11

1 x=1 |[x=-1 2 1 2 -1
=>xy=1l->x=— = o] =M= o M=

y y=1 |y=-1 01 0 -1
y=1o[y=5]

(i) Hallamos la solucion del sistema.

=Y+BY=C=(B+1)Y=C=Y=(B+l) C=..

AX +BY =C
AX =Y

B+|:(2 0}{1 oj:[s OJ:(BH)lAdJ((B”)T)Adj(o 2]1(2 0]

1 1)70 1) (1 2 B+ 1] 6 6(-1 3
2 0315 3 30 6 51
...:>Y:1 _1 = SAX =YY= X=AY=..
6\-1 3/{7 3 6\-15+21 -3+9 11

A 2 2

11 -1)5 1) 1(5-1 1-1 2 0
> X == =— =
20 2 )\1 1) 2 2 2 11

., . 2 0 51
La solucién del sistemaes X = A eY = )

“2lo 2

Aledj(AT)_Ade (1)] 1(1 —]

1 11
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0 3 4

6.- (2 puntos) Dada la matriz A=| 1 -4 -5|. Calcular A*y A?° utilizando necesariamente la
-1 3 4

siguiente identidad A’ =—1, donde | es la matriz identidad de orden tres.

Para que tenga inversa la matriz debe tener determinante no nulo.

0 3 4
|A|: 1 -4 5/=0+15+12-16-12-0=-1%0
-1 3 4

La matriz A tiene inversa. La calculamos.

0 1 -1 -4 3 3 3 3 4

Adj|3 -4 3 ‘—5 4‘ _‘4 4‘ ‘4 —5‘
A_l:Adj(AT): 4 5 4) _‘1 —w ‘0 —1‘ _‘o 1‘
A -1 -5 4| |4 4] |4 -5

1 - 0 -1 |0 1

‘—4 :j _‘3 3‘ ‘3 —4‘

-1 0 1) (1 0 -1
At=—|1 4 4|=|-1 -4 -4
-1 -3 -3) (1 3 3

Si se cumple que A®=—1 entonces:

0 3 4)Y0 3 4
A2°:A“*Z:(A3)6-A2=(—|)6-A2=|-A2=A2= 1 -4 5|1 -4 -5
1 3 4/)l-1 3 4

3-4  -12+12 ~15+16 -1 0 1
A® =| -4+5 3+16-15 4+20-20|=|1 4 4
3-4 -3-12+12 -4-15+16 -1 -3 -3
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7.- (2 puntos) La proyeccion ortogonal del punto P(1, 0, —1), sobre el plano m es el punto Q(—3, 2, 5)
. Halla la ecuacién del plano mt y las coordenadas del punto simétrico del P respecto a dicho plano m.

El plano Tt contiene al punto Q(-3, 2, 5). Ademas, el vector normal del plano es el vector PQ.
?P

e T

Obtenemos la ecuacion del plano.

PQ=(-3,2,5)-(10,-1)=(-4,2,6)

(-3,2,5)ex :Q(—3,2,5)en }3—4(—3)+2(2)+6(5)+ D=0=

O

ﬁ:ﬁg’:(_4,2,e)} 7 —4x+2y+62+D=0

—=12+4+30+D=0=>D=-46= 7:—4X+2y+62-46=0=>|7:-2X+y+32—23=0)

Para hallar el punto P~ simétrico de P respecto del plano  basta con sumar al punto Q el vector

PQ.

P

a4

P'=Q+PQ=(-3.25)+(~4,2,6)=(-7.411)

El punto simétrico de P respecto del plano « es el punto P'= (—7,4,11)
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8.- (2 puntos) Determina la posicion relativa de los tres planos, segun los valores del pardmetro m:
mx+y+z=1
X+my+z=m

2

X+y+mz=m

m 1 1
Consideramos la matriz de coeficientes A asociada al sistema A=| 1 m 1 |.Y la matriz
1 1 m
m 1 1 1
ampliada A/B=|{1 m 1 m
1 1 m m?
Calculamos el determinante de A y comprobamos cuando se anula.
m 1 1
Al=]1 m 1|=m’+1+l-m-m-m=m’-3m+2
1 1 m
|A|:0:>m3—3m+2:0:>
1 0 -3 2
1 1 1 —2:>m:1esraiz:m3—3m+2:(m—1)(m2+m—2)
111 -2 [0
-1+3 1—m
—1+ 12 —4(1)(-2) - Tl==
m +m-2=0=>m= @ ): 1+3_} 2
2 2 -1-3
———=|-2=m
2

Estudiamos tres situaciones diferentes.

CASO 1l m=#1 m=-2.

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3 al igual que el de la matriz ampliada

AJ/B e igual que el nimero de incognitas. El sistema es compatible determinado y tiene una Gnica
solucion.

Los tres planos se cortan en un Unico punto.

CASO 2. m=1
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
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El sistema queda tan sencillo que lo analizamos directamente.
X+y+z=1
X+y+z=1
X+y+z=1

Los tres planos son coincidentes (son el mismo plano)

CASO 3. m=-2
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
Utilizamos el método de Gauss para estudiar la compatibilidad del sistema.

S Fila3® — Fila 22
A/B _1 2 1 -2 1124
= B 1T o2 a1 2

1 1 -2 4

0 3 -3 6— NuevaFila3?

Fila 12 + 2 - Fila 22

201 1 1 -2 1 1 1
5 4 2 4 =0 -3 3 -3|=
0 -3 3 —3— NuevaFila 2 0 3 =36
Fila3? + Fila 22
0 3 -3 6 -2 1 1 1
= 0 .3 3 -3 =0 -3 3 -3
0O 0 0 3

0 0 O 3 — NuevaFila3?

El sistema es incompatible (no tiene solucion). Los planos no coinciden en ningln punto.

=2Xx+y+z=1
Las ecuaciones de los planos son { x—2y+z =-2 y los vectores normales de los planos no
X+y—-2z=4

tienen coordenadas proporcionales y por tanto no son paralelos entre si. Se cortan dos a dos en
rectas que son paralelas entre si.
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9.- (2 puntos) La estadistica de un equipo de baloncesto en un partido, desvela que el 45 % de los
puntos conseguidos por el equipo corresponde al jugador nimero 23, de los cuales el 65 % son triples,
15 % al jugador nimero 6 de los cuales el 25 % son triples y el resto de la puntuacion, siendo el 10%
triples, corresponde a otros jugadores del equipo. Halla la probabilidad de que:

(1) una de las jugadas del equipo haya acabado en un triple.

(ii) sabiendo que la canasta ha sido un triple, haya sido conseguida por el jugador nimero 23.

Hacemos un diagrama de arbol.

Triples

Jugador n 23 P(T/A) = 0.65
P(A) = 0.45 No triples

P(TS/A) = 0.35

Triples

Puntos del Jugadorn2 6 P(T/B) = 0.25
baloncesto P(B) = 0.15 No triples

P(T¢/B) = 0.75

Triples

El resto P(T/C)=0.10
P(C) =0.40 No triples

P(T¢/C) = 0.90

(i) Aplicamos el teorema de la probabilidad total.

P(T)=P(ANT)+P(BAT)+P(CAT)=
= P(A)P(T/A)+P(B)P(T/B)+P(C)P(T/C)=

=0.45-0.65+0.15-0.25+0.40-0.10 =

(i) Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de Bayes.
P(AIT) = P(ANT) P(A)P(T/A) 045065 117 0701
P(T) P(T) 0.37 148
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10.- (2 puntos) La estatura media de un jugador de futbol del Real Madrid sigue una distribucién
normal de media 180 cm y desviacion tipica 10 cm. Si se elige un jugador al azar, calcula:

(1) la probabilidad de que su altura sea superior o igual a 200 cm;
(ii) la probabilidad de que su altura esté entre 170 y 190 cm.

X = Estatura media de un jugador de futbol del Real Madrid en centimetros. X = N(180, 10)

() Nos piden P(X >200).

P(X >200) = {Tipificamos} = P(Z > %j =P(222)=

Buscamos en la
=1- P(Z < 2) = =1-0.9772=|0.0228
tabla N(O, 1)

(if) Nos piden P(170< X <190).

P(170 < X <190) = {Tipificamos} = P(w <7< %j =P(-1<z<1)=

=P(2<1)-P(Z<-1)=P(Z<1)-P(Z21)=P(Z<1)-[1-P(Z<1)]=

Buscamos en la
=2P(Z sl)—1= =2-0.8413-1=|0.6826
tabla N(O, 1)
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EBAU Ordinaria 2023

Prueba de Evaluacion de Bachillerato para el
LJ.R Acceso a la Universidad (EBAU)
Curso 2022-2023
Convocatoria:
ASIGNATURA: MATEMATICAS 11

UNIVERSIDAD
DE LARIOJA

El alumno contestard a SOLO CINCO ejercicios de entre los planteados.

En caso contrario, el corrector corregira los cinco que haya contestado primero.

Todas las preguntas tienen la misma puntuacion. Es necesario justificar las respuestas.
Se permite el uso de calculadoras cientificas siempre que no sean programables ni gréaficas ni calculen
integrales. Si algun alumno es sorprendido con una calculadora no autorizada, podra ser expulsado del
examen; en todo caso, se le retirara la calculadora sin que tenga derecho a que le proporcionen otra.

1.- (2 puntos) Sea
X
fX)=—n——
X =)
(i) Halla el dominio, asintotas verticales y horizontales de la funcion f, en caso de que existan.

(i) Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento, y maximos y minimos relativos si los
hubiera.

2.- (2 puntos) Halla el area del recinto encerrado por las gréficas de las parabolas y =x*>—2x+1 e
y =—2x+2X.

3.- (2 puntos) Calcula los siguientes limites:
1
N L X 3\x
(i) legg(e +x°)

(i) Iim[x2_1— XZ”}

ool X+2  X-2

4.- (2 puntos) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a
y resuélvelo en los casos en que es compatible determinado e indeterminado.

x+(a+l)y+z=a
x+y+(a+l)z=a
(a+1)x+y+z=a

5.- (2 puntos) Dada una matriz de tamafio 4x4 cuyo determinante es igual a 2. Calcula el valor del
determinante de la matriz resultante al realizar las siguientes operaciones:

(i) Se traspone la matriz.

(ii) Se cambian entre si la primera y la cuarta columna.
(iii) Se multiplica la tercera columna por —4.

(iv) Se multiplica toda la matriz por 4.

6.- (2 puntos) Determina para qué valores del pardmetro real a la matriz A:
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1 1 0
A=| a-1 a*-1 1
a®’-1 a-1 a+1
Tiene inversa. Calcula, si es posible, la matriz inversa de A para a = 2.

7.- (2 puntos) Determina la posicion relativa de la recta
x-3 y+1 z-5
0 1 1
y el plano de ecuacion 3x+2y—-11z+3=0.

8.- (2 puntos) Halla el punto simétrico del punto A(0, 2, 3) respecto al plano m de ecuacion
X+y—-z=4.

9.- (2 puntos) En una empresa automovilistica se ha recibido un lote de piezas de coches de tipos A,
By C. EI 80 % corresponde al coche de tipo A, el 10 % al B y el resto al C. Se ha observado que hay
piezas que estan defectuosas en los siguientes porcentajes: el 10 % de A, el 20 % de B y el 5 % de C.
Se elige una pieza al azar. Calcula:

() la probabilidad de coger una pieza defectuosa.

(ii) si sabemos que la pieza es defectuosa, la probabilidad de que sea del tipo A.

10.- (2 puntos) La edad media de un jugador de la NBA sigue una distribucion normal de media 26
afios y desviacion tipica 5 afos. Si se elige un jugador al azar, halla:

(i) La probabilidad de que su edad sea superior o igual a 31 afios.

(i) La probabilidad de que su edad esté entre 21 y 31 afios.
(\Véase la tabla simplificada de la normal tipificada que aparece al final del examen)

Tabla simplificada de la distribucién normal tipificada

z 0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09
0 0,5000 0,5040 0,5080 0,5120 0,5160 0,5199 0,5239 0,5279 0,5319 0,5359
0,1 05398 05438 0,5478 0,5517 05557 05596 05636 05675 0,5714 00,5753
0,2 05793 05832 0,5871 0,5910 0,5948 0,5987 0,6026 0,6064 0,6103 0,6141
0,3 06179 06217 0,6255 0,6293 06331 0,6368 0,6406 0,6443 0,6480 0,6517
04 06554 06591 0,6628 0,6664 0,6700 0,6736 06772 0,6808 0,6844 0,6879
0,5 06915 0,6950 0,6985 0,7019 0,7054 0,7088 0,7123 0,7157 0,7190 0,7224
0,6 0,7257 0,7291 0,7324 0,7357 0,7389 0,7422 0,7454 0,7486 0,7517 0,7549
0,7 0,7580 0,7611 0,7642 0,7673 0,7704 0,7734 0,7764 0,7794 0,7823 0,7852
0,8 0,7881 0,7910 0,7939 0,7967 0,7995 08023 0,8051 0,8078 0,8106 0,8133
0,9 08159 08186 0,8212 10,8238 0,8264 08289 08315 0,8340 0,8365 00,8389
10,8413 08438 0,8461 10,8485 08508 0,8531 0,8554 08577 0,8599 0,8621
1,1 08643 0,8665 0,8686 08708 08729 08749 08770 0,8790 0,8810 0,8830
1,2 08849 0,8869 0,8888 0,8907 0,8925 08944 0,8962 0,8980 0,8997 0,9015
1,3 09032 09049 0,9066 0,9082 09099 09115 09131 09147 0,9162 09177
1,4 09192 09207 0,9222 09236 09251 0,9265 09279 09292 0,9306 0,9319
1,5 09332 09345 09357 09370 09382 09394 09406 0,9418 0,9429 0,9441
1,6 09452 09463 09474 09484 09495 09505 09515 0,9525 0,9535 0,9545
1,7 09554 09564 0,9573 0,9582 09591 0,9599 0,9608 0,9616 0,9625 0,9633
1,8 09641 09649 0,9656 09664 09671 0,9678 0,9686 0,9693 0,9699 0,9706
1,9 09713 09719 0,9726 09732 09738 09744 09750 09756 0,9761 0,9767
2 09772 09778 09783 0,9788 09793 09798 09803 09808 0,9812 0,9817
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SOLUCIONES

1.- (2 puntos) Sea
X
f(X)=——7-——
) (x—2)(x-1)
(i) Halla el dominio, asintotas verticales y horizontales de la funcion f, en caso de que existan.
(ii) Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento, y maximos y minimos relativos si los hubiera.

(i) El dominio son todos los nimeros reales menos los que anulan el denominador.

(-2)(x--0=

El dominio es R—{1,2}.

Asintota vertical. x=a

¢ x=1 es asintota vertical?

lim f (X):"m(xTx(x—l)_B

x—1 x—1

=0

x =1 es asintota vertical.

¢ X =2 es asintota vertical?

lim f (x)=|imm_6

X—2 X—2

=0

X =2 es asintota vertical

Asintota horizontal. y=Db.

(x-2)(x-)

b=1lim f(x)=lim

X—>+30 X—>+00 X—>+00 X2

= lim — = lim

X—2=0—>x=2
X-1=0—->x=1

X

—3x+2:

X—>+0 ¥
X2

2
X2

X—>+o0

X
X2
_
XZ
y =0 es asintota horizontal.

La funcién tiene dos asintotas verticales: x=1, X

(ii) Usamos la funcion derivada.

f(x) =

(x—2)(x-1)

=2 Yy una asintota horizontal y =0.

1-(x2 —3x+2)—x(2x—3)
2
(x2—3x+2)
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, x? —3x+2-2x%*+3x —X*+2

f(x)= ) 2 a 2
(x —3x+2) (x —3x+2)

, —X2+2 2 2

f'(x)=0= —=0=>-X+2=0=>x=2=|x=+2
(x2—3x+2)

Estudiamos el signo de la derivada antes, entre y después de estos valores. Afiadimos los valores
excluidos del dominio.

e Enelintervalo (—oo,—\/f) tomamos x = -2y la derivada vale

. —(-2)"+2 -2 -
f (=2)= > =——<0. La funcion decrece en (—oo,—\/E).
(2 -3(-2)+2) 144
i _ : , 0?2 2
« Enelintervalo (~v2,1) tomamos x = 0y la derivada vale f"(0)=————==>0.
(0°-0+2)" 4

La funcion crece en (—\/5,1).

e Enelintervalo (1, +J§) tomamos x = 1.1y la derivada vale

~1.1242 079

f7(1.1) =
D (L2-311+2) +

> 0. La funcién crece en (1, +J§)

e Enelintervalo (+J§ 2) tomamos x = 1.5 y la derivada vale
-15%+2 ~ —0.25

f7(15) =
(45 (15 -315+2)  +

< 0. La funcién decrece en (+\/§ 2).

— 2 j—
e Enelintervalo (2,+0) tomamos x = 3y la derivada vale f’(3) = e <0.

(*-33+2) 4

La funcién decrece en (2, +oo).

La funcién decrece en (—oo,—\/i)u(+«/§, 2)u(2,+oo) y crece en (—ﬁ,l)u(l, +J§)

1

R

La funcién presenta un minimo relativo en x = -2 y un maximo relativo en x = +2.
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2.- (2 puntos) Halla el area del recinto encerrado por las graficas de las parabolas y=x*>—2x+1 e
y=-2X"+2X.

Determinamos los puntos de corte de ambas gréficas.

y:x2—2x+1} ) ) )
=X —=2X+1=-2X"+2X= 3X" -4x+1=0=
y =—2x*+2X
442
L a3 _ax2 |Te N
2(3) 6 |4-2 1
—— ==X
6 3

El &rea del recinto sera el valor absoluto de la integral definida entre 1/3 y 1 de la diferencia de las
dos funciones.

‘1[—2x2 +2x—(x2 —2x+1)dx: J1.—3x2 +4x-1dx =
1/3

1/3

=[x +2x x| =[-T+21° —1]{—(%}3 +2(%j2 —ﬂ =

27 9 3 27 27

El area tiene un valor de 2;47 =0.1489 unidades cuadradas.

[y

y=-2x +2x

V= X' -2x+1
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3.- (2 puntos) Calcula los siguientes limites:
1
N L X 3\y
(i) legg(e +x°)

(il Iim[xz_l— XZ”)

ool X+2  X-2
(i)
1 1
lim(e”+x*)* = (° +0%)° =1” = Indeterminacion (n° e) =
x—0
_ elm%(euxtl) _
X 3
lim l(eX +x° —1) =lim ex-1 0 Indeterminacion(L"Hopital)=
x—=>0 X x—0 X
e 4+3x% . — )
=lim =lime*+3x*=¢e" +3:0° =1
x—0 1 x—0
= el = @
(ii)

(x+2)(x-2)

(xz 1% +1j: i [(XZ ~1)(x-2)—(x* +1)(x+2)

X° = 2x* = x+2—(x*+2X° + X+ 2) ’ X —ox—x+R— ¥ —2x2—x-X
=1lim -

=lim
X—>0 X2—4 X—>00 X2—4
4x? X 1 1
—4x% —2X v _4_2; A2y
=1 =1 X X_—lim = 0 = =4
X—>0 XZ_ X—>0 X2 4 X—>0 4 4 1
A 1-— 1- =
x? X2 X ©
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4.- (2 puntos) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a
y resuélvelo en los casos en que es compatible determinado e indeterminado.
x+(a+l)y+z=a

x+y+(a+l)z=a

(a+1)x+y+z=a

1 a+l 1
Consideramos la matriz de coeficientes A asociada al sistema A=| 1 1 a+1|.Y lamatriz
a+l 1 1
1 a+l 1 a
ampliada A/B=| 1 1 a+l aj.
a+l 1 1 a
Calculamos el determinante de A y comprobamos cuando se anula.
1 a+l1 1
A=| 1 1 a+l=1+(a+1)’+1-(a+l)-(a+l)-(a+l)=
a+l 1 1

=1+(a+1)’+1-3a-3=-1-3a+a’+3a’+3a+1l=a’ +3a’

|A|:0:>a3+3a2:0:>a2(a+3):0:>{a20
a+3=0—»>a=-3

Estudiamos tres situaciones diferentes.

CASO 1. a=#0;a=-3.
En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3 al igual que el de la matriz ampliada

A/B e igual que el numero de incognitas. El sistema es compatible determinado y tiene una Unica

solucion.
Lo resolvemos utilizando el método de Gauss.

Fila2? — Filal?
1 a+l 1 a 1 1 a+l a
A/B=| 1 1 a+l a|= 1 -a-1 -1 -a
a+l 1 1 0 —-a a 0 — Nueva Fila 22
Fila3® —Filal?
atl 1 1 a larl 1 a
1 —a-1 -1 -a =0 -a a 0|=
a -a 0 0 — NuevaFila3® a 2 00
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x+(a+l)y+z=a x+(a+l)y+z=a| x+(a+l)y+z=a
—ay+az=0;=>{a=0}= —-y+z=0;= Y =

= y+(a+l)y+y=a=(a+3)y=a={a=-3}= y=—73

=S X=y=7=——
y a+3

La solucién cuando el sistema es compatible determinado (a=0; a#-3)es x=y=z= LB .
a+

CASO 2. a=0
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.

Determinamos la compatibilidad del sistema usando el método de Gauss.

Fila22 —Filal?
1111 101 1 1
A/B=1111:>_1 1 1 1
11l 0 0 O 0 — NuevaFila?2?
Fila3® —Filal?
1 01 1 1 1 111
1 1 1 -1 =0 0 0 O
0 00O

0 O O 0 — NuevaFila3?

El sistema es compatible indeterminado y tiene infinitas soluciones.

A partir de la matriz equivalente obtenida seguimos resolviendo el sistema,

X=1l-a-pf
X+y+z=1l=>Xx=1-y-z=> y=«a
z=p
X=1l-a-p
Las soluciones del sistema compatible indeterminado (a=0)es<y=« cona, feR
z=p

CASO 3. a=-3
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.

Determinamos la compatibilidad del sistema usando el método de Gauss.

www.ebaumatematicas.com
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5 Fila22 —Filal®
A/B i _1 12 _2 b l=2-3
= TP T 2 4103

2 1 1 -3

0 3 -3 0 — NuevaFila22
Fila3? +2-Filal?

o1 1 3 1 2 1 -3
5 4 2 _g =0 3 -3 0 |=
0 -3 3 -9— Nueva Fila3? 0 =33 9
Fila3® +Fila2? . A/B .
0 3 3 _9 1 2 1 -3
= 0 3 -3 0 =0 3 -3 0
0 0 0 -9— NuevaFila3® u -

A

El rango de A es 2 y el de A/B es 3. Tienen rangos distintos.
El sistema es incompatible.
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5.- (2 puntos) Dada una matriz de tamafio 4x4 cuyo determinante es igual a 2. Calcula el valor del
determinante de la matriz resultante al realizar las siguientes operaciones:

(1) Se traspone la matriz.

(ii) Se cambian entre si la primera y la cuarta columna.
(iii) Se multiplica la tercera columna por —4.

(iv) Se multiplica toda la matriz por 4.

Si llamamos A a la matriz del ejercicio tenemos que |A| =2.

(i) Por las propiedades de los determinantes tenemos que |A| = ‘AT‘ :
El determinante de la matriz traspuesta es 2.

(ii) Por las propiedades de los determinantes sabemos que el determinante cambia de signo. El
determinante valdria —2.

(iii) Por las propiedades de los determinantes tenemos que el determinante de la nueva matriz es el
determinante de A multiplicado por —4, es decir, vale 8.

(iv) Por las propiedades de los determinantes tenemos que el determinante de la nueva matriz es el
determinante de A multiplicado por (4)4, por ser la matriz A de orden 4.

El determinante vale (4)"-2 =512
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6.- (2 puntos) Determina para queé valores del pardmetro real a la matriz A:
1 1 0

a-1 a’-1 1
a’-1 a-1 a+1

A=

Tiene inversa. Calcula, si es posible, la matriz inversa de A para a = 2.

Para que tenga inversa la matriz debe tener determinante no nulo.

1 1 0
Al=|a-1 a*-1 1 |=(a’-1)(a+1)+(a’-1)-(a-1)(a+1)—(a-1)=
a’-1 a-1 a+

=(a-1)(a+1)(a+1l)+(a-1)(a+1)—-(a-1)(a+1)-(a-1)=
=(a-1)[(a+1)(a+1)+(a+1)—(a+1)-1]=
=(a-1)[a*+2a+1+a+l-a-1-1]=

:(a—l)[a2 +2a]:(a—1)a(a+2)
a=1

|Al=0=(a-1)a(a+2)=0=1a=0
a=-2

La matriz A tiene inversa cuando “a@” es distinto de 0, 1 y —2.

Para a = 2 la matriz tiene inversa. La calculamos.

110
A=|1 3 1|=|A=9+3-3-1=820
31 3
11 3 31 |11 |13
Adi[1 3 1 ‘1 3‘ _‘0 3‘ ‘0 1‘
L Adj(AT) 013 1 L3 13 J11
A 8 "8 _‘1 3‘ ‘o 3‘ _‘o 1‘
13 3 1
‘3 1‘ _‘1 1‘ ‘1 3‘
8 -3 1 1 -3/8 1/8
Alzé 0 3 -1|=|0 3/8 -1/8
8 2 2) (-1 1/4 1/4
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7.- (2 puntos) Determina la posicion relativa de la recta
x-3 y+1 z-5
0 1 1
y el plano de ecuacion 3x+2y-11z+3=0.

Obtenemos el vector director de la recta y el vector normal del plano. Comprobamos si son
ortogonales o no (paralelos - coincidentes o secantes).

x-3 y+1 z-5

v=(0,11
o -1 -1 —v=01y

=v-n=(0,11)(32-11)=2-11=-920
3x+2y-11z+3=0=n=(3,2,-11)

Al ser el producto escalar distinto de O los vectores no son perpendiculares - plano y recta son
secantes (coinciden en un punto).
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8.- (2 puntos) Halla el punto simétrico del punto A(0, 2, 3) respecto al plano m de ecuacion
X+y-z=4

Nos piden hallar las coordenadas del punto A" del dibujo.

A

—_——_ - - — —
=

| r

+A
Hallamos la recta r perpendicular al plano que pasa por el punto A. Esta recta tendra como vector
director el vector normal del plano.

; v=n=(11-1) X7
Tix+y-z=4=n=(11-1)=r: =>ri{y=2+t
A(0,2,3)er
z=3-t

El punto M es la interseccion de la recta r con el plano .

5
TiX+y-2=4 X=3
x=t
:>t+2+t—3+t=4:>3t=5:>t=§:> y=2+§=1—1 M(§l—lﬂj
ridy=2+t 3 373 33
3 3

El punto A" simétrico de A respecto del plano es el resultado de sumar al punto M el vector AM .

m:(31_1,&)_(0,2’3):(35__5)
3 33 33 3
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9.- (2 puntos) En una empresa automovilistica se ha recibido un lote de piezas de coches de tipos A,
By C. EI 80 % corresponde al coche de tipo A, el 10 % al B y el resto al C. Se ha observado que hay
piezas que estan defectuosas en los siguientes porcentajes: el 10 % de A, el 20 % de By el 5% de C.
Se elige una pieza al azar. Calcula:

(i) la probabilidad de coger una pieza defectuosa.

(i) si sabemos que la pieza es defectuosa, la probabilidad de que sea del tipo A.

Hacemos un diagrama de arbol.

Defectuosa
P(D/A) = 0.1

Tipo A
P(A)=0.8

No defectuosa
P(D¢/A) = 0.9

Defectuosa

éPiezas Tipo B P(D/B) = 0.2
defectuosas? P(B)=0.1 No defectuosa

P(D¢/B) = 0.8

Defectuosa

Tipo C P(D/C) = 0.05

P(C)=0.1

No defectuosa

P(DS/C) = 0.95

(1) Aplicamos el teorema de la probabilidad total.

P(D)=P(AND)+P(AND)+P(AND)=
-P(A)P(D/A)+P(B)P(D/B)+P(C)P(D/C)=

=0.8-0.1+0.1.0.2+0.1-0.05=|0.105

(i) Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de Bayes.

P(AnD) _08:01_[16 . ¢
P(D) 0105 |21

P(A/D)=
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10.- (2 puntos) La edad media de un jugador de la NBA sigue una distribucion normal de media 26
afios y desviacion tipica 5 afios. Si se elige un jugador al azar, halla:

() La probabilidad de que su edad sea superior o igual a 31 afos.
(ii) La probabilidad de que su edad esté entre 21 y 31 afios.

(\Véase la tabla simplificada de la normal tipificada que aparece al final del examen)

X = Edad de un jugador de la NBA. X = N(26, 5)

(i) Nos piden calcular P(X >31).

31-26

P(X >31) = {Tipificamos} = P(Z >

):P(z 21)=

Buscamos en la
=1-P(z2<1)= =1-0.8413=0.1587
tabla N(O, 1)

(ii) Nos piden calcular P(21< X <31).

P(21< X <31) = {Tipificamos} = P(Zlg% <Z< 31;26j =P(-1<Z<1)=

=P(2<1)-P(2<-1)=P(Z2<1)-P(221)=P(Z<1)-[1-P(Z<1)]=

Buscamos en la
=2P(Z sl)—1= =2-0.8413-1=|0.6826
tabla N(O, 1)
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EBAU Extraordinaria 2022
L:"R Prueba de Evaluacion de Bachillerato para el
Acceso a la Universidad (EBAU)
Curso 2021-2022
UNIVERSIDAD Convocatoria: Extraordinaria
DE LA RIOJA ASIGNATURA: MATEMATICAS II

El alumno contestard a SOLO CINCO ejercicios de entre los planteados.

En caso contrario, el corrector corregira los cinco que haya contestado primero.

Todas las preguntas tienen la misma puntuacion. Es necesario justificar las respuestas.
Se permite el uso de calculadoras cientificas siempre que no sean programables ni graficas ni calculen
integrales. Si algun alumno es sorprendido con una calculadora no autorizada, podra ser expulsado del
examen; en todo caso, se le retirara la calculadora sin que tenga derecho a que le proporcionen otra.

1.- (2 puntos) Sea

3

X
f(x)= 7
(1+x)
(i) Halla el dominio, asintotas verticales, horizontales y oblicuas de la funcion f, en caso de que

existan.
(i) Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento, y maximos y minimos relativos y puntos
de inflexion si los hubiera.

2.- (2 puntos) Halla el valor de a y b para que la curva y = x> +ax®+bx+1 tenga en el punto
(xo,—l) un punto de inflexion y la pendiente de la recta tangente valga 1.

3.- (2 puntos) Calcula los siguientes limites:

oo tgX—X
Q) lim—9X =X
x>0 X — Senx

X2 +1

o [AXP—6Xx?) x
i) lim| ————
( ) Hw[ a4x° -1 }

4.- (2 puntos) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a
y resuélvelo en los casos en que es compatible:

X+y+z2=2
X+2y+az=8
2x-y-z=1
X—y+2=-2

5.- (2 puntos) Calcula sin desarrollar el valor del siguiente determinante:
2 b c+a

2 a b+c
2 ¢ a+b
Justifica en cada paso la propiedad de determinante que has utilizado.

6.- (2 puntos) Resuelve la siguiente ecuacion matricial:
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5 2 0 010
0 01|-X={1 00
310 0 01

7.- (2 puntos) Determina segln los valores del pardmetro real a la posicion relativa de la recta
ax+3y—-2z=4
{ZX -y+z=2
y el plano de ecuacion 6x+5y -3z =2

8.- (2 puntos) Estudia segun los valores del pardmetro real a la posicion relativa de las rectas
siguientes:

ax+3y—2z=12,
2X+5y—-72=6

X=5+34
y=1-41
2=6+41

9.- (2 puntos) Estudia la posible dependencia de los sucesos A y B, en los siguientes casos:

(i) Ay B son incompatibles y ambos sucesos de probabilidad no nula.
(i) Bestaincluido en A, y B es un suceso de probabilidad no nula.

10.- (2 puntos) La presion arterial sistolica de una muestra de adolescentes sigue una distribucion
normal de media 120 afios y desviacion tipica 12. Si se elige un adolescente al azar, halla:

(i) la probabilidad de que su presion arterial sea superior a 132;

(ii) la probabilidad de que su presion arterial este entre 96 y 144.

(\Véase la tabla simplificada de la normal tipificada que aparece al final del examen)

Tabla simplificada de la distribucién normal tipificada

z 0 00l 002 003 004 005 006 007 008 000
00,5000 0,5040 055080 0,5120 0,5160 05199 0,5230 0,5279 05319 0,5359
0,1 05398 0,5438 05478 05517 05557 05596 0,5636 0,5675 05714 0,5753
02 05793 0,5832 05871 05010 05948 05987 0,6026 0,6064 0,6103 0,6141
0,3 06179 0,6217 06255 06293 0,6331 0,6368 0,6406 06443 06480 0,6517
04 06554 0,6501 06628 06664 06700 06736 0,6772 0,6808 06844 0,6879
0,5 06915 0,6950 0,6985 0,7019 0,7054 0,7088 0,7123 0,7157 0,7190 0,7224
0,6 07257 0,7201 07324 07357 0,7380 07422 0,7454 0,7486 07517 0,7549
0,7 07580 0,7611 0,7642 0,7673 0,7704 07734 0,7764 0,7794 07823 0,7852
0,8 07881 0,7910 0.7939 0,7967 0,7995 0.8023 0,8051 0,8078 0,8106 0,8133
0,0 08150 08186 08212 08238 08264 08280 0,8315 0,8340 0,8365 0,8389
1 08413 08438 08461 08485 08508 08531 08554 08577 0,8590 0,8621
1,1 08643 08665 08686 0,8708 08720 08749 08770 0,8790 0,8810 0,8830
1,2 0,8%49 08869 08888 0,8007 0,8925 0,8044 0,8062 0,8980 0,8097 0,9015
1,3 009032 09049 09066 09082 009099 09115 09131 09147 09162 09177
14 09192 09207 09222 09236 09251 09265 09279 0,9292 09306 0,9319
1,5 09332 09345 09357 0,9370 00382 09394 09406 0,9418 0,9429 0,9441
1,6 09452 09463 0,9474 0,484 09495 09505 09515 0,9525 09535 09545
1,7 09554 09564 09573 09582 09591 09599 09608 0,9616 09625 0,9633
1,8 09641 09649 09656 09664 09671 09678 0,9686 0,9693 0,9699 0,9706
1,0 09713 09719 09726 09732 00738 009744 09750 09756 0,9761 0,0767
200772 00778 00783 00788 0,9793 0,978 00803 00808 09812 0,9817
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SOLUCIONES
1.- (2 puntos) Sea
f=X
X =y

(i) Halla el dominio, asintotas verticales, horizontales y oblicuas de la funcidn f, en caso de que
existan.

(ii) Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento, y maximos y minimos relativos y puntos de
inflexion si los hubiera.

i) El dominio de la funcion son todos los nimeros reales menos los que anulan el denominador.
2
(1+x) =0=1+x=0=>x=-1
El dominio de la funciénes R —{-1}.

Asintotas verticales. x=a
¢ X=-1 es asintota vertical?

fim 100 = tim - (ZY 1
o oA g (1-1F 0

X =—1 es asintota vertical

=0

Asintotas horizontales. y=b

X3 X3
b=Ilim f(x)=Ilim s =lim————=w
X—>00 X—0 (1+ X) x>0 X +2X+1

Al no tener el limite un valor finito no hay asintota horizontal.

Asintota oblicua. y=mx+n

X3 3

X
2 -~
. f(x) .. (1+x 2 . X3
m = lim ( )=I|m( ) = lim X2£2X+1 _ iy - —=1
X=X X—>0 X X—>0 X x>0 X° 4 2X + X

3 3 2 2
. . X . =X =2X =X . =2X"—=X
n=I|m(f(x)—mx):llmz——x=llm}/2§ =lim— =2
x—>% x>o X7 +2X+1 oo XT4+2X+1 x>0 X° 4+ 2X+1

y =x—2 es la asintota oblicua de f(x)

i) Calculamos la derivada de la funcién y averiguamos cuando se anula.

X3 00 3x° (1+x) —2(1+x)(x*)  (1+x)[3x*(1+x)—2x* |
X) = =
(Lxy (Lo x) (Lex)
£ = 3 (1+x)-2x" 3 +3x°—2x* _3x* +%°
(1+ x)3 (1+ x)3 (1+ x)3

f(x) =

x=0

Calculamos la segunda derivada y sustituimos estos dos valores para averiguar qué tipo de punto
critico es cada uno de ellos.

I +x°
g

f(x)=0=

0=3*+x°=0=>x*(3+x)=0=
(1+x)
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32 +x: L (6x+3x°)(1+ x)3—3(;L+ X)" (3x* +x°)
(1+x) (1+x)

f7(x) =

(1+ x)2 [(6x+3x2)(1+ x)—3(3x2 + x?’)] B (6x+3x2)(1+ x)—3(3x2 + x3)

= (1+ x)6 - (1+ x)4

£ = 6X+ 36X + D — 987 - D, _ 6X

(1+ x)4 (1+ x)4
Tenemos que f 7 (0) = . 00)4 =0. Comprobamos que f(0)=0.
+
4 3 4 3
f”’(x)=6(1+x) —6x-84(1+x) - f,,,(0)=6(1+0) —6-0;34(1+O) 640
(1+x) (1+0)

La funcion en x =0 presenta un punto de inflexion.

Estudiamos el cambio de signo de la derivada primera antes, entre y despuésde x =-3,x =-1y
x =0 para establecer los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

—4)*(3-4
e En (—o0,—3) tomamos x = -4y la derivada vale f'(-4)= M _16 >0. La
(1-4) 27

funcién crece en (—o,—3).

—2)°(3-2
e En (—3, —1) tomamos x = -2 y la derivada vale f’'(-2)= % =-4<0. La
funcién decrece en (-3,-1).

(-0.5)°(3-0.5)

e En (-10) tomamos x =-0.5y la derivada vale f’(-0.5)= =5>0.La

(1-0.5)°
funcion crece en (-1,0).
2
e En (0, +oo) tomamos X = 1y la derivada vale f (1) = % = % > 0. La funcion crece
+

en (0,+).

La funcion sigue el esquema siguiente.

La funcion crece en (—oo0,—3)U(—1,+00) y decrece en (—3,-1).

La funcidn tiene un punto de inflexion en x = 0.
La funcidn tiene un maximo relativo en x = 3.
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2.- (2 puntos) Halla el valor de a y b para que la curva y =x>+ax®+bx+1 tenga en el punto
(xo,—l) un punto de inflexion y la pendiente de la recta tangente valga 1.

Calculamos las derivadas primera y segunda de la funcion.
y=x>+ax’ +bx+1= y=3x*+2ax+b =y '=6x+2a

Averiguamos las coordenadas del punto de inflexion sabiendo que debe anular la derivada
segunda.

y'=0=6x+2a=0=>6x=-2a=|X=—-=—

En dicho punto la funcion vale —1, pues las coordenadas del punto de inflexion son (xo,—l).

y=x'+ax*+bx+1

3 2 3 2
_a :>—1=(_—a] +a(_—aj +b(_—aj+1:>—1:i+aa——a—b+l:>
y(—j:—l 3 3 3 27 9 3

— 27=-a’+3a’-9ab+27 = |2a®—9ab + 54 = 0|

En dicho punto la derivada vale 1, pues la pendiente de la recta tangente es 1.
y'=3x"+2ax+b

2 2 2
[ —a :1:3(_—61) +2a(_—aj+b:>1:3a——zi+b:
y(—j=1 3 3 9 3

2

2
:1:%—2%+b:>3=a2—2a2+3b: 2’ —3b13-0

Reunimos las dos ecuaciones en un sistema e intentamos resolverlo.

2a®-9ab+54=0| 2a’-3a(3b)+54=0 , ,
= = 2a —3a(a +3)+54=0:>
a’-3b+3=0 a’+3=3b

=2a*-33a°-9a+54=0=-a*-9a+54=0=

-1 0 -9 54
3 -3 -9 -H4
-1 -3 -18 [0 = -a’-9a+54=(a-3)(-a’-3a-18)
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(a-3)(-a*-3a-18)=0=

—a’-3a-18=0=a=

3-8 -4(-9)(18) _3=y207
-2

-2
Por lo que el valor del parametro a debe ser a = 3.

Sustituimos en una ecuacion y hallamos el valor de b.

a’+3=3p

}:9+3:3b: b=—=4
a=3

Los valores buscados sona =3y b =4.
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3.- (2 puntos) Calcula los siguientes limites:

(i) lim X=X
X0 X — Senx
X2 +1
o [(AXE—6XT) *
i) lim| ———
() Hw( 4% -1 J
i)
lim X=X _190-0 _0_ Indet er min acién(L Hopital) =

x>0 x —senXx 0-sen0

1 1-cos® x
- - 5 2
i COS° X im—COS’ X _[ipy__17COS"X
o0 o0 x50 cOs2 Bl
x>0 1-cosx x>0 1-cosx x>0 cos” x(1-cosx)

1-cosX) (1+cosx
_lim ( ):“m1+cosx_1+coso_g:

x>0 cos? XW x>0 cos’X  €0s’0 1

i)
x4
(4P -6x2 ) x o
lim| ——— =1" = Indeter minacion(n°e) =
x| 4x° -1
. 4%3 —6%° x —6%° +1] —6x%+1) *
=lim| 1+ —————-1 =lim| 1+ 5 =lim| 1+ ——+ =
X—»o0 X° -1 X—»o0 4x° -1 X—>o0 4x° -1
X+ 4x°-1 X°+1 -6x°+1
X —6x2+1 X 4x3-1
. 1 .
=liml 1+ . =lim| 1+ 3 =
X—00 X — X—00 _1
—6x2 +1 —6x* +1
x2+1_—6x2+1
4x3-1 X 4x3-1
—6x2+1
1 “mﬂ'—exzﬂ
=lim) | 14— =g~ X M =
X—>0 X —
—6x%+1
i X6 6B 6 [
— e 4x*—x —p” 4x*—x —e4 =|p?
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4.- (2 puntos) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a
y resuélvelo en los casos en que es compatible:

X+y+z=2

X+2y+az=8

2x—-y—-z=1

X—y+2=-2

Utilizamos el método de Gauss para convertir este sistema en otro equivalente mas sencillo.

X+y+z2=2 Ecuacion 3# — Ecuacion 12| [Ecuacion 22 — Ecuacion 12
X+2y+az=8 X =y +z =-2 X 42y +az =8
=
2x—-y-z=1 -X =y -z =-2 -X -y -z =-2
X—y+2=-2 -2y =—4 y +(a-1)z =6
., ., X+y+z=2
Ecuacion 32 — 2 - Ecuacion 12 X+y+2=2 R
2x -y -z =1 -3y-3z=-3 y (_1) 5
= = +(a-1)z=6=
-2x -2y 27 =-4 y+(a-1)z=6 d
-3y -3z =-3 -2y =-4 y::_;"zz
X+2+2=2 X+z2=0
2+2=1 {x—1=o x=1
= = = =-1 = =
(a-1)(-1)=4 " |-a+1=4—>[a=—3

2+(a-1)z=6 (a-1)z=4

El sistema tiene solucion Unica cuando a = -3. Lasolucionesx=1,y=2,z=-1.

Sia # -3 entonces no tiene solucion pues la ecuacion final nos llevaria a una igualdad imposible.
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5.- (2 puntos) Calcula sin desarrollar el valor del siguiente determinante:
2 b c+a

2 a b+c
2 ¢ a+b
Justifica en cada paso la propiedad de determinante que has utilizado.

2 b c+a i 1 b c+a
Saco 2 como factor comdn
2 a b+c|= =2l a b+c|=
de 12 columna
2 ¢ a+b 1 ¢ a+b
22 fila — 12 fila 32 fila — 12 fila
1 a b+c 1 c a+b
=<-1 -b -c-a -1 -b -—c-a =
0 a-b b—-a —> Nvuevafila22|| 0 c—-b b-c — Nuevafila3?
Determinante no cambia Determinante no cambia
1 b c+a
Columna 22+ Columna 32 — Nueva columna 22
=2|0 a-b b-al= ) . =
El determinante no cambia
0 c-b b-c
1 a+b+c c+a| [Determinante de matriz triangular
=20 0 b—a| = {igual al producto de los elementos :=2-1-0-(b—c)= 0]
0 0 b—c| |de ladiagonal principal
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6.- (2 puntos) Resuelve la siguiente ecuacién matricial:

520 010
0 0 1|-X=|1 00
310 0 01
520
Comprobamos si la matriz A={0 0 1| tiene inversa.
310
520
|A=[0 0 1|=0+6+0+0+0-5=1=0
310

Existe la inversa de Ay la calculamos.

5 20 5 0 3
A=|0 0 1|=A"=|2 0 1
310 010
5 0 3 01 2 1 2 0
+ - +
Adjl2 0 1 10 0 0 01 Lo 2
Adj (AT 010 03 |53 |50
: J/(x): 1 =17 o Tlo o o o720
A 01 0
0 3 5 3 5 0
+ - +
0 1 2 1 2 0
010 010
La solucion de laecuaciébn A - X ={1 0 O|lesX=A"-|1 0 O
0 01 0 01
010 -1 0 20 1 0 0 -1 2
X=A*.|/1 0 0(=/3 0 -5(/1 0 0|=|0 3 -5
0 01 0 1 0)lo 01 1 0 O
0o -1 2
X=/0 3 -5
1 0 O
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7.- (2 puntos) Determina segun los valores del parametro real a la posicién relativa de la recta
ax+3y—-2z=4
{ZX -y+z2=2
y el plano de ecuacion 6x+5y -3z =2

Planteamos el sistema formado por las ecuaciones de los dos planos que definen la recta y el plano
dado en el ejercicio.

6X+5y—-3z2=2
ax+3y—-2z=4
2X—-y+z2=2
Estudiamos su compatibilidad.
6 5 -3
La matriz de coeficienteses A=|a 3 -2
2 -1 1

Calculamos su determinante y averiguamos cuando se anula.

6 5 -3
|A|= a 3 -2/=18-20+3a+18-5a-12=-2a+4
2 -1 1

|A=0=-2a+4=0=[a=2

Hay dos situaciones diferentes que analizamos por separado.

SITUACION 1. a#2
En esta situacion el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el de la matriz
ampliada y el nimero de incdgnitas. El sistema tiene una solucién unica.

Geométricamente significa que la recta y el plano son secantes (el punto que tiene por
coordenadas la solucion del sistema)
/

/ p/ /
SITUACION 2. a=2

En esta situacion el determinante de A es nulo y su rango no es 3.

6 5 -3 2
La matriz ampliadaes A/B={2 3 -2 4].
2 -1 1 2

Aplicamos el método de Gauss para transformarla en una matriz triangular equivalente.
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Fila 12 — 3 - Fila 22
6 5 -3 2 s 5 .3 o
A/B=|2 3 =2 4129 ¢ o 6 1
2 -1 12 0 -4 3 -10— Nueva fila2?

Fila1® — 3 - Fila 32

6 5 -3 2 6 5 -3 2

6 3 -3 -6 =0 -4 3 -10|=>
O 8 -6 -4

0 8 -6 —4— Nuevafila3?

Fila 32 + 2 - Fila 22 B

0 8 6 —4 ° 5 32
= 0 -8 6 -20 =0 -4 3 -10

0 0 0 —24—>Nuevafila3? HK_O, 24

La matriz A tiene rango 2 y la matriz ampliada A/B tiene rango 3. El sistema es incompatible (no
tiene solucién). Geométricamente significa que plano y recta son paralelos (no tienen ningdn

punto en coman).

Resumiendo: Si a=2 rectay plano son paralelos y si a = 2 recta y plano son secantes (coinciden
en un punto)

www.ebaumatematicas.com
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8.- (2 puntos) Estudia segun los valores del pardmetro real a la posicion relativa de las rectas

siguientes:
ax+3y—-2z=12,
{2x+5y—z:6
y
x=5+31
y=1-41
z=6+44

Hallamos punto y vector director de cada recta.

ax+3y—-2z=12,
2X+5y—2=6

3y-2z=12, 3y-2z=12,
si j{ Y 3{ Y

5y-2=6 -10y+2z=-12
-7y =0

=|y=0/=50-z=6=[z=-6|=|A(0,0,-6)

_ {a+3y—22:12, {3y—22:12—a {3y—22:12—a
Six=1= =

2+5y—-2=6 S5y-z=4 -10y+2z=-8
—-/y=4-a

4—-a 4—-2a 20-5a
YA =
-7 -7 -7

-72=4=20-5a+72=-28=

. 77-5a-48= 7= 228 B(l,a%“,sa;%]

El vector director de la primera recta es

i=AB=[1222 229 (50,6)=(1,222 2298 5] [y 24 Sa-48+42
[ 7T 7 7

G:(1,617_4,5a_6j:\7:76:(7,a—4,5a—6)

En la primera recta:

{ax+3y—22 =12, A(0,0,-6)
2X+5y-2=6 v=(7,a-4,5a-6)
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En la segunda recta:

y=1-4 =4
1—6r4y (W=(3-14)

Para que las rectas sean paralelas o coincidentes deben tener coordenadas proporcionales los
vectores directores:

v=(7,a-4,5a-6) _7_a-4_5a-6_
3 -1 4

w=(3,-14)

_24 L .33 12-33a=5—-a="
5_ 6 46:>iNoes posible!
- a4_ = 28=15a-18=15a=d6=a=

Wl W

Las rectas no pueden ser ni paralelas ni coincidentes.

Veamos si se cortan o cruzan en funcion del parametro a.

OO e (5.1,6)—(0,0,-6) = (5,1,12)

= =\ —\UY,70) =194
C(5,1,6)
v=(7,a-452-6) 7 a—4 5a-6
w=(3,-14) :[V,Vv,ﬁ]z's 1 4 |=
AC =(51,12) 5 1 12

=-84+20a-80+15a—-18+25a—-30—-36a+144—-28=24a—-96

=—=4
24

[Q,W,E]:o:zm—%:o: a

Si a=4 entonces [Q, W, TC] =0 v las rectas se cortan.

Si a# 4 entonces [Q, W, E] #0 v las rectas se cruzan.
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9.- (2 puntos) Estudia la posible dependencia de los sucesos A y B, en los siguientes casos:
(1) Ay B son incompatibles y ambos sucesos de probabilidad no nula.
(if) Bestaincluido en A, y B es un suceso de probabilidad no nula.

Para que dos sucesos A y B sean independientes debe cumplirse: P(AnB)=P(A)P(B)

i) Si Ay B son incompatibles significa que ANB=ZJ = P(Am B) =0
Como Ay B son dos sucesos de probabilidad no nula tenemos que:

Comparando lo obtenido:
P(AnB)=0=P(A)P(B)

Los sucesos A 'y B no son independientes.
ii) Si B esta incluido en A tenemos que:
ANnB=A=P(ANB)=P(A)

Como B es un suceso de probabilidad no nula entonces 0 < P(B) < 1.
Multiplicamos la inecuacion por P(A) >0

0<P(A)P(B)<P(A)=P(ANB)=P(A)P(B)#P(ANB)

Los sucesos no son independientes.
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10.- (2 puntos) La presion arterial sistolica de una muestra de adolescentes sigue una distribucién
normal de media 120 afios y desviacion tipica 12. Si se elige un adolescente al azar, halla:

(i) la probabilidad de que su presion arterial sea superior a 132;
(i) la probabilidad de que su presion arterial esté entre 96 y 144,

(VVéase la tabla simplificada de la normal tipificada que aparece al final del examen)

X = La presion arterial sist6lica de un adolescente. X = N(120, 12)

i) Nos piden calcular P(X >132). 5

0.1

132-120 0.2
> 12 = 0.3
0.4

0.5

:P(Z >1):1—P(Z Sl): 0.6
0.7

0.8

={Miramos en la tabla} =1-0.8413 =|0.1587 0.9

P(X >132) ={Tipificamos} = P(Z

ii) Nos piden calcular P(96 < X <144).

<Z
12 12

P(96 < X <144) = {Tipificamos! = P(%‘m < .144—120j _

0,
0.
0,
0,
0,
0,
0,
0,

398
793
179
SHE!
115
a7
50
s1
00

0,8413

=P(-2<Z<2)=P(Z2<2)-P(Z2<-2)=P(Z<2)-P(Z22)=

Lo

0.0

=P(Z <2)-[1-P(Z <2)]={Miramos en la tabla} = 0.2

=0.9772—-[1-0.9772] =|0.9544 []:;

1

1.1
1,2
1.3
14
1.5
1.6

1,7

(
2

0.
0,
0,
0,

0,

0,

0,]
0,1
0.3
0,

0.9
0,
0,5
0.t
0,
0.4
0,f
0.t

)00
398
793
179
554
)15
257
530
331
159
113
343
849
)32
192
332
152

Hhd

(
0.9

1.8 0,9641

772

0.5
0,54
0,5¢
0.6z
0.6:
0,6¢
0,72
0,7t
0,7¢
0,81
0,84
0,8¢
0,82
0,9
0.9z
0,9:
0,94
0,9:
0,9¢
0,97
0,97
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EBAU Ordinaria 2022

Acceso a la Universidad (EBAU)
Curso 2021-2022

Convocatoria:

ASIGNATURA: MATEMATICAS 11

LJ.R Prueba de Evaluacion de Bachillerato para el

UNIVERSIDAD
DE LARIOJA

El alumno contestara a SOLO CINCO ejercicios de entre los planteados.

En caso contrario, el corrector corregira los cinco que haya contestado primero.

Todas las preguntas tienen la misma puntuacion. Es necesario justificar las respuestas.
Se permite el uso de calculadoras cientificas siempre que no sean programables ni graficas ni
calculen integrales. Si algun alumno es sorprendido con una calculadora no autorizada, podra ser
expulsado del examen; en todo caso, se le retirara la calculadora sin que tenga derecho a que le
proporcionen otra.

1.- (2 puntos) Dada la curva f(x)= % x> +4x+4

(1) Halla los puntos de la curva en los que la recta tangente a ésta pase por el punto (0, 0).
(ii) Da las ecuaciones de las rectas tangentes.

2.- (2 puntos) Halla el area de la region que delimita la grafica de la funcion g(x)=xsenx y el eje
de abscisas en el intervalo que va de x = 0 al menor valor b > 0 tal que g(b)=0.

3.- (2 puntos) Determina, si existe, el valor de a de tal manera que:

() lim (VOx° +ax+1—(3x-1)| =2

(i) Iim(3X+aj _e
X—>00 3X_1

4.- (2 puntos) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a
y resuélvelo en los casos en que es compatible determinado e indeterminado.

X+y+az=a
ax+ay+z=1
X+ay+z=a

5.- (2 puntos) Sean las matrices:
0 a
1 a 2
A= , B={1 1
0 -1 1
3 2

(i) Determina para que valores de a la matriz AB tiene inversa.
(ii) Resuelve para a = 0 la ecuacion matricial ABX =3I, siendo | la matriz identidad.

6.- (2 puntos) Determina los valores de los parametros a, b y ¢ para los que (x,y,z)=(12,3) es
solucion del sistema
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2ax+by+z=3c
3x—2by—2cz=a
5ax—2y+cz=-4b

7.- (2 puntos) Halla la ecuacién de una recta paralela al plano z=x+y+z=0 Yy que contenga al

punto P(1,0,1). ¢Es Unica dicha recta? Razona la respuesta.

8.- (2 puntos) Determina los valores de los pardmetros a, y b para que el plano z contenga a la recta
r, donde:

{x+y+z=1,
r=ax+y+z=b, r

—-X-2y+z=0

9.- (2 puntos) En un distrito universitario, los estudiantes se distribuyen entre las tres carreras que
pueden cursarse del siguiente modo: el 20 % estudian Matematicas, el 35 % Medicina y el 45 %
Arquitectura. El porcentaje de alumnos que finalizan sus estudios en cada caso es del 5%, 12% y del
18%. Se elige un alumno al azar. Halla la probabilidad de que:

(i) finalice sus estudios.

(ii) estudie Medicina si no finaliza sus estudios.

10.- (2 puntos) Una variable aleatoria X sigue una distribucion normal de media 4 y desviacion tipica
2. Calcula el valor de a para que:

P(4-a<X <4+a)=0,5934
(\Véase la tabla simplificada de la normal tipificada que aparece al final del examen)

Tabla simplificada de la distribucién normal tipificada

&3

0 00l 002 003 004 005 006 007 008 0,00
0 0,5000 055040 055080 055120 0,5160 0,5199 05239 0,5279 0,5310 0,5359
0,1 05398 05438 05478 0,5517 0,5557 0,5506 0,5636 0,5675 0,5714 0,5753
0,2 0,5793 05832 05871 0,5910 0,5948 0,5087 0,6026 0,6064 0,6103 0,6141
0,3 06179 06217 06255 0,6293 06331 06368 0,6406 0,6443 06480 0,6517
04 06554 06501 06628 0,6664 0,6700 0.6736 06772 0,6808 0,6844 0,6879
0,5 0,6015 06050 0,6085 0,7019 0,7054 0,7088 0,7123 0,7157 0,7190 0,7224
0,6 0,7257 0,7201 0,7324 0,7357 0,7380 0,7422 0,7454 0,7486 0,7517 0,7549
0,7 0,7580 0,7611 0,7642 0,7673 0,7704 0,7734 0,7764 0,7794 0,7823 0,7852
0,8 0,7881 0,7910 0,7939 0,7967 0,7995 0.8023 08051 0,8078 0,8106 0,8133
0,0 08159 08186 08212 08238 0,8264 08280 08315 0,8340 0,8365 0,8380
1 08413 08438 08461 0,8485 08508 08531 08554 0,8577 0,8500 0,8621
1,1 08643 08665 0,868 08708 08729 08749 08770 0,8790 08810 0,8830
1,2 0,8849 0,8869 0,8888 0,8007 0,8025 08944 0,8962 0,8980 0,8097 0,9015
1,3 0,9032 000049 0,0066 0,9082 00009 00115 0,131 09147 09162 00177
14 09192 009207 0,9222 09236 009251 09265 0,9279 0,9292 09306 0,9319
1,5 09332 09345 0,9357 0,9370 0,9382 09394 0,9406 0,9418 09429 0,9441
1,6 09452 00463 09474 09484 00495 009505 0,9515 09525 09535 0,9545
1,7 09554 00564 0,9573 0,9582 00501 0,599 0,9608 0,9616 09625 0,9633
1,8 09641 009649 0,9656 0,9664 009671 09678 0,9686 0,9603 09699 0,9706
1,0 09713 00719 09726 0,9732 009738 00744 0,9750 0,9756 09761 0,9767
20,9772 09778 09783 0,978% 0,9793 0,9798 09803 0,9808 0,9812 0,9817
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SOLUCIONES

1.- (2 puntos) Dada la curva f(x)= % X2 +4x+4

(i) Halla los puntos de la curva en los que la recta tangente a ésta pase por el punto (0, 0).
(ii) Da las ecuaciones de las rectas tangentes.

(i) La ecuacion de la recta tangente en x =aes y—f (a)=f(a)(x—a).

f(x):£x2+4x+4:> f'(x):21x+4:lx+4
4 4 2

y—f(a)="f"(a)(x-a)

f(a):%a2+4a+4 :>y—Ga2+4a+4J:(%a+4j(x—a)

1
f'(a)==a+4
(@)=7

Hacemos que la recta tangente pase por el punto (0, 0) y sustituimos x =0,y = 0.

O—(la2 +4a+4j:(la+4J(0—a):>—£a2—4a—4:(1a+4j(—a):>
4 2 4 2

SN PRSP PPN T PO, FRE P SN ST I
4 2 4 2 4

=la=+16 =44

La situacion pedida se cumple en dos puntos de la curva:

A= 4= f(—4)=1(<4) +4(-4)+4=4—16+4=-8=|A(—4 8
4

a=4=> f(4):%42+4(4)+4:4+16+4:24: B(4,24)

(i) Sustituimos los valores en la ecuacion de las rectas tangentes.

A==y~ ()= 3(4) 4] (x-(-4)) = y~(-8)=2(x+ )=

= Yy+8=2Xx+8= Recta tangente a la curva en x = —4

a=4=y- 1 ()= 3(4)+4J(x-4) = y-24=6(x-4)=

=>y-24=6x-24= Recta tangente a la curva en x =4
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2.- (2 puntos) Halla el area de la region que delimita la grafica de la funcion g(x)=xsenx y el eje
de abscisas en el intervalo que va de x = 0 al menor valor b > 0 tal que g(b)=0.

Hallamos los puntos de corte de la gréafica y el eje de abscisas (y = 0).

(x)= xsenx} {X =0
= xsenx =0=

g
y=0 senx:0—>x:0;;x=27z;....

La region de la cual queremos hallar el &rea esta entre x =0y x = 7 . Hallamos dicho &rea con el
célculo integral.

Area = j xsenxdx
0
Calculamos primero la integral indefinida.
Integracion por partes
jxsenxdx: X=U— dx=du :x(—cosx)—j—cosxdx:

senxdx=dv > v= _[ senxdx = —cos X

= —xcosx+_|'cos xdx = [—x cos X + senx|

Lo aplicamos al célculo del area.

Area = = ‘[—x COS X + senx]g‘ = ‘[—72’ cos 7z +senz]—[-0cos 0+ seno]‘

T
j xsenxdx
0

Area:‘—ﬂ(—1)+0—0‘ = 7 u?

Dibujamos para comprobar el resultado, aunque no lo pide el ejercicio.

\1 /, Region \
\
1 2 .

\

111 de 252 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EBAU Ordinaria 2022 Matemadticas Il en La Rioja Juan Antonio Martinez Garcia

3.- (2 puntos) Determina, si existe, el valor de a de tal manera que:

() lim (Vox° +ax+1—(3x-1)| =2

(ii) Iim(3X+aj —e
x>o| 3X -1

(i) Calculamos el valor del limite:

lim (\/9x2 + ax +1—(3x—1)) =0 —oo0 = Indeter minacién =

X—>+00

. (\/9x2 +ax +1—(3x—1))(\/9x2 +ax+1+(3x—1)) )

Xt VIX? +ax+1+(3x-1)

9x? + ax +1—(9x2 +1—6x)

(\/9x2 + ax+1)2 —(3x —1)2
= lim = lim =
x>+e J9x? + ax +1+(3x-1) o JOX® +ax+1+(3x—1)

_im 97 +ax M - 97 D +6% im (a+6)x
e JOXP +ax+1+(3x-1) >+ J9x% +ax+1+3x—1

o0 . .,
=— = |ndeter minacion =
o0

(a+6)x

. X . a+6 a+6 a+6
= lim = lim = =
>+ gy ax 1 3x 1 9.2 1 1 J9+3 6
— S+ +——— +—+ 5 +3——
X2 x2 x* x X X X X

Lo igualamos a 2.

a%6=2:>a+6=12:>

(ii) Calculamos el valor del limite.

. (3x+a) L
Ilm( 3 1) =1 = Indeter min acion =
X—o0 X_
lim X(3x+a_ j lim X(3x+a—3x+1j lim x( a+1j im (a+1)x a+l

Lo igualamos a e.

:>aT+1:l:>a+1:3:> a=>2
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4.- (2 puntos) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a
y resuélvelo en los casos en que es compatible determinado e indeterminado.

X+y+az=a
ax+ay+z=1
X+ay+z=a
1 1 a
Consideramos la matriz de coeficientes A asociada al sistema A=|a a 1|.Y la matrizampliada
1 al
1 1 a a
A/B=|a a 1 1
1 a l a
Calculamos el determinante de A y comprobamos cuando se anula.
1 1 a
|Al=la a 1|=a+l+a’—(a’+a+a)=a’-a’-a+l
1l al

|Al=0=a’-a’-a+1=0=

1 -1 -1 1
1 1 0 -1
|1 0 -1 |[0=>x=lesraiz

x2—1=0=x2=1= x=+/1=+1 son raices

CASO 1. a=1 a=-1.
En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3 al igual que el de la matriz ampliada
A/B e igual que el numero de incognitas. El sistema es compatible determinado y tiene una Unica

solucion.
Lo resolvemos utilizando el método de Gauss.

Fila22 —a- Filal?

1 1 a a 1 a 1 1
) L a -a -a -a -a
a 0 0 1-a*> 1-a*>— NuevaFila22
Fila3? —Filal? L1
1 a 1 a a a
=/0 0 1-a° l1-a’|=
-1 -1 -a -a
0 a-1 1-a 0

0 a-1 1-a 0 — NuevaFila3?
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1 1 a a

= {Intercambiamos la fila2*y lafila3?} =|0 a-1 1-a 0
0 0 1-a* 1-a&°

Pasamos a resolver el sistema, a partir de la matriz equivalente obtenida.

X +y+ az=a c La? 20
(a-1)y+(1-a)z=1-af= omoi—a = R
puedo despejar "z" en la 3? ecuacion
(1-a*)z=1-a°

X +y+ az=a . iys Az
a-1 1-a)z=0 -
= (a-Dy+(1-a) (a—l)y+(1—a):0}:>
1-a’
7= >=1
l1-a
X+y=0
X +y=0 Comoa-1#0 y
= = : (= a-1 =
(a —1) y=a-1 puedo despejar "y" en la 22 ecuacion y= P =1
a_

:>x+1:0:>

La solucion cuando el sistema es compatible determinado (a=#1 a=-1)es x=-1 y=1, z=1.

CASO 2. a=1
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
Determinamos la compatibilidad del sistema usando el método de Gauss.

Fila22 —Filal?
1111 101 1 1
A/B:1111:>_1 1 1 1
t1iid 0 0 O O0—NuevaFila22
Fila3® —Filal?
1 1 1 1 1111
1 1 1 1 =0 0 0 O
0 00O

0 0 O 0 — NuevaFila3?

El sistema es compatible indeterminado y tiene infinitas soluciones.

A partir de la matriz equivalente obtenida seguimos resolviendo el sistema,
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X=1l-a-p
X+y+z=1l=Xx=1-y-z=> y=«a
z=f
X=1-a-p4
Las soluciones del sistema compatible indeterminado (a=1)es iy =«

2=f

con a, felR

CASO 3. a=-1
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
Determinamos la compatibilidad del sistema usando el método de Gauss.

L1 L 1 Fila22 + Filal?
A/B=|-1 -1 _1 _1 it
| T =11 1 -1 41

e 0 0 0 0 — NuevaFila22

Fila3? —Fila1? L1 L 1
1 -1 1 -1 - _0 _0
111 1 = ) =
0 -2 2 0 — NuevaFila3? 0 - 0
] . 1 1 -1 -1
Intercambiamos la fila 32
= ) =0 -2 2 0
con la fila 22
0O 0 0 O

El sistema es compatible indeterminado y tiene infinitas soluciones.

A partir de la matriz equivalente obtenida seguimos resolviendo el sistema,

Xx=-1
X+y—z=-1] x+y-z=-1] X+y-z=-1
= = =>X+72-72=-1=|x=-1=<Vy=«
—2y+22:0} y-z=0 } y=12 y
I=a
Xx=-1
Las soluciones del sistema compatible indeterminado (a=-1)es {y=«a con ¢ € R
I=a
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5.- (2 puntos) Sean las matrices:

1 a 2
A= , B=
0 -11
(i) Determina para que valores de a la matriz AB tiene inversa.
(if) Resuelve para a = 0 la ecuacion matricial ABX =3I, siendo | la matriz identidad.

w = O
N P D

(1) Calculamos la matriz AB.

0 a
1 a 2 0+a+6 a+a+4 a+6 2a+4
0 -1 1 3 2 0-1+3 0-1+2 2 1

Para que la matriz AB tenga inversa debe tener determinante no nulo.

a+6 2a+4
|AB| = ) —a+6-4a-8=-3a-2
|AB|:0:>—3a—2:O:>3a:—2:> a:—g

. L 2
La matriz AB tiene inversa para los valores a # -3

(i) Para a = 0 existe la inversa de la matriz A (a = —%) por lo que podemos usar su inversa para

resolver la ecuacion matricial ABX =3I .
ABX =31 = X =(AB) '3l =3(AB) "

Calculamos la inversa de la matriz AB.

. 6 4
paraa =0 la matriz queda AB = ) 1

[AB] 2 2

(AB)lAdJ(AB)TAdj[j ij 1[1 —4j:(—1/2 2]

" 2l=2 6 1 -3

Sustituimos este valor en la ecuacion matricial.

-1/2 2 -3/2 6
X =3 =
( 1 —3] ( 3 —9]
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6.- (2 puntos) Determina los valores de los parametros a, b y ¢ para los que (x,y,z)=(12,3) es
solucion del sistema

2ax+by+z=3c

3x—2by—2cz=a

5ax—2y+cz=-4b

Si (x,y,2)=(12,3) es solucion del sistema debe cumplirse:

2a+2b+3=3c 2a+2b-3c=-3 2a+2b-3c=-3
3-4b-6c=a =—=>{-a-4b-6c=-3=><a+4b+6c=3
ba-4+3c=-4b ba+4b+3c=4 ba+4b+3c=4

Por lo que debemos resolver el sistema que se nos plantea. Lo resolvemos utilizando el método de
Gauss.

2a+2b-3c=-3 ] a+4b+6¢c=3
Intercambiamos

a+4b+6c=3 = L » =<2a+2b-3c=-3=>
Ecuacion 22 con Ecuacion 12

5a+4b+3c=4 5a+4b+3c=4

Ecuacion 22 —2-Ecuaciénil?
2a +2b -3¢ =-3

-2a -8 -12¢c =-6
0 -6b -15¢ =-9-— Nueva ecuacion 22
Ecuacion3?—5- Ecuacionl?
5a  +4b 43¢ =4 2a+2b-3c=-3
5a -20b -30c =-15 =) ~ob-1=-9 =
0 -16b -27c =-11—» Nueva ecuacion 3 —16b-27c=-11
Ecuacién3?+8- Ecuacion2?
2a+2b-3c=-3 16b —27c = 11
=1 =3 =045 a0 - 2 =
~16b-27c=-11 0 13c = 13 — Nuevaecuacion 3

2a+2b—-3c=-3 2a+2b-3c=-3

2a+2b-3=-3 2a+2b=0
= 2b+5c=3 = 2b+5c=3 =

=
2b+5=3 2b=3-5=-2
13c =13 c=1
2a+2b=0
=1 [, _=2 1:>2a+2(—1)=0:>2a=2:>
===

Los valores buscados son a=1b=-1 c=1.
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7.- (2 puntos) Halla la ecuacién de una recta paralela al plano z=x+y+z=0 Yy que contenga al
punto P(1,0,1). ¢Es Unica dicha recta? Razona la respuesta.

Una recta que pase por el punto P y sea paralela a un plano no es Unica. Lo que si es Unico es el plano
paralelo a 7 que pasa por P.

Hallamos la ecuacion del plano 7, paralelo al plano 7 que pasa por el punto P.
T=X+y+z=0

=>m,=X+y+z+D=0
!l

T, =X+y+z+D=0

=1+0+1+D=0=D=-2
P(1,0,1)67r1

El plano 7, tiene ecuacion 7, =x+y+z-2=0

Obtenemos un punto Q cualquiera de 7, =x+y+z—2=0 Yy junto con el punto P definen una recta
paralela al plano 7.

T =X+y+2-2=0

X=2 =2+0+2-2=0=2=0=Q(2,0,0)

y=0
Obtenemos la ecuacion de la recta que pasa por los puntos P y Q.

Q(2,0,0)er] . __

v, =PQ=(20,0)-(10,1)=(10,-1
e |24 ~P~(200)-(100 -0
\Tr :(110,_1)} x=1+1-14 X=1+1

=>r=1y=0+0A=r=qy=0
PLOL)er 2=1-1-4 2=1-1

118 de 252 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EBAU Ordinaria 2022 Matemadticas Il en La Rioja Juan Antonio Martinez Garcia

8.- (2 puntos) Determina los valores de los pardmetros a, y b para que el plano 7 contenga a la recta
r, donde:

r=ax+y+z=b, r

X+y+z=1
—-X-2y+z=0

Para que el plano contenga la recta debe cumplirse que el vector normal del plano y el director de la
recta sean perpendiculares y por tanto su producto escalar nulo. Y también que un punto cualquiera
de la recta debe cumplir la ecuacion del plano.

g

Para obtener el punto P de la recta r damos el valor a y =0 obteniendo el resto de coordenadas del
punto.

—X=2y+z=0;= =24+2=1=172=05=x=05

—X+2=0

X+y+z=1
r= X+z2=1 X+z=1
=
X=12

y=0

El punto P tiene coordenadas P(0.5,0,0.5)

Para obtener otro punto Q de la recta r damos otro valor a y =1 obteniendo el resto de coordenadas
del punto.

X+y+z=1
[

X+1+z=1 X+2=0, X=-2
—X-2y+2=0;= = =
—X=2+z=0 |[-X+z=2

y=1

=72+72=2=71=1=>x=-1

El punto Q tiene coordenadas Q(-1,11).
Los puntos P y Q deben pertenecer al plano y deben cumplir su ecuacion.

rT=ax+y+z=>Db
P(O.5,0,0.5)e7z =

0.5a+0+0.5= b} 0.5a+05=Db
Q(—l,l,l) ern

= =05a+05=-a+2=
-a+1+1=b -a+2=>Db

=15a=15=a=1=|b=-1+2=1]

Los valores buscados son a=h=1
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9.- (2 puntos) En un distrito universitario, los estudiantes se distribuyen entre las tres carreras que
pueden cursarse del siguiente modo: el 20 % estudian Matematicas, el 35 % Medicina y el 45 %
Arquitectura. El porcentaje de alumnos que finalizan sus estudios en cada caso es del 5%, 12% y del
18%. Se elige un alumno al azar. Halla la probabilidad de que:

(1) finalice sus estudios.

(i) estudie Medicina si no finaliza sus estudios.

Realizamos un diagrama de arbol para describir la situacion.

ACABA LA CARRERA

ACABA LA CARRERA

=
W -

ACABA LA CARRERA
ARQUITECTURA

0.20

]

Llamemos MA = “Estudiar matematicas”, ME = “Estudiar medicina”, AR = "Estudiar arquitectura”
y F = “Acaba la carrera”.

(i) Observando el diagrama tenemos que:

P(F)=P(MA)P(F/MA)+P(ME)P(F/ME)+P(AR)P(F/AR)=

=0.20-0.05+0.35-0.12+0.45-0.18 =0.133 =|13.3%

(ii) Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de Bayes.

P(MENF) P(ME)P(F/ME) 035.0.88 [308

P(ME/F)- p(F] ~ 1-P(F)  1-0133 [867

=0.355=35.5%
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10.- (2 puntos) Una variable aleatoria X sigue una distribucién normal de media 4 y desviacidn tipica

2. Calcula el valor de a para que:

P(4-a<X <4+a)=0,5934

(\Véase la tabla simplificada de la normal tipificada que aparece al final del examen)

X =N (4,2)

Tipificamos la variable X e intentamos convertir la informacién proporcionada en un dato que
podamos buscar en la tabla de la normal N(O, 1).

P(4-a<X <4+a)=0,5934=

N F,(4—a—4£ X-4_4+a-4
2 2

j:o,5934:> P

Tipificamos
X =N(4,2)
X -4

277
2

j: 0,5934 =

2+
A{r ol aomr

—~ 1+ ZP(Z s%):0.5934: 2P[Z sgj=1.5934:> P(Z s%)

N |

N | o

= {Buscamos en la tabla N(0,1)} = % =0.83=

]—P(Z s-%j:o,5934:>

ool

_1.5934 0.7967 =

z 0

0,01 0,02

0.03

(),

0 05000
1. 5398
0,5793
06179
00,6554
0.6015
00,7257

0,1
0.2
0,3
04
0.5
0.6
0,7
0.8
na

1.—-:—

sl

%1R0

00,5040
(1,5438
00,5832
0.6217
(1,6591
00,6950
00,7201
(,7611

0,5050
00,5478
05871
00,6255
0.6628
0,6985
0,7324
0,7642

NE1KA NRMN9

0. hq

0.5p1i
0,5p10
0,6p93
(0, 65664
0,7p19

0., 7B57

0,7967
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EBAU Extraordinaria 2021

Prueba de Evaluacion de Bachillerato para el
LJ.R Acceso a la Universidad (EBAU)
Curso 2020-2021
Convocatoria: Extraordinaria
ASIGNATURA: MATEMATICAS II

UNIVERSIDAD
DE LARIOJA

El alumno contestard a SOLO CINCO ejercicios de entre los planteados.

En caso contrario, el corrector corregira los cinco que haya contestado primero.

Todas las preguntas tienen la misma puntuacion. Es necesario justificar las respuestas.
Se permite el uso de calculadoras cientificas siempre que no sean programables ni graficas ni calculen
integrales. Si algun alumno es sorprendido con una calculadora no autorizada, podra ser expulsado del
examen; en todo caso, se le retirara la calculadora sin que tenga derecho a que le proporcionen otra.

1.- (2 puntos) Sea la funcion
2

)= e

Determinar el dominio, extremos relativos y las asintotas verticales, horizontales y oblicuas cuando
existan.

2.- (2 puntos) Sea la funcion
f (x) = cos x

Hallar el area de la superficie encerrada por la recta tangente a la grafica de f en el punto x = 7 la

gréfica de fy las rectas x = —% y X= %
3.- (2 puntos) Calcular los siguientes limites:
1 tgx
lim| =
a) x—0* ( X2 j '
b)Hm(4x_1j
X—>0 4x

4.- (2 puntos) Discutir y resolver el sistema de ecuaciones lineales:
ax+y+z=2

2x+ay+a’z=1
2X+y+2=2
segun el valor del parametro real a.

5.- (2 puntos) Hallar las matrices A — B, A y B, sabiendo que las matrices A y B, satisfacen las
siguientes identidades:

0 0 -1 -2 0 -2
A+B=/0 -1 0| A*-~AB+BA-B*=|-2 -1 0
1 0 1 0O 0 O
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0 3 4

6.- (2 puntos) Dada la matrizA=| 1 -4 -5|.Calcular A"y A®, utilizando necesariamente la
-1 3 4

siguiente identidad A®=—1, donde | es la matriz identidad.

7.- (2 puntos) Hallar la ecuacion de la recta, tal que:

a) pasa por el punto P(1,1,1),

b) es paralela al plano 7 =x+y-2z-3=0,
X=3+4,

c) es perpendicularalarecta r=<y=2-1,
z=1-221,

8.- (2 puntos) Calcular el valor del pardmetro real a para que las rectas r y s se corten y calcular
este punto.

(o Ax+12=a, . X+y+2=0,
Cx+y=2, "~ |x+2z=2a

9.- (2 puntos) El tiempo que una persona tarda en llegar a su lugar de trabajo sigue una distribucion
normal de media 20 minutos. Se ha comprobado que el 84,1 % de los dias llega antes de 22 minutos.
Si durante el afio acude a su lugar de trabajo 290 dias, ¢cuantos dias puede estimar que tardara menos
de 18 minutos en llegar?

10.- (2 puntos) Sofia va al teatro, cine o de concierto con probabilidades 0,5, 0,2 y 0,3. EI 60 % de
las veces que va al cine se encuentra con amigos Y se va de cena con los amigos. Lo mismo le ocurre
el 10 % de las veces que va al teatro y el 90 % de las que va de concierto.

a) ¢Qué probabilidad hay de que se vaya de cena con los amigos?

b) Sivuelve a casa después del espectaculo, ¢qué probabilidad hay de que haya ido al cine?

Tabla simplificada de la distribucién normal tipificada

153

0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09
0 05000 0,5040 05080 0,5120 0,5160 0,5199 0,5239 05279 0,53319 0,5359
0,1 05398 05438 05478 0,5517 0,5557 0,53596 05636 05675 0,5714 0,5753
02 05793 05832 05871 0,5910 0,5948 0,3987 06026 06064 06103 0,6141
03 06179 06217 06255 0,6293 06331 06368 06406 06443 0,6480 0,6517
04 06554 0,6591 06628 0,6664 06700 06736 06772 0,6808 0,6844 0,6879
0,5 06915 0,6950 06985 0,7019 0,7054 0,7088 0,7123 0,7157 0,7190 0,7224
0,6 0,7257 0,7201 07324 0,7357 0,7380 0,7422 0,7454 0,7486 0,7517 0,7549
0,7 07580 0,7611 07642 0,7673 0,7704 0,7734 0,7764 07794 0,7823 0,7852
0,8 0,7881 0,7910 0,7939 0,7967 0,7995 0,8023 08051 08078 0,8106 0,8133
09 08159 028186 08212 0,8238 0,8264 0,8289 08315 08340 0,8365 0,8389
1 08413 0,8438 08461 0,8485 0,8508 0,8531 0,8554 08577 0.8599 0,8621
1,1 0,8643 08665 08686 0,8708 0,8729 0,8749 08770 08790 0,8810 0,8830
1,2 0,8849 08869 08388 0,83907 0,8925 0,8944 0,8962 08980 0,8997 0,9015
1,3 09032 09049 09066 09082 09099 09115 09131 09147 09162 09177
1.4 09192 09207 09222 0,9236 09251 09265 09279 09292 0,9306 0,9319
1,5 09332 09345 09357 09370 0,9382 0,9394 09406 09418 09429 0,9441
1,6 09452 09463 09474 0,9484 09495 09505 09515 09525 0,9535 0,9545
1,7 09554 09564 09573 0,9582 0,9591 0,9599 09608 09616 09625 0,9633
1,8 09641 09649 09656 0,9664 09671 09678 09686 09693 0,9699 0,9706
1,9 09713 09719 009726 09732 09738 09744 09750 09756 09761 0,9767
2 09772 09778 09783 09788 0,9793 0,9798 0,9803 09808 09812 0,9817
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SOLUCIONES

1.- (2 puntos) Sea la funcion

XZ
—X

f(x)=

Determinar el dominio, extremos relativos y las asintotas verticales, horizontales y oblicuas cuando
existan.

El dominio serén todos los reales excepto los que anulen el denominador.

2-e"=0=>2=e"=In2=lne*"=In2=-x=>x=-In2

Dominio f(x)=R—-{-In2}
Derivamos la funcion e igualamos a cero en busca de los puntos criticos.
2 2x(2—e7* )= (+e7)x* x|[4-2e —xe*
PO SR oL i L ]
—e

(2—e‘x)2 (2—e‘x)2

x=0

=0=+0

2
2—-e "
( ) 4—2ex—xeX:O—>(2+x)exz4z>%=4¢?

¢Como resolvemos la ecuacion planteada?

No es sencillo. Vamos a ver que la funciony =4 —2e™ —xe™ es siempre positiva,
por lo que no tiene solucidn la ecuacién 4—-2e™*—xe ™ =0.
y=4-2e"-xe"=>y=2e"-e +xe" = +xe =(1+x)e™

y=0=(1+x)e™ =0= x =-1. Vemos si es maximo o minimo con y”".

s

y'=e"—(l+x)e* =e—e*—xe ™ =—xe”* = y"(-1)=e>0. x =—1es un minimo.
Comoy(-1)=4-2e'+e'=4-e=128>0

y=4-2e"-xe"*>4-e>0,VxeR
Conclusién: La ecuaciéon 4—2e™* —xe™ =0 no tiene solucion.

El Gnico punto critico es x = 0. Estudiamos el signo de la derivada antes y después de este valor,
afiadiendo el valor excluido del dominio x = —In2.
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e En (—0,—In2) tomamos x = -1y la derivada vale f "(-1)=

funcién decrece en (—oo,—ln 2).

“[4-2e+e] —(4-¢) .
(2-e)  +

e En (—In2,0) tomamos x = -0.5y la derivada vale

f(~0.5) =

—0.5[4— 2¢%% 10.5.¢%°

B —0.5[4—1.52e°-5]

< 0. La funcién decrece en

(=In2,0).

e En (0,+0) tomamos x = 1y la derivada vale f (1) =

funcién crece en (0, +x).

La funcion sigue el esquema:

(2 —e(’f’)2

+

[4-2e7—¢ ] _ [4-3e7] o La
e

1112

0

La funcién decrece en (—o0,—In2)U(-In2,0) y crece en (0,+x).
Presenta un minimo relativo en x = 0.

02

Como f(0)=
(0) 5

Asintota vertical. x=a

X =-In2?

— =0 el minimo relativo tiene coordenadas (0, 0).

lim f(x)= lim — = =0
x——In2 x—>-In2Q _@7* 0
= —In2 es asintota vertical
Asintota horizontal. y=b
2
b= lim f(x)= lim 0
X—>+o0 x—>+0 D _@~* 2_e*’a 2
2 00
b= I|m f(x)=lim = = Indeter min acion(L Hépital) =
s 2_g X 2-e" o0
_t© 2 2
= lim — = Indeter minacién(L Hopital) = I|m —=—-=0
x>0 * 400 >0 —@ " —00

La funcidn tiene asintota horizontal en —co con ecuacion y=0

Asintota oblicua. y=mx+n

Vemos si tiene en +oo

= lim —= () — lim 2

X—>+0 X—>+0

X
2-e"
X

= lim

2

= lim =

X—>+0 X(Z—e_x) x—+0 2 _@~ %

No tiene asintota oblicua en +oo

En —co no tiene, pues existe asintota horizontal en —oo.
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2.- (2 puntos) Sea la funcion

f (x) = cos x

Hallar el area de la superficie encerrada por la recta tangente a la grafica de fen el punto x = 7 la

graficade f y las rectas x = —% y X= d

E .

.z T
Hallamos la ecuacion de la recta tangente a f (x) =cosx en x = 1

f(x) =cosx = f "(x) =—senx

R

= y=—X+

2  nN2 N2
2 8 2

En el intervalo (—% Ej la funcion f(x)=cosx Yy la recta tangente no vuelven a cortarse, por lo

que el area es el valor absoluto de la integral entre x = 2 y X= > de la diferencia de las dos

Dibujamos las graficas de la funcidn y su tangente, asi como la region de la cual vamos calcular su

funciones.
area.
Area = I ”\/_ \/_
4
2
-2 5)
4\ 2 8 \2

— —cos xdx =

K
4

]

m/_f

— X—Senx =
T

1‘—£=£[$+E]

2 2 -

f(x)=cosx
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3.- (2 puntos) Calcular los siguientes limites:

(1"
9 )

. (4x-1Y"
b) Ilm( n j

X—0 X

a) Para calcular este limite tomamos logaritmos neperianos.

tgx tox tgx
) 1 ) 1 i 1
Ilm-—2 =a=In| lim — :Ina::>I|mIn-—2 =lnha>
x—=0"\ X x—0"\ X x—0" X

= limtgx - In (In1-Inx*)=Ina=

x—0"

—l--—hwazzlhnt X -
)(2 B x—0" g

= limtgx(In1-2Inx)=Ina= lim-2tgx-Inx=Ina=
x—0"

x—0"
: senx ) senx - In x
= lim-2——:Inx=ha= lim-2————=lha>
x->0"  COS X x>0 COS X

Inx :Hm—Z:E:ZL:mdmennmadeEHﬁme:
o0

= lim-2
COSX  x—0" o0

x—0"
senx
1
- 2
. i sen‘’x O i e vA
=lim-2—2X —=1lim2 = — = Indeter min acién(L Hbopital) =
x—0" 1 x—0" X 0
sen’x
. 2Senx cos X
=lim2=—/—"""=0=Ina=0=a=e"=1
x—0"
tgx
1
||m (—Zj = 1
x—0"\ X
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b)

. (4ax-1)" L
lim =1” = Indeter min acion =
X—0o0 4X

. (4x-1Y . 4x -1\ . 4x -1
lim =a=Ilimln =lna=Ilimx-In =lha=
X—»00 4X X—»00 4X X—>00 4X

(4x—1}
n 4 0
= lim——% / _ 0= Indet er min acion(L"Hépital) =

X—0

X
AAx=4(4x=1) g6k 16x+4 1
4x O 1pv2 o2 2
Ctime ) 168 a8 XL
X—0 1 X—>00 X—>00 1 X—>0 4X2
X2 X2 X2
1 X 1
=lha=—--=a=¢ *=|l [4)(_1) —p 4
X—>00 4X
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4.- (2 puntos) Discutir y resolver el sistema de ecuaciones lineales:
ax+y+z=2
2x+ay+a’z=1
2X+y+2=2
segun el valor del pardmetro real a.

al 1 a1l 1|2
La matriz de coeficienteses A=|2 a a’ |y lamatrizampliadaes A/B=|2 a a*|1
2 1 1 2 1 12
Calculamos el determinante de A y averiguamos cuando se anula.
a 1l 1
|Al=]2 a a’|=a’+2a’+2-2a-2-a’=-a’+3a’-2a
2 1 1
a=0
|Al=0=-a’+3a’-2a=0=-a(a’-3a+2)=0=10
+ a=2
a2—3a+2:>a:3—‘1:
2 a=1

Distinguimos 4 casos diferentes que analizamos por separado.

CASO 1l a=0,a=lya=2

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el rango de A/B y el
namero de incognitas. El sistema es compatible determinado (una solucién Unica)

Utilizamos el método de Cramer para obtener las soluciones.

2 1 1
1 a a?

211 _ 2a+2d” +1-2a-1- 247 _ 0 _
a 1 1 —a*+3a’-2a —a(a-1)(a-2)
2 a a’
2 1 1

-2 4 1 =2

a 2 1 2 -4 0 2
2 1 @ 2 0 110
2 2 1| a+4a’+4-2-4-2a° -2a’+4a’+a-2 3 )

y= = - > = =|-2a°+4a“+a-2=
a 1 1 —a*+3a’-2a -a(a-1)(a-2)
2 4 a2 =(a-2)(-2a" +1)
2 1 1
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(3—2)(—2a2 +1) —2a%+1

~-a(a-1)(a-2) -a(a-1)

a1l 2
2 a1l
,_12 1 2 2a°+2+4-4a-4-a_ 2a’°-5a+2 _ (3~2) (2a-1) _ 2a-1
a 1 1 —-a®+3a’-2a —a(a-1)(a-2) _a(a_l)M a(l-a)
2 a a’
2 1 1
CASO 2. a=0
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
01 12
La matriz ampliada queda A/B={2 0 0|1
2 1 1|2

La transformamos en una matriz triangular equivalente y asi estudiar mejor el rango de Ay de
A/B.

01 1|2 2 1 112
AIB=l2 0 0|1|={Fila3® & Filal?}=|2 0 0|1|=
2 1 1]2 01 1|2
Fila22 — Fila 12 Fila 32 + Fila 22

2 0 0 1 2 1 112 0O 1 1 2 2 1 112
=2 -1 -1 2;,=|0 -1 -1|-1|=40 -1 -1 -1;=> -1 -1|-1
0 -1 -1 -1 0 1 1|2 0O 0 0 1 0 0 01
Nueva Fila 22 Nueva Fila 32

Se observa que el rango de A es 2y el de A/B es 3, los rangos son distintos y el sistema es
incompatible (no tiene solucion).

o

CASO 3. a=1
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
1112
La matriz ampliadaqueda A/B=2 1 1|1
2 1 1|2

La transformamos en una matriz triangular equivalente y asi estudiar mejor el rango de A y de
A/B.
Fila22 — 2 - Fila1®| |Fila3® — 2 - Fila 12

1112 2 1 1 1 2 1 1 2
A/IB=|2 1 1|1|=4 -2 -2 -2 -4 -2 2 -2 4 ;>
2112 0O -1 -1 -3 o -1 -1 -2

Nueva Fila 22 Nueva Fila 32
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Fila 32 — Fila 22
1 1 112 0 -1 -1 -2 1 1 112
=0 -1 -1|-3|=50 1 1 3 :>(A/B)’= 0 -1 -1|-3
0 -1 -1|-2 0 0 0 1 0 0 0]1
Nueva Fila 32

Se observa que el rango de A es 2 y el de A/B es 3, los rangos son distintos y el sistema es
incompatible (no tiene solucidn).

CASO 4. a=2
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
2 1 1|2
La matriz ampliadaqueda A/B=2 2 4|1
2 1 1|2

La transformamos en una matriz triangular equivalente y asi estudiar mejor el rango de Ay de
A/B.

Fila22 — Fila1? | | Fila 32 — Fila 12

2 1 1|2 2 2 4 11|12 1 1 2 2 1 1|2
A/IB={2 2 4|1|=<-2 -1 -1 -2;3-2 -1 -1 -2 :>(A/ B)': 01 3|1
2 1 1|2 o 1 3 -14{0 O O O 0 000

Nueva Fila 22 Nueva Fila 32

Se observa que el rango de A es 2, al igual que el de A/B, los rangos son iguales a 2, pero
menores que el nimero de incognitas (3). El sistema es compatible indeterminado (infinitas
soluciones).

Resolvemos a partir del sistema equivalente obtenido.

2 1 1|2 2 1 1]2
AIB=l2 2 4|1|=(A/B)=|0 1 3|-1
2 1 1|2 0 00|O
2X+Yy+2=2 2X+Yy+2=2 X+ y+7=2
2X+2y+47=1= y+3z=-1= 13 =2x-1-3z+z=2=
=-1-3z
2X+y+2=2 0=0 y
= 2Xx=3+21=> x:3+222
3+2t
X =
2
Soluciones:<y=-1-3t,conte R

z=t
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5.- (2 puntos) Hallar las matrices A — B, A y B, sabiendo que las matrices A y B, satisfacen las

siguientes identidades:

0 0 -1 -2 0 -2
A+B=/0 -1 0| A*-AB+BA-B*=|-2 -1 0
1 0 1 0O 0 O

A* — AB+BA-B?=AA-AB+BA-BB=A(A-B)+B(A-B)=

2 0 -2
= (A+B)(A-B)=| 2 -1 0
0 0 0

Comprobamos si tiene inversa la matriz A + B para seguir despejando y obtener A —B.

0 0 -1
|A+B|=|0 -1 0|=-120
1 0 1
0 0 1 -1 0 0 O 0 -
+ — +
Adj| 0 -1 0 o 1 |-1 1 -1 0
. T
L Adi((A+B)') 10 1 01 o1 oo
(A+B) = = =—| - + -
|A+B| -1 014 |14 |10
0 1 o1 o o0
+ - +
-1 0 00 |0 -1
-1 0 -1y (1 0 1
(A+B)'=-|0 1 0|=|0 -1 0
1 00)(-1 00
Seguimos despejando.
-2 0 -2 -2 0 -2
(A+B)(A-B)=|-2 -1 0 |=A-B=(A+B)'|-2 -1 0 |=
0 0 0 0 0 0
1 0 1)-2 0 -2) (-2 0 -2
=A-B=[0 -1 0(-2 -1 0|=[2 1 0
-1 0 0)l0 0 O 2 0 2

Tenemos que:
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-2 0 -2
A-B=12 1 0
2 0 2
0 0 -1
A+B=|0 -1 O
1 0 1

Sustituyendoen A+B=| 0

0 0 -1
B=0 -1 0 |-
1 0 1

Hemos obtenido:

-1 0 -3/2
A= 1 0 O
3/2 0 3/2

-2 0 -2 0 0 -1
Sumamos
:>{ ] }:2A=2 1 0(+/0 -1 0 |>
las ecuaciones
2 0 2 1 0 1
-2 0 -3 -1 0 -3/2
:>A=% 2 0 0= 1 O 0
3 0 3 3/2 0 3/2
0O 0 -1 0 0 -1
-1 0[=B=|0 -1 0 |-A
1 0 1 1 0 1
-1 0 -3/2 1 0 1/2
0 0 |=| -1 -1 0
3/2 0 3/2 -1/2 0 -1/2
1 0 1/2 -2 0 -2
B=| -1 -1 0 A-B={2 1 O
-1/2 0 -1/2 2 0 2
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0 3 4

6.- (2 puntos) Dada la matrizA=| 1 -4 -5|.Calcular A"y A®, utilizando necesariamente la
1 3 4

siguiente identidad A®=—1, donde | es la matriz identidad.

Comprobamos si A tiene inversa y la calculamos.

0 3 14
|A|: 1 -4 -5=15+12-16-12=-1+0 Existe A™.
-1 3 4
0 1 -1 -4 3 3 3 3 -4
+ = +
Adj|3 -4 3 -5 4 4 4 4 -5
J_Ad(A) 4 s 4) 1oy o -y oot
A -1 | |5 4] |4 4| |a -5
1 - 0 -1 0 1
+ - +
-4 3 3 3 3 4
-1 0 1 1 0 -1
At=—| 1 4 4|=|-1 -4 -4
-1 -3 -3 1 3 3
Comprobamos que A’ =—I
0 3 430 3 4 3-4 -12+12 -15+16 -1 0 1
A*’=|1 -4 5|1 -4 -5|=|-4+5 3+16-15 4+20-20|=|1 4 4
-1 3 4){-1 3 4 3-4 -3-12+12 -4-15+16 -1 -3 -3
1 0 1YO0 3 4 1 -3+3 —4+4

A=AA=|1 4 4|1 -4 —5|=
-1 -3 -3)\l-1 3 4
1 0 0
A=l 0 -1 0 |=-I
0 0 -1

Lo aplicamos al célculo de A%

4-4 3-16+12 4-20+16

-3+3

-3+12-9

—4+15-12

AP = AP A AT AT A A AT = (1) (=) (1) (1) (<) (<) AT = A

AZO — A2 —

-1 0
1 4
-1 -3

1
4
-3

134 de 252

www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EBAU Extraordinaria 2021 Matemadticas Il en La Rioja Juan Antonio Martinez Garcia

7.- (2 puntos) Hallar la ecuacién de la recta, tal que:

a) pasa por el punto P(1,1,1),

b) es paralela al plano 7 =x+y-2z-3=0,
X=3+A4,

c) es perpendicularalarecta r=<y=2-1,
z=1-221,

Necesitamos un vector director de la recta. Es paralela al plano 1t y por tanto es perpendicular al
vector normal del plano n= (1,1, —2) y también es perpendicular a la recta r y por tanto

perpendicular a su vector director VT = (1, —1,—2).. Por lo que podemos tomar como vector director

de la recta el producto vectorial de n=(11,-2) y v, =(1,-1,-2).

. =u =nxv, =1 1 -2/=(-4,0,-2)
v, =(1-1,-2) 1 1 -2

ﬁ:@Lz)} Lk

La ecuacion de la recta que nos piden es la ecuacion de la recta s que pasa por el punto P(1,11) y

tiene como vector director u, =(-4,0,-2).
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8.- (2 puntos) Calcular el valor del pardmetro real a para que las rectas r y s se corten y calcular
este punto.

(o 4X+17=a, . X+y+2=0,
Cx+y=2, "~ |x+2z=2a

Obtenemos las ecuaciones en paramétricas de las dos rectas.

X=«a
4x+17 =a, Z=a—4x
r= =>r= =>r=y=2-a
X+Yy=2, y=2-X
z=a-4a

X=2a-2z

{x+y+z:0, {x:—y—z
S= = S =
y=-2a+z

—>-y-1=2a-21=>y=-2a+71=>S=
X+2z=2a X=2a-2z

X=2a-20
s=qy=-2a+p
2=,

Igualamos las ecuaciones de las dos rectas.

X=a

,
1l

y=2-«a
z=a-4a a=2a-28
=42-a=-2a+pf=
X=2a-2p0 a-da=p
y=-2a+p
z=p

a=2a-2(a-4a) _ Je=2a-2a+8a
2+3a=-a

2—-a=-2a+a-4«a

%)
Il

=8 0=7 0=
:{“ « { @ { ¢ L ) 0casfazao

= =
-2-3a=a -2-3a=a -2-3a=a

x=0
=y=2-=2 =|P(0,2,-2)
7=-2-0=-2

Para a = -2 las rectas se cortan en el punto P(0,2,-2)
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9.- (2 puntos) El tiempo que una persona tarda en llegar a su lugar de trabajo sigue una distribucion
normal de media 20 minutos. Se ha comprobado que el 84,1 % de los dias llega antes de 22 minutos.
Sidurante el afio acude a su lugar de trabajo 290 dias, ¢cuéntos dias puede estimar que tardard menos
de 18 minutos en llegar?

X = Tiempo que una persona tarda en llegar a su lugar de trabajo en minutos. X = N(20, o)

X—p _22-20
(o2 (o)

P(X <22)=0.841= P( j=0.841:> P(Z <£j=0.841

o

Buscamos en la tabla de la NO,1) y tenemos que:

3=1:>(7=2
o

Ralil

Calculamos P(X<18) siendo X = N(20, 2) 19 08840 088

P(X <18) = {Tipificamos} = P(Z < 18;2()): P(Z<-1)=..

..=P(Z>1)=1-P(Z <1)=1-0.8413=[0.1587

Por lo que en 290 dias seran 290 - 0.1587 = 46.023.

Aproximadamente 46 dias de los 290 llegara antes de 18 minutos.
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10.- (2 puntos) Sofia va al teatro, cine o de concierto con probabilidades 0,5, 0,2 y 0,3. EI 60 % de
las veces que va al cine se encuentra con amigos Y se va de cena con los amigos. Lo mismo le ocurre
el 10 % de las veces que va al teatro y el 90 % de las que va de concierto.

a) ¢Que probabilidad hay de que se vaya de cena con los amigos?
b) Si vuelve a casa después del espectaculo, ¢qué probabilidad hay de que haya ido al cine?

Hacemos un diagrama de arbol.

Cena con amigos

Teatro

No cena con amigos

Cena con amigos
Ocio y cena

No cena con amigos

Cena con amigos

Concierto

No cena con amigos

Llamamos T = Ir al teatro, Ci = Ir al cine, Co = Ir al concierto.

Llamamos A = Cenar con amigos. A = Volver a casa sin cenar con los amigos.

Tenemos que P(T) = 0.5, P(Ci) = 0.2, P(Co) =0.3. P(A/T) = 0.1, P(A/Ci) = 0.6, P(A/C0) = 0.9
a) Aplicamos el teorema de la probabilidad total.

P(A)=P(T)P(AIT)+P(Ci)P(A/Ci)+P(Co)P(A/Co)=

=0.5-0.1+0.2-0.6+0.3-0.9 =

b) Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de Bayes.

P(CinA) P(CI)P(A/CI) 02.04 1 0143

P(Cilx): P(K) ~ 1-P(A)  1-044 |7
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EBAU Ordinaria 2021

Evaluacién de Bachillerato para el
LJ.R Acceso a la Universidad (EBAU)
Curso 2020-2021
Convocatoria: Ordinaria
ASIGNATURA: MATEMATICAS II

UNIVERSIDAD
DE LARIOJA

El alumno contestard a SOLO CINCO ejercicios de entre los planteados.

En caso contrario, el corrector corregira los cinco que haya contestado primero.

Todas las preguntas tienen la misma puntuacion. Es necesario justificar las respuestas.
Se permite el uso de calculadoras cientificas siempre que no sean programables ni gréaficas ni calculen
integrales. Si algin alumno es sorprendido con una calculadora no autorizada, podra ser expulsado del
examen; en todo caso, se le retirara la calculadora sin que tenga derecho a que le proporcionen otra.

1.- (2 puntos) Sea la funcion
f(x) = xe’*
Determinar el dominio y las asintotas verticales, horizontales y oblicuas cuando existan.

2.- (2 puntos) Sea f una funcidn continua cuya derivada viene dada de la siguiente manera:
i X+1, x<0,
f ()=
e, x>0

Hallar la expresion de la funcion f y las ecuaciones de las rectas tangentes a la grafica de f en el
punto x=0.

3.- (2 puntos) Calcular el area del recinto limitado por la funcion f(x) = L;)z el eje OX vy las
X+
rectas x=0y x=5.

4.- (2 puntos) Discutir y resolver el sistema de ecuaciones lineales:
X+y+az=1
2x+ay=-1
ax+y+z=1

segun el valor del parametro real a. Determinar la inversa de la matriz asociada al sistema para
a=0.

5.- (2 puntos) Hallar A y B, matrices soluciones del sistema de ecuaciones:

3A-5B=C,
{—A+3B:D
donde C y D son las matrices:
2 4 2 4
C=|7 4|, D=3 0
-1 2 -1 2

Determinar la matriz inversade C'D, donde C' es la matriz traspuesta de C.

6.- (2 puntos) Sabiendo que |A|=1, donde:
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A=

calcular el determinante de la matriz B con
X y z
B=| x+1 y+1 z+1
2(x+a) 2(y+b) 2(z+c)

Calcular ‘48’1AT

‘2

7.- (2 puntos) Hallar la ecuacion de una recta, tal que:
a) pasa por el punto P(0,1,1),

b) esta contenida en el plano 7 =x+Yy+3z—-4=0,

) X=27+3,
c) es perpendicular a la recta r z{
y=-z+4

8.- (2 puntos) Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto P(2,-11) y corta
perpendicularmente a la recta

r=

Xx-2 y-1_ .
2 2
9.- (2 puntos) La duracion de un cierto modelo de maquina de aire acondicionado sigue una
distribucién normal, con media 20 afios y desviacion tipica 5 afios. El fabricante garantiza el buen
funcionamiento de la maquina por un periodo de 25 afios.
a) ¢Qué porcentaje de maquinas se espera que no cumplan la garantia?.
b) ¢Que proporcion de maquinas tienen una duracion comprendida entre los 15 y 21 afios?

10.- (2 puntos) Una bolsa contiene 4 bolas negras y 2 blancas. Otra bolsa contiene 2 bolas negras y
6 blancas. Se elige una de las bolsas al azar y se extrae una bola.

a) Calcular la probabilidad de que la bola sea blanca.

b) Sabiendo que la bola es blanca, calcular la probabilidad de que sea de la primera bolsa.

Tabla simplificada de la distribucién normal tipificada

z 0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09
0 05000 0,5040 0,5080 0,5120 0,5160 0,5199 0,5239 0,5279 0,5319 0,5359
0.1 05398 0,5438 05478 0,5517 0,5557 0,5596 0,5636 0,5675 05714 0,5753
0.2 05793 05832 05871 05910 0,5948 0,5987 0,6026 06064 06103 0,6141
0.3 06179 0,6217 06255 0.6293 0,6331 0,6368 0,6406 0,6443 06480 0,6517
0.4 06554 06591 06628 0,6664 0,6700 06736 06772 06808 06844 0,6879
0.5 0,6915 0,6950 0,6985 0,7019 0,7054 0,7088 0,7123 0,7157 0,7190 0,7224
0.6 07257 0,7291 0,7324 0,7357 0,7389 0,7422 0,7454 0,7486 0,7517 0,7549
0.7 0,7580 0,7611 0,7642 0,7673 0,7704 0,7734 07764 0,7794 0,7823 0,7852
0.8 0,7881 0,7910 0,7939 0,7967 0,7995 0,8023 0,8051 08078 0,8106 0,8133
0.9 08159 08186 08212 0,8238 0,8264 0,8289 0,8315 0,8340 0,8365 0,8389
1 08413 0,8438 0,8461 0,8485 0,8508 0.,8531 0,8554 0,8577 0,8599 0,8621
1,1 08643 0,8665 0,8686 0,8708 0,8729 08749 08770 0,8790 0,8810 0,8830
1,2 08849 0,8869 0,8888 0,8007 0,8925 08944 0,8962 0,8980 0,8997 0,9015
1,3 09032 0,9049 0,9066 09082 09099 09115 09131 0,9147 0,9162 09177
1.4 09192 09207 0,9222 09236 09251 09265 09279 0,9292 0,9306 0,9319
1,5 09332 09345 0,9357 09370 09382 0,9394 09406 09418 0,9429 0,9441
1.6 09452 0,9463 0,9474 09484 09495 0,9505 09515 0,9525 0,9535 0,9545
1,7 09554 0,9564 0,9573 09582 09591 0,9599 09608 0,9616 0,9625 0,9633
1,8 09641 0,9649 0,9656 09664 09671 09678 09686 0,9693 0,9699 0,9706
1.9 09713 09719 09726 09732 09738 0,9744 09750 0,9756 0,9761 0,9767
2 09772 09778 09783 09788 09793 0,9798 09803 0,9808 0,9812 09817
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SOLUCIONES

1.- (2 puntos) Sea la funcion
f(x) = xe’*
Determinar el dominio y las asintotas verticales, horizontales y oblicuas cuando existan.

7 H - = =7 -7 3 -
El Gnico problema que se plantea con la definicion de la funcion f(x) = xe”* es el cociente del
exponente. Vemos cuando se anula.

is—>x3:0:>x:0
X

El dominio es R —{0}
Asintota vertical. x=0
El nico valor excluido del dominio es x = 0. Comprobamos los limites laterales.

U3 +00

. . 3 . OO . ., . € e 00
lim f(x) = lim xe"* = lim 0.e™ =00 = Indeter minacion = lim —=-"—=—=
x—0" x—>0" x—0" x>0 1 o0 o0

X
3 1x3
—_— 3 3
_ B o _ o € 3yl 3el/x
= Indeter minacion(L"Hopital) = lim = lim — = —=
x—0" 1 x—0" X x—0" X
X

_ % :3e+w0%:

O+

lim f(x) = lim xe’* =0-e"* =0.e*=0-0=[0]

x—0" x—0"

La asintota solo lo es por la derecha.

Asintota horizontal. y=b
Calculamos los limites de la funcidn en el infinito.

lim f(x) = lim xe"* = (+w0)e

X—>+00 X—>+00

V=) - (+00)e’ =+

lim f(x) = lim xe”" =(-0)e™” =(~0)e™® =

X—>—00 X—>—o0

No hay asintotas horizontales.

Asintotas oblicuas. y=mx-+n

3
(X)) . oxe?™ . 3
m=lim ( ):Ilm =lime"* =e’ =1

X—00 X X—00 X X—>00

n=1lim f (x)—mx = limxe” —x = lim x(e“Xs —1):oo(e°—1):oo -0 = Indeter minacion =

X—>0 X—>0 X—>0
3 1/x
1/x3 ——€ 2.1/x3
. e -1 0 A . 4 . 3x‘e
=lim =— = Indeter minacion(L Hopital) = lim X =lim =
X—>0 1 0 X—>0 X—>0 X4
X X2
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3

. 3™ 3’ 3
X—00 X o0 o0

La asintota oblicua tiene ecuacion y=x.

L -

[+ -]

=1

f(X) _ xel.".\j

iy

[3%]

A

-

.
0
0
.
3
S
-

n £
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2.- (2 puntos) Sea f una funcién continua cuya derivada viene dada de la siguiente manera:
i x+1, x<0,
f(x)=
e, x=0

Hallar la expresién de la funcion f y las ecuaciones de las rectas tangentes a la gréfica de f en el
punto x=0.

Hallamos la expresion de la funcién en las dos ramas de definicidn.
2

Si f'(x)=x+1:>f(x):_[x+1dx=X?+x+K Parax <0

Si f'(x):eX:f(x):Iede:eX+K' Parax >0
La funcién queda:
X2
—+Xx+K, x<0,
f(x)=4 2
e+ K, x>0

Como la funcidn f(x) es continua debe serlo en x = 0 y coincidir el valor de los limites laterales.

2
lim f(x):limx?+x+K:K

x—0" x—0"
limf(x)=lime"+K=1+K } => K=1+K'=> K=K -1
x—0" x—0"

lim £ () = lim £ (x) = f (0)

La funcion queda:

2

X
—+x+K, x<0,
f(x)=1 2

e -1+K, x>0

, siendo K una constante real cualquiera.

En x = 0 comprobamos que la derivada por la derecha y la izquierda coinciden.

lim f "(x)=limx+1=1
x>0 x>0 — Son iguales
f(0)=e’=1

La recta tangente la podemos calcular con la funcion a la derecha o a la izquierda de x = 0, pues la
funcion es continua y la derivada existe en dicho valor.

y—£(0)=f"(0)(x—0)

f(0)=K = y-K=1(x-0)=|y=x+K]

f(0)=1
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;32, el eje OX y las

3.- (2 puntos) Calcular el area del recinto limitado por la funcion f(x) = (x+2)
X+

rectas x=0y x=5.

Comprobamos si la funcion corta el eje OX.

F)=—F3 0= x+3-0=x=-3
(x+2)

El punto de corte esta situado fuera del intervalo del recinto (0, 5).

El &rea del recinto es el valor absoluto de la integral definida entre 0 y 5 de la funcion

; _ X+3 .
W=y

Calculamos primero la integral indefinida.

dx =...

X+3
I(x+2)2

X+3 A B x+3 _A(x+2) B Ax+2A+B

(x+2) x+2 (x+2) (x+2) (x+2)  (x+2)  (x+2)

1=A
= X+3=Ax+2A+B=>
3=2A+B=>3=2+B=>B=1

X+3 1 1

= +
(x+2)2 X+2 (x+2)2

...:IX12+ ! dx:j ! dx+I ! dx:ln|x+2|+j(x+2)72dx:

(x+2)2 X+2 (x+2)2
-1
:In|x+2|+(x+2) = In|x+2|—L+K
-1 X+ 2

Lo aplicamos a la integral definida.

5 5 5
Area:J.f(x)dx ='|- X+32dx:{ln|x+2|——} -
0 2 (x+2) X+2 |,
= {In|5+2|—i}—[ln|0+2|——l }‘: In7—l—ln2+l = Inz+izl.61u2
5+2 0+2 2 14

AN s
~ f@=—2,

(x +2)‘
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4.- (2 puntos) Discutir y resolver el sistema de ecuaciones lineales:

X+y+az=1

2x+ay=-1

ax+y+z=1
segun el valor del pardmetro real a. Determinar la inversa de la matriz asociada al sistema para
a=0.

1 1 a
El sistema tiene asociada la matriz de coeficientes A={2 a 0
al 1
1 1 a1
y la matrizampliada A/B=|2 a 0 -1
al 1l 1
Averiguamos cuando se anula el determinante de A.
1 1 a
|Al=]2 a 0|=a+0+2a-a’-2-0=-a’+3a-2
a 1l 1
|A|=0= -a’+3a-2=0; Utilizamos Ruffini.
-1 0 3 -2
1 -1 -1 2 —»>a=lesraiz
-1 -1 2 |0
1-3
2 _—
—az—a+2:0:>a=1i\/(_1) _4(_1)2:1i3= =2 '
-2 -2 1+3
_—2:—2

Paraa =-2 y para a = 1 se anula el determinante de A.

Estudiamos los 3 casos distintos que se pueden plantear en funcion del valor de a.

CASO1l. a#1 y a=#-2

En este caso el determinante de A es no nulo y por tanto el rango de A es 3, al igual que el rango

de la matriz ampliada A/B y el nimero de incdgnitas. El sistema tiene una Gnica solucion

(COMPATIBLE DETERMINADO).
Obtenemos la solucién con la regla de Cramer.

1 1 a
-1 a 0
. 1 1 1=a—a—a2+1= 1—a2 _ (1-a)(1+a) _a+l
1 1 a8 -a’+3-2 —(a-1)'(a+2) -(a-1)’(a+2) (a-1)(a+2)
2 a 0
a 1l 1
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1 1 a
2 -1 0
jla 1 1 -1+2a+a’-2  a’+2a-3 _ (a+3)(a-1) a+3
Y"1 4 &13a2 —(a-1(a+2) —(a-1)(a+2) —(a-1)(a+2)
2 a 0
a1l 1
1 1 1
2 a -
,_a 1 1 :a—a+2—a2—2+1: -a’+1 _ a+1
11 a ~a’+3a-2 ~(x-1)°(x+2) (a-1)(a+2)
2 a o0
a 1l 1
CASO 2. a=1
El sistema queda:
X+y+z=1
2x+y =-1 que tiene dos ecuaciones iguales, la primera y la tercera, por lo que es equivalente
X+y+z=1

a otro sistema con 2 ecuaciones y 3 incognitas que resolvemos.

X+y+z=1 x+y+z=1
= S X-2X-1+72=1= X+2=2=|2=2+X
2x+y =-1 y=-2x-1

El sistema tiene infinitas soluciones (COMPATIBLE INDETERMINADO):
X=ty=-1-2t;z=2+1t

CASO 3. a=-2
El sistema queda:

Ecuacién 22 — 2 - Ecuacién 12

)2(+y2_222::' 2X _2y =-1
>2“ y=- . T2x -2y +47 =-2
—eXty+z= —4y +4z =-3— Nueva ecuacion 22

Ecuacion 32 + 2 - Ecuacion 12

ox 4y 4z =1 X+y-2z=1 X+y-2z=1

X 42y 47 =2 = -4y+47=-3;= -4y+4z1=-3
3y -3z =3— Nueva ecuacion 32 3y-3z=3 y-z=1

4 - Ecuacion 32 + Ecuacién 22

ay 47 =4 X+y—-2z=1

4y +47 =-3 = —-4y+4z7=-3; {IMPOSIBLE!
0 =1 — Nueva ecuacién 3? 0=1
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El sistema no tiene solucion (SISTEMA INCOMPATIBLE).

Para a = 0 la matriz A tiene determinante no nulo y podemos hallar su inversa.

110 110
A=|2 0 0|=|Al=[2 0 0/=0+0+0-0-2-0=-2%0
011 011
1 2 0 01‘ ‘1j 10‘
+ - +
Adj|1 0 1 01 | 0 0
Adj(A") 001 1209 po p2 a7
= = =—=| - + - -=——|—2 1 0
A 2 2| o 1] "o 1] Jo o] 2
2 -1 -2
2 00 Lo 2
+ - +
01 i1 ho
0 1/2 0
A'=[1 -1/2 0
-1 1/2 1
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5.- (2 puntos) Hallar A y B, matrices soluciones del sistema de ecuaciones:

3A-5B=C,
{—A+3B=D
donde C y D son las matrices:
2 4 2 4
C=|7 4|, D=3 0
-1 2 -1 2

Determinar la matriz inversade C' D, donde C' es la matriz traspuesta de C.

Despejamos en el sistema las matrices A 'y B.

{3A—SB =C, {BA—SB =C,
=

= 3(-D+3B)-5B=C=-3D+9B-5B=C =
-A+3B=D -D+3B=A

=4B=C+3D= B:%(C+3D) :>A:—D+3%(C+3D):> A:—D+%C+%D:>

= A:§C+§D=E(3C+5D)
4 4 4

Sustituimos en las expresiones obtenidas las matrices C y D.

2 -4 2 4 16 8) (4 2
A=%(3C+5D)=%3 7 4|+5/3 0 :% 36 12|=| 9 3
-1 2 -1 2 -8 16) (-2 4

2 -4 2 4 8 8) (2 2

B=%(C+3D):% 7 4|43/ 3 0 :% 16 4|=|4 1

102 -1 2 4 8] (-1 2

Determinamos C'D..

2 4
T 2 7 -1 4+21+1 8+0-2 26 6
CDh= 3 0= =
-4 4 2 1 2 -8+12-2 -16+0+4 2 12

2><><2—>2><2
] . 26 ) )
Calculamos su determinante ‘C D‘ = ) ) =-324#0. Tiene inversa.
(26 2 1 1
(T T Ad - =
(CTD)—l_ Adj((C D) )_ J[G —le__ 1 (-12 -6) | 27 54
CTD| -324 324\ -2 26) | 1 13
162 162
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6.- (2 puntos) Sabiendo que |Al=1, donde:

A=

= 9 X
P T <
= O N

calcular el determinante de la matriz B con
X y Z
B=| x+1 y+1 z+1
2(x+a) 2(y+b) 2(z+c)
Calcular ‘4B’1AT

‘2

X z
B|=| x+1 il i1 | La fila 22 es suma de 2 ternas de nimeros —»
- y | separamos el determinante en suma de 2 determinantes
2(x+a) 2(y+b) 2(z+c)
X y z X y z
= X y z + 1 1 1 =

2(x+a) 2(y+b) 2(z+c)| [2(x+a) 2(y+b) 2(z+c)
{Fila 1? igual a fila 2* — determinante es nulo} =

X y z
=0+ 1 1 1 = {sacamos factor comun el 2 en la fila 3a} =
2(x+a) 2(y+b) 2(z+c)

X 7
y {La fila 32 es suma de 2 ternas de nimeros —>}

=2 1 1 1l |=
separamos en suma de 2 determinantes
X+a y+b z+c

y z| |x y z
1 1j+]1 1 1f|={Fila1%igual afila3* — determinante es nulo} =

X y z[ |a b c
X y 2 X y z| |Intercambio fila22y 32 —
1 1 1|=21 1 1|=1<elsigno del determinante r=2(-1)|a b c|=-2(1)=
a b c a b c| |cambiade signo 1

=2|0+

‘4B’lAT ‘ ={Las matrices son cuadradas de orden 3} = 43‘8’1AT‘ =

= {EI determinante del producto es el producto de los determinantes} =

. El determinante de la inversa ‘B‘l‘ es la inversa del determinante i
SIS Bl -
El determinante de la traspuesta de A es igual que el de la matriz A
— 64| A= 64 (1) =32
B| -2

Por lo que ‘4B’lAT :(—32)2 =1024

‘2
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7.- (2 puntos) Hallar la ecuacién de una recta, tal que:
a) pasa por el punto P(0,1,1),

b) est4 contenida en el plano 7 =x+y+3z-4=0,
X=2+3,

c) es perpendicular a la recta r z{
y=-z+4

Una recta se define con un punto por el que pasa y por su vector director. El punto es P(0,1,1) y el

vector director de la recta s del ejercicio es el producto vectorial del vector normal del plano que la
contiene y el director de la recta r.

T=X+y+32-4=0=n=(113) )
]
X=2+3, x=3+t — :>Z=ﬁxle 1 3
r= >r=iy=4-t=v, =(1-11)
y=-z+4 i 11

V,=i+3j-k—k—j+3i=4i+2j-2k = v, =(4,2,-2)

v, =<4,2,—2>}3

P(0,L1)es
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- (2 puntos) Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto P(2,-11) y corta

perpendicularmente a la recta

y-1

:—:Z

= (4,B,C)

x-2
2
l

Determinamos la ecuacion del plano m que es perpendicular a la recta r y que contiene el punto P.

Este plano tiene como vector normal el director de la recta r.

_,
I|I

n=v,=(221)| z=2x+2y+z+D=0
=
P(Z,—l,l)e;r

P(Z,—l,l) en

_Z_y__1=£3\7r=(2,2,1)
2 2 1

=>D=-3=27=2x+2y+2-3=0
Hallamos el punto Q de corte de recta r y el plano .
X=2+2t

-2 y-1

rEX =—2 =7=>r=qy=1+2t

2
z=t
T=2X+2y+72-3=

=444t +2+4t+t1-3=0=29%t=-3=>t=——

0

La recta s es la definida por los puntos P y Q.

Q[%%%l) = PQ= (ﬂlglj (2,-11)= (

P(2,-11) 33

: — 3==
Tomamos como vector director de s el vector v, = 5 PQ=—

Hallamos la ecuacién de la recta s.
v, =(-1,2,-2)
P(2,-L1)es

}:

1
=—==
3

}:>4—Z+1+D:0:>

= 2(2+2t)+2(1+2t)+t-3=0=

tolada) (24
3 '3 3'3"3
324 4 (L12-2)
203'3"3
S':x—2_y+1_z—1
1 2 22

151 de 252

www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EBAU Ordinaria 2021 Matemadticas Il en La Rioja Juan Antonio Martinez Garcia

9.- (2 puntos) La duracién de un cierto modelo de maquina de aire acondicionado sigue una
distribucion normal, con media 20 afios y desviacidn tipica 5 afios. El fabricante garantiza el buen
funcionamiento de la méaquina por un periodo de 25 afios.

a) ¢Queé porcentaje de maquinas se espera que no cumplan la garantia?.

b) ¢Qué proporcion de maquinas tienen una duracion comprendida entre los 15 y 21 afios?

X = Duracién de un cierto modelo de maquina de aire acondicionado expresado en afios.
X =N(20, 5)

a) El enunciado se puede interpretar de dos formas distintas. Resolvemos las dos formas de
interpretarlo.

a.1) Lo que nos piden es la probabilidad de que tengamos que usar la S 0 ,ODO D{l
garantia y por lo tanto que una maquina no dure 25 afios expresado en 0.1 o:; 0% o:E
porcentaje. 0,2 0,5[93 0}

0,3 06179 0

o - - 04 06p54 0

P(X < 25)={Tipificamos} = P( X—# 25520J = 05 06p15 0,
o 0,6 07p57 07

= P(Z <1)={Miramos en la tabla de la N(0, 1)} =|0.8413 0,7 0,7p80 0,7

El porcentaje de maquinas que se espera usen la garantia es del 84.13 %

11 ptils
a.2) Lo que nos piden es la probabilidad de que no tengamos que usar la garantia y por lo tanto
gue una maquina dure 25 afios 0 mas expresado en porcentaje.

P(X = 25) = {Tipificamos} = P(X K 25;2()):
o

=P(Z 21)=1-P(Z <1)={Miramos en la tabla de la N(0, 1)} =1-0.8413=0.1587
El porcentaje de maquinas que se espera no usen la garantia es del 15.87 %

b) Calculamos P(15< X <21).
15-20 X-u 21-20
< <
5 lo} 5

P(15< X < 21) = {Tipificamos} = P( j =P(-1<Z<0.2)=

—P(2<02)-P(Z <-1)=P(Z<02)-P(Z >1)=P(Z <02)-[1-P(z <1)]=

={Miramos en la tabla de la N(0, 1)} = 0.5793-[1-0.8413] =|0.4206 = 4206 _ 2103

10000 5000

001  0f
0,5040 0,5(
0,5438 0,54
0,5832  0,5¢ : = ) =
0,3 0, 0,6217 0,62 T

04 06554 06591 0,6€
0,5 0,6915 0,6950 0,6¢ :
0,6 0,7257 07291 0,75 == L =

nw n7EQN n=ail n e

La proporcion de maquinas que tendran una duracion comprendida entre los 15 y 21 afios es de
2103 de cada 5000.
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10.- (2 puntos) Una bolsa contiene 4 bolas negras y 2 blancas. Otra bolsa contiene 2 bolas negras y
6 blancas. Se elige una de las bolsas al azar y se extrae una bola.
a) Calcular la probabilidad de que la bola sea blanca.

b) Sabiendo que la bola es blanca, calcular la probabilidad de que sea de la primera bolsa.

OO0
1 1@ OO0

L L 1® o0

La bolsa 1l es y labolsa 2 es

Realizamos un diagrama de arbol.

Bola blanca

Bolsa 1 2/6

Elegir bolsa y
extraer una bola
Bola blanca

Bolsa 2 6/8

a) Aplicamos el teorema de la probabilidad total y utilizamos la informacion que aparece en el
diagrama de arbol.

P (Bola blanca) = P(Bolsa 1 nBola blanca)+ P(Bolsa 2 m Bola blanca) =

= P(Bolsa 1) P (Bola blanca / Bolsa 1)+ P (Bolsa 2) P ( Bola blanca / Bolsa 2) =

= 13 =0.542
24

N |-
DIN
+
N |-

| o

b) Esta es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de Bayes.

1 2 1
_P(Bolsal n Bolablanca) > g 24 (4
P(Bolsa 1/ Bola blanca) = P (Bola blanca) =B 13" 513" E_0'308
2 2
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EBAU Extraordinaria 2020
Evaluacion de Bachillerato para el acceso a la Universidad
UNIVERSIDAD  Cyrso Académico: 2019-2020
DELARIOJIA  ASIGNATURA: MATEMATICAS II

El alumno contestard a SOLO CINCO ejercicios de entre los planteados.

En caso contrario, el corrector corregira los cinco que haya contestado primero.

Todas las preguntas tienen la misma puntuacion. Es necesario justificar las respuestas.
Se permite el uso de calculadoras cientificas siempre que no sean programables ni gréaficas ni calculen
integrales. Si algun alumno es sorprendido con una calculadora no autorizada, podréd ser expulsado del
examen; en todo caso, se le retirard la calculadora sin que tenga derecho a que le proporcionen otra.

1.- (2 puntos) Calcular los valores de los parametros reales a y b para que la funcion:

a(x2—9)+b—;—b, X < 3,

f(x)= sea derivable.
In(b(x-2)), X>3,
2.- (2 puntos) Determinar el dominio y las asintotas de la funcion
X+3
f(x)= 7
(x+2)

Calcular la recta tangente en su punto de inflexion.

3.- (2 puntos) Calcular el area del recinto limitado por las funciones f y g, siendo éstas:
2

f(x)=%+§—2, g(x)=(x—2)2—1.
y las rectas x = 3, x = 5.

4.- (2 puntos) Discutir y resolver segun el valor del parametro real a, el sistema de ecuaciones
lineales:

(a-1)x+y+3az =1,
ax+ay—z=a,
(a-1)x+y+(a-1)z=-2a+1.

5.- (2 puntos) Calcular el siguiente determinante:

1 1 1 1
X z t
X2 y2 ZZ t2
X3 y3 Z3 t3
6.- (2 puntos) Dada la matriz
1 00
A=0 1 0}, me R.
m 0 1

Hallar A™ y A",

7.- (2 puntos) Hallar la ecuacion del plano que contiene a la recta
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e X+3y—-4z+9=0
| —x-2y+z+1=0

y es perpendicular al plano z7=x+3y+z+1=0.

8.- (2 puntos) Dados las rectas r y s:
{x+y—z=1 Xx+3 y+2 z-1

S
4x-2y+22=10 1 2 3

yelplano 7 =x+y—-z+6=0. Hallar la posicion relativa entre

a) lasrectas ry s.
b) el plano t y la recta s.

9.- (2 puntos) La estancia vacacional de una familia en un hotel sigue una distribucién Normal, de

media 15 dias y desviacion tipica 4 dias.
a) Calcular la probabilidad de que la estancia de una familia sea inferior a 10 dias.
b) Calcular la probabilidad de que la estancia esté comprendida entre 11y 19 dias.

10_.- (2 puntos) En una clase de 35 alumnos, asisten 30 de ellos. Se sabe que aprueban todas las
asignaturas el 80% de los alumnos que asisten a clase y el 10% de los que no asisten. Se elige un

alumno al azar.
a) Calcular el porcentaje de alumnos que aprueba la asignatura.
b) Sabiendo que el alumno ha suspendido, calcular la probabilidad de que un alumno haya asistido a

clase.

Tabla simplificada de la distribucién normal tipificada

Z 0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 '
0 0,5000 0,5040 055080 0,5120 0,5160 0,5199 0,5239 0,5279 0,5319 0,5359
0,1 0,5398 0,5438 0,5478 0,5517 0,5557 0,5596 0,5636 0,5675 0,5714 0,5753
0,2 05793 0,5832 0,5871 0,5910 10,5948 0,5987 0,6026 0,6064 0,6103 0,6141
0,3 0,6179 0,6217 0,6255 0,6293 0,6331 0,6368 0,6406 0,6443 0,6480 0,6517
04 06554 0,6591 0,6628 0,6664 0,6700 0,6736 0,6772 0,6808 0,6844 0,6879
05 06915 0,6950 0,5985 0,7019 0,7054 0,7088 0,7123 0,7157 0,7190 0,7224
0,6 0,7257 0,7291 0,7324 0,7357 0,7389 0,7422 0,745¢ 0,7486 0,7517 0,7549
0,7 0,7580 0,7611 0,7642 0,7673 0,7704 0,7734 0,7764 0,7794 0,7823 0,7852
0,8 0,7881 0,7910 0,7939 0,7967 0,7995 0,8023 0,8051 0,8078 0,8106 0,8133
0,9 08159 0,8186 0,8212 0,8238 0,8264 0,8289 0,8315 0,8340 0,8365 0,8389
1 0,8413 0,8438 0,8461 0,8485 0,8508 0,8531 0,8554¢ 0,8577 0,8599 0,8621
1,1 0,8643 0,8665 0,8686 0,8708 0,8729 08749 0,8770 0,8790 0,8810 0,8830
1,2 0,8849 10,8869 0,8888 0,8907 0,8925 0,8944 0,8962 0,8980 0,8997 0,9015
1,3 0,9032 0,9049 0,9066 0,9082 0,9099 0,9115 0,9131 0,9147 09162 0,9177
14 09192 0,9207 0,9222 0,9236 0,9251 .0,9265 0,9279 0,9292 0,9306 0,9319
15 0,9332 0,9345 0,9357 0,9370 0,9382 0,9394 0,9406 0,9418 0,9429 0,9441
1,6 0,9452 0,9463 0,9474 0,9484 10,9495 09505 0,9515 0,9525 0,9535 0,9545
1,7 09554 0,9564 0,9573 0,9582 0,9591 0,9599 0,9608 0,9616 0,9625. 0,9633
1,8 0,9641 0,9649 0,9656 0,9664 0,9671 0,9678 0,9686 0,9693 0,9699 0,9706
1,9 0,9713 09719 0,9726 0,9732 0,9738 0,9744 0,9750 0,9756 09761 0,9767
2 09772 0,9778 0,9783 0,9788 0,9793 0,9798 0,9803 0,9808 0,9812 0,9817
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SOLUCIONES

1.- (2 puntos) Calcular los valores de los pardmetros reales a y b para que la funcion:

a(x2—9)+b—;—b, X < 3,

f(x)= sea derivable.

In(b(x—z)), X>3,

Esta funcion es continua en (—oo, 3) pues es un polinomio, también en (3, +oo) pues es un logaritmo
neperiano de una expresion que siempre es positiva (siendo b > 0).

¢Es continua en x =3?

o Existe f(3)=In(b(3-2))=Inb
bx

lim f(x) =lima(x*-9)+—-b=0
e Existe lim f (x) ={*>% ¥ (x=9) 3 —Inb=0-[b=1]
o lim f (x) = lim In(b(x-2)) =Inb

x—3" x—3*

e Ambos valores son iguales

Se cumple todo si b = 1. La funcidn es continua si b = 1.

Esta funcion es derivable en R—{S} y su derivada es:

1
a(x2—9)+§—1, x<3 , a(2x)+§, x<3,
f(x)= 3 = f'(x)= .
In(x-2), X >3, — X >3,
X—2
¢Es derivable en x = 3?
Deben coincidir las derivadas laterales:
1 1
f'3)=a(6)+==6a+=
1 3 3 :6a+%:1:>6a:1—%:§:> a:%:%
f'3)=—x=1
3-2

. . 1
Para ser derivable los valores de los parametros son a = P yb=1.
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2.- (2 puntos) Determinar el dominio y las asintotas de la funcién
F(x) = X+3

(x+2)

Calcular la recta tangente en su punto de inflexion.

El dominio son todos los reales menos los valores que anulen el denominador, es decir, R—{—Z} :

e Asintota vertical. x=a

Ilmf(x)_llm X+32=1=+oo
X—-2 (X 2) 0

La asintota vertical es x =—-2

e Asintota horizontal. y=b

. . X+3 . X .11
lim f(x)= lim 5 —
X—>-+0 X—>+0 (X + 2) X—+0 X X—+0 Y 0

La asintota horizontales y =0

e Asintota oblicua. y=mx+n
No existe, pues existe asintota horizontal.

Averigiiemos el punto de inflexidn, calculando la derivada segunda e igualando a cero.

X+3 o H(x+2) —2(x+2)(x+3) _ (42 [x+2-2(x+3)]

( +2) = f (X)= (X+2) (X+2)/{H3

X+2-2x-6 -4-X

F(x) =

f'(x)== —
( (x+2)3 (x+2)3
f,,(X)_—l(x+2)3—3(x+2 M[ X+2)—3(-4-x)]
(x+2)° (x+2)’M
. —X—-2+12+3x 2x+10
f7(x) = Z = 4
(x+2) (x+2)
=02 2210 g ox110-0=x=-5

Calculamos la derivada tercera y vemos si para x = -5 tiene un valor no nulo.

) = 240 2(x+2)4—4(x+§)3(2x+10)
(x+2) (x+2)

2(-5+2)" —4(-5+2)’ (-10+10) _ 162
(-5+2) (-3)

f(-5) =
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En x = -5 hay un punto de inflexion.

La ecuacion de la recta tangente a la gréfica de una funcion f(x) en un punto x = a es:
y—f(a)=f’(a)(x-a)

Aplicamos esta formula para f (Xx) = ( X +23)2 en el punto de abscisa x = -5.
X+

:>y—_—2:i(x—(—5)):>y+2:—i—i:>27y+6=—x—5
(- _4t5 1 9 -27 o 27 27
(5+2) 27

La recta tangente a la gréfica de f(x) en x = -5 tiene ecuacion |x +27y+11=0
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3.- (2 puntos) Calcular el &rea del recinto limitado por las funciones f y g, siendo éstas:
2

f(x)=%+§—2, g(x) =(x—2)’ -1.

y las rectas x = 3, x = 5.

Dibujamos las funciones y las rectas para situar con mas claridad el recinto del cual queremos hallar
el area.

2 o f
(=552 /MJ
X y—X—2+§—2

9 3
2 -0,88
3 0
4 111 ‘

5 2,44
6 4
g(x):(x—2)2—l \4
(x-2)" -1 \
-1

CDO'I-bOONlX
w

8 \
15 .l

~

El area es la integral definida de g — f entre 3 y 5.

xX* X x* X 8 , 13
X)— f(X)=(x-2) —1-| —+2-2 |=x*—4x+4-1-"—— 24 2="x2—==x+5
909- 109 =(x-2) [9 3 j 9 3 9 3

5 5 2 5 5
Area:.[g(x)—f(x)dx:.[§ ——x+5dx:{———EX—+5x} :[ix —Ex +5x} =
S 39 , L27 6 3

853 135 +25 |- E33 133 +15 | = 1000 1352 25— 8+§—15— 4.37u?
27 6 27 6 27 6 2

El resultado analitico concuerda (méas o menos) con el area que se puede apreciar en el dibujo
contando cuadraditos.
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4.- (2 puntos) Discutir y resolver segun el valor del parametro real a, el sistema de ecuaciones
lineales:
(a-1)x+y  +3az=l,

ax-+ay -7=a,
(a-1)x+y+(a-1)z=-2a+1.
a-1 1 3a
La matriz de coeficientes asociadaes A=| a a -1 | con determinante
a-1 1 a-1
a-1 1 3a
|A=|a a -1 =a(a—1)2—a+1+3a2—3a3+3a2—a2+a+a—1:
a-1 1 a-

=a(a2 —2a+1)—3a3 +5a’+a=a’-2a’+a-3a°+5a%+a=-2a%+3a*+2a

Si lo igualamos a cero.

|Al=0=>-2a°+3a’+2a=0=>a(-2a’+3a+2)=0=

a=0
-3+5 2 05—a
= _3+44/32 4 4
2a?43a42-0—a-oXN3 16 | 4 4
4 3-5
S0 _5-a
4

Distinguimos 4 casos diferentes.

CASO 1l a#0;a=-05ya=2
En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el rango de A/B y el
namero de incognitas.
El sistema es compatible determinado.

Lo resolvemos utilizando el método de Cramer.

1 1 3a

a a -1
_|F2a+1 1 a- _wai—\é\+2a—>(+3a[+6a3—}a’{—waz—+\a+x
la-1 1 3al| —2a°+3a’ +2a

a a -1

a-1 1 a-1

6a’ +2a 6a’ +2

T 0a%+33%+2a —2a’+3a+2
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a-1 1 3a
a a -1
a-1 -2a+1 a-1
y= a-1 1 3a -
a a -1
a-1 1 a-1]

a3—2az}<+i—6a3+3a2—3a3+3a2—a2+a—2a2+a+2a—1
—2a’+3a’+2a
_ -8a’+a’+4a -8a’+a+4
- —2a°+3a’+2a -2a’+3a+2

a-1 1 1
a a a
la-1 1 -2a+1 -2a°+a’+2a’>a+a’—ava-a’ra+2a’ A4 -a’xd
a-1 1 3al| —2a°+3a*+2a
a a -1
a-1 1 a-1]
—2a% + 432 —2a’(a-2) a

‘T a+3a’i2a —2a(a-2)(a+05) at05

L 6a*+2 -8a’+a+4 a
La solucién es |x = — ;D Y=—= (7=
—2a° +3a+2 —2a°+3a+2 a+0.5

CASO 2. a=0
El sistema queda:

—x+y =1 |[—x+y =1
-X+y=1
—-7=0> 3 :>y=1+X

-X+y=1
—X+y-z=1 —X+y-z=1

El sistema es compatible indeterminado.

Sus soluciones son |x=t; y=1+t;z=0

CASO 3. a=-05
El sistema queda:

-1.5x+y-15z=1 3X—2y+3z=-2
—0.5x—0.5y —z=-0.5= {Multiplico todo por -2} = {x+y+2z=1 =
-1.5x+y-152=2 3X—2y+3z=-4
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Ecuacion 32 — Ecuacion 12

3x -2y +3z =-4 3x—2y;321:_2
~-3x +2y -3z =2 = X+y+oz_2

0 =-2

La tercera ecuacion es imposible. El sistema es incompatible.

CASO 4. a=2
El sistema queda:

Ecuacion 32 — Ecuacion 12| | Ecuacién 22 — 2 -Ecuacion 12

;+y2+6z=12 X +y +z =-3 2X 42y -z =2
X y—2—3 “1x -y -6z =-1 2x -2y 12z =-2 =
X+yrz=- 57 -4 137 =0
X+y+6z=1 X+y+6z=1
=+¢-132=0 =+:2=0
—5z=-4 4
1=—
5

Obtenemos dos soluciones distintas para z en la ecuacion segunda y tercera.

El sistema es incompatible. No tiene solucion.
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5.- (2 puntos) Calcular el siguiente determinante:

1 1 1 1

X z ot

X2 y2 ZZ tZ

X3 y3 Z3 t3
1 1 1 1 Fila4® — x - Fila 32 Fila3® — x - Fila 22
X y z t x® y? z° t® X2 y? i t?
oyt =X —xy? -xz> —xt® [ |-x*  —xy -xz  —xt
NS A A & 0 yl-xy? Z’—xz® -xt’|| 0 y*-xy z°-xz t*-—xt
Fila22 — x - Fila 18 1 1 1 1

X y z t 0 y-x Z-X t—x

x —x —x —x[ |0 y*-xy z*-xz ti-xt|

0 y-x z-x t=x| [0 y3—xy? z®-xz® t*—xt?

y—X Z—X t—x y—X Z—X t—x
2

=|y*=xy z?-xz t-xt|=|y(y-x) z(z-x) t(t-x)|=
yl-xy? P-xz® t-xt’| |y (y-x) z°(z-x) t*(t-x)

1 1 1
Sacamos factor comin
= =(y—-x)(z=x)(t—-x)|y z t|=
de cada columna s 2 2
y? 2%t

Ecuacion 32 — y - Ecuacion 22| (Ecuacion 22 — y - Ecuacion 22

y? z? t? y z t
ey oy ot -y -y -y -
0 z°-yz t°—yt 0 z-y t-y
1 1 1 1y ty
—(y=x)(z=x)(t=x)[0 z—y t-y|=(y-x)(z=-x)(t— -
(0000 -y oy =00 1

0 z°-yz t?—yt

=(y=x)(z=x)(t-x)

zZ-y t—y Sacamos factor comun
z(z-y) t(t-vy) de cada columna

1 1
z t

[0y y)(t-2)

=(y=x)(z=x)(t=x)(z=y)(t-y)
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6.- (2 puntos) Dada la matriz

1 00
A=0 1 0}, me R.
m 0 1
Hallar A™ y A™,
Calculamos el determinante de la matriz A.
1 00
|A|=O 1 0/=1=0
m 0 1
Al ser distinto de cero, existe su inversa.
1 0 m 10 0 0 01
+ - +
Adj|0 1 0 01 01 00 L 0o
L Adj(AT) 00 1 om [t m J1o
— =| - + - =0 10
|A 1 0 1 0 1} 00
-m 0 1
0 m 1 m 10
+ - +
10 0 0 01
Para calcular A™ empezamos calculando A?
1 00 00 1 00 1 00
A=l0 10 1 0j=| O 1 0(=0 10
m 0 1)im 0 1 m+m 0 1 2m 0 1
1 01 0 O 1 00 1 00
A=AA= 0 1 0|0 1 0|=| O 1 0(=0 10
2m 0 1)im 0 1 2m+m 0 1 3m 0 1
1 00 1 00
Seobservaque A= 0 1 0|,porloque |A®=| 0 1 O
km 0 1 10m 0 1
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7.- (2 puntos) Hallar la ecuacién del plano que contiene a la recta
; E{x+3y—4z+9:0
-X-2y+2+1=0
y es perpendicular al plano 7 =x+3y+z+1=0.

La ecuacion del plano que nos piden tendré un punto de la recta r , y como vectores directores el
director de la recta r y el normal del plano 7=x+3y+z+1=0.

El vector normal del plano mes n=(1,3,1).

Para encontrar el vector director y un punto de la recta r pasamos su ecuacion a ecuaciones
paramétricas.
Despejamos z en las ecuaciones.

(e x+3y—4z+9:0: X+3y=4z-9
S |-x-2y+241=0 " |-x-2y=-z-1

y=32-10=
= x+3(32-10)=4z-9=x+92-30=4z-9= x=-5z+21
X=21-5z

Las ecuaciones en paramétricas de larectason r=<y=-10+3z
z=0+z

El vector director de r es v, =(~5,3,1) y un punto es P.(21,-10,0).
Obtenemos la ecuacion del plano pedido.

P (21-10,0)e 7’ x—21 y+10 z
=n=(131) 7= 1 3 1/=0
= 1

3%=63 —5y-50+3z+152 - y—10=3%+63 =0

—6y+18z2-60=0

7=y-32+10=0
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8.- (2 puntos) Dados las rectas r y s:

_ X+y-z=1 S':x+3_y+2_z—1
~ |4x-2y+2z=10 1 2 3
yelplano 7 =x+y—z+6=0. Hallar la posicion relativa entre
a) lasrectasrys.
b) el plano t y la recta s.
a) Pasamos la recta “r”” a paramétricas.
X+y-z=1 X+y=z+1 —4Xx—-4y=-471-4
r= = =
4x-2y+2z=10 4x -2y =-22+10 4x-2y=-22+10

-6y=-6z+6=>y=2-1=

=>X+2-1=2+1=>x=2

x=2 {\Zz(o,l,l)

r=qy=-1+t=
st P,(2,—1,0)

X+3 y+2 z-1
==

De larecta s=

P(-3-21).

Los vectores directores no tienen coordenadas proporcionales:
v =(0L] o 1 1
v,=(123) 1 2 3

Por lo que las rectas no son ni paralelas ni coincidentes.
Y las rectas se cortan o cruzan.

Calculamos el producto mixto de los vectores v, , v, y PP, .
PP, =(-3,-2,1)-(2,-1,0)=(-5,-11)

1) 0 1 1

PP, =(-5-11) -5 -11

Al ser distinto de cero las rectas se cruzan.

obtenemos un punto y su vector director: v, =(1,2,3) y

(0.1
v=(123) =[v..PR]=[1 2 3=0-15-1+10-1=-7=0
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b) Elplano 7z =x+y—z+6=0 tiene como vector normal n=(11,-1) y la recta

s XJ1r3 = y;rz — 271 iene como vector director v, =(1,2,3).
El producto escalar de ambos es n-v, =(1,1,-1)(1,2,3)=1+2-3=0. Por lo que recta y plano

son paralelos o la recta esta contenida en el plano.
Comprobemos si el punto P,(-3,—-2,1) de la recta “s” esta en el plano, es decir, si cumple su

ecuacion.
¢ P, (—3,—2,1)672’?
=¢-3-2-1+6=0?
T=X+y—-2+6=0

Como es cierto la recta “s” estd contenida en el plano.

www.ebaumatematicas.com
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9.- (2 puntos) La estancia vacacional de una familia en un hotel sigue una distribucion Normal, de
media 15 dias y desviacion tipica 4 dias.

a) Calcular la probabilidad de que la estancia de una familia sea inferior a 10 dias.

b) Calcular la probabilidad de que la estancia esté comprendida entre 11 y 19 dias.

X = Numero de dias de estancia vacacional de una familia. X = N(15, 4)

a) P(X <10)= {Tipificamos} = P(Z <10%15j —P(Z<-125)=..

..=P(Z>1.25)=1-P(Z <1.25) = {Buscamos en la tabla N(0, 1)} =

=1-0.8944 =|0.1056

u=150c=4

4 2 0 2 4 6 8 0 12 14 I 6 48 20 22 24 26 28 30
b) Nos piden calcular P(11< X <19).

11-15 <7< 19-15

4 4

P(11< X <19)={Tipificamos} = P( j: P(-1<Z<1)=

=P(Z<1)-P(Z<-1)=P(Z<1)-P(Z21)=P(Z<1)-(1-P(Z<1))=

=P(Z <1)-1+P(Z <1)=0.8413-1+0.8413=

p=150c=4

22 30
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10.- (2 puntos) En una clase de 35 alumnos, asisten 30 de ellos. Se sabe que aprueban todas las
asignaturas el 80% de los alumnos que asisten a clase y el 10% de los que no asisten. Se elige un
alumno al azar.

a) Calcular el porcentaje de alumnos que aprueba la asignatura.

b) Sabiendo que el alumno ha suspendido, calcular la probabilidad de que un alumno haya asistido a
clase.

Realizamos el diagrama de arbol.

Aprueba la
asignatura

0,80

Asiste a clase

30/35 ( Suspende la )

asignatura
0,20

Asistencia y

resultados - R
Aprueba la

asignatura
0,10

No asiste a clase

5/35 ( Suspende la

asignatura
0,90

a) Aplicando el teorema de la probabilidad total:
P (Apruebe la asignatura) =

= P(Asiste a clase) P (Apruebe la asignatura / Asiste a clase) +

+P (No asiste a clase) P (Apruebe la asignatura / No asiste a clase) =

30 5 245 49 7
_ 9 08+2.01=22_D_ T _47_[70%
35 35 35 70 10 -

b) Es una probabilidad a posteriori, aplicamos el teorema de Bayes.

P (Haya asistido a clase / Ha suspendido) =

30 0.2 6
_ P(Haya asistido a clase n Hasuspendido) 35 ~'“ 35 |4 057
P (Ha suspendido) ~1-0,7 03 |7
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EBAU Ordinaria 2020
Evaluacion de Bachillerato para el acceso a la Universidad
UNIVERSIDAD Curso Académico: 2019-2020
DE LA RIOJA ASIGNATURA: MATEMATICAS I

El alumno contestara a SOLO CINCO ejercicios de entre los planteados.

En caso contrario, el corrector corregira los cinco que haya contestado primero.

Todas las preguntas tienen la misma puntuacion. Es necesario justificar las respuestas.
Se permite el uso de calculadoras cientificas siempre que no sean programables ni gréaficas ni calculen
integrales. Si algun alumno es sorprendido con una calculadora no autorizada, podra ser expulsado del
examen; en todo caso, se le retirard la calculadora sin que tenga derecho a que le proporcionen otra.

1.- (2 puntos)
1

- ... (1—senxcosXx )senx
a) Calcular el siguiente limite: Ilmt—j

x—0

1+ senxcos x
b) Determinar el valor de la constante real a para que se satisfaga la siguiente igualdad:

(5

lim > =
x—>4 X =16+ ax 32

2.- (2 puntos) Determinar los valores de los parametros reales a y b para que las funciones
f(X)=ax’+b y g(x) =x*+x+a, sean tangentes en el punto de abscisa x =—1. Para los valores
obtenidos de a y b, calcular la recta tangente a las curvas en x =-1.

3.- (2 puntos) Calcular el area del recinto limitado por las rectas x=-2, x=2, eleje OXy la
funcion
2

f(x):{i , x<0

, x>0

4.- (2 puntos) Sea la matriz

, meR\{O} .

a) Hallar « y B de tal forma que A*=aA+ 1, siendo | la matriz identidad.
b) Calcular A® utilizando la anterior igualdad.

5.- (2 puntos) Dado el sistema de ecuaciones lineales:
ay+(a+l)z=a,
ax+z=a,
X+az=-a.

a) Discutir y resolver segun el valor del parametro real a.
b) Determinar la inversa de la matriz asociada al sistema para a=2.

6.- (2 puntos) Sean A y B las matrices:
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-13 5 5 -2
A= . B=
10 -5 -4 2
a) Hallar X e Y, matrices soluciones del sistema de ecuaciones:
3X =5Y = A,
-X +2Y =B.
b) Calcular si existen las matrices inversas de X e Y.

7.- (2 puntos) Determinar en funcion del parametro real a, la posicion relativa de los siguientes
planos:

(a-1)x+ y—z=a,
(a+1)x+(2a+1)y+z=-a,
ax + ay+z=-a.

8.- (2 puntos) Dados los vectores u =(1,2,3) y v=(0,11).

a) Hallar un vector w de mddulo uno, que sea perpendicular a u y V.
b) Calcular el &rea del paralelogramo determinado por u y V.

9.- (2 puntos) En una clase de primero de primaria el 50% de los nifios practica natacion, el 20%

practica baloncesto y el 5% ambos deportes.
a) Calcular la probabilidad de que un nifio elegido al azar no practique ni natacion ni baloncesto.

b) Calcular la probabilidad de que un nifio practique natacion si juega al baloncesto.

10.- (2 puntos) Se sabe que dos poblaciones distintas X e Y se distribuyen segin una Normal de
media 25. Ademés P(X >27)=P(Y >30)=0,1587. Calcular sus respectivas varianzas.

Tabla simplificada de la distribucién normal tipificada

z 0 001 002 003 004 005 006 007 008 009 °
0 05000 0,5040 0,5080 0,5120 0,5160 0,5199 0,5239 0,5279 0,5319 0,5359
01 05398 05438 0,5478 0,5517 0,5557 0,5596 0,5636 0,5675 0,5714 0,5753
0,2 0,5793 0,5832 0,5871 0,5910 70,5948 0,5987 0,6026 0,6064 0,6103 0,6141
0,3 0,6179 06217 0,6255 0,6293 0,6331 0,6368 0,6406 0,6443 0,6480 0,6517
04 0,6554 0,6591 0,6628 0,6664 0,6700 0,6736 0,6772 0,6808 0,6844 0,6879
05 0,6915 0,6950 0,5985 0,7019 0,7054 0,7088 0,7123 0,7157 0,7190 0,7224
0,6 0,7257 0,7291 0,7324 0,7357 0,7389 0,7422 0,7454¢ 0,7486 0,7517 0,7549
0,7 0,7580 0,7611 0,7642 0,7673 0,7704 0,7734 0,7764 0,7794 0,7823 0,7852
08 0,7881 0,7910 0,7939 0,7967 0,7995 0,8023 0,8051 0,8078 0,8106 0,8133
09 08159 08186 0,8212 0,8238 0,8264 0,8289 0,8315 0,8340 0,8365 0,8389
10,8413 0,8438 0,8461 0,8485 0,8508 0,8531 0,8554 0,8577 0,8599 0,8621
1,1 0,8643 0,8665 0,8686 0,8708 0,8729 0,8749 0,8770 0,8790 0,8810 0,8830
1,2 0,8849 0,8869 0,8888 0,8907 0,8925 0,8944 0,8962 0,8980 0,8997 0,9015
13 0,9032 09049 0,9066 0,9082 0,9099 09115 09131 0,9147 0,9162 09177
1,4 09192 0,9207 0,9222 0,9236 09251 09265 0,9279 0,9292 09306 0,9319
15 0,9332 0,9345 0,9357 0,9370 0,9382 09394 0,9406 0,9418 0,9429 0,9441
1,6 0,9452 0,9463 0,9474 0,9484 0,9495 0,9505 0,9515 0,9525 0,9535 0,9545
1,7 0,9554 0,9564 0,9573 0,9582 0,9591 0,9599 0,9608 0,9616 0,9625. 0,9633
1,8 0,9641 0,9649 0,9656 0,9664 0,9671 0,9678 0,9686 0,9693 0,9699 0,9706
1,9 09713 09719 0,9726 0,9732 09738 0,9744 0,9750 0,9756 0,9761 0,9767
20,9772 09778 0,9783 0,9788 0,9793 0,9798 0,9803 0,9808 0,9812 0,9817
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SOLUCIONES

1.- (2 puntos)

1

. . . (1—senxcos X \senx
a) Calcular el siguiente limite: lim| —————
x>0\ 14 Senx cos X

b) Determinar el valor de la constante real a para que se satisfaga la siguiente igualdad:

o5 4

lim =

x—>4 x? —16+ ax 32
a)
N N
. [(1l—senxcosXx \sx (1—sen0cosO \sno .,
lim = =1” = Indeterminacién=
x—=0{ 14 Senx cos X 1+ sen0cosO

lim 1 (1-senxcosx lim 1 (1-senxcosXx—1-senxcosx
—e x—05Senx\ 1+senx cos X —e x—0 SENX 1+senxcos X _
lim —2 SeriX Cosx . —2C0SX -2

im————— —
x—0 serX (1+Senxcos X
—e ( ) — ex—>ol+senxcosx —el —|e

b) Calculamos el limite.

T T T T
gl Z+1|vx-2] tg|| Z+1|va-2 LPE 7
,img((fJf J_g((s Jv j_tg(ﬂz Zj_tg(ﬁl)_i
>4 x2-16+ax 4a 4a da  da

Lo igualamos a /32.

o= ta-32=lazg

4a
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2.- (2 puntos) Determinar los valores de los parametros reales a y b para que las funciones
f(X)=ax’+b y g(x)=x*+x+a, sean tangentes en el punto de abscisa x =—1. Para los valores
obtenidos de a y b, calcular la recta tangente a las curvas en x =-1.

Si son tangentes deben de tener el mismo valor de la derivada.

f(x)=ax’ +b= f(x)=2ax= f (-1) =-2a
gX)=x*+x+a=g'(X)=2x+1=>g (-)=-2+1=-1

}:—Za:—lz a=

Y ademas deben de coincidir en dicho punto.

f(x)=ax’+b= f(-)=a+b=2+b L
S
g(X)=x*+x+a= g(—1)=1—1+a=a=E

Para a=%y b=0 las funciones son f(x)=%x2 y g(x)=x2+x+%.

., 1
Calculamos la ecuacion de la recta tangente a f (x) = > x*en x=-1.

f@g:%

= y—1=—l(x+1):> y:—x—1+%:> y=—X—=

f)=x=f (-)=-1
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3.- (2 puntos) Calcular el area del recinto limitado por las rectas x=-2, x=2, el eje OX y la
funcion
2

f(x):{i , x<0

, x=0

Dividimos el recinto en dos partes, uno antes de x = 0 y otro después de x = 0.
Como estas dos funciones solo cortan el eje en x = 0, el &rea es:

o 3] (2] S E 2

Area=§+2= E=4,66u2
3 3

Ap&\
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4.- (2 puntos) Sea la matriz
2 00
A=l0 2 0|, meR\{0}.
m 0 2
a) Hallar o« y B de tal forma que A*=aA+ 1, siendo | la matriz identidad.
b) Calcular A® utilizando la anterior igualdad.

a) Resolvemos la ecuacién matricial.

2 0 02 0 O 4 0 O
A’=0 2 0|0 2 0|=|0 4 O
m 0 2)m 0 2 dm 0 4
4 0 O 2 00 1 0O
AZ:aA+,BI:> 0 4 0|=a|0 2 0|+p4|0 1 O
4m 0 4 m 0 2 0 0 1
4 0 0 200+ B 0 0
0 4 0|= 0 20+ B 0
4m 0 4 am 0 2+
d=2arfl 4720 Bl L eipolf=a
am=4m - —

Se cumple A’ =4A—41 =4(A-1)

b)
A= AN A=16(A—1)(A-1)A=16(A’—A-A+1-1)A=16(A*-2A+1)A=
=16(4A-41 —2A+1)A=16(2A-31)A=16(2A° —3A) =16(2(4A-41)-3A) =
=16(8A-81 —3A) =16(5A-8I)
2 00y (100 2 00) (32 0 0
A°=16(5/0 2 0|-8/0 1 0||=16/ 0 2 O0|=[ 0 32 0
mo 2/ (001 5m 0 2) (8om 0 32
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5.- (2 puntos) Dado el sistema de ecuaciones lineales:
ay+(a+l)z=a,
ax+z=a,
X+az=-a.

a) Discutir y resolver segun el valor del parametro real a.
b) Determinar la inversa de la matriz asociada al sistema para a=2.

0 a a+1
a) La matriz de coeficientes asociadaes A=|a 0 1 | con determinante
1 0 a
0 a a+
|Al=l]a 0 1 |=a-a’.Siloigualamos a cero.
1 0 a

a=0
|Al=0=a-a’=0=a(l-a’)=0= ) ,

1-a?=0=a’=1=a=+1=#1
Distinguimos 4 casos diferentes.

CASO 1l a#0;ax-1ya=1
En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el rango de A/B y el
namero de incognitas.
El sistema es compatible determinado.

Lo resolvemos utilizando el método de Cramer.

a a a+l]

a 0 1

-a 0 a| -a’-a® -a’(l+a) -a’(1+a) —a
X = = = = =

0 a a+l a-a’ a(l—az) a(l-a)(l+a) 1-a

a 0 1

1 0 a

0 a-+

a

1 -a a| a-a’-a’-a’-a-a’° -2a°-2a®° -2a’(l+a) -2a
=70 a a+1 a-a° - a-a® a(l-a)(l+a) l-a

a 0

1 0 a

a
0

1 0 -a a*+a® a’(l+a) a’(1+a) a
7= = = = =

0 a a+l] a-a' a(1-a’) a(l-a)(l+a) 1-a

a 0 1

1 0 a
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-, —a —2a a
Lasoluciones (x=—; y=—;z=—+
l-a 1-a l-a
CASO 2. a=0
0 01
La matriz de coeficientes queda A={0 0 1

1 00

Su determinante es nulo, por lo que el rango no es 3. El rango es 2 pues al considerar el menor
de orden 2 que resulta de quitarle la columna 22 (todo ceros) y la fila 12 (igual que la 2%)

01 .
tenemos (1 Oj con determinante

1
‘=—1¢O.
0

Y la matriz ampliadaes A/ B =

— o o
o o o @
o L K

0
0 | como solo le hemos afiadido una columna de
0

ceros su rango es el mismo que el de A.
Rango de A =2 = Rango de A/B < 3 = NUmero de incognitas.
El sistema es compatible indeterminado.

Lo resolvemos:

Para resolverlo sustituimos en el sistema inicial y queda

X N N
Il
o o o

Sus soluciones son |x=0; y=t;z=0

CASO 3. a=-1
0 -1 0
La matriz de coeficientesqueda A=| -1 0 1
1 0 -1

Su determinante es nulo, por lo que el rango no es 3. El rango es 2 pues al considerar el menor
de orden 2 que resulta de quitarle la columna 32 (proporcional a la 1%) y la fila 32 (proporcional

a la 2%) tenemos ( 0 _OlJ con determinante 01 _0]" =-1+0.
0 -1 0 -1
Y la matriz ampliadaes A/B=|-1 0 1 -1|.Como lacolumna1®y 32son
1 0 -1 1
proporcionales tomamos el menor de orden 3 que resulta de quitarle la columna 12 >
-1 0 -1 -1 0 -
0 1 -1|condeterminante|0 1 -1=-1+1=0.Elrango de A/Bno es 3, por lo
0 -1 1 0 -1 1

que es 2 como el rango de A.
Rango de A = Rango de A/B = 2 < 3 = NUmero de incdgnitas.
El sistema es compatible indeterminado.

Lo resolvemos:

177 de 252 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EBAU Ordinaria 2020 Matemadticas Il en La Rioja Juan Antonio Martinez Garcia

_y — _1’

. ., y=1 Xx=1+z
—Xx+z =-1,= {Ecuacion 2 = Ecuacion 3*} = =
(721 x—z=1 y=1

Las soluciones del sistema son [x=1+t;y =1z =t|

CASO 4. a=1
01 2
La matriz de coeficientesqueda A={1 0 1
1 01

Su determinante es nulo, por lo que el rango no es 3. El rango es 2 pues al considerar el menor

: . . 0 1
de orden 2 que resulta de quitarle la columna 32y la fila 32 (igual a la 2%) tenemos (1 Oj con

determinante é‘ =-1#0.
012 1

Y la matriz ampliadaes A/B={1 0 1 1 |.Siconsideramos el menor de orden 3 que
101 -1

resulta de quitarle la 12 columna el menor resultante tiene determinante

1 2 1

0 1 1{=-1-1=-2%0.Porloqueelrango de A/B es 3.

01 -

Rango de A =2 # 3 = Rango de A/B. El sistema es incompatible. No tiene solucion.

0 2 3
b) Para a =2 la matriz asociadaes A=|2 0 1| tiene determinante
1 0 2
0 2 3
|Al=]2 0 1/=2-8=-6+0. La matriz tiene inversa.
10 2
0 21 0 0 2 0 2 0
dil2 0 0 g B2 T3t
A
Adj(A') J312 1l 21 o1 o 2 0 4 2
Afl_ — ___ — —+ — :_— —3 _3 6
|A -6 6| |1 2 3 2 31
0 2 -4
2 1 01 0 2
+ - +
00 2 0 2 0
0 2/3 -2/6
At=|1/2 1/2 -1
0 .1/3 2/3
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6.- (2 puntos) Sean A'y B las matrices:

-13 5 5 -2
A= . B=
10 -5 -4 2
a) Hallar X e Y, matrices soluciones del sistema de ecuaciones:
3X =5Y = A,
-X +2Y =B.
b) Calcular si existen las matrices inversas de X e Y.

a) Despejamos en el sistema las matrices incognitas.

Ecuacion 12 + 3 - Ecuacién 22
3X-=5Y = A 3X =5y =A 3X -=5Y = A
= =
X +2Y =B. —-3X +6Y =3B Y = A+3B.
Y = A+3B— Nuevaecuacion 22

=3X -5(A+3B)=A=3X -5A-15B=A=3X =6A+15B= X =2A+5B

Sustituimos el valor de las matrices y determinamos el valor de X e Y.
-13 5 5 2 -26+25 10-10 -1 0
X =2A+5B=2 +5 = =
10 -5 -4 2 20-20 -10+10 0 O
-13 5 5 -2 -13+15 5-6 2 -
Y=A+3B= +3 = —
10 -5 -4 2 10-12 -5+6 -2 1

-1 0 -1 0 ] .
X = =|X|= =0; No existe la inversa de X.
0 0 0 O

b)

2 -1 2 -
Y = =|Y|= =2—2=0; No existe la inversa de Y
-2 1 -2 1
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7.- (2 puntos) Determinar en funcidn del parametro real a, la posicion relativa de los siguientes
planos:

(a—-1)x+ y—z=a,
(a+1)x+(2a+1l)y+z=-a,
ax+ ay+z=-a.
Es lo mismo que discutir un sistema.
a-1 1 -1
Tomamos la matriz de coeficientes A={a+1 2a+1 1
a a 1

Calculamos su determinante e igualamos a cero.
a-1 1 -1
|Al=la+1 2a+1 1|=(a-1)(2a+l)+a-(a+l)a+a(2a+l)—a-1-a(a-1)=
a a 1

=2a’+a-2a-1+a—-a’—a+2a’+ p=q -1-a*+a=2a*-2

A=0=2a’-2=0=2a’=2=a’=1l=a=+1=+1
Estudiamos tres casos distintos.

CASO 1. a=+1
En este caso el determinante es no nulo y el rango de la matriz A es 3. Al igual que el rango de la
matriz ampliada y el nimero de incognitas.
El sistema tiene una Unica solucién (un punto). Los tres planos se cortan en un punto P.

CASO 2. a=1
En este caso el determinante de A es cero y su rango no es 3.
01 -1
A=12 3 1 | Tomamos el menor de orden 2 que resulta de quitar la fila y columna 32 >
11 1
01 ) 01
con determinante =-2#0.Elrango de A es 2.
2 3 2 3
01 -1 1
A/B=|2 3 1 -1| Lehemos afiadido una columna que es proporcional a la 32. El rango de
11 1 -1

A/B es 2 como el de A.

180 de 252 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EBAU Ordinaria 2020 Matemadticas Il en La Rioja Juan Antonio Martinez Garcia

Rango de A = Rango de A/B =2 < 3 = Numero de incdgnitas.
El sistema tiene infinitas soluciones (una recta de puntos). Los tres planos coinciden en una
recta.

y-z=1 y=1+z y=1+z y=1+z y=liz
2X+3y+2=-1,=2X+3y=-14+472=2X+3+32=-1+72=>2x=-4-22 3{x=—2—22
X+y+z=-1 X+y=-1-2 X+1+z=-1-2 X=-2-22
X=-2-2t
Coinciden en la recta de ecuacion r=<5y =1+t
z=t
CASO 3. a=-1
En este caso el determinante de A es cero y su rango no es 3.
-2 1 -1
A= 0 -1 1 | Tomamos el menor de orden 2 que resulta de quitar la fila y columna 32 >
-1 -1 1
(0 1} . -2 1
con determinante =2=#0.Elrango de Aes 2.
2 3 0 -1
-2 1 -1 -1
A/B=| 0 -1 1 1 [Como lacolumna afiadida es igual que la 32 el rango de A/B es igual
-1 -1 1 1
que el de A.

Rango de A = 2 = Rango de A/B < 3 = nimero de incégnitas.
El sistema tiene infinitas soluciones (una recta). Los tres planos se cortan en una recta.

—2X+y-z=-1 -2X+y-z=-1 —2X-1+z-z=-1 -2x=0 117
=-1+
-y+z=1 =>iy=-1+z =>y=-1+z = y:—1+z:>{y 0
X =
—X-y+z=1 -X-y+z=1 —X+1-z+z=1 —-x=0
x=0
Coinciden en la recta de ecuacion s=qy=-1+t
z=t
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8.- (2 puntos) Dados los vectores u=(1,2,3) y v=(0,11).

a) Hallar un vector w de médulo uno, que sea perpendiculara u y v.
b) Calcular el &rea del paralelogramo determinado por u y v.

a) Un vector perpendicular a otros dos es el que se obtiene con su producto vectorial.

k
Uxv= 3[=2i+k-j-3i=-i—j+k=(-1-11)
1

PN e

1
0

Este vector tiene modulo ‘ﬂ xQ‘ = \/(—1)2 +(-1)"+22 =3

El vector w que buscamos es el del producto vectorial dividido por su modulo, este vector tiene
moédulo 1y es perpendiculara u y v.

- Gxx?z(—l,—l,l):(__l__lij
il B BB

b) El area del paralelogramo que definen dos vectores es el modulo del producto vectorial de
ambos.

Area = ‘ﬁ x\?‘ = \/(—1)2 +(-1)" +22 =32

182 de 252 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EBAU Ordinaria 2020 Matemadticas Il en La Rioja

Juan Antonio Martinez Garcia

9.- (2 puntos) En una clase de primero de primaria el 50% de los nifios practica natacion, el 20%

practica baloncesto y el 5% ambos deportes.

a) Calcular la probabilidad de que un nifio elegido al azar no practique ni natacion ni baloncesto.
b) Calcular la probabilidad de que un nifio practique natacion si juega al baloncesto.

Realizamos una tabla de contingencia para obtener los nimeros de cada opcion.

Completamos la tabla.

Con los datos de la tabla y utilizando la regla de Laplace respondemos a lo planteado en el
ejercicio.

Baloncesto | No baloncesto | TOTALES
Natacion 5 50
No natacion
TOTALES 20 100
Baloncesto | No baloncesto | TOTALES
Natacion 5 45 50
No natacion 15 35 50
TOTALES 20 80 100

a) De 100 nifios hay 35 que no practican ni natacion ni baloncesto.

P(no practique natacion ni baloncesto) = 35% = Mirando en la tabla.

b) Como hay 20 que juegan al baloncesto y de estos 5 ademas practican natacion, la probabilidad
pedida es:

1

P (Practique natacion / Juega baloncesto) = 2% =7 m
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10.- (2 puntos) Se sabe que dos poblaciones distintas X e Y se distribuyen segin una Normal de
media 25. Ademés P(X >27)=P(Y >30)=0,1587. Calcular sus respectivas varianzas.

Supongamos que X=N(25,0) y que Y=N(25,0").

P(X >27)=0,1587 = {Tipificamos} = P(Z >4 _25j =0,1587 =
(o2
=1- P(Z < gj =0,1587 = P(Z < Ej =0,8413 = {Buscamos en la tabla} =
(o2 (e
2 : -
= —=1=>0=2=|Varianza(X)=2"=4
o
—_— 30-25
P(Y >30)=0,1587 = {Tipificamos} = P| Z > ——— |=0,1587 =
(o2
5 5
=1-P| Z <= |=0,1587 = P| Z <= |=0,8413= {Buscamos en la tabla} =
(o2 (o2

:>£,:1:> o’=5= |Varianza(Y) =5° = 25
O
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EBAU Julio 2019
Prueba de Evaluacion de Bachillerato para el
acceso a la Universidad (EBAU)
Curso 2018/2019

UNIVERSIDAD  Convocatoria: Julio )
DE LA RIOJA ASIGNATURA: MATEMATICAS Il

El alumno contestara a los ejercicios de una de las dos propuestas (A o B) que se le ofrecen. Nunca
deber& contestar a ejercicios de una propuesta y a ejercicios distintos de la otra. Es necesario
justificar las respuestas.

Se permite el uso de calculadoras cientificas siempre que no sean programables ni gréaficas ni calculen
integrales. Si algin alumno es sorprendido con una calculadora no autorizada, podra ser
expulsado del examen; en todo caso, se le retirara la calculadora sin que tenga derecho a que le
proporcionen otra.

Tiempo: Una hora y media

PROPUESTA A:

1.- (2 puntos) Sea {e,,e,,e,} una base de IR*, de modo que los vectores son unitarios y forman

entre si angulos de 45°. Dados los vectores U=¢€ +€, y V=€ —&, +€,.

() Calcula el médulo de los vectores u y v.
(1) Calcula el coseno del angulo formado por los vectores u y v.

2.- (2 puntos) El peso medio segun la OMS de un nifio de 5 afios sigue una distribucién normal
de media 18,5 kg y desviacion tipica 2,25 kg. Si se elige un nifio al azar, Halla el porcentaje de
nifios

(1) cuyo peso es superior a 23 kg.

(11 cuyo peso esta entre 15y 23 kg.
(\Véase la tabla simplificada de la normal tipificada que aparece al final del examen)

3.- (3 puntos) Sea la funcion

X
-

() Analiza la continuidad y derivabilidad de la funcion f.
(I Razona si se puede aplicar, o no, el teorema de Rolle en el intervalo [—%ﬂ En caso

. . 11 .
afirmativo, calcula el valor c e (—E,E} a que se refiere el teorema de Rolle.

(1) Halla el area encerrada por f y el eje de abscisas en el intervalo Bq

4.- (3 puntos) Sea a un parametro real cualquiera. Considere la matriz:

1 0 0
A=|0 a 0
0 -a 2a-1

() Determina para qué valores del parametro a existe la inversa de la matriz A.
(1) Halla la inversa de la matriz A, cuando exista.
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(1) Para a=1y las matrices

31 1 2 3 312
B= . C= ., D=

5 2 -1 2 -3 0 00O
resuelve el sistema

BXA=Y

lY+C=D
3
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PROPUESTA B:

1.- (2 puntos) En un colegio se han ofertado para los nifios de infantil tres actividades
extraescolares Inglés (ING), Multideporte (MUL) y Robética (ROB), con dos rangos de edad de
3 a4 afios (MP) y de 5 a 6 afios (MG). Se sabe que se han apuntado a alguna actividad un total de
300 nifios. De ellos, hay 100 que tienen entre 3 y 4 afios, de los cuales 82 hacen Inglés y 10 han
elegido Multideporte. Se sabe que al grupo de Robédtica se han apuntado 83 nifios, y hay 105 nifios
de entre 5 y 6 afios que se han apuntado a Inglés.
(I) Toma un nifio al azar, halla las siguientes probabilidades:
P(MG), P(MUL), P(MPNROB), P(ROB/MP)y P(MG/ING).

(11) Comprueba que el suceso MUL es independiente de la edad del nifio.
2.- (2 puntos) Dos vértices consecutivos de un rectangulo son P = (2,2,1) y Q = (0,0,-1) y los
otros dos pertenecen a una recta r que pasa por el punto A = (5,4,3).

(1) Determina la ecuacion de la rectar.
(11) Determina la ecuacién del plano que contiene al rectangulo.

3.- (3 puntos) Sea la funcion

X
f(x)= |
9 x* -1
(1) Analiza la continuidad y derivabilidad de la funcion f.
(1) Razona si se puede aplicar, o no, el teorema de Rolle en el intervalo [—%ﬂ En caso
. . 11 .
afirmativo, calcula el valor c e 55 a que se refiere el teorema de Rolle.

(1) Halla el area encerrada por f y el eje de abscisas en el intervalo 84}

4.- (3 puntos) Sea a un parametro real cualquiera. Considere la matriz:

1 0 0
A=|0 a 0
0 -a 2a-1

(1) Determina para qué valores del pardmetro a existe la inversa de la matriz A.
(1) Halla la inversa de la matriz A, cuando exista.
(111) Para a=1 vy las matrices

31 1 2 3 312
B= , C= , D=

5 2 -1 2 -3 0 0O
resuelve el sistema

BXA=Y

lY+C:D
3
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SOLUCIONES
PROPUESTA A:

1.- (2 puntos) Sea {e,,e,,e,} una base de IR*, de modo que los vectores son unitarios y forman

entre si angulos de 45°. Dados los vectores U=¢ +€, y V=€ —&, +€,.

(I) Calcula el mddulo de los vectores u y v.
(1) Calcula el coseno del &ngulo formado por los vectores uy v.

Sabemos que |e|=[e,|=|e;|=1=¢-e, =€, e, =¢, e, =1.

Sabemos que e -e, =|e,|-|e,|-cos(e,,e,) =1-1-cos 45°= g de la misma manera e, -e, =

(1) Hallamos el modulo de u.

|ul=yu-u =\/(el+e2)(el+e2) =66 46,6, 16,76 16,6, =\/1+g+g+1: 242

Hallamos el modulo de v.

V[=4V:V= e+e —€,+6;) =
2 3

=\/e1-e1—e1-e2+el-e3—ez-e1+ez-ez—ez-e3+e3-el—e3-e2 +€,-€; =

eSS e

(1) Aplicamos la formula del producto escalar.

u-v=(e+e,)(e,—e,+€)=66 —€ €, +€ 8 +6€,'e, —€,-€,+€,€ =

2«2 2 . 2
:124477/+7—1+7:\/§

Por otro lado:

u-v=|ul-|v|-cos(u,v) =\2+4243-42 - -cos(u,v) = \/(2+\/§)(3—x/§)-cos(u,v)=

=\J6-242+32 -2 -cos(u,v) = J4++2 -cos(u,v)

Igualamos ambos resultados.

V2 =442 -cos(u,v) = |cos(u,v) = V2
4+2
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2.- (2 puntos) El peso medio segun la OMS de un nifio de 5 afios sigue una distribucion normal de
media 18,5 kg y desviacion tipica 2,25 kg. Si se elige un nifio al azar, Halla el porcentaje de nifios
(1) cuyo peso es superior a 23 kg.

(11) cuyo peso estéa entre 15y 23 kg.

(\Véase la tabla simplificada de la normal tipificada que aparece al final del examen)

X = Peso de un nifio de 5 afios. X = N(18,5, 2,25)

(1) Calculamos P(X >23).

P(X > 23)={Tipificamos} = P[X —185 23_185} _

2,25 2,25

=P(Z>2)=1-P(Z<2)=1-0,9772=0,0228
El porcentaje es de 2,28%

(I1) Calculamos P(15< X <23).

P(15< X < 23) = {Tipificamos} = F,(15—18,5 X -18,5 23—18,5) _

< <
2,25 2,25 2,25
=P(-1,55<Z <2)=P(Z <2)-P(Z<-155)=P(Z <2)-P(Z >155)=

=P(Z<2)-(1-P(Z <1,55))=0,9772-1+0,9394 =|0,9166

El porcentaje es del 91,66 %
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3.- (3 puntos) Sea la funcion

=L

x* -1
(I) Analiza la continuidad y derivabilidad de la funcion f.

(1) Razona si se puede aplicar, o no, el teorema de Rolle en el intervalo [—%ﬂ En caso
. . 11 .
afirmativo, calcula el valor c e > a que se refiere el teorema de Rolle.

(M Halla el area encerrada por fy el eje de abscisas en el intervalo Bﬂ

L X| .. - .
(I) La funcion f(x)= l—|l tiene como dominio R—{—l,l} , ya que el denominador se anula para
X

x=1y x=-1.
z_xl si x<0yx=-1
La funcion se puede expresar como f(x) = X x_
si x>0yx=1
x* -1 y
Esa funcion es continua en cualquier valor de x distinto de —1, 0y 1. Veamos en x = 0.
e Existe f(0)= 0 =0
0-1
e Existe lim ——=0
x-0" X =1
e Existe lim —=0
x—>0" X° —

e Lostres valores son iguales.
La funcién es continua en R—{-1,1}.
Veamos la derivabilidad de la funcibnenx =0
—x+1+2x>  x*+1

si x<0yx=-1

: ” o -1 x*-1
Como la derivada de la funcién es f “(x) =
S s S si x>0yx=1
x* -1 x? -1
2 _y2 _
Entonces f "(07) = lim X2 +i=8—+1=—1 y f7(07)=Ilim )i 11=8—i=1. Como son valores
x—0 X© — — x—0" X© — —

distintos no existe la derivada en x = 0.

Es derivable en R —{-1,0,1}

(1) En el intervalo [—%ﬂ la funcion es continua, pero en el intervalo (—%%) la funcién no es

derivable, ya que existe un punto del intervalo donde no es derivable: x = 0. No es aplicable el
teorema de Rolle.
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X - :
1 Veamos donde corta la funcion el eje de

2

(1) En el intervalo 84} la funciones f(x)=

abscisas. f(x)=0= —

X 1" 0= x=0 .Como x = 0 no pertenece al intervalo [24} el area de

la region pedida es:

A ©oX 1% 2x 1 4
Area:LJ; X~ o ZELS X2 _1dX :E[In(xz _1)]1,5 -

1 i 1 1,15 [1
=E([In(42—1)]—_|n(1,52—1)]):E(ln15—|n1,25):zlnﬁ: >In12=1.240°

A

(5]

[:¥)

[25]

£
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4.- (3 puntos) Sea a un parametro real cualquiera. Considere la matriz:

1 0 0
A=|0 a 0
0 -a 2a-1

(1) Determina para qué valores del pardmetro a existe la inversa de la matriz A.
(1) Halla la inversa de la matriz A, cuando exista.
(1) Para a=1 vy las matrices

31 1 2 3 312
B= . C= ., D=

5 2 -1 2 -3 0 00O
resuelve el sistema

BXA=Y

lY+C:D
3

(I) Para que tenga inversa no se debe anular su determinante.

1 0 0
|A=0 a 0 |=a(2a-1) siigualamos a cero
0 —-a 2a-1

a=0

|Al=0=a(2a-1)=0=
2a-1=0=2a=1=a=

N |-

La matriz A tiene inversa para todo valor de a distinto de 0 y 0,5.

(I1) Para a=0y a=0.5 existe la inversa. La calculamos.

a -a 0 -a 0 a
+ — +
0 2a-1 0 2a-1 0 0
0 0 +1 0 10
1 0 0 0 2a- 0 2a- 0 0
Adjl0 a -a 0 0 1 0 10
- + - +
L Adi(A) {0 0 2a-1 a -a 0 -a [0 a
A a(2a-1) a(2a-1)
a(2a-1) 0 0
0 2a-1 0 1 0 0
0 a a
A= =10 1 0
a(2a-1) a
1 1
2a-1 2a-1

192 de 252 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EBAU Julio 2019 Matemdticas Il en La Rioja Juan Antonio Martinez Garcia

1 (1) 0 100
(Il Para a=1 existe la inversade Ayvale A*=|0 1 0 |[=|0 1 0
011

o - L

2-1 2-1

Resolvemos el sistema.

BXA=Y BX =YA™ X =B YA
1 = =
§Y+C:D Y+3C=3D |Y=3D-3C

312y (1 2 3) (6 -3 -3
Y =3D-3C=3 -3 -
[o 0 o] [—1 2 —3) (3 -6 9]

Calculamos la inversa de la matriz B.

WER-
g Adi(B) W1 2) (2
B 1 (-5 3

Terminamos de resolver el sistema.

1
Cond v o (2 -1)(6 -3 -3
X =BWYA'=X=BYA'= 0

5 313 -6 9

1
12-3 -6+6 —6-9
-30+9 15-18 15+27

1 00

o
[EEN
o

y 9 0 -15 (9 -15 -15
21 3 42 0 =21 39 42

» 9 -15 -15 6 -3 -3
La soluciénes X = eY =
-21 39 42 3 6 9

[N
[EEY
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PROPUESTA B:

1.- (2 puntos) En un colegio se han ofertado para los nifios de infantil tres actividades extraescolares
Inglés (ING), Multideporte (MUL) y Robética (ROB), con dos rangos de edad de 3 a 4 afios (MP) y
de 5 a 6 afios (MG). Se sabe que se han apuntado a alguna actividad un total de 300 nifios. De ellos,
hay 100 que tienen entre 3 y 4 afios, de los cuales 82 hacen Inglés y 10 han elegido Multideporte. Se
sabe que al grupo de Roboética se han apuntado 83 nifios, y hay 105 nifios de entre 5y 6 afios que se
han apuntado a Inglés.

(I) Toma un nifio al azar, halla las siguientes probabilidades:

P(MG), P(MUL), P(MPNROB), P(ROB/MP)y P(MG/ING).
(I1) Comprueba que el suceso MUL es independiente de la edad del nifio.

Realizamos una tabla de contingencia para aclararnos con los datos proporcionados y obtener los
datos consecuencia de estos.

Inglés Multideporte Robdtica
De 3y 4 afos 82 10 100
De 5 a 6 afios 105
83 300

Completamos la tabla.

Inglés (ING) | Multideporte (MUL) | Robética (ROB)
De 3y 4 afios (MP) 82 10 8 100
De 5 a 6 afios (MG) 105 20 75 200
187 30 83 300

(1) Hallamos las probabilidades pedidas usando la regla de Laplace y los datos de la tabla.

PMG)=20_2_066 PMUL)=—2-L_01 P(MPAROB)=-> =0,026
300 3 300 10 300
P(ROB/MP) = =0,08 P(MG/ING) =12 _ 561
100 187

(1) Para que dos sucesos A y B sean independientes se debe cumplir P(Am B) = P(A) P(B).

P(MULAMP)= 0 _
3020 13(?0 TR MUL y MP son independientes
P(MUL)-P(MP)= =T
300300 103 30
P(MULAMG)= 22 - L
3020 :ZL(E;O Lo 1T MUL y MG son independientes
P(MUL)-P(MG) = = 2T
300300 103 15

El suceso MUL es independiente de la edad.
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2.- (2 puntos) Dos vértices consecutivos de un rectangulo son P = (2,2,1) y Q = (0,0,-1) y los otros
dos pertenecen a una recta r que pasa por el punto A = (5,4,3).

(1) Determina la ecuacion de la rectar.

(1) Determina la ecuacién del plano que contiene al rectangulo.

La situacion es la del dibujo

.!?’. Q

A

(1) La recta pedida tiene como vector director PQ =(0,0,-1)—(2,2,1) =(~2,-2,-2) y pasa por A =
(5,4,3).
Pasa por A(5, 4, 3)} x=5-2t
- =>r:qy=4-2t
v=(-2-2-2) 7=3-2t
Podriamos haber utilizado el vector director (1,1,1), pero es igualmente valido.

(1) Para determinar la ecuacion del plano necesitamos otro vector director que puede ser PA.

PA=(54,3)-(2,2,1)=(3,2,2)

Pasa por Q(0,0,-1) Xy z+
PQ=(-2,-2,-2) (=nx:]-2 -2 -2|=0=
PA=(3,2,2) 3 2 2

= —A4X-6y—-472-4+62+6+4y+4x=0=>71:-2y+22+2=0=|7:y-2-1=0
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3.- (3 puntos) Sea la funcion

X
f(x)= |

9 x* -1
(1) Analiza la continuidad y derivabilidad de la funcién f.

(1) Razona si se puede aplicar, o no, el teorema de Rolle en el intervalo [—%ﬂ En caso
. . 11 .
afirmativo, calcula el valor c e > a que se refiere el teorema de Rolle.

(1) Halla el &rea encerrada por f y el eje de abscisas en el intervalo Eq

Hecho en la propuesta A

4.- (3 puntos) Sea a un pardmetro real cualquiera. Considere la matriz:

1 0 0
A=|0 a 0
0 -a 2a-1

(I) Determina para qué valores del parametro a existe la inversa de la matriz A.
(1) Halla la inversa de la matriz A, cuando exista.
(11) Para a=1y las matrices

31 1 2 3 312
B= , C= , D=

5 2 -1 2 -3 0 0O
resuelve el sistema

BXA=Y

lY+C=D
3

Hecho en la propuesta A
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EBAU Junio 2019
Prueba de Evaluacion de Bachillerato para el
acceso a la Universidad (EBAU)
Curso 2018/2019

UNIVERSIDAD Convocatoria: Junio )
DE LA RIOJA ASIGNATURA: MATEMATICAS Il

El alumno contestara a los ejercicios de una de las dos propuestas (A o B) que se le ofrecen. Nunca
deber& contestar a ejercicios de una propuesta y a ejercicios distintos de la otra. Es necesario
justificar las respuestas.

Se permite el uso de calculadoras cientificas siempre que no sean programables ni gréficas ni calculen
integrales. Si algin alumno es sorprendido con una calculadora no autorizada, podra ser
expulsado del examen; en todo caso, se le retirara la calculadora sin que tenga derecho a que le
proporcionen otra.

Tiempo: Una hora y media

PROPUESTA A:

1.- (2 puntos) Dados la rectar y el plano 1 de ecuaciones:
| 2x+2y+2z2=2
' {—x —-2y+2=0
(1) Determina a y b para que el plano m contenga a la recta r.
(1) Determina a 'y b para que r sea paralela al plano .

: r=ax+y+z-b=0

2.- (2 puntos) La distribucion del nimero de rapes capturados por los barcos pesqueros gque salen a
faenar en una cierta zona se ajusta a una normal de media 220. Se sabe que, tomando un barco al
azar la probabilidad de que capture mas de 250 es 0,1587.

(1) Calcula la desviacion tipica de la distribucion.

(1) Calcula el nimero de rapes que un barco debe capturar para estar en el percentil 96.
(\Véase la tabla simplificada de la normal tipificada que aparece al final del examen)

3.- (3 puntos) Sea f :R — R la funcion definida como:
COS X, Xx<0
fx)=1 ,
—X“+ax+b, x>0

con a 'y b nameros reales.
(I) Halla a 'y b para que f sea continua y derivable en x=0.
(1) Para los valores anteriores de a y b analiza si f tiene un extremo relativo en x=0.

(111) Halla el area encerrada por la funcion y el eje OX en el intervalo [—%,1}

4.- (3 puntos) Sea a un parametro real cualquiera. Considere la matriz:
1 1 a

A=|1 a 1
a 1 1

(1) Determina para qué valores del parametro a existe la inversa de la matriz A.
Sea el sistema de ecuaciones
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X 1
Aly|=|1
Z 1

() Discute el sistema de ecuaciones para los distintos valores del pardmetro a.
(I1) Resuelve el sistema de ecuaciones cuando sea compatible.

PROPUESTA B:

X=3-4
1.- (2 puntos) Sean el plano 7 =2x+y—-z-3=0ylarectar:qy=2+41
z=1-31

(I) Determina la ecuacion de la recta s que contiene al punto P=(1,2,~1), es perpendicular a la

rectar y paralela al plano .
(I1) Halla la distancia de la recta s al plano .

2.- (2 puntos) Se tienen tres urnas: A, B y C. La urna A contiene dos bolas blancas y tres negras, la
B tres bolas blancas y dos negras, la C cuatro bolas blancas y una negra. Se lanza un dado y se
toman dos bolas de una urna: de laurna A sisale 1,26 3,de laurnaB sisaleun4 ¢ 5yde laurnaC
si sale un 6.
() Calcula la probabilidad de obtener dos bolas blancas.
(1) Suponiendo que las dos bolas extraidas son blancas, calcula la probabilidad de que se hayan
extraido de la primera urna.

3.- (3 puntos) Sea f :R — R la funcion definida como:
COS X, Xx<0
fx)=1 ,
—-X“+ax+b, x>0

con a 'y b nmeros reales.
(I)Halla a'y b para que f sea continua y derivable en x=0.
(1) Para los valores anteriores de a y b analiza si f tiene un extremo relativo en x=0.

(1) Halla el area encerrada por la funcién y el eje OX en el intervalo {—z,l}

4.- (3 puntos) Sea a un parametro real cualquiera. Considere la matriz:
1 1 a

A=|1 a 1
a 1 1

()  Determina para qué valores del pardmetro a existe la inversa de la matriz A.
Sea el sistema de ecuaciones

X 1
Aly|=|1
Z 1

() Discute el sistema de ecuaciones para los distintos valores del pardmetro a.
(11 Resuelve el sistema de ecuaciones cuando sea compatible.
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SOLUCIONES

PROPUESTA A:

1.- (2 puntos) Dados la recta r y el plano 1 de ecuaciones:
| 2x+2y+22=2
' {—x —~2y+2=0
(I) Determina a 'y b para que el plano m contenga a la recta r.
(I1) Determina a y b para que r sea paralela al plano .

: r=ax+y+z-b=0

(1) El vector normal del plano mes n= (a,1,1) . Hallamos el vector director de la recta y un punto de

la misma.
Resolvemos el sistema de la ecuacion de la rectar.

Sumo la 12 y 22 ecuacion

X+y+z=1 _ X+y+z=1
r: = 4y el resultado sustituye la } = =|y=2z-1
—-X-2y+2=0 ., -y+2z=1
2% ecuacion
= x+22—1+z=1:>
X=2-3t
La recta r tiene las siguientes ecuaciones paramétricas: r:<y =-1+2t
z=t

El vector director de larectar es v = (-3,2,1) y pasa por el punto P(2,-1,0).
Para que la recta esté contenida en el plano deben cumplirse que el punto P esté en el plano y el
vector v=(-3,2,1)y n=(a,1,1)sean perpendiculares, es decir, su producto escalar es cero.

P(2,-1L0)er=ax+y+z-b=0

- =
n-v=(a11)(-3,21)=0 -3a+2+1=0 -3a=-3

2a-1+0-b=0 2a-b=1
} . }: }::

=2-b=1=
Para que la recta esté contenida en el plano deben sera=b = 1.

(11) El vector normal del plano  es n=(a,1,1). El vector director de la rectar es v=(-3,2,1) y

pasa por el punto P(2,—1,0).
Para que sean paralelas deben ser vector normal y director perpendiculares y el punto P no debe
pertenecer al plano.

P(2,-L0)gr=ax+y+z-b=0| 2a-1+0-b=0] 2a-b=l
(2.-1,0) } +0-b~ }:, ¢}::

- - =
n-v=(a11)(-3,2,1)=0 -3a+2+1=0 -3a=-3

:2—b¢l:>

Para que recta y plano sean paralelos debe ser a = 1 y b distinto de 1.
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2.- (2 puntos) La distribucion del nimero de rapes capturados por los barcos pesqueros que salen a
faenar en una cierta zona se ajusta a una normal de media 220. Se sabe que, tomando un barco al
azar la probabilidad de que capture mas de 250 es 0,1587.

(I) Calcula la desviacion tipica de la distribucion.

(11) Calcula el nimero de rapes que un barco debe capturar para estar en el percentil 96.

(\Véase la tabla simplificada de la normal tipificada que aparece al final del examen)

X = Numero de rapes capturados. X = N(220, o).

(1) Sabemos que P(X >250)=0,1587.

P(X >250)=0,1587 =1-P(x <250)=0,1587 = P(X <250)=0,8413 =

j:0,8413:> P[Z <@j:0,8413:>
(o}

X =220 - 250-220
o o

= {Tipificamos} = P(
Buscando en 30
= =>—=1= -: 30
{Ia tabla N (0,1)} - <

La desviacion tipica vale 30.

(1) Nos piden encontrar la marca que deja al 96 % de los pescadores por debajo.

0,96

Nos piden hallar “r” tal que P(X < r) =0,96.

X =220 T —-220
30 30

P(X <r):0,96:>{Tipificamos}:>P( j=0,96:>

r—220 Buscamos en r-220 1,75+1,76
=>P|Z< =0,96 = = = =
30 la tabla N(0,1) 30 2

= 2r-440=105,3=|r = &253 = 272,65 rapes

Con 273 rapes estara en el percentil 96.
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3.- (3 puntos) Sea f:R — R la funcién definida como:
COS X, X<0
f(x)=1
—X“+ax+b, x>0

con a y b nameros reales.
() Halla a y b para que f sea continua y derivable en x=0.
(1) Para los valores anteriores de a y b analiza si f tiene un extremo relativo en x=0.

(111) Halla el &rea encerrada por la funcion y el eje OX en el intervalo [—%,1}

(I) La funcion es continua en x = 0 si cumple:
e Existe f(0)=cos0=1

e Existe lim f(x)=lim(-x*+ax+b)=b

x—0" x—0"

e Existe lim f(x)=lim(cosx)=1
x—0" x—0"
e Los tres valores deben ser iguales. Entonces

La funcion debe ser derivable en x = 0, luego la derivada por izquierda y derecha de 0 deben
coincidir.

COS X, Xx<0 . -senx, x<0
f(x)= = f(x)=
—x*+ax+b, x>0 —2Xx+a, x>0

f'(0)=-sen0=0

f'(0")=—0+a=a =[a=0]
f°(07)=f(0")

COS X, Xx<0

—x*+1, x>0

Para que tenga un extremo relativo en x = 0 debe haber un cambio en el crecimiento de la funcién
en valores proximos a 0 por la izquierda y en valores proximos a 0 por la derecha.

Sitomamos x = -0,01 la derivada vale f "(—0,01) =—sen (—0, 01) < 0. La funcién decrece antes
de 0.

Sitomamos x = 0,01 la derivada vale f "(0,01) = —(O, 01)2 +1=0,9999 > 0. La funcidn crece

después de 0.
La funcién presenta un minimo relativo en x = 0.

(1) La funcién es f(x):{

T
PN

(1) El area encerrada por la funcién y el eje OX en el intervalo [ 5 1} se divide en dos partes

[—%,0} y [0,1] ya que la funcion cambia de definicion en este intervalo.
x> '
3 0

:1+E: §u
3 |3

0
_z

Area = +

0
I cos xdx
2

3 3
senO—sen(—ZJ —1—+1 - —O—+O
2 3 3

Jl‘—x2 +1dx
0

= ‘[senx]

+
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4.- (3 puntos) Sea a un pardmetro real cualquiera. Considere la matriz:
1 1 a

A=|1 a 1
a 1 1

(I) Determina para qué valores del pardmetro a existe la inversa de la matriz A.
Sea el sistema de ecuaciones

X 1
Aly =1
Z 1

() Discute el sistema de ecuaciones para los distintos valores del pardmetro a.
(I1) Resuelve el sistema de ecuaciones cuando sea compatible.

(1) Calculamos el determinante de la matriz A.
1 1 a

|A=]1 a ll=a+a+a-a’-1-1=-a’+3a-2
a 1 1

Igualamos a cero el determinante.
|A|=0=-a’+3a-2=0. Resolvemos por Ruffini.

-1 0 3 =2
1 -1 -1 2 Unadelasraicesesa=1
-1 -1 2 |0
Resolvemos la ecuacion de 2° grado restante
X_1+3_ 5
+. + T o T
—az—a+2:0:>a:1_ 148 13 _ 2
-2 -2 1-3
X=—-=1
-2

Existe la inversa de A para cualquier valor de a distinto de 1y 2.

() El determinante de A y cuando se anula ya se ha estudiado, por lo que hay tres situaciones
diferentes.
CASO 1l a=lya=#-2

En este caso el sistema es compatible determinado (una Unica solucion) ya que el rango de A
es 3, el de la matriz ampliada y el nimero de incognitas también.

CASO 2. a=1
La matriz A y A/B quedan
111 1111
A=|1 11| A/B=1111
111 1111

El rango de A es 1 ya que todas las filas son iguales. El rango de A/B también es 1 ya que
todas las filas y columnas son iguales. El nimero de incdgnitas es 3.
El sistema es compatible indeterminado. Tiene infinitas soluciones.

CASO 3. a=-2
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La matriz Ay A/B quedan
1 1 =2 1 1 21
A=l 1 -2 1 AlB=|1 -2 1 1
-2 1 1 -2 1 1 1

El rango de A es 2 ya que el menor que queda al eliminar la 32 columna y 32 fila tiene
determinante no nulo.

1 1
=-2-1=-3#0

1 -2
El rango de A/B es 3 ya que el menor que queda al eliminar la 12 columna tiene determinante
no nulo.

1 -2

-2 1 =1-2-2-1-4-1=-9=#0

1 1
El rango de Ay el de A/B es distinto, por lo que el sistema es incompatible. No tiene
solucion.

(I1) Es compatible para el caso 1y el caso 2 estudiados.

Para el caso 2 (a=1) el sistema queda:

1 1 1)\x 1 X+y+z=1 . .
Las tres ecuaciones son iguales
11 1|yl=|l|l=x+y+z=1;= . .,
El sistema se reduce a una sola ecuacion
11 1)z X+y+z=1
X=1-y-z2

=>X+y+z2=1=|qy=Yy

1=1

Paraelcaso 1 (a=1y a=—-2) utilizamos la regla de Cramer.

11 a
1 a1l
(L1 1 a+lra-a’-1-1 -—a’+2a-1_ ~(a-1)’ 1
|A —a’+3a-2 —a’+3a-2 _(a_l)z(a+2) a+2
1
1
a 11 1+a+a-a’-1-1 -a’+2a-1 ~(a-1y’ 1
YT T Pi3a2 T a'+3a-2 _(a-1)(a+2) a+2
,_la 1 14 ara+l-a’-1-1 -a’+2a-1_ -(a-1)" 1
|A —a’+3a-2 —a’+3a-2 _(a_l)z(a+2) a+2

203 de 252 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EBAU Junio 2019 Matemadticas Il en La Rioja Juan Antonio Martinez Garcia

PROPUESTA B:

X=3-4
1.- (2 puntos) Seanel plano 7=2x+y—z—-3=0ylarectar:qy=2+41
z=1-31

(1) Determina la ecuacion de la recta s que contiene al punto P=(1,2,—1), es perpendicular a la recta r
y paralela al plano .
(I1) Halla la distancia de la recta s al plano .

(1) La recta que buscamos “s” pasa por el punto P=(1,2,—1) y es perpendicular a recta y paralela al
plano. Su vector director debe ser perpendicular al director de la rectar v, = (—1,1, -3) yal

normal del plano n= (2,1,—1). Nos sirve como vector director de s el producto vectorial de
ambos.

i ok
V,=nxv, =2 1 ~1=-3i+j+2k+k+6j+i=-2i+7j+3k=(-27,3)
-1 1 -3
La recta que buscamos “s” pasa por el punto P=(1,2,-1) y tiene vector director v, =(-2,7,3).
Xx=1-2t
Sicy=2+Tt
z=-1+3t

(I La distancia de la recta s al plano es la distancia de cualquier punto de la recta al plano, por ser
paralela al plano.

2()+2-(-1)-3 _[2
22112+ (-1} L6

Distancia (s, 7 )=Distancia (P, 7) =
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2.- (2 puntos) Se tienen tres urnas: A, B y C. La urna A contiene dos bolas blancas y tres negras, la

B tres bolas blancas y dos negras, la C cuatro bolas blancas y una negra. Se lanza un dado y se

toman dos bolas de una urna: de laurna A sisale 1,26 3,de laurnaB sisaleun4 6 5yde laurna C

si sale un 6.

() Calcula la probabilidad de obtener dos bolas blancas.

(I1) Suponiendo que las dos bolas extraidas son blancas, calcula la probabilidad de que se hayan
extraido de la primera urna.

Realizamos un diagrama de arbol que nos ayude en el calculo de probabilidades de este
experimento compuesto.

22 Bola blanca en
urna A

Bola blanca en urna

A
22 en
urna A

Salel,203

22 Bola blanca en
urna A

en urna

A

Bola blanca en urna <
B

22 en
urna A

22 Bola blanca en
urna B

22 en
urna B

Lanzo el dado
22 Bola blanca en
urna B

enurna
B

22 en
urna B

22 Bola blanca en
urna C
Bola blancaen
urna C

22 Bola blanca en
urna C

en urna
C

(1) Siguiendo el esquema del diagrama de arbol y usando el teorema de la probabilidad total.
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P (Sacar dos bolas blancas) =

= P(Elegir urna A) P(Sacar dos bolas blancas en urna A) +
+P (Elegir urna B) P (Sacar dos bolas blancas en urna B)+

+P (Elegir urna C) P (Sacar dos bolas blancas en urna C) =

321 232 143 30
- .= +— = 4+ = [

_ 30 _1_o25
654 654 654 120 |4

(1) Usamos el teorema de Bayes.

P (Salen 2 blancas de la urna A) B
P (Sacar 2 blancas) B

P (Sean de urna A/ salen 2 blancas) =
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3.- (3 puntos) Sea f:R — R la funcién definida como:

COS X, x<0
f(x)= ,
—X“4+ax+h, x>0

con ay b numeros reales.
() Halla a y b para que f sea continua y derivable en x=0.
(1) Para los valores anteriores de a y b analiza si f tiene un extremo relativo en x=0.

(111) Halla el &rea encerrada por la funcion y el eje OX en el intervalo [—%,1}

Hecho en propuesta A.

4.- (3 puntos) Sea a un pardmetro real cualquiera. Considere la matriz:
1 1 a

A=|1 a 1
a 1 1

(1) Determina para qué valores del pardmetro a existe la inversa de la matriz A.
Sea el sistema de ecuaciones

X 1
Aly|=|1
Z 1

(1) Discute el sistema de ecuaciones para los distintos valores del parametro a.
(1) Resuelve el sistema de ecuaciones cuando sea compatible

Hecho en propuesta A.

207 de 252 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EBAU Julio 2018 Matematicas Il en La Rioja Juan Antonio Martinez Garcia

EBAU Julio 2018
Evaluacion de Bachillerato para el acceso a la
Universidad
Curso 2017/2018

UNIVERSIDAD Convocatoria: Julio )
DE LA RIOJA ASIGNATURA: MATEMATICAS

El alumno contestara a los ejercicios de una de las dos propuestas (A o B) que se le ofrecen. Nunca
deber& contestar a ejercicios de una propuesta y a ejercicios distintos de la otra. Es necesario
justificar las respuestas.

Se permite el uso de calculadoras cientificas siempre que no sean programables ni gréficas ni calculen
integrales. Si algin alumno es sorprendido con una calculadora no autorizada, podra ser
expulsado del examen; en todo caso, se le retirara la calculadora sin que tenga derecho a que le
proporcionen otra.

Tiempo: Una hora y media

PROPUESTA A:

1.- (2 puntos) Sean | la matriz identidad de orden 2 y las matrices

Lo 1) v oi o

(I) Calcule, si existe, la inversa de A.
(1) Halle las matrices X e Y que son soluciones del sistema
AX +BY =3I,

AX -BY =1,

2.- (3 puntos) Sea la funcion

f(x) =2—-cos x—3x
(1) Determine, si existen, las asintotas oblicuas de f.
(1) Calcule

[ () cos xdx.

(111) Demuestre que la funcion f(x) solo corta una vez el eje horizontal.
Nota. Puede ser util el teorema de Rolle.

3.- (2 puntos) El nimero de vuelos que llegan a un aeropuerto por la mafiana es de 140, por la
tarde, 200, y por la noche, 40. El porcentaje de vuelos que se retrasan por la mafiana es del 2%, por
la tarde de 4% y por la noche, de un 6%.

(1) Calcule la probabilidad de que no se retrase un vuelo con destino a ese aeropuerto.

(11 Si un vuelo llego con retraso a este aeropuerto, ¢cual es la probabilidad de que fuera un vuelo de
la tarde?

X=3+2t
. X—y+2z=7
4.- (3 puntos) Considere las rectas r: , S:qy=1+t contelR.
X—y—-5z2=-7 -1

(1) Determine la posicion relativa de las rectas r y s.
(1) Halle, utilizando parametros, todos los vectores perpendicularesar.
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PROPUESTA B:

1.- (3 puntos)

2 3
(I) Determine el rango de la matriz | -1 0 1.
2 2 2
a b c -2 0 2
(1) Sabiendoque -1 0 1{=2,calcule| a b c
2 2 2 a-4 b-4 c-4

2.- (2 puntos)
(I) Halle, si existe, el valor de a para el cual
lim (Vox° +ax+1—(3x-1)| =2

(I1) Determina, si existe,

!

lim (V9% +12x+1| ,
g

X—>+00

!’

Donde (x/9x2 +12x +1) representa la derivada de v/9x? +12x+1

3.- (2 puntos) El nimero de vuelos que llegan a un aeropuerto por la mafiana es de 140, por la tarde,

200, y por la noche, 40. El porcentaje de vuelos que se retrasan por la mafiana es del 2%, por la tarde

de 4% y por la noche, de un 6%.

() Calcule la probabilidad de que no se retrase un vuelo con destino a ese aeropuerto.

(1) Siun vuelo llegb con retraso a este aeropuerto, ¢cuél es la probabilidad de que fuera un vuelo
de la tarde?

X=3+2t
. X—=y+2z=7
4.- (3 puntos) Considere las rectas r: , S:qy=1+t contelR.
X—y—-5z2=-7 L1

(1) Determine la posicion relativa de las rectas r y s.
(1) Halle, utilizando parametros, todos los vectores perpendicularesar.
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SOLUCIONES
PROPUESTA A:

1.- (2 puntos) Sean | la matriz identidad de orden 2 y las matrices

Loty ool

() Calcule, si existe, la inversa de A.
(11) Halle las matrices X e Y que son soluciones del sistema
AX +BY =3I,

AX -BY =1,

(I) La inversa de A existe si su determinante es no nulo.

6 . .
A= =10, por lo que existe su inversa.
1

1
0
La calculamos utilizando la férmula:
di 10 +1 -6
At Adj(A') A J[6 1] :[o +1j :[1 —6)
|A| 1 6 1 0 1
»

(11) Resolvamos el sistema de matrices

Ecuacion 22 - Ecuacion 12
AX +BY =3I, AX  -BY =1
Ax_BY:L}:> ~AX -BY =-3I
-2BY =-2I

=-2BY==2I=2BY ==

—B'BY =B =

Ecuacién 22 + Ecuacion 12

AX —BY =

_ _ _ -1
AX 4BY 3| —2AX =41 = AX =21 = |X =2A !
2AX — 4]

La inversa de A ya se calculé en el apartado 1, para poder continuar necesitamos calcular la
inversa de B.

o) o) (5 ﬂ(o :

B 1 -1 1 -1
10
” : . X =2A™ 2 -12 0 1
La solucion del sistema matricial es: L (= X= 0 2 ;Y= 1 1
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2.- (3 puntos) Sea la funcion

f(x) =2—-cosx—3x
(I) Determine, si existen, las asintotas oblicuas de f.
(1) Calcule

[ () cos xdx.

(111) Demuestre que la funcién f(x) solo corta una vez el eje horizontal.
Nota. Puede ser (til el teorema de Rolle.

f(x
(1) Una asintota oblicua es una recta de ecuacién y=mx-+n donde m=Ilim—= ( )
X—00 X
n=lim(f(x)—mx) .
X—>00
. . 2—COSX—3x . 2 .. X
m=I|mf(X)=I|m CoSx =3 =lim——Ilim £_| 3/)( -3=-3
X—>0 X X—>00 X X—0 ¥ X—>0 X X—0 X

_Ilm(f(x) mx)_llm(2 cos x—3x+3x) = lim(2—cos x) = No existe

X—00

Este limite no existe ya que la funcion coseno no converge a nada en el infinito pues es una
funcion periodica y oscilan sus valores. Al no existir este Gltimo limite la asintota no existe.

(1) Calculamos la integral pedida.

J'f(x)cosxdx:I(Z—cosx—?,x)cosxdx:_|.2cosx—cos2 X —3xcos xdx =

:j2cosxdx—_|'cos2 xdx—f3xcosxdx=...

Calculo por separado cada una de estas tres integrales.

Primera integral: j2cos xdx =

Segunda integral:

Integracion por partes
I cos? xdx = Icos X-COS XdX =< U = cos X — du = —senxdx =

dv=cosxdx »>v= J.cos xdx = senx
= COS XSenx — I senx (—senx ) dx = cos xsenx + j sen®xdx = cos Xsenx + j 1—cos® xdx =

= COS XSenx + _[ dx — I oS’ XdX = COS XSenx + X — _[cosz xdx
Hemos obtenido que j COS’ XdX = COS XSeNX + X — j cos’ xdx despejando:

j cos? xdx = COS XSenx + X —J'cos2 Xdx = 2_[ cos? xdx = COS Xsenx + X

211 de 252 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EBAU Julio 2018 Matematicas Il en La Rioja Juan Antonio Martinez Garcia

COS Xsenx + X

I cos? xdx = 5

Tercera integral:

Integracion por partes
I3xcosxdx: u=3x—->du=3 =

dv=cosxdx »>v= Icos xdx = senx

= 3xsenx — Issenxdx = [3xsenx + 3¢os x|

La integral inicial seria:

f (x) cos xdx = | 2cos xdx — | cos® xdx — | 3x cos xdx =
J J J J

COS Xsenx + X

=|2senx —3xsenx—3cosx+C

(111) Razonemos por reduccion al absurdo.
Si existiesen dos puntos donde la funcion se anulase, llamémoslos a y b donde f(a) = f(b) = 0, por
el teorema de Rolle deberia existir un valor c en el que la derivada se anule, pero la derivada de la
funcion f(x)=2-cosx—3x es f (x)=senx—3. Esta expresion no se puede anular, ya que el
seno toma valores entre —1 y 1, nunca alcanza el valor 3 necesario para anular la derivada.

La hipotesis de partida es falsa pues llegamos a un resultado absurdo.
La funcidn no puede anularse en dos puntos.
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3.- (2 puntos) EI namero de vuelos que llegan a un aeropuerto por la mafiana es de 140, por la tarde,

200, y por la noche, 40. El porcentaje de vuelos que se retrasan por la mafiana es del 2%, por la tarde

de 4% y por la noche, de un 6%.

() Calcule la probabilidad de que no se retrase un vuelo con destino a ese aeropuerto.

(1) Siun vuelo llegod con retraso a este aeropuerto, ¢cual es la probabilidad de que fuera un vuelo
de la tarde?

Realizamos un diagrama de arbol para aclarar la situacion.
Sufre retraso
Vuelo por la
IMERERE!
\[e} sufre retraso
. Vuelo por la tarde
Tipo de vuelo
Sufre retraso
Vuelo por la noche

(1) Utilizamos el teorema de la probabilidad total.

Sufre retraso

No sufre retraso

P(No se retrase un vuelo) =

= P(Vuelo es por la mafiana ) -P ( No se retrasa/El vuelo es por la mafiana )+
+P(Vuelo es por la tarde) -P( No se retrasa/El vuelo es por la tarde) +

+P(Vuelo es por la noche) -P(No se retrasa/El vuelo es por la noche) =

_140, 0,98+ 200, 0,96 + 40 0,94 =|0,965
380 380 380

(1) Utilizamos el teorema de Bayes.

P(Un vuelo sea de la tarde y llegue con retraso) 3
P (Un vuelo llega con retraso)

P(Un vuelo sea de la tarde / es con retraso) =

;%'0’04 8
@ .0,02 + @.0,04 40 0.06 ©2,848+2,4 13,2
380 380 380
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OTRA FORMA DE HACERLO

Con tabla de contingencia.
Con los datos del problema se puede construir la siguiente tabla de contingencia.

Vuelos Numero Con retraso | Sin retraso
Mafiana 140 (2 %) >2,8 137,2
Tarde 200 (4 %) =8 192
Noche 40 (6 %) 22,4 37,6

TOTAL 380 13,2 366,8

Atendiendo a los datos de la tabla:

(1) P(No se retrase un vuelo) = % =10,965

(1) P(Un vuelo sea de la tarde / es con retraso) = 32

214 de 252 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EBAU Julio 2018 Matematicas Il en La Rioja Juan Antonio Martinez Garcia

X=3+2t
. X—=y+2z=7
4.- (3 puntos) Considere las rectas r: , S:ay=1+t contelR.
X—y—-5z2=—7 o1

(1) Determine la posicion relativa de las rectas r y s.
(1) Halle, utilizando parametros, todos los vectores perpendiculares a r.

(I) Obtengamos la ecuacién en paramétricas de la recta r.

Ecuacién 22 - Ecuacién 12

X—y+2z=7 X -y -bz =-7 X—y+22=7
r: = =
X-y-52=-7 -X +y -2z =-7

|-7z=-14
-7z =-14
X—y+2z=7 X=3+t
r: — =S>X-Y+4=T=>X-y=3=X=3+y|=>r:qy=t
AT y Y -

El vector director de r es v, =(1,1,0) y el vector director de s es v, =(2,1,0)

Estos vectores no tienen coordenadas proporcionales, los vectores no son paralelos y, por tanto,
las rectas no son paralelas.

¢Son secantes o se cruzan?

Resolvamos el sistema formado por las ecuaciones de las dos rectas, si existe un punto de corte
se cortan y en caso contrario, se cruzan.

X=3+2t

Siqy=1+t .
3+t'=3+2t
z=1 .
it =t=1+t

X = ,+ 51
r.qy=t

72=2

Este sistema no tiene solucién ya que una de las ecuaciones es imposible (1 = 2), por lo que las
dos rectas no tienen ningan punto en comuan.

Como no son paralelas y no tienen puntos en comdn, las rectas se cruzan.

(1) La recta r tiene vector director v, =(1,1,0) un vector u =(a,b,c) perpendicular a la recta debe
ser ortogonal a este vector y por tanto su producto escalar debe ser 0.
v, -u=(110)(ab,c)=a+b=0=b=-a. Siendo c cualquier valor.
Los vectores perpendiculares a la recta r son u= (a,—a,c) . Evidentemente hay infinitos vectores
que cumplen esta condicion.
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PROPUESTA B:

1.- (3 puntos)

2 3
(I) Determine el rango de lamatriz | -1 0 1
2 2 2
a b c -2 0 2
(I1) Sabiendoque -1 0 1/=2,calcule | a b C
2 2 2 a-4 b-4 c-4
2 3 4
(HLamatriz| -1 0 1| tienerango 3 0 menor.
2 2 2
2 3 4
Calculamos su determinante: -1 0 1/=0+6-8—-(0-6+4)=0
2 2 2

Al ser el determinante nulo su rango no es 3.

Consideramos el menor de orden 2 que resulta de quitar la 32 fila y la 32 columna y calculamos

su determinante:

3
=0+3=3%#0.
0

Al ser el determinante no nulo el rango de la matriz es 2

(1) Aplicando las propiedades de los determinantes:

-2 0 2 -2 0 2| -2 0 2| (Enelprimer determinante
a b c |=|a b c|-|a b c|=1haydos filas iguales — =
a-4 b-4 c-4 |a b c| |4 4 4 |eldeterminantevaleO

-2 0 2 . i ) ) b ¢
Si intercambiamos fila 12 y fila 22
=0-|la b c|= _ _ . =2 0 2=
el determinante cambia de signo
4 4 4 4 4 4
a b c
= {Sacamos factor comdn 2 en la 28 fila} =2|-1 0 1|=
4 4
a b c
= {Sacamos factor comin 2 en la 3*filaj =4|-1 0 1|=42=
2 2 2
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2.- (2 puntos)
(1) Halle, si existe, el valor de a para el cual

lim (VOx° +ax+1—(3x-1)| =2

X—>+00

!

(I1) Determina, si existe, lim (x/9x2+12x+1) :

X—>+00

Donde (x/9x2 +12x +1) representa la derivada de v/9x? +12x+1

() Calculamos el valor del limite.

\/27 (\/9x2+ax+1—(3x—1))(\/9x2+ax+1+(3x—1))
lim (vV9x“+ax+1—(3x-1)]=Ilim =
H*”( ( )) X VOX® +ax+1+(3x—1)

9x? +ax+1—(9x2 —6X +1)

2
(x/9x2 + ax+1) —(3x—1)2
=lim =lim =

X \/9x2+ax+1+(3x—1) X \/9x2+ax+1+(3x—1)

(a+6)x

:“m)9)xf+ax+1—)9)x{+6x—l:“m _
e J9x? +ax +1+(3x-1) JOx2 + ax+1+(3x—-1)

:|imﬂ_ . (a+6)x :"m(a+6)x _a+6

X—>0 9X2 +3x _X—>oo 3x+3x X—>0 6X 6

Igualamos este resultado a 2.
%6=2:>a+6=12:>

(1) Calculemos la expresion de la derivada de la que debemos calcular su limite.

( 9x2+12x+1) _18x+12 9x+6

T 2J9x? +12x+1  A9X? +12x+1

Calculamos el limite pedido.

lim (\/9x2+12x+1) :Iim&gimﬂ:nm%:
X—>+00 X—>0 9X2 +12x+1 xaoo\/g? x>0 ¥
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3.- (2 puntos) EI namero de vuelos que llegan a un aeropuerto por la mafiana es de 140, por la tarde,
200, y por la noche, 40. El porcentaje de vuelos que se retrasan por la mafiana es del 2%, por la tarde
de 4% y por la noche, de un 6%.

() Calcule la probabilidad de que no se retrase un vuelo con destino a ese aeropuerto.

(11) Siun vuelo llegd con retraso a este aeropuerto, ¢cudl es la probabilidad de que fuera un vuelo
de la tarde?

Hecho en la propuesta A

X=3+2t
. X—y+2z=7
4.- (3 puntos) Considere las rectas r: , S:qy=1+t contelR.
X—y—-5z2=-7 -1

(1) Determine la posicion relativa de las rectas r y s.
(11) Halle, utilizando parametros, todos los vectores perpendiculares a r.

Hecho en la propuesta A
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EBAU Junio 2018
Evaluacion de Bachillerato para el acceso a la
Universidad
Curso 2017/2018
UNIVERSIDAD Convocatoria: Junio )
DE LA RIOJA ASIGNATURA: MATEMATICAS

El alumno contestara a los ejercicios de una de las dos propuestas (A o B) que se le ofrecen. Nunca
deber& contestar a ejercicios de una propuesta y a ejercicios distintos de la otra. Es necesario
justificar las respuestas.

Se permite el uso de calculadoras cientificas siempre que no sean programables ni gréficas ni calculen
integrales. Si algin alumno es sorprendido con una calculadora no autorizada, podra ser
expulsado del examen; en todo caso, se le retirara la calculadora sin que tenga derecho a que le
proporcionen otra.

Tiempo: Una hora y media

PROPUESTA A:

1.- (2 puntos) Sean los vectores U =(-14,8) y v=(12,-2).

(1) Demuestre que el a&ngulo entre los vectores u y vV es mayor que 90°.
(11) Calcule un vector perpendicular a u y v que tenga médulo 1.

2.- (3 puntos) En una empresa fruticola, la produccion por arbol sigue una distribucién normal de
media 54,3 kg y desviacion tipica de 6,5 kg.
1. ¢Cuél es el porcentaje de arboles que producen mas de 57 kg?
2. ¢Qué porcentaje de arboles producen entre 50 y 57 kg?
3. Si se escoge al azar un arbol que esta dentro del 70% de los arboles que menos producen, ¢a lo
sumo cuantos kilogramos deberia producir?
(\Véase la tabla simplificada de la normal tipificada que aparece al final del examen)

3.- (2 puntos) Sea
f(X)=xe™
(I) Calcule, segun los valores de a, las asintotas de f(x).

(1) Halle el valor de a para que f tenga en x = 1 un extremo relativo. ;Es un maximo o un
minimo?

4.- (3 puntos) Sea el sistema de ecuaciones
CX+Yy—-22=6,
cX—2y+z2=0,
—2X+Yy+Cz=-6.

() Discuta el sistema anterior para los distintos valores del parametro c.
(1) Halle la solucién o soluciones, si existen, cuando el pardmetro c es 1.
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PROPUESTA B:

1.- (2 puntos) Una mujer, que sospecha estar embarazada, acude a la consulta del médico. Al
examinarla cuidadosamente, el médico cree que estd embarazada con una probabilidad de 0,6. Para
confirmar el diagndstico, el médico encarga un test que da negativo en el 4% de los casos que la mujer
esta realmente embarazada. Mientras que el test da positivo en el 5% de los casos en los que la mujer

no esta embarazada. Calcule la probabilidad de que:
() El test dé positivo.
(1) La mujer esté embarazada sabiendo que el test da positivo.

X=2-1
2.- (3 puntos) Seanel punto P=(1,2,—2) ylarecta r:sy=1+21
72=24

() Determine la ecuacion del plano que contiene al punto P y es perpendicular a la recta r.
(I1) Determine el punto de r mas proximo a P.
(I11) Halle la recta r” simétrica de r respecto al punto P.

3.- (2 puntos) Sea
f(X)=xe™
() Calcule, segun los valores de a, las asintotas de f(x).

(1) Halle el valor de a para que f tenga en x = 1 un extremo relativo. ;Es un maximo o un
minimo?

4.- (3 puntos) Sea el sistema de ecuaciones
CX+Yy—-22=6,
cX—2y+z2=0,
—2X+Yy+Cz=-6.
() Discuta el sistema anterior para los distintos valores del parametro c.
(1) Halle la solucién o soluciones, si existen, cuando el parametro c es 1.
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SOLUCIONES
PROPUESTA A:

1.- (2 puntos) Sean los vectores U =(-14,8) y v=(12,-2).

(1) Demuestre que el &ngulo entre los vectores u y vV es mayor que 90°.
(11) Calcule un vector perpendicular a u y v que tenga modulo 1.

(1) El'dngulo entre los vectores se obtiene a partir del producto escalar de ellos.

|

v=(-14,8)(1,2,-2)=-1+8-16=-9

V= \G\ : M -cos(U, V) =V1+16-+641+4+4 cos(u, v) = 27cos(u, v) -

c

:>—9:27cos(ﬁ, G):cos(ﬁ, \7):;—33005(11 Q)z?

Al ser el coseno del angulo negativo el angulo es de mas de 90°.

(1) Un vector perpendicular a ambos vectores es el producto vectorial de ambos, luego dividimos
el vector por su modulo y conseguiremos que tenga médulo 1.

i ok
uxv=|1 2 -2/=16i+2]j+4k+2k-8j+8i=24i—6]+6k=(24,-6,6)
-1 4 8

\Gx\“/\ — /242 +36+36 = /648 = 6:/18 =184/2

El vector unitario pedido es Vv:(

24 6 6 j_zf—ﬁﬁ
182 '18V2'1842) | 3 ' 6 ' 6
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2.- (3 puntos) En una empresa fruticola, la produccion por arbol sigue una distribucion normal de
media 54,3 kg y desviacion tipica de 6,5 kg.

1. ;Cuél es el porcentaje de arboles que producen mas de 57 kg?

2. ¢Qué porcentaje de arboles producen entre 50 y 57 kg?

3. Si se escoge al azar un arbol que esté dentro del 70% de los arboles que menos producen, ¢a lo
sumo cuantos kilogramos deberia producir?
(\Véase la tabla simplificada de la normal tipificada que aparece al final del examen)

Sea X = Produccion de un arbol. X = N(54,3; 6,5)

1. Calculamos P(X >57).

X —54,3 S 57-54,3

P(X >57)={Tipifi =P
(X >57)={Tipificamos} ( 55 55

]: P(Z >0,4153)=

=1-P (z <0, 4153) =1- 0, 6591;0’ 6628 =1-0,66095=0,33905

El porcentaje es del 33,9% de los arboles

2. Calculamos P(50< X <57).

P(50 < X <57)={Tipificamos} = P(50_54’3 X —54,3 57—54,3j _

< <
6,5 6,5 6,5
— P(-0,6615<Z <0,4153) = P(Z <0,4153)~ P(Z < -0,6615) =
=0,66095 P (Z >0,6615) = 0,66095 (1~ P(Z <0,6615)) =

=0,66095—(1-0,7454) = 0,40635

El porcentaje tiene un valor aproximado del 40%.

3. Si llamamos p a la produccion de dicho arbol, debe cumplirse que:

P(X <p)=0,7=p| 2243 P=543) 47 p[z P43 47
6,5 6,5 6,5

Ese valor p debe estar por encima de la media (>50%), buscamos en la tabla 0,7 y

p_6554’3 - 0’52;0’53 — p—54,3=3,4125= p=57,7125

Debe producir a lo sumo 57,7 Kilos de fruta.
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3.- (2 puntos) Sea
f(X)=xe™
() Calcule, segun los valores de a, las asintotas de f(x).
(11) Halle el valor de a para que f tenga en x = 1 un extremo relativo. ¢Es un maximo o un minimo?

(I) Asintota vertical. x=m

X
—ax
Como f (X) =Xe = = ej su dominio es todo R, ya que el denominador nunca se anula.

No existen asintotas verticales.

Asintota horizontal. y=n
Distinguimos tres casos:

Sia>0
. . _ . X oo 1 1
lim f(x)=lim xe™ = lim —=—=lim —=—=0
X—>+0 X—>+00 X—+0 @ 00 X—>+o Q. 00
lim f(x)=limxe ™ =0
X—>—00 X—>—0

Si a =0 laasintota horizontal es y =0, solo en la rama de x > 0.
Si a=0 no hay asintota horizontal. Ya que lim f (x) = limxe® =limx=oo
X—00

X—>00 X—>0
Sia<0
lim f(x)=limxe ™ =0
X—>+00 X—>+00

lim f(x) = lim xe ™ = lim =2 = im -1 -1 _¢
o0

X—>-% X—>—%0 x>0 @ oy x>0 g.o*

Tiene asintota horizontal en y =0. Solo en larama de x <0

Asintota oblicua no hay.

Si a=0lafunciones f(X)= xe ™ =X que es una recta y no tiene asintotas.
Sia>0 lim f(x)= lim xe™® =00, veamos si hay oblicua y =mx-+n

X—>—00 X—>—0
) . oxe®™ . ] :
m= lim L= lim ——=lime™® =e™ =00 No hay asintota oblicua
X—>—0 X X—>—0 X X—>—00

Sia<0 lim f(x)= lim xe™ =00, veamos si hay oblicua y =mx-+n

X—>+00 X—>+00
) . oxe®™ ] .
m= lim L= lim ——=lime™® =e™ =00 No hay asintota oblicua
X—>+00 X X—>+00 X X—>+00

(1) Para que ftenga en x = 1 un extremo relativo debe anularse la derivada en x = 1.

f(x)=xe™ = f'(x)=e™-axe ™ =e™(1-ax)= f () =e*(1-a)

Para que se anule la expresion debe ser a=1.
Para saber si es maximo o minimo, vemos el signo de la derivada segunda en x = 1.

f'x)=e"-xe" = f7"(x)=—"—e"+xe* =" (-2+x)

f (1) :e‘l(—2+1)=—%< 0

Como la segunda derivada es negativa en x = 1, en dicho valor hay un maximo relativo de la
funcién.
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4.- (3 puntos) Sea el sistema de ecuaciones
CX+Yy—-22=6,
cX—2y+z2=0,
—2X+Yy+Cz=-6.
(I) Discuta el sistema anterior para los distintos valores del parametro c.
(1) Halle la solucién o soluciones, si existen, cuando el pardmetro c es 1.

c 1 -2
(1) El sistema tiene asociada la matriz de coeficientes A= ¢ -2 1
-2 1 ¢
Averiguamos cuando se anula su determinante.
c 1 -2
|Al=|c -2 1|=-2c*-2-2c+8-c*-c=-3c’-3c+6
-2 1 ¢

|A/=0=-3c*-3c+6=0=c’+c-2=0=

~—1+3 1
:C:—li»\/1+8:—1i3: 2
2 2 -1-3
=—=—2
2

Distinguimos tres casos distintos que analizamos por separado.

CASO1l.c#1lyc#—-2

En este caso el rango de la matriz A es 3 al igual que el de la matriz ampliada e igual que el
namero de incognitas. El sistema es compatible determinado. Tiene una Unica solucién.

CASO 2. c=1
El sistema queda

Ecuacion 22 - Ecuacion 12| | Ecuacion 32 + 2 - Ecuacion 12
X+Yy—-22=6,

X =2y +z =0 -2X 4y 4z =-6
x=2y+z=0 =9y 427 -6 2x 42y -4z =12 =
“2x+y+z=-6 3y +37 -6 3y 3z -6

Ecuacion 32 + Ecuacion 22

X +y—2z=6 3y -3z =6 X +y—-22=6
= -3y+3z=-6;=> 3y 137 =6 = -3y+3z=-6
+3y—-32=6 0 —o 0=0

El sistema es compatible indeterminado. Tiene infinitas soluciones.

CASO 3. c=-2
El sistema queda
—2X+Y—-22 =6,
—2Xx—-2y+12=0,
—2X+Yy—-27=-6.
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-2 1 -2 -2 1 -2 6
A=|-2 -2 1|yA/B=|-2 -2 1 0
-2 1 2 -2 1 -2 -6

El rango de A no es 3 pues |A|=0.
¢Elrango de A es 2?
Si tomamos el menor de orden 2 que resulta de quitar la 32 fila y 32 columna es no nulo.

-2 1
‘2 2‘=4+2=6;:st.EIrangodeAesZ.

¢El rango de A/B es 3?
Tomamos el menor resultante de quitar la 12 columna. VVeamos si es nulo o no.

1 -2 6
-2 1 0|=—6+0+24-6+24+0=36=0 . Elrango de A/B es 3.
1 -2 -6

El sistema es incompatible. No tiene solucion

X+y—2z=6,
(1) Para c=1 el sistema queda x—2y+z=0, que ya hemos reducido en el apartado anterior
—2X+Yy+2=-06.
X +y—2z=6
al sistema equivalente -3y +3z =-6;. Resolvemos este ultimo sistema.
0=0

X+y-22=6 X+y—-2z=6] X+y-2z=6
y }:> y }:> }:>x+z+2—22:6:>

-3y+3z=-6 y—z=2 y=2+2

El sistema tiene las soluciones: x=4+t; y=2+t; z=t, para cualquier valor t e R.
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PROPUESTA B:

1.- (2 puntos) Una mujer, que sospecha estar embarazada, acude a la consulta del médico. Al
examinarla cuidadosamente, el médico cree que estd embarazada con una probabilidad de 0,6. Para
confirmar el diagndstico, el médico encarga un test que da negativo en el 4% de los casos que la mujer
esta realmente embarazada. Mientras que el test da positivo en el 5% de los casos en los que la mujer
no esta embarazada. Calcule la probabilidad de que:

() El test dé positivo.

(1) La mujer esté embarazada sabiendo que el test da positivo.

Realizamos un diagrama de arbol

Test positivo

Test negativo

éEmbarazada?
Test positivo

Test negativo

() Aplicamos el teorema de la probabilidad total.

P(Test positivo) = P(Esté embarazada) - P(Test positivo / Estd embarazada) +
+P(No esté embarazada) - P(Test positivo / No estd embarazada) =
=0,6-0,96+0,4-0,05=0,596

(1) Aplicamos el teorema de Bayes.

P(Esté embarazada y test positivo) ~0,6-0,96
P (Test positivo) 0,596

P (Esté embarazada / Test positivo) = =0,966
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X=2-1
2.- (3 puntos) Sean el punto P=(1,2,—2) ylarecta r:<y=1+21
z2=24

()  Determine la ecuacion del plano que contiene al punto P y es perpendicular a la recta r.
(I1)  Determine el punto de r mas proximo a P.
(I11) Halle la recta r” simétrica de r respecto al punto P.

(1) Si el plano es perpendicular a la recta tiene como vector normal el director de la recta
v, =(—1,1,2). Por tanto, el plano tiene ecuacién 7z =-x+y+2z+D=0.

Como ademas pasa por el punto P =(1,2,-2) se debe cumplir:
T=—-X+y+22+D=0
Pasa por P =(1,2,-2)

El plano tiene ecuacion 7 =-x+y+2z+3=0.

}:—1+2—4+D:0:>D:3

(I1) Nos piden hallar el punto P del dibujo.

Determino el plano perpendicular a r que pasa por P (hallado en el apartado anterior) y luego P’
es el punto de corte de plano y recta.

T=—-X+y+2z2+3=0

X=2-1
= -2+A+1+1+41+3=0=61=-2=>
r-ay=1+41
72=21
x:2+1:Z
3 3
:>/1:—g:—1:> y:1+/1:1——:z P ZE_E)
6 3 3 33 3
2:2/1:—E
3

(1) Nos piden hallar la recta r” del dibujo:
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P =(1,2,-2) es el punto medio del segmento de extremos P’(—,g,—gj y P”(a,b,c)
Entonces:
72 2)
- ., (11_ +(a|bac)
p_ PP =(12,-2)= 3 3 = (2,4, 4)=(Z,3,—3j+(a,b,c):>
2 33
:>(a,b,c):(2,4,—4)—[1,3,—2j= 214 2 4.2 _E,Q,EJ
33 3 3 3 3 33 3
x:—l—i
3
. o 10
La recta tiene ecuacion r’: y:§+/’t
z——9+2&
3
x=—1 2_
3 3
. 2 10 2
Si tomamos /1:§ obtenemos un punto R de la recta de coordenadas y:§+§=4
z:—9+2§:—2
3 3

_ Xx==-1-1
Ve =V, =(_1’1’2)}
=iy =4+4
R(—1,4,—2)er J—249)

www.ebaumatematicas.com

228 de 252


http://www.ebaumatematicas.com/

EBAU Junio 2018 Matemadticas Il en La Rioja Juan Antonio Martinez Garcia

3.- (2 puntos) Sea
f(x)=xe™
() Calcule, segun los valores de a, las asintotas de f(x).

(I1) Halle el valor de a para que f tenga en x = 1 un extremo relativo. ¢Es un maximo o un
minimo?

Hecho en la propuesta A

4.- (3 puntos) Sea el sistema de ecuaciones
CX+Yy—-2Z=6,
cx—-2y+2=0,
—2X+Yy+Cz=-6.
(I) Discuta el sistema anterior para los distintos valores del parametro c.
(1) Halle la solucién o soluciones, si existen, cuando el pardmetro c es 1.

Hecho en la propuesta A
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EBAU Julio 2017
Evaluacion de Bachillerato para el acceso a la
Universidad
Curso 2016/2017

UNIVERSIDAD Convocatoria: Julio )
DE LA RIOJA ASIGNATURA: MATEMATICAS

El alumno contestara a los ejercicios de una de las dos propuestas (A o B) que se le ofrecen. Nunca
deber& contestar a ejercicios de una propuesta y a ejercicios distintos de la otra. Es necesario
justificar las respuestas.

Se permite el uso de calculadoras cientificas siempre que no sean programables ni graficas ni
calculen integrales. Si algun alumno es sorprendido con una calculadora no autorizada, podra
ser expulsado del examen; en todo caso, se le retirara la calculadora sin que tenga derecho a
gue le proporcionen otra.

Tiempo: Una hora y media

PROPUESTA A:

1.- (2 puntos) Sean m un namero real y los vectores
u=(101), v=(2,-1,m).
(1) Halle todos los vectores de médulo 3 que son perpendiculares a los vectores u y V.

(1) Determine, si existe, un valor de m tal que el correspondiente vector v forma un angulo de 45°
con el vector u.

2.- (3 puntos)
(1) Halle, segun el valor del parametro a, el rango de la matriz

1 -1 1
3 1 0
1 3 -2
2 -3 a+4

(1) Sean A y B dos matrices cuadradas de orden 4 tales que det(AB) = 1. ;Qué se puede decir del
rango de A?

3.- (2 puntos) En una universidad el 30% de los alumnos va a la cafeteria A, el 60 % va a la

cafeteria B y el 20 % va a ambas cafeterias.

(1) Si se elige al azar un estudiante que va a la cafeteria A, halle la probabilidad de que también vaya
a la cafeteria B.

(1) Si se elige al azar un estudiante de esa universidad, calcule la probabilidad de que el estudiante
no vaya a la cafeteria A ni a la cafeteria B.

X

e* + X
e* =X

4.- (3 puntos) Sea f(x)= . Sabiendo que € > x para todo namero real x, para la funcion f

estudie:

() ElI dominio y las asintotas.

(1) La monotonia y los extremos relativos.

(111) Dibuje la grafica de f destacando los elementos anteriores.
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PROPUESTA B:

1.- (2 puntos) Sea m un namero real y consideremos la matriz

1 0 m
A=lm 0 4
2 -1 1

(1) Halle los valores de m para los que la matriz A tiene inversa.
(I1) Determine el rango de A cuando m = 2.

2.- (3 puntos)
() Pruebe que cualquiera sea el valor de a, los planos =, :ax+ay—z=0, 7,:Xx—y+az=0 se
cortan en una recta r.

(11) Estudie, en funcidn de a, la posicidn relativa de la recta r y el plano que contiene a los puntos
A(1,1,1),B(,0,2)yC(0, 1, 2a).

3.- (2 puntos) En una universidad el 30% de los alumnos va a la cafeteria A, el 60 % va a la

cafeteria B y el 20 % va a ambas cafeterias.

(1) Si se elige al azar un estudiante que va a la cafeteria A, halle la probabilidad de que también vaya
a la cafeteria B.

(1) Si se elige al azar un estudiante de esa universidad, calcule la probabilidad de que el estudiante
no vaya a la cafeteria A ni a la cafeteria B.

X

4.- (3 puntos) Sea f(x)= € X . Sabiendo que e > x para todo namero real x, para la funcion f

X

estudie:

() El dominio y las asintotas.

(1) La monotonia y los extremos relativos.

(111) Dibuje la grafica de f destacando los elementos anteriores.
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SOLUCIONES
PROPUESTA A:

1.- (2 puntos) Sean m un namero real y los vectores u =(1,0,1), v=(2,-1,m).

(1) Halle todos los vectores de modulo 3 que son perpendiculares a los vectores u y V.
(1) Determine, si existe, un valor de m tal que el correspondiente vector v forma un &ngulo de 45°
con el vector u.

(I) Un vector perpendicular a ambos vectores es su producto vectorial.

i j ok
p=uxv=(101)x(2,-Lm)={1 0 1|=2j-k-mj+i=i+(2-m)j-k
2 -1 m

p=uxv=(L2-m,-1)

Calculamos el médulo de este vector y el vector unitario en su misma direccion sera este vector
dividido por su médulo.

‘B‘:\/12+(2—m)2 +(-1)° =\1+4+m? —4m+1=m’*—4m+6

Los vectores unitarios perpendiculares a los vectores u yQ son:

vl P :( 1 2-m -1 J
Jm?—4m+6 \Jm2—4m+6 Jm>—4m+6 Jm’ —4m+6

Los vectores de médulo 3 perpendiculares a los vectores u y\7 que nos piden son:

3\7\/:( 3 6—3m -3 }
Jm? —4m+6 Jm?—4m+6 Jm’—4m+6

Y también

—3Vv:( -3 ~6+3m 3 J
Jm?—am+6 Jm*—4m+6 Jm?—4m+6

(1) Utilizamos el producto escalar de ambos vectores.
- - l_j'\_} (11011)(21_11m) 2+m
cos(u,V)= === =
() u[-M VI+0+IVA+1+mE 24m? 45

Como queremos que formen 45° y el coseno de este angulo es

\/5 2+m

cos(ﬁ,\?) — cos450= Y=

2 J24/m? +5

=2ym*+5=2(2+m)=>ym’+5=2+m=

N
=

— 22 m’+5=2(2+m)=

2
:>(»\/m2+5) =(2+m)2 =>m+5=4+m*+4m=1=4m=|m=

NP

1 -
Para m= 2 los vectores u y v forman 45°.
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2.- (3 puntos)
(1) Halle, segun el valor del parametro a, el rango de la matriz

1 -1 1
3 1 0
1 3 =2
2 -3 a+4

(1) Sean A 'y B dos matrices cuadradas de orden 4 tales que det(AB) = 1. ;Qué se puede decir del
rango de A?

(1) La matriz tiene dimension 4x3 por lo que su rango como maximo es 3.
Tomamos el menor de orden 3 formado por las 3 primeras filas y calculamos su determinante.

1 -1 1
3 1 0|=-2+0+9-1-6=0.
1 3 -2

Cogemos ahora el menor de orden 3 que resulta de quitar la primera columna (las tres primeras
son linealmente dependientes) y calculamos su determinante.

3 1 0
1 3 -2|=9a+36-4+0-0-a-4-18=8a+10
2 -3 a+4

8a+10:0:>a:_—10:_—5
8 4

Se plantean dos situaciones diferentes.

Situacion 13. a # _75

En esta situacion el menor de orden 3 anterior tiene determinante no nulo y el rango de la
matriz es 3.

. . -5
Situacion 22, a = T
En esta situacion el menor de orden 3 anterior tiene determinante nulo y el rango de la matriz

no es 3.

Veamos si el rango es 2.

Tomamos el menor que resulta de quitar la columna 32y las filas 32 y 42, calculamos su
determinante.

‘ ‘=1+3=4¢0
3 1

El rango es 2.
() Si |AB|=1=|A|:|B|=1=>|A| =0

Como la matriz es de dimension 4x4 su rango es 4 pues su determinante es no nulo.
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3.- (2 puntos) En una universidad el 30% de los alumnos va a la cafeteria A, el 60 % va a la cafeteria

B y el 20 % va a ambas cafeterias.

() Si se elige al azar un estudiante que va a la cafeteria A, halle la probabilidad de que también vaya
a la cafeteria B.

(11) Si se elige al azar un estudiante de esa universidad, calcule la probabilidad de que el estudiante
no vaya a la cafeteria A ni a la cafeteria B.

Realizamos una tabla de contingencia.

Van a la cafeteria B | No van a la cafeteriaB | TOTAL
Van a la cafeteria A 20 30
No van a la cafeteria A
TOTAL 60 100

Termino de completar la tabla, teniendo en cuenta que cada linea debe sumar lo indicado en el total
correspondiente.

Van a la cafeteria B | No van ala cafeteriaB | TOTAL
Van a la cafeteria A 20 10 30
No van a la cafeteria A 40 30 70
TOTAL 60 40 100

Respondemos a las preguntas planteadas haciendo uso de la tabla y la regla de Laplace.

() De 100 alumnos 30 van a la cafeteria A. De estos 30 hay 20 que también van a la cafeteria B.

N° casos favorables ~ 20 |2 _ 0.66
N° casos posibles 30 |3

P(Vaya a la cafeteria B / Va a la cafeteria A) =

(1) De 100 alumnos hay 30 que no van a ninguna cafeteria.

N° casos favorables _ 30 |3 _ 0.3
N° casos posibles ’

P(No vaya a la cafeteria AnialaB)=

100 |10
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X

e +X

—— . Sabiendo que e > x para todo numero real X, para la funcion f
e —x

4.- (3 puntos) Sea f(x)=

estudie:

(1) El dominio y las asintotas.

(1) La monotonia y los extremos relativos.

(111) Dibuje la grafica de f destacando los elementos anteriores.

(1) El dominio son todos los reales menos los que anulan el denominador.
e* +X
e —X
problema (e* > x). Por lo que Dominio=R.

f(x)= =e*—x=0=¢" = x. Esto es imposible por lo aportado en el enunciado del

Asintota vertical. x=a
No tiene, pues el dominio son todos los reales.

Asintota horizontal. y=b

: . €'+ X +oo i
b= lim f(x)= lim —— =— = Indeterminacion(L"Hopital) =
X—>+00 X~)+ooe _X +w
. e+l +oo i
= lim —— = — = Indeterminacion(L"Hopital) =
X—>+aoe _1 +CD
. e
= lim —=1
X—>+0 @

La asintota horizontal en +o es y =1

e"+x _e”-o 0-w

b= Ilim f(x)=lim = Indeterminacion(L"Hdpital) =

x—>—0 x>t —x e+ 0+
. e+l e”+1 1
:Ilm < = — = —=
ooe' -1 e -1 -1

La asintota horizontal en —co es y =-1

Asintota oblicua. y=mx+n
No tiene, pues existen asintotas horizontales en +oo y en —co.

(1) Utilizamos la derivada de la funcion.

e +x _ ) (e +1)(e* = x)—(e* -1)(e* +x) _
e’ —Xx (ex—x)2

f(x) =

e'e* —xe* +e' —x—(e"e" +xe —e"—x)  p¥6* —xe* &' — X — 6" —xe* +e"+ X
X 2 - . 2
(e —x) (e —x)

—2xe* + 2¢* _ 2e* (—x+1)

(e - x)2 (e - x)2

f(x) =
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e* =0 — jlmposible!

f’(x)zojw—O:Zex(—x+l):O:{

(ex—x)2 - —X+1=0—>x=1

El Unico punto critico de la funcion es x = 1.

Estudiamos el signo de la derivada y la monotonia de la funcién antes y después de este valor.

e En(—x0,1) tomo x = 0y la derivada vale f (0)= % = % >0. La funcion crece
e _
en (—oo,l)
e En (L+x) tomo x = 2y la derivada vale f (2)= % = i <0. La funcién
e? _
decrece en (1,+0).
La funcion sigue el esquema siguiente.
\
3 ‘ ? 3 !
La funcion presenta un maximo relativo en x = 1. Como f (1) = Ei j = :—j = 2,16 el maximo

relativo tiene coordenadas (1, 2.16).
La funcion crece en (—oo,1) y decrece en (1,+%).

(111) Dibujamos la gréafica de la funcidn utilizando toda la informacion obtenida en el ejercicio.

Madaximo
2 / .\\

T~

Asintota horizontal

+

f(r)_ex+x /

4sinfota horizontal
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PROPUESTA B:

1.- (2 puntos) Sea m un namero real y consideremos la matriz

1 0 m
A=lm 0 4
2 -1 1

(1) Halle los valores de m para los que la matriz A tiene inversa.
(I1) Determine el rango de A cuando m = 2.

(1) Depende del valor nulo o no del determinante de la matriz.

1 0 m
|A|=m 0 4/=0+0-m?*-0-0+4=—m>+4
2 -1 1

|A=0=-m’+4=0=>m?=4=>m=4=+2

La matriz A tiene inversa cuando m=2y m = —2

1 0 2
(1) Sim=2lamatrizAqueda A=|2 0 4
2 -1 1

¢El rango de A es 3? Comprobamos si su determinante se anula o no.

1 0 2
|A|:2 0 4/=-4+4=0
2 -1 1

El rango de A no es 3.

¢Elrango de A es 2?
Tomo el menor de orden 2 que resulta de quitar la 12 fila (proporcional a la 2%) y la 12 columna

0 4 0
(proporcional a la 3?%) 9( 1 1] con determinante

4
‘=4¢0.
1

El rango de A es 2.
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2.- (3 puntos)

(1) Pruebe que cualquiera sea el valor de a, los planos z, :ax+ay—z=0, z,:Xx—y+az=0 se
cortan en una recta r.

(11) Estudie, en funcidn de a, la posicion relativa de la recta r y el plano que contiene a los puntos
A(1, 1, 1), B(1,0,2) y C(0, 1, 2a).

(1) Hay que comprobar que estos planos no son paralelos y por tanto se cortan en una recta.
Basta probar que sus vectores normales no son paralelos, es decir, que sus coordenadas no son
proporcionales.

7 ax+ay-z=0=n =(aa-1)
7, X—y+az=0=n, =(1-1a)
Para que sea cierto debe cumplirse que:

%=_—1:>a-a=1-1:> a’=-1=a=+-1 ijjlmposible!
a

Los vectores normales a los planos no tienen coordenadas proporcionales en ninguin caso y los
planos no son paralelos, independientemente del valor de a.

(1) Averiguamos la ecuacion del plano que contiene a los puntos A, By C.

AlLL Der, x-1 y-1 z-1
u=AB=(10,2)-(111)=(0,-11) = z=[ 0 -1 1 |=0
v=AC=(0,12a)-(111)=(~1,0,2a-1) -1 0 2a-1

(2a-1)(x-1)-(y-1)—(z-1)=0=(2a-1)x—y-z-2a+1+1+1=0

7y =(2a-1)x-y-z-2a+3=0

Averiguamos también el vector director de la recta r definida por los dos planos.

=V =nxn,=[a a -

1 -1 a

miax+ay-z=0=n=(aa-1)] _ _ bk
7, x—y+az=0=n,=(1-1a)

v, =a’i- j-ak-ak-a’j-i=(a’-1)i+(-a*-1) j-2ak = (a’ -1,-a’ -1,-2a)

Plano y recta tienen 3 situaciones posibles: recta contenida en plano, recta paralela a plano y
recta que corta a plano. Estas posiciones dependen de la relacion entre vector normal al plano y
el director de la recta.

Vamos a estudiar cuando el vector normal al plano 7, obtenido previamente es ortogonal al

vector director de la recta r, es decir, cuando su producto escalar es cero.
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7, =(2a-1)x-y-z-2a+3=0=n,=(2a-1-1,-1)

n,=(2a-1,-1-1)| . _
- =n,-v, =0=(2a-1-1-1)(a’-1-a*-1,-2a)=0=
v, =(a*-1,-a’-1,-2a)

= (2a-1)(a’* -1)+(-1)(-a’ -1)+(-1)(-2a)=0=

=2a’-2a-a’+1+a’+1+2a=0=2a’+2=0=a’+1=0=a’=-1=a=3-1=-1
Para a # —1 vector normal y director no son ortogonales y plano y recta se cortan.

Para a = —1 vector normal y director son ortogonales y plano y recta son paralelos o
coincidentes. Para distinguir cual de estas situaciones es la que ocurre en este caso comprobamos
si un punto cualquiera de la recta pertenece al plano.

) mi—X-y-2=0
Determino un punto de la recta r: Tomo x =y =0, tengo que:
7, X=y—-2=0

—0-0-z=0
x=0p= 0-0 0 = z=0. El punto P(0,0,0) pertenece a la recta r.
—0—-2z=

¢P(0,0,0) pertenece al plano 7z, =-3x—-y—-z+5=0?;,0-0-0+5=07

No pertenece y por tanto la recta no esta contenida en el plano y es paralela al mismo.

3.- (2 puntos) En una universidad el 30% de los alumnos va a la cafeteria A, el 60 % va a la
cafeteria B y el 20 % va a ambas cafeterias.

(1) Si se elige al azar un estudiante que va a la cafeteria A, halle la probabilidad de que también vaya
a la cafeteria B.

(1) Si se elige al azar un estudiante de esa universidad, calcule la probabilidad de que el estudiante
no vaya a la cafeteria A ni a la cafeteria B.

Resuelto en la propuesta A.

X

4.- (3 puntos) Sea f(x)= ex =

. Sabiendo que € > x para todo namero real x, para la funcion f

estudie:

() ElI dominio y las asintotas.

(1) La monotonia y los extremos relativos.

(111) Dibuje la grafica de f destacando los elementos anteriores.

Resuelto en la propuesta A.
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EBAU Junio 2017
Evaluacion de Bachillerato para el acceso a la
Universidad
Curso 2016/2017

UNIVERSIDAD Convocatoria: Junio )
DE LA RIOJA ASIGNATURA: MATEMATICAS

El alumno contestara a los ejercicios de una de las dos propuestas (A o B) que se le ofrecen. Nunca
deber& contestar a ejercicios de una propuesta y a ejercicios distintos de la otra. Es necesario
justificar las respuestas.

Se permite el uso de calculadoras cientificas siempre que no sean programables ni graficas ni
calculen integrales. Si algun alumno es sorprendido con una calculadora no autorizada, podra
ser expulsado del examen; en todo caso, se le retirara la calculadora sin que tenga derecho a
gue le proporcionen otra.

Tiempo: Una hora y media

PROPUESTA A:

1.- (2 puntos) Sean los puntos A(1,-1,0), B(2,2, 1), C(1,-2,-1), D(0,-1,2).
(1) Halle una ecuacién de la recta que pasa por Ay por B.
(11 ¢Son coplanarios los puntos A(1,-1,0), B(2,2, 1), C(1,-2,-1), D(0,-1,2)?

2.- (3 puntos) Sea el sistema de ecuaciones:
cX+3y—z=-3,

X+Cy+2z=c,
cX+y+z=1.

(1 Discuta el sistema anterior para los distintos valores del parametro c.
(1) Halle la solucién o soluciones cuando el sistema sea compatible.

3.- (2 puntos) EI 50 % de los habitantes de una localidad tienen mas de 65 afios y el 10 % tienen

menos de 18 afios. El 60 % de los mayores de 65 afios, asi como el 80 % de los menores de 18 y el

40 % del resto de los habitantes, utilizan el complejo de piscinas local.

(1) Elegido al azar un habitante de la localidad, calcule la probabilidad de que utilice el complejo de
piscinas local.

(1) Elegido al azar un habitante de la localidad que no utiliza el complejo de piscinas local, halle la
probabilidad que tenga mas de 65 afios.

4.- (3 puntos) Sea la funcién f (x)= (8— X2 )1/3 . Para ella estudie:

() ElI dominio, la continuidad y las asintotas.
(1) La derivabilidad, los extremos relativos y la monotonia.
(1) La curvaturay los puntos de inflexién. Dibuje la grafica de f destacando los elementos anteriores.
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PROPUESTA B:

1.- (2 puntos) Sean las matrices

3 5 11
A=l1 2) B2 2
() Halle, si existe, A™.

(I1) Determine, si existe, la solucion X de la ecuacion matricial
A=AXA"'+B

2.- (3 puntos) Dacios los vectores u =(2,-3,5), v=(1,2,-2), w=(2k,~1k).

(1) Calcula el valor de k para que los vectores sean linealmente dependientes.
(1) Compruebe que para k = 2 los vectores forman una base del espacio euclideo tridimensional.

(111) Halla las coordenadas del vector a = (15,-11,18) respecto de la base del apartado anterior.

3.- (2 puntos) El 50 % de los habitantes de una localidad tienen méas de 65 afios y el 10 % tienen

menos de 18 afios. El 60 % de los mayores de 65 afios, asi como el 80 % de los menores de 18 y el

40 % del resto de los habitantes, utilizan el complejo de piscinas local.

(1) Elegido al azar un habitante de la localidad, calcule la probabilidad de que utilice el complejo ele
piscinas local.

(11 Elegido al azar un habitante de la localidad que no utiliza el complejo de piscinas local, halle la
probabilidad que tenga mas de 65 afos.

4.- (3 puntos) Sea la funcién f (x)= (8— X )US . Para ella estudie:

() ElI dominio, la continuidad y las asintotas.
(1) La derivabilidad, los extremos relativos y la monotonia.
(111) La curvaturay los puntos de inflexion. Dibuje la grafica de f destacando los elementos anteriores.
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SOLUCIONES

PROPUESTA A:

1.- (2 puntos) Sean los puntos A(1,-1,0), B(2,2, 1), C(1,-2,-1), D(0,-1,2).
(1) Halle una ecuacion de la recta que pasa por Ay por B.
(1) ¢Son coplanarios los puntos A(1,-1,0), B(2,2, 1), C(1,-2,-1), D(0,-1,2)?

(I Determinamos su vector director y con punto y vector director establecemos su ecuacion.

A(l,—l,O) er X_l
N =>r.—
v=AB=(221)-(1,-10)=(131) 1

y+l_z
3 1

(11) Comprobamos si los puntos A, b y C estan alineados, comprobando si el punto C pertenece a la
recta anterior que pasa por los puntos Ay B.

¢C(L,-2,-1)er?
3,1;1_—2+1___19:>-9___1___19 No se cumple
r:_xl—lz_ygl_:% “1 3 1 ‘1 3 1

Los tres puntos A, B y C no estan alineados y por lo tanto definen un plano.

Hallo el plano que contiene a los puntos A, By C.

A(l,-1L0)ex x-1 y+1 z
u=AC=(L-2,-1)-(L,-10)=(0,-1-1);=7z:| 0 -1 ~-l[=0=
v=AB=(2,2,1)-(1,-1,0)=(13,2) 13 1

= —X+1-y-1+0+z2-0+3x-3=0=7:2Xx-y+2z-3=0
Compruebo si el punto D pertenece a este plano.

¢D(0,-1,2)ex?

= ¢0—(-1)+2-3=0?=ijSi es cierto!!
mr.2X-y+2-3=0

Los tres puntos A, B, C y D son coplanarios.
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2.- (3 puntos) Sea el sistema de ecuaciones:

CX+3y—z=-3,

X+Cy+2z=c,

cX+y+z=1.
() Discuta el sistema anterior para los distintos valores del parametro c.
(11) Halle la solucién o soluciones cuando el sistema sea compatible.

c 3 -1
() Tomamos la matriz de coeficientes A=|1 ¢ 1
c 1 1
c 3 -
con determinante |A|=|1 ¢ 1|=c*+3c-1+c*-3-c=2c’+2c—4
c 1 1

Lo igualamos a cero.
|Al=0=2c*+2c-4=0=>c’+c-2=0=

-1+3
1+ P-4(=2) _ —, —=1l=c
et cied ) B E X O I
2 2 ~1-3
e ) S
2

Establecemos tres situaciones diferentes.

CASO1l.c#1lyc#—-2

En este caso el determinante de A no vale cero y el rango de A es 3. También el rango de la matriz
ampliada A/B es 3, asi como el nimero de incognitas.

El sistema es compatible determinado (solucion Unica)

CASO 2. c=-2
El sistema y la matriz ampliada quedan
—2X+3y—z=-3,
X—-2y+2=-2,

—-2X +y+z=1.

2 3 -1/-3
A/B=| 1 -2 1§—2
-2 1 11

Aplicamos el método de Gauss para triangular la matriz ampliada.

) 3 3 Fila 32 — Fila 12
A/B _1 2 _15_2 B,
- - 1712 313

2 1 11

0 -2 2 4— Nuevafila3?
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2 - Fila22 + Fila 12

2 -4 2 -4
2 3 -1 -3 -
0 -1 1 -7— Nuevafila2?
s 3 1.3 Fila3® — 2 - Fila 28
_0 1_15_7 02 2 4
30_2 25_4_’0 2 -2 14 =
- i 0 0 0 18- Nuevafila3®
2 3 -1i-
; Rango de A es 2
= 0 -1 1:-7|—>
; Rango de A/B es 3
0 0 O

Rango de A =2 #+ 3 = Rango de A/B, por lo que el sistema es incompatible (sin solucién)

CASO3.c=1

El sistema y la matriz ampliada quedan
X+3y—z=-3,
X+y+z=1,
X+y+z=1.
13 -1i-3

A/B=1 1 1: 1

11 1 1

Aplicamos el método de Gauss para triangular la matriz ampliada.

L3 1.3 Fila 32 — Fila 22
A/B 11_15_1 Lt
11 1é 1%_1 t 1A
i 0 0 0 O0-— Nuevafila3?
Fila 28 — Fila 12
1 111
1 -3 1 3 =
0 -2 2 4— Nuevafila2?
1 3 -1/-
; Rango de A es 2
=0 -2 2: 4|>
: Rango de A/B es 2
0O 0 0;0

Rango de A =2 = Rango de A/B < 3 = NUmero de incdgnitas, por lo que el sistema es compatible
indeterminado (tiene infinitas soluciones)
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Resumiendo: Si c#1yc=-2 el sistema es compatible determinado, si c=-2 el sistema es
incompatible y si ¢ =1 es compatible indeterminado.

b) El sistema es compatible determinado para c =1y c = —2 y compatible indeterminado para ¢ =1.
Resolvemos para ¢ =1:

X+3y—2z=-3,
L . X+3y—z=-3,
Xx+y+z=1 = {Ecuacion 2®y 3% iguales} = =
X+y+z=1.
X+y+z=1
X+3y—z=-3,

K=l y—z }:>1—y—z+3y—z:—3:>2y—22:—4:>y—z:—2:>:>

= x=1-(-2+2)-2=[x=3-27]
Lasolucibnes x=3-2t; y=-2+t;z=t

Resolvemos parac =1y c#—2:

c 3 -1 c 3 -1i-3
Utilizamos el método de Cramer. A=|1 ¢ 1 AlB=/1 ¢ 1: ¢
c 1 1 c 1 1.1
-3 3 -
c ¢ 1
(1L 1 1] -3c+3-c+c-3c+3_ —6C+6 _ -6(c-1) _ -3
c 3 - 2c?+2c—-4 2¢*+2c-4 2(c+2)(c-1) c+2
1l c 1
c 1 1
-3 -
c 1
e 1 1] ?-3c-1tcf43-c 20?-4c+2 2(cT-2¢+1) (c-1)(c-1) c-1
Y5 3 T 2cv2c-4 S 2%+2c-4 2(c*+c-2) (c-1)(c+2) c+2
c 1
c 1 1A‘
c 3 -3
1l c
le 1 1] ceat-zesci-g-ct_ eci-6 _ 6(C-1) 3(c-1)(c+l) _3(c+l)
c 3 -1 2c2 +2c—4 2c*+2c-4 2(c*+c-2) (c-1)(c+2) c+2
1l ¢
c 1
Las soluciones son x=_—3; =C_1; z=3(c+l)
c+2 c+2 c+2

245 de 252 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EBAU Junio 2017 Matemdticas Il en La Rioja Juan Antonio Martinez Garcia

3.- (2 puntos) El 50 % de los habitantes de una localidad tienen méas de 65 afios y el 10 % tienen
menos de 18 afos. EI 60 % de los mayores de 65 afios, asi como el 80 % de los menores de 18 y el
40 % del resto de los habitantes, utilizan el complejo de piscinas local.

(1) Elegido al azar un habitante de la localidad, calcule la probabilidad de que utilice el complejo de

piscinas local.

(11 Elegido al azar un habitante de la localidad que no utiliza el complejo de piscinas local, halle la

probabilidad que tenga mas de 65 afios.

Realizamos un diagrama de arbol

Utiliza la piscina

0,60
Mas de 65 afios

0,50

No utiliza la piscina

0,40

Utiliza la piscina
0,40

Edad y uso de Entre 18 y 65 afios
piscina 0,40

Utiliza la piscina

0,80

Menos de 18 afios
0,10

(1) Utilizamos el teorema de la probabilidad total.
P (Utilice la piscina) = P (mas de 65 afios ) P ( Utilice la piscina / més de 65 afios)+
+P (Entre 18 y 65 afios) P ( Utilice la piscina / Tiene entre 18 y 65 afios) +
+P(menos de 18 afios) P (Utilice la piscina / menos de 18 afios) =
=0,5-0,6+0,4-0,4+0,1-0,8=0,30+0,16+0,08 =

(1) Es una probabilidad a posteriori. Utilizamos el teorema de Bayes.

P (Tenga més de 65 afios / No utiliza la piscina) =

B P(Tenga mas de 65 afios y No utiliza la piscina) - 0,5-0,4 |10 0.434
P (No utiliza la piscina) ©1-054 (23
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4.- (3 puntos) Sea la funcion f (x)=(8-x* )l/3 . Para ella estudie:

(1) El dominio, la continuidad y las asintotas.

(1) La derivabilidad, los extremos relativos y la monotonia.

(111 La curvatura y los puntos de inflexion. Dibuje la grafica de f destacando los elementos
anteriores.

() El dominio de la funcién es todo R, pues no presenta ninguna dificultad, el exponente
fraccionario representa una raiz cubica que siempre existe y el radicando es un polinomio que no
plantea ningin problema.

Por el mismo motivo es continua entodo R.

Asintota vertical. x=a
No existen asintotas verticales

Asintota horizontal. y=b
1/3

b=1lim f(x) =lim(8-x*) " = —o0

X—>00 X—>0o0

No existen asintotas horizontales.

Asintota oblicua. y=mx+n

1/3 1/3
m=|imf(x)=lim(8_xz) =Iim(_X2) T S

X—00 X X—00 X X—00 X X—00 X

n= Ix'ﬂl( f(x)—mx) = Ixiﬂnol((S—xz)l/3 —x): lim(—x) = -0

No existen asintotas oblicuas.

(1) La funcion es derivable y su derivada vale:

f(x)=(8-x)" = F'(x =§(8—x2 )7 (2x) = - 2ot -2

3(8 _ X2 )2/3

F(x)=

3(8-x) 3\/ 8-x*)
La derivada existe salvo para los valores que anulan el denominador.
8-x’=0=>x’=8=x=+/8

Localizamos los maximos y minimos relativos.
2X

f(x)=0=————>-=0=>-2x=0=x=0
3(8_X2 )2/3
Tenemos los valores x = —+/8: x =0: X = ++/8 como puntos de discontinuidad y criticos.
e En (—oo,—\/g) tomo x =4y la derivada vale f (—4)= 8 ~>0.La funcion

3§/(8—(—4)2)

crece en (—oo, —J§)
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e En (—\/§,O)tomo x = -2y la derivada vale f(-2)= 4 =>0.La funcién
si/(s—(—z)z)

crece en (—\/5,0)

e En (0,+J§)tomo x =2y laderivada vale f(2)= _—42 <0. La funcién decrece en
3j(8-2°)
(06)
e En (J§ +oo) tomo x = 4y la derivada vale f "(4)= 8 —<0. La funcion decrece en
3(8-4%)
(J§, +oo).

La funcién sigue el esquema siguiente.

r : . : : < : : -t :
-3 4 -2 -1 1 2 =3 4
V8 L/} JE

La funcién tiene un maximo relativo en x = 0. f (0) :(8—02 )ﬂ3 =2.
El méaximo relativo tiene coordenadas (0, 2)

La funcion crece en (—o0,0)y decrece en (0,+x)

(1) Utilizamos la derivada segunda.

oy —2-3(8—x2)2/3 —(—2x)(32(8—x2)2/3_1(—2x)j

()= = £ (x)= _

(3(8— ¥ )2/3)2 Bl
8 2
(s ) _me(s-x) X )~ 8 - o

9(8— XZ )4/3 9(8—)(2 )4/3

—643/(8 —x?) 8- x* ~8x?
B ) —63/(8— x2) 38—t —8x’ ) —6,3/(8— x2) -8’

offle-x)' TS = ()
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_6(8-x*)-8X"  _48+6x2-8x*  —48-2x’

) 9§/(8—x2)5 ) 93/(8—x2)5 _93/(8—x2)5

f ,,(X

_ _ 2
£7(x)=0= B 72X ___, 48 2x*=0= 2x* =48 = x =20 = No existe

No existe un punto de inflexién obtenido a partir de la derivada segunda, pero como la derivada
primera no existe para x =—/8; x = ++/8 estudiamos que ocurre con el signo de la derivada
segunda (curvatura) antes, entre y después de estos valores.

e En (—oo, —J§) tomo x =4y la derivada segunda vale f “(-4)= 482 - 0.La

93(8-16)° ~
funcion es convexa (U) en (—oo,—\/g).
48
93/(8)

e En (—JE_S, +J§) tomo x = 0y la derivada vale f “(0)= <0. La funcion es concava

(N) en (—J§ +J§)
-48-32

e En (/8,+0)tomo x =4y la derivada vale f (4)=——=—o==—>0. La funcién es
(18,+<0) T

convexa (U) en (J§ +oo) .

La funcidn es convexa (U) en (—oo,—J§)u(J§, +oo> y concava (N) en (—J§ +\/§) .

Los puntos de inflexion estan en x =—/8; x=++/8

3 R i R \
\ Miiximo relativo /

Puantos de inflexion
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PROPUESTA B:

1.- (2 puntos) Sean las matrices

3 5 11
A=l1 2) B2 2
() Halle, si existe, A™.

(11) Determine, si existe, la solucion X de la ecuacion matricial
A=AXA"'+B

(I) Comprobamos si el determinante de A es no nulo.

35
A= ‘ 6-5=1%0

La matriz A tiene inversa. La calculamos.

A1 -1 3

Aledi(AT)_Ad"@ g[z N

(1) Despejamos de la ecuacion matricial la matriz X.
A=AXA"'+B=A-B=AXA"= A" (A- B)A=X

Sustituimos los valores de cada una de las matrices y realizamos las operaciones indicadas.

Al
S W
)

Y b
e
o

X =

X =

><

27+8 45+16
15-4 -25-8

35
X =
—33}
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2.- (3 puntos) Dacios los vectores u =(2,-3,5), v=(12,-2), w=(2k,~1k).

(1) Calcula el valor de k para que los vectores sean linealmente dependientes.

(1) Compruebe que para k = 2 los vectores forman una base del espacio euclideo tridimensional.
(111) Halla las coordenadas del vector a = (15, —11,18) respecto de la base del apartado anterior.

(I) Para que los vectores sean linealmente dependientes debe ser su determinante nulo.

2 3 5
[G,G,\Tv]zl 2 —2|=4k+12k -5-20k +3K -4 = —k —9
2k -1 k

[uv,w|=0=-k-9=0=[k=—9]

(1) Para que sean una base deben ser linealmente independientes. Lo son, pues para k = 2 su producto
mixto es no nulo.

u=(2,-3,5),v=(12-2),w=(4,-12)

2 -3 5
[ﬁ,&,vﬂ:l 2 2/=-1120
4 -1 2

(1)
a=(15,-11,18) = xu+ yv +zw

(15,-11,18) = x(2,-3,5)+ y(1,2,-2) + 2(4,-1,2)

15=2x+y+4z
(15,-11,18) =(2x+y +4z,-3x+ 2y —2,5X -2y +22) = 1 -11=-3x+2y -z
18=5x-2y+2z

Resolvemos el sistema por el método de Gauss.

2 - Ecuacién 22 + 3 -Ecuacion 12

2§+y2+42=1511 6x 4y 27 =-22
TXFEY I 6x 43y 4127 =45
5x—-2y+2z=18

0 7y +10z =23— Nuevaecuacion 28
2 - Ecuacion 32 — 5 -Ecuacion 12
10x -4y +4z =36
-10x -5y -20z =-75
0 -9y -16z =-39— Nueva ecuacion 3?
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7 - Ecuacién 32 + 9 -Ecuacion 22

Zx;y+f0221253 0 —63y -1127 =-273
= g+1é_ 3930 63y 4907 =207 =
TIymibr= 0 0 —22z =-66— Nueva ecuacion 3
2X+y+4z=15 66
= 7y+10z=23 :z:_—ZZ::
—227=-66 -
7y+10z =23
- Z_3}:>7y+30:23:7y:—7::
2X+y+4z=15
= y=-1t=2x-1+12=15=2x =4 =[x = 2]
z=3

Las coordenadas del vector a = (15,~11,18) en la base {u,v,w} son a=(2,-13)

3.- (2 puntos) EI 50 % de los habitantes de una localidad tienen mas de 65 afios y el 10 % tienen
menos de 18 afios. El 60 % de los mayores de 65 afios, asi como el 80 % de los menores de 18 y el
40 % del resto de los habitantes, utilizan el complejo de piscinas local.

(1) Elegido al azar un habitante de la localidad, calcule la probabilidad de que utilice el complejo ele
piscinas local.

(1) Elegido al azar un habitante de la localidad que no utiliza el complejo de piscinas local, halle la
probabilidad que tenga mas de 65 afos.

Resuelto en la propuesta A

4.- (3 puntos) Sea la funcion f (x)= (8— X )US . Para ella estudie:

() ElI dominio, la continuidad y las asintotas.

(1) La derivabilidad, los extremos relativos y la monotonia.

(1) La curvatura y los puntos de inflexion. Dibuje la grafica de f destacando los elementos
anteriores.

Resuelto en la propuesta A
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