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Tema 5. Limites y continuidad de funciones.

Far® "y
~

1. Limite de una funcion cuando x — a (en un punto)

1.1. Cuestiones previas

Una funcién real de variable real: f :Domf cR >R

es una relacion que a cada elemento X de un subconjunto de R (Domf) le asigna un
Unico elemento Yy de un subconjunto de R.

A las magnitudes que intervienen en una funcion se les llama variables. Una de ellas es la
variable independiente y la otra, cuyos valores se deducen (dependen) de los valores de la
primera, se llama variable dependiente.

La variable independiente se designa por X y sus valores son representados en el eje horizontal
(eje de abscisas). La variable dependiente se designa por Y, sus valores son representados en el
eje vertical (eje de ordenadas).

La grafica de una funcion es el conjunto de todos los puntos cuyas coordenadas son (X, f(x)), con
X € Domf.

/ i

b o o -
T

A

SI ES UNA FUNCION NO ES UNA FUNCION

T
Una funcién se puede describir verbalmente, con una tabla de valores, dando su grafica, o por
medio de su férmula o expresién algebraica.

DOMINIO Y RECORRIDO DE UNA FUNCION.

Al conjunto de todos los valores x que tienen imagen, se llama dominio de f (Domf).
El conjunto de todas las imagenes se llama recorrido de f (Recf).
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Sia € Domf = a tiene imagen = el punto (a, f(a)) esté en la gréafica de f y ningln otro punto de
abscisa a esta en la grafica de f (puesto que a solo tiene una imagen).

Sia € Domf = a no tiene imagen = no hay ningin punto de la gréafica de f cuya abscisa sea a =
la grafica de f no cruza la recta vertical x = a.

Si b ¢ Recf = no existe a del dominio cuya imagen sea b => no hay ningin punto de la grafica
de f cuya ordenada sea b => la gréfica de f no cruza la recta horizontal y = b.

El dominio de una funcién puede estar determinado por:

- la definicién de la funcién,

- por la propia naturaleza de la magnitud cuyas cantidades son los valores de la variable
independiente, o

- por las operaciones que aparecen en la expresion algebraica de la funcidn, que pueden no estar
definidas para ciertos valores.

Dominios de algunos modelos de funciones:

Las funciones polinémicas (Y =3X" —5X*+X—2 ) y las exponenciales (a") estan definidas en
todo R.

Las funciones racionales ( f (x) = X_g > Dom=R—{-2} ) tienen como dominio todos los
X+

reales salvo los valores que anulan el denominador.

GRAFICAS DE ALGUNOS MODELOS FUNCIONALES.

Funciones polindmicas de grado 0 > La recta horizontal. y=cC

Funciones polindmicas de grado 1 = La recta oblicua. y =bx+c

Tema 5. Limites y continuidad de una funcién 5] 117
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Funciones polindmicas de grado 3 > Y = x?

Funciones polinémicas de grado 4 > Y= X' —4x*

R Gt et o o A
zolry -2.75 1403788
-2.5 101.5625
') -2.25 71.1914
-2.0 4280
-1.75 30.8164
10 -15 18 5625
-1.25 10.2539
-1.0 5.0
-0.75 2.0039
-0.5 0.5625
14 : -0.25 0.0664
.I.'( } 3 oli }E in a
_— - 4 0.25 -0.0586
X X ; -2 0 2 4 05 -0.4375
- - - 0.75 -1.3711
- -3 1.0 -3.0
7 1.25 -5.3711
N -0 15 -8.4375
1.75 -12.0586
iz20 -16.0
. 2.25 -10.0336
i 25 -23.4375
Lk 2.75 -25.99861
! m 30 -27.0
3.25 -25.7461
- 35 -21.4375
3.75 -13.1836
== 4.0 u]
m 4325

19.1914
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1.2. ldea inicial de limite de una funcién en un punto (cuando x — a).

Si una funcién f estd definida para todos los valores de x proximos a a, aunque no
necesariamente en el mismo a, entonces, se dice que el limite de f (x) vale L, cuando x tiende a a,
si el valor de f (x) se aproxima a L cuando x se aproxima a a.

Se escribe asi: lim f(x) =L

X—a

Se lee: f(x) tiende a L cuando x tiende a a.

Siuna funcion f (x) no tiende a ninglin nimero concreto, cuando X tiende a a, se dice que no
tiene limite cuando x tiende a a.

Ejemplos:

Usando la calculadora puede estudiarse el limite, cuando x tiende a 2, de las funciones:

a) f(X)=x"-3 D) g =——  ©) h(x)=2"2
X—2 x> —4

Para ello, en todos los casos, se daran a x valores proximos a 2 y se calcularan los valores que
toma la respectiva funcion.

a) Para f(X)=x"-3

X2 x—>2*

X 1,9 1,99 1,999 e eenenn 2,001 2,01 2,1

f(x)= x*-3 | 061 0,9601 | 0,996001 2>1€ 1,004001 | 1,0401 | 1,41

Tanto para valores menores que 2 como para mayores que 2 (en
ambos casos proximos a 2), la funcion toma valores muy proximos a
1. 1
: . 2

En este caso se escribe, |X|LT21(X —3) =1, \/2
Observa que la funcion esta definida en x = 2 y que el limite

e Fi=+=3
coincide con f(2).

b) Para g(x) =i2
X_

X=>2 x=>2*
X 1,9 1,99 1,999 2001 | 201 21

g(x)=é -30 | —300 -3000 $? 3000 | 300 | 30

Para valores cercanos y menores que 2, la funcién toma valores
grandes y negativos; para valores cercanos y mayores que 2, la f@=i2
funcion toma valores cada vez mas grandes. i

\aES

En este caso, no existe Ilm—
x>2 X — 2

Observa que la funcion no esta definida en x = 2 y que tampoco

Tema 5. Limites y continuidad de una funcién 8] 117
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tiene limite en ese punto.

X—2
2

c) Para h(x)= 7
X J—

X222 X>2"
X 1,9 1,99 1,999 2,001 2,01 2,1
-2
h(x) = ;(2 2 0,2564 | 0,2506 | 0,25006 | =>0,25€¢ | 0,24994 | 0,2494 | 0,2439
Para valores proximos y menores que 2, la funcion se
acerca cada vez mas a 0,25; y lo mismo hace para valores |
préximos y mayores que 2. 3

K 10
2 24 —0,25 2= .
X —

Observa que la funcién no esté definida en x = 2 y sin
embargo tiene limite en ese punto. |

En este caso, lim
X—2

1.3. Definicion de limite de una funcidn en un punto

A la vista de los ejemplos anteriores, se concluye:
I+§

1) Para la existencia del limite de una funcién en un punto a no .~
importa que la funcidn esté o no definida en ese 'punto. PIPR s e i Hﬁﬂ
2) Lo que importa son los valores que toma la funcién en un |
entorno de ese punto a. ao | Nl aes
3) Existira el limite, y su valor serd L, cuando todos los puntos a
proximos a a se transformen, mediante la funcion, en puntos

proximos a L. Esto es, si X1 esta cerca de a, entonces f(x1) esta cerca de L.

O con mas precision (como curiosidad os pongo la definicion matematica):

Existira el limite de f(x), cuando x — a, y su valor sera L, si se cumple:

limf(x)=L<Ve>0,35>0/Vx |[x—a<s=|f(x)-L|<¢

X—a

1.4. Limites laterales

En la definicidén de limite no se distingue entre las posibilidades de que X se aproxime a a con
valores mayores o menores gque a. No obstante, algunas veces conviene distinguir si x — a por la
izquierda (siendo x < a), que se escribe x — a -, 0 Si x — a por la derecha (siendo x > a),
denotado por x — a+.

Esta distincién da lugar al estudio de los limites laterales.
e Al lim f(x)se le llama limite lateral por la izquierda.

X—a

e Al lim f(x)se le llama limite lateral por la derecha.

x—a*

Tema 5. Limites y continuidad de una funcion 9] 117
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A Observacion:

Este estudio tiene interés cuando:

1) La funcidén esta definida a trozos y se quiere calcular el limite en alguno de los puntos de
union de los diferentes trozos.

2) La funcion tiene asintotas verticales y se quiere determinar la posicion de la curva respecto a
ellas.

CURSO 2025/26

Pues bien, para que exista el limite de una funcidén en un punto es necesario que existan los

limites laterales y que sean iguales. Esto es, para que exista es necesario que
Iim f(x) = I|m f(x)=

X—a~

Ejemplos:
2 -
a) Para estudiar el limite de la funcion f(x) = X S_' x<1 9 -
2—-x si x2>1
en el punto x = 1 es necesario considerar los limites laterales. 1 -
e Por laizquierda: lim f(x)=limx* =1 _/
Xx—1" X—1"
I l
e Por la derecha: = —X)=
fim £00 = Jim (2-x) =1 1o
Como ambos limites coinciden, existe el limite y vale -1 =
Iirrlm f(x)=1.
2 -
b) Para estudiar el limite de la funcion f (x) = X S_' X<l en 24
1+x si x=>1
el punto x = 1 es necesario considerar los limites laterales. 14
e Por laizquierda: lim f(x) =limx* =1
X—1" X—1" T [
e Por laderecha: lim f(x) = lim(1+x)=2 -1
x—1" x—1"
Como ambos limites no coinciden, no existe el limite.

c) Para estudiar el limite de la funcion f (x) = X+i enelpuntox=1es

necesario considerar los limites laterales.

X+2 3
e Por la izquierda: |Imf(x)_l|m_:__:_oo
-1 X=1 0
X+2 3 |
e Por la derecha: |Imf(x)_l|m_:_+:+oo ;
-1 X=1 0 IS

Como ambos limites no coinciden, no existe el limite. A

Tema 5. Limites y continuidad de una funcién 10 | 117
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2. Calculo practico de limites

2.1 Casos inmediatos

Si f (x) es una funcion usual (polindmicas, racionales, logaritmicas, etc.) y esta definida en el
punto X =4, suele cumplirse que: lim f(x) = f (a).
X—a

Esto es, el limite se resuelve sustituyendo el valor a en la funcion.

A Observaciones:

1) Que la funcién pueda evaluarse en x = a no es determinante para que exista el limite.

2) No obstante, lo primero que debe hacerse para calcular un limite es sustituir x por a. Si existe
f (a) y la funcion no esta definida a trozos, se aceptara que lim f (x) = f (a).
X—a

3) Las funciones que cumplen que lim f (x) = f (a), se llaman continuas.

Ejemplos:

a) |im(x2 —3):22 -3=1

X—2

b) Iingx/x2+4:\/02+4:\/2:2

. x+1 2+1 3
2x—-1 2-1 1
d) Iin212x+3:22+3:25:32

e) IxiLr;(In(xz—2)):In(32—2):ln7

f) Iirnx—2_2—2_9
x>2X+2 242 4

g) Estonoesasienel lim X2_2 ya que al sustituir obtenemos 22_2 _0 que no es una
x>2 X2 —4 224 0
operacion valida. No podemos calcular este limite de forma tan sencilla como hemos

calculado los anteriores.

2.2. Algunas propiedades de las operaciones con limites

En relacion con las operaciones algebraicas pueden aplicarse las siguientes propiedades.

Si lim f(x)=m y lim g(x) = n, siendo m y n finitos, entonces:

1oaim(f(x)£g(x)=lim f(x)£lim g(x) =m+n
X—>a X—>a X—>a
“El limite de una suma es igual a la suma de los limites. «

2. lim(£(9- 909)=(1m £9)-(im g09) =m-n

Tema 5. Limites y continuidad de una funcion 11117
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“El limite de un producto es igual al producto de los limites”

3 i 100] )
“ea(g(9) limg(x)  n

“El limite de un cociente es igual al cociente de los limites”. Siendo n un valor no nulo.

lim g(x)

4. si f(x)>0,lim(f(x)°)= (Il_r)n f (x))** —m"

“El limite de una potencia es igual al limite de la base elevada al limite del exponente”

5. i f(x)>0,lim(log, f(x)):logc(lxig; f(x))=|ogcm

“El limite de un logaritmo es igual al logaritmo del limite”

2.3. Indeterminaciones

Hay siete casos en los que al sustituir el valor x = a en la funcién dada se llega a situaciones
extrafias, no definidas, que reciben el nombre de indeterminaciones: formas indeterminadas.

Escritas esquematicamente, estas 7 indeterminaciones son:
0 00
— — 00 — 00 1” 0.0 0°

0 00

Ejemplos:
En los limites siguientes, al sustituir, aparecen las formas que se indican.

Tema 5. Limites y continuidad de una funcién
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. x=2 0
a) lim——=—
) =2 x> -4 0
. X—2 o
b) 1 ==
) eronz_4 o0
. 2 8
C) lim > ———— |=00—
x>2\ X° -4 X-2
d) |im[1+1j _1
X—2 X
1

e) lim (x—2)X -
f) limx*=0°

9) lim (x+2)x ="

Algunas veces estas formas indeterminadas pueden resolverse. Los métodos de resolucion estan
muy estudiados y se concretan en los siguientes procedimientos:

1) Algebraicos. Consisten en aplicar las propiedades de las operaciones con limites y, cuando
estas sean insuficientes, recurrir a transformaciones algebraicas en la funcion dada:
simplificar, extraer factor comun, sumar o restar, operar con potencias y raices, con
logaritmos...

0

w 0
Se aplicara este método en limites de los tipos: 0 - w-o0 1 000

2) Regla de L"Hopital, dando asi entrada al calculo infinitesimal. Se vera con las derivadas.
Alli se resolveran las 7 formas indeterminadas.

0
2.4. Limites de funciones racionales cuando x — a. Indeterminacion 6

P(x) . — -
——, siendo P(x) y Q(x) polinomios. EIl unico

Q(x)
caso de limite no inmediato es cuando da lugar a la indeterminacion del tipo — . Esto es, cuando

0
P(@) =0y Q(a) =0.
Este caso puede resolverse factorizando los polinomios y simplificando la expresion inicial.

Las funciones racionales son de la forma f(X)=

Ejemplo:
. X=2 . : . x=2 0 .
lim— no resulta inmediato ya que lim = — . Puede resolverse asi:
x=>2 X —4 x=>2x“—4 0

lim X2_2 =9(Indeterminacién)=...

x>2xX°—4 0

Tema 5. Limites y continuidad de una funcion 13| 117
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Factorizamos el polinomio x* — 4, haciendo la division por Ruffini
con el nimero 2 al que tiende x:

1 0 -4
2 2 4 =xP-4=(x+2)(x-2)
1 2 |0
=2 1 |1

2.5. El caso 0

k

Cuando al hacer cualquier limite aparezca la expresion 6 , se pondré que el valor de ese

limite es infinito (o). Esto significa que, aunque el limite no existe, el valor de la funcién
se hace tan grande como se quiera, infinitamente grande.

En estos casos es conveniente estudiar los limites laterales en el punto, pues con frecuencia
se obtienen signos distintos para el infinito.

Ejemplos: :
X 4 i
a) lim——=— =200, Sjestudiamos los limites laterales: i
x-2x-2 0 !
2 i |
. positivo |
- lim = (probamos con1,9) ——— = —© NI
X2 X—2 (b ) negativo T
2 iti |
. itiv |
- lim = (probamos con 2,1)&?0 =400 :
x—>2" X—2 pOSlthO !

No coinciden los limites laterales, son infinito pero de signo distinto. En estos limites se
2 2

. . X . |
puede decir que no existen lim——-= ,Zfo que vale lim =t \
X2 X —2 x—2 X — }
|
s |
|
: X° 4 - - |
b) lim————=—=100. Siestudiamos los limites laterales: |
x>2 X*—4x+4 ‘
2 - |
. X 0sitivo \
- lim ————— = (probamos con 1,9) p_ =400 \
-2 X —4X+4 positivo |

1 ‘

1 ¥ 3 1 5

|
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2 ..
. X ositivo
- lim ————— = (probamos con 2,1)pf =400
x-2" X°—4X+4 positivo
2
Coinciden los limites laterales y el limite es lim = +00

o2 X2 —Ax+4
" Ejercicios:

Calcula el valor de los limites siguientes:
2

X -
a) lim =
-1 x+1
b T
) x—3 X2—9 -

. X°+3
c¢) lim =
x—0 X
X 43

=

9 "

) lim X' —x-6
e - =
x>3 X2 —BX+9

Solucion: a) -2 b) 5/6 ¢) 400 d) +oo €) o0

4

3. Limite de una funcién cuando x — o (en el infinito)

Antes de estudiar estos limites conviene recordar algunos resultados de las operaciones
relacionadas con el infinito.
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En todos los casos + k indica un nimero positivo fijo y — k indica uno negativo.

3.1. Limite finito de una funcion cuando x — oo

Pongamos un ejemplo de esta situacion.

La funcion f(x) = 2x _81 tiende a 2 cuando X — +oo.
X+
Efectivamente, si x = 1000 - f(1000) = 1,983; si x = 10000—~> f(10000) = 1,9995;...
Se escribe lim 2X=1_>
x>+ X +8

3.2. Limite infinito de una funcion cuando x — oo

g 2 , . .
La funcién f(X)=X"—1 toma valores cada vez més grandes cuando x — +oo. Efectivamente, si

x =100 - f(100) = 9999; si x = 1000 - f(1000) = 999999, ....
Se escribe: lim x%2 —1=+o0

X—> 400

La funcién f(X)=—X*+1 toma valores cada vez més pequefios cuando x — +oo. Efectivamente,
six = 100 - f(100) = —9999; si x = 1000 > f(1000) = 999999, ....
Se escribe: lim —=x? +1=—o

X—> +00
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., 3 . i . .
La funcién f(X)=X"—3 toma valores cada vez més pequefios cuando x — —oo. Efectivamente, si

X =-100 - f(-100) = — 999997, si x = —1000 -> f(—1000) = —999999997, ....
2

Se escribe; lim =—0

X— —00 X_8

lim f(x)=-

= tco

lim f(x)=+w

X—= +twm

Y

3.3. Limite de una funcion polindmica en el infinito

Si P(x) es un polinomio de cualquier grado, se cumple que:
i n 2 _ n_
lim a,x"+..+a,X" +ax+3)) =4, (+00)" =0

El signo +co 0 —oo depende del coeficiente de mayor grado del polinomio, aplicando en todos los
casos las reglas de los signos.

Ejemplos:

C) 1im (—x° +4x—3)=—w

d) xlirpw(—x3+4x—3):+oo

€) lim (x*—300x° +x—2) =+
f) lim (x* =300%° +x—2) =+
9) lim (-2x* —300x° +x—2) = o

3.4. Limites de funciones racionales cuando x — co. Indeterminacion =

8
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lim —= P(x)

Si P(x) y Q(x) son dos polinomios, al calcular "'/ Q(X) se obtendria la expresion

indeterminada = ; no obstante se resuelve muy facilmente, pues su valor depende de los grados
0

de P(x) y Q(x):
e Sigrado de P(x) > grado de Q(x), Xl_imo@ = +00
P(X) _a,

e Sigrado de P(x) = grado de Q(x), XI_.) 10 Q (X) b siendo any bn los coeficientes

n
principales de P(x) y Q(x), respectivamente.

e Sigrado de P(x) < grado de Q(X), Xl_i)rpw@ =0

Un procedimiento para justificar estos resultados consiste en dividir el numerador y el
denominador de la funcion dada por la mayor potencia de x presente en la expresion, como se
hace en el ejemplo siguiente. Ademas, en todos los casos se tendran en cuenta los signos.

Ejemplos:
i ax_3 L 43
2) | X +4x-3 _ )("/ x> x “m_+?_F_—1+0—0_—_1
Az A X, 3 4x"f x> oo £+7+4 0+0+4 |4
X3 Xa/ x x°
—Xx*+4x-3
b) M ————u=
) xoso X 4+ 3+4%° @
—Xx*+4x-3
c) lm———r=
) » x*+3+4x° @
3 3
—-X'+4x-3 . X . =X 4o
d) lim——= "= lim—==lim—="—=|+0
)wa+3+4x o 4x? x4 4

—Xx*+4x-3 .. X . =X -
o) lim XS iy X i X2 [

o0 X+3+4X° o 4X

) lim —x°+4x—-3 . —,x"(

i — _
o X2+ 3+4X0 o E

II Ejercicios:

Calcula los limites siguientes:

a) lim _—3
x>+ X* 4+ 34+ 4x%°
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b) lim _—3)‘2
x>0 X+ 3+ 4x°

) lim 3
c —:
x>0 X+ 3+ 4X7

d) lim—-8x*+4x®—5x+2=

X—>+00

e) lim—-8x*+4x®—5x+2=

X—> —0

f) lim4x®* -5x+2=

. =3+4x*-2x*
g) lim ———=
x>0 X+342X

h) lim x+3—4x° =

X—> —0

i) lim Vx+3-4x% =

X—> —o0

Solucién: a)0 b)0 c)-3/4 d)—-o €)—o f)—0 g) +wo h) +wo i) +oo

3.5. Laindeterminacion = en funciones con raices
o0

En las funciones con radicales, la indeterminacion puede resolverse aplicando la comparacion de
grados, teniendo en cuenta que al aparecer raices los exponentes pueden ser fraccionarios.

Ejemplos:

Jx+3+4x

W)
*’I_ _ jim YA — [0

x—>+oo x—>+oo X— +0 X
3
) \/x+3+4x ) \3/4x3 ) \3/4-XA 34
b) lim —=————= = lim ——— = lim = | J_X =134
X—> +00 X+8 x>+ X X—> +00 X X—> +00 /)(
c)
3
X +x+3+4 L XA . 2+ A%
lim = lim = lim =
X—> +00 X + 8 X—> +0 X X—> +00 X
2 3 2
. X“+i/4Xx . X .
= lim =2 = lim 2 = lim x =]+
X—> +00 X X—=>+o ¥ X—> +00
—2x2—5x+\/x+ —2x° o =2x? . =2x . =2x
d) Ilim = lim = lim = lim === lim == =[]
X—> 400 X+8 ,X +X— x—>+oox+8’ X—> +00 X+8X X—> +00 9)( X—> +00 9
—5x+«/x+ X jim 2|3

e) lim — lim — lim

—5X
X4y 4 8 ,X +X— x>ty 4 8 ’ X—>+oo X4+8X x4+ 9X X—> +o0 9 9

3.6. Laindeterminacién 1” . El nimero e (no entra en PAU Murcia 2026)

El namero e se define como el limite, cuando x — + oo, de la funcién f (x) = (1+ 1) . Es decir:
X
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lim (1+ 1) =€=2,71828182846...

X—>00 X

Una forma de resolver estas indeterminaciones es aplicar la transformacion:

lim[ f (x)]* =1"[Indeterminacion]=e*~ **"

X—>00

Ejemplos:

3x X 3 X 3
a) lim (1+1j = lim {(1#] ] =[ lim (1+1) J —le?
X—> 40 X X—>+0 X X—> +00 X
X X —X -1
b) lim (1—% = lim (1+ij = lim [(1+i) ] = e’lz1
X—> +00 X X—> 400 _X X—> 400 _X e

c)
x2+1)" x2 41 )
lim ( ; j :( lim = j =1" (Indeterminacion ) =
Xx—>+o| X —2 X—>+0 X< — 2
(X ) e AT ) 3 (3x-9 - (3x . (3
= exlnjw[xz_z ](X 3) = exﬂmw[ x*-2 J(x 3) = eXLITw[XZ_ZJ(X_S) = BXLITW(XZ_Z) = eme:w(XizJ = eXHTw(;) = eO =
d)
x2+1Y)" X241
li [ . J =( I . j =1” (Indeterminacion ) =
X—>+0| X — X—+0 X _2
X2+ X2 +1-X2+2 3 3x2-9 3x2
XLIT“’[X -2 ](XZ_S) XLITW[ x2-2 J(X2_3> exL'Tw( xz—zJ(X2_3) XLIT“’( X2—2] XLIT”(7] exl*mjw ’
e)
2_3 lim (x2—3)
o (x+1Y o X+1)e o
lim (_) :( lim —j =1” (Indeterminacion ) =
x40\ X —2 x>+ X — 2
. x+1 2 . X+1-X+2 )/ 2 . 3 2
_ exL'Tw(ﬁ‘l)(X 3 _ exL'Tw[T](X <) ex'i'i‘w(ﬁ)(x <) _
lim [3)(2_9] lim [ﬁj lim (3x)
_ exawo X—2 _ exaws X — ex—>+oo — e+°0 {Como e:2’71_“>1} =
f)

lim x2—3)
. X=1 Yo w .,
( lim —] =1” (Indeterminacion ) =
X—> +00 X+2

; x-1 - (x=1-x-2 . -3
_ gz | am (5 o) _ o (S5

I_
£ 3
7~ N\
< | x<
+ 11
H
N——
><N
&

I

i e%[ﬂgj _ exm[‘ax 3 —e™™ ™ _e (Como e=2,71..>1} = [0]
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|I Ejercicios:

Calcula los limites siguientes:

a) lim (1—2) =
X—> +00 X

b) lim (iz) _

4 lim SX+NX*+3
4oy 13 X2 4 x—5
2
e lim T
iy 1 3 x4 x5
2
f lim 2X°+ X _

>my X x5

Solucion:a) e? b) e® c)e® d)-1 e)—oo f)-2

3.7. Comportamiento de las funciones exponenciales en el infinito (no entra en
PAU Murcia 2026)

El limite cuando x — <o de las funciones exponenciales se calcula como sigue.

En este contexto viene bien recordar la representacion grafica de las funciones exponenciales
elementales.
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Fixy=a’

a1 0<a<l
1 1
[ [

{e=2,71..>1} =[+o0]

Ejemplos:
. lim (x-2
a) lime*? = g

X—>+00

e+oo

b) lim e = e g (e=2,71..>1} =[0]
c) lim 2> = e g {e=2,71..>1} =[0]

X—>—0

3x xEnjx(3x) -0 +00
o (3] -3 [

ﬁ Iimﬁ
A7 +2x )6 (4P 42X orexh
—— | =Ilim|—— =47 =14>1} = |+
>+4 j ( X2+4j { }
s 3
A% + 2% |t
X* +4

=4~ ={4>1 =[0]

D
X | >
NN
+ [+
AN
X
N——
x
&
!
><—
I

5
7\

3x2 3x

2 X6 2 xﬂnﬂwrze o
g lim |2 +2:‘J - Iim(x +2X] =[1) :{%=o,5<1}=@
+

2
“ Ejercicios:

Calcula los limites siguientes:

2 lim (2x+2jx _
3

Solucién: a) 0b) +o €) 0

3.8. La indeterminacion de la forma «—«

Cuando se plantea la indeterminacion «—, tanto cuando x — a como cuando X — oo, el
procedimiento general consiste en operar la expresion inicial hasta transformarla en otra

expresion no indeterminada o en otra forma indeterminada del tipo % o £ . Estas otras formas
o0

se resolverian por cualquiera de los métodos vistos anteriormente.

Ejemplos:
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a) lim

X—3

x—3 x*-9

2x—-3 x*+1 . . . .
es una forma indeterminada «—oc. Sumemos las fracciones algebraicas y

simplifiqguemos todo lo posible la expresion.

(2x—3 X2+1J='xiiﬂ((zx_3)(x+3) X2 +1 j_

i) B oaen) o)
—lim <2XZ+6X_3X_9)_X2_1J im 310 ) 8 [
Ixﬁs[ (x-3)(x+3) !(—>3£(X—3)(X+3)] 0

Este resultado se podria decir que no existe, ya que el limite por la derecha de 3 es +oo y por la
izquierda es —o.

2 2
b) lim 2x" =3 X' +5X = oo —oo( Indeterminacion)
xotol 2X—=3  X+2

Para resolverla realizamos la resta de las fracciones:

i (2X2—3_ X2+5Xj: i {(2x2_3)(X+2)—(X2+5X)(2X—3)J

2Xx—=3  Xx+2 (2x-3)(x+2)

X—> +o0 X—> +o0

2x3 + 4x? —3x—6—(2x3 —3x% +10x? —15x)
(2x=3)(x+2)

[ =3x*+12x-6) - N . (=3x*) . (=3) |-3
= lim | ————— |=—(Indeterminacién)= lim | — |= lim | — |=|—
X—> +00 2X°+X—6 400 x>+l 2¥ X—>+o0| D 2

4. Asintotas de una funcion.

Una funcion puede tener tramos en los que la grafica se aleja indefinidamente. Estos tramos se
Ilaman ramas infinitas de la funcion.

Cuando una rama infinita se acerca indefinidamente a una recta se llama asintota.

Asintotas verticales

Una funcidn f(x) tiene una asintota vertical en x =a si lim f (x) = +o0
X—a

Para hallar las asintotas verticales se observa el dominio de la funcion.
Para conocer la posicion de la curva respecto de las asintotas se hallan los limites laterales.

Ejemplo

Dada la funcion f(x) = 2;2 las asintotas verticales corresponden a los valores que anula

al denominador.
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143_,
Las raices son: xz_x_zzoszli\/us:lig: 5
2 2 ]1-3

ER

Calculamos los limites laterales en x = -1y en x = 2 y asi comprobamos el comportamiento de la
funcion en las proximidades de sus asintotas.

lim f() = lim =% — o0
x—>—1" x>1 X2 —x—2 0"
lim FO)=lim— =% e

x> x2—x—2 0"

1
W=+
x'-a-1 x=-2
lim f(x) = lim 1 L dimfelim = o
x>1" X2 —=Xx—=2 0 X—>2 x>2 X2 —x—2 0

Asintotas horizontales

Una funcién f (x) tiene una asintota horizontalen y=b si lim f(x)=b

Para hallar la asintota horizontal en y = b se halla el siguiente limite: lim f (x) =b si se obtiene

un valor finito existe asintota horizontal, pero si el resultado es oo no existe asintota horizontal.

Ejemplo:
) . o 5 2%’
Calcula las asintotas horizontales de la siguiente funcion: f(x)=— .
X+
Para hallar las asintotas horizontales calculamos el limite en el infinito.
. . 2%? .
lim f(x) = lim 22— = lim 2X _\im2-2
X—>+o0 X—>+o0 X + X—>+00 )(Z/ X—>+o0

La asintota horizontales y =2.
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Asintotas oblicuas

Una funcion f (x) tiene una asintota oblicua en y =mx+n si:

m=|imw

X—»00 X

nzli_r)po(f(x)—mx)

Ejemplo:
) _ g 2X2 + X2
Para hallar las asintotas oblicuas de la funcién f(X)= — calculamos:
2X° +Xx-2
X)) . 22X +x-2 . 2
m=tlim %) _ jim — X _jim . :Ilmizz
X—0 X X—00 X X—00 X X—>00 )(Z
2 _ 2 _9_ 2 _
n=|im(f(x)—mx):lim(M—ZXleimzx tX-2-2x =IimX—2:Iim§=1
X—00 X—00 X X—00 X X—00 X X—00

Por lo tanto, la asintota oblicua es: y =2x+1
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|
[ o
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5. Continuidad de una funcion

5.1. Estudio de la continuidad de una funcién en un punto
Una funcidn es continua en un punto cuando el limite de la funcion en dicho punto es igual al
valor de la funcion en él.
La definicidn es la siguiente: f (x) es continua en el punto x = a < leig f(x)=f(a).

Para comprobar si una funcion es continua en x = a procederemos realizando los 3
pasos:
1) La funcion f (x) esté definida en el punto x = a. Esto es, se sabe cuanto vale f (a).
2) Existe el limite en x = a: existe lim f (x) =L
X—a

3) El valor del limite coincide con f (a). Esto es, lim f (x) =L = f(a).

De las cuatro funciones siguientes, solo la primera es continua en el punto x = a.

(1) 2) (3) (4)
A S JS&x) FAC:) ] — . &)
; I N 65 N
i N S s N N N T
Z Z Z z
fix)es contiuaenx = a Jix)no es continua enx = a: Aix)no es continua enx =a:  flx) no es continua enx = a:
Ma)no esta defimda fﬂf[x} 2 fla) no existe el limite enx = a
Ejemplos:

1) La funcion f(x) = il es discontinua en x = —1, pues en ese punto
X+

no esta definida.
Si calculamos los limites laterales en x = —1:

|
|
|
|
4 4 2 4|1 ) i
|
|
|

x—-1" - -
X+ = lim —— =oo(No existe)
. 4 4 x>-1x 41
lim —=—=+4w
-1 Xx+1 0°
No existe la funcion ni el limite > La funcion presenta una discontinuidad inevitable de salto
infinito en x = -1.

e

2) La funcion f(x)= es discontinua en x = -1, pues en

2

x+1)

ese punto no esta definida.
Si calculamos los limites laterales en x = —1:

[ a——— ‘
o1 (x+1)" 0 _ B / \
= lim f (X) =400 2
4 _i: x—>-1 A
oo (X +1)° 0 - —

9 A
No existe la funcion, pero si existe el limite (es infinito) > La funcion presenta una
discontinuidad inevitable de salto infinito en x = —1.
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X+2 si x<-1

-X+2 si x>-1
X =—1, En ese punto la funcion vale f(-1) = 1.

3) La funcion f(x) ={ es discontinua en

Si calculamos los limites laterales en x = —1:

. = No existe lim f(x)
lim-x+2=3 x—>-1

x— 1"

Como existe la funcién y no existe el limite (son finitos) ->La
funcién presenta una discontinuidad inevitable de salto finito en x = —1.

» X+2 si x<-1 ) .
4) La funcion f(x)= es discontinua

-X si x>-1
en x = -1, pues en ese punto no esta definida la funcion.
Si calculamos los limites laterales en x = —1:
lim x+2=1

X—>-1"
lim-x=1
x—-1"

Como existe el limite y no existe la funcion - La funcion presenta una discontinuidad

evitable en x = 1.

= Existe Iirr_11 f(x)=1.

., X+2 si x<-1 .
5) La funcion f(x) = . es continua en
-X s x>-1
X=-1.
En ese punto la funcidn esta definida y vale f(-1) = 1.
Si calculamos los limites laterales en x = —1.:

lim x+2=1

x—-1"

lim-x=1

x—-1"

Como existe la funcion, el limite y son iguales ->La funcién es continua en x = —1.

= Existe Iirr_l1 f(x)=1

5.2. Funciones continuas.

1) Las funciones polinémicas f(X)=a,+aX+...+8,X", son continuas para todo niimero real x.

Ejemplos:
Son funciones continuas:

a) f(x)=2. Las funciones constantes se representan mediante una recta horizontal.
b) f(x)=2x-1. La funcidn polindmica de primer grado es una recta.

2 - Lo .
c) f(X)=x"+2x-1. La funcion polindmica de segundo grado es una parabola.

d) f(X)=x—3x*+2x~1. Todos los polinomios, de cualquier grado son funciones continuas.

3, +aX+..+a,Xx"
m

b, +bX+...+b, X

dominio; esto es, siempre que no se anule el denominador.

2) Las funciones racionales f (x)=

, son continuas en todos los puntos de su
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Ejemplos:

a) Lafuncion f(x) = 3;(_; es continua siempre, para todo namero real, pues su denominador
X"+

siempre es distinto de 0.

b) Lafuncion f(x)= 3;( _411 es continua para todo nimero real distinto de 2, y —2. Para esos dos
X —

valores se anula el denominador.

3) Las funciones con radicales, trigopnométricas, logaritmicas y exponenciales son continuas en
todos los puntos de su dominio.

Ejemplos:
a) Lafuncién f(x)=+/x*—4 es continua paratodo x > 2; y para todo x <—2. En el primer caso
por la derecha; en el segundo, por la izquierda. No esta definida en el intervalo (-2, 2).

b) La funcién f(X)=+/4—x* es continua s6lo en el intervalo [-2, 2], que es su dominio de
definicion.
c) Lafuncién f(x)=log (x2 —1), que esta definida siempre que X ¢ [—1, 1] , €S continua para
todo X e (—oo,—l) U(l, +oo) ,

2
d) Lafuncién f(x)=(x—3)e”" es continua en todo R. En cambio, f(x)= (x—3)e** noes
continua en x = 1, ya que no esta definida en ese punto.

4) Las funciones definidas a trozos seran continuas si cada funcién lo es en su intervalo de
definicion, y si lo son en los puntos de union de los intervalos; para esto Ultimo es necesario que

coincidan los limites laterales.
2 -

Ejemplos:

2 -
X° s Xx<O0 .
es continua en todo R.

0 si x>0 2 0

M-

a) Lafuncion f(x) ={

2 -
b) La funcion f(x) = xSl _XSO es discontinua en x = 0.
x-=1 si x>0
U
2
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6. Representacion grafica de rectas, parabolas y funciones a
trozos.

6.1. Funcion constante (recta horizontal)
Las funcionesy = 3 e y = — 3 son funciones constantes.

y=—3

x =k es una recta paralela al eje Y. No es funcion puesto que para un valor determinado existen
infinitas imagenes.

6.2. Funcidn lineal y afin (recta oblicua)

La funcidén y = mx se denomina funcion lineal y su grafica es una recta de pendiente m que pasa
por el origen de coordenadas.

La funcién y = mx + n se denomina funcién afin y su gréafica es una recta de pendiente m que
pasa por el eje OY por el punto (0, n) .

Y= —2r y=32r

Funcion creciente (m>0)  Funcién decreciente (m < 0)

m=2 L

6.3. Funcidén cuadratica (parabola)

Representa graficamente la funcion:  f (X) =x*—5x+6
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1) Puntos de corte con los ejes:
Para x = 0 tenemos que f(0) = 6, luego el punto de corte con el eje Y es (0, 6) .

Para'y = 0 tenemos que 0 = x*> —-5x+ 6 asi que resolvemos la ecuacion de segundo grado:

5+1_3_X
X_Si\/25—24_5J_rl_ 2
2 2 5-1_,_,

2

Por lo tanto, los puntos de corte con el eje X son (2, 0) y (3, 0).

2) Vértice de la parabola:
Veértice _—b f (_—bj :(E_—lj
2a 2a 2 4

3) Méximos 0 minimos:
. . . - 5 -
Como a>0 entonces tenemos un minimo, que coincide con el vértice Minimo [E?

4) Crecimiento o decrecimiento:
Como a > 0, tenemos que la funcion es decreciente en el intervalo (-, 5/2) y creciente en el
intervalo (5/2, +o0).

5) Concavidad o convexidad:
Como a > 0 la funcién es céncava en todo su dominio.

6) Tabla de valores:
Construimos una tabla de valores con los puntos de corte con los ejes, el vértice y otros
puntos alrededor de él.

y =X —5X+6
6
0
5/2 -1/4
3 0 .

v {2.0) '-\1'»/7{3.0) 4 : ’
" vGi)

Representa graficamente la funcion:  f (X) =—x*+5x—6

1) Puntos de corte con los ejes:
Para x = 0 tenemos que f(0) = -6 luego el punto de corte con el eje Y es (0, —6) .
Paray = 0 tenemos que 0=—x*+5x—6 asi que resolvemos la ecuacion de segundo grado,
siendo sus raicesx =2y x = 3.
Por lo tanto, los puntos de corte con el eje X son (2, 0) y (3, 0).

2) Vértice de la parabola:
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Vértice[_—b, f (_—bn = (Elj
2a 2a 2 4

3) Maximos 0 minimos:

. . - Lo 51
Como a < 0 entonces tenemos un maximo, que coincide con el vértice. Maximo (EZ :

4) Crecimiento o decrecimiento:
Como a < 0, tenemos que la funcion es creciente en el intervalo (— oo, 5/2) y decreciente en el
intervalo (5/2, + «).

5) Concavidad o convexidad:
Como a < 0 la funcién es convexa en todo su dominio.

6) Tabla de valores:
Construimos una tabla de valores con los puntos de corte con los ejes, el vértice y otros
puntos alrededor de él.

X | y=—x*+5x-6 ' v(33)
L (2,0) 4~ _(3,0)
0
5/2 1/4 s
3 0 ;

6.4. Funciones a trozos

Una funcidn definida a trozos es aquella cuyo dominio esta dividido en intervalos disjuntos, y
cada intervalo de la funcién viene dada por expresiones matematicas distintas.

x> -4 si x<0
Representar la funcion siguiente: f(x) =+ 1

= si x>0
X
Se dibuja cada gréafica en el intervalo que esta
definida.
2 1
f(x)=x"-4 f(x)==
X
x(x<0) | f(x)=x*-4  x(x>0) f(x)=§
0 - 0,5 2 il
-1 -3 1 1
2 2 0,5
-3 > 4 0,25
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Ejercicios.
Representa la gréfica de las funciones siguientes:

a) f(x)=2x—-4 b) f(x)=—x+4 C) X=2

» i
d) y=—X’+4x+21 &) ¥ =2x*-8X f) fgol 0 S ox<3
—X+3 si x>3
Soluciones:
N

Sf)=2x—4 Creciente N Decreciente

1

|
.
L

|

|

254

Maximo (2, 25)

Bl -3 {1 15 20 25
) :ym\—:cz—t—4:l:+21

Crecienterr Decreciente
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7. Resumen de operaciones con expresiones infinitas

K+ (+oo) =+o0  Siendo K un nimero real cualquiera

K+ (—oo) =—oo  Siendo K un nimero real cualquiera
Suma
(+00) + (+00) = +o0
(—o0) + (—o0) =—o0
K :(+00)=+c0 Siendo K un nimero real positivo
K -(+00)=—00 Siendo K un ntimero real negativo
K :(—0)=—-o0 Siendo K un nmero real positivo
Producto . , .
K :(—0)=+o Siendo K un nimero real negativo
(+o0) - (o0) = (=o0) -(—o0) = +o0
(=o0) - (e0) = (#o0) - (—o0) = —o0
K . , .
— =0 Siendo K un namero real cualquiera
o0
400 . , "
- +o0o  Siendo K un namero real positivo
+00 . , .
a —oo  Siendo K un ndmero real negativo
Cociente % =—oo  Siendo K un nimero real positivo
% =+o0  Siendo K un ndmero real negativo
0 .
—=0 Siendo K # 0
K
K

o (Indeterminacién)

K™ =400 SiendoK >1
K™ =0 Siendo0O<K <1

K™ =0 SiendoK >1
Potencia K™ =400 Siendo O< K <1

(+oo)+w = +00

(+oo)_°o =0
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TEjercicios

Calculo de limites por métodos algebraicos

1. Utiliza tu sentido comun para asignar valor a los siguientes limites:

a) lim x* = polim X3 =
X—> +00 X—> +00
b) lim x* = ; lim x® =
X—> —o0 X—> —00
C) limx? = ; limx® =
X—2 x—0
) 1 ) 1
d) lim = = ; lim = =
X—> 400 ¥ X—>+0 X
_ 3—x+Xx? . 3—X+X
e) Ilm —2: ; I|m — 3
X—>—® X X—>—0 X
 3—x+X . 3-x3+X
X— —00 X X— —00 X
im 3-x'+x* - im 3-x*+X
9) X—> —00 X2 B e X3

2. Tanteando con la calculadora, indica el valor de los limites:

a) lim In_x:
X—> +00 X
eX

by lim ==

X—> 40 X2

3. Resuelve los siguientes limites:

) X +x*—8x—-12
a) lim 4 3 2
x>-2{ X" +4X° +5X" +4x+4

3
b) Iim[X _8]
x>2| xX—2

4 3 2
Q) fim| X=X =X
x=0| X* —4X° 45X

4. Calcula:
2
a) lim 23x +10x
x—>+o| X*—3X+4
b) lim 3x -4
x—>+002X_5X2
3_
c) lim

x>0 X2 412X

5. Calcula el valor de los siguientes limites:

lim—x3+x%=
X—> +00
lim—x3—x%=
X—> —00

limx®—x% =
X—>-1
1

lim =
X—> +00 X3 _X2

. 3—x+x?
X— —00 X _X

I NG
X— —00 X _X
34X
lim ——=

X—>—© X3 — X2
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2) Jx? —=5x+1

Iim —
x>0 [AX? +3x
VX2 +2x

b) lim———
X—>—+00 2X—1
& lim 3x? +5x
x>+ [x® +5x -3
6. Calcula:
1
a) Iirr;S(H)z
X
b) lim 3x2
X—> +o0
7. Calcula:
. [3x=1) «x
a) lim
) Hl(x2+l]
b) lim —3X_1) i
x>1\ X+2
—3x+2
[ XP-1) %1
c) lim
) x—>+m[x2+2j

8. Halla el valor de los siguientes limites:

a) IimL X X_lzJ
x>2| X—2 (X—Z)

2
b) "m(ZX—B_ X +5x—6]

3| x—-3 x* -9
2 2

C) lim (X 1 X jSJ
X—> +00 X_3 X

Continuidad y gréficas

9. Indica los puntos de discontinuidad de cada una de las siguientes funciones. Justifica la
respuesta en cada caso.

a) F()=X+8  b) rp9=—= €) f(X)=—5 -
X°+8 X° - X“+8

e) f()=vx+4 f) f(X)=vVx+4 g) f(x)=¢"? hy f(x)=log(5x—6)

d f(x)=

et si x<1
10. Indica los puntos de discontinuidad de f(x)=1 1 ]

2 si x>1

X J—
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11. Dibuja la grafica de las rectas siguientes, indicando si son continuas y el valor de los limites
en el —co y en +oo:
a) f(x)=-1 b) f(x)=2 ¢) x=3d) f(x)=2x-2 €) f(x)=—x+2 f) x=-2

12. Dibuja la gréafica de las parébolas siguientes, indicando si son continuas y el valor de los
limites en el —co y en +oo:

a) F(X)=x"b) F(X)==x ¢) F(X)=—X*+x+2 d) F(X)=X"+2X ¢) f(X)=-X"+3x+10

—Xx*+3 si x<2
13. Dada la funcion f(x)=<x+1 si 2<x<4. Estudia la continuidad y representa
5 si x>4
graficamente.

14. Calcula el valor de K para que la siguiente funcion sea continua en R :

2_ -
F(x) = X -1 SI- Xx<5
4x+k si x=5

Representala graficamente para el valor de k obtenido.

15. Determina a y b para que la siguiente funcion sea continua en ‘R :

ax*+b si x<0
f(x)=<x—a st 0<x<l1

a .
—+b si1<x
X

Soluciones

1. a) +oo; +o0; —0 b) +o0; —00; +o0 ) 4; 0; -2 d)0;0;0 e)1;0;0
f) —o0; -1; -1 g) —o0; —00; +00

0; +oo

a)—1.b)12.¢)0.

a) 0. b) —3/5. ¢) +oo.

a) 1/2.b) 1/2. ¢) +oo.

a) +oo. b) 3.

a) 1. b) No existe: 0; +oo. C) 1

a) +o0.b)2/3.¢) 3

NN

9. a) No tiene. b) -2 c¢) {_J§;J§} d) No tiene e) No tiene f) (—0,-4) g) No tiene h) (—W,g}

10. x=1; x=2
11. a) Es continua, como es constante > lim f(x) = lim f(x) =-1 b) Es continua, como es

constante = lim f(x) = lim f(x) =2. c) No es funcion y por lo tanto ni es continua ni
X—>—00 X—>+00
podemos hablar de limites. d) Es continuay lim f(x) =—o0; lim f(x)=+o0 €) Es continua
X—>—00 X—>+00
y lim f(x) =+o0; lim f(x)=—oo f) Noes funciény por lo tanto ni es continua ni podemos
X—>—00 X—>+00

hablar de limites.
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12. a)Es coﬁtinuay lim f(x)=lim f(x)=+c0.b)Escontinuay lim f(x)=lim f(x)=-o0.c)
Es continuay lim f(x)= lim f(x)=—o0.d) Escontinuay lim f(x)= lim f(x)=+.¢€)Es

continuay lim f(x)= lim f(X)=—o0.

AT

13. Es continua en R—{Z},/ | \
| /]
\ |
\ I
1 {
\ |
\ !
\ |
\ /
\ f
\ f
\ /
-
\ /
\rr-/
14, K=4,
15. a=1.b=-1
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No es lo mismo...
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... bajar por el tobogan de un parque infantil que tirarse desde lo més alto de una montafia rusa.

Si dibujaramos el perfil del descenso de estas tres atracciones podriamos decir que se trata de
la grafica de tres funciones decrecientes, pero es evidente que el ritmo de decrecimiento en
cada una de ellas es muy diferente. Por ejemplo, hablariamos de un decrecimiento lento en el
primer caso y un decrecimiento muy rapido en el tercero. (Como describirias el de la segunda

imagen?
¢Coémo podemos cuantificar la velocidad a la que crece o decrece una funcién? con la
derivada.

Ya sabes que la derivada de una funcion en un punto es la pendiente de la recta tangente en
ese punto. Pues bien, ese numero es el que nos informara de si una funcion esta creciendo en

un punto o decreciendo y a qué ritmo lo esta haciendo.

La derivada nos informa de como y a qué velocidad varia una funcién

En este tema definiremos formalmente conceptos como maximo y minimo relativo —en la
tercera imagen aparece un maximo— o punto de inflexion, como los que puedes visualizar en
la segunda imagen. Gracias al calculo de estos puntos podras dibujar con precision graficas
de funciones que hasta ahora s6lo podias esbozar.

Acabaremos resolviendo problemas para que puedas apreciar la gran potencia que tiene la
derivada tanto como herramienta de célculo como en el anélisis de funciones.

Un tipo de problemas muy interesantes son los de optimizacion. En la vida cotidiana interesa
con frecuencia lograr que una cierta magnitud sea lo mas grande o lo mas pequefia posible. Por
ejemplo: calcular el precio a que debe venderse un producto para obtener el maximo beneficio,
o0 bien, averiguar la forma que debe tener una caja de una cierta capacidad para que el coste de
produccién sea minimo. Resolveremos problemas sencillos y dejaremos los mas complejos
para el curso que viene, que es cuando dispondras de las herramientas de calculo necesarias.
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Observando la grafica podemos establecer los siguientes aspectos de la funcion:

Maximo relativo

creciente creciente

il

Infiexién

L 4

oo 1 3
Minimo relativo

céncava convexa

e Dominio= R
e Continua en todo su dominio.

e Puntos de corte con los ejes: (-2,0), (0,2) y (1,0)
o Creciente en (—0,—1)U(L+o0), decreciente en (—1,1).

e Méximo relativo en el punto (—1,4)y minimo relativo en el punto (1,0). No es ni
maximo ni minimo absoluto.

¢ Concavaen (-»,0) y convexaen (0,+%).
e Punto de inflexién en el punto de coordenadas (0, 2)
o lim f(x)=—0 y lim f(x) =+

Vamos a estudiar varios aspectos relativos a una funcion sin hacer uso de su gréfica.
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1. Derivada de una funcidn en un punto

1.1. Definicion

Una funcién f (x) es derivable en el punto x = a si existe el limite:
. f(a+h)-f(a
imf@rh)-f@
h—0
Este limite se denota por f “(a), y existe cuando resulta un nimero real finito.

tangemef’i secarte
_f — fx)
fla+ i) - fa)
g
s |
|
,."h" ¢ - |
f +
[ 8 gep @tR

La derivada es el limite de un cociente de dos cantidades infinitesimales. EI numerador mide la
variacion de la variable dependiente (f (X)) en relacion con la variacion de la variable
independiente (x).

El cociente mide la tasa de variacion media de una variable respecto a la otra. Cuando se impone
que la variable independiente varie una cantidad infinitesimal (eso indica que h — 0), lo que se
esta calculando es la tasa de variacion instantanea de la funcion f (x) en un punto determinado.
Esto es, qué le pasa a f (x) cuando varia x en los alrededores de un punto a.

- Ejemplo:

Dada la funcién f(X)=-X*+4X, su derivada en el punto x = 3 es f *(3) = lim
—0

f(3+h)—f(3)
h

Como f(3+h) =—(3+h)2 +4(3+h)=-9-h*-6h+12+4h=-h*-2h+3 y
f(3)=—3"+43=-9+12=3, se tendra:

_jim =" -2h+3-3 . -h 2h:"mk(( h-2)

h—0 h >0  h >0 o

-2

(@ =1lim f(3+hr)]— f(3)

Luego f "(3) =—2. Este nimero indica que en el punto x = 3, la funcion esta decreciendo en la
proporcion 2 a 1: la razdn que expresa la relacion entre la variacion de ambas variables vale 2.
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1.2. Interpretacion geométrica de la derivada (recta tangente a la funcion)

La derivada, f "(a), es un nimero que da el valor de la pendiente de la recta tangente a la curva f
(x) en el punto P(a, f (a)) . Esto es, en la recta y = mx + n se tiene que m = f “(a); como ademas
la recta pasa por P(a, f (a)) , se obtiene que la ecuacidn de dicha recta tangente seré:

y—f(a)="f(a)(x—a).

fla)

@'Eiemplo:

La recta tangente a la funcién f(X) =-X*+4X en
el punto de abscisa x = 3, sera:

y—f (3) = f '(3)(X—3) . NI F(x) = +ax
Y como f(3)=3yf’(3)=-2, se obtiene: y -3

- 29 = =209

f(3)=3:- - 4/

y=-2x+9

|
|
|
|
|
|
|
|
|
2

.3 X
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1.3. Derivabilidad, continuidad y derivadas laterales.

Para que una funcion sea derivable en un punto son precisas dos condiciones:

1) Que la funcién sea continua en dicho punto.
2) Que las derivadas laterales existan y coincidan en ese punto.

. Derivadas laterales
Izquierda: f "(a”) = lim

h—0"

Derecha: f“(a*) = lim

h—0"

f(a+h)— f(a)
h

f(a+h)— f(a)
h

La derivada, f’(a), existe cuando f (@) =f"(a").
Geométricamente significa que la tangente a la curva en el punto
(a, f(a)) es la misma tanto si se traza por la izquierda como por

la derecha.

Las derivadas laterales no coinciden en los puntos angulosos, en —
los picos de las funciones. Por tanto, en esos puntos no existe la
derivada.

Esta condicion es particularmente importante en las funciones definidas a trozos. Para esas
funciones resulta obligado estudiar las derivadas laterales en los puntos de separacion de los
distintos trozos.

« Continuidad y derivabilidad

La relacién entre derivabilidad y continuidad es la siguiente:

e “Sif (x) es derivable en x = a = f (x) es continuaen x = a”

e Elreciproco no es cierto: “si f (x) es continua en x = a = f (x) es derivable en x = a”

Para comprobar este resultado basta con dar un contraejemplo. EI mas sencillo es considerar la
funcion f(X)=|x| , que es continua en x = 0 pero no derivable.

@. 4 Flxi=—x*+4x
Ejemplos:

—x?+4x si x<3
-2X+9 si x=3

en el punto donde se unen las funciones a trozos, en x = 3. Esto
implica que se puede pasar de una funcion a otra sin cambios

a) La funcion f(x) ={ es continua y derivable | y=-2x+9

bruscos. (Recuerda que y = —2x + 9 es la recta tangente a 34
y=-X+4X enx = 3).
2 -
b) La funcion f(x)= x“+1 tS' X<0 o5 continua en x = 0, pero no
x+1 si x>0 Fix)y=x+1
es derivable en ese punto. (En el punto x = 0, la funcién hace un
cambio brusco, tiene un pico). 0
2 0 2
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2. Funcion derivada

La funcion derivada de una funcién f (x) es una nueva funcién que asocia a cada nimero
real su derivada. Se denota por f “(x). Su definicidn es la siguiente:

£ /()= lim f(x+ h;— f(x)

h—0

Si y=f(x), seescribe y'= f(x). También es frecuente escribir f "(x) = ? oy'= % .
X

2.1. Derivada de algunas funciones

Para obtener la funcion derivada de cualquier funcion conviene seguir el proceso siguiente:

1) Dada y=f(x), hallar f (x+h).

2) Hallar y simplificar la diferencia f (x+h)— f(x).
f(x+h)—f(x)

3) Escribir y simplificar el cociente

. En el célculo de este limite suele estar

. . f(x+h)—f(x
4) Resolver el limite f (X):LLng ( z (x)

la dificultad mayor.

Aqui, para que se aprecie el método a seguir (y quizas la dificultad de ello) se obtendra la
derivada de una funcion sencilla.

@'Eiemnlos:

a) La funcién derivada de f(X)=X"+2X puede obtenerse as:

1) Se calcula f(x+h):
f(x+h)=(x+h)2+2(x+h)=x2+h2+2xh+2x+2h
2) Sehalla f(x+h)-f(x):
f(x+h)-f (x):)({+h2+2xh+?x+2h—()({+$():h2+2xh+2h:h(h+2x+2)

3) Se forma el cociente F(x+ hr)] — () :

f(x+h)—f(x) h(h+2x+2)
h ~h

=h+2x+2
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Fx+h) - f(x)

4) Se resuelve el limite T (X) = Lim

-0
£ = lim T XM= iy h 4 251 2) = [2xr 2
h—0 h h—0

Por tanto, la funcién derivada de f(X)=Xx*+2x es T (X) =2X+2

Si ahora se desea hallar la derivada en cualquier punto, basta con sustituir. Asi:

£(0)=2042=2 ' (1)=21+2=4; f/(<2)=2(-2)+2=-2

3. Reglas de derivacidn para las operaciones con funciones

Se puede demostrar que la derivada de una funcion polinémica es la siguiente:

f(x)=a,Xx"+a, X" +..+a,X" +ax+a,= f (X)=nax""+(n-1)a, x"* +..+23,X+a

@.Eiemplos:

a f(X)=-32= f " (x)=0
b. f(x)=x= f'(x)=1

c. fX)=X=f"(x)=3%
d. f(X)=x"=f’(x)=5x"
e. T(X)=X+x+x-32= f"(x)=5x"+3x"+1

Cuando las funciones no aparezcan en su forma tan simple o cuando intervengan mas de una
funcion se aplicaran las siguientes propiedades.

Derivada de una constante por una funcion:

f)=k-g(x)=f(x)=k-g"(x)

@.Eiemplos:

L Y= =y =44x° =-16x°

a
b. y:_—x4:>y':__1.4.x3=_x3
4 4
2 _ _ 2
c y=;=2x1:>y=2-(—1)x2_—2
2 , —6
d y===2x"=y=2(3)x"=—

Derivada de una suma o diferencia de funciones:

fFO)=g0)=h(Xx)= f (x) =g (x)=h"(x)
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-Eiemplos:

a. (3x5 —4%® ), =15x* —12x?

b. (_ZX_ JZ__Z
5 5

Derivada de un producto de funciones:
f(X)=p(x)-s(x) = f(X)=p"(x)-s(x)+ p(X) - s(X)

-Eiemplos:

a Y=3x5x" = y'=15x"5x" +3x> 20x> = 75x" + 60" =135X" . También se puede
multiplicar primero y derivar después, obteniendo el mismo resultado.
y=3x>-5x" =15x° = y'=135%°,

b. y= (2x—3)(x3 —5) = y= (2)(x3 —5)+(2x—3)(3x2) =
=2x>-10+6x°> —-9x* =8x%®-9x* —10

Derivada de un cociente de funciones:

f(x)= % £ () =1 )-d ([2)(; )n](zx) -d(x)

©.Eiemplos:

_x+l v Hx-1)-1x+1) x-1-x-1_ -2

x—1 (x—1)° (x-1)°  (x-1)
=X2_3X+1:> _ (2x=3)(x-1)-1{x* -3x+1)

a.y

x-1 (x-1)°
2x% —2x—3x+3-x*+3x—-1 X*—2X+2

(x-1) o (x-1y

b. y

Derivada de la funcion compuesta (regla de la cadena):

f(x)=g(h(x))= " (x)=g"(h(x))-h"(x)

©.Eiemplos:

a. y=(3x° )4 = y=4(3x° )3-15x4 = 4.27-x°15x* =1620x"°. Evidentemente esta derivada

sirve como ejemplo, pero la forma légica de hallarla es simplificar antes de derivar para
hacerla de forma mas agil y segura.

y=(3x°)" =81x* = y'=1620x*
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b. y=(3x*—3x’ +5x —12)4 = y'=4{(3x" —3x° +5x —12)3-(15x4 —9x?+5). Con esta

derivada es més logico utilizar la regla de la cadena.
4. Formula de la funciéon derivada de las funciones usuales

4.1. Derivada de potencias y raices
Son dos casos particulares de funciones compuestas: y = ( f (x))n ey=4f(x)
Sus derivadas son:

y=k=y=0

y=x=y=1

y=x"=y’=n-x""

y=k-x"=y=k-n-x""!

y=(f()) = y=n{f(x))"f(x)

f7(x)
n-J(F))

y=yf(x)=y’=

El caso particular de la raiz cuadrada es conveniente aprenderse la formula rapida:
. (X

y= f(x):yzzm.

La derivada de las raices tambien puede obtenerse convirtiendo la raiz en una potencia de
exponente fraccionario y derivando como potencia:

y=4/T00 =(00)r = y'=2-(100) 1 ()

@"Eiemplos:

a. Y=X4—2X2+%x—32:> y':4x3—4x+%

1 ’ 1 ) 1
b. y:(x4—2x2+—x—32J :y’:(x4—2x2+—x—32j -(4x3—4x+—j
4 4 4
2_
C. y=UxX*-5x*+3=y’= 3x” —10x

2.Jx®—5x2+3

2_
yzsl—x3—5x2+3:>y’: 3x°—=10x

3-3(x3—5x2+3)2

o

4.2. Derivada de las funciones logaritmicas

Logaritmo neperiano: y=Inx=y’= 1
X
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(Y
f()

Para la funcion compuesta:  y=Inf(x)=y'=

Logaritmo en base a: y=log, x=y = 1 log, e
X

y '
Para la funcién compuesta: ~ yY=Ilog, f(X)=y =Wlogae
@ Ejemplos:
2x—4
a. y=In(x*-4x+11 -
Y ( ):> y x? —4x+11
2x—4
b. y=log(x*—-4x+11 =—"" — _.loge
Y g( ):>y X —dx+1l 9

4.3. Derivada de las funciones exponenciales
Exponencial de base a; Y=a" =Yy =a"-Ina

Para la funcién compuesta: y=a'"=y=a".f(x)Ina

Exponencial de base e: Y =€ =Yy '=¢"

f(x

Para la funcién compuesta: y=e'®=y=e'.f(x)

@.Eiemnlos:

a y=10" = y'=10"In10=2,310"
b. y=2""=y'=2""(2x~4)In2

x2—4

c. y=e*=y=2x-e
4.4. Tabla de la derivada de las funciones usuales

Resumiendo todo lo anterior puede formarse la siguiente tabla. En ella:
® C,n,ayesonnimeros
e X designa la variable independiente.
e y representan la funcion de x.
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TABLA DE FUNCIONES DERIVADAS
Funcion Funcién derivada
y=C y'=0
y=X y'=1
y: Xn y':n-X"_l
, 1
=+/X Y=T"7F
y \/_ 2%
1
=1 y =
y=4x Yo
y=a’ y'=a"Ina
y=¢' y'=¢
_| _ 1|
y=10g, X y—; 09, e
1
y=Inx y'==
X
Yy =sen X y = Cos X
Y =CO0S X y =—sen x
y=1g X y'= 12 o bieny '=1+1tg°*x
COos” X
, 1
y=arc sen X y =
1-x°
, -1
Yy =arc Cos X y =
J1-x?
1
=arctg x =
y g y 1+ x?

4.5. Derivadas sucesivas

A la funcion derivada de f “(x) se le llama derivada segunda; se escribe f ~“(x). De manera
analoga se puede definir la derivada tercera: f “"(x), que es la derivada de la derivada segunda. Y
también la derivada de orden 4: f 'V(X), que es la derivada de la derivada tercera.

A la derivada de orden n se le llama derivada n—esima; y se escribe f n)(X) :

" Ejercicios:

1. Calcula la derivada primera, segunda y tercera de f (X)=—X* +4x

2. Calcula la derivada de f (x) = (x3 —2x? —3)5
3x

x> -5

4. Calcula la derivada de f(X)=+/3x" —2x

3. Calcula la derivada de f(x) =
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5. Calcula la derivada de f(x)=3/x"+1
6. Calcula laderivada de f(x)= %
X

7. Calcula la derivadade f(x)=2-7x° +i5—5\/§
X

8. Calcula laderivadade f(X)=3""

9. Calcula la derivadade f(x)= e
10. Calcula la derivada de f(x) =In(x"+x)

11. Calcula la derivada de f (x) = log(3x* +2)

12. Calcula la derivadade f(X)=x-€
13. Calcula la derivada de f(X)=X"-€'
14. Calcula la derivada de f(X)=x- ¥

15. Calcula la derivada de f(X)=x-e”
16. Calcula laderivadade f(x)=x-Inx
1+¢"
1-¢"
18. Calcula la derivada de f(x) =22+ e 2

17. Calcula la derivada de f(x)=

19. Calcula la derivada de f(X)=—X"+4X. Determina la ecuacién de las rectas tangentes a su
grafica en los puntos x = -1, x = 2 y x = 3. Dibuja la gréafica de la funcién y las rectas tangentes

halladas.
Soluciones:
1) f(x)=-2x+4; f " (x)=-2, f 7 (x)=0 2) f(x)=5(x"-2x* —3)4 (3x* - 4x)
, —3x?-15 , 3x-1 2X
3 f (= 4 (N=—e—— 5) f'(X) = ———
(X2 _5)2 V3x* - 2x 5. E’[(x2 +1)4
6) f(x)=— 7) F(x) =210 20 > 8) f'(X)=4In3-3**
x* x° 2\/;
2 , 4X3+1 6
f(x)=(2x-1)-e“* f(x)= ‘() — 2%
9) f'(x)=(2x-1)-e 10) f7(x) A 11) f(x) v

12) f'(x)=e*(1+x) 13) f’(x)=ex-(x2+2x)
15) f'(x)=e™(1-X) 16) f'(x)=1+Inx

18) (x) = (-3x* +2)2~"**In 2_% e
19) f(x)=-2x+4.

Tangenteen x=-1— y=6x+1.
Tangenteenx=2 —> y =4.
Tangenteenx=4 — y=-4x+16

14) £/ (x)=e""(1+2x)
17) f(x)=—2%

oo
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5. Aplicacion de la derivada para el estudio de la variacion de
una funcion

El signo de la derivada primera de una funcién permite conocer los intervalos de crecimiento y
decrecimiento de la curva asociada a ella. Ademas, en muchos casos posibilita la obtencion de
maximos y minimos relativos.

5.1. Crecimiento y decrecimiento

Decreciente

La situacion del dibujo se describe como:
La funcién es decreciente en (—o0,—1)\U(1,+00) y creciente en (—1,1)

5.2. Maximos y minimos relativos.
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Maximo

Decredente

Creciente

‘ ‘ ‘ , . :
2 15 i 05 05 1 13 2
| [l
|
|
14
|
} A5t

~  — — at

Minimo

La situacién del dibujo se describe como:
La funcidn tiene un minimo relativo en el punto (—1, —2) y un maximo relativo en el punto

de coordenadas (1,2).

@Eiemplo:
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La funcién f(X)==X"+2X es creciente a la
izquierda del punto x = 1, y decreciente a su
derecha, pues f'(X)=-2x+2 es positiva para x
< 1y negativa para x > 1.

)3
Por tanto, f(X)=-X*+2X tiene un maximo en
x=1.

Es evidente que f (1) = 0.

La determinacién de los puntos singulares de una funcién (aquellos en los que la derivada vale 0,
Ilamados también puntos estacionarios o criticos; y los puntos en lo que la funcién no esta
definida), permitira obtener el crecimiento, el decrecimiento, los maximos y los minimos.

0354

=
in
—

P ki

05+ Fxan

5.3. Aplicaciones de la derivada segunda. Curvatura: concavidad, convexidad,
inflexion

La concavidad y la convexidad dependen del punto de vista del
que mira. Adoptaremos la decision de que la concavidad sera >< :
asi: M; y la convexidad, asi: w. En algunos libros se expresa al

revés.

Concavidad

Observa lo que sucede en un intervalo de concavidad.

A = A 1 H
— Las tangentes a la curva estan por encima de ella. / ;
— Las rectas tangentes, de izquierda a derecha, tienen cada vez
menor pendiente. O, lo que es lo mismo, sus pendientes y=-x-3x
decrecen. (La pendiente viene dada por la derivada).
— Luego la derivada decrece: f “(x) es decreciente.
— En consecuencia, su derivada (la de f "(x)) sera negativa: f""(x) < 0.
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— Los méaximos se dan siempre en una concavidad.
— Por tanto, si en x = a hay un méaximo de f (x), se cumplira que f "(a) < 0.

@'Eiemplos:

a) La funcion f (X) = X" +2X es concava, pues su derivada segunda es A 0 2\
siempre negativa:
f(x)= -2x+2>f"(x)= -2 <0, Flxy=-x +2x

b) La funcién logaritmo, f(x)=Inx es concava en todo su dominio: R*,
Efectivamente, derivando:

f'(x):§—> f "(x)=;—3<0paratodox.

Observa lo que sucede en un intervalo de convexidad.

- Las tangentes a la curva estan por debajo de ella.
- Las rectas tangentes, de izquierda a derecha, tienen
cada vez mayor pendiente. O, lo que es lo mismo, sus

pendientes crecen. (La pendiente viene dada por la Convexidad
derivada)

- Luego la derivada crece: f (x) es creciente.

- En consecuencia, su derivada sera positiva: f “"(x) > 0. ' '

- Los minimos se dan siempre en una convexidad.

- Por tanto, si en x = a hay un minimo de f (x), se
cumplira que f ""(a) > 0.

@-’.Eiemplos:

a) La funcién f(Xx)=x*—2x es convexa, pues su derivada segunda es

siempre positiva: +— .
()= 2x-2 > (x)=2>0. l 1 /2 3
-1 R
b) La funcion exponencial, f(X)=€" es convexa siempre, pues su 27
derivada segunda es siempre positiva: f(x)=e 14
f '(X) =g > f ”(X) =¢* >0 para todo x. )
2 -1 1

Para estudiar la concavidad o convexidad en un intervalo:
Sif”(x) <0enelintervalo (Xl, Xz) la funcion f (x) es concava en ese intervalo.

Sif"(x) >0 en el intervalo (X;,X,) la funcion f (x) es convexa en ese intervalo.
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Para estudiar si en x = a hay un madximo o un minimo

- Sif’(@=0yf"(a) <0 lafuncion f (x) tiene un maximo en x = a.
- Sif’(@=0yf"(a) >0 la funcion f (x) tiene un minimo en x = a.

Puede observarse que los maximos se dan en concavidades; y los minimos, en convexidades.

Puntos de inflexion

Los puntos en los que la curva cambia de concava a convexa, o al revés, se llaman puntos de
inflexién; en esos puntos, la tangente corta a la curva.

Se cumple también que:

- Six=aesun punto de inflexion de f (x) entonces f “"(a) = 0.

1-._____‘

Puntos de inflexion

Y

T b -

Convexa a concava Concava a convexa

@
a) Lafuncién f (x)=x"—-2x*, vista en un ejemplo anterior, cumple:
f(x)=4x’-4x=4x° -4x=0=
x=0
x(4x* -4)=0=
4x?—4=0=x'=1=x=+1=#1
Los puntos x =—-1; x=0; x =1 , son los puntos criticos de la funcion y candidatos a maximos

0 minimos.
Para decidirlo estudiemos la variacion de la derivada primera:

e Antesde x=-1, por ejemplo x=-2— f (-2)= 4(—2)3 —4(-2)=-32+8=-24<0.
Decreciente.
e Entre x=-1y x=0, por ejemplo

x=-0,5- f (-0,5)=4(-0,5)"~4(-0,5)=-0,5+2=1,5>0. Creciente.
e Entre x=0 y x=1, porejemplo
x=0,5-> f (0,5)=4(0,5)’~4(0,5)=0,5-2=-1,5<0. Decreciente.
e Después de x=1 porejemplo x=2— f '(2) :4(2)3—4(2):32—8:24>0. Creciente.

Obteniendo el esquema siguiente, que nos permitira establecer los intervalos de crecimiento y
decrecimiento, asi como los maximos y minimos.

Ejemplos:
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\ /+\}/27

% y
-1
Observando esta evolucion de la funcion, se puede afirmar:

e Enlos intervalos (—o0,~1)U(0,1) la funcién decrece
o Enelintervalo (-1,0)U(1,+%) la funcién crece.

e En x=-1 hay un minimo.
e En x=0 hay un méaximo.
e En x=1hay un minimo.

La grafica de esta funcion es:

24
lf? 4 2
i Slx)=x"-2x .
ec ¢
e e
T ¥
C
‘ MxNimo
E] T
: 4
: - b,
e cR
¥ e
C Ce
: ni :
Minimo Minimo

., 3 . . .
b) La funcion f(X)=X"—3X+2 se puede estudiar de la misma manera, obteniendo las
conclusiones que aparecen indicadas en su gréafica:

Miximo relativo

Punto de
inflexion

X
———+—N
l\ 2 3 4 5 6
. Minimo relativo
34
—4+
—54
—6+
H—/
Creciente Decreciente Creciente
Concava hacia abajo Concava hacia arriba
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6. Optimizacion de funciones. Problemas de optimizacion

La optimizacion es uno de los problemas econdmicos més interesantes de resolver. Consiste en
determinar el valor que maximiza (beneficios) o minimiza (costes) una funcién sujeta a
determinadas condiciones.

Un problema de optimizacién clasica es el siguiente:

Se desea construir, al lado de una carretera, una zona de descanso para automovilistas.
Tendréa forma rectangular y estara vallada por los tres
lados no adyacentes a la carretera. Si su superficie es
de 7.200 m2, ¢ qué dimensiones debe tener para que el
coste de la valla sea minimo?

La situacién planteada se representa en la figura
adjunta, que en este, como en la mayoria de los casos, es clave para entender el problema.

Planteamiento y resolucién de un problema de optimizacion

Un problema de optimizacion vendra dado, generalmente, en términos de enunciado. Se dice que
estd planteado cuando se sabe exactamente qué funcion hay que hacer maxima o minima;
quedara resuelto cuando se halle y critique la solucién. Para ello, puede seguirse el proceso que
se detalla a continuacion:

1) Saber qué objetivo hay que hacer maximo o minimo. Esto se deduce de la lectura del
enunciado.
En el ejemplo anterior hay que hacer minimo el coste de la valla. (Este mismo ejemplo nos
servira para ilustrar los demas pasos).

2) Expresar en forma de funcion el objetivo propuesto.
El coste de la valla serd minimo cuando su longitud (L) sea minima.
Por tanto, la funcion que hay que hacer minima es L = x + 2y.
Generalmente esta funcidén dependera de varias variables; aqui, de dos. Hay que determinar
cuél de ellas depende de la(s) otra(s) y buscar en el enunciado la relacion que liga esas
variables; esta relacién siempre es una igualdad. Se obtendra asi una funcién de una sola
variable, que puede designarse por f (x) o por cualquier otra letra. Aqui se ha elegido L.
En L = x + 2y aparecen dos variables, x e y, que son las medidas del largo (x) y ancho (y) de
la zona de descanso.
¢Qué relacion existe entre x e y? Como se dice que la superficie de la zona es de 7.200 m?, y
esta superficie vale S = x -y , se tendré que 7200 = x - y . De donde:

y= 7200:> L(X)=X+27200 .
X

(Aqui termina el planteamiento del problema. Ahora hay que resolverlo)
3) Determinar el maximo o minimo buscado.

Los Optimos se encuentran entre los puntos criticos de la funcidn, que son las soluciones
f“(x)=0. Para que sea méximo hay que exigir que f “"(x)<O0 ;y para que sea minimo, que
f(x)>0.

En este caso hay que buscar un punto que cumpla: L'(x) =0y L""(x) >0.

Como
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L(X) = X—|—2@: X+@:> L,(X) :1_144200 14400
X X X =>1-——=0=>
L°(x)=0 X
2_
:%:03 x? —14400 = 0 = x = /14400 = +120

La solucién x = —120 hay que descartarla por no tener sentido una longitud negativa.
Calculamos la derivada segunda y la valoramos en x=120.

L'(x) =1— 144200 LX) = 2_144300 — L7(120) = 2_144030
X X 120

>0.

Por tanto, el minimo pedido se obtiene cuando x = 120 metros e y = 60 m.

©'Eiemplos:

1. Descomponer el nimero 80 en dos sumandos cuyo producto sea maximo.

Solucion:

Llamemos a estos nimeros x e y.

1) El objetivo es hacer maximo el producto de dichos nimeros.

2) La funciones P =x-y, como la suma de ambos es 80, tenemos:

=80 =80—
{x+y :>{y X P(x) =x-(80-x)=80x—x’
P=x-y P=x-y

3) Para hallar el maximo de la funcion, calculamos su derivada e igualamos a 0:
P’(x)=80-2x=0= 2x=80 = x=40
Ademés, tenemos que: P “(X)=-2<0 = x = 40 es un maximo.

Por lo tanto, los nUmeros son: x =40 vy =40

2. El coste de fabricacion de x unidades de un determinado producto viene dado por la funcién
C(x):0,1x2+3x+100. Todas las unidades producidas se venden a un precio dado por

p(X) =25-0,3x (C(x) y p(x) en unidades monetarias, u.m.). Calcula el nivel de produccién

que:
a) Minimiza el coste medio por unidad. ;Cual es ese coste?
b) Maximiza los beneficios. ¢A cuanto asciende ese beneficio?

Solucién:
a) El nivel de produccion es el nimero de unidades que hay que producir para alcanzar un
determinado fin.
1) El objetivo es determinar el nimero de unidades que hay que producir para que el coste
medio por unidad, M(x), sea minimo.
2) El coste por unidad se halla dividiendo el coste total, C(x), entre las unidades producidas.
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2
y M(x):C(X):O’lx +3x+100_01 134 @
X
3) Para que M(x) sea minimo, su derivada debe ser 0:
M () =012 _0— 01’(—2100 0=0,1x*~100=0=
X2 X

=0,1x* =100 = x = @ =+/1000

Como M “(X) = 200 — M “(+/1000 )_—
(\/1000)

Luego, el minimo se da cuando X=+/1000 aproximadamente 31,6 unidades.

Esta respuesta no es adecuada ya que las unidades deben ser 31 o0 32, al tratarse de un caso
real. Valoramos M(31)=9,3258 y M(32)=9,325, debe elegirse x = 32 unidades como
solucion éptima del problema.

El precio unitario minimo serd M (32)=9,325 u.m.

b) El objetivo es maximizar los beneficios obtenidos por la fabricacion y venta de x unidades de
producto.
Estos beneficios, B(x), se hallan restando los costes a los ingresos:

B(x) = Ingresos totales — Costes totales.

Los ingresos, 1(x), se calculan multiplicando el nimero de unidades vendidas por el precio
por unidad. Por tanto,

1(X) =x- p(x) =x-(25-0,3x) =25x-0,3x* .
De donde,
B(x) = 1(x) - C(x) =(25x - 0,3x* ) - (0,1x* +3x +100)
B(x) =-0,4x* +22x~-100
Para que B(x) sea méximo, B’(x)=0:
B'(x)=-0,8x+22=0

X=— 22 =27,5

Como B”(x)=0,8>0, el punto hallado da el méximo beneficio, que asciende a
B(27,5)=202,5um.

Como en el apartado a), la respuesta debe ser x = 27 0 x = 28. En este caso es indiferente, pues
B(27) = B(28) = 202,4.

TEjercicios:

Tangente a una curva
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1. Halla la ecuacion de la recta tangente a cada una de las curvas siguientes en los puntos que se
indica:
a. f(X)=—x*+4X enelpunto x=3 .
2
X+3

b. y= en el punto de abscisa x =1 .

c. f(x)=e™ enelpunto x=2.

2. La curva de ecuacién Y = 3x* -1 y larecta y =4x+b son tangentes en el punto x =§ . ¢Cudl

debe ser el valor de b?

. 3 2
3. Determina los puntos de la curva Y =X —3X"+2 en los cuales la recta tangente es paralela a
la recta de ecuacion y =9x+5. Halla las ecuaciones de las rectas tangentes en esos puntos.

Calculo de derivadas

4. Deriva las siguientes funciones. Simplifica el resultado y calcula en cada caso f (1), Si existe.

a f(x)=(1+2x)(x-x?) b. f(x)=Iny2x*—2x

2

5. Dada f(x)z(z—xs)s, halla los valores de f 1)y f (1) .
X J—

(2x-1)’
4 2

6. Halla los puntos en los que se anulan las derivadas primera y segunda de f(x)= L
X*+

2x+1

7. Halla el valor de las derivadas primera y segunda de g(x) = enelpunto x = _% :

2

8. Deriva las siguientes funciones simplificando el resultado. Calcula, si es posible, su valor en
el punto x=0:

a) f(X)=-2x¢"  b) f(x)=(1-x)e" ¢) f(x)=In(2x*+2)

2
9. Deriva, simplificando el resultado: f(x)zx—_xz
(2x-1)

10. Deriva las siguientes funciones simplificando el resultado. Calcula f "(-1), si existe.
2x* —3x _
a) f(x)= ﬁ b) f(x)= X222

Crecimiento, decrecimiento, maximos, minimos y puntos de inflexion

11. Dada la funcién f(x)=(x+3)(x—2)", determina:

a. Los puntos de corte con el eje OX.
b. Sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.
c. Sus maximos y minimos.
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d. Sus puntos de inflexidn.

X+1

12. Dada la funcion f(x)= (x—l)e , halla sus intervalos de crecimiento y decrecimiento; y
Sus maximos y minimos.

13. Calcular los valores de a y b para que la grafica de la funcion f(x) = ax+b+f pase por el
X

punto (—1,-3) y admita en ese punto una tangente horizontal.

14. a) Calcula los valores de a y b para que la grafica de f(x) =ax+9 tenga un minimo
X

relativo en el punto (1/2, 4).
b) Para esos valores de a y b estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x),

asi como sus maximos y minimos.

Solucion:

1.a) y=-2x+9 b) y="txi2 C) y=—x+3 2. p-_1
8 8 3

3. (—1,—2))/(3,2) y Y=9X+7 ; y=9x-25

2x -1 3
4.2) f(x)=(3+2x-14x2)(x=x2): =52 b) f (x)= .2
) (%) =(3+2x-14x")(x—x*) ) f7(X) T "
, -10x*-6 ., 60x% +108x 21
5. f (X)=ﬁ,f (X)=ﬁ1 - ——
o O e
6.x:i1;x:0;x:4_r—3
2 2
7 40,16
27 3

8.a) f'(x)=—2ex(1+2x2);—2 b) f’(x):(XZ_l)ex;_l ¢) f(x) = 22X1;0
x? +
1
(2x—1)3

©

f(x)=

10. a) f "(x) =2X4_—3X22+3;
(x-1)
11.a)x=-3;x=2 b)crece en (—0,—2)U(2,+%)y decrece en (-2,2)
c)max.x=-2.Minx=2 d)x=-1
12. Decrece en (—,0)y crece en (0,+). Tiene un minimo en x = 0.
13.a=4yb=5.
14.a=4;b=527.a)a=4;b=1 b) Crece en (—0,—1/2)U(1/2,+) y decrece en

(-1/2,1/2). Méaximo (-1/2, -4); minimo (1/2, 4)

No existe b) f (x)=2x(1+x)e*?;0
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Tema 7. Integrales

-2 d
1O QUE SE DERIVA X  PAN INTEGRAL

1. Concepto de integral indefinida

La derivada de una funcion permite conocer la tasa de variacion (el cambio instantaneo) de un
determinado fendmeno a partir de su funcion. Con la integracidn, el proceso es inverso: se trata
de conocer la funcidn inicial a partir de su derivada: partiendo del estudio de la variacion de un
fendmeno, llegar a conocer la funcion que lo explica.

1.1. Primitiva de una funcion

Si se conoce una funcion F(X) , es facil hallar su derivada F "(x)aplicando las formulas.

El proceso inverso, encontrar F(x)a partir de F "(x), se llama integracion.

derivacion
funcion - funcion
rimitiva )
P integracion derivada

A la funcién F (X)se le llama primitiva de la funcion f (X). Para ver que la primitiva de una

funcion es correcta basta con derivar, pues:
F () es una primitiva de f (x) = F’(x)=f(x)

@.Eiemplos:
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a) Si F(X)=x"+3x, su derivada es F "(X)=2x+3; entonces: una primitiva de f (X)=2x+3

serd F(X)=x*+3x.

3
3x+1

b) Si F(x)=1In(3x+1), su derivadaes F(x)= ; en consecuencia, una primitiva de

f(x)= 3X3+1 sera F(x)=In(3x+1).

> Todas las funciones de la forma F (x)=In(3x+1)+ K son primitivas de f (x)=——

3x+1

2

3
20X +17

raiz”; esto es, que si Yy =X’ +17 = y'=

c) Para hallar una primitiva de f (x)= hay que saber la formula de la “derivada de la

3 2
24/X° +17

3x?
f(x)=———u serd F(x)=+x*+17 .
() 2% +17

. En consecuencia, una primitiva de

1.2. Integral indefinida

Dada una funcion f(x), si F(X) es una de sus primitivas, la integral indefinida de f (x) es la

funcion F(X)+ K, donde K es un nmero que se llama constante de integracién.
Se escribe asi:
j f(x)dx=F(x)+K , (dx indica la variable de integracion; de derivacion).

En consecuencia, la derivada y la integral son “operaciones” inversas; de manera analoga a como
lo son la raiz cuadrada y el cuadrado o la exponencial y el logaritmo. Esto es, al aplicar
sucesivamente la integral y la derivada a una funcién se obtiene la misma funcion:
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(Jfeod) =t vy [ (0dx=F(x).

'Eiemplos:

a) j(2x+3)dx = x? +3x+ K . Puede comprobarse que (X° +3x+ K)' = 2x+3.

3
3x+1

n(3x+1)+K . Puede comprobarse que (|n (3x+1)+ K)

c) I4x3dx =x* +K . Puede comprobarse que (X + K)' = 4%,

d) Halla la primitiva E(x) de f(X)=4x> que cumple F(1)=0.
Una primitiva esta calculada en el ejemplo anterior y es F(X) = X' +K , calculemos K para
que F)=0=>1'+K=0=>K=-1

La primitiva pedida es

1.3. Propiedades de la integral indefinida

La integral de un namero por una funcion es igual al nimero por la integral de la funcion:
[Ik-Fo0dx =k £ (x)dx .

Esto implica que los nimeros que multiplican a una funcion pueden entrar y salir del
integrando, seglin convenga.

Esta propiedad facilita el célculo de integrales mediante el sencillo procedimiento de ajustar
constantes.

- Ejemplos:

a) Para hallar I8x3dx puede realizarse el procedimiento siguiente:

J‘8x3dx = j2-4x3dx = 2j4x3dx =2(x"+K)=

b) Para hallar j7x3dx puede realizarse el procedimiento siguiente:

I7x3dx=7jx3dx=7j.%-4x3dx=7-%J-4x3dx=gj4x3dx=£(x4 +K)= £x4+ K

La integral de una suma de funciones es igual a la suma de las integrales de cada una de esas
funciones:

[(f09=g00)dx = [ f(x)dx+ [ g(x)dx

Ejemplos
I 2x+3)dx = _[2xdx+f3dx _
J. dx:J'e"dx+J.1dx:
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2. Relacion de integrales inmediatas

Las integrales de las funciones usuales, que conviene saber de memoria, son las siguientes.

TABLA DE INTEGRALES INMEDIATAS

ICdx=Cx+ K
Xn+l

Ix“dx = +K; siendon=-1
n+1

dex \/;+K

Jédx:lnx+K Ix‘ldx=lnx+K
(X
jmdx_ln(f(x))m
J.axdx: a +K
Ina
jexdx:eX+K

@.Eiemolos:

a) 'fdx:x+K

b) _f—%dx:—%x+K

Zd X3
Xdx=—+K
C) I 3

1 xt 1
d) [Sdx=|x?dx="—==-=+K
)Ixz I -1 x
e) J'idx=4lnx+K

f) I dx_Inx+1) +K

3. Técnicas y métodos de integracion

Cuando el calculo de una integral no sea inmediato, cuando el integrando no coincida con alguna
de las formulas anteriores, se recurrird a algin método de integracion.

Estos métodos son procedimientos que permiten escribir el integrando inicial en otro equivalente
cuya integral sea mas sencilla de calcular.
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3.1. Descomposicion elemental

Consiste en transformar el integrando mediante operaciones algebraicas basicas, como:
multiplicar o dividir por una constante apropiada; sumar o restar un nimero u otra
expresion; efectuar las operaciones indicadas. ..

Para que esas operaciones tengan sentido hay que tener presentes las formulas de las
integrales inmediatas; y, obviamente, las propiedades de la integral.

-Eiemplos:
a)

I(6x2 +5x—1) dx = {Se descompone en suma de integrales} =

3 2

=6J'x2dx+5fxdx—jdx:6-%+5-X?—x: 2x3+gx2—x+ K

b)
j(xz - 3)2 dx = {Se realiza la operacion indicada en el integrando} =

X5

:I(x“+9—6x2)dx:J'x4dx+j9dx—6_|.x2dx:%5+9x—6)§x: €—2x3+9x+K

c)

j c 46 dx = {Se ajustan las constantes en busca de la integral del Iogaritmo} =
—6X

~1; -6 -2
=4-€j5_6x dx = ?In(5—6x)+K

d)
J~5x2 +4x-3

2

dx = {Se hace la divisién indicada en el integrando} =
X

:J‘(%Jri—f—%de=_[5dx+4.f§dx—3j%dx:

=5x+4lnx—3.[x’2dx=5x+4ln x—3X—1: 5x+4|nx+§+K
- X

4 i .
J' T dx = {Se ajustan las constantes en busca de la integral del arco tangente} =
+ X

4] L - ffarcig o K

1+ x?
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f)

I 14 X dx = {Se separa en busca de la integral del arco tangente y logaritmo} =
+
1
= dx + dx =4 = =l4arctg x+=In(1+x*)+ K
J.1+x -[1+x -[1+x J.1+x J 2 ( )

AObservacién:

Para aplicar este método es necesario conocer muy bien las formulas de integrales
inmediatas. (Ademas hay que tener “suerte” y paciencia, pues no siempre que se hace
una transformacion da el resultado apetecible. Con frecuencia hay que volver a
intentarlo o recurrir a otro método).

También es imprescindible operar con soltura.

) I4+ X—2x° dx={E| polinomio del numerador es de mayor grado que el denominador, }=
1+ % y se realiza la division de polinomios
2x3+x+4 xX* +1
={42X° +2X —2X _[ —2X 3X+4dx J' —2xdx j%dx:
3x X2 X 1
:—2‘[xdx+I1Jr dx+-[1+x ——2?+ — d +4Il+x2 dx =

=|-x? +gln(1+x2)+4arctg X+ K

3.2. Integracion por cambio de variable

Consiste en hacer un cambio de variable (x = g(t) o t = h(x), segiin convenga) de manera que la
integral inicial resulte mas facil de calcular.

El proceso es el siguiente.
Si se desea hallar la integral I f (x)dx, sise hace x=g(t)=dx=g(t)dt

Con esto, puede escribirse: j f (x)dx =j f(g(t))g (t)dt.

Una vez resuelta la integral en la variable t hay que deshacer el cambio inicial, pues la
solucion debe darse en funcion de x.

-Eiemplos:
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a) Para calcular j (2x—3)5 dx puede hacerse un cambio de variable para que sea mas facil la

integral resultante, para ello se puede valorar que la base es méas sencilla si la cambiamos por t
y asi no tenemos que hacer ajustes de constantes.

t=2x-3=dt=2dx=dx= %dt Sustituyendo en la integral inicial quedaria:

6 6
I(ZX—3)5 dx:jtsldt :Ej‘tf’dt _iv_ v
2 2 26 12
Deshaciendo el cambio de variable (volviendo a x)
6 _ 6
[(2x—3y ax=to=|(Z3)
12 12

b)
Cambio de variable L L L
J'e“xdx: 1 ='|'e‘—dt=—fetdt=—et
t:4x:>dt:4dx:>dx:zdt 4 4 4

= { Deshaciendo el cambio de t a 4x} = %e“ +K

Cambio de variable

c)j 4 dx = -1 . ¢=
5-6x t:5—6x:>dt:—6dx:>dx:€dt

- —4 1 -2 . -
=|——dt=—|=dt =—Int ={Desh | biota (5-6x);=|—In(5-6 K
It 5 I {Deshago el cambio t a (5-6x)} 2 n(5-6x)+

) jxmdx:{

Cambio de variable
Ax=t=1+x=t :>dx:2tdt}:
Como debo quitar esa x
= I xt-2tdt =< despejo la x del cambio de variable } = j(tz ~1)t-2tdt = .[Zt“ —2t%dt =
y la sustituyo por x =t* -1

5 3
zzjt“dt—zjtzdt_z%—z%: é\/(1+ x) —g\/(1+x)3 +K

e) jl o = Puede hacerse con un cambio de variable, todo el denominador lo llamamos t.
+

l+e* =t = e*dx = dt:dx-%

[ V“dt [l

Deshauendo el cambio de variable t por 1+e*

=Int= In(1+ex)+K

1+e
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4. Integral definida: area bajo una curva

La integral definida permite calcular el &rea del recinto limitado, en su parte superior por la
grafica de una funcién f (x), continua y no negativa, en su parte inferior por el eje OX, y en los
laterales por las rectas X=d y x=b. Esto es, el area S del recinto coloreado en la figura
adjunta.

x=a x=bh

b
Al valor de esta area se le llama “integral definida de f(x) entre ay b” y se escribe: L f (x)dx
f(x) =integrando
b
_[ Fx)dx b =limite superior

a limites de integracion T
a = limite inferior

@'Eiemplos:

a) VVamos a calcular el area bajo la grafica de la funcion f(x)=x+1 entre x=1y x=3:
Dibujando la gréafica y la situacidn planteada se observa que:
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/
fix) =x+1
3__
/1 i 2 3
El &rea pedida sera:
. 3 Contando cuadraditos= )
Area:J' X+1dx = . ) . =
1 5 cuadraditos + 2 medios cuadraditos

O bien con métodos geométricos:

Area de la zona sombreada = Area del cuadrado de lado 2 + el &rea del triangulo de base y

altura 2 =22+2—é2=4+2=6u2.

b) Vamos a calcular el area bajo la grafica de la funcion f (x) =—2x+1 entre x=—4 y x=-2:
Dibujando la gréafica y la situacion planteada se observa que:

3 o

flx) = -2x+1

El area pedida sera:
Contando cuadraditos=

Area = .[__42 —2X+1dx =412 cuadraditos + =14 u?
+ 4 trozos que parecen ser 2 cuadraditos

O bien con métodos geométricos:
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Area de la zona sombreada =

=Area del rectangulo de base 2 y altura 5 + el area del triangulo de base 2 y altura 4 =

= 25+2—24—10+4 14u°

¢) Vamos a calcular el &rea bajo la grafica de la funcion f(X)=—-X"+3X+4 entre x=1y x=3

Dibujando la grafica y la situacion planteada se observa que:

Contando cuadraditos=
Area = f—xz +3X + 4dx =410 cuadraditos + =11...u?

+ 3 trozos que parecen ser 1 cuadradito
% AObservamon

¢ Para hallar el &rea bajo una curva el método del cuenteo no ha sido muy preciso.
% Con métodos geometricos ya no es posible el calculo del area bajo una curva.

El area pedida sera:

Necesitamos otro método, aqui es donde aparece el calculo integral y las integrales
definidas.

R N A AV AV Ve VeV Ve

WAV

4.1. Propiedades de las integrales definidas

a
1) L f(x)dx=0 Si los limites de integracion coinciden, la integral definida vale 0.

b
2) L f(x)dx = —jba f (x)dx El valor de la integral definida cambia de signo si se permutan los
limites de integracion.

b
3) | kdx=k(b—a). Siendo K un niimero real cualquiera.
a
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b
4) L k-f (x)dx = kjba f (x)dx . Siendo K un niimero real cualquiera. La integral del producto de

una constante por una funcion es igual a la constante por la integral de la funcion.

5) Lb f(x)+g(X)dx = J.: f (x)dx+_|j g(x)dx. La integral de una suma de funciones es igual a la

suma de las integrales.

x)

Y il

6) Jj f(x)dx:J‘aC f (x)dx+jcb f (x)dx. Siendo ¢ un punto interior del intervalo [a, b], la integral

definida se descompone como suma de dos integrales correspondientes a los intervalos [a, c] y
[c, b].

f1x) F,f""f" mlff""'-------é Im/-_"//é
< = 417

7) Si f(x)20 en [ab]= [ (xdx20

/

8) Si f(x)<0 en [a,b]:j:f(x)dxgo

4.2. Regla de Barrow
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Si F(x) es una primitiva de f(x), estoes j f (x)dx = F(X), entonces:

[ t(ax=[F()] =F(b) - F(a)

-Eiemplos:

a) j: senxdx =[—cos x|, =(—cos7)—(—-cos0)=1+1=

b) j:2—exdx :[Zx—ex]:J

(21-¢")-(20-¢")=2-e+1=[3—¢]

¢) Vamos a calcular el &rea bajo la grafica de la funcion f(X)=—-X*+3X+4 entre x=1y x=3

Dibujando la gréafica y la situacion planteada se observa que:

El area pedida sera:

3 2 3 3 2 3 2
Is—x2+3x+4dx= XX x| = —3—+33—+4-3 - —1—+31—+4-1 =
1 3 T2 |32 3 2

_ 54481472 —2+9+24 68 34 . o0
6 6 6 3

d) Vamos a calcular el area encerrada entre la grafica anterior y el eje de OX. En estos casos no
se dan los extremos a y b del intervalo, sino que hay que determinarlos. Para ello, basta con
resolver la ecuacién f (x) = 0, pues a 'y b son los puntos de corte de la grafica con el eje OX.

P - 2 .
Asi, si se desea calcular la superficie encerrada entre la curva f(X)=—X"+3X+4 vy el eje

OX, los limites de integracion se obtienen resolviendo la ecuacion 0=—-x*>+3x+4. (En la
figura anterior se observa que esos puntos son -1y 4).
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& Six)=xi+3x+d

El valor del &rea es:

3 2 4 3 2 )3 12
[*xt+3x+ddx=| -2 +37 +4x| = OGS I G I +4(-1) |=
3 2 ], L3 2

_—128+144+96 2+9-24 125

20,83...u°
6 6 6

4.3. Aplicacion de la integral definida al calculo de areas de recintos planos

Pueden presentarse los siguientes casos:

CASO | CASO lI CASO Il CASO IV

Caso |. La funcion es positiva en todo el intervalo de integracion.

i p b
\ El 4rea viene dada por: Area= Ia f(x)dx .

@.Eiemplo:

, 3
2
Este ejemplo ha sido resuelto anteriormente: Area = L —X"+3x+4dx=|—u
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Caso Il. La funcidn es neqgativa en todo el intervalo de integracion.

@Eiemplo:

El 4rea del recinto limitado por la funcion f(X) =X’ —4X y el eje OX viene dada por:

3 4 3 3 _
["xt —axdx=| -2 —2x | = | [ LL | B gy 1, 153
' 3 3 3 3 3 3

1

153

Area = —f X2 —4xdx = 3

Caso I1l. La funcion cambia de signo en el intervalo de integracion (corta al eje OX).

El punto c, de corte, se obtiene resolviendo la ecuacion f(x)=0
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'Eiemplos:

a) El 4rea encerrada entre la gréfica de T (X) =X*—2X yel eje OX, en el intervalo [1, 4] , que
aparece en la imagen superior, se obtiene realizando los siguientes pasos.

Averigliemos el punto o puntos de corte de la grafica de la funcion con el eje OX:

0 - . :
X*—2x=0= { ; El'Gnico valor que esta en el intervalo [1, 4] es x = 2.

Calculemos las dos integrales definidas (de 1 a 2 y de 2 a 4) y sumando sus valores absolutos
obtendremos el valor final del area.

M3 1?2 3 3
I2X2—2XdX: X——X2 = 2——22 — 1——12 =§—4—l+1=—3
1 3 3

| 3 b 3 3 3
¢ LT _(# 2° 20
_[xz—2xdx: EABRNC I e C I P e L (i
’ |3 J2 3 3 3
Area:‘jzxz—2xdx‘+“4x2—2xdx‘zz+@: Quz
! 2 3 3 3

Caso IV. Si el recinto viene limitado por dos curvas, con f(x) > g(x) _en todo el intervalo de
integracion.

2 EI drea encerrada entre dos graficas f (x)y g(x), siendo f(x)> g(x)’

X=4a y x=bhsus puntos de corte, viene dada por:
z b
Area = j f (x) — g (x)dx

@."Eiemplos:

a) El area del recinto limitado por las graficas de las funciones f(X)=X yg(x):x2—3x, que

aparece en la imagen superior, tiene un paso previo que es comprobar si se cortan sus graficas
y averiguar cual es mayor.

x=0

Xx=4

Y con un valor de x comprendido entre 0y 4 (por ejemplo x=2) vemos cual es mayor:
f(2)=2yg(2)=2*-32=4-6=-2= f(x) > g(x) enel intervalo [0,4]

x:x2—3x:>0=x2—4x:>{
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El &rea se obtendra con la expresion:
Areaz_[4 f (x) —g(x)dx :J“lx—(x2 —3x)dx = r—xz +4xdx =
0 0 0

X Yog _0° 32
= —+2X* | =| —+24° |-| —+20° |=|=u?
3 3 3 3

0

b) El calculo del 4rea del recinto limitado por las gréficas de las funciones f(X)=—X*+3x+1y

g(x) = —x+4 tiene un paso previo que es comprobar si
se cortan sus graficas y averiguar cuél de ellas es
mayor.

—x2+3x+1=—x+4:>0:x2—4x+3:{

fl)=-x'+3x+1

x=1
Xx=3

Y con un valor de x comprendido entre 1y 3 (por
ejemplo x = 2) vemos cual es mayor:

f(2)=—4+6+1=3yg(2)=-2+4=2
= f(x)>g(x) en el intervalo [0,3]

El area se obtendra con la expresion:

Area = f f(x)—g(x)dx = f—xz +3x+1—(—x+4)dx = f—x2 +4x—3dx =

3 3 3 3
—| =X +2x2-3x| = i+2-32—3-3 — i+2-:|.2—3-:|. = ﬂU2
3 3 3 3

1

T s

El &rea encerrada entre dos gréaficas f(x)yg(x), siendo X=4a,
X=C y x =bsus puntos de corte, viene dada por:

Area=|[" f (x)- g(x)dx‘ +‘ RICE g(x)dx‘

-Eiemplos:
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a) El 4rea del recinto limitado por las gréficas de las funciones f(X)=X—3X y g(x)=x"-3x’,

que es el sombreado de la imagen inferior, o
viene dada por: V

N . 1
Primero averiguamos los puntos de corte de — ,
ambas graficas, resolviendo la ecuacion 0 | s B
x* —3x = x® —3x? 05T ORI
|
A1
0=x*—4x"+3x | S =x"-3x
0= X(X2 —4X+3) a5t |
|
x=0;x=1x=3 2l

Area = Uolxs —3x? —(x2 —3x)dx‘+
+“'13 x® —3x? —(x2 —3x)dx‘ =

Como x®—3x? —(x2 —3x) =x*—4x%* +3x

jx3—3x2 —(x2 —3x)dx=

4 3 2
:J.x3—4x2+3xdx:x——4i+3i
4 3 2

El area quedaria:

_ l_f+3 __4'_33 ﬁ 1.4, E) ‘32 _(37 2
4 3 2 473 2 12

b) El rea del recinto limitado por las graficas de las funciones f(X)= x> —3X y g(x) = x, que
es el sombreado de la imagen, viene dada por:

Areazj'_ozx3—3x dx+.[ x —3x)d

4 4

0 2
:{X——sz} +[—X—+2x2} =(0+4)+(4-0)=8u?
4 -2 4 0
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TEjercicios:

Integrales indefinidas

1. Calcula las siguientes integrales:

a)I(3x2+x—2\/;)dx b)JX(4—4x2)dx C)J’e5 dx
d) I3+5:)%(x2 dx e) j(l—x)s dx f) IerSXde
2

0) [(2-3x)" o ) [5x(1-2x) dx ) [0
2. Calcula las siguientes integrales:

a) ISx(l—Zx)2 dx b) I(sz —2x)2 dx c) J'1+);X2 dx
3. Calcula las siguientes integrales:

a) Ie“dx b) J' e dx c) _[ xe' ™ dx

d) [4*dx e) [4-3%dx ) [(e”+e)dx
4. Calcula las siguientes integrales:

N -‘-2x—>:(24+3x3 ix ) I3x3 —x2X+4x—5dX

5. Halla la integral indefinida _[1 J—dX mediante el cambio de variable «&zt :
+ /X

X

. . e
6. Calcula la siguiente integral I—dx

2
(1+€)
7. Calcula las siguientes integrales:

a) '[(1+2x)2 dx b) |

2X

dx
(1+ x)2

Integrales definidas y areas

8. Halla el valor de:

a) fz(x2+2)dx b) L? \/5jﬁ dx 0 Lﬁ T dx d) jolxe‘?’*z”dx

9. Calcula el area de la region limitada por y _4 ,eleje OX ylasrectas x=1, x=2.
X

10. Calcula el area determinada por las curvas de ecuaciones Y = 2% e y= X' —2x° ,
representadas en el dibujo adjunto.
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Soluciones:
1. a) oty Ak b) 2x? —x* + K c) _lewig d)EIn(3+3x2)+K
2 3 10 6

1 4 1 30 2 3 S 2\2 i
e) —=(1-x Ze¥ +K Ax—6x* +3x°+ K hy ——(1-2x?) +K I
) ~ta-x' 0% ) ) -2 (1-2¢) )

%In(x3+2)+K

2.9) 5,220 5 504k b) O 3wt + 2 1K C)lln(1+3x2)+K
2 3 5 3 6
3.a) levik b) 3eA+K C) _lee ik d) Lk e) A 34K f) Lo g
4 2 In4 In3 2
4.3) —iz+1+3lnx+K b) x3—%x2+4x—5lnx+K
x? X
5. 2x—2In(1++/x)+K
6. _1X+K
l+e
_2 2
7.9 —/—+K b) 2In(1+x)+—+K
1+ X 1+x
8. a) 65/3 B8 )73 d) —%(ez—e)
9.3/2

10. 128/15 u?
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Ejercicios de Analisis en pruebas PAU y EBAU de
Murcia de 2010 a 2025

Estas son las preguntas correspondientes al bloque de andlisis que han aparecido en las
pruebas EBAU o PAU de los ultimos afios en Murcia. Si se desea ver la resolucion detallada
de los ejercicios ir al archivo correspondiente a la PAU o EBAU de ese afio en la web
www.ebaumatematicas.com.

Extraordinaria 2025

APARTADOQO 2 (a elegir una cuestion):

CUESTION 1: [3 puntos] Dada la funcion:
—9+x°

a) Determina su dominio y los puntos de corte de la grafica de f(x) con los ejes de coordenadas.
[0,5 puntos]

b) Estudia sus asintotas. [0,5 puntos]

c) Estudia el crecimiento y decrecimiento de f(x). [1 punto]

d) Halla y clasifica sus extremos relativos. [0,25 puntos]

e) Calcula la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f(x) en el punto de abscisa x=3. [0,75
puntos]

Solucion: a) Dominio = R—{—2,+2} . Los puntos de corte con los ejes de coordenadas son A(-3,
0),B@3,0)y C(O,%j. b) x=—-2y x=2 son asintotas verticales. La recta y =1 es asintota

horizontal. c) La funcién decrece en (—,—2)(—2,0) y crece en (0,2)(2,+) . d) El minimo

local tiene coordenadas (O, %j e) y= 5 X _18 :

5 b

CUESTION 2: [3 puntos] El beneficio mensual en euros de la hamburgueseria Jamburguer, que
el verano pasado abrié sus puertas en un conocido centro comercial de Murcia, viene dado por:
B(x)=144x-0.1x> —50000

donde x es el nimero de hamburguesas vendidas mensualmente.

a) Si actualmente Jamburguer vende 750 hamburguesas al mes, ¢obtendra pérdidas o ganancias?
[0,5 puntos]

b) Evalla e interpreta la primera derivada de B(x) en x=750 ¢Qué recomendarias al
propietario?. [0,5 puntos]

c) Estudia el crecimiento y decrecimiento de B(x). [1 punto]

d) Determina el nimero de hamburguesas que maximiza el beneficio mensual de esta
hamburgueseria. [0,75 puntos]

e) ¢Cual es el beneficio maximo mensual? [0,25 puntos]

Solucion: a) Obtiene unas ganancias de 1750 euros. b) El signo negativo de la derivada indica
que el beneficio mensual va decreciendo conforme aumentan el ndmero de hamburguesas
vendidas. Recomendaria al propietario no vender mas de 750 hamburguesas. Vendiendo mas
hamburguesas el beneficio disminuye. c) El beneficio crece por debajo de 720 hamburguesas al
mes y decrece por encima de 720 hamburguesas mensuales. d) EI nimero de hamburguesas que
maximiza el beneficio es de 720. e) 1840 euros.
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APARTADO 3 (a elegir una cuestiéon):

CUESTION 1:
[2 puntos] Realiza:

a) Calcula J(Xilﬂ%\/;J dx. [0,25 puntos]

b) Calcula el area limitada por la funcion f (x)=-x*+4x , el eje OX y las rectas x=0y x=4.
[1,75 puntos]

Solucion: a) J(Xil+3\/§jdx:2m|x—]4+2\/x_3+c b) %:10.667 unidades cuadradas.

CUESTION 2:
[2 puntos] Realiza:

a) Calcula J(1+3&+%e3xjdx. [0,25 puntos]
X

b) Calcula el area limitada por la funcion f (x)=4-x’

[1,75 puntos]

, el eje OX ylasrectas x=-1y x=1.

Solucidn: a) j(l+3\/§+%e3x)dx = In|x|+2«/x_3+ée3X +C b) 2—32 = 7.333 unidades cuadradas.
X

Ordinaria 2025

APARTADO 2 (a elegir una cuestion):

CUESTION 1:
[3 puntos] Dada la funcién:

a) Determina su dominio. [0,5 puntos]

b) Estudia sus asintotas. [0,75 puntos]

c) Calcula los intervalos de crecimiento y decrecimiento. [1 punto]
d) Calcula los maximos y minimos locales. [0,75 puntos]

Solucion: a) Dominio = ]R—{l}. b) x=1 es asintota vertical. y=-x-1 es asintota oblicua.

c) La funcion decrece en (—o0,—1)U(3,+00) y crece en (-1,1)w(1,3). d) EI minimo local tiene
coordenadas (-1, 2) y el maximo local tiene coordenadas (3, —6).

CUESTION 2:
[3 puntos] El famoso rapero Myke Towers ofrecera un concierto en Murcia el proximo 6 de
junio en el Espacio Norte, que durard 5 horas. La asistencia al evento, medida en miles de
personas, viene dada por la siguiente funcién:

20t

N ()= (t +1)2

donde 0<t <5 y N es el nimero de miles de asistentes t horas después del comienzo. Se pide:
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a) Estudia el crecimiento y decrecimiento de la funcion N(t). [1 punto]

b) Calcula en qué hora se produce el maximo nimero de asistentes y a cuanto ascienden. [1,25
puntos]

c) Evalla e interpreta la derivada de la funcion N(t) en t =2. [0,25 puntos]

d) Halla cuéntos asistentes hay una vez han transcurrido 3 horas desde el comienzo del concierto.
[0,5 puntos]

Solucion: a) Durante la primera hora de concierto crece el nimero de asistentes al concierto y
de la primera a la quinta hora del concierto disminuye el nimero de asistentes. b) EI nimero
maximo de asistentes al concierto se produce al cabo de 1 hora siendo 5000 los asistentes en ese
momento. ¢) N’(2)=-0.74<0. Este resultado nos indica que el nimero de asistentes

disminuye cuando han pasado 2 horas de concierto. d) 3750 asistentes.

APARTADOQO 3 (a elegir una cuestion):

CUESTION 1:
[2 puntos] Realiza:

a) Si J'Oz f(x)dx=4, ¢caqué es igual .[02[ f (x)+3]dx?[0,25 puntos]
b) Representa graficamente el recinto del plano limitado por f (x)=x*y g(x)=2x+3. Calcula
su area. [1,75 puntos]

Solucion: a) 10. b) /|7 _Eléareatiene un valor de 10.667 unidades cuadradas.

CUESTION 2:
[2 puntos] Realiza:
a) Calcula los valores de los limites de integracion a y b de manera que se cumpla

.[_12 f (x)dx+f f (x)dx =I: f (x)dx. [0,25 puntos]
b) Dada la funcién f (x) :%ex’z:

b.1) Escribe la integral que describe el area de la region sombreada. [0,5 puntos]
b.2) Calcula el area. [1,25 puntos]
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4

Solucion: a) a=-2y b=5.b.1) j: f (x)dx:j %ex’zdx b.2) 6.39 unidades cuadradas.

0

Extraordinaria 2024

CUESTION 3. (2,5 puntos) El nimero de espectadores, en miles de personas, en unas
competiciones de atletismo durante las 5 primeras horas de realizacion de estas pruebas, viene

dada por la funcién P(X)=x’—6x"+9x+4, donde x representa el nimero de horas, 1< x<5.

Determine:
a) ¢En qué intervalo aumenta el nimero de espectadores a la competicion? (1 punto)
b) ¢Cuando hay un mayor niumero de espectadores?, ;Cuantos son? (0,75 puntos)

¢En qué hora hay menos espectadores?, (Cuantos son? (0,75 puntos)

Solucion: a) El numero de espectadores aumenta de la hora 3 hasta la hora 5.
b) EI mayor nimero de espectadores se produce en la quinta hora con 24000 espectadores.
¢) El menor nimero de espectadores se produce en la tercera hora con 4000 espectadores

x*+1  si x<1

ax+b Si 1<x<?2

X
X +1 si x>2

a) Calcular el valor de los parametros a 'y b para que la funcion sea continua en todo su dominio.
(1.5 puntos)

b) Determine la derivada f'(x) para x> 2. (1 punto)

CUESTION 4. (2,5 puntos) Dada la funcion f(x)=

3x?

Solucién: a) La funcion es continua para a=4y b=-2.b) f'(x)= =
2NX +1

1

x* —4

a) El dominio de la funcién y los puntos de corte con los ejes coordenados. (0,5 puntos)
b) Asintotas verticales y horizontales, si las hay. (0,5 puntos)

, calcule:

CUESTION 5. (2,5 puntos) Dada la funcion f (x) =
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c) Intervalos de crecimiento y decrecimiento. (1 punto)
d) Maximos y minimos locales. (0,5 puntos)

Solucion: a) El dominio es > 2. El Ginico punto de corte con los ejes es el punto A(O’__lj'
4

b) Hay dos asintotas verticales: x=-2, x=2. y =0 es asintota horizontal. c) La funcion crece
en (—o0,—2)U(-2,0) y decrece en (0,2)U(2,+<0) d) Un maximo relativo en x = 0. No tiene
minimos relativos.

CUESTION 6. (2,5 puntos) Dada la funcion f (x)= 22)(2 :
X"+
a) Calcular la ecuacion de la recta tangente a la curva f (x)= ZZX 5 en el punto x = 1.
X"+
(1,25 puntos)
2

2

b) Calcular el area del recinto limitado por la curva f (x)= —X2 , el eje de abscisa y la recta
X"+

x=1. (1,25 puntos)

Solucion: a) y =§x+g b) El area tiene un valor de 0.405 unidades cuadradas.

CUESTION 7. (2,5 puntos) Calcular el area de la region plana delimitada por las graficas de las
funciones f(X)=x*y g(x)=X+2 y representar gréficamente esta region.

Solucién: ' +*  EI area tiene un valor de 4.5 unidades cuadradas

Ordinaria 2024

CUESTION 3. (2,5 puntos) La funcién de coste de una empresa es C(q)=0°-18q+14 donde

g representa las unidades producidas. Sabiendo que el precio de venta, en euros, esta relacionado
con las unidades producidas segun la ecuacion de demanda p =10-—q, Se desea conocer:

a) La funcion de beneficio de esta empresa. (0,5 puntos).

b) El nivel de produccién que maximiza el beneficio de la empresa. Razone su resultado.
(1 punto)

c) El precio de venta 6ptimo. (0,5 puntos)

d) El beneficio maximo que puede lograr la empresa. (0,5 puntos)

Andlisis en la EBAU de Murcia 86 | 117



Juan Antonio Martinez Garcia CURSO 2025/26

Solucién: a) B(q)=-20° +28q—14 b) EI beneficio es maximo produciendo 7 unidades c) 3
euros. d) El beneficio mdximo que se puede obtener es de 84 €.

CUESTION 4. (2,5 puntos) Sea la funcién definida a trozos f (x) = {Sx_s Sl 0<x<3

ax’ —6x+3a si x>3
a) Hallar el valor de a para que la funcion sea continua en x = 3 (1 punto)

b) Para este valor de a'y para x >3, calcular la ecuacion de la recta tangente que pasa por el
punto x=3 (1,5 puntos)

Solucion: a) La funcion es continuaenx =3 para a=2 b) y=6x—-12

, 5 X2 +1
CUESTION 5. (2,5 puntos) Dada la funcion f(x) VL calcule:

a) El dominio de la funcién y los puntos de corte con los ejes. (0,5 puntos)
b) Asintotas verticales y horizontales. (0,5 puntos)

c) Intervalos de crecimiento y decrecimiento. (1 punto)

d) Maximos y minimos locales. (0,5 puntos)

Solucién: a) El dominio es R—{-1,1}. EI Ginico punto de corte con los ejes es el punto A(0, —1)
b) Hay dos asintotas verticales: x=-1, x=1. y=1 es asintota horizontal. c) La funcidn crece
en (—o0,—1)U(-10) y decrece en (0,1)U(L+) d) Un méaximo relativo en x = 0. No tiene
minimos relativos.

CUESTION 6. (2,5 puntos) Representar graficamente el recinto del plano limitado por la
pardbola f(X)=x*+4 ylarecta g(X)=x+4. Calcular su 4rea.

h Y ¥ i
g(x)=x+4
flx)=x"+4
Solucion: ; El area del recinto tiene un valor de %: 0.166u%.
eX
CUESTION 7. (2,5 puntos) Dada la funcion f (x)= Tt
_l_

a) Calcular _[ f (x)dx. (1 punto)

b) Calcular el &rea de la region delimitada por la grafica de la funcion f(x) y las rectas x=0 y
x =1 (1,5 puntos)

Solucion: a) '[ f (x)dx=In(e*+2)+C b) El area tiene un valor de In(e+2)~In3=0.45u",
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Extraordinaria 2023

CUESTION 3. (2,5 puntos) La funcion de costes de una empresa C(q) =’ -16q+48, donde q

es el nivel de produccion. Si la ecuacion de demanda viene dada por la expresion p=12—q,
donde p es el precio unitario de venta. Determine:

a) La funcion de beneficios de la empresa en funcion del nivel de produccion. (0,5 puntos).

b) El nivel de produccion, g, para el que se maximiza la funcion de beneficios de la empresa. (1
punto)

c) El precio para el que se obtendria el maximo beneficio. (0,5 puntos)

d) El valor del beneficio maximo. (0,5 puntos)

Solucion: a) B(q) =-20°+28q-48 b) El beneficio es maximo con un nivel de produccion de 7
unidades. c) El precio seria de 5 por unidad. d) Un beneficio maximo de 50.

ax+5 si x<-1

CUESTION 4. (2,5 puntos) Dada la funcion ¢y) —Jpx? —2x+1  si-1<x<2
3X_12 si x>2
(x-1)

a) Calcular el valor de los parametros a 'y b para que la funcion sea continua en todo su dominio.
(1,5 puntos)
b) Determine la derivada f "(x) para x > 2. (1 punto)

Solucion: a) Los valores buscados sona=0,b=2. b) f'(x)= (_3)( _)%
x-1
: g X —4x+4
CUESTION 5. (2,5 puntos) Dada la funcién f(x) == calcule:

a) El dominio de la funcion y los puntos de corte con los ejes coordenados. (0,5 puntos)
b) Las asintotas verticales y horizontales, si las hay. (0,5 puntos)

c) Intervalos de crecimiento y decrecimiento. (1 punto)

d) Maximos y minimos locales. (0,5 puntos)

Solucion: a) El dominio es R—{O} . El tnico punto de corte con los ejes es el punto A(2, 0).

b) x=0 es asintota vertical. No existe asintota horizontal. c¢) La funcién crece en
(—o0,—2)U(2,40) y decrece en (-2,0)U(0,2). d) La funcién presenta un méximo local en x = —2
y un minimo local en x = 2.

CUESTION 6. (2,5 puntos) Dada la funcién f(X)=3¢"":

a) Calcular la ecuacion de la recta tangente a la curva f(X) = 3" enel punto x = -2
(1,25 puntos)

b) Calcular el 4rea del recinto limitado por la curva f(X) =3¢"" | el eje de abscisa y la recta x =
1 (1,25 puntos)

Solucion: a) y =3x+9 b) Area = 3¢° = 60.26U°
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CUESTION 7. (2,5 puntos) Representar graficamente la region limitada por las gréficas de las
funciones f(x)=9-x"y g(X)=3+X y calcular su 4rea.

TH

4 L] 1 ) ¥
Solucién:a)/f I \ Area = 12?5:20.83 u’

Ordinaria 2023

CUESTION 3. (2,5 puntos) La funcion de coste de una empresa es C(q) =q°+3¢+10 donde q

representa las unidades producidas. Sabiendo que el precio de venta, en euros, de cada unidad
producida es p = 30, se desea conocer:

a) La funcion beneficio de esta empresa. (0,5 puntos).

b) El nimero de unidades producidas que maximiza el beneficio de la empresa. Razone su
resultado. (1,5 puntos)

c) El beneficio maximo que puede lograr la empresa. (0,5 puntos)

Solucién: a) B(q) =—0°+279-10 b) El beneficio es méaximo produciendo 3 unidades. c) 44 €

2++/x si 0<x<1
CUESTION 4. (2,5 puntos) Sea la funcion definida a trozos f(X)=1g8x—2

2X
a) Estudiar la continuidad de la funcion en todo su dominio. (0,5 puntos)
b) Estudiar el crecimiento o decrecimiento de la funcidn en su dominio. (1 punto)
c) Calcular la ecuacién de la recta tangente a la grafica de la funcion en el punto de abscisa
X=2. (1 punto)

Xx>1

Solucién: a) La funcién es continua en todo su dominio =(0,+).

b) La funcién es creciente en todo su dominio. C)y =§+3

. 2X2
CUESTION 5. (2,5 puntos) Dada la funcién f(X)= 9 " calcule:

a) El dominio de la funcion y los puntos de corte con los ejes. (0,5 puntos)
b) Asintotas verticales y horizontales. (0,5 puntos)

c) Intervalos de crecimiento y decrecimiento. (1 punto)

d) Méaximos y minimos locales. (0,5 puntos)

Solucion: a) El dominio es R—{—& 3} . El tnico punto de corte con los ejes es el punto A0, 0).
b) Hay dos asintotas verticales: x=-3; x=3. y =-2 es asintota horizontal.
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c) La funcion decrece en (—0,—-3)U(-3,0) y crece en (0,3)U(3,+).
d) La funcion presenta un minimo relativo en x = 0.

CUESTION 6. (2,5 puntos) Representar graficamente el recinto del plano limitado por las
pardbolas f(X)=X" —2X+2 y g (x)=-x*+6. Calcular su area.

Solucion: a) FA A Area = 9 unidades cuadradas.

CUESTION 7. (2,5 puntos) Dada la funcién f (x)= 2Inx.
X

a) Calcular _[ f (x)dx. (1 punto)

b) Calcular el area de la region delimitada por la gréafica de la funcion f(x), el eje de abscisa y las
rectas x=1y X=€ (1,5 puntos)

Solucion: a) I f (x)dx=(Inx)’+C b) 1 unidad cuadrada.

Julio 2022

CUESTION 3. (2,5 puntos) La ecuacién de demanda de un determinado producto viene dado
por la expresién p =400-2q, y su funcién de coste total es C(q)=0,2q2 +4q+400, donde g

es el nimero de unidades de dicho producto y p se expresa en euros por unidad. Determine:
a) La expresion de la funcidn de beneficios de la empresa.

b) El nivel de produccion, g, para el que se maximiza la funcion de beneficios de la empresa.
c) El precio para el que el beneficio es maximo.

d) El beneficio maximo.

Solucion: a) B(q) =-2.20° +3960—400 b) En q =90 hay un maximo relativo de la funcién
beneficio. ¢) El precio para una produccion de 90 unidades es p = 220 €. d) B (90) =17420 ¢

xe* si x<0
CUESTION 4. (2,5 puntos) Sea la funcion f(x) ={ax+b si O<x<1
1+xInx six>1

a) Calcular el valor de los parametros a y b para que la funcién sea continua en todo su dominio.
b) Determine la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion en el punto de abscisa
x=1. (1,5 puntos)

Solucion: a) Los valores buscados sona=1yb=0.b)y=x
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- 1-x°
CUESTION 5. (2,5 puntos) Dada la funcién f(X)= calcule:

X -4’

a) El dominio de definicion de la funcion y el punto de corte con los ejes coordenados. (0,5
puntos)

b) Las asintotas verticales y horizontales, si las hay.

c) Intervalos de crecimiento y decrecimiento.

d) Méximos y minimos locales.

Solucion: a) EI dominio es R — {—2,+ 2}. Hay tres puntos de corte con los ejes coordenados: (O’_lj ;
4

(-1,0) y (1,0). b) x=2; x =—2 son asintotas verticales. y = —1 es asintota horizontal.

¢) La funcion decrece en (—00, —2)u(—2, 0) y crece en (0, 2)u(2,+00) . El minimo relativo es

o}

X .
1+ %2

CUESTION 6. (2,5 puntos) Dada la funcion f (x)=

a) Calcular la derivada f “(x) (1 punto)
b) Calcular [ f (x)dx. (1 punto)

1
c) Calcular JO f (x)dx (0,5 puntos)

Solucion: a) f’(x):(l_xz)2 b) jf(x)dx=%ln(l+x2)+K C) flf(x)dx=%ln2
1+ x? °

CUESTION 7. (2,5 puntos) Dada la funcién f(x)=4x-x":

a) Representar graficamente el recinto del plano limitado por la funcién f(x), el eje OX y las
rectas x=1y x=3 (1 punto)

b) Calcule el area del recinto del apartado anterior. (1,5 puntos)

Solucién: a) b) Area= 2—32 =7.33u?

Junio 2022

CUESTION 3. (2,5 puntos) Se estima que los beneficios, en miles de euros, obtenidos en una
sala de conciertos inaugurada hace 5 afios, viene dado por la funcién B(t) = 2t* —15t% + 24t + 26

donde te [0, 5] es el tiempo, medido en afos, que lleva funcionando la sala. Se quiere conocer:
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a) ¢En qué momento se alcanza el méaximo beneficio de la sala de conciertos? Razone su
respuesta (2 puntos).
b) ¢A cuénto asciende dicho beneficio maximo? (0,5 puntos)

Solucion: a) El maximo beneficio se consigue el primer ario. b) 37000 €.

x?—kx+3 si x<2
2x+k Si X>2

a) Calcular el valor de k para que la funcion sea continua en x =2. (1 punto)
b) Para este valor determine la ecuacion de la recta tangente a la gréafica de la funcion en el punto
de abscisa x =—1. (1,5 puntos)

CUESTION 4. (2,5 puntos) Sea la funcion f (x) ={

Solucién: a) k=1 b) y=-—3x+2

CUESTION 5. (2,5 puntos) Dada la funcién f(X)=X’¢", calcule:

a) El dominio de definicion de la funcién. (0,5 puntos)
b) Intervalos de crecimiento y decrecimiento. (1 punto)
¢) Maximos y minimos locales. (0,5 puntos)

d) Calcule la derivada de la funcién (X)=X’€" en el punto de abscisa x =1. (0,5 puntos)

Solucién: a) El dominio es IR . b) La funcion crece en (—o0,—2)U(0,+%) y decrece en (-2,0).

4
c) el maximo relativo tiene coordenadas [—Z,e—zj y (0,0)el minimo relativo. d) (1) =3e

CUESTION 6. (2,5 puntos) Representar la region del plano limitado por las parabolas
f(X)=—x"+2X+4 y g(x)=x*~4x+4. Calcular su area,

- Area=9u?

Solucion: |
. . 2xe*
CUESTION 7. (2,5 puntos) Dada la funcion f(x)=—; 2:
e’ +
2xe*
a) CalcularJ. ——dx. (1 punto)
e’ +1

b) Calcular el area de la region delimitada por la grafica de la funcién f(x), el eje de abscisa y la
recta x =1 (1,5 puntos)

2

2xe*

Solucién: a) j dx=1In (ex2 +1)+C .b) Area= In(e+ 2)—In3: 0.45u°

2
e +1
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Julio 2021

CUESTION 3. (2,5 puntos) En un concierto celebrado en Murcia se ha estimado el nimero de
miles de jovenes que han asistido a él en funcion de la hora de llegada, t, mediante la funcion

10 . , .
f (t)=——=—. Hallar la hora en el que habia el mayor numero de personas en el concierto.

(t-6) +1
¢Cual fue esa cantidad méaxima? Razone la respuesta.

Solucién: La maxima afluencia es de 10000 jovenes y se produce a las 6 horas.

CUESTION 4. (2,5 puntos) Dada la funcién f (x) = ax? +3x+9 :
X

a) Calcule los valores a y b de forma que la funcion tenga un extremo relativo en el punto (1,2) y
determine si ese extremo es un maximo o un minimo. (1,5 puntos)

b) Sien la funcién anterior a =2 y b = 0, determinar la ecuacion de la recta tangente a la gréafica
de la funcién en el punto de abscisa x = 1 (1 punto)

Solucién: a) Los valores buscados son a = _% Yyb :% b) y=7x-2

CUESTION 5. (2,5 puntos) Representar graficamente el recinto del plano limitado por las
pardbolas f(X)=—-x*+4 y g(X) = X*. Calcular su &rea.

fx)=—~x"+4

- Redinto

Solucion: / ~ =] \ Area = ¥:7.54 u?

CUESTION 6. Dada la funcion f (X) = xe*
a) Hallar la pendiente de esta funcion en el punto x = 0. (1 punto).
b) Calcular J'xexzdx (1 punto).

1/2

c) Calcular J'xexzdx (0,5 puntos)
0

XZ

e _
Solucion: a) El valor de la pendiente en el puntox =0es 1 b) 7+ K C) >

Junio 2021

CUESTION 3. (2,5 puntos) El coste de produccion de x unidades de un determinado producto
viene dado por la funcion C(x)=%x2+35x+25 y su precio de venta es: p =50—§ euros.

Hallar:
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a) El nimero de unidades que debe venderse diariamente para que el beneficio sea méaximo.
b) El precio al que deben venderse las unidades obtenidas en el apartado a).
c) El beneficio maximo.

Solucion: a) Deben venderse 15 unidades para obtener un beneficio maximo. b) El precio es 46.25
euros.
c) El beneficio méximo es de 87.5.

CUESTION 4. (2,5 puntos) Dada la funcién f (X)=ax’+bx+c, calculara el valor de a, by ¢

para que:

a) La funcion pase por el origen de coordenadas y tenga en el punto (1, —1) un minimo local.

b) Para los valores obtenidos en el apartado anterior, determine los intervalos de crecimiento y
decrecimiento de la funcién.

Solucién: a) Los valores buscados son a==; b= _g y ¢=0 b) Lafuncion crece en

1.
2
(—o0,—1)U(1,+00) y decrece en (—1,1).

CUESTION 5. (2,5 puntos) Representar graficamente el recinto del plano limitado por la
pardbola f(X)=-X*+4X+3 ylarecta g(x) =3+ x. Calcular su area.

Solucion: R Area = 4.5 u2.
CUESTION 6. Dada la funcién f (x) = 22X1'
X"+

a) Hallar la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcién f(x) en el punto x =0 (1
punto).

b) Calcular J' dx (1 punto).

2X
x*+1

2X
X2 +1

2
c) Calcular J. dx (0,5 puntos)
1

Solucién: a) y = 2x b) In(x2+1)+K ¢) In5—In2

Septiembre 2020

CUESTION 3. Se ha estimado en una empresa que su beneficio en los proximos 10 afios viene

at—t> si 0<t<6 . ) . N
siendo t el tiempo transcurrido en afios.

dado por la funcion: B(t)={ ) A 0
t si 6<t<l

a) Calcular el valor del parametro a para que la funcion de beneficios sea continua. (0,5 puntos)
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b) Para a = 8 represente su gréafica y diga en qué intervalo de tiempo la funcion crece o decrece.

(1 punto)

c) Para a = 8 indique en qué momento, de los 6 primeros afios, se obtiene el maximo beneficio y
cudl es su valor. (0,5 puntos)

Solucion: a)a =8 ) R * Crece del afio 0 hasta el 4° afio y entre el afio
6°y el afio 10°. Decrece entre eI afno 4°y el 6°. ¢) En el afio 4, siendo este beneficio de 16.

CUESTION 4. Calcule las derivadas de las siguientes funciones:
a) f(x)=(x*-2)Inx (1 punto)

b) f(x)=e*"*? (L punto)

2

Solucion: a) f (x)=2xIn x+ 2= b) f’(x)=12x%*"*?

CUESTION 5. (2 puntos) Representar graficamente el recinto del plano limitado por la parabola
f (X) =4-% y larecta g(x) =2+ x. Calcular su area.

f(x)=4-x

o(x)=2+x

22 ‘ .
solucion: /7 f ] Area=451°

CUESTION 6. (2 puntos) Calcular el area del recinto limitado por la parabola f(X) = X" +6X
y el eje OX. Hacer una representacion grafica aproximada de dicha area.
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F) = +6i

/ \

Solucién: = VT Area—36u2

Julio 2020

CUESTION 3. (2 puntos) El beneficio semanal obtenido en una empresa de ordenadores viene

dado para la funcién B(X)=—2X"+24x-36, donde x representa el nimero de ordenadores

vendidos semanalmente. Calcular el nimero de ordenadores vendidos cada semana para que el
beneficio sea maximo. ¢Cual es este beneficio maximo?

Solucioén: El beneficio méximo es de 36, obtenido al vender 6 ordenadores semanalmente.

CUESTION 4. Sea la funcion f(X)=Xx° +ax® +bx+1.

a) Determinar los valores de a y b de forma que la funcion tenga un extremo relativo en x =1y
la recta tangente a la grafica de la funcion f(x) en el punto de abscisa x = 0 tenga de pendiente
m = -1. (1 punto)

b) Sien la funcion anterior a=-2 y b =—-4 , determinar los intervalos de crecimiento y
decrecimiento, asi como sus extremos relativos. (1 punto)

. L. . -2 .. .
Solucién: a) Los valores buscados son a =0 =-1. b) Maximo relativo en x =3 y minimo relativo en

X = 2. La funcion crece en (_oo,_—zju(z,+oo) y decrece en (_—2, Zj -
3 3

CUESTION 5. (2 puntos) Representar graficamente el recinto del plano limitado por las
pardbolas f(X)=X*—4x+6 y g(X)=-2X"+5X+6. Calcular su 4rea.

f(x)=x"—4x+6

g =—2x"+5c+6

Solucién: | AN ~ Area=13,50°

CUESTION 6. Dada la funcién f (x) :Ll;
X+
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a) Hallar la ecuacion de la recta tangente a la gréafica de la funcion f(x) en el punto x =1 (1
punto)

b) Calcular el &rea de la region del plano limitado por la gréafica de la funcion f(x) el eje OXy las
rectas de ecuacion x =0y x = 1. (1 punto)

Solucioén: a) La tangente tiene ecuacion y=-0,25x+0,75 b) Area—In2=0,69 u?

Septiembre 2019

CUESTION A2. Determine el punto de la gréfica de la funcion f(X)=—X’+6X*~7X+5 en Ia

que la pendiente de la recta tangente sea maxima. ;Cual es la ecuacion de la recta tangente en ese
punto?. (2 puntos)

Solucion: En x = 2 hay un maximo de la pendiente de la tangente de la funcion. La ecuacion de
esta tangenteenx =2 es y =5x—3.

CUESTION A3. Representar graficamente la region limitada por las funciones f(X)=9-X"y

g(X) =x*=9 . Calcula su area. (2 puntos)

Solucién: Area=T72u?

CUESTION B2. Calcule las derivadas de las siguientes funciones:
a) f(x) =|n—2X . (0,75 puntos)
X

b) f(X)=xe* . (0,75 puntos)

Solucidn: a) f’(x):l_zlnx b) f'(x):ezx(1+2x)
X

CUESTION B3. Dada la funcion f (x) — 2e*,

a) Hallar la ecuacién de la recta tangente a la funcion en el punto x = 1. (1 punto)

b) Calcular el area de la region del plano limitado por la grafica de la funcion, el eje de abscisas
y lasrectas x=0y x=1. (1 punto)

Solucién: a) y=292X b) Area=2e*>—2e=9,34u?

Junio 2019
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CUESTION A2. Una empresa, que vende un cierto articulo al precio unitario de 40 euros, tiene

por funcién de coste, C(X)=2X*+4x+98, donde x es el ndmero de unidades producidas del

articulo. Calcular el nimero de unidades que debe vender para que el beneficio de la empresa sea
maximo. Obtener el beneficio (ingresos menos los costes) maximo obtenido. (2 puntos)

Solucién: Debe vender 9 unidades, siendo el beneficio mdaximo obtenido con esta venta de 64 €.

Xx+a si x<l1

CUESTION A3. Dada la funcién f(x)={x*-2 si 1<x<3
X+b si x>3

a) Determinar a 'y b para que la funcién sea continua en todo R . (1 punto)

b) Hallar if(x)dx . (1 punto)

3
Solucién: a) Los parametros buscados son a=-2 y b=4. b)J' f (x)dx = %
1

CUESTION B2.
a) Sea la funcion f(X)=ax’+bx , calcular los valores de a y b para que la grafica de la funcién
pase por el punto (1,1) y que en este punto la pendiente de la recta tangente vale —3. (1 punto)

b) Sien la funcién anterior a=1y b=-12 , determinar sus intervalos de crecimiento y
decrecimiento y sus puntos extremos. (1 punto)

Solucion: a) Los valores pedidos sona=-2y b =3.
b) La funcién crece en (—o0,—2) U (2,+0) Y decrece en (—2, 2) . Tiene un maximo relativo en
X = -2y un minimo relativo en x = 2.

CUESTION B3. Representar graficamente el recinto del plano limitado por las rectas y =6 —2x

y la parabola Y= —X* +2X+3 . Calcular su area. (2 puntos)

Solucion: / \ El area de la region es 4/3 u?

Septiembre 2018

CUESTION A2. Dada la funcién f(x)=x’In(2x+5)+ax+b con ay b nimeros reales. Hallar
ay b paraque se cumpla f(0)=2vy f'(0)=1. (1,5 puntos)

Solucion: a=1yb=2.

\ CUESTION A3. Calcular las siguientes integrales:
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a) f(—x3 +3X— 2) dx. (0,75 puntos)
2

3X
b) I dx. (0,75 puntos)
X +1

c) [2e”dx. (05 puntos)

Solucion: a) J‘:(—x3 +3x—2)dx = _75 b) I

3x?
dx =In(x® +1)+ K
X3 +1 () 2

_[Zezxdx e+ K

CUESTION B2. Dada la funcion f (x) =5x%?* o
+
a) Calcular f'(0). (1,5 puntos)
b) Hallar la ecuacién de la recta tangente a la gréafica de la funcion en el punto (0, 1).
(0,5 puntos)

Solucion: a) f'(0)=0b)y=1.

2 1
CUESTION B3. Hallar el valor del parametro a para que se cumpla L(ax3 ~9x° +10)dx =2a.
(1,5 puntos)

Solucién: a=4

Junio 2018

CUESTION A2. Una empresa fabrica un determinado producto, que vende al precio de 15
euros. La funcién de costes, que representa el coste (en unidades monetarias) en funcion del

nGmero de unidades de producto, es C(X) = 2x* —45x+100, donde x es el nimero de unidades

de producto. Hallar el nimero de unidades que ha de vender para obtener el maximo beneficio,
sabiendo que el beneficio es igual al ingreso total obtenido por la venta menos los costes.
Calcular el beneficio maximo (2 puntos)

Solucion: 15 unidades nos aportan un beneficio maximo de 350 unidades monetarias.

CUESTION A3. Hallar el 4rea del recinto limitado por la grafica de la funcién Y=X —X-2 , el
eje OX y las rectas x =—2 y x =2 . Hacer la representacion grafica de dicha area. (1,5 puntos)

Solucion: Area=% u?
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CUESTION B2. Hallar las derivadas de las siguientes funciones:

a) f(x):m . (0,75 puntos)

b) g(X) =X’ In(x*) . (0,75 puntos)
¢) h(x)=e>* (0,5 puntos)

Solucion: @) f'(x)=——1 b) g (X)=2XIn(x*)+2X  ¢) h'(x) =e ¥ (-3+2x)
3(5x—1)°

CUESTION B3. Dadas las funciones f(X)=€"y g(X)=x>—-2X+1 , cuyas gréficas aparecen
en la siguiente figura:

f(x)=e*

y T i
33 3 23

g()=x"2x}1

Hallar el area del recinto limitado por las dos gréaficas y las rectas x = -1y x = 0. (1,5 puntos)

Solucion: Area = % + 1 =1'11u?
e

Septiembre 2017

_ax+b

CUESTION A2. Dada la funcion f(X) = N donde a y b son numeros reales, hallar el valor

de ay b para que se cumplaque f(0)=1Yy f'(0)=1. (1,25 puntos)

Solucion: El valordeaybbuscadoesa=b=1

CUESTION A3. Dada la funcién
—X+1 si x<-3
f(x)=1 , .
X“+2X+1 si—3<x

a) Hacer la representacion grafica de dicha funcion. (0’5 puntos)
b) Hallar el area del recinto acotado limitado por la gréfica de la funcion f(x) Yy la recta

y=2x+5. (1°75 puntos)

Andlisis en la EBAU de Murcia 100 | 117



Juan Antonio Martinez Garcia CURSO 2025/26

y=x2+2x+1

Solucién: El valor del drea pedida es de 10°6 unidades®

CUESTION B2. Hallar las derivadas de las siguientes funciones:
X
a) f(x)=

. (0,75 puntos)
2X+

7

b) g(x)= a3 (0,75 puntos)

In(x*)
c) h(x)= < . (0,75 puntos)

-z ' X+1 1 _ X2 3 X2 1 2_In(xz)
Solucion: a) f'(x) = ———; b) g(x) =2xe" +2xe ¢) h'(x)=———+
(2x+1) X

CUESTION B3. Dada la funcion f(X) = 26>

F(1)=0. (1,25 puntos)

hallar la funcion primitiva F (x) que cumple que

Solucién: F(X)=e"*-1

Junio 2017

CUESTION A2. El volumen de agua (en millones de litros) almacenado en un embalse a lo
largo de un periodo de 11 afios en funcion del tiempo t (en afios) viene dado por la funcién

f(t)=t®-24t> +180t+8000 0<t<11
Calcular:
a) La cantidad de agua almacenada en el ultimo afio (t = 11). (0,25 puntos)

b) El afio del periodo en el que el volumen almacenado fue maximo. (1,5 puntos)
c) El volumen méaximo que tuvo el embalse a lo largo de ese periodo. (0,25 puntos)

Solucion: a) 8407 millones de litros. b) En el afio 6. ¢) Un volumen de 8432 millones de litros.

CUESTION A3. Calcular las siguientes integrales:
2
a) J'(—x2 +3x+1)dx . (0,75 puntos)

1
b) J' 2_ i . (0,75 puntos)
X+2

2
Solucion: a) J.(—x2+3x+1)dx=§ b) Iidx:2|n|x+2|+c
1 6 X+ 2
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CUESTION B2. Dadas las funciones f(X)=X’ —7x*+a y g(X) =+2x—1+bx donde ay b son
nameros reales, hallar a y b sabiendo que f()=g@) Yy f'@)=g"'(@). (2,5 puntos)

Solucion: Obtenemos un valor paraa =—-5yparab =-12

CUESTION B3. Hallar el area del recinto acotado limitado por la grafica de la funcion

f(X)=X +2X-3, larecta y = x—1 y las rectas x =1 y x = 2. Hacer una representacion grafica
aproximada de dicha area. (1,5 puntos)

; ..:'. :
ion: Area— L u? — 18302 \(/ |
Solucién: Area==-u?=1'83u?>~" _ -

6

Septiembre 2016

CUESTION A2. Hallar las derivadas de las siguientes funciones:
a) f(X)=x"Inx+2¢" . (1 punto)

1

b X)= . (0,75 puntos

X2 -1
c) h(x)= . (0,75 puntos)

X+3
Solucién: @) f "(x) =5x*In x + x* + 2e* b) g’(x):_—8 0)

7{/(2x+5)

2

h"(x) = X°+6Xx+1

CUESTION A3. Calcular el area del recinto acotado limitado por la curva Y = X —4x+8 yla
recta y = —2x+8. Hacer una representacion grafica aproximada de dicha area. (1,5 puntos)
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Solucién: Area = % =1,33u?

CUESTION B2. Dada la funcion
—x+1 si x<-2
f(X)=<2x+7 si —2<x<ldonde aeR :
ax’ —5x+6 si x>1
a) Estudiar la continuidad de f (x) en x=-2. (0,5 puntos)

b) Hallar a para que la funcion sea continua en x =1 (0,75 puntos)
c) Para a =1hacer la representacion grafica de la funcion (0,75 puntos)

Solucion: a) la funcién es continua en x = -2.

b) La funcion es continuaenx=1sia=8.¢c) B

CUESTION B3. Calcular las siguientes integrales:
a) j(—X+26X)dX (0,75 puntos)

3

b) f(xz —X?—lJ dx (0,75 puntos)

., 2 3
Solucién: a) j(_x+2eX)dX:_X_+2ex+K b) Jz WX g a3
2 1 2

Junio 2016

ax’+2b

Cuestion A.2. Dada la funcion f(X) = W ,donde a, b € R

a. Hallar el dominio de f(x). (0’5 puntos)
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b. Hallar a'y b para que la funcién tenga una asintota horizontal en y = 2 y pase por el punto
(0,4). (0’75 puntos)
c. Paraa=1yb=1hallar f ’(x). (0’75 puntos)

—2X
(x2 +1)2

Solucién: a. El dominio de la funciones R b.a=b=2c. f(x)=

Cuestion A.3. Se considera la funcion definida por:
X+3 six<0
f)=1 , :
—X“+2X+3 six=0

a. Representa graficamente la funcion f. (0’75 puntos)
b. Calcular el area del recinto acotado por la gréafica de f y el eje OX. (1°25 puntos)

/3 T 4 \
Solucién: \ El drea es de 13°5 unidades cuadradas.

Cuestion B.2. Hallar las derivadas de las siguientes funciones:

a f(X)= X2 ' X+1 (1 punto)

3
X =X
b. f(X)= N (0’75 puntos)
x2—2_42 4 1 4 72_2
Solucién: a. f'(x)ze [ 47 +4x+1] b, f'(x):%
2dx+1 (x2+2)

Cuestion B.3. La siguiente gréfica corresponde a la funcién f(X) = —Xx*+X+a donde acR

[T

Sabiendo que el area encerrada por el recinto asociado que limita la curva con el eje OX vale 5

utilizar esta informacion para hallar el valor del parametro a. (1’25 puntos)

Solucién: a=2

Septiembre 2015
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CUESTION A2. Hallar las derivadas de las siguientes funciones:
2

X

a) f(x) =%z (0,5 puntos)

b) 9(X)=(x-1)Inx. (0,5 puntos)
¢) h(x)=e>". (0,5 puntos)

X* +4X
(x+2)2

Solucién: a) f(x)= b) g’ (x)= Inx+XT_1 C)

h'(x) =10x" e

CUESTION A3. Hallar el rea del recinto acotado limitado por las curvas f (X): X2+ 2X+2,

g(x):—x2 —2X y las rectas x=—2 y x=0. Hacer una representacion grafica aproximada de
dicha area. (2 puntos)

Solucion: | El &rea del recinto es de %uz.

CUESTION B2. En las cuatro primeras horas de un concierto, el nimero de miles de asistentes
después de t horas, una vez comenzado, varia segun la funcién

ft)=2t>-27t°+84t 0<t<4,
Hallar el nimero maximo de asistentes al concierto en ese intervalo de tiempo. (2 puntos)

Solucion: El numero maximo de asistentes al concierto es de 76000 y se alcanza a las 2 horas.

CUESTION B3. Hallar las siguientes integrales:
2
a) j(x3 +2x-1)dx (0,75 puntos)  b) I(SeX +3)dx (0,75 puntos)
0

Solucion: a) j(x3+2x—1)dx:6 b) '[(Sex+3)dx:5ex +3x+K
0

Junio 2015

1
— X
2
a) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento. (1,5 puntos)

CUESTION A2. Dada la funcion f (x)==x? —%x3 , calcular:
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b) Los méximos y minimos relativos. (0,5 puntos)
c) Los puntos de corte con los ejes. (0,5 puntos)

Solucion: a) La funcion crece en (0,1) y decrece en (—0,0)U(L,+0) b) Las coordenadas del

1 3
minimo relativo son (0,0) y las del maximo relativo son (1, 6) c) (0,0)y (on

CUESTION A3. Hallar una primitiva F(x) de la funcién f (x)=x’—2x* +x—2 que cumpla que
F(1) = 0. (1,5 puntos)

x4 X2 x? 23

Solucién: [Z()():I_2€_|_7_2)(_|_E

CUESTION B2. Dada la funcién f(x)=x"+ax’+bx+c, donde a, by c son nimeros reales,

hallar los valores de a , b y ¢ para que la funcién cumpla las siguientes condiciones:
a) pase por el origen de coordenadas,

b) su derivada se anuleenx =0y

c) la pendiente de la tangente a su grafica en x = 1 valga 2. (2 puntos)

Solucion: Los valores buscados son a = _?2; b=c=0y lafuncion queda f(x)=x* _g x3

CUESTION B3. Dadas las funciones f (X)=x’-2x+1y g(x)=e"cuyas gréficas aparecen en
la siguiente figura

: \
_)j/’fj// \\/
CRE TR /;5 T s T s~

/
f

Hallar el area encerrada por las dos gréficas y las rectas x = -1y x = 0. (1,5 puntos)

Solucion: Area = %+1 =1.118u?
e

Septiembre 2014

CUESTION A2. EIl beneficio semanal (en miles de euros) que obtiene una fabrica por la
produccién de aceite viene dado por la funcion B(X)=-x*+6x—8 donde x representa los

hectolitros de aceite producidos en una semana.

a) Representar la funcién B(x) con x>0. (0,5 puntos)

b) Calcular los hectolitros de aceite que se debe producir cada semana para obtener el maximo
beneficio. Calcular dicho beneficio maximo. (1 punto)
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Solucién: a) b) El mdximo beneficio que se puede obtener es de 1000 €
y se obtiene produciendo 3 hectolitros de aceite a la semana.

, 5 —2x* —6x—4 .
CUESTION A3. Dada la funcién f () =T ala hallar su dominio, los puntos de corte

con los ejes y la pendiente de la recta tangente a la grafica de la funcionen x=1. (2,5 puntos)

Solucién: Dominio f (X)=R—{-2,+2} ; Los puntos de corte con los ejes son A(0,1) y B(-10)

; La pendiente de la recta tangente a la gréfica de la funciénen x =1 es f (1) =0.

) _ ax’+x-a
CUESTION B2. Dada la funcion f (X):Xz—b
a) Hallar a y b sabiendo que x =1 y x =—1 son sus asintotas verticales y que f (0) = 1.
(1 punto)
b) Para los valores de a y b obtenidos en el apartado anterior, hallar el resto de las asintotas y
hallar su funcién derivada f '(x). (1 punto)

, donde a y b son nimeros reales.

Solucidn: a) Los valores buscados son a = -1, b = 1. b) La asintota horizontal es y = —1, las

asintotas verticales son x =1y x=-1 y no tiene asintota oblicua. ¢ (x) = —x*-1

(-2

CUESTION B3. Dadas las funciones f(X)=€*+2 y g(X)=x+3, cuyas gréaficas estén

representadas en la siguiente figura, hallar el area comprendida entre las dos curvas Yy las rectas
x=0y x=2.

i)
/,; /',/'{E;(.\'J

A
A

e

B

(2 puntos)

Solucién: Area—e? —5=2.389u32
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Junio 2014

CUESTION A2. El coste de fabricacion de un modelo de teléfono mévil viene dado por la
funcién C(x)=x"+10x+325, donde x representa el nimero de teléfonos méviles fabricados.

Supongamos que se venden todos los teléfonos fabricados y que cada teléfono se vende por 80
euros.

a) Determinar la funcion de beneficio (definido como ingreso menos coste) que expresa el
beneficio obtenido en funcién de x. (0,5 puntos)

b) ¢Cuantos teléfonos deben fabricarse para que el beneficio sea maximo? (A cuanto asciende
dicho beneficio maximo? (1,5 puntos)

c) ¢Para qué valores de x se tienen pérdidas (beneficios negativos)? (0,5 puntos)

Solucién: a) B(x)=—x*+70x—325b) EI méximo beneficio es de 900 €y se obtiene con la

fabricacion y venta de 35 teléfonos moviles. c) Los beneficios son negativos con menos de 5
moviles fabricados y vendidos. También a partir de 65 moviles fabricados y vendidos.

CUESTION A3. Hallar las siguientes integrales indefinidas:
a) I(XS —2x+3)dx. (0,75 puntos) b) j(2ex +5)dx. (0,75 puntos)

6

Solucion: a) j(xs_gx+3)dxz%_xz+3x+|< b) _[(Zex+5)dx=2ex+5x+K

CUESTION B2. La siguiente grafica corresponde a la funcién f (x)=x*+4x+a, siendo a un

namero real. Calcular a para que el area encerrada por la gréafica, el eje OX y las rectas x =0y
x = 3 valga 57.

W T

A

(1,5 puntos)

Solucién: a = 10.

CUESTION B3. Hallar las derivadas de las siguientes funciones:
2X

e
a) f(x)= " (0,75 puntos) b) g(x)=In(x*-5x) (0,75 puntos)
Solucién: a) f'(x)=w b) g’(x)= X22x_—55;

(x+2)2

Septiembre 2013

CUESTION A2. Se sabe que la expresion que representa el nimero de personas N(t) que acude
un dia a un centro médico, en funcion del nimero de horas t que lleva abierto, es

N(t)=at’+bt, 0<t<8, abelR. Sabiendo que el nimero méximo de personas que ha habido
ese dia ha sido de 128, y que se ha producido a las 4 horas de abrir, calcule a y b. (2 puntos)
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Solucién: Los valores de a y b necesarios para que se cumplan las condiciones requeridas son
a=-8y b=64.

CUESTION A3. a) Calcule la derivada de las funciones f (x)=e*>* y g(x)=1In(x"+1). (1
punto)

b) Calcule f(xz —3x—1) dx . (1 punto)

sa . _ _ x-2x. ., 7x° 3 __16
Solucion: a) f'(x)=(2x-2)e*?; g4 (0= b) L(xz_gx—l)dx—T

CUESTION B2. Los ingresos obtenidos por la fabricacion de x unidades diarias de cierto
producto vienen dados por I(x):—28x2+5256x, y los costes vienen dados por la funcién

C(X) = 22x° + 4456x+814

a) Determinar la funcion que expresa los beneficios obtenidos por la fabricacion de x unidades
diarias del producto (sabiendo que los beneficios se definen como los ingresos menos los
costes) y calcular el nimero de unidades diarias que hay que fabricar para obtener un
beneficio maximo. (1,75 puntos)

b) ¢Cuéanto vale dicho beneficio maximo? (0,25 puntos)

Solucién: a) B(x)=-50x" +800x—814; hay que fabricar 8 unidades diarias para obtener un
beneficio maximo. b) EI beneficio méaximo es de B(8)=-50-8"+800-8—814 =2386.

CUESTION B3. Se da la siguiente gréafica, que corresponde a la funcion
f (x) =x*-3x* —x+3, y se pide calcular el area que encierra la grafica de la funcion con el eje
OXylasrectasx=-1yx=2

6+ -3t -x+3

f } } \ } } } f
4 3 2 1 1 2 5 4 5 6
1 X

(1,5 puntos)

Solucién: Area =5.75 u?

Junio 2013

CUESTION A2. Las funciones I(t)=-0,5t"+17t y C(t)=0,5t’~t+32 con 0<t<18

representan, respectivamente, los ingresos y los costes de una empresa en miles de euros en

funcion de los afios trascurridos desde su comienzo y en los Gltimos 18 afios.

a) ¢Para qué valores de t, desde su inicio, los ingresos coincidieron con los costes? (0,5 puntos)

b) Hallar la funcion que expresa los beneficios (ingresos menos costes) en funcion de t y
representarla graficamente. (0,75 puntos)
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c) ¢(Cuéantos afios después del comienzo de su actividad la empresa alcanz6 el beneficio maximo?
Calcular el valor de dicho beneficio. (1,25 puntos)

Solucién: a) Coinciden a los dos afios y a los 16. b) B(t)=-t* +18t—32

8- B
46
P S
Pt - Birj=Hr=18=32
Fof - J=HElse=32
4 1
46

"

4

38

EREEEEERSS

c) Los beneficios maximos se obtienen en el afio 9
vértice) y dichos beneficios son 49000 euros.

CUESTION A3. Calcular las derivadas de las siguientes funciones:
1

a) f(x)=e""> (05 puntos) b) g(x)=

. (0,5 puntos)
V2x-1
-1

Solucion: a) f’(x):(3x2+2)ex3+2X b) g'(x)=———2
(2x—1)3

CUESTION B2. Dada la funcién f(x)=x*+ax+b, hallar a y b sabiendo que en x = 1 la

funcion tiene un extremo relativo (un maximo o un minimo relativo) y que f (1) = 2. ;Se trata de
un maximo o de un minimo relativo? (1,5 puntos)

Solucion: Los valores buscados son a = -4y b = 5. La funcion presenta un minimo relativo en
x=1.

CUESTION B3. Dadas las parébolas f (X)=2x"+2x-12 y g(X)=-x*—x+6 cuyas gréficas
se presentan a continuacion, hallar el area de recinto acotado encerrado entre ambas.

(1,5 puntos)

Solucion: Area=62.5u°
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Septiembre 2012

, g 2x% +1
CUESTION A2. Dada la funcién f(x)= P

a) Hallar su dominio. (0,3 puntos)
b) Determinar las asintotas. (1,2 puntos)
c) Hallar su funcion derivada f '(x). (0,5 puntos)

Solucién: a) El dominio es R — {2, 2}. b) Las asintotas verticalesson x=2 y x=-2. La
asintota horizontal es y = —2 y no existe asintota oblicua. c) f(x)= 18x

=)

CUESTION A3. Calcular el &area del recinto limitado por la pardbola de ecuacion
y=—x2—4X+5, el eje OX, y las rectas x = -2 y x = 3 y hacer una representacion grafica

aproximada de dicha area. (1,5 puntos)

==X —4x+5

—

—~
H
1

n

—
——

—————

Solucién: ! ; \ ,5\rea=9—:;3z32.2u2

CUESTION B2. Una empresa estima que el beneficio que obtiene por cada unidad de producto
que vende depende del precio de venta segun la funcion:

B(x)=-3x"+12x-9,
siendo B(x) el beneficio y x el precio por unidad de producto, ambos expresados en euros.
a) ¢Entre qué precios la funcion B(x) es creciente? (1,25 puntos)

b) ¢En qué precio se alcanza el beneficio maximo? (0,5 puntos)
c) ¢En qué precio el beneficio es 3? (0,25 puntos)

Solucion: a) La funcién B(x) es creciente cuando el precio esta entre 0 y 2. b) El beneficio
maximo se obtiene con el precio x = 2. ¢) El beneficio es de 3 cuando el precio es x = 2.

CUESTION B3. Calcular el 4rea comprendida entre la parébola de ecuacion Y = X’ -3X+2, el

eje OX, larectax = 0 y la recta x = 2, y hacer una representacion grafica aproximada de dicha
area. (1,5 puntos)
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Solucién: El area tiene un valor de 1 unidad cuadrada.

Junio 2012

3x+1 six<-1
CUESTION A2. Dada la funcién f (x)=<x-1 si —-1<x<2:
ax® —6ax+5 si 2<x

a) Estudiar la continuidad en x = —1. (0,5 puntos)
b) Hallar a para que la funcion sea continua en x = 2. (0,75 puntos)
c) Para a = 1 hacer una representacion grafica de la funcion. (0,75 puntos)

‘/3.\41 sx<-1
=Jx

4 f(x)={x-1 si —1<x<2
|\1—6\+5 si2<x /

[

Solucion: a) La funcion f(x) es continuaen x =-1. b) a=1/2 ¢) /

CUESTION A3. Hallar las derivadas de las siguientes funciones:
3 2
a) f(x)=

2X° +X
b) 9(x)= (1—x)2 e*. (0,5 puntos)
=In

(0,5 puntos)

x-1 ~
¢) h(x)=1In(2x*+2). (0,5 puntos)
x® —5x* —2x

Solucién: a) f’(x):4 o1y b) 9'(x)=(x*-1)e* ©) h'(x)=
X_

2X
x? +1

CUESTION B2. Una panaderia ha comprobado que el nimero de panes de un determinado tipo
que vende semanalmente depende de su precio X en euros segun la funcion

f (x) =4500-1500x , donde f(x) es el nimero de panes vendidos cada semana y x el precio por

unidad de pan. Calcular:
a) La funcion I(x) que expresa los ingresos semanales por la venta de ese tipo de pan en funcién
del precio por unidad de pan, x. (0,2 5 puntos)
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b) El precio al que hay que vender cada pan para que dichos ingresos semanales sean maximos.
¢A cuénto ascenderan los ingresos semanales maximos? (1,75 puntos)

Solucién: a) 1(x)=4500x—-1500x" b) Los ingresos son méximos cuando el precio es de 1.5 €.
Estos ingresos semanales maximos son de 3375€.

CUESTION B3. Hallar el area delimitada por la parabola y=2x2—2x—4, el eje OX vy las
rectas x =—2 y x = 2, y hacer una representacion grafica aproximada de dicha area. (1,5 puntos)

38

Solucién: ,5\rea=1—31+9=€:12.66u2

Septiembre 2011

3
] X
CUESTION AZ2. (2 puntos) Dada la curva de ecuacion Yy = E_ZXZ —5X+2 calcular:

a) El dominio de definicion.
b) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento.
¢) Los maximos y los minimos.

Solucién: a) EI dominio es R . b) La funcién crece en (—0,—1)\(5,+) y decrece en (—1,5).

c) El maximo relativo tiene coordenadas (_LE] y el minimo relativo tiene coordenadas
3

-

CUESTION A3. (1,5 puntos) Calcular el area del recinto limitado por la parabola de ecuacion
y= x> +2x+8 y el eje OX. Hacer una representacion grafica aproximada de dicha area.
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Solucion: Area =36 u?

2

. 3X“+4
CUESTION B2. (2 puntos) Dada la curva de ecuacion Y = m calcular:

a) El dominio de definicion.
b) Las asintotas.

Solucién: a) El dominio es R—{l, 2} b) Las asintotas verticales son x =1 y x=2. La asintota
horizontal es y = 3. No tiene asintota oblicua.

CUESTION B3. (1,5 puntos) Calcular el &rea comprendida entre la curva Y=X +2X+2, el
eje OX y las rectas x = -1y x = 1. Hacer una representacion grafica aproximada de dicha area.

i

y=x'+2¢+2

Solucion: 1 ? ! Area ==— = 4.66u>

Junio 2011

. X
CUESTION A2. (2 puntos) Dada la curva de ecuaciéon y = 2—6 calcular:

a) El dominio de definicion.
b) Las asintotas.

Solucién: a) El dominio de definicién de la funcién es R—{-2,3} b) Las asintotas verticales
son x=-2y x=23. La asintota horizontal es y =1. No tiene asintota oblicua.
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CUESTION A3. (1,5 puntos) Calcular el 4rea comprendida entre la curva Y =X>—4X+8, el eje
OX vy lasrectas x=—1y x=1. Hacer una representacion grafica aproximada de dicha area.

\

y=x"—d+8

Solucion: - ,5\rea=5—:§)=16.66u2

CUESTION B2. (2 puntos) Dada la curva de ecuacién Y =X —3x"—9X+9 calcular:
a) El dominio de definicion.

b) Los intervalos de crecimiento y de decrecimiento.

¢) Los maximos y los minimos.

Solucién: &) EI dominio es todo R b) La funcion crece en (—o0,—1)U(3,4) y decrece en

(—1,3). c) El maximo tiene coordenadas (—1,14) y el minimo tiene coordenadas (3,—18)

CUESTION B3. (1,5 puntos) Calcular el area del recinto limitado por la parabola de ecuacion
y= X’ +X+6 y el eje OX. Hacer una representacion grafica aproximada de dicha area.

125

Solucién: Area=?= 20.83u?

Septiembre 2010
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) 3x* -5x—6
CUESTION A2. (2 puntos) Dada la curva de ecuacion Yy = m calcular:
a) Dominio.

b) Asintotas

Solucién: a) El dominio de la funcién es R—{—l, 2} b) Las asintotas verticales son x=-1y
x = 2. La asintota horizontal es y = 3. No tiene asintota oblicua.

CUESTION A3. (1,5 puntos) Calcular el &rea comprendida entre la curva Y =X —6X+10, el
eje OX y lasrectas x=3 y y=—-2x+10. Hacer una representacion grafica aproximada de dicha
area.

Solucion: Area =%+1=§:2.33u2

CUESTION B2. (2 puntos) ¢Cual es el nimero que al sumarlo con 25 veces su inverso se
obtiene un valor minimo?

Solucién: El nimero buscado es el namero 5.

CUESTION B3. (1,5 puntos) Calcular el area del recinto limitado por la parabola de ecuacion
y=4x- X e Yy = X. Hacer una representacion grafica aproximada de dicha area.

Solucion: ~A Area=4.50>

Junio 2010
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CUESTION A2. (2 puntos) Dada la curva de ecuacién y = %23 calcular:
X"+ 2ZX—

a) Dominio.

b) Asintotas
Solucién: a) EI dominio de la funcién es R—{—B,l} b) Las asintotas verticales son x=-3 vy

x =1. La asintota horizontal es y = 0. No tiene asintota oblicua.

CUESTION A3. (1,5 puntos) Calcular el 4rea comprendida entre la curva Y =3X*+2X—16, el
eje OX y lasrectas x =—2 y x =4. Hacer una representacion grafica aproximada de dicha area.

}
\
|
\
\
|

||

Zona 2

|
i
/
]
|
{
[
|
i
I
/
f
|
|

Zona 1

st vt Area total = 48 + 36 = 84 u?

Solucién:

CUESTION B2. (2 puntos) Un terrateniente posee unos terrenos al borde de un rio. Alli desea
cercar una parcela y montar una playa privada con todo tipo de servicios. Para ello dispone de
4000 metros de alambrada. ¢Cual es la superficie maxima, de forma rectangular, que puede

cercar y cual la longitud de ribera apta para el bafio?
Solucién: La superficie maxima es de 2000000m’ y la ribera apta para el bafio sera de 2000 m.

CUESTION B3. (1,5 puntos) Calcular el area del recinto limitado por la parabola de ecuacion
y= —Xx* +8x y el eje OX. Hacer una representacion grafica aproximada de dicha area.

1

Solucién: =+
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