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Ejercicios de Geometria en el espacio en pruebas
de acceso a la universidad de todas las
comunidades autonomas de ESPANA

Resueltos con todo detalle en www.ebaumatematicas.com

Andalucia

1. Andalucia Extraordinaria 2025. EJERCICIO 4 (2.5 puntos)
X—y+z=3

Considera la recta rz{ A yelplano 7=mx—-y-2z=5.

X+2y—-2=
a) [1,5 puntos] Halla m para que r y m sean paralelos.
b) [1 punto] Para m=-8, calcula la distancia de la recta r al plano .

32./69

69

unidades..

Solucién: a) m=-8 b)

2. Andalucia Extraordinaria 2025. EJERCICIO 5 (2.5 puntos)

x=1-4
Sean las rectas r = X+1= y;2= 2_12 ys={y=2+41
- 7=-3-24

a) [1 punto] Estudia la posicion relativa de las rectas r y s.
b) [1,5 puntos] Halla la ecuacidn de un plano que contiene a r y a una recta perpendicular a las
rectasrys.

Solucién: a) Las rectas se cruzan. b) 7 :30x—23y+51z2-118=0

3. Andalucia Ordinaria 2025. EJERCICIO 4 (2.5 puntos)

Sean los puntos O(0, 0, 0), A(0, 2,-2), B(1, 2,m) y C(2, 3, 2).

a) [1,25 puntos] Halla los valores de m para que el tetraedro determinado por los puntos O, A, B
y C tenga un volumen de 3 unidades cubicas.

b) [1,25 puntos] Para m =0, calcula la distancia del punto O al plano que pasa por los puntos A,
ByC.

Solucién: a) m=—4y m=5 b) % unidades.

4. Andalucia Ordinaria 2025. EJERCICIO 5 (2.5 puntos)
x-1 y-2 z-3
2 2
a) [1 punto] Halla el plano que pasa por el punto P y contiene a la recta r.
b) [1,5 puntos] Halla la recta que pasa por el punto P y corta perpendicularmente a la recta r.

Considera el puntoP(1, 1, 1) y larecta r =
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Xx=1+21
Solucién: a) 7:2x—2y+z-1=0Db) s:qy=1+1 ;1eR
z=1-24

5. Andalucia Extraordinaria 2024. EJERCICIO 7 (2.5 puntos)
X=1+24

Considerael plano 7=x-2y+z—-2=0ylarectar=<y=41 LeR.
z=1

a) [1 punto] Estudia la posicion relativade y r.
b) [1,5 puntos] Calcula la ecuacion de la recta contenida en m que pasa por el punto P(2,—1, —2)

y es perpendicular a r.

Xx=2-1
Solucion: a) La recta esta contenidaenel plano b) s.)y_ 1,27 1eRr-
7=-2+51

6. Andalucia Extraordinaria 2024. EJERCICIO 8 (2.5 puntos)
Considera los puntos A(4,0,0) y B(0,2,0). Calcula los puntos del plano OXZ que forman un

triangulo equilatero con Ay B.

Solucion: Los puntos buscados son C{E,O,‘_ﬁ] yc, [10,@].
2 2 2 2

7. Andalucia Ordinaria 2024. EJERCICIO 7 (2.5 puntos)

X=2y+2=2

a) [1,25 punto] Halla el punto simétrico de P(2,2,1) respecto de larecta r = {y 1

b) [1,25 puntos] Halla el punto simétrico de Q(l,—l,—3) respecto del plano

T=X—-2y+2+6=0..

Solucion: a) P7(6,0,—1) b) Q"(-1,3,-5)

8. Andalucia Ordinaria 2024. EJERCICIO 8 (2.5 puntos)
. y=0 X+y+7=0
Considera las rectas r = ys=
2x-2=0 z=0
a) [1 puntos] Estudia la posicién relativa de r y s.
b) [1,5 puntos] Calcula la ecuacion del plano paralelo a r y s que equidista de ambas rectas

Solucion: a) Las rectas r y s se cruzan en el espacio.
b) El plano buscado tiene ecuacion z:-2x—2y+z-7=0.

9. Andalucia Extraordinaria 2023. EJERCICIO 7 (2.5 puntos)
Considera los planos 7, =x—-y+z=0y 7, =X+y=2.

a) [1,5 puntos] Calcula la distancia entre la recta interseccion de 7, y =, y el punto P(2, 6, -2).
b) [1 punto] Halla el angulo que forman 7z, y ,.

Solucién: a) d (P, r) =30 =5.47u b) Los planos 7, y &, son perpendiculares.

\10. Andalucia Extraordinaria 2023. EJERCICIO 8 (2.5 puntos)
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Calcula el volumen del tetraedro que limita el plano determinado por los puntos A(O, 2, -2),
B(3, 2, 1) y C(2, 3, 2) con los planos cartesianos.

Solucion: EI volumen del tetraedro es de 18 u®.

11. Andalucia Ordinaria 2023. EJERCICIO 7 (2.5 puntos)

El plano perpendicular al segmento de extremos P(0, 3, 8) y Q(2, 1, 6) que pasa por su punto
medio corta a los ejes coordenados en los puntos A, B y C. Halla el &rea del triangulo cuyos
vértices son los puntos A, By C.

Solucion: 32+/3 = 55.426 unidades cuadradas

12. Andalucia Ordinaria 2023. EJERCICIO 8 (2.5 puntos)

Considera el punto A(-1, 1, 3) y la recta r determinada por los puntos B(2, 1, 1) y C(0, 1, -1)
a) [1,5 puntos] Halla la distancia del punto A a larecta .

b) Calcula el area del triangulo cuyos vértices son A, By C.

Solucion: a) 3.54 unidades b) 5 unidades cuadradas

13. Andalucia Extraordinaria 2022. EJERCICIO 7 (2.5 puntos)
Xx=5+24

Considera lasrectas r=x+1=y—-a=-z y S=qy=-3
1=2-1
a) Calcula a para que r y s se corten. Determina dicho punto de corte. (1,5 puntos)
b) Halla la ecuacion del plano que pasa por P(8, —7,2) y que contiene a la recta s. (1 punto)

Solucidn: a) a=7. A(-11, -3, 10) b) 7=4x+3y+8z-27=0

14. Andalucia Extraordinaria 2022. EJERCICIO 8 (2.5 puntos)

Seaelplano 7=x+y—z=2 ylarecta rzx:%zz—l.

a) Calcula, si existe, el punto de interseccion de my r. (0,75 puntos)
b) Dado el punto Q(2,6,3), halla su simétrico respecto del plano m. (1,75 puntos)

Solucion: a) A(L, 3,2) b) Q'(0, 4,5)

15. Andalucia Ordinaria 2022. EJERCICIO 7 (2.5 puntos)
Se consideran los vectores u=(-12,3) y v=(2,0,-1), asi como el punto A(-4, 4, 7).

a) Calcula a y b para que el vector W= (1 a, b) sea ortogonal a u y V. (0,75 puntos)
b) Determina los cuatro vértices de un paralelogramo cuyos lados tienen las direcciones de los

vectores U y v , Y que tiene al vector OA como una de sus diagonales, siendo O el origen de
coordenadas. (1 75 puntos)

Solucion: a) a=-5/2; b =2 b) O(0, 0, 0); A(-4, 4,7); B(-2, 4,6) y C(-2, 0, 1).

16. Andalucia Ordinaria 2022. EJERCICIO 8 (2.5 puntos)

Considera larecta r=x—2= - = 27_1 asi como la recta s determinada por el punto P(1, 2, 3) y

el vector director v =(1+a,-a,3a).

a) Calcula a para que las rectas r y s se corten. (1,5 puntos)
b) Calcula a para que las rectas r y s sean perpendiculares. (1 punto)

Solucion: a)a==6 b)a=-1/8
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17. Andalucia Extraordinaria 2021. EJERCICIO 7 (2.5 puntos)
La recta perpendicular desde el punto A(1,1,0) a un cierto plano m corta a éste en el punto

B=(1,1,1j.
22

a) Calcula la ecuacién del plano . (1.5 puntos)
b) Halla la distancia del punto A a su simétrico respecto a 7. (1 punto)

Solucién: a) 7=-y+2=0 b) d(A A)=+2u

18. Andalucia Extraordinaria 2021. EJERCICIO 8 (2.5 puntos)
Considera las rectas

X=3+1
r=<y=1 y SE{
z=-3-1

a) Estudia la posicion relativa de r y s. (1.25 puntos)
b) Halla la recta que corta perpendicularmente a r y a s. (1.25 puntos)

X=«a
y=1l+a

Solucién: a) Las rectas r y s se cortan en un punto b) t={
=«

19. Andalucia Ordinaria 2021. EJERCICIO 7 (2.5 puntos)
Considera las rectas

X=3-21
2x-3y+z2-2=0
r= y S=qy=-1+1
—-3X+2y+2z+1=0
2=-2+21

a) Calcula el plano perpendicular a la recta s que pasa por el punto P(1, 0, -5). (1.5 puntos)
b) Calcula el seno del angulo que forma la recta r con el plano 7 =-2x+y+2z=0. (1 punto)

Solucion: a) 7 =-2x+y+2z+12=0 b) sen(r,ﬂ):L

3138

20. Andalucia Ordinaria 2021. EJERCICIO 8 (2.5 puntos)

X+3 = szr4 _Z ;3 y la recta s, que pasa por los puntos P(1, 0, 2) y A(a, 1, 0), se

cortan en un punto. Calcula el valor de a y el punto de corte.

Larecta r =

Solucion: a = 2. El punto de corte de las rectas es P(—L -2, 6)

21. Andalucia Extraordinaria 2020. EJERCICIO 4 (2.5 puntos)
4x-3y+4z=1
3Xx—-2y+z2=0

a) Halla a sabiendo que m es paralelo a r. (1.5 puntos)

b) Determina el plano perpendicular a r que pasa por el punto P(1,2,3). (1 punto)

Considera el plano 7=x-y+az=0 ylarecta r z{

Solucién: a)a=3h) 7:5x+8y+z2-24=0

22. Andalucia Extraordinaria 2020. EJERCICIO 8 (2.5 puntos)

Considerael plano 7=x—-y+z=2 ylarecta rzgzyTJrl:leZ :
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a) Calcula la distancia entre r y 7z (1 punto)
b) Halla la ecuacion general del plano perpendicular a Tt que contiene a r. (1.5 puntos)

Solucion: d(r,;r)=«/§=1.732u b) z7:y+z+3=0

23. Andalucia Ordinaria 2020. EJERCICIO 4 (2.5 puntos)
Siendo a # 0, considera las rectas

rzx—1=y—2=z—_1 y s x—3:y—3:z+1
a —a -1 2
a) Estudia la posicion relativa de ambas rectas segun los valores de a. (1.25 puntos)
b) Para a = 2, determina las ecuaciones de la recta que pasa por el punto de corte derysyes
perpendicular a ambas. (1.25 puntos)

Solucién: a) Si a==2 las rectas se cortan en un punto. Si a = 2 las rectas se cruzan (tienen distinta
Xx=1+44
y=2-64, conleR

direccion y estan en planos paralelos, no son coplanarias. b) (=
z=1+1

24. Andalucia Ordinaria 2020. EJERCICIO 8 (2.5 puntos)

X+y=0

y—-3z+2=0"

a) Calcula la ecuacion del plano que pasa por Ay es perpendicular a r. (1.25 puntos)
b) Calcula la ecuacién del plano que pasa por A y contiene a r. (1.25 puntos)

Se considera el punto A(1,—-2,0) y larecta r z{

Solucion: a) 7 =-3x+3y+z+9=0.b) '=-y+32-2=0

25. Andalucia Septiembre 2019. Opcidn A. Ejercicio 4.- [2,5 puntos] Se consideran los

vectores U =(12,3)v=(L-2,-1)w=(2,a, /), donde « y § son niimeros reales.

a) [0,75 puntos] Determina los valores de a y 3 para los que W es ortogonal a los vectores u y
V.

b) [0,75 puntos] Determina los valores de a y  para los que v y w tengan la misma direccion.

c) [1 punto] Para « =8 determina el valor de S para el que W es combinacion lineal de ﬁy V.

Solucién:a) a =2y f=-2 b)a=-4yp=-2 c) =10

26. Andalucia Septiembre 2019. Opcion B. Ejercicio 4.- Considera las rectas
x-2 y-k z Xx+1 y-1 z-3
1 2 2 -1 1 1
(a) [1°25 puntos] Halla k sabiendo que ambas rectas se cortan en un punto.
(b) [1°25 puntos] Para k = 1, halla la ecuacidn general del plano que contiene a r y es paralelo a

S.

Solucion: a)k=-2 b) z=y-z-1=0

Xx-2 y-2 z-1
-1 3 1

27. Andalucia Junio 2019. Opcién A. Ejercicio 4.- Considera la recta r =

y losplanos 7;,=x=0y 7x,=y=0.
a) [1,25 puntos] Halla los puntos de la recta r que equidistan de los planos 7z, y 7,.

b) [1,25 puntos] Determina la posicion relativa de la recta r y la recta interseccion de los planos
my 7,.
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Solucién: a) P,(2,2,1) obien P.(4,—4,—-1)  b) Las rectas se cruzan

28. Andalucia Junio 2019. Opcion B. Ejercicio 4.- Considera el triangulo cuyos veértices son
los puntos A(1,1,0), B(1,0,2) y C(0,2,1).

(a) [1,25 puntos] Halla el &rea de dicho triangulo.

(b) [1,25 puntos] Calcula el coseno del angulo en el vértice A.

Solucion: a) Area:@uz b) cos(ﬁ , E):O, 2581.

29. Andalucia Septiembre 2018. A.4. Considera las rectas
X+1 z+1 [2x-3y=-5
r: =y= S:
2 3 y-2z=-1
a) Estudia y determina la posicion relativa de r y s.
b) Calcula la distancia entre r y s.

Solucién: a) Se cruzan  b) pistancia = 3¥3 4
5

30. Andalucia Septiembre 2018. B.4. Considera las rectas
x—1 y+1 {x+nz:—2
r—==—-=zYy s:
2 y—-z=-3
a) Halla los valores de m y n para los que r y s se cortan perpendicularmente.
b) Param =3yn =1, calcula la ecuacion general del plano que contienearyas.

Solucion: a) m=4yn=25b) —2x+3y—-5z2+5=0

31. Andalucia Junio 2018. A.4. Considera los puntos P(1,0,-1), Q(2,1,1) y la recta r dada por:
X—B=y= Z+2
-2
a) Determina el punto simétrico de P respecto de r.
b) Calcula el punto de r que equidista de P y Q.

Solucion: a) P’(7,-2,1) b) P”"(9/2,-1/2,-1)

32. Andalucia Junio 2018. A.4. Considera el punto P(2,-1,3) y el plano T de ecuacién
3X+2y+z=5.
a) Calcula el punto simétrico de P respecto de .

b) Calcula la distancia de P a .
Vi

Solucién: a) p>[ & =21 193 b) pistancia = ¥Y=2 u
77 7 7

33. Andalucia Septiembre 2017. A.4. Los puntos A(1, 1, 1), B(2, 2, 2) y C(1, 3, 3) son vértices
consecutivos del paralelogramo ABCD.

a) [1 punto] Calcula el area del paralelogramo.

b) [1 punto] Halla la ecuacion general del plano que contiene a dicho paralelogramo.

¢) [0,5 puntos] Calcula las coordenadas del vértice D.

Solucion: a) Areade ABCD =+/8=2,8284u?b) z=y-z=0¢) D=(0,2,2)
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34. Andalucia Septiembre 2017. B.4. Considera el punto P(0, 1, 1) y la recta r dada por
X—2y=-5

{ 2= 2

a) [1,25 puntos] Determina la ecuacion del plano que pasa por P y contiene a r.

b) [1,25 puntos] Halla las coordenadas del punto simétrico de P respecto de r.

Solucién: ) 7 =x—2y+3z-1=0 b) p'(_ﬁﬂygj
55

x=1+3t
35. Andalucia Junio 2017. A.4. Considera el punto P(1, -1, 0) y la recta r dada por { y = -2
z=t

a) [1°25 puntos] Determina la ecuacion del plano que pasa por P y contiene a r.
b) [1°25 puntos] Halla las coordenadas del punto simétrico de P respecto de r.

Solucién: a) 7=x—-3z-1=0b) P(1,-3,0)

36. Andalucia Junio 2017. B.4. Considera los vectores u=(1,0,1),v=(0,2,1) y w=(m,1,n).

a) [1,25 puntos] Halla m y n sabiendo que u,v y w son linealmente dependientes y que w es

ortogonal a u .
b) [1,25 puntos] Para n = 1, halla los valores de m para que el tetraedro determinado por

u, vy w tenga volumen 10 unidades cubicas.

Solucién: a) n=%: m=—1b) mo_594m,_ 61
4 4 2

2
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Aragon

—

1. Aragén Extraordinaria 2025. 1. Se quiere construir una estructura con forma de tetraedro

cuya base tiene como Vértices los puntos A0, 0, 0), B(2, 0, 1/2) y C(3/2, 3, 1) y el vértice

superior, D, se encuentra en una viga recta entre los puntos E(0, 1, 3) y F(3, 2, 3) (es decir,

D=E+AEF cona € [0, 1]).

a) (1,5 puntos) Calcula el volumen maximo de dicha estructura (todos los datos estan dados en
metros).

b) (1 punto) Teniendo en cuenta que el volumen de una pirdmide es un tercio del area de la base
por la altura, calcula la altura de la estructura (desde D a la base) si tomasemos A=1.

16.75 44J_

Solucién: a) El volumen maximo es de 5 - =2.79167 m® b) ——— =1.7433 metros.

2. Aragon Ordinaria 2025. 2.1 (2,5 puntos) Sean u y v dos vectores no nulos de R®
perpendiculares entre si y w = u x v su producto vectorial. Se definena= (uxv)+w,b=vx (v
xw)yc=u-(vxw). Indica si a, b y c son vectores o escalares (niUmeros). Para aquellos que
sean vectores, justifica si son paralelos o perpendiculares a cada uno de los vectores u, vy w.

Solucidn: a'y b son vectores. ¢ es un escalar. El vector a = (u x v) + wes paraleloawy
perpendicular auy v. El vector b = v x (v x w) es perpendicular auy v, paralelo a w

3. Aragon Ordinaria 2025. 2.2 a) (1 punto) Halla las ecuaciones paramétricas de la recta s que
pasa por el punto P(4, -3, 0) y es perpendicular al plano t=x—-2y+z—1=0.
b) (1,5 puntos) Halla la ecuacion del plano que contiene al punto Q(1, 2, 3) y a la recta

r={x+y+z:1

X—2y=0
X=4+1

Solucion: a) s=<y=-3-24; 1R b) 7:8x-7y+3z2-3=0
=21

4. Aragon Extraordinaria 2024. 8. Halla la ecuacién de un plano que es perpendicular a la

2x+y-2=0
recta dada por los planos { y

y ademas pasa por el punto (3, 2, 1).
X—y+2=-3

Solucion: 7:y+z-3=0

5. Aragon Extraordinaria 2024. 9. Sean A(l, 2,3),B(1,0,-1) y C(2 2, 2) tres puntos en el
espacio y v, el vector que va de A a B; v elvectorquevadeBaCy v el vector quevade C a
A.

(@) (1 punto) Estudia si los vectores \71 \72 y \73 son linealmente independientes.

(b) (1 punto) Calcula el area del triangulo cuyos veértices son A, B, C.

Solucion: a) Los vectores son linealmente dependientes. b) \/6 unidades cuadradas.
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6. Aragén Ordinaria 2024. 8. Dados los puntos PR (-2,11), P,(0,a,—2), R(-11-1) y
P,(13,-3), se pide:
(@) (1,2 puntos) Calcula los valores de a <R para que el tetraedro con vértices P, P,, P, yP,

tenga volumen 1/3.
(b) (0,8 puntos) Calcula el valor de ac R para que los cuatro puntos sean coplanarios.

Solucioén: (a) Los valores buscados sona=1ya =3 (b) El valor buscado es a = 2.

7. Aragon Extraordinaria 2023. 8)
Si los vectores {G,\?, Vv} son linealmente independientes,

a) (1,2 puntos) Comprueba si los vectores {F,E,f} son linealmente dependientes o
independientes, siendo
r=u—v-2w, s=u+3w, t=2u-v+w

b) (0,8 puntos) Calcula razonadamente 3§x(f—?) donde x representa el producto vectorial de

dos vectores.

Solucion: a) Los vectores {F,E,f} son linealmente dependientes. b) 0

8. Aragén Ordinaria 2023. 8) El plano 7 =2x+by—2z+4=0,b€R Yy b #0, corta a los ejes

de coordenadas en tres puntos A, B y C. Calcula los valores de b € R tal que el area del tridngulo
que determinan estos tres puntos A, B'y C sea 6 u?.

Solucién: Los valores de b buscados son -1y +1.

9. Aragén Ordinaria 2023. 9) Si los vectores {G, v, Vv} son linealmente independientes,

a) (1 punto) Comprueba si los vectores {F, s, f} son linealmente dependientes o independientes,
siendo
r=2u+w, s=u+v-w, t=-3u-—-v+w

b) (1 punto) Si ademas, los vectores {G, v, Vv} son ortogonales y unitarios, calcula

razonadamente u-r-+v-s+w-t donde - representa el producto escalar de dos vectores.

Solucidn: a) Los vectores {F, s, f} son linealmente independientes. b) 4

10. Aragoén Extraordinaria 2022. 8)
El volumen de un tetraedro es de 10 unidades clbicas. Si tres de sus vértices se encuentran en los

puntos A(11,1), B(-2,1,0) y C(0,1,3), halla las coordenadas del cuarto vértice D sabiendo que
se encuentra en el eje Y. Escribe todas las soluciones posibles.

Solucion: Hay dos soluciones del problema: D(O,6—77,Oj y D,(O’_T%’Oj

11. Aragén Ordinaria 2022. 8)
a) (1 punto) Escribe la ecuacion del plano que contiene a las rectas r1 y r, y ademas pasa por el

punto (-1,2,1), siendo
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X=-1+6t
y r=qy=-2t
z=t

|’;L= = =

y+2
1

N

X
3

b) (1 punto) Dado el vector V= (2, K, 2k), calcula el valor k e R para que v y los vectores
directores de las rectas r1 y r sean linealmente dependientes.

Solucion: a) 7=x+y—-4z+3=0 b) k=2/7

12. Arag6n Ordinaria 2022. 9)
a) (1 punto) Dados los vectores v, = au, —2u, +3u,, V, = —U, +au,+u, , determina el valor del

parametro a R para que los vectores \71 y \72 sean ortogonales, sabiendo que los vectores

{ul,uz,u3} son ortogonales y de modulo igual a 1

b) (1 punto) Calcula el volumen del tetraedro formado por los vectores v,, Vv, y V, =V, +V, ,
siendo v, =(1,0,-2) y v, =(3,1,0)

Solucién: a)a=1 b) 0

13. Aragon Extraordinaria 2021. 8) Calcule la ecuacion de la recta que pasa por el punto (1, —
2, 0) y es perpendicular al plano determinado por los puntos (1, 0, 1), (3, 1, 0) y (2, -1, 1).
Exprésela como interseccion de dos planos.

Solucion: = x—y-3=0
3y—z+6=0

14. Aragon Ordinaria 2021. 8) Aragon Ordinaria 2021. 8) Calcule la ecuacion implicita de
la recta (como interseccion de dos planos) que pasa por el punto A= (0,1,1) y es paralela a los
planos: 1 que contiene los puntos Bi, B2, Bz, y m2 = x + 2z = 1, siendo:

B1=(-1,0,2), B>=(1,3,1), B3 = (2, —1,0).

Solucién: , _)3x-2y+2=0
-y—-3z+4=0

15. Aragoén Ordinaria 2021. 9) Sean los siguientes vectores:
u, =(-111), u, =(0,31), u; =(1-2,0), u, =(-2,0,2)

a) (1 punto) Compruebe si los vectores {\71\72\73} son linealmente dependientes o

independientes, siendo v, =2u, —U,, V, =U, +U,, V, =U,
b) (1 punto) Calcule las siguientes expresiones:
(Zul—uz)-(Zul—uz), <u4—u1)x(u4—ul)

siendo - y x los productos escalar y vectorial de dos vectores respectivamente.

Solucin: a) Son linealmente independientes b) (zﬁl_@).(zﬁl_@)zﬁ. (us 1) x(u;-1;)=(0,0,0)

16. Aragon Extraordinaria 2020. 4) Halle la ecuacion general del plano que contiene a la recta
; _{3x+ y—4z+1=0

y es perpendicular al plano 7:2x—y+3z-1=0
2X+y—-2+2=0

Solucién: 7:2x+y—z+2=0
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X+ z=1
17. Arag6n Ordinaria 2020. 4) Se considera la recta r =
2X+y =3
a) (1,25 puntos) Calcule la ecuacion del plano que contiene a la recta r y que pasa por el punto
(0,0,2).
b) (0,75 puntos) Se considera el paralelepipedo definido por los vectores u, v y uxv Sabiendo

que uxv=(-111), calcule el volumen de dicho paralelepipedo.

Solucién: @) 7=x+z—1=0 b) Volumen = 3u°

18. Aragdén Septiembre 2019. Opcién A. 2. a) (0,75 puntos) Determine el volumen del
paralelepipedo determinado por los siguientes vectores: u=(1,1,1),v=(2,1,0) y w, siendo
W=UxV, y donde el simbolo x representa el producto vectorial.

b) (0,75 puntos) Determine la ecuacion del plano que pasa por el punto P:(1,3,2) y es
perpendicular a la recta.

. 3x—2y =-1
' 2y+3z=3

Solucién: a) Volumen =6 3 b) z:2x+3y-2z-7=0

19. Aragoén Septiembre 2019. Opcion B. 2. (1,5 puntos) Determine la ecuacion del plano que
contiene a la recta:

. 3X+y =-1
' 4y +3z=5

y pasa por el punto A:(1,3,-1).

.. . x=1l+a-21
Solucion: a) 7 :4x—8y—7z+13=00 en parametricas _ _ y=3-3a-42

z2=-1+4a+44

20. Aragén Junio 2019. Opcion A. 2. a) (1 punto) Determine el valor de las constantes a y b
para que los puntos siguientes estén alineados A:(1,1,2), B:(2,2,2) y C:(—1,a,b) y determine la
recta que los contiene.

b) (0,5 puntos) Dados dos vectores u y v, calcule el vector:

N (i-9)x(3 )

Donde el simbolo “x” representa el producto vectorial.

Xx=1+t
Solucion: a) Para = -1y 4= 2 estan alineados y la recta que definenes . y=1+t- b) 0.

72=2

21. Aragdn Junio 2019. Opcidn B. 2. a) (1 punto) Determine la ecuacion del plano
determinado por el punto P:(2,1,2) y larecta r:(1,0,0)+t(-111) .

b) (0,5 puntos) Dados los vectores u =(1,2,0) y v=(2,1,-3), determine el area del triangulo
que tiene por lados esos dos vectores.

Solucién: @) r =x+3y—2z-1=0 b) Area=3,74u?
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22. Arag6n Septiembre 2018. Opcion A. 2. (1,5 puntos) a) (0,5 puntos) Dados los vectores
u=(121), v=(2,1,1) yw=(0,2,1), determine el volumen del paralelepipedo que definen esos
tres vectores.
b) (1 punto) Determine la posicién relativa de las rectas r y s siguientes:

LXHl_y 742 S_{—x+y+22—4:0

4 6 1 X+2y+2-5=0

Solucién: a) El volumen del paralelepipedo es de 1 u®. b) Las rectas r y s se cruzan

23. Aragbn Septiembre 2018. Opcion B. 2. (1,5 puntos) Determine el valor de los pardmetros
m Yy n que hacen que la recta:

| x+y+z=2
"|2x+3y+2=3
esté contenida en el plano: z:mx+y+nz=4

Solucién: m=3 7
3’ 3

24. Aragén Junio 2018. A. 2. Determine la ecuacion del plano que pasa por el punto (0,0,0) y
contiene a la recta:

[2x-y-2=0
|3y-2z+4=0

Solucion: 4x+y-2z=0

25. Aragén Junio 2018. B. 2. Considere el plano 7 :2ax+y+az =4 vy la recta:

[ 2x+y+z2=2

' {—x +y+2z=3

a) Determine la posicion del plano y la recta segun los diferentes valores de a.

b) Para a = 2, determine la recta que es perpendicular al plano m y pasa por el punto P(0,1,0).

Solucion: a) Si a1 son secantes. Si a=1 son paralelos. b) X _, _;_Z
4 2

26. Aragén Septiembre 2017. Opcion A. 2. (2 puntos) a) (1,5 puntos) Estudie la posicién
relativa de los planos:

X=2A+u
TiX=2y+z=1 7Ty =A+Kku
z=1-u
segun los diferentes valores de la constante real k.
b) (0,5 puntos) Determine el angulo que forman esos planos cuando k = 3.

Solucion: a) Para k = 0 los planos son coincidentes. Para k 0 los planos son secantes. b) = 90°

27. Aragdn Septiembre 2017. Opcion B. 2. (2 puntos) a) (1,5 puntos) Determine, como
interseccion de dos planos, la ecuacidn de la recta que es paralela a la recta:

r_2x—3y+z:4
' y+z=0

y pasa por el punto P:(2,1,-1).
b) (0,5 puntos) Determine el angulo que forman los dos planos siguientes:
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m:2Xx-3y+z=4
7’ y+z=0

Solucion: a) J X2V =0 b) o= 1120
y+2=0

28. Arag6n Junio 2017. A. 2. (2 puntos) a) (1 punto) Determine la posicion relativa de las dos
rectas siguientes:

X=1+t
r.qy=1+t s:{
z=t

2X—Yy =0
3y—2z=0

b) (1 punto) Determine la distancia del punto P(0, 0, 0) a cada una de las dos rectas anteriores.

Solucion: a) Las rectas se cruzan. b) d(p,r)=§; d(P,s)=0

29. Arag6n Junio 2017. B. 2. (2 puntos) a) (1 punto) Sea "m" una constante real. Determine la
posicion relativa de los planos siguientes, segun los valores de "m":

X= A+u
T MX—6y+2z=2 7iy=1-1
1=2-2A+u
b) (1 punto) Determine el &ngulo que forman las rectas:
r:{x +z=1 S:{2x—4y—22:0
y =0 X+ y+3z=-1

Solucion: a) Si m = -2 son paralelos y si m -2 son secantes. b) &= 36°
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Asturias

T

1. Asturias Extraordinaria 2025. Pregunta 4. Opcién A Se consideran los puntos A(1, 1, 1) y

B(—1, 1, 3). Se pide que:

(@) (1 punto) Encuentre la ecuacion del plano que pasa por el punto medio entre Ay By es
perpendicular a la recta que los contiene.

(b) (1 punto) Calcule las distancias de A y B al plano =.

(c) (0.5 puntos) Tome un punto cualquiera del plano 7, distinto del calculado en el apartado (a).
Calcule su distancia a Ay a B y compruebe que es la misma.

Solucién: a) 7:Xx—z+2=0.b) d(A,;z)=d(B,7z)=\/§ ¢) www.ebaumatematicas.com.

2. Asturias Extraordinaria 2025. Pregunta 4. Opcion B Se consideran la recta

X+y+z=2 .
r= yelplano 7 =2x+y+ fz=3. Se pide:
2X—-y+z=0

(@) (0.75 puntos) Calcular, en caso de que exista, el valor de B € R que hace que r y « sean
paralelos.

(b) (0.75 puntos) Calcular, en caso de que exista, el valor de B para que el plano y la recta sean
perpendiculares.

(c) (1 punto) Para p = 0, calcular el simétrico del punto (-1, 0, 1) respecto del plano =.

Solucién: a) ﬂzg. b) f=-3¢) Q"(3,21).

3. Asturias Ordinaria 2025. Pregunta 4. Opcion A Se estan construyendo dos puentes rectos
en un tramo de autovia para los dos carriles. Los puentes siguen las ecuaciones siguientes:

r(t)=(2+t,-1-2t,3+2t); r,(s)=(1+2s,4—5,4-25)
Se pide:
(a) (1.25 puntos) Estudia si los puentes son paralelos, se cortan o se cruzan
(b) (1.25 puntos) La empresa quiere construir un puente de servicio que los una, y quiere que sea
lo mas corto posible, ¢qué longitud tendra la via de servicio? Indica los puntos inicio y final
del pasadizo.

Solucién: a) Las rectas (puentes) se cruzan. b) Los puntos de inicio y final del pasadizo son
E(111) y F(3,3,2). La longitud del pasadizo es de 3 unidades..

4. Asturias Ordinaria 2025. Pregunta 4. Opcién B Se consideran los puntos siguientes:
A(l, 2,3), B(-2, 1, 4), C(3, 0, 5) y D(0,—1, 2). Se pide:

() (1 punto) Estudiar si los puntos pertenecen a un mismo plano.

(b) (0.75 puntos) Calcular el area del triangulo de vértices A, By C.

(c) (0.75 puntos) Calcular el volumen del tetraedro formado por los 4 puntos.

Solucién: a) Los puntos A, B, C y D no pertenecen al mismo plano.. b) 42 unidades cuadradas.
c¢) El volumen del tetraedro formado por los 4 puntos tiene un valor de 16/3 unidades cubicas.

5. Asturias Extraordinaria 2024. Pregunta 5. Se consideran los puntos
A=(0,-11) y B=(2,1,3) deR’.

(@) (1.25 puntos) Encuentra la ecuacion del plano n que cumple que los dos puntos son
simétricos respecto a él.
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(b) (1.25 puntos) Encuentra la ecuacion continua de la recta r perpendicular al plano

7= Xx+Yy+1z=3yque contiene al punto Q =(1,0,1).
x-1 'y z

Solucién: a) 7:x+y+z—3=0.b) rs_z__i.
1 1 1

6. Asturias Extraordinaria 2024. Pregunta 6. Se consideran los puntos

A=(111),B=(10,2),C=(-113) y D=(-10,1).

(a) (0.75 puntos) Estudia si existe un plano que contenga a los cuatro puntos.

(b) (0.75 puntos) Calcula la recta r que pasa por Dy es perpendicular al plano = que contiene a
A ByC.

(c) (1 punto) Calcula el punto P interseccion de r y = del apartado anterior.

Solucién: a) No existe un plano que contenga los cuatro puntos. b) r :XT+1 = % = ZT_l C) P(O,l, 2)

7. Asturias Ordinaria 2024. Pregunta 5. Dado el punto A= (0, —1,1) y el plano
T=X+y+2+3=0,
(a) (1.5 puntos) Calcula el punto B simétrico de A respecto de .

(b) (1 puntos) Calcula el area del triangulo plano cuyos vértices son A, C = (-2,-3, 1) y el
origen de coordenadas.

Solucion: a) B(-2,-3,-1). b) /3 unidades cuadradas.

8. Asturias Ordinaria 2024. Pregunta 6. Se consideran los puntos A= (1, 1, 1), B=(1, 0, 2),

C=(-113yD=(-1,0,1).

a) (0.75 puntos) Estudia si existe un plano que contenga a los cuatro puntos.

(b) (0.75 puntos) Calcula la recta r que pasa por Dy es perpendicular al plano & que contiene a
A ByC.

(c) (1 punto) Calcula el punto P interseccionde r=x+1=-y=z-1y z=x—y—-z=1 del
apartado anterior.

X=-1+4
Solucion: a) No existe un plano que contenga los cuatro puntos. b) . y=i leR- c) P(2,—3, 4)

72=1+41

9. Asturias Extraordinaria 2023. Problema 5.

Sea s la recta de ecuacion x—2 = y_—12 =z Yy r larecta que pasa por los puntos A=(1,0,1) y
B=(2,1,2).

(a) (1 punto) Indica la posicion relativa de r y s.

(b) (0.75 puntos) Calcula el plano paralelo a r y que contiene a s.

(c) (0.75 puntos) Calcula la distancia entre las rectas r y s.

Solucion: a) las rectas se cruzan (rectas no paralelas sin punto en comin). b) z7=x—-z-2=0.
c) \/E unidades.

10. Asturias Extraordinaria 2023. Problema 6. Dados los planos

rT=X+y+2=3, ©’=x+y=3Yyelpunto A=(2,1,6)

(a) (0.75 puntos) Calcula un vector director y un punto de la recta r interseccion de los planos
y .

(b) (1 punto) Calcula el punto P de m tal que el segmento AP es perpendicular al plano .

(c) (0.75 puntos) Calcula el punto A" simétrico de A respecto del plano .
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Solucién: a) Un vector director de larectar es U, =(1,—~1,0) y unpuntoes P, (0,3,0).b) P(0,-1,4)
¢) A'(-2,-3,2)

11. Asturias Ordinaria 2023. Problema 5.

X=2+1
Dada larecta r={y=-1-1 yelplano 7z =ax+2y+(a—3)z=4,
z=1
(a) (1.25 puntos) Calcula a para que r y T sean paralelos y en ese caso, calcula distancia de r a

TC.
(b) (1.25 puntos) Para a = 1, calcula el plano " que contiene a r y es perpendicular a .
Solucién: a) Recta y plano son paralelos paraa=2.b) 7’=-2x-2y—-3z2+5=0

12. Asturias Ordinaria 2023. Problema 6. Dados los puntos A= (1,0, 0) y B = (-1, 4, —-4),
(@) (1.5 puntos) Calcula el plano T que hace que Ay B sean simétricos

(b) (0.5 puntos) Calcula la distanciade Aa

(c) (0.5 puntos) Calcula una ecuacién continua de la recta que pasa por Ay B

Solucién: a) 7:x—2y+2z+8=0. b) 3 unidades. c) SEX_‘;:%:LL‘

13. Asturias Extraordinaria 2022. Bloque 3.A.
X=1+a

Dadas lasrectas r=qy=1 , sperpendicular ary el vector V= (1,1,1).
I=-a

(a) (0.5 puntos) Calcula VT un vector director de r.

(b) (1 punto) Calcula un vector u director de s tal que ﬁva es proporcional a V.
(¢) (1 punto) Calcula la ecuacion del plano que contiene a las rectas r y s, siendo
, y-1
S=X-l==—+=12
-2

Solucion: a) v, =(1,0,-1) b) u, =(~1,2,~1) ¢) z=x+y+z-2=0

14. Asturias Extraordinaria 2022. Bloque 3.B. Dados los puntos A = (1, 0, 1), B=(1, 6, 1), \
C=(-2,-15yE=(-11,1). _
(a) (0.5 puntos) Calcula ecuacion del plano = que contiene a los .‘= -

puntos A, By C. .
(b) (1 punto) Calcula las coordenadas del punto D para que el Yo

poligono ABCD sea un paralelogramo y el area de ABCD. Yo
(c) (1 punto) Halla ecuacion de la recta perpendicular al plano =

y que pasa por E.

) X=-1+41
Solucién: a) 7 =4x+3z—7=0 b)D(-2,-7,5). Area =30 U’. ) ,_ y=1
7=1+31

15. Asturias Ordinaria 2022. Bloque 3.A.
Sea la recta que pasa por los puntos A=(1,0,1)yB=(2,1,2)ys larecta s= X%Z ==

(a) (0.75 puntos) Indica la posicion relativa de r y s.
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(b) (0.75 puntos) Calcula un plano paralelo a r y que contiene a s.
(c) (2 punto) Calcula la distancia entre las rectas r y s.

Solucién: a) Secruzan. b) z7=x—-z-2=0 ©¢) J2u

16. Asturias Ordinaria 2022. Bloque 3.B.

Dados los planos z7=x+y+z=3, 7’=x+y=3 yeel punto A= (2, 1, 6)

(@) (0.75 puntos) Calcula un vector director y un punto de la recta r interseccién de los planos =
ym'.

(b) (1 punto) Calcula el punto P de = tal que el segmento AP es perpendicular al plano .

(c) (0.75 puntos) Calcula el punto A’ simétrico de A respecto del plano =.

Solucion: a) P.(3,0,0); v,(-1L,0) b)P©O,-1,4) c)A (-2,-3,2)

17. Asturias Extraordinaria 2021. Bloque 3.A. Sea el tetraedro de la figura

formado por A(3, 0. 0), B(0, 2, 0), C(0, 0, 6) y D(«, 3, 1). Calcula: D
a) El area del triangulo limitado por los puntos A, B y C. (0.5 puntos)

b) La ecuacion del plano 1 que pasa por los puntos A, B y C. (0.75 puntos)

c) El valor de a para que el vector AD sea perpendicular al plano Tt anterior. C
(0.75 puntos) A
d) Para a =5, el punto D" simétrico de D respecto al plano . (0.5 puntos) B

Solucién: a) Area ABC =314 =11.225u° b) 7 =2x+3y+2z-6=0c) @=5d) D(1,-3,-1)

18. Asturias Extraordinaria 2021. Bloque 3.B. Sean el punto P(1, 0, 1) y la recta

X+y+z=0
r: Calcula:

X+z2=0
a) Las ecuaciones paramétricas de la recta r. (0.75 puntos)
b) La distanciade r a P y el punto Q € r donde se alcanza dicha distancia. (1 punto)

c) La ecuacion del plano  que contiene a r y esta a la misma distancia de P que r. (0.75 puntos)

2
Solucion: a) . y b) d(r,P)=v2u Q(0,0,0) ¢) 7=X+2=0

=0
=1
19. Asturias Ordinaria 2021. Bloque 3.A. Dadas las rectas
_ 2y =-1
r:_x+1=_y 1=z S: xvey
3 -2 z=1
a) Comprueba que las rectas se cruzan. (0.75 puntos)
b) Obtenga el plano T que contiene a s y es paralelo a la recta r. Halla la distancia entre el punto
P =(-11,0)de larectary el plano m (1.25 puntos)
c) Calcula la distancia entre las rectas. (0.5 puntos)
Solucion: a) www.ebaumatematicas.com b) 7=x+2y+z=0 ¢ (P,7)= 1 0.408u C)
6
1
d(r,s)=—4=u
(rs)= 7%
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20. Asturias Ordinaria 2021. Bloque 3.B. Dados los puntos A(1, 1, 0) y B(0, 0, 2) y la recta
x=1

r:<y=1+1 Halla:
z=1+1

a) Un punto C er de forma que el tridngulo ABC sea rectangulo con el angulo recto en B.

(1.25 puntos)
b) El plano 1 que pasa por Ay B y es paralelo ar. (1.25 puntos)

Solucion: @) C=(1,5,5) b) 7=-3x+y—-z+2=0

21. Asturias Extraordinaria 2020. Bloque 3.A. Sean A(2, 1, 0), B(5,5,0) y C(2, 1, 5) tres
vértices de la cara S de un cubo (cuadrados iguales) y E(=2, 4, 0) un vértice de la cara opuesta.
Se pide:

a) Elcuarto vértice D de la cara S. (1 punto)
b) La ecuacién del plano 7 que contiene la cara opuesta de S. (1 punto)
c) ¢Cudles el vértice de la cara S adyacente a E? (0.5 puntos)

Solucion: @) D(5,5,5) b) z=4x-3y+20=0 c) El vértice adyacente a E es el A.

) . IX+y—-22=3

22. Asturias Extraordinaria 2020. Bloque 3.B. Dados dos planos {7[ y Z c .SeaPun
TiX—17=
punto de m cuya proyeccion ortogonal sobre 1t es el punto A(5, 1, 0)
a) Calcula las ecuaciones implicitas de la recta r que une Py A. (1.5 puntos)
b) Calcula el punto P. (1 punto)
Solucién: a) ¥ ~1=° } b) P(4,11)
X+z-5=0

. . X+y=2

23. Asturias Ordinaria 2020. Bloque 3.A. Dados el punto A(2,1,1) y larecta r: 0
y+z=

a) Calcula un vector director de la recta r. (0.75 puntos)
b) La ecuacion del plano 1 que contiene al punto Ay a larectar. (0.75 puntos)

c) Laecuacion de la recta s contenida en T que pasa por Ay es perpendicular a r. (1 punto)

. Xx=2
Solucion: a) v, =(-11,-1). b) z:2x+y-z-4=0 ¢) S:y1+t}

z=1+t

24. Asturias Ordinaria 2020. Bloque 3.B. Sea el prisma triangular

(triangulos iguales y paralelos) de la figura, con -

A(1,0,0); B(-1,2,2);C(0,3,0);C’(0,4,2). Y los planos 7, al que A e — -
pertenecen los puntos A, B, Cy 7”, al que pertenecen los puntos A",

B, C". Calcula:

a) Las coordenadas de los puntos restantes: A", B. (0.75 puntos)

b) La distancia entre los planos Ty 1. (0.75 puntos) A . C

c) El volumen del prisma triangular. (1 punto)

Solucion: a) A(L1,2); B(-110) b) d(z,7)=2u c) Volumen=5u°

25. Asturias Julio 2019. A. 3. Sean A(3, 1, 0) y B(1, 3, 0) los vértices opuestos de un rombo ‘
situado en el plano & : z = 0.
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a) Calcula un vector director \7, y la ecuacion de la recta r a la que pertenecen los otros dos
vértices del rombo Cy D. (1.5 puntos)

b) Determina dichos vértices C y D sabiendo que estan a una distancia de J2 unidades del
punto medio M. (1 punto)

Caracteristicas de un rombo: Lados iguales paralelos dos a dos. Diagonales perpendiculares
que se cortan en el centro de ambas.

X=2+t
Solucion: a) v, =(1,1,0)y larectaes . y=2+t b) c(3,3,0) Y D(110)

z=0

26. Asturias Julio 2019. B. 3. Dados el plano 7 :x+y =1y larectar que pasa por el punto
A(1,1,1) con vector director v, =(0,1,1). Calcula:

a) El punto P interseccion del plano 7w y de la rectar. (1.25 puntos)
b) El punto A" simétrico de A respecto al plano 7. (1.25 puntos)

Solucion: a) P(1,0,0). b) A" (0,0,1)

27. Asturias Junio 2019. A. 3. Sean los planos 7z, : X+y+2=0 y =z, : Suinterseccion es la

recta r: {X+ y+z=0 . Calcula:
X+2=0
a) La ecuacion del plano 7, sabiendo que A(LL1) e, . (1.25 puntos)
b) La ecuacion de un plano 7, paralelo a 7z, y que esté a una distancia de \/§unidades de la
rectar. (1.25 puntos)

Solucion: a) 7, =—X+2y—z =0 b) El plano puede ser " :x+y+z+3=00 z/:x+y+z-3=0

28. Asturias Junio 2019. B. 3. Sean los puntos A(1,1,1), B(L-1,-1) : Calcula:

a) La ecuacion del plano m que hace que los puntos A y B sean simétricos respecto a €l.
(1.5 puntos)
b) Los puntos C y D que dividen el segmento AB en tres partes iguales. (1 punto)

Solucién: a) z=y+z=0Db 11 -1 —_1)
) 7=y52=00) (11 1Y 1

29. Asturias Julio 2018. A.3. Los puntos A(0,1,0) y B(-1,1,1) son dos Vértices de un triangulo.

Xx=4 .

El tercero C pertenece a la recta s :{ L Ademas, la recta que une A'y C es perpendicular a la
=

rectar.

a) Determina el punto C.

b) Calcula el area del triangulo.

Solucion: a) C(4,1,1) b) Area=2,5 u?

30. Asturias Julio 2018. B.3. Dados los puntos A(2,1,0) y B(1,0,-1) y r la recta que
X+y=2

determinan. Y sea s la recta definida por s: { Y :
y+z=0

a) Estudia la posicion relativa de las rectas.

b) Determina un punto C de la recta s tal que los vectores CA y CBsean perpendiculares.

Solucion: a) Se cortan en un punto. b) C(1,1,-1)
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31. Asturias Junio 2018. A. 3. Seanr y s dos rectas perpendiculares que se cortan. La recta r

. . x-1
viene dada por las ecuaciones r :T =y+1l=-2+2

Calcula:
a) Un vector director vder. (0.75 puntos)

b) Un vector director u de s sabiendo que Vxu es proporcional al vector (1; 0; 2). (1 punto)
c) Las ecuaciones del plano 1 que contiene ambas rectas. (0.75 puntos)

Solucién: a) v=(2,1,-1) b) u=(2,-5,-1) ¢) z:x+2z=5

=1
32. Asturias Junio 2018. B. 3. Dado larecta r: {Z , el punto Q(1; 1; 1) y un plano .

a) Calcula el punto P de la recta r que verifica d (P;Q)=1u. (1.25 puntos)
b) Se sabe que Q € z y que d(P;Q) = d(P;m). Determina la ecuacion del plano m. (1.25 puntos)

Solucion: a) P(1,1,0) b)yz=1

33. Asturias Julio 2017. A. 3. Sea el punto A(1, 2, 0) perteneciente a un plano . Calcula:

a) La ecuacion del plano  sabiendo que P(0, 0,—2) pertenece a la recta perpendicular a 1 que

pasa por el punto A. (1 punto)

b) La ecuacion de un plano paralelo a  y que esté a distancia 3 unidades del mismo. (1 punto)

c¢) Un punto B perteneciente a my al plano 7":2x—y =0 y que esta a distancia \/E de A.
(Observacion: Ae ") (0.5 puntos)

Solucion: @) 7:x+2y+2z=5b) 77:x+2y+22-14=0 0 n":x+2y+2z+4=0 c)B(-1,—
2,5) 6 B(3, 6, -5)

X—y+2z=1
2X+Yy—5z=

a) Halla el valor de a para que sean paralelos. (1.5 puntos)
b) Para a = 2, calcula la ecuacion del plano m" que contiene a r y es perpendicular a m.(1 punto)

34. Asturias Julio 2017. B. 3. Dada la recta r:{ ) yelplano 7:ax—y+z+1=0

Solucion: a)a=2 b) 7:4x+y—-7z-4=0

. . | x+2y=-1 _ y—-1
35. Asturias Junio 2017. A. 3. Dadas las rectas r: -1 y S:X+1l= = zZ.
Calcula:
a) Un vector director de cada recta. (0.75 puntos)
b) El &ngulo que forman las rectas. (0.75 puntos)
c) El plano paralelo a las dos rectas y que pasa por el punto A(1, 2, 1). (1 punto)

Solucién: a) v, =(-2,1,0) v, =(12,1) b) #=90°C) z:x+2y-52=0

36. Asturias Junio 2017. B. 3. Dados los puntos A(1,2,0); B(-1,1,1); C(0,0,1); D(4,1,3):
Determina:

a) Si los cuatro puntos son coplanarios. (0.75 puntos)

b) La recta r que pasa por D y es perpendicular al plano m que contiene los puntos A, B, C.
(1 punto)

¢) El punto de corte de la recta r con el plano . (0.75 puntos)
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Solucién: a) No son coplanariosb) x—4=y-1= ZT_B c) C(3,0,0).
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Baleares

1. Baleares Extraordinaria 2025. Problema Al. — Una empresa de transporte maritimo ha
disefiado un nuevo contenedor metélico en forma de prisma rectangular, tal como se muestra en
la figura. El contenedor disefiado tiene una base con dimensiones 3 metros por 2 metros y una
altura de 2.5 metros. En el interior del contenedor se colocan un total de dos vigas para reforzar
la estructura, las cuales se colocan sobre la diagonal de cada una de las caras de dimension 3 x
2.5 metros, tal y como se muestra en la figura (segmentos discontinuos).

.
-

-

-
.--' -

-~ iy

. a
L.
-'..
-
P

(@) [1 punto] Escoge un Vértice del prisma regular y sobre el determina un sistema de referencia
cartesiano, el cual tendrd como origen dicho vertice. Indica, con este sistema de referencia,
cudles son las coordenadas de cada uno de los diferentes vértices del prisma rectangular.

(b) [1 punto] Calcula la longitud de las dos vigas y calcula la ecuacion del plano que las
contiene. Justifica el proceso.

(c) [0.5 puntos] Una de las dos caras de dimension 2x2.5 metros constituye la puerta del
contenedor tal y como se muestra en la figura. Podremos introducir en ella una ldmina de
hierro cuadrada muy fina de dimensiones 2.75 x 2.75 metros?

Solucién: (a) A(0, 0, 0), B(2, 0, 0), C(2, 3, 0), D(0, 3, 0), A'(0, 0, 2.5), B'(2, 0, 2.5), C'(2, 3, 2.5) y

J61

D’(0, 3, 2.5). b) Cada una de las vigas tiene una longitud de > = 3.9 metros. El plano que

contiene las vigas tiene ecuacion z:5y—6z=0. (c) La lamina puede entrar en el contenedor y

debe ser colocada de forma diagonal pues uno de los lados de la base tiene de longitud 2
metros, menor de 2.75 metros.

2. Baleares Ordinaria 2025. Problema Al. — Un grupo de investigacién de la Escuela\
Politécnica Superior de la UIB particip6 en diciembre
de 2023 en un estudio de las profundidades marinas. El A

equipo desplegé diversas tecnologias marinas
avanzadas con el fin de explorar y recoger datos de
habitats marinos en una profundidad de 350 m. Por este
motivo, una embarcacion con el equipo de

. L, s, . 10 X
investigacion se dirigi6 hacia unas coordenadas i
marinas especificas. ;
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a) [1 punto] Una vez alcanzado el punto deseado en la superficie del mar, llamémosle O,
sumergieron un dispositivo verticalmente 315 m (véase la figura). A continuacion, éste se
desplazd 37 m sobre la recta

x=0
{35y +12z7 =-3780

hasta alcanzar la profundidad deseada. Calcula el punto donde se situ6 el dispositivo después
de este movimiento considerando el punto O el centro de referencia (el origen de
coordenadas).

b) [0.5 puntos] Si queremos mantener la profundidad deseada (350 m), ¢sobre qué plano debe
desplazarse el dispositivo?

¢) [1 punto] Se deja que el dispositivo se desplace libremente sobre el plano calculado en el
apartado b) y se va monitoreando desde el barco. Con un GPS se ha detectado, desde el barco,
la presencia de un objeto (posiblemente un pez) que se desplaza en la linea recta sobre la
trayectoria

Xx=5+44

y=10+1
z=-380+104

Si dicho objeto no cambia su trayectoria, ¢podria chocar contra el dispositivo? En caso
afirmativo, ¢en que punto podria tener lugar la colision?

Solucién: (a) EI punto donde se situ6 el dispositivo es B = (0,12,—350) . (b) 7:z+350=0.
(c) Si podrian colisionar, siendo el punto de posible colision P(17,13,—350).

3. Baleares Extraordinaria 2024. 5. P3.— Sean P =(-111), Q=(7,1,7) y R=(-4,15) punto

de R°.

(a) [3 puntos] Comprueba que los tres puntos forman un triangulo rectangulo. Indica cual de los
3 angulos es recto.

(b) [3 puntos] ¢Se podria construir un cuadrado afiadiendo un solo vértice mas? Justifica la
respuesta.

(c) [4 puntos] Prueba que, para todo valor de a real, el punto S = (a,l,O) es coplanario con P, Q

Yy R.

Solucion: (a) El &ngulo es recto en el vértice P.  b) No es posible construir el cuadrado pedido.
(c) El punto S pertenece al plano  definido por los puntos P, Qy R

4. Baleares Extraordinaria 2024. P4.— Sean las rectas

X+2y=-1 -
{ y y s:x+1:y—1:z
z=1 2

Calcula:

() [5 puntos] La posicion relativa de las dos rectas. Es decir, si son coincidentes, paralelas, se
cortan o se cruzan. En los ultimos dos casos especifica si lo hacen perpendicularmente.

(b) [5 puntos] La ecuacién del plano que es paralelo a las dos rectas r y s, y pasa por el punto

A=(2,2,1).

Solucion: (a) Las rectas se cruzan perpendicularmente. (b) m:x+2y—-52-1=0.

5. Baleares Ordinaria 2024. P3.— Consideremos los puntos A(0,0,0), B(2,-1,3) y C(-12,1)
(a) [3 puntos] Calcula el punto D tal que ABDC es un paralelogramo.
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(b) [4 puntos] Calcula uno de los puntos E del espacio de manera que la recta AE sea
perpendicular al plano ABC y que la distancia entre los puntos Ay E sea 1.

(c) [3 puntos] Escribe la ecuacion de uno de los planos paralelos al plano ABC que dista una
unidad de este.

Solucion: (a) El punto D tiene coordenadas (1,1,4) (b) El punto E tiene coordenadas (__7 =S ij

V83" /83" 83

7 5 -3 .. ..
o 2 2 1() 7 —TX—-5y+32+/83=00 7":—7x—5y+32—+/83=0
(\/Eﬁ /83 «/@j

6. Baleares Ordinaria 2024. P4.— (a) [5 puntos] Discute, segin los valores de a y b
(pardmetros reales), la posicion relativa de los planos
mi3x+ay—-z=1y x,:6x+y—-2z=Db
Es decir, si son coincidentes, paralelos o se cruzan. En el Gltimo caso, especifica si lo hacen
perpendicularmente.
(b) [5 puntos] Calcula la ecuacion de la recta perpendicular al plano Ty que pasa por el punto de
corte entre la recta s y el mismo plano m, siendo

X=2+4a-pf
zly=3p yS_x—l_l_z—l
' 2 2 4
=1+«

para oy 3 valores reales cualquiera.

. . 1 I ) 1
Solucion: (a) Si a = 2 yb =2 los planos son coincidentes, si a = > y b # 2 los planos son paralelos y

. 1 . .
sia# 2 los planos son secantes, en particular para a = —20 son perpendiculares.

13 3 17
X—— y-—— -

Mt 10_" 10_" 20
3 1 12

7. Baleares Extraordinaria 2023. 5. P3.— Sean los puntos
A=(120), B=(-10,1),C=(0,01) y D=(312).

(a) [4 puntos] Determina la recta r que pasa por D y es perpendicular al plano que contiene los
puntos A, By C.

(b) [4 puntos] Determina si los puntos A, B, C y D son coplanarios.

(c) [2 puntos] ¢Es D el punto de corte de la recta con el plano del apartado (a)? Justifica la
respuesta.

X=3
Solucion: (@) 7:y+2z2-2=0. r:ly=1+4 , Aer b) Los puntos A, B, C y D no son coplanarios.

1=2+24

(c) El punto de corte de recta y plano es P(3§gj diferente al punto D =(3,1,2).

8. Baleares Extraordinaria 2023. P4.— Sea el plano 7:3x+y+2z=2 y los puntos P = (0, 1,
1) y Q = (2! _11 _3)

(@) [2 puntos] ¢Son P y Q puntos del plano m? Justifica la respuesta.

(b) [4 puntos] Calcula el punto S situado sobre la recta PQ que se encuentra a 3/4 partesde P y a
1/4 parte de Q
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(c) [4 puntos] Determina la ecuacion implicita (también llamada cartesiana) de la recta que pasa
por Py es perpendicular al plano .

Solucioén: (a) Los puntos Py Q pertenecen al plano 7 (b) 5(31‘_1,_2} S'(3, —2,—5)
2'2

X—3z2+3=0
()Si{
y-z=0

9. Baleares Ordinaria 2023. P3.— Considera el plano 7:2x+3y+z—-6=0.

(a) [3 puntos] Determina los vértices del triangulo determinado por la interseccion del plano con
los ejes de coordenadas.

(b) [3 puntos] Calcula el &rea del tridngulo anterior.

(c) [4 puntos] Sea A el vértice del triangulo sobre el eje de abscisas (eje OX). Calcula la recta
perpendicular al plano que pasa por A.

Solucion: (a) A(3, 0, 0); B(0,2, 0); C(0, 0, 6) (b) 314 =11.22 unidades cuadradas
Xx=3+21

(©) r:dy=31 ,1eR
=1

10. Baleares Ordinaria 2023. P4.— Sean a y b dos constantes reales no nulas.
Consideremos el plano 7:x+ay—2z=3 y larecta

[ x+bz =1,
“ly=0.

(a) [4 puntos] ¢Para qué valores de a y b la recta r es perpendicular al plano n? Para estos casos
concretos, calcula el punto de corte entre r y m, y calcula o justifica cual es la distancia de la
recta al plano.

(b) [3 puntos] ¢Para que valores de a y b la recta r es paralela al plano ?

(c) [3 puntos] ¢Existen algunos valores de a y b para los cuales la recta r esta contenida en el
plano m?

. 1 .
Solucién: (a) Con los valores a=0; b= > recta y plano son perpendiculares. El punto de corte es

p(Z,o,—_“J. No tiene sentido hablar de distancia entre recta y plano pues la recta corta al plano en el
5 5

punto P. (b) La rectay el plano son paralelos cuando b =—2. El valor de a puede ser cualquier valor
real.(c) No existen valores que hagan que la recta esté contenida en el plano.

11. Baleares Extraordinaria 2022. 5. Sea a un parametro real. Considere el plano
7=3x—-2y—z=4,elpunto P(1, 1,0) y la recta

—y=0

Xx—az=1
En cada caso, si existe, obtenga el valor del parametro a para el cual:
(@) el punto P pertenece a la recta r. (1 punto)
(b) la recta r y el plano m se cortan en un Gnico punto. (3 puntos)
(c) la recta r esta contenida en el plano . (3 puntos)
(d) la recta r es perpendicular al plano . (3 puntos)

Solucion: (a) El punto P pertenece al plano para cualquier valor de “a”. (b) a # 1. (C) La recta no esta
contenida en el plano para ningun valor de “a”. (d) No es posible para ningun valor de “a”
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12. Baleares Extraordinaria 2022. 6. Dados los puntos A(1, 1,1), B(0, 0, -2), C(2, -1, 0), D(-
1,2,-1)yE(O, 0, 0).

(a) Compruebe que los puntos A, B y C determinan un Gnico plano, . (2 puntos)
(b) Averigue si el triangulo de vértices A, B y C es rectangulo en el vértice A. (3 puntos)
(c) Halle el &ngulo que forma la recta que pasa por los puntos Ay D con el plano .(3 puntos)

(d) Calcule el volumen del tetraedro definido por los vectores AB, AC y AD. (2 puntos)

Solucidn: (a) Los puntos no estan alineados y los puntos A, B y C definen un tnico plano. (b) No es
rectangulo en A. (c) 0°. (d) O u?

13. Baleares Ordinaria 2022. 5. Del paralelogramo (cuadrilatero cuyos lados opuestos son
paralelos) ABCD, se conocen los Vértices consecutivos A(1, 0, -1), B(2, 1, 0) y C(4, 3, -2).
(a) Calcule el coseno del &ngulo que forman los vectores AB y AC . (2 puntos)
(b) Encuentre las coordenadas del punto medio, M, del segmento AC. (2 puntos)
(c) Encuentre las coordenadas del vértice D. (4 puntos)
(d) Calcule el area del paralelogramo ABCD. (2 puntos)
— 5 53 3
Solucién: (a) cos( AB,AC|=—— (b) M =| =,=,—=| (c)D(3,2,-3) (d) V32 =5.66u"
(a) cos( )J5_7() (222)“‘ ) (@ V32
14. Baleares Ordinaria 2022. 6. Dadas las rectas
x=1+1
X+y=3
r= S=1y=-4 .
{ZX -7=1
z=-4-1, AeR.

(a) Encuentre una ecuacion vectorial para la recta r, (2 puntos)
(b) Encuentre la posicion relativa de las rectas r y s. (3 puntos)
(c) Encuentre la ecuacion general del plano perpendicular a la recta r que pasa por el punto

P(2,0,-1) (2 puntos)
(d) Encuentre la ecuacion general del plano paralelo a la recta r que contiene a la recta s.

(3 puntos)

Solucion: (a) r=(x,y,2)=(0,3-1)+t(L-1,2) ,teR (b)Secruzan. (c) 7:X—-y+2z=0
(d) 7:x+y-1=0

15. Baleares Extraordinaria 2021. 5. Dadas las rectas
y=X+3 y= 1
(I){Z—ZX 2 () 2
— Xt X=2z+3,

(a) Calcula la ecuacidn vectorial de cada una de las rectas (1) y (I1). (1 punto)
(b) Si es posible, calcula el plano paralelo a la recta (11) que contiene a la recta (l). (3 puntos)
(c) Calcula el plano perpendicular a la recta (1) que pasa por el punto (-1, 0, 2). (3 puntos)
(d) Calcula la recta de direccion perpendicular a las de las rectas (1) y (11) que pasa por el origen.

(3 puntos)

soluci6n: (@) (1) =(x,y,2)=(0,3,2)+ A(LL2); 2€R (I1)=(x y,z):(S,%l,OJ+,B(2,0,1); peR

X=-a
y=-3a, siendoz € R
71=2ax

(b) z=x+3y-22-5=0 (¢) #'=2x+z=0 (d) (|||)—{
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16. Baleares Extraordinaria 2021. 6. Dados los puntos
P=(101), Q=(110), i R=(011)
(a) Comprueba que P, Q y R no estén alineados. (2 puntos)
(b) Calcula la ecuacion vectorial del plano que determinan P, Q y R. (3 puntos)
(c) Calcula el area del triangulo que tiene por veértices P, Q y R. (3 puntos)
(d) Calcula, de forma razonada, la condicién que han de cumplir a, b y ¢ para qué los puntos P,
Q, Ry S =(a, b, c) pertenezcan a un mismo plano. (2 puntos)

x=1 -4
Solucion: (a) No estan alineados (b) , — y= a+p (€) Area pQRzﬁ u? (d) a+b+c-2=0
2

1=1-«a

17. Baleares Ordinaria 2021. 5. Considera los puntos,
A=(5a7), B=(3-17), C=(6,54)
(a) Determina el valor del parametro a para el cual los puntos A, B y C forman un tridngulo

rectangulo, con el angulo recto en el punto B. (3 puntos)
(b) Para el valor de a = -2, calcula el area del triangulo de vertices A, By C. (3 puntos)

(c) Para el valor de a = 5, calcula el angulo formado por los vectores AB y AC . (4 puntos)

Soluci6n: (2) a = -2 (b) Area:@:s.mz (©) (AB, AC)=95°

18. Baleares Ordinaria 2021. 6. Dadas las rectas
10 z+3 x=t
p XZM_y+U_z+s S:{y=6+44
-1 4 1
z=-1+21
(a) Calcula el valor de m per tal que se cortan en un punto, (7 puntos)
(b) Calcula el punto de corte. (3 puntos)

Solucion: (a) m =7 (b) El punto de corte de las rectas r y s es A(1, 14, 3)

19. Baleares Extraordinaria 2020. Opcion A. 3. Dadas las rectas
15x+12y -147 =-17 9x+5y—-2z=5
(I){ (II){

8x—y—-52=23 24x—2y—-13z =67
(a) Calcula un vector de posicion y un vector director de cada una. (4 puntos)
(b) Calcula la ecuacion vectorial de cada una. (2 puntos)
(c) Calcula el rango de la matriz formada por los dos vectores directores y el vector diferencia, o
vector resta, de los dos vectores posicion obtenidos. (2 puntos)
(d) Del anterior rango, deduce la posicion relativa de ambas rectas. (2 puntos)
Solucion: (a) Los vectores y los puntos de cada recta son u, =(2,1,3); u, =(1-12); P (3, —4,1) ;
X=3+21 X=a
P, (0-1-5) (b) (Y ly=-4+24 (1)]y=-1-¢ (¢) ElTrangoes 2. (d) Las rectas son secantes.
z=1+31 z=-5+2a

20. Baleares Extraordinaria 2020. Opcion B. 3. Dados los planos
(1) 3x—ay+2z—(a-1)=0; (Il) 2x—5y+3z2-1=0; () x+3y—(a—-1)z=0;
(a) Demuestra que, para cualquier valor del parametro a, no hay dos que sean paralelos.
(4 puntos)
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\ (b) Estudia su posicion relativa, segun los diferentes valores del pardmetro a. (6 puntos)

Solucioén: (a) Los planos nunca pueden ser paralelos entre si, pues plano (I) no es paralelo a (l1), el
plano (1) nunca es paralelo a (I11) y tampoco es paralelo el (I) con el (111).
(b) Si a=2ya=5 los 3 planos coinciden en un punto. Si a=2 coinciden en una recta. Si a =5 definen

rectas paralelas dos a dos.

21. Baleares Ordinaria 2020. Opcién A. 3. Considera el punto P = (2, —1,1) y larectar dada
por

2x—3y+4z—1:0}(r)

X+2y—-3z-2=0

(a) Calcula la expresién de la ecuacién continua de la recta r. (2 puntos)
(b) Calcula la ecuacién del plano, m, perpendicular a la recta r que pasa por el punto P. (2 puntos)
(c) Calcula el punto, Q, de interseccion del plano m con la recta r. (3 puntos)
(d) De todas las rectas que pasan por el punto P = (2,—1,1), calcula aquella que corta
perpendicularmente a la recta r. (3 puntos)
X=2-94
Solucién: (@), =X=1_Y¥*1_2+1 (b) z=x110y+72+1=0 (C) Q(E,O,;gj ) s=y-—1+102
1 10 7 10' 10
2=1-131
22. Baleares Ordinaria 2020. Opcion B. 3. Dada la recta r y el plano
Xx-1 y+1 z+2
r = = , (7) 3x—my+z=1
N —-="5=—" (7) y
Busca si existe algun valor del pardmetro m para el cual
(@) el plano y la recta son paralelos. (4 puntos)
(b) o bien, el plano contiene la recta. (3 puntos)
(c) o bien, el plano y la recta se cortan exactamente en un punto. (3 puntos)
En cada caso, si existe, calculalo.

Solucién: (a) m=> (b) La recta nunca esta contenida en el plano.
3

© m=2. P(S—Sm -5 —10+7mj
3 5-3m'5-3m’ 5-3m

23. Baleares Julio 2019. A. 3. Determina un plano que, pase por el origen de coordenadas, sea
paralelo a la recta de ecuaciones

X+y=1
y+z=2

y también paralelo a la recta que pasa por los puntos de coordenadas (1, 1, 0) y (0, 1, 1):

(10 puntos)

Solucion: 7:x+2y+z=0

24. Baleares Julio 2019. B. 3. Considere los puntos A(0, 0, 0), B(1, 1, 0) y C(0, 1, 1): Calcula el
area del triangulo que forman los puntos A, By C (5 puntos) y determina el angulo que forman
los vectores AB y AC. (5 puntos)

NG

Solucién: Area = > u®y el &ngulo es 60°.
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25. Baleares Junio 2019. A. 3. Determina la posicion relativa del plano x+y+z =1y larecta
de ecuaciones x—1= y—1=z—_21 (4 puntos)
Calcula la proyeccion ortogonal de la recta sobre el plano. (6 puntos)

1
i4 y: z—=
Solucion: Recta y plano son paralelos. La proyeccion es la recta y_1 _ y_l:_S
3 3 2

26. Baleares Junio 2019. B. 3. Considere la recta XT_l =y+1=-z+1 yelplano x—y=0.

Calcule el area del triangulo formado por el punto de corte entre la recta y el plano, el punto
(1,-1, 1) de larecta y la proyeccion ortogonal de este punto sobre el plano. (10 puntos)

Solucién: Area =+11u’

27. Baleares Julio 2018. A. 3. Calcula las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa per el
origen de coordenadas y corta las rectas: (10 puntos)
rrx=2y=z-1 s:3x=2y-2=62

y=t
z=t

Solucién:{

28. Baleares Julio 2018. B. 3. Calcula la distancia entre las rectas siguientes: (10 puntos)

X+y=5 2x—1=3
r: y s:
z=4 y=0

Solucién: d(r,s)=1u

29. Baleares Junio 2018. A. 3. Determina los puntos A, By C de la recta x—12 = yT+6 = %6

que estan en los planos coordenados (6 puntos) y determina cual de estos tres puntos, A, B, C,
esta situado entre los otros dos. (4 puntos)

Solucion: A(0,-30,-30), B(15,0,15) y C(10,-10,0). C esta entre Ay B.

30. Baleares Junio 2018. B. 3. El plano perpendicular al punto medio del segmento de
extremos P(0,3,8) y Q(2,1,6) corta los ejes coordenados en los puntos A, B y C. Encuentra el
area del triangulo ABC. (10 puntos).

Solucién: Area = 32+/3 = 55.4256 u?

31. Baleares Septiembre 2017. A. 3. Consideramos el cubo que aparece en la figura adjunta.
Supongamos que el punto C tiene coordenadas (1, 1, 1), las aristas del cubo son paralelas a los
ejes coordenados (0 sea, la arista AE es paralela al eje X, la arista AD, al eje Y y la arista AB, al
eje Z) y los lados del cubo tienen longitud 2. Calcula el plano que pasa por los puntos A, E, Cy
G (7 puntos) y la recta perpendicular al plano anterior que pasa por el punto D. (3 puntos)
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|
| [l
N |

Solucién: El plano tiene ecuacion y—z =0. La recta tiene ecuacion X=1_¥-1_z+1
0o 1 -1

32. Baleares Septiembre 2017. B. 3. Dados los puntos A(1,0,3) y B(1,3,4), determina los
puntos situados en el plano z = 1 que forman con los puntos A y B un tridangulo equiléatero. (6
puntos) Calcula el volumen del tetraedro formado por los 3 puntos anteriores y el origen de
coordenadas. (4 puntos)

Solucién: Hay dos soluciones: vojumen :1(§+3ﬁjéVO|umen zi[ﬁ_gﬁj
6\ 3 6\ 3

33. Baleares Junio 2017. A. 3. Dadas las rectas r: X+ =Y - 2*1 y s X= y-2 _z+l
2 3 -1 1 2 -2
a) demuestra que se cruzan. (4 puntos)

b) calcula la distancia entre las rectas. (6 puntos)

Solucion: a) www.ebaumatematicas.com b) d(r,5)=5\/zz1_96116u
13

34. Baleares Junio 2017. B. 3. Considere las rectas siguientes dependientes de un parametro A:

X=1+At 5 3
ry=-1+t}, s: 22 279
A 24 -1

2=3-2t

a) Calcula el valor de A para el que r y s se cortan. (7 puntos)
b) Calcula el punto de interseccion para el valor de A calculado. (3 puntos)

Solucion: a) 4 :% b) El punto tiene coordenadas (0,—4,9)
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Canarias

1. Canarias EBAU Extraordinaria 2025. 3A. En el espacio tridimensional, se considera la
recta y plano siguientes:

| x+y+z=0
'{2x—y+z =10’
a) Comprobar que el plano 7 y la recta r se cortan. Dar la ecuacion de la recta s, contenida en el
plano 7, que corta perpendicularmente a r. 1.5
b) Hallar el angulo que forman la recta r y el plano 7. 1

T:X—-y+2z2-5=0

X=4+«a
Solucién: a) s:y=-3+7a; aeR.b)33°.
z=-1+3c

2. Canarias EBAU Extraordinaria 2025. 3B. En el espacio tridimensional se tienen las
siguientes rectas:

[ x+y-2z=3
'{2x+ y—6z=2
a) Comprobar que r y s son coplanarias. 1.5
b) Hallar la ecuacion del plano que las contiene. 1

Solucién: ) [\/Tuiﬁ]:o b) 7:x+y-2z-3=0.

3. Canarias EBAU Ordinaria 2025. 3A. En el espacio tridimensional, dados el punto P y las

rectas ri y rz siguientes:
4x+3y—-3z2=2

P(2,-11); r: Y ; rz:—X+3:2—y=—ZJr4

2x—-3y-6z=1 2 3

a) Comprobar que Per, yque Per,. 0.25

b) Hallar la distancia entre el punto P y el punto de interseccidn de las rectas ry y rz. 1

c) Hallar el angulo con el que se cortan las rectas r1 y r». 1.25

Solucion: a) www.ebaumatematicas.com b) J17 = 4.12 unidades. c) 25°

4. Canarias EBAU Ordinaria 2025. 3B. En el espacio tridimensional se consideran los
siguientes elementos geométricos:
Adx-Ty+22=7
A(1,0,2); Ti-X+2y+2+1=0; r
y—-2z+5=0
a) Hallar la posicion relativa del plano 7 y la recta r. 1
b) Hallar el punto simétrico de A con respecto del plano 7. 1.5
Solucién: a) La recta corta al plano en un Gnico punto.  b) A(g_ggj
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5. Canarias EBAU Extraordinaria 2024. 3A. En el espacio tridimensional tenemos las rectas
siguientes:

_{x—3y+22+2:0 1-x 1-z

r: N A =y=
Yl2x+y-3z=3 2y YT
a) Estudiar la posicion relativa de las rectas anteriores. 1 pto
b) Hallar la ecuacion de la recta s que tiene direccion perpendicular a ambas rectas y que pasa
1
por P(O,E,Oj. Calcular el punto de corte de la recta s con la recta ri. 1.5 ptos
Solucién: a) Las rectas se cruzan. b) El punto de corte de las rectas es A(l,l,__lj .
222

6. Canarias EBAU Extraordinaria 2024. 3B. Responder a las siguientes cuestiones:

a) Justificar si pueden existir vectores u y v, que comparten el punto de origen, y cumplen que
‘6‘22, M:S y u-v=38 0.75 ptos

b) En el espacio tridimensional, dados el plano y la recta secantes siguientes:

2X—-3y—z=4

X+y+2z=-3

Calcular el punto de corte de la recta y el plano, asi como el angulo que forman.  1.75 ptos

Solucidn: a) No es posible b) El punto de corte de recta y plano es el punto P(1,0,—2). El angulo entre
rectay plano es de 17.98°.

T X+3y+22+3=0, r:{

7. Canarias EBAU Ordinaria 2024. 3A. En el espacio tridimensional tenemos el punto, la
recta y el plano siguientes:
X+y-1=0
P(-7,34), r: , T:X+2y-52+5=0
X+2+1=0
a) Encontrar el punto A interseccion del plano  con una recta s. Esta recta s es una recta
paralela a la recta r y que pasa por el punto P. 1.5 ptos
b) Hallar el angulo que forma la recta r y el plano 7. 1 pto
Solucion: a) A(—3, -1, 0) b) El &ngulo formado entre recta y plano tiene un valor de 24.94°,
8. Canarias EBAU Ordinaria 2024. 3B. En el espacio tridimensional se conocen las
ecuaciones de las rectas siguientes:
X=3+41
3X+2y—-z=1
: S:sy=4
2X-y+2+4=0
z=1+41
a) Estudiar la posicion relativa de las rectas r y s. 1.5 ptos
b) Encontrar el plano m, paralelo a la recta r y que contiene a la recta s. 1 pto

Solucion: a) Las rectasry s se cruzan. b) 7:X—4y+3z—-6=0

9. Canarias EBAU Extraordinaria 2023. 3A. En el espacio tridimensional tenemos un punto
y la recta siguientes:
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P(1-2,0) ; r:{x_zy“:O
Xx-2=0

a) Hallar la ecuacion del plano tal que, la recta perpendicular al mismo y que pasa por el origen

de coordenadas corta al plano buscado en el punto P. 1.75 ptos
Averiguar el angulo que forma el plano encontrado con la recta r.
b) Hallar el punto de interseccién de larectary s:x—5= y—? = % 0.75 ptos

Solucién: a) z:x—2y—-5=0. El &ngulo que forma el plano con la recta es de 15°.
b) El punto de corte de las rectas r y s es A(3, 3, 3).

10. Canarias EBAU Extraordinaria 2023. 3B.
En el espacio tridimensional tenemos las ecuaciones de las rectas siguientes:
{8x+2y—3z+12:0 7-2
: ;o SIX=y+l=—nr—
—IX—y+3z=9 2
a) Comprobar que r y s estan contenidas en un mismo plano 7 y hallar la ecuacién de dicho
plano. 1.25 ptos
b) Averiguar la ecuacion de la recta que pasa por el punto P(0,—1,2) y corta perpendicularmente
alarectar. 1.25 ptos
X=4
Solucién: a) Las rectas se cortany son coplanarias. 7:2x—z+2=0b) .)y__ 1,5, 1R
2=2+2A

11. Canarias EBAU Ordinaria 2023. 3A. En el espacio tridimensional consideremos el plano
y las rectas siguientes:

X+y-z=0 - — -
wi2X+3y-z=4 r:{ Y TR 1_y-2_z-3

2X+5y+z=0 " 1 0 1
a) Calcular el punto simétrico de P(-2,1,2) respecto de . 1.25 ptos
b) Calcular el angulo que forman r y s. 1.25 ptos
Solucién: a) P"=(0,4,1) b) Las rectas forman un angulo de 30°.
12. Canarias EBAU Ordinaria 2023. 3B. En el espacio tridimensional conocemos las
siguientes ecuaciones de rectas:
:{x+2y—7z:0 _ s:{2x—7y—3z:22
2X+3y—-12z2+1=0 X—y+z=1
a) Estudiar la posicion relativa de r y s. 1.25 ptos
b) Hallar la ecuacion del plano que contiene a r y es paralelo a s. 1.25 ptos

Solucion: a) Las rectas r y s se cruzan. Tienen distinta direccion y no son coplanarias. b)
mr:3X=5y+z+11=0

13. Canarias EBAU Extraordinaria 2022. 3A.
Resuelve los siguientes problemas del espacio tridimensional:

X=-1+21
X+y+2+1=0 ) L .
a) Dadas las rectas r: y s:qy=1+4 , estudia la posicion relativa entre
2X—y+3z-2=0
z=-1-34
rys 1.5 ptos
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b) Halla la ecuacion del plano que contiene a la recta r y es perpendicular al plano
mr:2X—y+2-5=0 1 pto

Solucién: a) Se cortan (son coplanarias) b) 7z": 2x+5y+z+6=0

14. Canarias EBAU Extraordinaria 2022. 3B.
En el espacio tridimensional se conocen las ecuaciones de la recta y el plano siguientes:
{—3X +2y=5
r= y m=5x-6y+7z+58=0
—4y+3z+7=0
a) Sabiendo que la recta r y el plano 7 se cortan en un punto A, dar la ecuacion de la recta s,
perpendicular al plano 7 que pasa por dicho punto A 1.5 ptos
b) Calcula el &ngulo que forman la recta r y el plano 1 pto
X=-5+5a

Solucion: @) s:)y = _5_6q b) 21°.

1=-9+7a

15. Canarias EBAU Ordinaria 2022. 3A. En el espacio tridimensional conocemos las
ecuaciones de las rectas siguientes:

r_{3x—2y:—1 S_{x+4y+12:0

4y-3z=-1 6y+z+13=0

a) Estudia la posicion relativa de las rectas r y s 1.25 ptos

b) Calcula la ecuacion del plano m paralelo a la recta s que contiene a la recta r. Halla el punto
de corte de dicho plano m con la recta: t= XL14 = yT—8 =z-2 1.25 ptos

Solucion: a) Las rectas se cruzanb) 7 =-11x—2y+7z2—-6=0

16. Canarias EBAU Ordinaria 2022. 3B. En el espacio tridimensional conocemos las
ecuaciones siguientes:
X=1+t+4s
_ x+4 y+5 z-1 Ax+3y =17
r=qy=1+s , = = = ; r,=
5 6 0 y+4z=5
z=3-2t-5s
a) Calcula la ecuacion de la recta s, perpendicular al plano  y que contiene el punto de
interseccion de las rectas r1 y 12 1.25 ptos
b) ¢Es cierto que el angulo entre las rectas r1y > es menor de 45°? Justificalo 1.25 ptos
x=14+24
Solucién: a) s=)y-1-31 b) No es cierto. El angulo es de casi 77°
z=1+1

17. Canarias Extraordinaria 2021. 3A. Dadas las siguientes ecuaciones en el espacio
tridimensional:
r:5-x=y-3=5-z
7r:3x—4y—-8z+35=0
a) Comprobar que la recta r y el plano = se cortan en un punto. Averiguar dicho punto. 1.5 ptos
b) Calcular la ecuacion del plano que pasa por el punto A (2,2,2), paralelo a la recta r, y
perpendicular al plano n 1 pto

Solucion: a) Recta y plano se cortan en el punto P(3,5, 3) b) ©'=-12x-11y+z+44=0
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18. Canarias Extraordinaria 2021. 3B. Dado el plano 7z:—-x+3y+2z+5=0

Y las rectas secantes r:XT_5= y+2=1-zy s:%rl:lz: z

a) Sea A el punto de interseccion de las rectas r y s. 1.5 ptos
Hallar la ecuacion de la recta que es perpendicular al plano m y que pasa por A.

b) Calcular el &ngulo que forman las rectas r y s. 1 pto

x=5-p8 —=
Solucion: @) A(5,-2,1). t:Jy-_2435 b) émgulo(r,s):arccos[3 82246J:54°
7-1+28

19. Canarias Ordinaria 2021. 3A. Dados los siguientes puntos en el espacio tridimensional:
A(0,-2,3), B (1,-1,4), C (2,3,3) y D(4,5,5)
a) Comprobar que los cuatro puntos son coplanarios.

A continuacidn, calcular la ecuacion del plano que los contiene. 1.5 ptos
X=1+24A+3u
b) Calcular la ecuacion de la recta r, perpendicular al plano 7:<y=-2+1 1 pto
z=1-31-3u
que pasa por el punto A.
Solucion: &) 7:-5x+2y+3z-5=0b) . );z:zt—St,siendoteR
z=3-3t

20. Canarias Ordinaria 2021. 3B. Dadas las ecuaciones de los planos

X=1+A+pu
7 2X+3y-2=9 Yy 7m,iiy=-2-A+2u
z2=3+31—u
a) Hallar la ecuacion de la recta paralela a los planos 7, y 7, que pasa por el punto medio del
segmento de extremos A(1,-1,0) y B(—1,—-3,2) 1.25 ptos
b) Calcular el &ngulo formado por los planos 7, y =, 1.25 ptos
Solucion: a) . );1_?_2 siendo A€ R b) El angulo que forman los planos 7, y 7, es de 92.16°
2=1+231
X=-24
21. Canarias Extraordinaria 2020. Grupo A. 3. Dada larecta r:<y=2+4 , y dado el plano
1=2+41
T=Xx-3y+5z=2
a. ¢Cual es la posicion relativa de la recta r y el plano . 1.25 ptos
b. Calcular el plano " que contiene a la recta r y es perpendicular al plano . 1.25 ptos

Solucién: a. Recta 'y plano son paralelos. b. z=—-8x—-11y—5z+32=0.

22. Canarias Extraordinaria 2020. Grupo B. 3. Consideremos el punto A(1,2,1), y la recta
X+Yy=5
3y+z=14
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a. Encuentre la ecuacion del plano 7z que contiene al punto Ay es perpendicular a la recta r.
1.5 ptos

b. Consideremos P(1,4,2), un punto de la recta r. Y sea s la recta determinada por los puntos A
y P. Calcule el angulo que forman las rectas r y s. 1 pto

Solucion: a. 7 =x-y+3z—2=0 b. 82 grados, aproximadamente.

23. Canarias Ordinaria 2020. Grupo A. 3. Dadas las rectas siguientes
X+y—z=4 X=2
r: , S
X+2y=7 y+5=0
a. Estudie la posicion relativade rys. 1,5 ptos

b. Halle la ecuacion del plano perpendicular a la recta r, y que contiene el punto A(11, -2, 5)
1 pto

Solucién: a. Las rectas se cruzan. b. —2x+y—-z+29=0

. . ) 2X—y=5
24. Canarias Ordinaria 2020. Grupo B. 3. Consideremos la recta r: {3 Z L y el plano
X—4z=—
m=X-y+3z=12
a. Calcule la ecuacion del plano 7, que contiene a la recta r y es perpendicular al plano ;.
1.25 ptos
b. Sabiendo que la recta r corta el plano 7, averigte el punto de interseccion. 1.25 ptos

Solucién: a. 7z, =9x—3y—4z-14=0 b. El punto interseccion de recta y plano es (5,5,4)

25. Canarias Julio 2019. A.3. Hallar la ecuacion de la recta que verifica simultdneamente las
siguientes condiciones:

- es paralela a los planos de ecuaciones: 7, =Xx—-3y+z=0y 7, =2X-y+32=5
- pasa por el punto (2,-1,5) (2,5 ptos)

Xx=2-8t
Solucion: p={y=—1-t

z=5+5t

26. Canarias Julio 2019. B.3. Hallar el angulo que forman el plano 7 =2x—-y+z=0 yel
plano que contiene a las rectas

x=1-t
r=qy=t vy sEX—Hz%:z—l (2,5 ptos)
z=t

Solucién: 33,5°

27. Canarias Junio 2019. A.3. Dados los planos 7, =x—-y+3=0 y 7, =2X+y-2=0,
calcular:
a) Laecuacion de la recta s paralela a los planos 7, y 7, que pasa por el punto B(2, 2,3)

(1,5 ptos)
b) El angulo que forman los planos 7, y =, (1 pto)
Sonéma)sEx_zzy_zzfég b) 16,8°.

BLOQUE Geometria en el espacio: Puntos, vectores, rectas y planos. 371126



Juan Antonio Martinez Garcia CURSO 2025/26

28. Canarias Junio 2019. B.3. Se consideran los puntos A(2,-1,1) y B(-2,3,1) que
determinan la recta r

a) Calcular la recta perpendicular a r que pasa por el punto P(—4,17, 0) (1,25 ptos)
b) Calcular la ecuacion del plano respecto del cual los puntos A y B son simétricos. (1.25 ptos)
X =—4 -6t
Solucion: @) s _ y _17_gt b) 7:-x+y-1=0
z=t

29. Canarias Julio 2018. A. 3. Estudiar la posicion relativa de los planos
o:2X+3y—-52+7=0

P:3x+2y+32-1=0 (2,5 puntos)
y:7X+8y—-72+13=0

Solucidn: Los tres planos se cortan en una recta.

30. Canarias Julio 2018. B. 3. Dadas las rectas

y-1 z+2 X+5 y-3 z+4 .
r=x-1l1=2-——=—_— r, = = = , Se pide
' a2 TR T P
a) Demostrar que las rectas r1 y r. son coplanarias. (1,25 puntos)
b) Hallar la ecuacion del plano que determinan. (1,25 puntos)

Solucién: a) www.ebaumatematicas.com b) 7 :x+5y+2z—-2=0

31. Canarias Junio 2018. A. 3. a) Halle la ecuacion del plano  que pasa por los puntos
3x+2y-3=0
A(-1,5,0) yB(0,1,1) y es paralelo a la recta r = (1,5 ptos)
2y—-3z-1=0
b) Escribir la ecuacion de una recta paralela a la recta r y que pasa por el punto medio del
segmento AB (1 pto)
. x+1 z——
Solucion: @) 7 =11x+4y+5z-9=0b) y = 2 _ y=3_
-2 3 2
X=3+A+2u
32. Canarias Junio 2018. B. 3. Dados los planos: 7, =X+y+z-5=0y 7,=qy=1-A—-u
z=1+u
a) Comprobar que los planos 7, y 7z, se cortan en una recta. Hallar la ecuacion de dicha recta en
forma paramétrica. (1,75 ptos)
b) Hallar la ecuacion del plano 7, que pasa por el origen y es perpendicular a los planos 7, y 7,
(0.75 ptos)
=4-2
Solucion: a) www.ebaumatematicas.com );/:/1 b) z,=x-y=0
z=1
. . X—y+2=3
33. Canarias Julio 2017. A. 4. Dado el planoz:2x+y—z=0 y larecta r: x4y =1 se
+ =
pide
a) Escribir la ecuacion de la recta r en forma continua (1,25 puntos)
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b) Hallar la ecuacion del plano que pasa por el punto P(1,2,1), es paralelo a larecta r y

perpendicular al plano . (1,25 puntos)
Solucién: a) r;gzy_—lzz;“ b) ©'=X—y+2=0
, 1
34. Canarias Julio 2017. B. 4. Dados larecta r: x=y+1= _3m yelplano 7:2x+y+z=9
m

se pide

a) Calcular el valor del pardmetro m para que la recta r sea paralela al plano 7 (1,25 puntos)
b) Para m = 2, determinar el punto de interseccion de la recta r y el plano = (1,25 puntos)

Solucion: a) m = 1 b) El punto es A(3,2,1)

35. Canarias Junio 2017. A. 4. Dado el plano 7:5x+ay+4z—-5=0 y larecta
r:i:y__zzz__z’ se p|de

2 6 —4
a) Calcular el valor del pardmetro < para que la recta r sea paralela al plano (1,25 puntos)
b) Para «= 0, calcular el angulo que forman el plano m y la recta r (1,25 puntos)

Solucién: a)a=1hb) a=7°

36. Canarias Junio 2017. B. 4. Dados los planos: 7, : x—y+3=0; 7, :2X+y-2=0,
determinar

a) La ecuacion de la recta perpendicular a 7, que pasa por el punto P(2,2,1). (1 punto)
b) La ecuacion del plano perpendicular a la recta que determinan 7z, y 7z, que contiene al punto
A(1,1,-1) (1,5 puntos)
X=2+4
Solucion: @) .}y _p_; b) 7 :iX+y+3z+1=0
z=1
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Cantabria

. L. ) x—=2z2-2=0
1. Cantabria Extraordinaria 2025. 3) Considera la recta r:{y 3 y el punto
+7Z=

P=(-322).
a) [0,5 puntos] Expresa la recta  en forma continua.

b) [1 punto] Halla la ecuacién del plano perpendicular a r que pasa por P.
¢) [1 punto] Calcula la distancia entre r y P.

Solucién:a) r-——==——=—.b) 7:2x—-y+2+6=0 C) = 4.67 unidades.

2 -1 1

X-2 y-3 1 /786
6

2. Cantabria Ordinaria 2025. APARTADO 3 (Bloque C) [2.5 PUNTOS]

2x—-y=3

Considera la recta r: yelpunto P=(111).
y—-2z=1

Tarea a. [1 punto]. Determina los puntos de r que estan a una distancia de <14 unidades de P.
Tarea b. [0,75 puntos]. Obtén la ecuacion del plano que contienea ry P.
Tarea c. [0,75 puntos]. Calcula la distancia entre r y P,

Solucion: a) Q1(2+\/§,1+2\/§,\/§) y QZ(Z—\/E,l—Z«/E,—\/E) b) 7:x—y+z-1=0.
b) J2 unidades.

3. Cantabria Extraordinaria 2024. Ejercicio 3 [2.5 PUNTOS] Sean A = (0, 0, 0), B =(0, 0, 1),
C=(a 4,1)yD=(a 4, 0) los vertices consecutivos de un rectangulo en funcién de una
constante a > 0.

1) [1,25 PUNTOS] Calcule la constante de forma que el area del rectangulo sea 5 u?.

2) [1,25 PUNTOS] Calcule las ecuaciones paramétricas de las rectas de los lados del rectangulo

para a =3.
Xx=31 X =3«
Solucion: 1)a=3.2) ByC=r:{y=44; 1eR, AyD=s:{y=4a; acR>
z=1 z=0
x=0 x=3
AyB=f:1y=0; R, CyD=g:{y=4;¢eR
=4 Z1=¢

4. Cantabria Extraordinaria 2024. Ejercicio 7 [2.5 PUNTOS]
SeanA=(0,3,2,B=(4,1,3),C=(2,3,4)yD=(0, 1, 2) los vértices de un tetraedro.

1) [1,25 PUNTOS] Obtenga la ecuacién vectorial del plano determinado por los puntos A, By C.
2) [1,25 PUNTOS] Calcule el volumen del tetraedro.
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X=2a+4p
Solucion: 1) 7:4y=3-28 ; a, fR. 2) Elvolumen del tetraedro ABCD es de 2 unidades cubicas

1=2+4+20+p

5. Cantabria Ordinaria 2024. Ejercicio 3 [2.5 PUNTOS]

X+y+z+5=0

X+2y—2=0

ae R . Razone si es posible asignar algin valor al parametro a para que:

1) [0,75 PUNTOS] la recta esté contenida en el plano. En caso afirmativo, dé un valor para a.

2) [0,75 PUNTOS] la recta y el plano sean paralelos. En caso afirmativo, dé un valor para a.

3) [L PUNTO] la recta y el plano se corten. En caso afirmativo, dé un valor para a y donde se
cortan.

Considere la recta r:{ y el plano z:2x+y—az=3 en funcidn del parametro

Solucién: 1) No existe ningun valor de a para el cual la recta esté contenida en el plano. 2) Paraa = —4
la recta es paralela al plano. 3) Para cualquier valor de a distinto de —4. Para a = 2 se cortan en el

punto P(-1,-1,-3).

6. Cantabria Ordinaria 2024. Ejercicio 7 [2.5 PUNTOS]

Sean A=(6,2,-1),B=(3,0,5)yC=(-2, 1, 2) los vértices de un tridngulo.
1) [1,25 PUNTOS] Calcule los angulos internos del triangulo.

2) [1,25 PUNTQOS] Calcule el area del triangulo.

Solucion: 1) A=43.05°, B=83.06° y C =53.89°. 2) El &rea del tridngulo ABC tiene un valor de
@ ~20.55 unidades cuadradas.

7. Cantabria Extraordinaria 2023. Ejercicio 3 [2.5 PUNTOS]
A) [1,5 PUNTOS] Escriba las ecuaciones paramétricas de las rectas que pasan por el punto

(2,-1,0). Es decir, de aquellas que tienen vector director (v, v,, v;), donde Vv, v,, v, R
son parametros.

B) [1 PUNTO] De las rectas anteriores, escriba las ecuaciones parameétricas de la recta que tiene
vector director (-1, 4, 1).

L X=2+V, X=2-p
Smumon'A'r:y:—1+Wﬂ,ﬂeR B'H y=-1+4p, feR
Z2=V,p z=p

8. Cantabria Extraordinaria 2023. Ejercicio 7 [2.5 PUNTOS]
Considere el par de rectas
[3x=5=y . 6x-2y=1
1z=0 1z=0
A) [1 PUNTO] Calcule la posicion relativa de las dos rectas.
B) [0,5 PUNTOS] De la ecuacion del plano que contiene a ambas rectas.
C) [L PUNTOQ] De la ecuacion de un plano ortogonal a la recta r.

Solucion: A. Las rectas r y s son paralelas. B. z= 0. C. Existen infinitos planos. Uno de ellos es
7:Xx+3y-15=0

9. Cantabria Ordinaria 2023. Ejercicio 3 [2.5 PUNTOS]
Calcule las ecuaciones de las rectas de los lados de un triangulo que tiene como vértices a los

puntos A=(0,0,1), B=(4,1,2) y C=(3,4,3).
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Solucién: Recta que pasa por Ay B 2 . ?::jﬂ,ze]&- Recta que pasa por Ay C 2
2=2+41
X =3x x=4-p
s:dy=4a ,aeR-RectaquepasaporByC 2. y=1+38, feR
z=1+2a 2=2+p

10. Cantabria Ordinaria 2023. Ejercicio 7 [2.5 PUNTOS]
Considere los planos
7 2X—-3y+5z=a
7, bx+3y-5z=4
en funcion de los parametros a, b € R. Determine si es posible asignar algin valor a los
parametros a 'y b para que los planos =1 y m:
1) [0,5 PUNTOS] Sean coincidentes. En caso afirmativo de un valor para ay b.
2) [1 PUNTO] Sean paralelos. En caso afirmativo de un valor paraay b.
3) [1 PUNTO] Se corten en una recta. En caso afirmativo de un valor para ay b.

Solucion: 1) a=-4;b=-2 2)az#-4,b=-2 3) b=-2y “a” cualquier valor.

11. Cantabria Extraordinaria 2022. Ejercicio 3 [2.5 PUNTOS]
Los puntos A = (0,-1,1), B = (1,1,1) son dos vertices de un tridngulo. El tercer vértice esta
contenido en la recta r que pasa por el punto B y es perpendicular al plano 7 =2x-y+z=1.

A. [1,5 PUNTOS] Calcule la ecuacion de la recta r.
B. [1 PUNTOQ] Calcule las coordenadas del vertice C sabiendo que el area del triangulo es 3\/%

X=1+2t
Solucion: A. )y _1_¢ B. Tiene dos soluciones: C(13,-5,7) y C"(~117,-5)

z=1+t

12. Cantabria Extraordinaria 2022. Ejercicio 7 [2.5 PUNTOS]

Considera la recta r :x_+11=y7+3 :% yelplano 7:x-2y—-z=-1.

A. [1 PUNTOY] Estudie la posicion relativa de recta y plano.

B. [1,5 PUNTOS] Si r corta a 7 calcule el punto de corte y el angulo que forman. Si la recta no

corta al plano, calcule la distancia entre ambos.

Solucion: A. La rectay el plano se cortan en un punto. B. Punto de corte P(—2,—1,1). Angulo = 90°

13. Cantabria Ordinaria 2022. Ejercicio 3 [2.5 PUNTOS]

Se llama mediana de un tridngulo a cada una de las rectas que pasan por un vértice del triangulo

y por el punto medio del lado opuesto a dicho vértice. Considere el tridngulo de vértices

A=(-1,23),B=(3-4,1),C=(1-45).

A. [1,5 PUNTOS] Calcule las ecuaciones de las tres medianas del triangulo ABC.

B. [1 PUNTO] Compruebe que las tres medianas se cortan en un punto y calcule las coordenadas
de dicho punto.

_ Xx==1+1 X=3-« x=1
Solucion: A -1y —2-24s my:ly=-4+a’ m.:ly=—4+p- B-PL-273)
z=3 z=1+a 2=5-p4
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14. Cantabria Ordinaria 2022. Ejercicio 7 [2.5 PUNTOS]
Los puntos A= (2, 0, 0), B = (-1, 12, 4) son dos Vértices de un tridngulo. El tercer vértice se

4x+3z2=33
encuentraen larecta r =

A. [1,5 PUNTOS] Calcule las coordenadas del tercer vértice C, sabiendo que la recta r es
perpendicular a la recta que pasa por los puntos Ay C.

B. [0,5 PUNTOS] Determine el 4ngulo que forman los vectores AB y AC

C. [0,5 PUNTOS] Calcule el area del triangulo ABC.

Solucién: A. C(6, 0,3) B.90* C.32.5u?

15. Cantabria Extraordinaria 2021. Ejercicio 3 [2.5 PUNTOS]
Considera los puntosA=(1,1,0),B=(0,1,1), C=(-1,0, 1) y el origen de coordenadas O.

1) [0.75 PUNTOS] Calcula la ecuacion del plano, I1, que contiene a los puntos A, By C.

2) [0.25 PUNTOS] Comprueba que el origen de coordenadas, O, esta contenido en el plano I1.
3) [0.5 PUNTOS] Comprueba que AB es paralelo a OC y que AO es paralelo a BC .

4) [L PUNTOQ] Calcula el area del paralelogramo ABCO.

Solucion:1) TT=x—-y+z =0 2) Si. 3) Son iguales los vectores AB y OC . Son iguales los vectores
AO yBC. 4) Area ABCO =+/3 U?

16. Cantabria Extraordinaria 2021. Ejercicio 7 [2.5 PUNTOS]
X=3-41

Considera los puntos A=(2,1,5),B=(3,4,1)ylarectar=qy=4-31
z=1-44

1) [0.5 PUNTOS] Calcula la ecuacion de la recta, r’, que pase por Ay B
2) [1 PUNTO] Determina la posicion relativa de las rectas ry r'.

3) [1 PUNTO] Calcula el area del triangulo de vértices A, B y el origen de coordenadas.

X=2+a [cEE
Solucion:1) F=ly=1+3a 2) Las rectas r y r” se cortan en el punto B. 3) Area ABO =$:11,77 u?

z2=5-4a

17. Cantabria Ordinaria 2021. Ejercicio 3 [2.5 PUNTOS]

Se dispara un misil en linea recta desde el punto A = (1, 2, 8) hacia la posicién de la base
enemiga B = (3, 4, 0).

1) [0.5 PUNTOS] Calcula la ecuacion de la recta que contiene la trayectoria del misil.
2) [0.5 PUNTOS] Calcula el punto en el que el misil cruza el plano z = 4.

3) [0.5 PUNTOS] Calcula la distancia que recorre el misil desde que se lanza hasta que impacta
en B.

4) [1 PUNTO] Calcula un vector perpendicular a los vectores OB y AB.

X=3+2t
Solucion:1) ¢ _ )y _ 4, 2t 2) El misil cruza el plano en el punto P(2,3,4). 3) d(A,B) =72 =8.485u
z=-8t
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4) Un vector perpendicular a OB y AB es U = (-32,24,-2)

18. Cantabria Ordinaria 2021. Ejercicio 7 [2.5 PUNTOS]
Considera el plano 77 =2x + 3y —4z =10y los puntos A= (1, 2, 1), B = (2, 3, 3).

1) [0.5 PUNTOS] Halla la ecuacién de la recta que pasa por los puntos Ay B.
2) [0.25 PUNTOS] Halla el vector normal del plano II.

3) [0.75 PUNTOS] Determina la posicion relativa del plano IT, y la recta que pasa por los puntos
AyB.

4) [1 PUNTO] Halla la ecuacion del plano paralelo a IT que contiene al punto A.

X=2+t
Solucién:1) = y=3+t 2) n= (2,3,-4) 3) Larectary el plano II son secantes, coinciden en un

z=3+2t
punto. 4) IT'=2x+3y—-4z=4

19. Cantabria Extraordinaria 2020. Ejercicio 3 [2.5 PUNTOS]
X=3-41
Considera los puntos A=(2,1,5),B=(3,4,1) ylarecta r<y=4-31
z2=1-44
1) [0.5 PUNTOS] Se emite un rayo laser desde el punto A. Calcula la ecuacion de la recta que
contiene al rayo laser para que impacte en el punto B.

2) [1 PUNTOQ] Calcula la ecuacion de una recta que pase por B y sea perpendicular al rayo y a la
rectar.

3) [1PUNTOQ] Calcula la ecuacion del plano que contiene al rayo y a la recta r.

y=1+31 2) t={y=4-« 3) =3x-y-5=0

7=5-4

Solucién:l)SE
z=1

X=2+1 {x—3+3a

20. Cantabria Extraordinaria 2020. Ejercicio 7 [2.5 PUNTOS]

Considera los puntos A=(1,3,1), B=(4,1,-2),C=(35,2), D=(113).

1) [1 PUNTO] Halla la ecuacion del plano © que contiene a los puntos A, B, C.
2) [0.5 PUNTOS] Comprueba si el punto D esta contenido en el plano .

3) [1PUNTO] Calcula el angulo que forman los vectores AB y AC .

Solucion: 1) 7 =4x-9y+10z+13=0 2) El punto D no pertenece al plano =. 3) (ﬁ , E)zgm

21. Cantabria Ordinaria 2020. Ejercicio 3 [2.5 PUNTOS]

Se emite un rayo laser desde el punto P =(1,2,8) en la direccién del vector v=(1,2,-3). El

plano —x—y+3z =-8 determina la posicidn de una ldmina de grandes dimensiones.

1) [0.5 PUNTOS] Calcula la ecuacion de la recta que contiene al rayo laser.

2) [1PUNTO] Determina la posicion relativa de rayo y lamina.

3) [1 PUNTOQ] Se quiere situar otra lamina que sea ortogonal al rayo y pase por el origen.
Calcula la ecuacion del plano de esta lamina.

x=1+41
Solucion: 1) .y _5, 24! 2) Secortanen un punto. 3) 7'=X+2y—-3z=0

z2=8-31
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22. Cantabria Ordinaria 2020. Ejercicio 7 [2.5 PUNTOS]
Considera los puntos A(1,2,1), B(2,3,-4),C(4,3,2).
1) [0.5PUNTOS] Halla la ecuacion de la recta que pasa por los puntos Ay B.

2) [1PUNTO] Halla la ecuacién del plano que contiene los tres puntos.
3) [1PUNTO] Calcula el area del tridangulo que forman los tres puntos.

Xx=1+1
Solucion: 1) r_y_p, 5 | 2)7=3x-8y—-2z+14=0 3) Area=+74=8,6U’
z=1-51

23. Cantabria Julio 2019. Opcion 1. Ejercicio 3. Sea el plano

I1=(2,1,0) +t(2,1,0) +s(0,1,-1) yelpunto A= (2, 1, 3).

1) [1.5 PUNTOS] Calcule la distancia entre A y II.

2) [1 PUNTOS] Calcule la recta ortogonal (perpendicular) a IT que contiene al punto A.

Solucién: 1) d (A, z) = = u 2)x=2_y-1_2-3

J6 1 2 -1

24. Cantabria Julio 2019. Opcion 2. Ejercicio 3. Sean los puntos P=(0,1,0), Q=(-1,1,2),
X= 2+4t

R=(2,0,-1) yelplano [T=<y=-5t+s
z=-1+ 4s

1) [2.25 PUNTOS] Calcule el angulo formado por el plano que contiene a P, Q y R y el plano II.
2) [0.25 PUNTOS] Calcule la distancia entre P y Q.

Solucion: 1) 45,74° 2) d(P,Q)=2,24u

25. Cantabria Junio 2019. Opcién 1. Ejercicio 3. Tomemos el plano IT=2x+ay+z=2 yla
recta r(t)=(0,0,0)+t(2,1,2) .

1) [0.5 PUNTOS] Determine a para que r y IT sean ortogonales.
2) [2 PUNTOS] Determine a para que r y IT sean paralelos. Calcule la distancia entre r y IT en
este caso.

Solucion: 1) a=1 b) a =-5. d(r,n)ziu

J30

26. Cantabria Junio 2019. Opcién 2. Ejercicio 3.

y=2 . {x +2y=4
2x+2=13" ? |x-z=3
1) [2.5 PUNTOS] Calcule la ecuacion general (implicita) del plano que pasa por Ay es paralelo
aryatr,.

Sean las rectas r, z{ y el punto A = (0, 0, 3).

Solucién: x+3y+2z-6=0

27. Cantabria Septiembre 2018. Opcidén 1. Ejercicio 3 Sean A y B los planos:

A:(0,1,0)+t(1,-1,2)+s(0,01)t,seR
B:x+2y+2z=1

1) [1 PUNTO] Calcule la ecuacion implicita (general) del plano A.
2) [1 PUNTO] Calcule un punto y el vector director de la recta interseccion de Ay B.
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3) [1,25 PUNTQOS] Calcule el &ngulo formado por los dos planos A y B.

Solucion: 1) A:x+y—-1=0 2) P,(1,0,0); \Tr=(2,—2,1) 3) éngulo(A,B)zcosl(%j=45°
2

28. Cantabria Septiembre 2018. Opcién 2. Ejercicio 3 Sean el punto A= (4, 0, 1) y la recta
x—=2=0

r:
y—z-2=0

1) [1,75PUNTOS] Calcule el plano perpendicular a r que pasa por el punto A.

2) [1,5PUNTOS] Calcule la ecuacion general (implicita) del plano que contiene a ry a A.

Solucion: 1) Plano:y+z-1=02) 7=3x+2y—2z-10=0

. . ., L X—y+z=1
29. Cantabria Junio 2018. Opcién 1. Ejercicio 3 Tomemos la recta r: {2 y 0 yel
X—Z=

plano TT:3x-y=2 .

1) [1 PUNTO] Demuestre que r y IT son paralelos.

2) [1 PUNTO] Calcule una recta paralela a r contenida en IT.

3) [1 PUNTO] Calcule la distancia de r a IT.

4) [0,25 PUNTOS] ¢Cual es el vector director de la recta s :%2 = % = ZL24 ?

Solucion: 1) www.ebaumatematicas.com 2) (. X _y+2_ 2z 3) distancia r H):L:O 31u 4 v, =(3,2,2)
13 2 ’ Jio

30. Cantabria Junio 2018. Opcidn 2. Ejercicio 3 Sean r y s las rectas

x=1
r.qy=2t telR S:X_—].:X:Z_-i-l
3 1 -2
z2=-2+3t

1) [1,25 PUNTOS] Calcule la posicion relativade ry s.
2) [1,5PUNTOS] Calcule la distancia entre r y s.
3) [0,5PUNTOS] Calcule el plano perpendicular a s que pasa por (0, 1, 0).

Solucidn:1) Las rectas se cruzan 2) Distancia(r, s) = _6 =0,465u 3) 7:3x+y—-2z-1=0

V166

31. Cantabria Septiembre 2017. Opcién 1. Ejercicio 3

Sean P:x+3y+2z-1=0y Q:2x+6y+4z+3=0 dos planos

1) [0,25 PUNTOS] Extraiga el vector normal al plano P de su ecuacién implicita (general).
2) [1 PUNTO] Calcule ecuaciones paramétricas del plano P.

3) [1 PUNTO] Determine la posicion relativa de los planos P y Q.

4) [L PUNTOQ] Calcule la recta normal a Q que pase por el punto (0, 0, 0).

) X=1-31-2a
Solucion: 1) n=(13,2) 2) p.ly- 4 3) Los planos son paralelos 4) r :

y_z2
6 4

N | x

7= (24

32. Cantabria Septiembre 2017. Opcidn 2. Ejercicio 3
Sea Q el plano de ecuacién Q:(0,0,1)+5s(2,-1,0)+t(2,-11).

1) [0,5 PUNTOS] Calcule la ecuacion implicita (general) del plano Q.
2) [1,25 PUNTOS] Calcule la recta que pasa por (—1,2,4) que sea perpendicular al plano Q.
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| 3) [1,5 PUNTOS] Calcule la distancia del punto (~1,2,4) al plano Q.

X=-1+4 N3
Solucion: 1) Q:x+2y=02) r:iy=2+21 3) d((—L2,4),Q)=%u

z=4

33. Cantabria Junio 2017. Opcion 1. Ejercicio 3
Sea P el punto (0, 2, 2). Sea r la recta expresada de forma continua:
X=2 'y z+1
4 1 2
1) [0,75 PUNTOS] Escriba las ecuaciones paramétricas de la recta r.
2) [1,5 PUNTOS] Calcule la distanciade P ar.
3) [1 PUNTO] Calcule un plano perpendicular a r que pase por el punto P.

X=2+44
Solucion: 1) .. y=2 2) d(P,r)=\/1_7=4,12u 3) m:4x+y+22-6=0
z=-1+21

34. Cantabria Junio 2017. Opcion 2. Ejercicio 3

Sean A=(-2,1,0),B=(1, 1, 1), C=(2, 0, 2) tres puntos de R>.

1) [1 PUNTO] Calcule la ecuacion implicita (general) del plano que pasa por A, By C.
2) [1 PUNTO] Calcule la ecuacion continua de la recta BC.

3) [1 PUNTO] Calcule el area del triangulo definido por ABC.

4) [0,25 PUNTOS] Determine, usando el producto escalar, si los vectores u=(3, 0, 1) y

v=(4, -1, 2) son ortogonales.

Solucién: 1) 7=x-2y-3z+4=02) r= x1—1: y-1_ le 3) Area ABC:@:LS?lu2

-1

4) No son ortogonales.
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Castilla la Mancha

1. Castilla la Mancha Extraordinaria 2025. EJERCICIO 2. (2,5 PUNTOS) Elige y resuelve
solo uno de los dos apartados siguientes:

Apartado a) Para las fiestas del Corpus Christi que se celebran en Toledo, se instalan toldos en
las calles por las que transcurre la procesion. En una de ellas, los operarios colocan los siguientes
puntos de apoyo: A(0,1,-2), B(1,2,0), €(0,0,1) y D(1,0,m),con meR.

a.1) [1 punto] Calcula el valor de m para que los cuatro puntos sean coplanarios.

a.2) [0,75 puntos] Determina la ecuacion del plano = que contiene al toldo.

a.3) [0,75 puntos] Si los adornos florales deben estar como minimo a 1 metro de distancia del

toldo y se ha colocado un adorno de flores en el punto P(1,2,3), cestara correctamente
ubicado?

Solucién: a.1) m=6.a2) 7:5x—3y—z+1=0. a.3) No estéa correctamente ubicado.

2. Castilla la Mancha Extraordinaria 2025. EJERCICIO 2. (2,5 PUNTOS) Elige y resuelve
solo uno de los dos apartados siguientes:
Apartado b) Resuelve los problemas siguientes:

b.1) [1 punto] Calcula la ecuacion del plano ' que pasa por C(l,l, —2) , s paralelo a la recta r
que pasa por los puntos A(1,0,3) y B(0,4,—1) y perpendicular al plano 7 =-x+y+2z=1.

b.2) [1,5 puntos] Determina los valores reales de meR, para que los puntos A(—1,2,3),
B(-10,-1), C(2,-11) y D(2,3,m), formen un tetraedro de volumen 8 unidades ctibicas.

Solucién: b.1) 7":4x+2y+z2—-4=0.b.2) m=17 o m=1.

3. Castilla la Mancha Ordinaria 2025. EJERCICIO 2. Elige y resuelve solo uno de los dos
apartados siguientes:
X+2 y-1 z+1 x-1 y-1 z-1
= = y r2 = = = .
-1 1 2 1 -1

a.1) [1,25 puntos] Determina la ecuacion de la recta, 73, cuyo vector director es perpendicular a

los vectores directores de las rectas 7y 72 y que pasa por el punto A(0,0,0).
a.2) [1,25 puntos] Calcula la distancia de la recta 7z al punto B(—1,—1,2).

Apartado a) Sean las rectas r, =

x=0
Solucién: a.l) L:qy=a;acR.a2) @: 0.91 unidades.
y=«a

4. Castilla la Mancha Ordinaria 2025. EJERCICIO 2. Elige y resuelve solo uno de los dos
apartados siguientes:

Apartado b) Sea la recta r %zlf% yelplano 7=x-y+3z=0.
b.1) [1,25 puntos] Determina la ecuacion del plano que contiene a la recta r y es perpendicular

al plano .
b.2) [1,25 puntos] Calcula el angulo entre la recta r y el plano m teniendo en cuenta que se
cortan en el punto A(0,0,0).
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Solucion: b.1) 7z":x+y=0. b.2) 80°.

5. Castilla la Mancha EVAU Extraordinaria 2024. 3. Se quiere instalar un toldo que pase por

el punto de coordenadas A(2, 1, 1) y que sea perpendicular a una barra metalica de ecuacion
_|2x-y+z=3

= {x -z=1

a) [1,25 puntos] Determina la ecuacion del plano que define el toldo.

b) [1,25 puntos] Si se quiere colocar un foco en el punto de coordenadas F(2,-2, 1). ¢A qué
distancia se encuentra del plano que define el toldo?

Solucién: a) 7:x+3y+z—-6=0. b) La distancia del foco al toldo tiene un valor aproximado de 2.7
unidades.

6. Castilla la Mancha EVAU Extraordinaria 2024. 5. b) [1,5 puntos] Estudia la posicion
relativa de los siguientes planos:

mEX+y=Lr,=X+y+2=2, 1,=2=0.

Solucion: Los tres planos coinciden dos a dos en rectas paralelas

7. Castilla la Mancha EVAU Extraordinaria 2024. 7. b) [1,25 puntos] Obtén la ecuacion de la

recta que es paralela a la recta XT_l = yT—l = iz y contiene al punto A(0, 1, 0).
X=A4

Solucion: riy=1+1;AeR-
z2=-21

8. Castilla la Mancha EVAU Ordinaria 2024. 3. Carla esta disefiando el tejado de una casa con

Geogebra. Para ello, debe unir una viga que tiene de extremos los puntos de coordenadas

A(2,-1,3) y B(-2,4,5).

a) [1 punto] Determina la ecuacion de la recta que representa la viga.

b) [0,5 puntos] ¢Cual es la longitud de la viga?

¢) [1 punto] Si se quiere colocar una placa metalica triangular de vértices los puntos A4, B 'y
€(0,0,1). Determina el area de la placa triangular.

X=2-42
Solucion: @) r:Jy=-1+54:1 R b) Lalongitud de la viga es de \J45 = 6.7 unidades . c) El area de
z2=3+21

la placa triangular tiene un valor de 9 unidades cuadradas.

9. Castilla la Mancha EVAU Ordinaria 2024. 5. b) [1.5 puntos] Sean los vectores ﬁ=(1, a,a)

y V= (—1,0,2) con acR. Determina el valor de a para que el 4ngulo entre los vectores u y\7
sea de 60°.

Solucién: g = 8+/70 =272

10. Castilla la Mancha EVAU Ordinaria 2024. 7. b) [1,25 puntos] Calcula la ecuacién de
la recta que contiene al punto A(1,0,0) y que es perpendicular a los vectores u = (1, 2,1) y

v=(1,0,0).

BLOQUE Geometria en el espacio: Puntos, vectores, rectas y planos. 491126



Juan Antonio Martinez Garcia CURSO 2025/26

x=1
Solucion: r:iy=4 :1eR-
z2=-21

11. Castilla la Mancha EVAU Extraordinaria 2023. 4. Seanelplanoz=a-x+y—z=1, con

a € R,y los puntos A(1, 0, 0) y B(b, 1, -1), con b € R.

a) [1,5 puntos] Determina el valor de a, b para que el vector AB sea perpendicular al plano z y
el punto A esté contenido en el plano 7.

b) [1 puntos] Con los valores de a, b obtenidos en el apartado anterior, escribe la ecuacion de la
recta que pasa por Ay es perpendicular al plano z.

x=1+1
Solucién: a) Los valores buscadossona=1yb=2.b) . _ly_; ,cr

1=-1

12. Castilla la Mancha EVAU Extraordinaria 2023. 6. b) [1,5 puntos] Sean el punto
A(1,2,1) yel plano z=x —y = 1. Calcula la distancia del punto A al plano .

Solucion: d (A, z)= J2 unidades

13. Castilla la Mancha EVAU Extraordinaria 2023. 8. b) [1,25 puntos] Calcula el &ngulo que
forman los vectores u=(111) yv=(3,2,3).

Solucién: El valor aproximado del angulo formado por los dos vectores es de 10°.

14. Castilla la Mancha EVAU Ordinaria 2023. 3. Sea el punto A(1, 1, a) y el plano

7=b-x+y+z=1,con a,beR.

a) [1,5 puntos] ¢Que deben cumplir los valores a, b para que el punto A esté contenido en el
plano 7 y éste tenga como vector normal uno que es perpendicular al vector u= (1, 2, 0)?

b) [1 punto] Con los valores de a, b del apartado anterior, obtén la ecuacion de la recta
perpendicular al plano 7 y que pasa por el punto A.

x=1-22
Solucion: a) Los valores buscadossona=2yb=-2.b) r_Jy_1,;  1cRr

1=2+4

15. Castilla la Mancha EVAU Ordinaria 2023. 6. b) [1.5 puntos] Calcula la ecuacién de la
recta que pasa por el punto A(2, 1, 3) y cuyo vector director es perpendicular a los vectores

u=(2,2,0) y v=(0,0,-1).

X=2-21
Solucion: y = y=1+21,1eR
=3

16. Castilla la Mancha EVAU Ordinaria 2023. 8. b) [1,25 puntos] Sea la recta r definida por
la interseccion de los planos 7, =X+Yy+z=1, x, =y+2z=1. Por otro lado, consideraremos el

plano 7, =2Xx+ Yy =1. Determina la posicion relativa de la recta r y el plano z,. El resultado del
apartado anterior te puede ayudar.

Solucién: La recta r esta contenida en el plano 7,.
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17. Castilla la Mancha EVAU Extraordinaria 2022. 4. Sea el punto A = (1, 0, 1) y el plano

T=X+Yy+2=8.

a) [1,5 puntos] Calcula la recta perpendicular a = y que pasa por A. ;En qué punto se cortan la
recta y el plano?

b) [1 punto] Obtén el punto de la recta anterior distinto de A que dista de = igual que A, es decir,
el punto simétrico de A con respecto a .

x=1+1
Solucion: a) , _ y=4 - El punto de corte es P(3, 2, 3) b) A'=(5, 4,5)

z=1+1

18. Castilla la Mancha EvAU Extraordinaria 2022. 5. a) [1 punto] Sea el plano
7=x-3y+z=0 ylos puntos A= (0, 0, —1) y B =(1, 1, 1). Obtén el plano perpendicular a = y
que contiene a Ay B.

Solucion: 7’=-7Tx—y+4z+4=0

19. Castilla la Mancha EVAU Extraordinaria 2022. 6. a) [1,5 puntos] Sea el tetraedro cuyos
vértices son los puntos A=(a, 0,1),B=(1,3,0),C=(0,1,0yD =(1, 1, 1), con a € R. Halla
los valores de a para que el volumen de dicho tetraedro sea 1.

Solucion: a) Los valores buscados son ;- =2 y a _7
2

2

20. Castilla la Mancha EvVAU Ordinaria 2022. 4. Sean las rectas

X=21 Xx=-1
r= y:—,i,sz y=pu
Z=a Z=-b5u

donde A y pson los parametrosy ae R
a) [1,5 puntos] Estudia su posicion relativa en funcion de los valores que toma a.
b) [1 punto] Encuentra razonadamente un plano que contenga a s y que sea paralelo ar.

. . g ) -5
Solucion: a) Si 5 — =2 las rectas se cortany si a # ) las rectas se cruzan. b) 7:5x+10y+2z+5=0
2

21. Castilla la Mancha EVAU Ordinaria 2022. 5. a) [1 punto] Expresa razonadamente en
forma de ecuaciones parametricas la recta interseccion de los planos 7, =X=y+1 y

ﬂ25y+2225-
Solucion: . y=5-21 1R
z2=1

22. Castilla la Mancha EVAU Ordinaria 2022. 6. b) [1 punto] Sean los planos
mE2X+my=1, 7,=2X+y=my m,=4Xx+Yy+mz=2. Estudia su posicion relativa segin los
valores de m. Puedes utilizar los resultados obtenidos en el apartado anterior.

Solucion: Si m=0 y m =1 los planos coinciden en un punto. Si m = 0 los planos no coinciden. Sim =1
los planos 1°y 2° son coincidentes y se cortan con el 3° en una recta.
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23. Castilla la Mancha EVAU Ordinaria 2022. 7. a) [1,25 puntos] Sean los vectores
u=(111) y v=(1,0,1). Calcula el plano que pasa por el punto A=(0,0,1) y con vector normal

el producto vectorial de u y v.

Solucién: 7:x—z+1=0

24. Castilla la Mancha EVAU Extraordinaria 2021. 4. Sean los planos

m=a-X+y+2-2=3y r,=2-x-y+a-z=0

a) [1 punto] Determina razonadamente el valor de a para que los planos 7, y =, sean
perpendiculares.

b) [1,5 puntos] Para a = 1 calcula la distancia del punto P(2, 0, 1) al plano z;,.

Solucién: a) a:% b) d(P,nl):i=O.408u

7%

25. Castilla la Mancha Ordinaria 2021. 4. a) [1,25 puntos] Sea el punto P(1, 0, 1) y la recta

r= xtl_y_ Z—_l. Calcula razonadamente la distancia del punto P a la recta r.

1 1 -1
x=0+21
b) [1,25 puntos] Sean las rectas s={y=1-2a1 yt= X=1_¥*1_ 272 calcula
7=0+24 i

razonadamente el valor de a <R para que las dos rectas sean paralelas.

Solucion: a) d(p’r):gzl'sgu b) a=1

26. Castilla la Mancha Ordinaria 2021. 5. Sean los puntos A(0,0,1), B(2,1,0), C(111) y
D(112).
= [1,25 puntos] Calcula razonadamente el volumen del tetraedro de vértices A, B, C y D.

= [1,25 puntos] Calcula razonadamente la ecuacion del plano que pasa por los puntos A, By
C, y la de la recta perpendicular a este plano y que pasa por el punto D.

Solucién: VqumenABCD:%u3 T=X—y+21-1=0 ,_Xx1_y-1_z-2
1 1 1

27. Castilla la Mancha Extraordinaria 2020. 6. Sea el plano 7=x+2y—z—-4=0 y la recta
_[x=2y-2=0

r:{y—z—Z:O

a) [1 punto] Calcula razonadamente la distancia del punto P(l, 2,—1) al plano .

b) [1,5 puntos] Calcula razonadamente el area del triangulo que forman el punto interseccién de
la recta r con el plano m, y los puntos B(1,-1,2) y C(0,11).

Solucién: a) d(|3,;;)=i=0,816u b)/i\rea:@:4,55uz

J6
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2X—-2y=4
28. Castilla la Mancha Extraordinaria 2020. 7. Dadas las rectas r = {z 0 y )

X y+2 z-1

— =2 —=—"vyelpunto P(-1,0,2).

3 -2 1 yep ( )

a) [1,25 puntos] Determina razonadamente la posicion relativa de las rectas r y s.

b) [1,25 puntos] Halla razonadamente la ecuacion general del plano que pasa por el punto P y es

paralelo a las rectas r y s.

S

Solucion: a) Las rectas se cruzan. b) 7 =x—y—-5z+11=0

29. Castilla la Mancha Ordinaria 2020. 6. Dados los planos 7, =2x+y+z-2=0y

X==1+A-pu
Ty, =1Y=—A+u
1=-2+21

a) [1 punto] Calcula razonadamente el angulo que forman los dos planos.
b) [1,5 puntos] Halla razonadamente el volumen del tetraedro formado por el punto P(3, -3, 2)

y los puntos de corte del plano 7, con los ejes coordenados.

Solucién: a) 30° b) Volumen=1u°

X==1+u
30. Castilla la Mancha Ordinaria 2020. 7. Dados el plano ,_Jy_1, 3,4, Y larecta
2=1+21-pu
Xx-2y=1-b
S= y
{z =-3

a) [1,5 puntos] Calcula razonadamente el valor de los parametros a y b para que la recta s esté
contenida en el plano .
b) [1 punto] Si a=0y b=3, calcula razonadamente la ecuacion en forma implicita de la recta r

que pasa por el punto P(l, -1, —8) es paralela al plano m y es perpendicular a la recta s.

., x=1+4
Solucion: a)a=b =0 b)
r=sy=-1-24
7=-8-51

31. Castilla la Mancha Julio 2019. 4A.
X=1+A+u

Dada larecta r = X—_ll _Y_

yelplano 7=qy=41-u ALueR
z=-1+24
a) Determina razonadamente la posicion relativa de r y @ (1,25 puntos)

b) Encuentra razonadamente la ecuacion general del plano perpendicular al plano 'y que
contiene a la rectar. (1,25 puntos)

H
NN

Solucién: a) Recta y plano son secantes, coincidiendo en un punto. b) 7’=3x—y+2z—-3=0

32. Castilla la Mancha Julio 2019. 4B. a) Dados los vectores u=(-1, 0,-2) , v=(a,b,1) y

W= (2,5,c), halla razonadamente el valor de a, b y ¢ para que los vectores u y v sean

ortogonales y para que el vector W sea igual al producto vectorial de u y V. (1,5 puntos)
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b) Determina razonadamente las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por el punto
P(—l,3,1) y es perpendicular al plano 7= x+y+2z—-3=0. Comprueba si los puntos Q(1, 5, 5)
y R(0, 4, 2) pertenecen o0 no a la recta. (1 punto)

X=-1+

t
Solucion: a) a=-2;b=1yc=-1Dh) ; 0 bien (_x+1_y-3_z-1_Q si pertenece, pero R no
1 2

=qy=3+t r=—1
z=1+2t

pertenece a la recta.

33. Castilla la Mancha Junio 2019. 4A. Dados los puntos A(1, 2, 0), B(0, -1, 2), C(2. -1, 3) y

D(1,0,1):

a) Encuentra razonadamente la ecuacion general del plano que contiene a la recta que pasa por A
y B y es paralelo a la recta que pasa por C y D. (1,25 puntos)

b) Calcula razonadamente el volumen del tetraedro cuyos veértices son los puntos A, B, Cy D.

(1,25 puntos)

Solucién: a) Xx—y—z—-1=0 b) Volumen del tetraedro ABCD = % u®

34. Castilla la Mancha Junio 2019. 4B.
X__1=%=ZT+1 ,elpuntoP(3,1,-1) yelplano 7 =2x+y—-z=0 .
a) Calcula la distancia del punto P a la recta r. (1,25 puntos)
b) Encuentra razonadamente las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por el punto Py
por el punto Q, siendo Q el punto de corte de la recta r y el plano paralelo a T que contiene a P.
(1,25 puntos)

X =3+t

Lo . . 3
Solucién: a) Dlstanma(P,r):\/;u b) s[yl

Sean larecta r =

z=-1+2t

35. Castilla la Mancha Julio 2018. A.4. Dados los puntos A(-1; 3; 0); B(2; 0;-1) y larectar

interseccion de los planos a: x-2y—-6=0y £:2y+z=0

a) Calcula la distancia del punto A a la recta r. (0,75 puntos)

b) Encuentra razonadamente el punto de la recta r cuya distancia al punto A sea minima. (0,75
puntos)

c¢) Encuentra razonadamente la ecuacion general del plano que pasando por Ay B sea paralelo a
la rectar. (1 punto)

Solucién: a) d(A, r)=6,67 u b) p(g -1 QJ C) 7x+4y+9z=5
9'9'9

36. Castilla la Mancha Julio 2018. B.4. Dados los puntos A(-1, 2, 0); B(1, 0, —4) y la recta
x=1-1
r.qy=A41
2=3+41
a) Calcula razonadamente un punto C de la recta r que forme con A 'y B un tridngulo isosceles

con el lado desigual en AB. (1,5 puntos)
b) Encuentra razonadamente las ecuaciones paramétricas de la recta perpendicular a la recta r y

al vector AB y que pase por el punto A. (1 punto)

Solucioén: a) C(3,-2,1) b) 5 >}:12++/;

z=0
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37. Castilla la Mancha Junio 2018. 4A. Dado el plano a=4x+2y+4z-15=0 y el punto

A(2,-3,1)

a) Calcula la distancia del punto A al plano «a. (1 punto)

b) Calcula razonadamente el lugar geométrico de los puntos del espacio cuya distancia al plano a
sea igual que la distancia del punto A al plano a. (1,5 puntos)

Solucioén: a) d (Aa)=15u b) El lugar geométrico son dos planos paralelos a a situados a 1.5 unidades

del plano a. Uno por encima y otro por debajo del plano o.
T:2X+Yy+22-3=0; F:2x+y+2z-12=0

38. Castilla la Mancha Junio 2018. 4B. a) Dados los vectores u =(0,1,1), v=(11,-1) y
w=(2,0,3):
a) Determina el valor de A R tal que el vector u—Av sea perpendicular a w. (1 punto)

b) ¢Son linealmente dependientes los vectoresu , v y w ? Razona la respuesta. (0,5 puntos)
¢) Encuentra razonadamente las ecuaciones implicitas o cartesianas de la recta que pase por el

punto P(2, 0, 2) y que sea perpendicular simultaneamente a los vectores u y V. (1 punto)

X+2y—-2=0

Solucién: a) A =-3 b) Son linealmente independientes ¢) | =
y+z—-2=0

39. Castilla la Mancha Septiembre 2017. 4A. Dados los planos ¢ =—-x+2y+z+2=0y

p=-2y+z2=0

a) Calcula razonadamente el volumen del tetraedro formado por el origen de coordenadas y los
puntos de interseccion del plano a con los tres ejes coordenados. (1,5 puntos)

b) Encuentra razonadamente la ecuacion general o implicita de la recta paralela a los planos a y
B que pase por el punto P(0,-1,3). (1 punto)

Solucioén: a) Volumen=3=0.66 uwb) - x—4y-4=0
3 —-2y+2-5=0

40. Castilla la Mancha Septiembre 2017. 4B. a) Halla razonadamente el valor de a <R para el

cual el plano ¢ =x—-y—-az+5=0 es paralelo a la recta
X-2 'y 1z
r=——=2 —-=- 1,25 puntos
3 = 2 (1,25 puntos)

b) Calcula razonadamente la distancia del punto P(1, 2, 3) alarecta r = XT_?’ =y-1=z (1,25

puntos)

Solucion: a) a =4 b) Distancia(P,r)= V14 u

41. Castilla la Mancha Junio 2017. 4A. Dado el punto P(2, 0,-1) y las rectas
Xx-2 y+1 z X—y+2z+4=0
-1 2 0 X+2+1=0
a) Determina razonadamente la posicidn relativa de las rectas r y s. (1,5 puntos)
b) Encuentra razonadamente la ecuacién general del plano que pasando por P es paraleloary a

s. (1,5 puntos)

Solucion: a) Las rectas ry sse cruzan. b) 7 =2x+y+z-3=0
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42. Castilla la Mancha Junio 2017. 4B. a) Encuentra razonadamente la ecuacion de la recta, en
su forma general o implicita, que contiene a los puntos P(0, 1, -2) y Q(4, -3, 0). (1 punto)

b) Encuentra razonadamente un punto que equidiste de P y Q y que pertenezca a la recta

2+ 4

-1 AeR. (1,5 puntos)

-5

X
r=4y
Z

Solucién: a) r= )XY 1=0 (7 3
-X+22+4=0 2" 2
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Castillay Leon

1. Castillay Ledn Extraordinaria 2025. Problema 3A.
Seanelplano 7 =5x+my+z=2 ylarecta r=(x,y,z)=(11,0)+t(-1-12), teR.

a) Determinar la posicion relativa de r y  en funcion de m. (1,5 puntos)
b) Para m =1, calcular el plano 7" que contiene a r y es perpendicular a . (1 punto)

Solucion: a) Para m=-3 la recta esta contenida en el plano. Para m = -3 la recta corta el
plano en un Unico punto. . b) 7": —3x+11y+4z—-8=0

2. Castillay Leon Extraordinaria 2025. Problema 3B.

Seanelplano 7=x+y—-z=2 ylarecta rEX—;l:%:Z;lZ

a) Calcular la ecuacion de un plano r’ paralelo al plano  y que esté a una distancia de 2.3
unidades de la recta r. ¢Es Unico ese plano? Justificar la respuesta. (1,5 puntos)

b) Calcular la ecuacion de un plano 7" perpendicular al plano 7 y que pasa por los puntos
P(10,1) y Q(0,1,0). (1 punto)

Solucién: a) Existen dos planos que cumplen lo pedido: z,’=x+y—-z+7=0y
7w, =X+y—-2-5=0.b) 77:y+z-1=0

3. Castillay Leon Ordinaria 2025. Problema 3A.
Sean las rectas r Eizy—_l:E y sEx—lzu:Z—_s.
4 -2 2 m-1 3
a) Comprobar que las rectas r y s se cortan para cualquier valor de m. (1,5 puntos)
b) Para m = 6 hallar el punto de interseccion de las rectas r y s. (1 punto)

Solucién: a) www.ebaumatematicas.com b) A(O,l, 0)

4. Castillay Ledn Ordinaria 2025. Problema 3B.
Se considera el vector u=(3,-15).

a) Determinar a para que el vector t= (1, a,O) sea perpendicular a u. (0,75 puntos)
b) Determinar un vector w perpendicular a u=(3,-15) y v=(2,6,0). (0,75 puntos)
c) Dados u=(3,-15), v=(2,6,0) y w=(-3,1,2). Determinar el volumen del paralelepipedo

definido por los vectores u, v y w. (1 punto)

Solucion: @) a=3. b) w, =uxv=(30,-10,-20) 0 bien@:%ﬁxQ:(S,—l,—Z).c) 140 u®.

5. Castillay Leon Extraordinaria 2024. E3.- (Geometria)
Dados larecta r=x=y=z, el plano 7 =x+2y-3z=0 yel punto P =(1,11), se pide:

a) Determinar la posicion relativa de r y . (1 punto)
b) Hallar la recta perpendicular a r y contenida en m que pasa por P. (1 punto)

Soluciodn: a) La recta esté contenida en el plano. b)
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6. Castillay Leon Extraordinaria 2024. E4.- (Geometria)
Determinar el plano que pasa por los puntos P =(1,1,2) y Q=(3,-11) y es paralelo a la recta

r=x-l=y=z. (2 puntos)

Solucién: 7z:-x—-3y+4z-4=0

7. Castillay Leon Ordinaria 2024. E3.- (Geometria)

x-1_y_z .(2 puntos)

Hallar el punto simétrico del punto P = (1,0,—1) respecto de larecta r = I =53

Solucién: p'(? __S,EJ
9 99

8. Castillay Leon Ordinaria 2024. E4.- (Geometria)
a) Determinar los valores del pardmetro k R para los que las dos rectas

x=1

X+2y+2z=-1
n=qy=kt  teR, r25{x+y+z:k
z=k-2t
son paralelas. (1 punto)
b) Para k = 2 ¢Existe algin plano que contenga a las rectas r, y r,? En caso afirmativo calcular
el plano o los planos que las contengan. (1 punto)

Solucion: a) Para que las rectas sean paralelas debe serk =2  b) 7=5x+4y+4z-13=0

9. Castillay Leon Extraordinaria 2023. E3.- (Geometria)

X=1+t

Dadas lasrectas n=qy=2t ,teR, y r, zx—_lzlzi.
3 2 2

z=-1+t
a) Razonar si existe un plano perpendicular a r> que contenga a ri. (1 punto)
b) Calcular la recta con vector director perpendicular a los de las rectas r1 y r2 y que contiene al
punto (1,0,0). (1 punto)
Solucion: a) Los vectores directores de las rectas no son perpendiculares y no existe el plano

x=142«

pedido. b)t: y=a ,aeR

z=-4a

10. Castillay Ledn Extraordinaria 2023. E4.- (Geometria)

Sea r la recta que pasa por los puntos (1, 0, -1) y (0, 1, 1).

a) Determinar el plano que contiene a la recta r y al punto P = (0,0,1). (1 punto)
b) Calcular la distancia de la recta r al punto P = (0,0,1). (1 punto)

Solucion: a) 7:2x+z-1=0 b) d(p,r)zgzo,gls unidades

11. Castillay Ledn Ordinaria 2023. E3.- (Geometria)
Calcular la ecuacidon del plano 7 que es perpendicular al plano o= x+2y+3z=0 y pasa por los

puntos P =(0,0,0) y Q = (0,1,1). (2 puntos)

Solucion: 7=—-Xx—-y+z2=0

\12. Castillay Leon Ordinaria 2023. E4.- (Geometria)
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Dados el plano 7=x+2y—-2z=0 ylarecta r zi2=y7_4=zT_1 , Se pide:
a) Comprobar que r es paralela a . (1 punto)
b) Hallar el plano o, distinto de m y paralelo a , cuya distancia a r coincide con la de .

(1 punto)

Solucién: a) b) o=x+2y—-22-12=0

13. Castillay Leon Extraordinaria 2022. E3.- (Geometria)

a) Calcule el plano que pasa por el punto (1, 0, 1) y es paralelo a los vectores u= (1,1,1) y
v=(12,3). (1.5 puntos)

b) Calcule el plano paralelo a 3x+2y+2z+1=0 que pasa por el punto (1,2,3). (0.5 puntos)

Solucién: a) z7=x—2y+z—-2=0 b) ©’=3x+2y+2z-13=0

14. Castillay Leon Extraordinaria 2022. E4.- (Geometria)
a) Encuéntrense las ecuaciones de la recta que esta contenida en el plano a =x—-y =0, es

paralela al plano g =2x-3y+z=4 ypasapor el punto P =(1, 1, 3). (1 punto)

b) Hallese la ecuacion del plano que es paraleloa r=x-1=y+2= 27_1 y pasa por los puntos

A=(0,3 1)y B=(-21 -1). (1 punto)
x=1-1
Solucion:a) y_ly_1-4, 1er 0) 7=Xx-y+3=0
z2=3-1
15. Castillay Ledn Ordinaria 2022. E3.- (Geometria)
x-1 y+2 z+1
a) Dada larecta r = == yelplano 7 =2x+y+mz =0, calcule m para que la
recta y el plano sean perpendiculares. (1 punto)
b) Calcule el plano perpendicular a los planos 7=x+y+z=1y 7, =X—Yy+2 =2, que pasa por el
punto (1,2,3). (1 punto)

Solucién:a) m=4. b) 7, :X-2+2=0

16. Castillay Ledn Ordinaria 2022. E4.- (Geometria)
Considere el punto P = (2,2,1) yel plano 7 =2x+3y—-32+6=0.

a) Halle la recta que pasa por Py es perpendicular a . (1 punto)
b) Calcule la distancia del punto Q=(2,2,—2) al plano . (1 punto)

X=2+24
Solucién: @) y:Jy—-243; b) d(Q,7)=+22=4.69u

z=1-31

17. Castillay Ledn Extraordinaria 2021. E3.- (Geometria)

- X—y+3=0
Dadas las rectas rzx=y+1=z—2 ys= y
2 2x-2+3=0

a) Determinar la posicion relativa de r y s. (1 punto)
b) Hallar la ecuacion del plano que contiene a r ys. (1 punto)

, Se pide:

Solucion: a) Son paralelasb) 7=7x+y—-4z+9=0
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18. Castillay Leon Extraordinaria 2021. E4.- (Geometria)

Dada larecta r=x—1=Y-2_2-1

-1 2
a) Calcular el plano 7, que pasa por A = (1,2,3) y es perpendicular a larectar. (0,5 puntos)
b) Calcular el plano 7, que pasa por B = (-1,1,—1) y contiene a la recta r. (1,5 puntos)

Solucion: a) 7, =x—y+2z-5=0 b) 7, =—4x+2y+32-3=0

19. Castillay Ledn Ordinaria 2021. E3.- (Geometria)
a) Hallar la recta perpendicular al plano z = x+y+z =1 que pasa por el punto A = (0,0,0).

(0,8 puntos)

b) Calcular la ecuacion del plano respecto del cual los puntos P = (1,1,1) y Q = (1,3, —1) son

simétricos. (1,2 puntos)

. x=4 _ _
Solucién: a) _ y =, siendo A cR by r=y-2-2=0
z=1

20. Castillay Leon Ordinaria 2021. E4.- (Geometria)
Dados larecta r = X—+11 = yT—Z = iz y el punto P = (0,0,0), hallar la ecuacion del plano m que

contiene a r y pasa por el punto P, (2 puntos)
Solucion: 7 =-4x-2y+z2=0
21. Castillay Leon Extraordinaria 2020. E3.- (Geometria)
Dado el punto P=(2,1,1) y larecta r = X-2_ y—13 = 2_34,
a) Hallar la recta paralela a r que pase por P (0,8 puntos)
b) Hallar la ecuacion del plano que pasa por el punto P y contiene a la recta r. (1,2 puntos)

Solucién: a) s X=2_Y¥-1_2-1p) z=_3x+3y—-2z+5=0
1 -1 -3

22. Castillay Leon Extraordinaria 2020. E4.- (Geometria)
a) Encontrar la ecuacion de la recta que pasa por el punto (1, 2, 3) y es paralela a la recta

e X—y-z-1=0
| x+y+z-3=0
b) Calcular el punto simétrico del (1, 2, 3) respecto del plano 7 =3x+2y+z+4=0. (1 punto)

(1 punto)

Solucion: a) s = x-1_y-2_2z-3 b) P(-5,-2,1)
0 -2 2

23. Castillay Leon Ordinaria 2020. E3.- (Geometria)

Xx-y=0
z+1=0
Hallar la ecuacion del plano que pasa por A, es paralelo a r y perpendicular a . (2 puntos)

Seaelplano 7 =Xx—-2y+2z+1=0, larecta rz{ yelpunto A=(13,-1).

Solucion: 7'=2x-2y-3z+1=0

24. Castillay Leon Ordinaria 2020. E4.- (Geometria)

Dado el punto A=(1,2,4) ylarecta r = x;lz y1—1= Zgl'
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a) Hallar un punto B de la recta r de forma que el vector AB sea paralelo al plano 7=x+2z2=0
(1,5 puntos)
b) Hallar un vector (a,b,c)perpendicular a (1,0,—1) y(2,1,0) . (0,5 puntos)

Solucién: @) B(3,2,3) b) v=(1-2,1)

25. Castilla'y Leon Julio 2019. Opcion A. E2.-
a) Consideremos los vectores u=(11a) y v=(L-La). Calcular a para que sean

perpendiculares. (0,5 puntos)
b) Calcular un vector unitario perpendicular a los vectores p=(1,2,3) y q=(1,-2,-3)
(1,5 puntos)

Solucién: a) a=0

26. Castillay Leon Julio 2019. Opcion B. E2.-
Hallar a y b para que los vectores (a,—1,2) y (1,b,—2) sean perpendiculares y las dos primeras
coordenadas de su producto vectorial sean iguales. (2 puntos)

Solucibn:a=2y b=-2

27. Castillay Ledn Junio 2019. Opcion A. E2.-
a) Calcular la ecuacion del plano 7 que contiene a la recta r = x-1 = y;l _Z ;1 y pasa por el
punto A=(1,2,1). (1 punto)
b) Calcule la ecuacién de la recta r que pasa por el punto B=(2,1,2) y es perpendicular a las
x-1 y-1 z-1 Xx-2 y-1 z
rectas s, = = = S,=E——="—"=—. 1 punto
T T T2 YT T e (1 punto)

Solucién: a) 7 =2x—2z=0 b) j_X-2_y-1_z-2
2 6 8

28. Castillay Leon Junio 2019. Opcion B. E2.-

Sean la recta r= X1 = y2—1 = 221 yelplano 7 =x+y+kz=0. Encontrar my k para que:
m

a) La recta r sea perpendicular al plano . (1 punto)

b) La recta r esté contenida en el plano . (1 punto)

Solucién: a) m=k=2 b) m=6; k=-2

29. Castillay Leon Julio 2018. Opcion A. E2.-

X+y+z=0
Dados el plano 7 =2x+y+z—-3=0ylarecta r =
X—y+z=2
a) Calcular el punto de interseccién del plano 7 y de la recta . (1 punto)
b) Encontrar la ecuacion de la recta s contenida en el plano = y que corta perpendicularmente a
T. (1 punto)
Solucion: a) P(3, -1, -2) b) s = XI3 - y+31 _ ZIZ

30. Castillay Le6n Julio 2018. Opcién B. E2.-
x-1 y-2 z-3
-1 1

Dados el plano z=ax+y—-z+b=0ylarecta r=
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a) Encontrar a 'y b para que la recta este contenida en el plano. (1 punto)
b) ¢Existen valores a y b para que la recta sea perpendicular al plano? Razonar la posible
respuesta negativa o encontrarlos en su caso. (1 punto)

Solucién: a) a=2yb=-1 b) a=-1y b puede ser cualquier valor.

31. Castillay Leon Junio 2018. Opcion A. E2.- Determinar la recta s que es simétrica de
r=x+2=y=2z-2, respecto del plano 7=x-z+2=0. (2 puntos)

Solucion: s=x=y=z2

32. Castillay Leon Junio 2018. Opcién B. E2.- Dada larecta r = x—1= yT+1 =z-1y el plano

r=X—y+2=0, se pide:
a) Determinar la posicion relativa de r y . (0,8 puntos)
b) Hallar el plano paralelo a 7 situado a la misma distancia de r que . (1,2 puntos)

Solucién: a) 7y zson paralelos b) 7’=x—-y+z-6=0

33. Castillay Leon Septiembre 2017. Opcion A. E2.-

a) Consideremos los puntos P(-1,—4,0), Q(0,1,3), R(1,0,3). Hallar el plano T que contiene a
los puntos P, Q y R. (1,25 puntos)

b) Calcular a para que el punto S (3, a, 2), pertenezca al plano 7 =x+y—-2z+5=0.(1 punto)

Soluciéon: a) 7=x+y—-22+5=0 b)a=-4.

34. Castillay Leon Septiembre 2017. Opcion B. E2.-
a) Calcular la ecuacion de la recta que pasa por el punto P(2,3,4) y es perpendicular al plano

T=X+y+2z+4=0. (1,25 puntos)
b) Calcular a para que las rectas r = x—1= y—2:2;22 . S= x=1_ y;Z =222 e
a
perpendiculares. (1 punto)
X=2+t
Solucion: @) )y 34t b)a=-8.
2=4+2t

35. Castillay Leon Junio 2017. Opcion A. E2.-
Determinar la recta r que es paralela al plano 7 =x—y—z =0 y que corta perpendicularmente a la

recta s= X2 = y;3 = 2_42 enel punto P(2,-1,-2). (2,25 puntos)
X=2+2t

Solucion: , = y=-1+t

z=-2+t

36. Castillay Leon Junio 2017. Opcion B. E2.-
Dado el plano 7 =3x+y+z—-2=0 y los puntos P(0,1,1), Q(2,-1,-3) que pertenecen al plano m,

determinar la recta del plano m que pasa por el punto medio entre P y Q y es perpendicular a la
recta que une estos puntos. (2,25 puntos)

X=1+t
Solucion: r =y =7t
z=-1+4t
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Cataluna

1. Catalufia PAU Extraordinaria 2025. Ejercicio 4 OPCION B
Considere el plano 7:2x—y+z=5 yelpunto P=(0,1,3).

NG

a) Compruebe que la distancia del punto P al plano  es -

[0.5 puntos]
b) Encuentre la ecuacion general de un plano 7, paralelo a 'y que pase por el punto P. ;Cuanto

vale la distancia entre 7z, y m?

[0.75 puntos]
c) Encuentre la ecuacion general de un segundo plano z,, diferente de 7, que sea paralelo a 'y

NG

que esté a una distancia 76 de .

[1,25 puntos]

NG

Solucién: a) www.ebaumatematicas.com b) 7z, :2x—y+z—-2=0. La distancia vale - unidades

C) m,:2X—-y+z-8=0

2. Catalufia PAU Ordinaria 2025. Ejercicio 4 OPCION B
Considere el plano m de ecuacion x+y=0.

a) Calcule la ecuacion del plano m” que es perpendicular a T y contiene los puntos P = (1, -1, 2)
yQ= (3, -3, 6). [1 punto]

b) Calcule la ecuacion paramétrica de la recta contenida en " y que contiene los puntos de T
que estan a la misma distancia de P que de Q. [1.5 puntos]

X=2+4
Solucién: a) 7:x—y-2=0.b) r:{y=-2+1; 1eR.
72=4

3. Catalufia PAU Extraordinaria 2024. 6. Considere el punto P = (1, 3, 0) y el plano = de
ecuacion x+2y—-2z=-7.

a) Sea r la recta que es perpendicular a = y pasa por P. Calcule el punto de interseccion de = con
r. [1 punto]

b) Calcule la distancia d del punto P al plano z. [0,5 puntos]

¢) Calcule la ecuacion de otro plano 7’ que sea paralelo a = y que también esté a distancia d de P.
[1 punto]

Solucion: a) El punto de corte de plano y recta es p[_; -1 %) b) La distancia del punto P al plano =

tiene un valor d =% unidades. ¢) 7 :Xx+2y—2z-21=0

\4. Cataluiia PAU Ordinaria 2024. 6. Considere los puntos A=(1, 2,3) yB = (-3, -2, 3).
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a) Calcule la ecuacion del plano 7 que es perpendicular a la recta AB y que pasa por el punto
medio entre A y B. Justifique que este plano estd formado, precisamente, por los puntos
P =(x,y,z) que estan a igual distancia de A que de B, es decir, d(P, A) = d(P, B). [1 punto]

b) Calcule las distancias de A y de B al plano = y compruebe que son iguales. ¢Es casualidad?
Razone la respuesta. [0,75 puntos]

) Sea C = (-7, 6, 3). (El triangulo ABC es is6sceles? Calcule su area. [0,75 puntos]

Solucion: a) 7:x+y+1=0 b) d(Ar)=d(B,z)= 22 . ¢) Los lados AC y BC son iguales, el
lado AB es desigual. El triangulo ABC tiene un area de 24 unidades cuadradas

5. Cataluia PAU Extraordinaria 2023. 5. Sean I, y Tr,las rectas definidas por

IL:X=1=y=-z ypor r,:X=Yy=1z, respectivamente.

a) Calcule la ecuacion paramétrica de la recta que corta perpendicularmente las rectas I, y T, .
[1,75 puntos]

b) Calcule la distancia entre 1, y r,. [0,75 puntos]

1
X==-4
Solucion:a) | 2 b) Y2 _ 0707 unidades
sisy=4  , 1eR 2
1
==
4

6. Cataluiia PAU Ordinaria 2023. 6. Sean los planos 7z, y 7,, determinados por las

ecuaciones m,:X+y=3y 7z, X—-2=-2.

a) Encuentre la ecuacion general ( Ax+ By +Cz+ D =0) del plano 7, que es perpendicular a 7,
y «,, Yy que pasa por el punto P = (4, 1, 2). [0,75 puntos]

b) Sear larecta de interseccion de =, y 7z,. Calcule la ecuacion vectorial de la recta r.

[0,75 puntos]
c) Calcule el punto Q de la recta r que esta mas cerca del punto P. [1 punto]

Solucion: a) 7z, :—X+y—2+5=0 b) r: (xy,2)=(-2,50)+4(1,-11) 21eR.c) Q(2,14)

7. Cataluiia PAU Extraordinaria 2022. 1.

El mastil que sostiene la lona de la carpa de un circo se sitGa perpendicularmente sobre el plano
de un suelo cuya ecuacion es m: X — z = 6. Se sabe que la clUpula de la carpa (el punto mas
elevado por el que pasa el mastil) esta en el punto de coordenadas P = (30, 1, 0).

a) Calcule la ecuacion paramétrica de la recta que contiene el mastil. [1 punto]

b) Calcule las coordenadas del punto de contacto del mastil con el suelo, y la longitud del mastil.
[1,5 puntos]

x=30+A4
Solucion: @) r=Jy=1 , 2R b) Q(18,1,12). Lalongitud del mastil es 124/2 =16.97 unidades

z=-4

8. Cataluiia PAU Ordinaria 2022. 3. Sea la recta r definida por la expresidn siguiente:
X=2+1
r:qy=-1+34.
2=3+41
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a) Determine la posicion relativa de la recta r respecto al plano 7z:x—-2y+4z—-4=0. Si €s

paralela, calcule la distancia de r a z, y si es secante, calcule el punto de corte. [1,25 puntos]
b) Calcule la ecuacion de la recta s perpendicular al plano z y que corta la recta r en un punto P,
la primera coordenada del cual es 5 veces mas grande que la segunda. [1,25 puntos]

Solucién: a) Recta y plano son secantes y coinciden en el punto P(14, 35,15) :

X=25+1
b) P(2.5,0535). y=05-22

z=35+41

9. Catalufia Extraordinaria 2021. 3. En R® se dan los puntos A = (3, 1, 1), B=(0, 0, 1),
C=@14,1,2)yD=(1,1,1),donde t es un valor real.

a) ¢Para qué valor de t los cuatro puntos son coplanarios? [1 punto]
b) Encuentre el valor de t para que el tetraedro (irregular) que forman los cuatro puntos tenga un
volumen de 5u°. [1,5 puntos]

Nota: El volumen de un tetraedro definido por los vectores vi , v2 y v3 es igual a un sexto del

valor absoluto del determinante de la matriz formada por los tres vectores,, V = %|det(vl,v2,v3)|

Solucién: a) t =-1 byt=290t=-31
10. Catalufia Ordinaria 2021. 3. Considere el punto P = (-1, 3, 1), el plano z: x =y y la recta

x-1_y
r—s==—=2-2.

3

a) Encuentre las coordenadas del punto P’ simétrico a P respecto del plano 7. [1,25 puntos]
b) De todos los planos que contienen la recta r, encuentre la ecuacion cartesiana del que es
perpendicular al plano 7. [1,25 puntos]

Solucién: a) P'(3,-1,1) b) 7: x+y—-5z+9=0

11. Cataluiia Extraordinaria 2020. Serie 4. 2. Un avion es desplaza desde un punto
A=(0,3,1) hacia una plataforma plana de ecuacion z:x—2y+z=1 siguiendo una recta r

paralela al vector v = (1, -1, 0).
a) Calcule las coordenadas del punto de contacto B del avién con el plano y la distancia

recorrida. [1,25 puntos]
b) Calcule la ecuacion general del plano perpendicular a la plataforma y que contiene la recta r
seguida por el avion desde el punto A. [1,25 puntos]

Solucién: a) Distancia(A,B)=+/8=2,83u b) 7:x+y+z-4=0

12. Catalufia Extraordinaria 2020. Serie 4. 6. Sean las rectas r y s, expresadas por
X—3 .

o =Y=1 —1 y (#,—p, 1), respectivamente.

a) Determine la posicidn relativa de las rectas. [1,25 puntos]

b) Calcule la distancia entre la recta r y la recta s. [1,25 puntos]

Solucion: a) Las rectas se cruzan. b) La distancia entre las rectas es de @ unidades.
14

13. Catalufia Ordinaria 2020. Serie 1. 3. a) Calcule la ecuacién general del plano 7 que pasa
por el punto (8, 8, 8) y tiene como vectores directores u=(1,2,-3) i v=(-1,0,3) .
[1,25 puntos]
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b) Determine el valor del parametro a para que el punto (1, -5, a) pertenezca al plano = y calcule
la ecuacidn paramétrica de la recta que pasa por este punto y es perpendicular al plano .
[1,25 puntos]

. =1+32
Solucion: @) 7=3x+z-32=0b) a=29. rz);:_;
2=29+1
1 0 a-1
14. Cataluiia Septiembre 2019. Serie 5. 2. Considera la matriz o={1 a 1 |, donde a es
4 3a 1

un parametro real.
a) Encuentra los valores del parametro a para el que la matriz es invertible. [1 punto]

b) Estudia la posicion relativa de los planos 7 : x+(a—1)z =0, =z, x+ay+z=1vy
7, - 4X+3ay + z =3en funcion de los valores del parametro a. [1 punto]

Solucion: a) Para a distinto de 0 y de —1. b) Si a# 0 y a # —1 los planos se cortan en un punto. Si
a=-1 los planos se cortan en una recta. Si a =0 los planos se cortan dos a dos.

15. Cataluiia Septiembre 2019. Serie 5. 5. Dados P, Q y R los puntos de interseccion del plano
de ecuacion x + 4y + 2z = 4 con los tres ejes de coordenadas OX, OY y OZ, respectivamente.

a) Calcule los puntos P, Q y R, y el perimetro del tridngulo de vértices P, Q y R. [1 punto]

b) Calcule el area del triangulo de vértices P, Q y R. [1 punto]
Nota: Para calcular el area del triangulo definido por los vectores v y w puede utilizar la

., 1 .
expresion S = E”V xWw||, donde vxw es el producto vectorial de los vectores vy w.

Solucioén: a) P(4,0,0); Q(0,1,0); R(0,0,2). El perimetro es 10,83 u b) Jﬂ u’

16. Catalufia Junio 2019. Serie 1. 3. Un dron se encuentra en el punto P=(2,-31) y

queremos dirigirlo en linea recta hasta el punto mas proximo de ecuacion z:3x+4z+15=0.

a) Calcula la ecuacion de la recta, en forma paramétrica, que tiene que seguir el dron. (Qué
distancia tiene que recorrer hasta llegar al plano?

b) Encuentra las coordenadas del punto del plano donde llegara el dron.

Xx=2+3t
Solucion: a) ry=—3 U Distancia(P,z)=5u b) P"(-1,-3,-3)

z=1+4t

17. Catalufia Septiembre 2018. Serie 3. 3. Considere el plano que tiene como vectores
directoresu = (-1, 3,2) yv =(2, 1, 0) y que pasa por el punto A = (1, 0, 3).
a) Calcule la ecuacion de la recta que es perpendicular al plano y pasa por el punto A. [1 punto]

b) Calcule la distancia del punto P = (1, 5, 0) al plano. [1 punto]
Nota: Puede calcular la distancia de un punto de coordenadas (o, Yo, Zo) al plano de ecuacién Ax
. |Ax,+ By, +Cz, + D|
+ By + Cz + D =0 con la expresion :
JA? +B?+C?

. -1 -3 N
Solucién: a) X=2_Y _2=° p) d(P, p|ano):w:4,g4u
2 4 -7 69
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18. Cataluiia Septiembre 2018. Serie 3. 5. Considere los puntos del espacio tridimensional A =
(1,1,0),B=(3,5,0yC=(L0,0)ylarecta r:x= y—1=% .

a) Encuentre el punto de interseccidn de la recta r con el plano que pasa por los puntos A, By C.
[1 punto]

b) Encuentre los puntos P de la recta r para los cuales el tetraedro de vértices P, A, By C tiene
un volumen de 2 u®. [1 punto]
Nota: EIl volumen de un tetraedro de vértices P, Q, R y S puede calcularse con la expresion

|aet (PG, PR, PS)

Solucién: a) (0, 1, 0)  b) Hay dos soluciones: P1=(3,4,6) y P,=(-3,-2,—6)

19. Cataluiia Junio 2018. Serie 1. 2. Sea r la recta que pasa por los puntos A=(0, 1, 1) y

B=(LL-1).
a) Encuentre la ecuacion paramétrica de la recta r. [1 punto]

b) Calcule todos los puntos de la recta r que estan a la misma distancia de los planos
moX+y==2y m, x—z=1. [1 punto]
Nota: Puede calcular la distancia de un punto de coordenadas (xo, Yo, Zo) al plano de ecuacion Ax

., |Ax,+By,+Cz,+D
+By+Cz+D:OConIaexpre5|on| 0 T Yo %0 |
JAZ 4+ B? +C2
x=t
Solucién: a) |, _1  b) Hay dos soluciones: p :(;1’_4) yp :(_%,ng
z=1-2t

20. Cataluiia Junio 2018. Serie 1. 4. Considere los puntos P =(3,-2,1), Q=(5,0,3),R=(1,

X+y+1=0
2,3)ylarecta r: .
2y+3z2-5=0
a) Determine la ecuacion general (es decir, que tiene la forma Ax + By + Cz = D) del plano que
pasa por Py Q y es paralelo a larectar. [1 punto]
b) Dados el plano x + 2y + m - z =7 y el plano que pasa por P, Q y R, encuentre m para que sean
paralelos y no coincidentes. [1 punto]

Solucién: a) 5x+y—6z=7 by m=-3

21. Cataluiia Septiembre 2017. Serie 2. 1. Considere el plano z: x +y + z =1y la recta r que
pasa por los puntos P =(0,0,6) y Q = (1, 2, 3).

a) Estudie la posicion relativa de la recta r y el plano z. [1 punto]

b) Calcule la distancia entre la recta r y el plano 7. [1 punto]

Nota: Puede calcular la distancia de un punto de coordenadas (xo, Yo, Zo) al plano de ecuacién Ax
|AX, + By, +Cz, + D|

+ By + Cz + D =0 con la expresion

JA? + B2 +C?

Solucion: a) Son paralelos b) ¢ (r,z)=¥= 2.887u

X—2=2
22. Catalufia Septiembre 2017. Serie 2. 5. En R3, sean la recta r:{2y , 4y el punto P=(0,
+7Z=

1,-1).
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a) Calcule la ecuacion general (es decir, la que tiene la forma Ax + By + Cz = D) del plano =
perpendicular a la recta r y que pasa por el punto P. [1 punto]
b) Calcule el punto simétrico del punto P respecto del plano x +y +z = -3. [1 punto]

Solucion: a) 7:2x—y+2z=-3 b) P'(-2, -1, -3)

23. Catalufia Junio 2017. Serie 1. 2. Considere los planos 7, :5x—-y—-7z=1 vy
7, 2X+3y+7=5.

a) Determine la ecuacién general (es decir, la que tiene la forma Ax + By + Cz = D) del plano que
pasa por el origen de coordenadas y es perpendicular a los planos z1 y 7. [1 punto]
b) Calcule el angulo que forman los planos 71 y z2. [1 punto]

Solucion: a) 20x—19y+17z=0 b) #=90°

2x—y=1

24. Catalufia Junio 2017. Serie 5. 1. Sean las rectas de R3 I’Z{y 970
s:{x+1:y—_2=2—1-
2

a) Compruebe que son paralelas. [1 punto]
b) Calcule la ecuacién vectorial del plano que las contiene. [1 punto]

Solucién: a) Son paralelas, pues sus vectores directores tienen coordenadas proporcionales.

b) z:(x, y,z)=(—1,2,1)+ﬂ,(1,2,1)+,u(—g,2,1j
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Extremadura

1. Extremadura Extraordinaria 2025. EJERCICIO 3A. [2,5 puntos] a) 0.75 puntos,
b) 1 punto c) 0,75 puntos.

Dados los puntos A=(1,2,3), B=(2,3,4), C=(3,4,3)
a) ¢Estan A, B y C alineados?

b) Halla un vector que sea ortogonala AB y AC , y de médulo /2.
c) Halla el punto simétrico del punto A respecto del punto B.

Solucién: a) No estan alineados. b) Vv:%ﬁxﬁ :(—1,1,0) c) A'= (3, 4,5)

2. Extremadura Extraordinaria 2025. EJERCICIO 3B. [2,5 puntos] a) 0.75 puntos,
b) 1 punto c) 0,75 puntos.
X y-1 z+1
Dada la recta s =2 3 "o el plano 7 =x—-2y+3z-6=0 yel punto P(1,-10)
a) Obtener la ecuacion del plano perpendicular a la recta s que pase por P.
b) Calcular la distancia del punto P a la recta s.

c) Calcular el &ngulo que forma la recta s con el plano .

Solucién: a) 7”1 —4x+3y+7=0. b) J2=1.41u c) 33°.

3. Extremadura Ordinaria 2025. EJERCICIO 3A. [2,5 puntos] @) 1 punto, b) 1 punto ¢) 0,5
puntos.

y-1_z+ no se cortan.
-1 2

b) Calcular la distancia entre el plano 7 y la recta r del apartado anterior.
c) Obtener la ecuacion del plano perpendicular a la recta r y que pase por el punto (0,1,-1).

a) Comprobar que el plano z7=x+y—-z=3 ylarecta r = g =

Solucién: a) www.ebaumatematicas.com b) v3 unidades c) 7":3x—y+2z+3=0

4. Extremadura Ordinaria 2025. EJERCICIO 3B. [2,5 puntos] a) 1 punto, b) 0,5 puntos, c)
1 punto

Dados los puntos A(1,0,2), B(1,m,6), C(2,1,4) y D(4,3,2). Se pide:

a) Calcular m para que los 4 puntos sean coplanarios.

b) Obtener la ecuacion general del plano ACD.

c) Para m=2, calcular un vector perpendicular al plano ABC de modulo 4 y calcular el area del

5 unidades cuadradas.

triangulo ABC.
85 45| F
5 5 )

Solucién: a) m=0 b) 7:x-y-1=0 C)\7=[0,

5. Extremadura Extraordinaria 2024. 3. a) Dados los vectores U = (2,1,0),\7 =(501) y
W= (a,b,l) calcular a'y b para que u y W sean perpendiculares y ademas los tres vectores

u,vy w sean linealmente dependientes. (1 punto)

BLOQUE Geometria en el espacio: Puntos, vectores, rectas y planos. 691|126


http://www.ebaumatematicas.com/

Juan Antonio Martinez Garcia CURSO 2025/26

b) Calcular el volumen del paralelepipedo que forman u, v y z=(1,2,1). (1 punto)

Solucioén: a) Los valores buscados sona=1yb=-2.  b) El volumen vale 8 unidades cubicas

x=1-21
6. Extremadura Extraordinaria 2024. 4. Se consideran lasrectas r:<y=5+21y
Z=—06/1
X+l y-1 z
1 a 3
a) Calcular a para que ambas rectas sean paralelas. (1 punto)
b) Hallar el &ngulo que forman la recta r y el plano de ecuacion —3x+4y—4=0. (1 punto)

Solucién: a) a=-1  b) El angulo que forman la recta y el plano es de 24.98°.

7. Extremadura Ordinaria 2024. 3.

. . X-y-4z+1=0
Hallar la ecuacion del plano que contiene a la recta r = y es paralelo a la recta
X—2z+1=0

de ecuacion s=X=1-¥Y=3_2 (2 puntos)

2 -1 3
Solucion: 7 :5x+4y—-2z+5=0.
8. Extremadura Ordinaria 2024. 4.
Dados los puntos A(1, 2, 1), B(0, 3,1) y €(1, 0, 1) Determinar:
a) Un vector unitario y ortogonal a los vectores AB y AC . (1 punto)
b) El angulo determinado por dichos vectores. (0.5 puntos)
c) El area del triangulo que forman A, By C. (0.5 puntos)

-1 1

VRN

Solucion: a) ( J b) 120° c) El &rea del tridngulo tiene un valor de\/§ unidades cuadradas

9. Extremadura Extraordinaria 2023. 3. Sean los vectores
u=(0,0,2),v=(110), w=(2,-11)

a) ¢Son u, v y w linealmente independientes? (0.5 puntos)
b) Calcular el area del triangulo formado por los vectores u y V. (0.75 puntos)
c) Calcular un vector de médulo uno perpendicular a los vectores v y w. (0.75 puntos)

Solucion: a) Son linealmente independientes. b) Area = J2 unidades cuadradas.

(G Em

10. Extremadura Extraordinaria 2023. 4. Dados los puntos A=(O, 0,2) y B :(1,1,0) y la

recta r = {

y=2
a) Hallar el plano que contiene a r y es paralelo al vector AB. (1.25 puntos)
b) Hallar la distancia del punto A a larectar. (0.75 puntos)

Solucién: a) 7:3x—y+z-3=0 b) D(A,r)=J§ unidades
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11. Extremadura Ordinaria 2023. 4. Hallar un vector de modulo 5 que sea ortogonal a los
vectores U =(1,2,0) y v=(-10,1). (2 puntos)

Solucién: W{E,é,@j y w10 5 -10
3 3 3 3 3 3

12. Extremadura Extraordinaria 2022. 3. Dados los puntos A=(0,0,2)yB=(1,1,0)yla

recta r :{ . (2 puntos)
y=z2

Calcular un punto P er para que el triangulo ABP tenga un angulo recto en el punto A.

Solucién: P(1, 5, 5)

. X=2-2
13. Extremadura Extraordinaria 2022. 4. Sean las rectas: r :{ L y y
z=1-x
. x-1 y-3 z+1
2 1 -2
a) Estudiar la posicion relativa de las rectas r y s. (1 punto)
b) Calcular la distancia entre las dos rectas. (1 punto)
Solucién: a) Las rectas se cruzan. b) d(r,s)= g =0.7u
14. Extremadura Ordinaria 2022. 3. Dados el plano 1 de ecuacion x+2y—z =0 yr larecta
_ { —2x=1
de ecuaciones r: ,
Xx-2=0
a) Hallar el punto de interseccion del plano mt y la rectar. (1 punto)
b) Calcular la distancia del origen a la recta r. (1 punto)

Solucién: a) P(—E,O,—lj b) d(O,r)z\/iu
2 2 3

15. Extremadura Ordinaria 2022. 4. Dada la recta r definida por
x-1 y+1 z-2

2 3 1
a) Hallar la ecuacion del plano que pasa por el origen y contiene a r. (1 punto)
b) Hallar la ecuacion del plano que pasa por el origen y es perpendicular a r. (1 punto)

Solucién: a) 7:—7x+3y+5z2=0 b) 77:2x+3y+z=0

Xx=1+41
16. Extremadura Extraordinaria 2021. 3. Sean las rectas r y s dadas por r:<y=2-34,
z=1
[x+y+z=2
> {x —y-2=4
a) Obtener un plano m que contiene a la recta r y es paralelo a la recta s. (1 punto)
b) Calcular la distancia entre las dos rectas. (1 punto)

Solucién: a) 7:3x+y+z2—-6=0b) d(r,s)zﬁzo,mu
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17. Extremadura Extraordinaria 2021. 4. Calcular un vector de modulo 3 que sea

perpendicular a los vectores u=(1,1,-1) y v=(2,1,0). (2 puntos)
Solucion: VV:(@"@‘gj 0 W:(_gﬁgj

18. Extremadura Ordinaria 2021. 3. Dados el plano TT=kx+y—z =0y la recta
X—4 y-2 7+2

r

2 1 -1
a) Determinar los valores del pardmetro k e R para que el plano IT contenga ar. (1 punto)
b) Para k = 0, calcular el &ngulo que forman IT yr. (1 punto)

Solucién: a) k = -1 b) 36°

19. Extremadura Ordinaria 2021. 4. Sea el plano TT=x+y+z=1. Encontrar un plano
paralelo a IT tal que el tridngulo formado por los puntos de corte de dicho plano con los ejes

tenga area 2.3. (2 puntos)

Solucion: Los planos que cumplen son IT=x+y+z+2=0y [I'=x+y+z-2=0

20. Extremadura Extraordinaria 2020. 3. Sean los vectores U =(4,3,a), v=(,10)y
Vv=(2a,1,a) (con a eR)

(a) Determine los valores de & paraque U, v y w sean linealmente independientes. (1 punto)
(b) Parael valor o =1 exprese W como combinacion lineal de u y V. (1 punto)

Solucion: a) Para cualquier valor de « distinto de 0y 1 b) Se cumple que W=u-2v.

21. Extremadura Extraordinaria 2020. 4. Dados el plano 7, determinado por los puntos
(0,1,1), (2,0,2)y (1, 2,6)yel plano 7, dado por la ecuacion x—y+z=3. Calcule una recta

paralela a los dos planos y que no esté contenida en ninguno de ellos. (2 puntos)
Solucién: r=X_Y _ 2

2 -3 -5
22. Extremadura Ordinaria 2020. 3. Sean el plano  de ecuacion 2x+y—-z—-2=0 vy

la recta r dada por ~ = y-2_z2-1
3 3 3
(a) Estudie la posicion relativa de la recta respecto del plano. (1 punto)
(b) Calcule la distancia de la recta al plano. (1 punto)
Solucion: (a) Son paralelos (b) d(r,ﬂ')=%=0,408u
23. Extremadura Ordinaria 2020. 4. Tres vértices consecutivos de un paralelogramo son
A(1,3,-2), B(4,3,1) y C(1,0,1) como podemos observar en la siguiente representacion:
C B
A
D

a) Calcule el cuarto vértice D. (1 punto)
b) Calcule el area del paralelogramo. (1 punto)
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Solucién: @) D(-2,0,-2) b) Area de ABCD =+/243 =15,59 u?

X=1+1
. ., x=1+
24. Extremadura Julio 2019. Opcidn A. 2. Sean las rectas r:{ L Y ys:qy=0
7=
=41
(a) Estudie si las trayectorias de las rectas se cortan, se cruzan o coinciden. (1 punto)
(b)Halle dos vectores directores de r y s. Calcule el area del triangulo que forman. (1 punto)

Solucidn: a) Las rectas ry s se cruzan. b) v =(1,2,0) ¥ v, =(1,0,2).- Area:ﬁ u?
2

25. Extremadura Julio 2019. Opcidn B. 2. Sean r la recta que pasa por los puntos A = (0,0,-1)
y B =(0,-2,-1) y s la recta que pasa por los puntos C = (-1,2,0) y D = (1,0,-1).

(a) Calcule el plano T que contiene asy es paralelo ar. (1 punto)

(b) Calcule la distancia entre ry s. (1 punto)

Solucion: @) 7= Xx+2z+1=0 b) d(r,s)= J5u

26. Extremadura Junio 2019. Opcidn A. 2. Sean los puntos A = (0,0,2), B=(2,0,1),C =
(0,2,1) y D=(-2,2,-1).

a) Halle la ecuacién del plano T determinado por los puntos A, By C. (2 puntos)
b) Demuestre que los cuatro puntos no son coplanarios. (0,5 puntos)
c) Calcule el area del triangulo formado por los puntos B, C y D. (0,75 puntos)

Solucién: a) z: x+y+2z—4=0 b) A, B, Cy D no son coplanarios. ¢) Area = 2\/§ u’

27. Extremadura Junio 2019. Opcién B. 2. Dados los puntos A=(1,0,2) y B=(3,-2,-2).

Calcule la ecuacion del plano perpendicular al segmento AB que pasa por su punto medio.
(2 puntos)

Solucion: 7:x—y—-2z-3=0

28. Extremadura Julio 2018. Opcidén A. 2.- Sean los puntos A=(2,0,1),B=(2,0,3)y la
recta r dada por el punto C = (1, 0, 2) y el vector V= (—1,0,0). Determine los puntos P de la

recta r para los cuales el area del triangulo ABP es 2. (2,5 puntos)

Solucion: Existen dos puntos de la recta r que cumplen lo pedido: P’(0, 0,2) y P(4, 0, 2)

Xx-3 y-5 z-2

29. Extremadura Julio 2018. Opcidn B. 2.- Sean las rectas r = 1 n y
o X—y—2=2

C|2x+2y-z=4"
(a) Estudie la posicidn relativa de dichas rectas. (1 punto)
(b) Halle la distancia entre ambas rectas. (1°5 puntos)
Solucion: (a) Son paralelas (b) d(r,s)= Y483 _5 34,

13

30. Extremadura Junio 2018. Opcidn A. 2. Sean el plano TT:y+z =0 y la recta
. x+1 y-1 z-1

1 -2 1
(a) Calcule la interseccion del plano vy la recta. (1 punto)

BLOQUE Geometria en el espacio: Puntos, vectores, rectas y planos. 731126



Juan Antonio Martinez Garcia CURSO 2025/26

(b) Determine la recta s que pasa por el punto P = (1,0,0), es paralela al plano I1 y es
perpendicular a la recta r. (1,5 puntos)

Solucién: (a) A(1,-3,3). (b) ¢.X-1_Y¥ _Z
-3 -1 1

31. Extremadura Junio 2018. Opcion B. 2. Sea el punto A = (1,0,1) y la recta r dada por el
punto B = (-1,0,2) y el vector v = (—1,1, O). (a) Calcule la distancia del punto A a la recta r.

(1,5 puntos)
(b) Calcule el area del tridangulo de vértices A, B y O siendo O = (0,0,0). (1 punto)

Solucion: (a) d (A r)=+3u (b) Area:gu2

32. Extremadura Julio 2017. Opcion A. 2.- Considere en R?® las rectas r: {);_ 0’
‘. {x +y=1

z=0
(a) Obtenga un vector director de la recta s. (0,5 puntos)
(b) Obtenga el plano I, que contiene ary es paralelo as. (1 punto)
(c) Obtenga el plano T1, que contiene a r y es perpendicular a s. (1 punto)

Solucion: (a) V; =(~1,1,0) (b) I, =x+y=0 (c) [T, =—x+y=0

33. Extremadura Julio 2017. Opcion B. 2.- Considere en R® los puntos A (1, 2, 1), B = (-2, —
1,-3),C=(0,1,-1)yD=(0, 3,-1), y sea r la recta que pasa por Ay B.

(a) Calcule ecuaciones paramétricas de r. (1 punto)
(b) Obtenga un punto P de la recta r tal que la distancia de C a P sea igual a la distancia de D a P.
(1,5 puntos)
. x=1+34
Solucion: (a) . y=2+34 (b)A(L 2, 1)
z=1+44

34. Extremadura Junio 2017. Opcién A. 2.- Sean en R® los vectores e =(0,1,0),
u=(3-2,2) y v=(0,11).

(a) Calcule el producto vectorial exu. (0,75 puntos)
(b) Calcule el angulo ¢ que forman u y v. (0,75 puntos)

(c) Demuestre que la familia de vectores {E,G ,\7} es linealmente independiente. (1 punto)

Solucién: () exu = (2,0,-3) (b) El angulo es de 90° (c) [é,a,ﬂ =-3%0

35. Extremadura Junio 2017. Opcidn B. 2.- En R? se consideran las rectas de ecuaciones:
r:{3x+2)’=0 G X+1_y-3_z-1

Xx—27=-8' -2 a -1
(a) Halle el valor de a para que r y s sean paralelas. (1 punto)

(b) Para el valor de a obtenido en el anterior apartado, calcule la distancia entre las rectas r y s.
(1’5 puntos)

Solucion: (a) a =3 (b) d(r,s)=+/5=2,23u
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Galicia

1. Galicia Extraordinaria 2025. 4.1. Considérense los planos 7 :2x+3y+z+1=0y
7":x+2-1=0y los puntos A(2,1,0) y B(-1,-2,3).

4.1.1. Calcule la distancia del punto A al plano paralelo a = que pasa por B.
4.1.2. Obtenga las ecuaciones paramétricas de la recta interseccion de los planos Ty m'.

x=-2-31
Solucién: a) 6\é1_4:3.207u. b) r:iy=2  AeR.
z=3+31

2. Galicia Extraordinaria 2025. 4.2. Dadas las rectas r: X;l = y—12 = 211 y

. x-2 y-1 z-1
4 2 2
4.2.1. Calcule la posicion relativa de las rectas r y s.
4.2.2. Obtenga la ecuacion del plano que contiene a las rectas r y s.

Solucién: a) Las rectas son paralelas. b) 7:x+y—-z-2=0.

3. Galicia Ordinaria 2025. 4.1. Determine el valor que debe tomar k para que los planos
1
7 KX+ y+Zz+2:0 y 7,:3X+4y+2+3=0

sean paralelos. Calcule también el valor de k que hace que esos mismos planos sean
perpendiculares.

Solucién: Para que sean paralelos debe ser k :% y para que sean perpendiculares debe ser

=17

k=_"-L.
12

4. Galicia Ordinaria 2025. 4.2. Considérense el punto P(0,1,0) y la recta
r:(xy,z)=(20,3)+4(123), 1eR.

4.2.1. Determine la ecuacion continua de la recta s que es paralela a r y pasa por el punto P.
4.2.2. Obtenga la ecuacion implicita o general del plano 7 que pasa por Py es perpendicular a r.

y-1 z

Solucioén: a) 3:5: —.b) r:x+2y+32-2=0.
1 2 3

5. Galicia ABAU Extraordinaria 2024. 5. Geometria. (2 puntos)

Considérense el plano 7z:x+2y—2z=0 vy la recta r que pasa por los puntos A(2,1,2) y B(0,1,1).
Se pide:

a) Estudiar la posicion relativa de la recta r y el plano .

b) Obtener la ecuacion implicita o general del plano que contiene a r y es perpendicular a .

Solucién: a) La recta r esta contenida en el plano 7. b) 7": —2x+5y+4z—-9=0.
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6. Galicia ABAU Extraordinaria 2024. 6. Geometria. (2 puntos)

Sean r la recta que pasa por los puntos A(—1,3,-5)y B(1,2,—5) y r el plano que pasa por el punto
C(5,0,1) y es perpendicular a r. Se piden las ecuaciones paramétricas de r, la ecuacion implicita
0 general de m y el punto de corte de r con 7.

Solucién: z:2x—y—-10=0. El punto de corte de 7 con 7 tiene coordenadas D(5,0,—5)

7. Galicia ABAU Ordinaria 2024. 5. Geometria. (2 puntos)

X-2 y-C 2
2

parametros reales. Calcule los valores que tienen que tomar b y ¢ para que la recta r esté

contenida en Tr.

b) Calcule la distancia del punto P(1,3,1)al plano z":4x+2y—4z=2.

a) Considere el plano 7:4x+2y+bz=2 y la recta r:

;3 donde b y ¢ son

Solucién: a) Los valores buscados son b=—4y c=3. b) d(P,7")= % =0.66 U .

8. Galicia ABAU Ordinaria 2024. 6. Geometria. (2 puntos)

a) Considere los puntos Q(-1,3,-5), R(3,1,0) y S(0,1,2). Obtenga la ecuacion implicita o
general del plano T que contienea Q, Ry S.

b) Obtenga las ecuaciones paramétricas y la ecuacion continua de la recta que pasa por el punto
P(3,-1,—1) y sea perpendicular al plano 7 :4x+23y+6z-35=0.

X=3+41
Solucion: a) 7:4x+23y+62-35=0 b) r:Jy——1+234; 1R Y r:X;3: yzglzzgll
z=-1+64

9. Galicia ABAU Extraordinaria 2023. 5. Geometria:

a) Considérense el plano z:ax+y+z=1, donde a es un parametro real, y la recta
r :XT_1 = % = ZTH Estudie la posicion relativa de  y r en funcion de a y obtenga el valor de

a que hace que m y r sean perpendiculares. Por Gltimo, razone si r puede estar contenida en
0 no.

Xx-1 y-b z+1
2 3

b) Si z:-3x+y+z=1, diga qué valor tiene que tomar b para que r: esté

contenida en 7.

Solucion: a) Para a=-3 la recta r y el plano m son paralelos. Para a+—3 los vectores no son
perpendiculares y la recta r y el plano © se cortan. Para 5 -2 rectay plano son secantes y ademas son
3

perpendiculares. La recta r no puede estar contenida en el plano. b) El valor buscado es b = 5.

10. Galicia ABAU Extraordinaria 2023. 6. Geometria:
Considérese el plano 7:2x—y+z=1. Se pide:

X=2+4
a) Calcular la distancia de m al punto de corte de las rectas r;: <y =0 y
z=1-1
X=p
r:yy=-1+u, (/”L,,ueR).
z=0
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\b) Obtener el punto simétrico de P(1,0,0) con respecto a .

Solucién: a) d (p,ﬂ)zgz 0.408 unidades . b) El punto simétrico es p- (

OOII—\
OOII—‘

3)

3

11. Galicia ABAU Ordinaria 2023. 5. Geometria:

a) Obtenga las ecuaciones paramétricas de la recta r que pasa por los puntos

P(2,-1,0) y Q(3,0,0) y la ecuacioén implicita o general del plano 7 que pasa por el punto
R(0,4,-2) y es paralelo a los vectores u(1,0,-1) y v(2,1,-2).

b) Calcule el angulo agudo que forma la recta r: X< = 2 y1+1 =% conelplano 7:x+z+2=0.
) X=3+1
Solucion: a) . y=4 , AeR- TiX+2+2=0 b) El &ngulo formado entre recta y plano es 30°.
z=0

12. Galicia ABAU Ordinaria 2023. 6. Geometria:
a) Calcule el punto simétrico de P(2,—1,0) con respecto al plano z:x+z+2=0.
X=2 y+1 z X-2 y+2 z+1

b) Estudie la posicion relativa de las rectas r: —ys: = = . Sise
1 1 0 2 1 -1

cortan, calcule el punto de corte.

Solucion: a) El punto simétrico es P’(—2,—1, —4) b) Las rectas son secantes y se cortan en A(O, -3,0)

13. Galicia ABAU Extraordinaria 2022. 5. Geometria:
a) Obtenga la ecuacion implicita o general del plano & que contiene a la recta
. Xx+1 y+2 z+3
-3 2
b) Calcule el punto simétrico de P(11,—14,13) con respecto al plano 7 :3x—-8y+7z+8=0.

y pasa por el punto P(0, 1, 0).

Solucion: @) 7:3x—8y+7z+8=0  b) P’(-118,-15)

14. Galicia ABAU Extraordinaria 2022. 6 Geometria:
Estudie la posicion relativa de la recta r: EE x+1 yk 1:% y el plano 7:ax+4y+3az+2=0 en

funcion de los parametros k y a. Luego, si es posible, diga cuando r es perpendicular a 7.

Solucion: Si 5a+ 2k =0 recta y plano son secantes. Si 5a+2k =0 y a # 6 recta y plano son paralelos.
Si 5a+2k=0ya=6(k=-15ya=6) larecta esta contenida en el plano.
Para que la recta r sea perpendicular a 7zla condicibnesque a- k=4

15. Galicia ABAU Ordinaria 2022. 5. Geometria:
a) Obtenga la ecuacion implicita o general del plano © que pasa por el punto P(l, -1, 0) y es
X=1+41
perpendicular alarecta r:<y=-1 AeR.
z=0
X=A1
b) Calcule los dos puntos de la recta r:<y=4,4€R, cuya distancia al plano 7:x-1=0 es
z2=1

igual a 2.
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Solucion: a) 7:x—-1=0 b) P(3, 3,3) 0 P(-1, -1, -1)

16. Galicia ABAU Ordinaria 2022. 6. Geometria:
a) Halle los valores de k y de m que hacen que los puntos A(k,3,m), B(2,0,2) y C(k,2,0) estén
alineados.

Si

x-1 y+1 z-2 yS_x+2_ y+3 z+1

b) Estudie la posicion relativa de las rectas r:
3 2 3 2 3

se cortan, calcule el punto de corte.
Solucion: a) Los valores buscados sonk =2y m=-1.  b) Las rectas se cortan en el punto C(1, -1, 2).

17. Galicia Extraordinaria 2021. 5. Geometria:
a) Obtenga la ecuacién implicita del plano m con ecuaciones paramétricas

x=1-1,
Ty =2+yu, A, uelR
Z2=1+1+2yu,

b) Calcule el valor de m para que los siguientes puntos sean coplanarios: A(0,m,0), B(0,2,2),
C(1,4,3) y D(2,0,2). Obtenga la ecuacion implicita del plano 7 que los contiene.

Solucion: @) 7:x—-2y+z+2=0b)m=-4. 7:x+y—-3z+4=0.

18. Galicia Extraordinaria 2021. 6. Geometria:
Calcule el punto simétrico de P(1,1,2) con respecto al plano 7:2x-y+2+3=0.

Solucion: P(-3,3,0)

19. Galicia Ordinaria 2021. 5. Geometria:
a) Obtenga la ecuacion implicita o general del plano que pasa por los puntos

A(3,0,-1),B(4,11)yC(7,15).
b) Obtenga las ecuaciones paramétricas de la recta r que es perpendicular al plano
7 4x+2y-32-15=0 y que pasa por el punto P(-1,-2,2)

= 1142
Solucion: a) 7 =4x+2y—3z-15=0 b) rg);:_ziu
1=2-32

20. Galicia Ordinaria 2021. 6. Geometria:
Xx-3 'y z+1

Estudie la posicion relativa de las rectas r y s definidas por las ecuaciones r:——=-—-—-=——y
2 -1 -2
X Z+2 .
S: 1= y%.?, 272 sise cortan, calcule el punto de corte

Solucion: Las rectas se cortan. El punto de corte de las rectas es P(1, 1, 1).

21. Galicia Extraordinaria 2020. 5. Geometria:
Sean r la recta de vector director d, (1,0,3) que pasa por (1,0,0)y 7:-2x+y+z=0. Se pide la

posicion relativa de r y . En caso de que se corten, hallar el punto de corte.

Solucion: Recta y plano se cortan en un punto de coordenadas A(3, 0, 6).

22. Galicia Extraordinaria 2020. 6. Geometria:
a) Calcule k sabiendo que los vectores u(2,0,0),v(0,k,1) y w(2,2,2) son coplanarios.
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b) Obtenga la ecuacion implicita del plano m que pasa por P(1,0,0) y contiene a
y_z#
-4 3

r:x-1=

Solucion: a) k=1b) 7:4x+y—-4=0

23. Galicia Ordinaria 2020. 5. Geometria:

a) Obtenga la ecuacion implicita o general del plano que pasa por los puntos A(3,0,—1),
B(411) y C(7,15).

b) Obtenga las ecuaciones paramétricas de la recta r que es perpendicular al plano
7 4x+2y-32-15=0 y que pasa por el punto P(-1,-2,2)

y X=-1+41
Solucion: a) 7 =4x+2y—-3z-15=0 b) F=y=-2422
7=2-31

24. Galicia Ordinaria 2020. 6. Geometria:

Estudie la posicion relativa de las rectas r y s definidas por las ecuaciones r: XT_3 = ll = Z—+21 y
S: % = y%g = %2 . Si se cortan, calcule el punto de corte.

Solucion: Las rectas se cortan en el punto P(1, 1, 1).

25. Galicia Julio 2019. Opcion A. 3. Se pide:
a) Estudiar la posicion relativa de los planos 7, : X+my+z+2=0, 7, :mx+y+z+m=0 en

funcion de m.

b) Calcular el valor que deben tomar k y m para que los puntos A(0,k,1), B(-1,2,1) y C(8,1,m)
estén alineados.

c) Escribir las ecuaciones paramétricas de la recta r que pasa por los puntos P(-1,2,1) y
Q(8,1,1) y la ecuacion implicita del plano perpendicular a r que pasa por el punto R(1,1,1).

Solucién: a) Para m =1 los planos son paralelos. Si m = 1los planos son secantes.

17 X=8+09t
b) m=1;k=3 C)rs y=1-t ;r=9x—-y—-8=0

z=1

26. Galicia Julio 2019. Opcion B. 3. Se pide:
Xx-2 y+1 z

a. Paraelplano 7:3x+2y—-z=0 ylarecta r: = =3 calcular el punto de corte de r

con 'y obtener la ecuacion implicita del plano " que es perpendicular a Tt y contiene a r.
b. Estudiar la posicion relativa de los planos 7z, :2Xx—-5y—-4z2—-9=0y 7, :x=0 y calcular el

angulo « € [0,90] que forman.

Solucion: a. P(3,-3,3) #'=2x-5y—-4z-9=0 b. Son secantes y definen una recta. (r,,r,)=72,65°

27. Galicia Junio 2019. Opcion A. 3. Se pide:

a. Calcular el angulo del intervalo [0°, 90°] que forman los vectores G:(—i,i,oj y
V22
go[ 12 1
20 2 2
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b. Obtener la ecuacién implicita del plano que pasa por el punto P(1,-3,0) y es perpendicular a la
{x —y+2z=1
recta
y-z=0
c. Calcula la distancia del punto Q(1,1,1) al plano z:—x+y+z+4=0 y el punto simétrico de
Q respecto de .

Solucion: a. 60° b. 7:-x+y+z+4=0 c. d(Q,”):iu; Q,_(li% -7 —7)

e B

333

28. Galicia Junio 2019. Opcidn B. 3. Da respuesta a los apartados siguientes:

a. Estudia la posicion relativa de los planos 7z, :mx—y+2=0y 7, :2X+3y =0 en funcion del
parametro m.

b. Obtén la ecuacion implicita del plano que pasa por los puntos A(0,0,0), B(1,0,1) y C(0,1,0).

c. Calcula el punto simétrico del punto P(1,2,3) con respecto al plano z:—x+z=0

Solucién: a. Si m¢‘_2 se cortan. Si ;— ~2 los planos son paralelos. b. z:x—z=0 c) P'(3,2,1)
3 3

X+y+z-2=0

X—y+z-2=0

a) Calcula la ecuacion implicita o general del plano que pasa por el punto A(1,1,1) y es
perpendicular a r.

b) Calcula la ecuacién implicita o general del plano que pasa por los puntos P(—1,0,6) y
Q(3,—2,4) y es paralelo a la recta r.

c) Calcula la distanciade larectaralplanox +y+ z—5=0.

29. Galicia Septiembre 2018. Opcion A. 3. Dada la recta r :{

Solucién: a) 77, :Xx—2=0 b) 7z,:X+y+2-5=0 ¢) d(r,7z,)=+/3u

30. Galicia Septiembre 2018. Opcion B. 3. Sea r la recta que pasa por los puntos P(9,4,1) y
Q(1,1,1). Dada larecta s: x-1 A >

2 1 -1
a) Estudia la posicion relativa de las rectas r e s. Calcula, si se cortan, el punto de corte.
b) Calcula, si existe, la ecuacion implicita o general del plano que contiene a las rectas r y s.
¢) Calcula la distancia del punto 0(0,0,0) a la recta s.

Soluciodn: a) Las se cortan en el punto (9,4, 1) b) 7:3x—8y—-2z+7=0 ¢) d(0,s)= 2 u
2

31. Galicia Junio 2018. Opcion A. 3. a) Determina el valor de A para que los puntos A(3,0, —1),
B(2,2, 1), C(1, -2, -5) y D(), 6, —1) sean coplanarios y calcula la ecuacién implicita o general
del plano que los contiene.

b) Determina la posicién relativa del plano m: 4x + 2y — 3z — 15 =0y la recta r que pasa por los
puntos P(—4,4,2) y Q(4,8, —4). Si se cortan, calcula el punto de corte.

c) Calcula el punto simétrico del punto P(—4,4,2) respecto del plano : 4x + 2y —3z—15=0.

Solucién: a) A =0 b) Se cortan. El punto de corte es M(0, 6, -1) c) P’ (4, 8, -4)

32. Galicia Junio 2018. Opcion B. 3. a) Dado el plano m: 2x —y — 2z — 3 =0, calcula el valor
de a para que la recta r que pasa por los puntos P(a, a, a) y Q(1,3,0) sea paralela al plano 7.

b) Para a = 1, calcula la distancia de r a 7.

c) Para a = 1, calcula la ecuacion implicita o general del plano que es perpendicular a 'y
contiene a r.
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Solucion: a) a=1h) d(r,;r):%u C) a:5x+2y+4z-11=0

33. Galicia Septiembre 2017. Opcidén A. 3. Sea r la recta que pasa por los puntos (0,1,3) y
X+y—-2z-1=0

y—-2z2=0

a) Estudia su posicion relativa.

b) ¢Es paralela al plano YZ? ;Esta contenida en dicho plano?
c) Calcula la distancia de la recta r al plano m: 2x + z = 0.

(1,1,1) yslarecta s :{

Solucién: a) Se cruzan b) s es paralela al plano YZ. s no esta contenida en el plano YZ c)

d(r,n):ﬂu
5
34. Galicia Septiembre 2017. Opcidn B. 3. Dados los planos a: 2x — 2y + 4z — 7 =0;
X=1-1+3u
Xx+2z2-3=0
P:3y=5+A+u;ylarectar: E_0
7444y y=>=

a) Estudia la posicion relativa de los planos a y 8. Calcula la distancia entre ellos.

b) Calcula la ecuacion implicita o general del plano que es perpendicular a a y contiene a la recta

r.

c) Sean P y Q los puntos de corte de la recta r con los planos XY e YZ respectivamente. Calcula
la distancia entre P y Q.

Solucion: a) Son paralelos d(a,ﬁ)=£u b) 7:Xx+5y+2z2-28=0 c) d(p,Q):ﬁu
2

35. Galicia Junio 2017. Opcion A. 3. Dados los planos T1: x + y —z+ 2 = 0;
X=2+A+u
Ty Y= A+3u
z=-1-41
a) Estudia la posicion relativa de 1 y 2. Si se cortan, calcula el &ngulo que forman.
b) Sea r la recta que pasa por el punto P(1,1,1) y es perpendicular a rr1. Calcula el punto de corte

de ry m.
c) Calcula el punto simétrico del punto P(1,1,1) respecto del plano 1

Solucion: a) Se cortan en una recta. ««=90° b) M(0, 0, 2) ¢) P"(-1, -1, 3)

36. Galicia Junio 2017. Opcion B. 3. Sea r la recta que pasa por los puntos P(1,0,5) y Q(5,2,3)

a) Calcula la distancia del punto A(5, —1,6) a la recta r.

b) Calcula la ecuacién implicita o general del plano que es perpendicular a r y pasa por el punto
A(5, —1,6).

c) Calcula el area del tridangulo de vértices los puntos P(1,0,5), A(5, —1,6) y el punto de corte de
larectarconelplanom:2x+y—z—-3=0.

Solucion: a) d(A,r)=2J§u b) 7:2x+y—-2-3=0 c) Area AMP =32 u®
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La Rioja

@

1. La Rioja Extraordinaria 2025. 4.1 Responda a los dos subapartados siguientes.
a) (1.25 puntos) Dados los planos de ecuaciones

X+y+2=2
2X+y—-2=4
mX+Yy+3z=06
X—2Z=m

Determina el valor del parametro m para que los planos se corten en un punto. En este caso,
determina el punto de corte.

b) (1.25 puntos) Calcula la distancia de la recta r = x—13 = y2—1 _z Jsr 2 al plano
r:—X-3y+z+4=0.

Solucién: a) El sistema tiene solucion cuando m=2 vy la solucion es el punto p(g,%?’éj.
b) 41—\/1_1:1'21 unidades.

2. La Rioja Extraordinaria 2025. 4.2 Responda a los tres subapartados siguientes.
a) (0.5 puntos) Dado el punto PE(O,Z,l), halla la ecuacion del plano que contiene a P y es

paraleloa 7:2x-5y+z+3=0.

b) (0.5 puntos) Dado el punto P 5(1.0,—3) halla la ecuacion del plano que contiene a P y es
perpendicular a la recta r:

i ={5x+y—z =4
2X—-2y—-2=5
¢) (1.5 puntos) Calcula la distancia entre las rectas
X=5+41 X=2+3u
r=iy=-1 S=3y=2—u
z2=8+21 z2=-1+4u

Solucién: a) 77:2x—5y+z+9=0 b) 7:x—y+4z+D =0 c) 3 unidades.

3. La Rioja Ordinaria 2025. 4.1 Responda a los dos subapartados siguientes.
a) (1.25 puntos) Obtén el valor del m para el cual las rectas r=x=y=z-my

X1 2V 5, 5
2
se cortan. Calcula el punto de corte de r y s para el valor de m calculado.

S=

b) (1.25 puntos) Se consideran los puntos P =(0,2,-1) y Q=(2,-2,1). Encuentra la ecuacion
del plano 1t que cumple que los dos puntos son simétricos respecto a él.
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Solucion: a) Para m=3 las rectas r y s se cortan en A(—3, —3,0). b) 7:x-2y+z-1=0.

4. La Rioja Ordinaria 2025. 4.2 Responda a los dos subapartados siguientes.

a) (1.25 puntos) Dada larectar, r=x—2=y+1=-z, calcula la ecuacion de la recta s que corta
a r perpendicularmente y que pasa por Q = (2,—2,1).

b) (1.25 puntos) Dados los planos mx+2y—-3z-1=0 y 2x—4y+6z+5=0 halla los valores de
m para que sean:
i) paralelos.
i) perpendiculares.

X=2+22
Solucion: @) :.Jy—_5_;:1er b) Para m=-1 los planos son paralelos. Para m=13 los

z=1+4
planos son perpendiculares.

5. La Rioja Extraordinaria 2024. 7.- (2 puntos) Dados los planos de ecuaciones
ax+y+z=a’

X-y+z=1
3X—-y-z=1,
6X—-Yy+2z=3a,

Analiza segun los valores del pardmetro a su posicion relativa.

Solucion: Para a = 2 los cuatro planos se cortarian en el punto (1, 1, 1). Paraa = -3 el plano 1y el
plano 3 son paralelos y los otros dos planos los cortan. Para a#2 y a=—3 los planos son secantes
entre si en rectas paralelas

6. La Rioja Extraordinaria 2024. 8.- (2 puntos) Dado el punto P = (2,—1, 3), halla las
ecuaciones de los siguientes planos que contienen a P.
(i) Paraleloa 7:4x+3y—2z+4=0.
_X=3_ 'y z+2
3

(ii) Perpendicular a la recta r = =S

Solucion: (i) #":4x+3y—2z+1=0. (ii) #7:3x+2y—-4z+8=0

7. LaRioja Ordinaria 2024. 7.- (2 puntos) Determine los valores de a para que los planos de
ecuaciones

T X+y+z=a-1
7T, 2X+y+az=a
i X+ay+z=1

() se corten en un punto.
(ii) se corten en una recta.
(iii) no se corten.

Solucion: (i) Para a=1y a2 los tres planos se cortan en un Unico punto. (ii) Para a=2 los tres
x=1-1
y=0
=41

planos se cortan en una recta de ecuacion . . (iii) Para a =1 los tres planos no se cortan..
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8. La Rioja Ordinaria 2024. 8.- (2 puntos) Halla la ecuacion continua de la recta s que esta
contenida en el plano z:x+y—2z+1=0 y corta perpendicularmente a la recta

(e X+y+z=-1
|4x-y+2=3

. 2 7
Solucion: s=x——=—=y+—-=1z.
5 5

9. La Rioja Extraordinaria 2023. 7.- (2 puntos) La proyeccién ortogonal del punto
P(l,O,—l), sobre el plano 1 es el punto Q(-3, 2, 5). Halla la ecuacion del plano m y las

coordenadas del punto simétrico del P respecto a dicho plano .

Solucion: z:-2x+y+3z-23=0. El punto simétrico de P respecto a z es el punto P'=(-7,4,11)

10. La Rioja Extraordinaria 2023. 7.- (2 puntos) Determina la posicion relativa de los tres
planos, segun los valores del parametro m:

mx+y+z=1

X+my+z=m
2

X+Yy+mz=m

Solucién: Si m=1; m=—2 los tres planos coinciden en un punto. Si m =1 los tres planos son
coincidentes. Si m=—2 los planos se cortan dos a dos en rectas que son paralelas entre si.

11. La Rioja Ordinaria 2023. 7.- (2 puntos) Determina la posicion relativa de la recta
x-3 y+1 z-5
0 1 1
y el plano de ecuacion 3x+2y-11z2+3=0.

Solucion: Plano y recta son secantes (coinciden en un punto).

12. La Rioja Ordinaria 2023. 8.- (2 puntos) Halla el punto simétrico del punto A(0, 2, 3)
respecto al plano m de ecuacion x+y—-z=4.

Solucion: El punto simétrico es o (Q 16 __1]

3'3'3

13. La Rioja Extraordinaria 2022. 7.- (2 puntos) Determina segun los valores del parametro
real a la posicion relativa de la recta

ax+3y—-2z=4
2X—-y+z2=2

y el plano de ecuacién 6x+5y—3z=2

Solucion: Si a =2 rectay plano son paralelos y si a # 2 recta y plano son secantes (coinciden en un
punto)

14. La Rioja Extraordinaria 2022. 8.- (2 puntos) Estudia segun los valores del parametro real
a la posicion relativa de las rectas siguientes:

ax+3y—-2z=12,
2X+5y—-72=6
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x=5+31
y=1-41
z2=6+44

Solucién: Si a =4 las rectas se cortan y si a # 4 las rectas se cruzan.

15. La Rioja Ordinaria 2022. 7.- (2 puntos) Halla la ecuacion de una recta paralela al plano
7 =Xx+Yy+z=0 yque contenga al punto P(1,0,1). ¢Es Unica dicha recta? Razona la respuesta.

x=1+A1
r=<sy=0
z2=1-1

Solucidn: Una recta que pase por el punto Py sea paralela a un plano no es Gnica.

16. La Rioja Ordinaria 2022. 8.- (2 puntos) Determina los valores de los parametros a, y b
para que el plano 7 contenga a la recta r, donde:

r=ax+y+z=b, r

X+y+z=1
—-X-2y+z=0

Solucion: Los valores buscados son a=h =1

17. La Rioja Extraordinaria 2021. 7.- (2 puntos) Hallar la ecuacion de la recta, tal que:
a) pasa por el punto P(1,1,1),
b) es paralela al plano 7 =x+y-2z-3=0,

X=3+4,
c) es perpendicularalarecta r=<y=2-1,
z2=1-24,
Xx=1-4t
Solucion: s_Jy_1  temr
z=1-2t

18. La Rioja Extraordinaria 2021. 8.- (2 puntos) Calcular el valor del parametro real a para
que las rectas r y s se corten y calcular este punto.

(e 4x+17=a, . X+y+2=0,
Cx+y=2 |x+2z=2a

Solucién: Para a = -2 las rectas se cortan en el punto P(O, 2, —2)

19. La Rioja Ordinaria 2021. 7.- (2 puntos) Hallar la ecuacion de una recta, tal que:
a) pasa por el punto P(0,1,1),

b) esta contenida en el plano 7 =Xx+Yy+3z2—-4=0,

. X=27Z+3,
c) es perpendicular a larecta r =
y=-z+4
Solucién: s=X_¥-1_2z-1
4 2 -2

20. La Rioja Ordinaria 2021. 8.- (2 puntos) Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el
punto P(2,—1,1) y corta perpendicularmente a la recta

BLOQUE Geometria en el espacio: Puntos, vectores, rectas y planos. 851126



Juan Antonio Martinez Garcia CURSO 2025/26

reX=2_y-1_,
2 2

Xx-2 y+1 z-1
-1 2 -2

Solucién: s=

21. La Rioja Extraordinaria 2020. 7.- (2 puntos) Hallar la ecuacion del plano que contiene a
la recta

(e X+3y—-4z+9=0
T | =x=2y+2+1=0
y es perpendicular al plano 7=x+3y+z+1=0.

Solucién: ©’=y-3z+10=0

22. La Rioja Extraordinaria 2020. 8.- (2 puntos) Dados las rectasr y s:
rE{x+y—z:1 G X+3_y+2 _z-1
4x—-2y+2z=10 1 2 3
yelplano 7 =x+y—-z+6=0. Hallar la posicion relativa entre
a) lasrectasrys.
b) el plano mt y la recta s.

Solucién: a) Las rectas se cruzan. b) La recta “s” estd contenida en el plano.

23. LaRioja Ordinaria 2020. 7.- (2 puntos) Determinar en funcion del parametro real a, la
posicion relativa de los siguientes planos:

(a—1)x+ y—z=a,
(a+1)x+(2a+1)y+z=-a,
ax + ay+z=-a.

Solucion: Si a1 los tres planos se cortan en un punto P. Si a=1 0 a =-1 los tres planos coinciden
en una recta.

24. La Rioja Ordinaria 2020. 8.- (2 puntos) Dados los vectores u= (1,2,3) y \7:(0,1,1).

a) Hallar un vector w de mddulo uno, que sea perpendiculara u y v.
b) Calcular el area del paralelogramo determinado por u y v.

Solucion: a) Vv:[%%%) b) Area=+/3u°
3 V3 3

25. La Rioja Julio 2019. Propuesta A. 1.- (2 puntos) Sea {el,ez,es} una base de R?, de modo
que los vectores son unitarios y forman entre si angulos de 45°. Dados los vectores u=e, +¢€, y
V=g —&,+6,.

() Calcula el médulo de los vectores u 'y v.
(1) Calcula el coseno del angulo formado por los vectores u y v.

Solucion: (1) [d| =v2+v2 : {|=\3—vZ () cos(uv)= ﬁJ_
4+2

26. La Rioja Julio 2019. Propuesta B. 2.- (2 puntos) Dos Vértices consecutivos de un
rectangulo son P = (2,2,1) y Q = (0,0,-1) y los otros dos pertenecen a una recta r que pasa por el
punto A = (5,4,3).
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(1) Determina la ecuacion de la rectar.
(11) Determina la ecuacion del plano que contiene al rectangulo.

X=5-2t
Solucion: (1) r:{y4_2t (Mmz:y-z-1=0

z2=3-2t

27. La Rioja Junio 2019. Propuesta A. 1.- (2 puntos) Dados la recta r y el plano m de
ecuaciones:

2X+2y+22=2

-X-2y+2=0
(I) Determinaay b para que el plano m contenga a la rectar.
(I1) Determina ay b para que r sea paralela al plano .

: r=ax+y+z-b=0

Solucion: (1) a =b =1 (1) a=1 y b#1.

28. La Rioja Junio 2019. Propuesta B. 1.- (2 puntos) Sean el plano 7 =2x+y—-z-3=0yla
X=3-4
rectar:qy=2+41
z=1-31

(1) Determina la ecuacion de la recta s que contiene al punto P=(1,2,—1), es perpendicular a

la recta r y paralela al plano .
(1) Halla la distancia de la recta s al plano .

Xx=1-2t

Solucion: (1) . )y —p47¢ (1) Distancia(s,;r)ziu
J6
z=-1+3t

29. La Rioja Julio 2018. Propuesta A. 4.- (3 puntos)

X=3+2t
. X—y+2z=7
Considere las rectas r: , S:qy=1+t contelR.
X—y—-5z2=-7 -1

(1) Determine la posicion relativa de las rectas r y s.
(1) Halle, utilizando parametros, todos los vectores perpendiculares ar.

Solucién: (1) Se cruzan (1) U = (a,—a,c)

30. La Rioja Junio 2018. Propuesta A. 1.- (2 puntos) Sean los vectores u= (—1,4,8) y
v=(12-2).

(1) Demuestre gque el a&ngulo entre los vectores u y vV es mayor que 90°.

(11) Calcule un vector perpendicular a u y v que tenga modulo 1.

Solucion: (1) El coseno del angulo es negativo = es mayor de 90° (I1) \7\,:[& ﬁ ﬁ}
36 6

31. La Rioja Junio 2018. Propuesta B. 2.- (3 puntos) Sean el punto P = (1, 2,—2) y la recta
X=2-1

r.sy=1+41
z2=21
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() Determine la ecuacion del plano que contiene al punto P y es perpendicular a la recta r.
(1) Determine el punto de r mas préximo a P.
(111 Halle la recta r” simétrica de r respecto al punto P.

solucion: (1) z=-x+y+2z+3=0 (Il) P,(zlg,_gj (1) 103
33 3 riy=—+21
3
z=—£+2/1
3

32. LaRioja Julio 2017. Propuesta A. 1.- (2 puntos) Sean m un nimero real y los vectores
u=(101), v=(2,-1,m).

(1) Halle todos los vectores de modulo 3 que son perpendiculares a los vectores u y V.

(1) Determine, si existe, un valor de m tal que el correspondiente vector v forma un angulo de

45° con el vector U

Solucion: (1) [ 3 _6-3m 3 ] y también
JM’—4m+6 Jm?—4m+6 Jm?—4m+6
[ -3 ~6+3m 3 J () mot
Jm? —4m+6 ym?—4m+6 Jm’—4m+6 4

33. La Rioja Julio 2017. Propuesta B. 2.- (3 puntos)
() Pruebe que cualquiera sea el valor de a, los planos =, :ax+ay—z=0, 7, :X—y+az=0 se
cortan en una recta r.

(11) Estudie, en funcion de a, la posicion relativa de la recta r y el plano que contiene a los puntos
A(L, 1, 1), B(l, 0, 2) y C(0, 1, 2a).

Solucion: (1) Los vectores normales a los planos no tienen coordenadas proporcionales en ningun caso.
(II) Para a # -1 plano y recta se cortan. Para a = —1 recta y plano son paralelos.

34. La Rioja Junio 2017. Propuesta A. 1.- (2 puntos) Sean los puntos A(1,-1,0), B(2,2, 1),
C(1,-2,-1), D(0,-1,2).

(1) Halle una ecuacién de la recta que pasa por Ay por B.

(11 ¢Son coplanarios los puntos A(1,-1,0), B(2,2, 1), C(1,-2,-1), D(0,-1,2)?

Solucion: (1) r: XT_l = yTH :% (11) Los tres puntos A, B, C y D son coplanarios

35. La Rioja Junio 2017. Propuesta B. 2.- (3 puntos) Dacios los vectores u= (2,—3,5),
v=(12,-2), w=(2k,~1k).

(1) Calcula el valor de k para que los vectores sean linealmente dependientes.
(1) Compruebe que para k = 2 los vectores forman una base del espacio euclideo tridimensional.

(111) Halla las coordenadas del vector a= (15, —11,18) respecto de la base del apartado anterior.

Solucién: (I) k = -9 (Il) [ﬁ,\?, Vv] =-11#0 (Ill) Las coordenadas del vector 5:(15,—11,18) en la
base {l],\?, Vv} son 5=(2,—1, 3)
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Madrid

% ok k k

* & Kk

1. Madrid Extraordinaria 2025. Pregunta 3.1. Sean los puntos

A(L12), B(2-1,0), C(-2,0,3) y D(2,-3,-1) y la recta rEXT_1= y+1=il.

a) (0.5 puntos) Compruebe que los puntos no son coplanarios y calcule el volumen del tetraedro
determinado por ellos.

b) (1 punto) Calcule el area de la cara del tetraedro ABCD determinada por los puntos A, By C
y la longitud de la altura del tetraedro que parte del vértice D.

¢) (1 punto) Calcule la distancia entre la recta r y la recta determinada por los puntos By D.

Solucién: a) 0.5 unidades cubicas. b) El area tiene un valor de =4.74 u®. La altura vale

J10 3J29

NZ¥ ~0.3162u. ¢)
10 29

3/10
2

=0.557 unidades.

2. Madrid Extraordinaria 2025. Pregunta 3.2. Dados los puntos A(0,0,1) y B(1,0,1), se

pide:

a) (1 punto) Hallar una ecuacion del plano paralelo al eje OZ y que pasa por los puntos A y B.

b) (1.5 puntos) Hallar una ecuacion de una recta perpendicular al plano z=1 que diste una
unidad tanto del punto A como del punto B.

1
X=—
[ 0. b) ’
Solucion: a) 7:y=0.
) 7Y s: y:¥,leR
z=1+1
. N x-1 vy z-2
3. Madrid Ordinaria 2025. Pregunta 3.1. Dados la recta r = > "0 1 y el plano

miX+2y—-3z=1, se pide:

a) (0.75 puntos) Hallar una ecuacién del plano que contiene a r y es perpendicular a .

b) (0.75 puntos) Hallar una ecuacion de la recta contenida en Tt que corta perpendicularmente a r.
¢) (1 punto) Calcular los puntos de la recta r cuya distancia al plano m es J14.

Solucion: a) 7”: —2x+7y+42—6=0. b) s: X+211=l7=ZL44 ¢) Q,(-39,0,-18) y

Q,(17,0,10)

4. Madrid Ordinaria 2025. Pregunta 3.2. Sean el punto P(O,l,l) yelplano 7:x+y=2.Se

pide:

a) (0.5 puntos) Hallar la distancia del punto P al plano .

b) (1 punto) Determinar el punto Q del plano  cuya distancia a P es igual que la distancia de P a
TL.

¢) (1 punto) Hallar el area del tridngulo formado por P y los puntos de corte del plano m con los
ejes coordenados.
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Solucion: a) g unidades.. b) Q(%gl) C) /3 unidades cuadradas.

5. Madrid Extraordinaria 2024. A.3. Calificaciéon méxima: 2.5 puntos.

Sean los puntos P(1,-1, 3) y Q(2, 1,-1):

a) (1 punto) Determine una ecuacion del plano respecto del cual ambos puntos son simétricos.

b) (1.5 puntos) El segmento PQ es uno de los tres lados del triangulo cuya suma de los cuadrados
de las longitudes de sus lados es 34 y el tercer vértice se encuentra en la recta
r=x—-2=y=z. Calcule las coordenadas del tercer vértice sabiendo que ninguna de sus

coordenadas es nula.

Solucion: @) 7:2x+4y—-8z+5=0. b) R(g 1 lj

6. Madrid Extraordinaria 2024. B.3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Dado el punto P(5,-1,2) y las rectas:

- — X—y=5
. X 2=y+1=z O’ SE{ y

3 -1 1 X+2=3
se pide:
a) (1 punto) Estudiar la posicidn relativa de ambas rectas y hallar la distancia entre ellas.
b) (1.5 puntos) Determinar una ecuacion de la recta que pasa por Py corta perpendicularmente a

larectar.
X=5
Solucion: a) Las rectas se cruzan. La distancia es 0.7 unidades. b) s=!y=-1-1;: 1eR
2=2-1

7. Madrid Ordinaria 2024. A.3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Dados los puntos A(0,0,1) y B(1,1,0), se pide:

a) (1 punto) Hallar una ecuacion del plano que pasa por los puntos Ay B y es perpendicular al
plano z = 0.

b) (1.5 puntos) Hallar ecuaciones de dos rectas paralelas, r1 y r2, que pasen por los puntos Ay B
respectivamente, estén en el plano x+z =1y tales que la distancia entre ellas sea 1.

Solucion: a) 71 x—y=0.b) n:ly=41 ;AeRYL:{y=1+42; 1eR-
z=1-1 z=-1

8. Madrid Ordinaria 2024. B.3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Al ordenador de una impresora 3D se le suministraron ayer las coordenadas de los cuatro
vértices P1, P2, Pz y P4 de un tetraedro solido, el cual construyd al momento. Se sabe que

PLL11), R(210) y R(L32), pero del cuarto punto P,(3, &,3) hoy no estamos seguros del

valor de su segunda coordenada.

a) (1.5 puntos) A partir de la cantidad de material utilizado por la impresora sabemos que el
volumen del tetraedro es V = 1. También sabemos que la longitud de ninguna de sus aristas
supera la altura de la impresora, que es de 10. Determine los posibles valores de a.

b) (1 punto) Dado el punto Q(3, 3, 3), se quiere imprimir ahora el paralelepipedo que tiene a los
segmentos P1P2, P1P3y P1Q como aristas. ¢Cuéles serian los valores de las coordenadas de los
ocho vértices del paralelepipedo que habria que suministrar al ordenador?

Solucioén: a) El anico valor que cumple lo pedido es a = 3. b) Los cuatro vértices restantes del
paralelepipedo son A(4,3,2), B(4,5,3), C(3,5,4) y D(2,3,1).
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9. Madrid Extraordinaria 2023. A.3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Seanel plano 7:z=1, los puntos P(1, 1, 1) y Q(0, 0, 1) y la recta r que pasa por los puntos P y
Q.
a) (0.25 puntos) Verifique que los puntos P y Q pertenecen al plano =.

b) (1 punto) Halle una recta paralela a r contenida en el plano z= 0.

c) (1.25 puntos) Halle una recta que pase por Py tal que su proyeccién ortogonal sobre el plano

) T .
n sea la recta r, con la cual forme un angulo de " radianes.

x=2 Xx=1+2
Solucion: a) Py Q tienen su 3° coordenada = 1. b) s./y_; ;cr ©) . y=144 ,AeR
z=0 2=1-24

10. Madrid Extraordinaria 2023. B.3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

X
Dados el plano 7:x+3y+2z+14=0 ylarecta r z{ , Se pide:

a) (0.5 puntos) Hallar el punto del plano = mas proximo al origen de coordenadas.
b) (1 punto) Calcular la proyeccion ortogonal del eje OZ sobre el plano =.
¢) (1 punto) Hallar la recta con direccion perpendicular a r, que esté contenida en =, y que corte

al eje OZ.
Xx=-1l-a X=24
Solucion: a) P(—1,-3,-2) b) t:ly=_3-30, g R ) t:ly=0 ,AieR
7=-2+5a z=-71-1

11. Madrid Ordinaria 2023. A.3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Sean los puntos A(1,—2, 3), B(0, 2,-1) y C(2, 1, 0). Se pide:

a) (1.25 puntos) Comprobar que forman un tridangulo T y hallar una ecuacion del plano que los
contiene.

b) (0.75 puntos) Calcular el corte de la recta que pasa por los puntos Ay B con el plano z = 1.

¢) (0.5 puntos) Determinar el perimetro del triangulo T.

Solucion: a) Los vectores AB y AC no indican la misma direccion. 7 : y+z-1=0.
b) p[%,o,lj c) Perimetro =+/33++/19 +/6 =12.55 unidades.

12. Madrid Ordinaria 2023. B.3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

x-1_y_z+1

Dada larecta r = 5 elplano 7:x—z=2 yelpunto A(1, 1, 1), se pide:

a) (0.75 puntos) Estudiar la posicion relativa de r y 'y calcular su interseccion, si existe.
b) (0.75 puntos) Calcular la proyeccién ortogonal del punto A sobre el plano .
¢) (1 punto) Calcular el punto simétrico del punto A con respecto a larecta r.

Solucién: a) Plano y recta son secantes y se cortan en el punto p(1,0,-1). b) A(2,1,0)

C) A= (__1 s __SJ

3'3'3

13. Madrid Extraordinaria 2022. A.3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Sean el plano 7=z =x y los puntos A(0,—1, 0) y B(0, 1, 0) pertenecientes al plano =.

a) (1.25 puntos) Si los puntos A y B son Vértices contiguos de un cuadrado con vértices {A, B,
C, D} que se encuentra en el plano &, encuentre los posibles puntos C y D.
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b) (1.25 puntos) Si los puntos A 'y B son vértices opuestos de un cuadrado que se encuentra en el
plano =, determine los otros dos vértices del mismo.

Solucion: a) Hay dos soluciones posibles: c(ﬁ 1 JE) y D(JE -1, JE) 0

C(—~21~2)y D(~2,-1~2) b) c( V2 q [i 0£J

2

14. Madrid Extraordinaria 2022. B.3. Calificaciébn méaxima: 2.5 puntos.

X=2-2t
X+y+2=0
Sean las rectas r = ys={y=5+2t, teR.
y—-2z+1=0 St

a) (1.5 puntos) Estudie la posicién relativa de las rectas dadas y calcule la distancia entre ellas.

b) (0.5 puntos) Determine una ecuacién del plano = que contiene a las rectas r y s.

c) (0.5 puntos) Sean P y Q los puntos de las rectas r y s, respectivamente, que estan contenidos
en el plano de ecuacion z = 0. Calcular una ecuacién de la recta que pasa por los puntos P y

Q.
X=2+31
Solucion: a) Son paralelas. d(r s) J41=6.4u. b) 7=2x-y+6z+1=0 ¢)_ y=5+61, 1cR

z=0

15. Madrid Ordinaria 2022. A.3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Con un dispositivo laser situado en el punto P (1, 1, 1) se ha podido seguir la trayectoria de una

2x—-y =10

X—2=-90

a) (0.5 puntos) Calcule un vector director de r y la posicion de la particula cuando su trayectoria
incide con el plano z = 0.

b) (1.25 puntos) Calcule la posicién mas proxima de la particula al dispositivo laser.

¢) (0.75 puntos) Determine el angulo entre el plano de ecuacion x+y=2y larectar.

Solucion: a) v, =(L2,1); Q(-90, -190,0)  b) P'(-11,-32,79) c) 60°

particula que se desplaza sobre la recta de ecuaciones r z{

16. Madrid Ordinaria 2022. B.3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

X=1+4
Seanelplano z7=x+y+z=1,larectar,={y=1-4,4R yel punto P(0, 1, 0).
z=-1
a) (0.5 puntos) Verifique que la recta ry esté contenida en el plano = y que el punto P pertenece al

mismo plano.

b) (0.75 puntos) Halle una ecuacion de la recta contenida en el plano © que pase por P y sea
perpendicular a r1.

c) (1.25 puntos) Calcule una ecuacion de la recta, r2, que pase por Py sea paralela a r1. Halle el
area de un cuadrado gue tenga dos de sus lados sobre las rectas ry y r».

x y-1 z X=4 3
Solucion: a) Cierto b) S:I =T=_2 €) r,=]y=1-4- El area del cuadrado es Euz
z=0

17. Madrid Extraordinaria 2021. A.3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Dado el punto A(lO,—l), larecta r=x-1= y+1=2;22 yelplano z=x+y-z=6, se pide:
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a) (0.75 puntos) Hallar el angulo que forman el plano 1t y el plano perpendicular a la recta r que
pasa por el punto A.

b) (0.75 puntos) Determinar la distancia entre la recta r y el plano .

¢) (1 punto) Calcular una ecuacion de la recta que pasa por A, forma un dngulo recto con la recta
r y no corta al plano .

Solucion: a) (7,7)=90° b) d(r,z)=—u € s=X-1_Y _2+1

3 3 -3 0

18. Madrid Extraordinaria 2021. B.3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Dadas las rectas

; x—2=y+1=z+4, SE{X+z:2 |

1 1 -3 —-2X+y-2z=1
a) (1.5 puntos) Escriba una ecuacion de la recta perpendicular cominaryas.
b) (1 punto) Calcule la distancia entre r y s.

Solucién: a) t5{7x_4y”_14:0 b) d(r,s)zﬁu

X—y+z+3=0 J6

19. Madrid Ordinaria 2021. A.3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
—X—y+2=0 .
Sea larecta r= yelplanoz=2x+y—-z+3=0. Se pide:
2X+3y—z+1=0
a) (0.75 puntos) Calcular el &ngulo que formanr y m.
b) (1 punto) Hallar el simétrico del punto de interseccion de la recta r y el plano T con respecto
alplano z—y=0.
¢) (0.75 puntos) Determinar la proyeccion ortogonal de la recta r sobre el plano .

y+z+1=0

Solucion: a) El a&ngulo que forman recta y plano es de 19.5° b) P':(—S, —2,1) C) r'z{
2X+y—-2z+3=0

20. Madrid Ordinaria 2021. B.3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Sean los planos 7, =x+y=1y 7, =x+z=1.

a) (1.5 puntos) Halle los planos paralelos al plano 7, tales que su distancia al origen de
coordenadas sea 2.

b) (0.5 puntos) Halle la recta que pasa por el punto (0, 2, 0) y es perpendicular al plano 7,.

c) (0.5 puntos) Halle la distancia entre los puntos de interseccion del plano 7z, con los ejes x e y.

Solucioén: a) 7z3zx+y=2\/§ y 7r4zx+y=—2\/§ b) rzgzyT_zzi C) d(A,B)zﬁu

21. Madrid Extraordinaria 2020. A.3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Dados el punto P(3, 3,0) y larecta r = X;lz = % = ZTH , Se pide:

a) (0.75 puntos) Escribir la ecuacion del plano que contiene al punto Py a larectar.
b) (1 punto) Calcular el punto simétrico de P respecto de r.

¢) (0.75 puntos) Hallar dos puntos A y B de r tales que el triingulo ABP sea rectangulo, tenga

. 3 .
area — Yy el angulo recto en A.

J2

Solucion: @) z =x+y-4z-6=0b) P(-1,-1,-2) ) A(L1-1) Y B(2,0,-1); A(LL-1) Y B(0,2,-1)

\ 22. Madrid Extraordinaria 2020. B.3. Calificacidon méxima: 2.5 puntos.
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Del paralelogramo ABCD, se conocen los vértices consecutivos A(1, 0, -1), B(2, 1, 0) y
C(4,3,-2). Se pide:
a) (1 punto) Calcular una ecuacion de la recta que pasa por el punto medio del segmento AC y es

perpendicular a los segmentos AC y BC.
b) (1 punto) Hallar las coordenadas del vértice D y el area del paralelogramo resultante.

¢) (0.5 puntos) Calcular el coseno del angulo que forman los vectores AB yﬁ :

5

X=—-=1
2
Solucion: a) 3 b) D=(3,2-3); Area=y/32=5,66U C) cos(AB, AC)=——— 0,66
r= y:E+/1 ( ) ( ) \/§\/E
3
7=——
2

23. Madrid Ordinaria 2020. A.3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

X=-1+24
X—y=2
Dadas las rectas r = ,S=y=—4-1
3x-z=-1 I

se pide:

a) (1 punto) Calcular la posicion relativa de las rectas r y s.

b) (0.5 puntos) Hallar la ecuacion del plano perpendicular a la recta r y que pasa por el punto
P(2,-1,5).

¢) (1 punto) Encontrar la ecuacion del plano paralelo a la recta r que contiene a la recta s.

Solucion: a) Secruzan b) 7=x+y+32-16=0 C) z#’=-4x-5y+32-24=0

24. Madrid Ordinaria 2020. B.3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Dados los puntos P(-3, 1, 2) y Q(-1, 0, 1) y el plano m de ecuacién x+2y—3z =4, se pide:
a) (1 punto) Hallar la proyeccion de Q sobre .

b) (0.5 puntos) Escribir la ecuacion del plano paralelo a # que pasa por el punto P.

¢) (1 punto) Escribir la ecuacién del plano perpendicular a t que contiene a los puntos P y Q.

Solucion: a) Q'(__SE,__SJ b) x+2y—-3z2=-7C) ©’'=x+y+2=0
T 7 7

25. Madrid Julio 2019. Opcion A. Ejercicio 3 : Calificacion méaxima: 2.5 puntos.

Dados los puntos A(1, 1, 1), B(1, 3,-3) y C(-3,-1, 1), se pide:

a) (1 punto) Determinar la ecuacion del plano que contiene a los tres puntos.

b) (0.5 puntos) Obtener un punto D (distinto de A, B y C) tal que los vectores AB, AC, AD sean
linealmente dependientes.

¢) (1 punto) Encontrar un punto P del eje OX, de modo que el volumen del tetraedro de vértices
A, B, CyPseaigual al.

Solucion: a) —x+2y+z—2=0 b) Cualquier punto del plano anterior. c) p(_E‘,oloj yP (—30,0]
4 4

26. Madrid Julio 2019. Opcidn B. Ejercicio 3 : Calificacion maxima: 2.5 puntos.
X+y-z=0

Dados el plano, 7 =2x+3y—-z=4 ,ylasrectas r z{ Y
X+y+z=2

s=(xY,2)=(123)+4(10,1) , con e R, se pide:

a) (1 punto) Calcular el punto simétrico de P(1, 2, 3) respecto de Tr.
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b) (1 punto) Hallar la ecuacion de la recta perpendicular al plano T, que pasa por el punto
interseccion de las rectas ry s.
¢) (0.5 puntos) Calcular el &ngulo que forman entre si las rectasr y s.

x=-1+21

Solucién: @) p- [5 11 22] b) c) 60°
o2 P t=y=2:32
z=1-1

27. Madrid Junio 2019 Opcion A. Ejercicio 3: Calificacién maxima: 2.5 puntos.
x-1 _y-3 3

Dadas larecta r = =z Yy larecta s que pasa por el punto (2;-5; 1) y tiene direccion

(-1,0;-1), se pide:

a) (1 punto) Estudiar la posicidn relativa de las dos rectas.

b) (1 punto) Calcular un plano que sea paralelo a r y contenga a s.

c) (0.5 puntos) Calcular un plano perpendicular a la recta r y que pase por el origen de
coordenadas.

Solucion: a) Las rectas se cruzan b) 7 =2x+y-2z-5=0 C) z=2x-2y+z=0

28. Madrid Junio 2019. Opcidn B. Ejercicio 3 : Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Dados el punto A(2; 1;0) yel plano 7 =2x+ 3y+ 4z= 36 , se pide:

a) (0.75 puntos) Determinar la distancia del punto A al plano .

b) (1 punto) Hallar las coordenadas del punto del plano m mas proximo al punto A.
¢) (0.75 puntos) Hallar el punto simétrico de A respecto al plano .

Solucion: a) d (A; 7)=+/29 u b) B(4,4,4) c) A=(6,7,8)

29. Madrid Julio 2018. A.3. Se consideran los vectores u =(-1,2,3); u=(2,0,~1)y el punto
A(—4,4,7). Se pide:

a) (1 pto) Determinar un vector Wl que sea ortogonal a u y vV, unitario y con tercera coordenada
negativa.

b) (0.75 ptos) Hallar un vector no nulo quue sea combinacion lineal de u y v y ortogonal av.

¢) (0.75 ptos) Determinar los vértices del paralelogramo cuyos lados tienen las direcciones de los
vectores U y v y una de sus diagonales es el segmento OA.

Solucioén: a) [3:/2_ 33_ 3\/_j b) w, =(1,2,2) ¢) C(2,4,6) y D(-2,0,1)

30. Madrid Julio 2018. B.3. Dados el punto P(0; —1; 1) y la recta r, que pasa por el punto
Q(L 0; 1) y tiene como vector director v=(0,1,2), se pide:
a) (0.5 puntos) Hallar la ecuacién implicita del plano que contiene a r y pasa por P.

b) (0.5 puntos) Encontrar el punto S contenido en r tal que el vector SP sea perpendicular a la
rectar.
¢) (1.5 punto) Hallar el area del tridangulo cuyos vértices son el punto P y dos puntos Ty; T,

contenidos en la recta r, que estan a distancia \/_ de P.

Solucién: a)2x—2y+z—-3=0 b) 3(1_ _) ¢) Area=1,51 u?
55

31. Madrid Junio 2018. Opcidn A. Ejercicio 3: Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Dados los planos 7z, =4x+6y-122+1=0, 7, =—2Xx—-3y+62-5=0, se pide:
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a) (1 punto) Calcular el volumen de un cubo que tenga dos de sus caras en dichos planos.
b) (1.5 puntos) Para el cuadrado de vértices consecutivos ABCD, con A(2, 1, 3) y B(1, 2, 3),

calcular los vértices C y D, sabiendo que C pertenece a los planos 7, y 7,=X-y+z=2.

Solucién: a) Volumen del cubo es %Lﬁ b) C(2,3,3) y D(3,2,3)

32. Madrid Junio 2018. Opcidn B. Ejercicio 3: Calificacion maxima: 2.5 puntos.

2X+y=2 - _
Dados el punto P(1, 1, 1) y las rectas r = Y , S X=2 = y+1= z-1
5x+2=6 -1 1 1/3
a) (1 punto) Hallar la distancia del punto P a larectar.
b) (1 punto) Estudiar la posicién relativa de las rectas r y s.

¢) (0.5 puntos) Hallar el plano perpendicular a la recta s y que pasa por el punto P.

se pide:

Solucioén: a) d(p,r):\/gzqggu b) Las rectas se cruzanc) 7 =-3x+3y+2z-1=0

33. Madrid Septiembre 2017. Opcién A. Ejercicio 2: Calificacibn maxima: 3 puntos.

6Xx—y—z=1, 3x-5y—-2z=3
Dadas las rectas r, = r,=

2x—y+z=1 3X+y+4z=3
a) (1 punto) Estudiar la posicion relativa de r1 y r».
b) (1 punto) Calcular la distancia entre las dos rectas.

c) (1 punto) Hallar la ecuacién del plano que contiene a r1 y el punto P(1, 2, 3).

" se pide:

Solucién: a) Se cruzan. b) Distancia(rlyrz)=§u C) 1=6Xx—y—-2-1=0

34. Madrid Septiembre 2017. Opcidn B. Ejercicio 3: Calificacion maxima: 2 puntos.

Sea r la recta que pasa por los puntos P,(3,2,0) y P,(7,0,2), se pide:

a) (1 punto) Hallar la distancia del punto Q(3,5,-3) a larectarr.
b) (1 punto) Hallar el punto de corte de la recta r con el plano perpendicular a r que pasa por el

punto Q.

Solucion: a) Distancia(Q,r)=+12u  b) Q(1,3,-1)

35. Madrid Septiembre 2017. Opcién B. Ejercicio 4: Calificacion maxima: 2 puntos.

Se considera el triangulo cuyos Vértices son los puntos A(1,3,-1), B(3,1,0) y C(2,5,1) y se pide:
a) (1 punto) Determinar razonadamente si el tridngulo es equilatero, isdsceles o escaleno.
b) (1 punto) Obtener las medidas de sus tres angulos.

Solucion: a) Tiene dos lados iguales b = c y el tercero desigual, por lo que es un triangulo isosceles
b) Los angulos son de 90°, 45°y 45°

36. Madrid Junio 2017. Opcion A. Ejercicio 2: Calificacion maxima: 3 puntos.
Dados los puntos P(1,-2,1),Q(—4,0,1), R(-3,1,2), S(0,-3,0), se pide:

a) (1 punto) Hallar la ecuacién del plano que contienea P, Q y R.

b) (1 punto) Estudiar la posicién relativa de la recta r, que pasa por los puntos Py Q, y la recta s,
que pasa por Ry S.

c) (1 punto) Hallar el area del triangulo formado por los puntos P, Q y R.

Solucion: a) 7 =2xX+5y—7z+15=0 b) Las rectas se cortan c) Area triangulo PQR :@ =4,410?
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37. Madrid Junio 2017. Opcidn B. Ejercicio 3: Calificacion maxima: 2 puntos.
a) (1 punto) Determine la distancia entre las rectas

HEX=y=Z y r2

X+y-1=0
{x—z+1:0
b) (1 punto) Obtenga el punto de corte de larecta s=x=2-y=z-1 con el plano perpendicular
a s, que pasa por el origen.

J2

Solucion: a) d(rl,rz)=7=0,707u b) (%%%)
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Murcia

1. Murcia Extraordinaria 2025. 3A) a) [1,25] Determine el valor de a y b para que el plano
72X+ Yy+az=b contenga a la recta

. X+y+z=1
|-x-2y+z=0
b) [1,25] ¢Para qué valores de a y b corta a n? Halle el punto de corte en el caso a=0y b=7.

Solucién: a) a=4y b=3 b)Para a=0 y b =7 la recta corta al plano en el punto P(5, -3, —1).

2. Murcia Extraordinaria 2025. 3B) Un helicéptero situado en el punto P(1,2,1) quiere

aterrizar enel plano 7:x+y+3z=0.

a) [1] Calcule la ecuacion en forma continua de la recta de la trayectoria que lo lleve al punto
mMAs cercano a .

b) [0,75] Halle dicho punto.

c) [0,75] Calcule la distancia que debe recorrer.

Solucién: a) o x=t_y-2_z-1 b) P’ EE;? )£~18un|dades
1 1 3 11 11 11

3. Murcia Ordinaria 2025. 3A) Considere las rectas

x=1 X=7+3u
r.sy=5+4 vy S:iy=-5+u
=21 z=7

a) [0,5] Compruebe que se cruzan.
b) [1,5] Halle la ecuacién de la recta perpendicular a ambas.
c) [0,5] Calcule la distancia entre r y s.

6x+y—-z-11=0

. ©) 3v19 unidades
3x—0y—102+4=0"" Vis

Solucion: a) www.ebaumatematicas.com b) t:{

4. Murcia Ordinaria 2025. 3B) Considere los planos 7z, :Xx—y+z=0y 7, : X+y—-2=2
a) [1] Calcule la ecuacion paramétrica de la recta en la que se cortan 7z, y 7,.

b) [0,75] Halle la ecuacion de la recta que pasa por P(l, 2,3) ynocortania z, nia z,.
c) [0,75] Calcule la proyeccion ortogonal de P en 7,

187
Solucién: a) r:sy=1+4; AeR b) s: y=2+a;aeR.c)P[§g§j
z2=41 =3+«

5. Murcia Extraordinaria 2024. 5: Considere los planos x—y+z=0 y x+y—-z=2 y los
puntos P(1,2,3) y Q(11,3).

a) [0,75] Compruebe que ambos planos se cortan en una recta r y calcule la ecuacion continua de
dicha recta.
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b) [1] Compruebe que el punto P no esta en ninguno de los dos planos y calcule la ecuacion de la
recta que pasa por Py no corta a ninguno de los dos planos.
c) [0,75] Determine el punto de la recta r que equidista de P y de Q.

=1
. x—1 y-1 X 31
Solucion:a) r:—=——= b) «-Jy_— . o) R|L=,=
) 0 ) s: y=2+1;1€R ) ( 5 2)
z2=3+41

6. Murcia Extraordinaria 2024. 6: Considere los planos x+y+z=-3y x+y-z=3 yla

recta r:X—_1=y—+1=E
2 1 3
a) [0,75] Compruebe que ambos planos se cortan y calcule el angulo que forman.

b) [0,75] Estudie la posicion relativa de la recta r con el plano x+y—-z=3.
c) [1] Determine los puntos de la recta r que equidistan de ambos planos.

Solucién: a) El angulo que forman los dos planos es de aproximadamente 70.53°. b) Recta y plano son
paralelos. ¢) P,(1,—-10) y A (-1-2,-3).

7. Murcia Ordinaria 2024. 5: Considere el plano m de ecuacion x+y+z=-1y larecta r dada

X y-1 z
por —=-"—=—,
1 -1 O
a) [1] Compruebe que el plano Tty la recta r son paralelos.
b) [0,5] Calcule la distancia de la recta r al plano .
c) [1] Calcule la ecuacién general (o implicita) del plano que contiene a la recta r y es

perpendicular al plano .

Solucién: a) www.ebaumatematicas.com . b) La distancia es de — unidades ¢) 7 :x+y—-2z=1.

N

8. Murcia Ordinaria 2024. 6: Considere las siguientes rectas:

X+2y=13 y+2z=4
r: ys: .
z=2 —X+y=3

a) [1] Compruebe que ambas rectas se cruzan en el espacio.

b) [0.5] Compruebe que el punto P(0,3,0) no esta en ninguna de las dos rectas.

c) [1] Calcule la ecuacion del plano (en cualquiera de sus formas) que contiene al punto P y es
paralelo a ambas rectas
Solucion: a) www.ebaumatematicas.com . b) www.ebaumatematicas.com ¢) 7:X+2y+6z—-6=0.

9. Murcia Extraordinaria 2023. 5: Los puntos A=(6,-4,4) y B =(12,-1,1) son dos vértices

de un tridngulo. El tercer vértice C es la proyeccion ortogonal del vértice A sobre la recta
[x=2y=5
' {x +22=5

a) [1,5 p.] Calcule las coordenadas del vértice C.

b) [0,5 p.] Determine si el tridngulo ABC tiene un angulo recto en el vértice A.

c) [0,5 p.] Calcule el area del triangulo ABC.

Solucién: a) C(3,-1,1) b) Se cumple. ¢) Area ABC :¥:19.09 u?
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10. Murcia Extraordinaria 2023. 6: Considere el plano 1 de ecuacion z:2x+ay—-2z=-4y
la recta r dada por
. x+1: y+1: 2—5.
2 1 -2
a) [1,25 p.] Estudie la posicion relativa del plano mt y de la recta r en funcién del parametro a.

Se sabe que cuando a = 1 la recta r corta al plano m. Para ese valor de a:

b) [0,75 p.] Calcule el punto de corte de la recta r y el plano = .
c) [0,5 p.] Calcule el angulo que forman.

Solucién: a) Si a=-8 la recta esta contenida en el plano y si a# -8 rectay plano son secantes,
coinciden en un punto b) El punto de corte de recta y plano es el punto A(Z, 0, 3).
c) Recta y plano forman un &ngulo de 90°

11. Murcia Ordinaria 2023. 5: Considere las siguientes rectas:
_{X—2y=5 ys:X=8_y+3_z-3

y+z=0 2 1 -1
a) [1 p.] Compruebe que ambas rectas son paralelas.

b) [1 p.] Compruebe que el punto P=(7,1,—1) estd en la recta r y calcule su proyeccion

ortogonal sobre la recta s.
c) [0,5 p.] Calcule la distancia entre ambas rectas.

Solucion: a) Las rectas son paralelas. b) El punto P pertenece a la rectarr. P'(lO,—2, 2)
c) d(r,s)=d(P,P)=3y3=5.196u

12. Murcia Ordinaria 2023. 6: Considere el plano 1 de ecuacion 7 :3x—y—2z=5 y larectar

dada por
pX-a_ y-3+a_z
1 1 1

a) [1,25 p.] Estudie la posicion relativa del plano m y de la recta r en funcidn del parametro a.

Se sabe que cuando a = 0 la recta r es paralela al plano . Para ese valor de a:

b) [0,75 p.] Calcule la distancia de la recta r al plano 7= .
c) [0,5 p.] Calcule la ecuacion general (o implicita) del plano que contiene a la recta r y es
paralelo al plano 7.

Solucidn: a) Si a=2 la recta esta contenida en el plano. Si a2 la recta es paralela al plano.

b) d(r,ﬂ):i:2.138u C) 7:3x—y—-2z+3=0.

14

13. Murcia Extraordinaria 2022. 5: Considere el plano m de ecuaciéon 7z:x+y+z=1yla
recta r dada por
Xx—y=0
r: y
{ax -z=a-1

a) [1,5 p.] Estudie la posicién relativa del plano 1t y de la recta r en funcion del parametro a.
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b) [1 p.] Sia=-1 larectar cortaal plano . Calcule en ese caso el punto de corte y el &ngulo
que forma la recta r con el plano .

Solucién: a) Si a=-2 rectay plano son paralelos. Si a = —2 recta y plano son secantes.
b) A(-1, -1, 3) El &ngulo entre recta y plano es 19.48°

14. Murcia Extraordinaria 2022. 6: Considere las rectar y s dadas por
x-1 vy z X+2z=1
r—=== S:
-1 1 1 y=0
a) [1,5 p.] Compruebe que las rectas son coplanarias (es decir, estan contenidas en un mismo

plano) y calcule la ecuacion del plano que las contiene.
b) [1 p.] Calcule la distancia de la recta r al plano 7z :x—y+2z=3.

Solucién: a) [I\TS@]:O mix—y+2z=1 b) d(r,7)=-2u

N3

15. Murcia Ordinaria 2022. 5: Considere las siguientes rectas:

X+2 y-3 z |x=z=0
rr—=="—=— Yy s: :
-1 1 0 y=1
a) [1,5 p.] Estudie la posicidn relativa de ambas rectas.
b) [1 p.] En caso de que las rectas se corten, calcule la ecuacion del plano que las contiene y el
angulo que forman ambas rectas. En caso de que las rectas se crucen, calcule la perpendicular

comuUn a ambas rectas.

Solucion: a) Las rectas se cortan (estan en un mismo plano) b) 7:x+y—-z—-1=0. Las rectas forman
un angulo de 60°

16. Murcia Ordinaria 2022. 6: Considere los puntos A=(1,-1, 2)y B=(3, 5, 2).

a) [1,5 p.] Determine la ecuacién del plano 7 perpendicular al segmento AB y que pasa por el
punto medio de dicho segmento.
b) [1 p.] Calcule la distancia del punto A al plano 7z .

Solucién: a) 7:x+3y—8=0 h) d(A,n)le_Ou

17. Murcia Extraordinaria 2021. 5: Considere las rectas de ecuaciones
_ _ X—-2y=-1
r: X_l = X = Z_l y S: y .
1 1 -1 y+z=1

a) [0,75 p.] Compruebe que las rectas se cortan en un punto y calcule su punto de corte.
b) [1 p.] Determine el angulo que forman las dos rectas.
c) [0,75 p.] Calcule la ecuacion del plano que contiene a las dos rectas.

Solucion: a) El punto de corte de las rectas es C(3,2,-1) b) 19°.¢c) z=y+2-1=0

18. Murcia Extraordinaria 2021. 6: Los puntos A= (2,0,0) y B :(—1,12,4)son dos vértices

de un tridngulo. El tercer vértice C se encuentra en la recta r dada por
_ {4x +32=33

Ty =0
a) [1,5 p.] Calcule las coordenadas del tercer vértice C sabiendo que la recta r es perpendicular a
la recta que pasa por Ay C.

b) [1 p.] Determine si el triingulo ABC tiene un &ngulo recto en A'y calcule su area.
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Soluci6n: a) El punto C tiene coordenadas C (6,0,3) b) Area=325u’

19. Murcia Ordinaria 2021. 5: Considere los planos de ecuaciones

i X=y+z=0 'y 7miX+y-z=2.

a) [1 p.] Compruebe que los planos se cortan y calcule la ecuacion de la recta r determinada por
la interseccion de ambos planos.

b) [1,5 p.] Compruebe que el punto A = (3, 2, 1) no esta en 1 ni en 2y calcule la ecuacion del
plano T3 que contiene a la recta r y pasa por el punto A.

x=1
Solucién: @) . )y _1,¢ b) 7;1y-2-1=0

z=t

20. Murcia Ordinaria 2021. 6: En este ejercicio las cuestiones a) y b) son totalmente
independientes.
Considere los puntosA=(a, 4,3),B=(0,0,5)yC=(0, 3,-1).

a) [1 p.] Calcule los valores de a para los cuales el triangulo ABC tiene un angulo recto en el
vertice A.
b) [1,5p.] Tomando el valor de a = 3, determine la ecuacion del plano que pasa por los puntos

X—-y+z=0
Ay B yes paralelo a la recta dada por T :
2X+y=3

Solucién: a) a=+2 b) 7:-16x+7y-10z+50=0

21. Murcia Extraordinaria 2020. 5: Considere los puntos P=(5,6,1) y Q(-3,-2,5), y la

recta
y-1 z+1
1 4

a) [1,5 p.] Determine el punto R de la recta r para el cual el area del triangulo PQR es 182

unidades cuadradas.
Observacion: hay dos puntos R que son solucion del apartado a); basta con encontrar uno de
ellos.
b) [1 p.] Calcule la ecuacién de la recta que pasa por los puntos Py Q y compruebe que dicha
recta corta perpendicularmente a la recta r.

X
r==
1

Y6421 Las dos rectas se cortan en el punto A(1,2,3) y el

Solucién: a) R (0,1,-1)y R,(2,3,7) b) S'{X:5+Zt
z=1-t

producto escalar de sus vectores directores es cero: V, -V, =0

22. Murcia Extraordinaria 2020. 6: Considere las rectas r y s dadas por las siguientes
ecuaciones:

[5x+3y =19 s_x—l_y
"ly-5z=3 o1
a) [1,25 p.] Estudie la posicion relativa de ambas rectas.

b) [1,25 p.] En caso de que las rectas se corten, calcule el punto de corte y el &ngulo que forman.
En caso de que las rectas se crucen, determine el plano que contiene a la recta r y es paralelo a
la recta s.

-5
0

Solucion: a) Las rectas se cruzan. b) 7:—Xx—y+2z+5=0
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23. Murcia Ordinaria 2020. 5: Se llama mediana de un triangulo a cada una de las rectas que

pasan por un vértice del tridngulo y por el punto medio del lado opuesto a dicho vértice. .

a) [1,5 p.] Calcule las ecuaciones de las tres medianas del tridngulo de vértices
A(-1,2,3),B(3,-4,1)yC(L-4,5).

b) [1 p.] Compruebe que las tres medianas se cortan en un punto y calcule las coordenadas de
dicho punto.

4+ p Sty=—4+t
z=3 z=1+p z=5-t
b) Las tres medianas se cortan en el punto M (1,-2,3).

» Xx=-1+a x=3-4 x=1
Solucion: a) Por A 9r:y:2_2a Por B 9S:y: PorC 2

24. Murcia Ordinaria 2020. 6: Considere la recta r y el plano 1 dados por las siguientes
ecuaciones:

. x+1: y—2 _ z-1

2 1 0
a) [1 p.] Estudie la posicion relativa de la recta y el plano.
b) [0,5p.] En caso de que la recta corte al plano, calcule el punto de corte y el &ngulo que
forman. En caso contrario, calcule la distancia entre la recta y el plano.

c) [1 p.] Determine el plano que contiene a la recta r y es perpendicular al plano = .

TiX—2y—72=4

Solucién: a) Recta y el plano son paralelos b) d (r, 7z) =4.08u c) r'=-x+2y-52=0

25. Murcia Septiembre 2019. A.3: Considere larecta r: x_+11 = yT+3 =§ y el plano
TiXx—2y—z=-1.

a) [1 p.] Estudie la posicion relativa de la recta r y el plano .

b) [1,5 p.] En el caso de que la recta corte al plano, calcule el punto de corte y el &ngulo que

forman. En caso de que la recta no corte al plano, calcule la distancia entre ambos.

Solucion: a) Recta y plano se cortan perpendicularmente. b) El punto de corte es P(—2, —1,1). El &ngulo

gue forman recta y plano es de 90°.

26. Murcia Septiembre 2019. B.3: Los puntos A=(0,—1,1) y B =(1,1,1) son dos de los

vertices de un tridngulo. El tercer vértice C esta contenido en la recta r que pasa por el punto By
es perpendicular al plano 7:2x—y+z=1

a) [1 p.] Calcule la ecuacién de la recta r que pasa por el punto B y es perpendicular al plano .

b) [1,5p.] Calcule las coordenadas del vértice C sabiendo que el &rea del tridngulo es 3\/%.

Xx=1+2t
Solucion: a) . y=1-t b) El punto C puede tener las coordenadas C(13, -5, 7) o bien C(-11, 7, -5).

z=1+t

27. Murecia junio 2019. A.3: Los puntos A=(3,0,0), B=(0,3,0) y C=(0,0,3) son tres de los
vértices de un tetraedro. El cuarto vértice D esta contenido en la recta r que pasa por el punto
P= (1,1,1) y es perpendicular al plano m que contiene a los puntos A, By C.

a) [0,5 p.] Calcule la ecuacion del plano  que contiene a los puntos A, By C.
b) [0,5 p.] Calcule la ecuacion de la recta r que pasa por el punto P = (1,1,1) y es perpendicular

al plano .
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\ c) [1,5 p.] Calcule las coordenadas del vértice D sabiendo que el volumen del tetraedro es 18.

x=1+t
roy=1+t ¢) D(5,5,5)0 D(-3,-3,-3)

z=1+t

Solucion: @) 7:x+y+z-3=0 b)

28. Murcia junio 2019. B.3: Considere las siguientes rectas:

r_x—5=y—6=z+1 S'X—_1=X=Z—+1
1 1 1 11 4

a) [1 p.] Estudie la posicion relativa de ambas rectas.

b) [1,5 p.] En caso de que las rectas se corten, calcule el plano que las contiene y el &ngulo que
forman ambas rectas. En caso de que las rectas se crucen, calcule la perpendicular comdn a
ambas rectas.

RV — x=35-t
Solucioén: a) Las rectas se cruzan. b) t: X-y+2z+13 0}

0 en paramétricas . . , _
X+Yy+2z+1=0 tiy=25+t
z=-3,5

29. Murcia Septiembre 2018. CUESTION A 4:
Considere las rectas r y s dadas por las siguientes ecuaciones:

|2x-y+3z=3 ‘. x-5 'y 1
X+3y+5z=1 A R

a) [1,25 p.] Compruebe que ambas rectas son paralelas.

b) [1,25 p.] Determine la ecuacion (en cualquiera de sus formas) del plano que contiene a ambas

rectas.

Solucion: a) El vector director de las rectas son proporcionales y el punto P, (5,0,0) que pertenece a la

X=5+21—g§a

recta s no pertenece a larectar. b) 1
y:0+i—7a

z=0-4

30. Murcia Septiembre 2018. CUESTION B.4:
Considere los puntos P=(1, 1, 3) y Q=(1, 5, 0)y la recta r dada por la ecuacion:

. 2X—y—-22=-3
|-x+y =4
a) [0,5 p.] Compruebe que el punto P no esté en la recta r y que el punto Q si lo esta.
b) [1,25 p.] Determine el punto R de la recta r tal que el tridngulo PQR sea un triangulo

rectangulo en P (es decir, con angulo recto en el vértice P).
c) [0,75 p.] Calcule el area de dicho triangulo PQR.

Solucion: a) Muy sencillo b) R=(-9,-5,-5) ¢) Area =252 u?

31. Murcia junio 2018. CUESTION A.4:
Considere el plano m dado por la ecuacion 3x—2y+z=3 .

a) [1,25 p.] Estudie la posicion relativa del plano T y de la recta r dada por
. X+3y+3z=0
ly+2z=1
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b) [1,25 p.] En caso de que la recta r sea paralela al plano, calcule la distancia entre ambos. En
caso de que la recta r corte al plano, calcule el punto de corte y el &angulo de corte entre
ambos.

Solucién: a) La recta es perpendicular al plano. b) Forman 90° ya que son iguales el vector normal del
plano y el director de la recta. El punto de corte es A(0, -1, 1)

32. Murcia junio 2018. CUESTION B.4:
Considere el punto P = (0, 1, 2) y la recta r dada por la ecuacion:

. 2Xx+y-z=-1
|x-y+z=3
a) [1,25 p.] Calcule la ecuacion (en cualquiera de sus formas) del plano que es perpendicular a la

recta r y pasa por el punto P.
b) [1,25 p.] Calcule la distancia del punto P al plano x+y+z=5.

Solucién: a) y+z-3=0 b) Distancia(P,Plano)=115u?

33. Murcia Septiembre 2017. CUESTION A.2: Considere la recta r que pasa por los puntos
A=(111) yB =(3,3,4)y larectas cuyo vector director es v=(-13,1) y pasa por el punto
C=(4,0,3).

a) [1 punto] Determine las ecuaciones continuas de las rectas r y s.
b) [1,5 puntos] Estudie la posicion relativade r y s.

Solucion: a) b) Las rectas se cortan.

x-1_y-1 z-1 y x-4 y-0 z-3
2 2 3 -1 3

34. Murcia Septiembre 2017. CUESTION B.2: Considere los puntos A = (1, 1, 1),
B=(1-1.0) yC=(0,-2,1).
a) [1,25 puntos] Calcule el area del triangulo ABC.

b) [1,25 puntos] Calcule la ecuacion de la recta (en cualquiera de sus formas) contenida en el
plano que forman A, B y C que, pasando por A, es perpendicular al lado BC.

p V14
Solucion: a) Area=~——u? ) .xz1_y-1_z-1
2 -1 5 4

35. Murcia junio 2017. CUESTION A.2: Considere el plano 7 que pasa por el punto P(1, 2, 3)
y tiene como vectores directores a u =(1,-1,0) y v =(1,0,2). Considere la recta r que pasa por
los puntos A(1,0,4) y B(3,2,2).

a) [0°75 puntos] Determine la ecuacion de .

b) [0,75 puntos] Determine la ecuacién de r.
¢) [1 punto] Estudie la posicion relativade m y r.

Solucién: a) z:—2x—2y+z+3=0 by Xx=1_y-0_2z-4 () Son secantes.
1 1 -1

36. Murcia junio 2017. CUESTION B.2: Los Vértices del triangulo ABC son A = (—a, 1, 1),
B=(2,-1,2) yC=(1,-2a,3).

a) [1,5 puntos] ¢Cuanto ha de valer a para el tridngulo sea rectangulo en B?

b) [1 punto] Calcula el &rea del tridngulo ABC para el caso a = 1.

V30 .

Solucion: a) a=1 b) Area triangulo ABC = U
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Navarra

1. Navarra Extraordinaria 2025. B1) Calcula la ecuacion continua de la recta t que corta
perpendicularmente a las rectas r y s, siendo: (2,5 puntos)
‘e X+y-2z-10=0 S_x—4_y+1_ z
" |x+z-3=0 a1 A

Solucion: t :X—_?’:X :Z—+1.
2 1 -1

2. Navarra Extraordinaria 2025. B2) Calcula la ecuacién del plano que equidista de los puntos
A(3,3,5) y B(1,—-11). Calcula la ecuacién de los planos que distan del plano anterior 6u.

(2.5 puntos)

Solucién: Los planos que equidistan 6 unidades del plano 7 son 7z, :x+2y+2z+8=0Yy
7T, X+2y+22-28=0.

3. Navarra Ordinaria 2025. B1) Calcula la ecuacion continua de la recta t que pasa por el
punto P(2, 0,—1) y corta a las siguientes rectas: (2,5 puntos)
. 2X+y-32-6=0 r=X+1—X—Z+2
~ |2x-3z-8=0 - 1 1
Solucion: t: X;z Y Z—+1
1 2 1

4. Navarra Ordinaria 2025. B2) Un cuadrado tiene dos vértices consecutivos A(1, 0,—1) y
B(1, 4, 2) y los otros dos vértices estan contenidos en la recta que pasa por el punto P(6,—4,—4).

(a) Calcula la ecuacion de dicha recta. (0,5 puntos)
(b) Calcula la ecuacion del plano perpendicular al segmento AB que pasa por A. (0,75 puntos)
(c) Calcula los otros dos vértices del cuadrado. (1,25 puntos)
X=06
Solucién: a) r:qy=-4+41.b) 7:4y+3z+3=0 c) D(6,0,-1) y C(6,4,2).
z=-4+31
5. Navarra Extraordinaria 2024. P3) Se consideran el plano 7 =2x+y—-z-5=0, larecta
X+2z2+3=0 . .
r= y los puntos A(3,2,-1) y B(1,1,-1). Sea C la interseccién entre la recta
-X—-y+z+4=0
y el plano.
a) Demuestra que los puntos A, B y C no estan alineados. (1.25 puntos)
b) Calcula el area del triangulo que conforman los tres puntos. (1,25 puntos)

Solucion: a) www.ebaumatematicas.com b) El area del triangulo ABC es - unidades cuadradas.
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6. Navarra Extraordinaria 2024. P4) El punto P(4,5,0) es el punto medio de un lado de un
2X+2y+2=0
2Xx—2-2=0
Calcula los dos vértices que determinan este segundo lado. (2,5 puntos)

cuadrado. El lado paralelo al anterior est& contenido en la recta de ecuacion r z{

Solucion: A(1,-1,0) y B(-1,3,-4).

7. Navarra Ordinaria 2024. P3) Los puntos A(4,-2,-3),B(2,-11) y C(0,—3,-1) son

vértices de un rombo.
a) Encuentra el cuarto vértice del rombo. (1.75 puntos)
b) Calcula el area del rombo. (0,75 puntos)

Solucion: @) D(—2,—2,3) b) El area del rombo es 6.6 =14.7 unidades cuadradas.

8. Navarra Ordinaria 2024. P4) Queremos construir un tetraedro de volumen 3 u®, siendo tres
de los vértices los puntos de corte del plano 7z :2x—y—2z—-2=0 con los ejes de coordenadas.

a) A qué distancia de  tiene que estar el cuarto vértice del tetraedro? (1,5 puntos)
b) Encuentra dos puntos que sirvan como cuarto vértice de tetraedros con la base dada y el
volumen sefialado. (1 punto)

Solucion: a)Esta a una distancia de 6 unidades del plano 7 que contiene la base b) D(0,0,3) y D’(0,6,0).

9. Navarra Extraordinaria 2023. P3) Halla la ecuacion continua de la recta que pasa por el
punto P(-3,-2,3) y que corta a las rectas r y s, siendo
(e X+y-z-1=0 y s= Xx-3 y+5 z+3
C|x—y+2z+1=0 | 2 1

(2.5 puntos)

Solucion: t =

X+3 y+2 7-3
1 1 -1

10. Navarra Extraordinaria 2023. P4) Halla el plano paralelo a r y s que se encuentra a 3u de
ry 6u de s siendo

(e 2X—-y+22+7=0 o x-1 y+3 z-5
|5x+2y+2z-2=0 2 0 -

(2,5 puntos)

Solucion: 7:—x+2y—-2z-1=0

11. Navarra Ordinaria 2023. P3) Calcula la ecuacion continua de la recta perpendicularary s
que corta a ambas, siendo

rE{x—y—z+2:0 ySEx—2=y+5=z—0
X—3y+3z-8=0 3 -4 -2 (2.5 puntos)
Solucién; t= X+t _y+1_z-2
0o 1 -2
12. Navarra Ordinaria 2023. P4) Sean P(1,5,-1) y larecta r = x-1_ yIZ = 224 .
a) Calcula el punto Q er tal que la distancia de P a Q sea minima. (1,25 puntos)
b) Halla los puntos Q1 y Q2 pertenecientes a r tales que d (P,Q,)=d(P,Q,)= 372 .(1,25 puntos)
Solucién: a) Q(3,3,-2) b) Los puntos buscados son Q,(1,2,—4) y Q,(5,4,0)
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13. Navarra Extraordinaria 2022. P3) Calcula la ecuacién general del plano T perpendicular
al plano a =2x—y—-z-1=0, sabiendo que contiene al punto P (-1, 2, 1) y que la interseccién

de ambos planos es paralela a la siguiente recta:
r_{x+ y—2z-3=0

y_7-3-0 (2.5 puntos)

Solucion: 7=y—-z-1=0

3X-y+z-6=0
X—y+3z-8=0
que son centro de una esfera de radio 3, tangente al plano 7 =2x+2y—-z—-7=0. (2.5 puntos)

14. Navarra Extraordinaria 2022. P4) Encuentra los puntos de la recta r z{

Solucién: Los dos puntos buscados son A(3, 7, 4) y B(1, -1, 2)

15. Navarra Ordinaria 2022. P3) Calcula la ecuacion continua de la recta que pasa por el
punto T = (1, -5, 3) y corta a las siguientes rectas:

—-X-y-2+3=0 _
= ’ y Szl:y"'zzz 2 (2.5puntos)
3x+z-10=0 ST T 1
Solucién:tzx_1=y+5=2—3
2 A

16. Navarra Ordinaria 2022. P4) Calcula la ecuacion continua de la recta que pasa por el
punto P =(1,2,-1), es paralela al plano 7 =2x—-y+2z=0 ycortaa la recta:

X—y+2z+2=0
r= (2.5 puntos)
3X-y-z-3=0
Solucion: s: x—1: y-2 = z+1
8 2

17. Navarra Extraordinaria 2021. P3) Encuentra la ecuacion continua de la recta que corta
perpendicularmente a las siguientes rectas:

r:{2y+z:0 Xx—6 y-6 z-2

S=

2.5 puntos
X+y=0 y -1 5 2 (25p )

Solucion: = X—=7_Y¥y-1_2
3

1 -1

18. Navarra Extraordinaria 2021. P4) Halla un plano que sea tangente a la esfera de radio 3 'y
centro (0,0,0), y que corte perpendicularmente a la recta

; Xx-3 y-4 z7+4

2 1 -2
Encuentra el punto de tangencia del plano con la esfera, y calcula la ecuacion continua de la
recta que pasa por ese punto y corta perpendicularmente a r. (2.5 puntos)

Solucién: Hay dos planos como solucion de esta situacion: z, =2x+y-2z+9=0y
X+2 y+1 z-2 y

7, =2X+Yy—2z-9=0. T(-2,-1,2) y T,(2,1,-2) y las rectas s, = — 5

s _x=2_y-1_ z+42
1 =2 0
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19. Navarra Ordinaria 2021. P3) Encuentra la ecuacion general del plano 7 que es paralelo a
las rectas

y S
X+6y—-z—-7=0 3 3 1

y equidista de ambas. (2.5 puntos)

r:{x+2y+z+3:0 X—3 y+2 z+2

Solucion: 7=x—-2y+3z+6=0

20. Navarra Ordinaria 2021. P4) Un lado de un paralelogramo esté sobre la recta
x-1 y+1 z-1
-2 -1
Calcula los otros dos vertices del paralelogramo sabiendo que su perimetro mide 16 u.

(2.5 puntos)

r

. Otro lado lo determinan los puntos A (-1,-2,3)yB (2, -2, -1) .

Solucién: Hay dos soluciones al problema: C =(4,-1,-3); D(1,-11) y C=(0,-31); D(-3,-3,5)

21. Navarra Extraordinaria 2020. P2) El plano m pasa por los puntos P, (2,0,5), P,(1,-2,2) y

P,(3,—1,2). Una esfera con centro en C(0,1,-3) toca al plano en un Gnico punto. Calcula el
radio de la esfera y el punto de interseccion. (2.5 puntos)

Solucién: Radio = 2+/6 y el punto tiene coordenadas P(2,-3-1)

22. Navarra Extraordinaria 2020. P6) Calcula la ecuacion continua de la recta t sabiendo que
corta perpendicularmente a las siguientes rectas:

X+2y+z-1=0
X+3z-7=0 2 1 0
Solucion: y= X _¥y-1_2+3
-1 2 -5

23. Navarra Ordinaria 2020. P2) Calcula la ecuacion continua de una recta r sabiendo que
corta a la recta
S_{C%x+y—z—7:0

, es paralela al plano de ecuacion 7 =2x-y+3z—-6=0 y pasa por el
X+y-5=0

punto P=(-1

31) . (2.5 puntos)
1

Solucion: ,_X*+1_y-3_z-1
2 1

24. Navarra Ordinaria 2020. P6) Los puntos A=(-1,2,1) y B=(2,5,1) son dos Vvértices de
un cuadrado. Halla los otros dos veértices sabiendo que estan en la recta de ecuacion

rzi=y;4= z+1 (2.5 puntos)

1 1 -4

Solucion: C(1, 3,3) yD(0, 4, -1)

25. Navarra Julio 2019. A2) Los puntos A = (2, -3, 2) y B = (0, 1, —2) determinan el lado
desigual de un triangulo isdsceles que tiene su tercer vértice en la recta de ecuacion

X;?’ = y—14 _Z _24 . Calcula este vértice sabiendo que el area del triangulo vale 18 u?

r

Solucién: C =(5,3,2)
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26. Navarra Julio 2019. B2) Calcula la ecuacion continua de la recta t sabiendo que pasa por el
punto P = (1,2, -1) y que corta a las siguientes rectas:

—X+y-z-1=0 - -
= y ySEX 3=y 1=Z+1 (3puntOS)
3y-2z+3=0 0 1 -1
Solucién: _Xx=1_y+2 _z+lg, _x-1_y+2 z+1
0 -5 -8 6 17 -26

27. Navarra Junio 2019. A2) Dadas las siguientes rectas:
rE{2x+ y—2z2-1=0 y 5= x+2 _y-1_z-1
y+z+1=0 1 2 2
calcula la ecuacion de un plano 7 paralelo a la recta r y que diste de s 3 unidades. (2 puntos)

Solucion: z=2x+y-2z+14=0 o bien z=2x+y-2z-4=0

28. Navarra Junio 2019. B2) P =(1,-11), Q=(5,-3,5), R=(7,-7,1) son tres vértices de una
cara de un cubo. Calcula las coordenadas del centro de dicho cubo. (3 puntos)

Solucion: Depende de hacia qué lado construyas el cubo el centro es uno de estos puntos:
0(6,-2,0) u 0" (2,-6,2)

29. Navarra Julio 2018. A2) Halla el simétrico del punto P =(2,5,2) respecto de la recta
X+l y-2 z+1
2 -1 2

r

(2 puntos)

Solucion: P(0, -3, 0)

30. Navarra Julio 2018. B2) Halla la ecuacion continua de la recta que corta
perpendicularmente a las rectas

X+y+z2-3=0 y S:x—2_y+3_z—1
2x+2-5=0 2 1

(3 puntos)

r=

Solucion: _x-1_y+1_z-3
11 1

31. Navarra Junio 2018. A2) Sean los puntos P(7,4,2), Q(1,2,-2) y R(2,1,-3). Uno de ellos es
el centro de un rombo, y los otros dos, dos vértices. Halla los otros dos vértices restantes.
(2 puntos)

Solucion: S(0, 3, -1) y T(-5, 0, —6)

32. Navarra Junio 2018. B2) Halla la ecuacion continua de la recta que pasa por el punto P(—
4,0,5) y corta a las rectas

X+y+z-1=0 - _
r= y y S E—X 2 =—y 3 =E (3 puntOS)
X+y+1=0 2 1 1
Solucion: (= X*t4_Y _Z-5
2 1 -3

33. Navarra Julio 2017. A2) Comprueba que las rectas
x-1 y+1 z-1
1 2 -2

r

y_z#3
1

N | <
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se cortan perpendicularmente y halla el punto de corte, P. Encuentra un punto R e ry un punto
S es de forma que P, R, S sean vértices de un triangulo rectangulo cuyos catetos son de
longitud 3.

(2 puntos)
Solucién: Se cortan perpendicularmente pues se cortan en P(2, 1, —1) y el producto escalar de sus
vectores directores es 0. R(3, 3, -3) y S(4, 2, 1)

34. Navarra Julio 2017. B2) A, By C son los puntos de corte de los ejes de coordenadas con el

plano 7=4x+2y+z-4=0.

x-1 y-3 z-3
S0

paralelepipedo de volumen 6 u®. (3 puntos)

Solucidn: Hay dos soluciones: D(-3, 3, 7) o D(-1, 3, 5)

Encuentra un punto, D, de larecta r = tal que A, B, Cy D son vértices de un

35. Navarra Junio 2017. A2) Dados el punto P (1, -1, 0) y las rectas

(e 2x—y-2z+1=0 _x=1 'y z+1
|3x—-y-4z+6=0 Y S =TT
halla la ecuacion general de un plano 1 que sea paralelo a ambas rectas y tal que la distancia de P
amsea2. (2 puntos)

Solucion: Hay dos soluciones posibles: 7=2x-y-2z+3=00 7=2x-y—-2z-9=0

36. Navarra Junio 2017. B2) Encuentra la ecuacion continua de la recta que pasa por el punto
P(-4, 2, 0) y corta a las rectas

2X+3y+z-1=0
[ = y y SEx+1=y+3=z+2 (3 puntos)
X+2y-3=0 -2 3 3
Solucion: t=X*t4_Yy-2_2
-2 1
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Pais VVasco

1. Pais vasco Extraordinaria 2025. (3A) (2,5 puntos) Halla el punto P" simétrico de
P(4,-3,0) respecto de la recta r que pasa por los puntos A(—2,0,1) y B(-2,-1,0).

Solucion: P*(-8,-1,-2)

2. Pais vasco Extraordinaria 2025. (3B) Sean m el plano que pasa por los puntos

A(2,3,4), B(3,-1,-2), C(5,—12) yr larecta que pasa por los puntos D(6,-5,—4), E(7,1,4).

(@) (1,5 puntos) Calcula el angulo entre el plano m y la recta r, expresando el resultado en
grados, minutos y segundos.

(b) (1 punto) En caso de que r y Tt se corten, calcula el punto de interseccion. En caso contrario,
calcula la distancia entre la recta r y el plano .

Solucion: (a) 11°28°44”".  (b) El punto Q donde la recta corta al plano tiene coordenadas Q(6,-5,—4).

3. Pais vasco Ordinaria 2025. (3A) (2,5 puntos) Se consideran las siguientes rectas:

X =3t
X+y—-2z=0
= rn=<y=1-2t
2x—-3y+z=1
Z=2+t

Calcula la ecuacion del plano que contiene a r1 y pasa por el punto de interseccion del plano
7=x-3y—2z+7=0 ylarectars.

Solucién: 77:4x-11y+7z—-3=0.

4. Pais vasco Ordinaria 2025. (3B) Se consideran la recta r que pasa por los puntos A(—4, 4, 1)

y B(1, 0,—1) y la recta s que pasa por los puntos C(—2, 7,—1) y D(2, 3,—1).

(a) (1,5 puntos) Calcula la posicion relativa de la recta r con respecto de la recta s.

(b) (1 punto) En caso de ser paralelas o cruzarse, calcula la distancia entre ambas. Si se cortan,
calcula el punto de interseccion.

Solucioén: (a) Las rectas se cruzan (b) La distancia entre las rectas es de 8_ 2 6667 Unidades.
3

5. Pais vasco Extraordinaria 2024. Ejercicio A2
Se consideran las siguientes rectas:

X=2A,
poXxl_y+l_ oz s=ly=-2+32,
1 2 -1
z=-1+A.

(a) (1 p) Determina su posicién relativa.
(b) (1,5 p) Si dichas rectas se cortan, calcula el angulo minimo formado entre ambas. En caso de

Solucion: (a) Las rectas se cruzan. (b) La distancia entre las rectas ry s tiene un valor de =0.73

gue no se corten, calcula la distancia entre ambas rectas.
2430
15

unidades.
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6. Pais vasco Extraordinaria 2024. Ejercicio B2
Se consideran la recta y el plano siguientes:

(e 2Xx—y+2=0
T x—y+4z=1
(@) (0,75 p) Calcula el valor del pardmetro A para que la recta r y el plano 1 sean paralelos.

(b) (0,75 p) Si A=21, calcula la interseccion del plano 7 y la recta r.
(c) (0,75 p) Si A=1, calcula el punto simétrico del origen de coordenadas respecto del plano .

7=2X-3y+Az=10

on: @) A= (20 =30 10
Solucion: (a) A= 3 (b) A2, 5. 1). (c) O ( T 7}

7. Pais vasco Ordinaria 2024. Ejercicio A2
Se consideran las siguientes rectas:

X =24,
2x—y =1,
r=<y=-1+44, S= ,
z=3.
1=2-A;

(@) (1 p) Calcula la posicion relativa de las rectas r y s.
(b) (0,75 p) Calcula la ecuacion del plano que contiene a ambas rectas.
(c) (0,75 p) Dado el punto P(—8,—8, 0), calcula el punto Q de la recta r de modo que el vector

PQ sea perpendicular a la recta .

Solucion: a) Las rectas se cortan.b) 7 :2x—y—1=0.c¢) Q(—4,-9,4).

8. Pais vasco Ordinaria 2024. Ejercicio B2

Dados los puntos Pi(1, 4, 5), P2(1, 2,-1), P3(0,-2, 3) y P4(-2, 0, 1), calcula:
(@) (1 p) la ecuacion del plano T que contiene a los puntos P2, Pz y Pa.

(b) (1,5 p) el punto simétrico de P1 respecto del plano .

Solucion: @) 7:y+z-1=0. b) B(1,—4,-3)

9. Pais vasco Extraordinaria 2023. Ejercicio A2
Sea larecta r y el plano m, que se cortan perpendicularmente en el punto P(l -1, 2). Si el plano

Tt pasa por el punto Q(l, 2,3) y contiene al vector (0,0, 2), calcula las ecuaciones de larecta ry

del plano .
Xx=1+41
Solucion: 7=x-1=0yr=qy=-1 ,1eR
2=2

10. Pais vasco Extraordinaria 2023. Ejercicio B2
Se consideran tres planos de ecuaciones:
T =4X+2y-41=2, m,=X-y-1=2y my,=Xx+ay+z=b.
¢Existen valores de los parametros a y b para los cuales los tres planos se cortan en una recta?
En caso de que la respuesta sea negativa, razdnala.
En el caso de que la respuesta sea positiva, calcula dichos valores.

Solucion: No existen valores de a'y b para los que los planos se corten en una recta

11. Pais vasco Ordinaria 2023. Ejercicio A2
Sea r la recta cuyas ecuaciones cartesianas son:
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X+y-z=1
2X+2y+2=2

a) Calcula las ecuaciones paramétricas de la recta r.
b) Calcula las ecuaciones paramétricas de la recta que corta perpendicularmente a r y pasa por el
punto P(2, 1, 0), que es exterior a r.

Xx=1-1 Xx=l+a
y=4 ,1eR b) s=iy=a ,ackR
z=0 z=0

Solucién: a) . _

12. Pais vasco Ordinaria 2023. Ejercicio B2

x-1 y-1 z-1
==

T =X+Yy+z=1y n,=X+Yy—-z=1. P1 el punto de corte de la recta r con el plano =, y P: el

Sean r la recta cuya ecuacion continua es: , los planos de ecuaciones

punto de corte de la recta r con el plano 7,. Calcula:

a) las coordenadas de los puntos P1 y Pz;
b) la distancia entre los puntos P1 y P>;

c) la distancia del punto Py al plano 7, .

Solucion: a) B (0,2,-1) y P,(1,11) b) d(R,P,)=+/6 unidades  ¢) d(Pl,;zz)zz—;{§ unidades

13. Pais vasco Extraordinaria 2022. Ejercicio A2

Sea la recta de ecuacion:

_|3xX+ay+z=1
~ |2x+6y-2z=6

¢Existe algun valor de « para el cual el plano 7 =x+ y+z =1 contenga a la recta dada? Razona
la respuesta.

Solucion: No existe ningln valor de « para el cual la recta esté contenida en el plano

14. Pais vasco Extraordinaria 2022. Ejercicio B2
Encuentra las ecuaciones paramétricas de la recta:

(e 3X+y+z=0
"~ |x—-y+2z=0
¢Existe algun valor de s tal que el punto (=3, s, s) pertenezca a la recta? Razona la respuesta.

. 3 5
Solucion: r=x= —Zt; y= Zt; Z =t; te R No existe ningun valor de s tal que el punto (<3, s, s)

pertenezca a la recta

15. Pais vasco Ordinaria 2022. Ejercicio A2
Se consideran la recta r cuyas ecuaciones paramétricas son:

t
2t
0

,
I1l

N < X
Il

yelplano 7 =x+y+z-2=0. Calcula las coordenadas de un punto P perteneciente a la recta r

tal que la distancia de P al plano m sea igual que la distancia de P al origen de coordenadas. ¢Es
nico dicho punto? Contesta razonadamente.
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Solucién: Los puntos que cumplen lo planteado son dos: p[‘3+*/1_5,_6+2\/1_5,0J y
3 3

P[—3—\/1_5’—6—2\/1_5’0]

3 3

16. Pais vasco Ordinaria 2022. Ejercicio B2
Seanel punto P = (1, 2, a), donde a #0, yel plano 7 =x+y+2z=3. Halla las coordenadas del

punto simétrico de P respecto al plano .

Solucién: El punto P” buscado es P'=(1—2—;,2—2—;1,—%j

17. Pais vasco Extraordinaria 2021. Ejercicio A2
Sea r la recta de ecuaciones paramétricas

{x=t, y=2+2t, z=1+3t}
ysean A=(1,2,3) y B=(3,2,1). Encontrar la ecuacion del plano paralelo a la recta r y que pasa
por los puntos A y B. Calcular la distancia de la recta r a ese plano.

J6

Solucioén: 7:x—-2y+z=0 D(r,ﬂ):7z1_22u

18. Pais vasco Extraordinaria 2021. Ejercicio B2

Sean los puntosA=(0,2,1),B=(1,b,0),C=(-1,0,2)yD=(1, 1, 1).

a) Calcular el valor de b para que A, B, C y D estén en el mismo plano.

b) El plano que contiene a los puntos A, B, C y D es perpendicular al segmento PQ y lo divide en
dos partes iguales. Si P = (1, 2, —-3), calcular las coordenadas de Q.

Solucion: a)b=4 b) Q(3, 4, 3).

19. Pais vasco Ordinaria 2021. Ejercicio A2 Sea r la recta que pasa por los puntos
A= (1, a,—l) y B= (b,l,l)y 7 el plano de ecuacion X+y—2z=2b.

a) Calcular los valores de los parametros a 'y b para que la recta r sea perpendicular al plano .
b) Calcular los valores de los pardmetros a y b para que la recta r esté contenida en el plano .

Solucion: a)a=2yb=0 b)a=-5yb=-1

20. Pais vasco Ordinaria 2021. Ejercicio B2 Encontrar las ecuaciones paramétricas de la recta
que pasa por el punto P = (—2,1, 0) y corta perpendicularmente a la recta r de ecuaciones
paramétricas

{x=1-2t, y=1+t,z=t}
Calcular la distancia de P al punto de corte de ambas rectas.

Solucion: Distancia(P,C)= J3u

21. Pais vasco Extraordinaria 2020. Ejercicio A2. Dada la recta
X +y-z=2
- {Zx +y+4z=1
a) hallar « para que la recta y el plano sean paralelos,

b) determinar siel punto P = (1,1, 2) pertenece al plano hallado en a).

,yelplano 7 =3x+(a+1)(y+1)+az=1,

BLOQUE Geometria en el espacio: Puntos, vectores, rectas y planos. 115|126



Juan Antonio Martinez Garcia CURSO 2025/26

Solucién: a) , — L b) No pertenece al plano
13

22. Pais vasco Extraordinaria 2020. Ejercicio B2. Hallar el punto Q, simétrico de P =(1,2,3)
respecto al plano de ecuacion x+y+z =0, explicando los pasos seguidos para su calculo.

Solucion: Q(-3,-2,-1)

23. Pais vasco Ordinaria 2020. Ejercicio A2.
a) Hallar la ecuacion del plano que pasa por el punto (-1, 2, 3) y es paraleloa los vectores
v=(-1-2,-3) y w=(13,5)

b) Hallar el valor de A para que el plano calculado en el apartado anterior y Ax—y+5z =38
sean perpendiculares.

Solucion: a) 7 =—-x+2y—-z2-2=0b) A=—7

24. Pais vasco Ordinaria 2020. Ejercicio B2.

4x-3y+4z=-1
3X—2y+z2=-3

Hallar A para que r y T sean paralelos. Ademas, obtener el plano perpendicular a r y que pase
por el origen.

Sea el plano 2x—y+ Az =0. Sea r la recta dada por r z{

Solucién: A=—-2. 7’=5x+8y+z=0

25. Pais vasco Julio 2019. Ejercicio A2. Hallar la ecuacion de una recta paralela al plano
T =X+2y+3z=6 Yy que contenga al punto P(1,0,0). ¢Es Unica dicha recta? Razonar la

respuesta.

x=1+2t
r=qy=-t
z=0

Solucion:

26. Pais vasco Julio 2019. Ejercicio B2. Se considera la recta r
x-1 y-2 z-3
1 2 3
Y el punto P(1,2,5) exterior a la misma. Hallar la ecuacion del plano que contienearyaP.

r

Solucion: 2x—y =0

27. Pais vasco Junio 2019. Ejercicio A2. Sean la recta
_ |4x-3y+4z=1

' :{3x—2y+z =0

a) ¢Existe algn valor de A para que el plano sea paralelo a r?

b) Encontrar el plano perpendicular a la recta r que pasa por el punto (0,0,0).

yelplano x—y+Az=0.

Solucién: a) A=3b) 5x+8y+z=0

28. Pais vasco Junio 2019. Ejercicio B2. Se consideran los tres puntos A(0,0,1), B(1,1,1) y
C(—l,—l,z). ¢Estan alineados? En caso afirmativo hallar la ecuacion de la recta que los

contiene. En caso negativo calcular el plano que los contiene.

Solucién: No estan alineados. El planoes x—y =0
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29. Pais vasco Julio 2018. Ejercicio A2 Sea T el plano de ecuacion x+y+z =1, sear la recta
de ecuaciones paramétricas {x =1,y =t, z =t} y sea P el punto (1, 1, 0).

a) Hallar la ecuacion del plano perpendicular a r y que contenga a P.

b) Hallar el punto simétrico de P respecto al plano .

Solucién: a) y+z=1 b) p'(lll,_ZJ
33 3

30. Pais vasco Julio 2018. Ejercicio B2 Determinar el punto simétrico de A(-3, 1,—7) respecto
a la recta r de ecuaciones paramétricas {x=-1+t, y =3+2t, z=—1+2t}.

Solucion: A"(-3,-3,-3)

31. Pais vasco Junio 2018. Ejercicio A2 Dados los puntos A(3, 3, 3), B(2, 3, 4), C(0,0,4) y
D(3,0,1).
a) ¢Estan en el mismo plano? En caso afirmativo hallar la ecuacion del plano. En caso negativo

razonar la respuesta.
b) Calcular a para que el punto P(a, a, 8) esté en la recta que pasa por los puntos Ay C.

Solucién: a) Si estan en el mismo plano. 7 =3x—2y+3z=12 b)a=-12

32. Pais vasco Junio 2018. Ejercicio B2 Hallar la ecuacion del plano que contiene al punto

X y-3 z-1
P(2,-1,2)ylarectar===2*=-=="_=
( )y 2 1 -1

Solucion: 3x+4y+10z—-22=0

33. Pais vasco Julio 2017. Ejercicio A2 Dada la recta que pasa por los puntos A(0, 2, 3) y
B(—l, 1, 1) encontrar un punto P de dicha recta tal que la distancia de P al punto M(Z1, 0, 1) sea

la misma que la distancia de P al punto N(0, 4, 2).

Solucion: p _Eﬁ,l_l
555

34. Pais vasco Julio 2017. Ejercicio B2 a) Encontrar la ecuacion de la recta que es paralela a
los planos de ecuaciones:

m,=X-3y+2=0y x,=2Xx-y+3z-5=0,
y que pasa por el punto P(2, 6, 5).
b) Encontrar la distancia del primer plano a la recta obtenida.

Solucion: a) X=2_Y¥=6 _Z-5 p) pistancia = 11 u
-8 -1 5

35. Pais vasco Junio 2017. Ejercicio A2 Dado el punto M(1, -3, 7), obtener su simétrico
respecto a la recta que pasa por los puntos A(1, -3, 4) y B(0, -4, 1).

Solucion: '(Q,_E,ﬁj
1111

36. Pais vasco Junio 2017. Ejercicio B2 Calcula la ecuacion de la recta que corta

perpendicularmente a la recta r = g = y-3 = ZT_l y que pasa por el punto A(14, 3, 3).

-2

x-14 y-3 z-3
-10 4 4

Solucion: g =
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Valencia

1. Valencia Extraordinaria 2025. 3.1 Dados los planos 7, : x+2y+mz =—1, donde m es un
parametroreal, y 7,:X+z=6.

3.1.1 (0.5 puntos) Encontrar el valor de m, si existe, para el que 7, y 7, son perpendiculares.
3.1.2 (1.25 puntos) Encontrar el valor de m para el que 7, y 7, forman un angulo de 45 grados.
3.1.3 (0.75 puntos) Calcular la ecuacion paramétrica de la recta interseccion de z, y z,.

X=6-1
Solucioén: 3.1.1) m=-1. 31.2) m=2. 3.1.3) - y_—_7+1—m/1_ LeR”
N2 2 7

z=1

2. Valencia Extraordinaria 2025. 3.2 Dado el plano 7:3x+y—-z=2 y los puntos P = (0,1,-1)
y Q=(1,a,1), calcular:

3.2.1 (1.25 puntos) Los valores del parametro a, si existen, para los que la recta que pasa por P y
Q esta contenida en el plano .

3.2.2 (1.25 puntos) Para a=1, el punto simétrico de Q respecto del plano .

. 1
Solucion: 3.2.1) a=0. 3.22)Q 22—3 :
111111
x=14+24 1
X=-
3. Valencia Ordinaria 2025. 3.1 Dada la recta r:qy=4 y la recta s: :
X+2y+2=0
1=2-1
calcular:

3.1.1 (1 punto) Si existen, las coordenadas del punto de corte de ambas rectas.
3.1.2 (1 punto) La ecuacion del plano que contiene a ambas rectas.
3.1.3 (0.5 puntos) La distancia del punto P = (1,0,2) a dicho plano.

Solucion: 3.1.1) A(-1,-1,3). 3.1.2) 7:x—-4y—-2z+3=0 3.1.3) Ladistancia del punto P al
plano es 0. El punto P pertenece al plano.

4. Valencia Ordinaria 2025. 3.2 Se consideran el plano 7:3x—y+2z=4 y el punto
P =(-1,0,1). Se pide:

3.2.1 (1 punto) La ecuacion del plano perpendicular a = que pasa por Py por Q = (2,1,2).

3.2.2 (0.5 puntos) La distancia del punto Q al plano .

3.2.3 (1 punto) EIl punto simétrico de P respecto al plano .

Solucién: 3.2.1) 7":x—y—-2z+3=0. 3.2.2) %:1.3363 unidades. 3.2.3) P(%é%}

5. Valencia Extraordinaria 2024. Problema 3.
z-1 x-3 y-3 z+1
ys: = =
2 -2 -1
a) Comprobar que se cortan y calcular las coordenadas del punto P de interseccion. (5 puntos)

Sedanlasrectas r:x—-1=y—-2= . Se pide:
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\b) Determinar la ecuacion de la recta que pasa por P y es perpendiculararyas. (5 puntos) \
b) t- x—lz y—-2 _ z-1
! -6 1

Solucion: a) Las rectas r y s se cortan en P(1,2,1).

6. Valencia Extraordinaria 2024. Problema 4. Sea el plano 7 :6x+4y—3z—d =0. Se pide:

a) Calcular los valores de d para que la distancia del plano al origen sea una unidad. (2 puntos)
b) Calcular, en funcion del pardmetro d, las coordenadas de los puntos A, B y C que resultan de
intersectar el plano 7 con los ejes de coordenadas, X, Y y Z, respectivamente. (3 puntos)

c) Para d # 0, calcular el angulo formado por los vectores AB y AC determinados por los
puntos del apartado anterior. (5 puntos)

Solucién: a) Para d =++/61 y d =—/61 la distancia del plano al origen vale 1.
b) Los puntos de corte del plano con los ejes son A(E,o, Oj (0 g Oj y c(o 0, ?) C) 75.6°.
6

7. Valencia Ordinaria 2024. Problema 3. Se considera la recta r: x-1 = y;rl _Z +12 y
plano 7:3x—my+z=1. Se pide:

a) Determinar el valor del parametro real m para que r y m sean paralelos. Obtener ademas los

valores de m para los que el plano  contiene a la recta r. (4 puntos)

b) Para los valores m del apartado anterior, hallar un plano paralelo a m, que contenga a la recta
r. (3 puntos)

c) Calcular, en funcion de m, la distancia entre m y el punto P=(1,-1,-2). (3 puntos)

. 5 . L
Solucion: a) Para m = 3 la recta ry el plano 77son paralelos. No existe ningun valor de m que haga que

m

N10+m?

8. Valencia Ordinaria 2024. Problema 4. Un cuadrado tiene dos vértices consecutivos en los
puntos P=(2,1,3) y Q=(1,3,1), y los otros dos sobre una recta r que pasa por el punto R=(4,7,6).
a) Calcular la ecuacién de la recta r. (2 puntos)

b) Calcular la ecuacion del plano que contiene al cuadrado. (3 puntos)

c) Hallar las coordenadas de los otros dos vértices. (5 puntos)

X=4-1
Solucion: a) r:{yh%leR b) 7:~18x+y+10z+5=0.¢) 3(30 = %)y%%{?%)

la recta esté contenida en el plano. b) #":9x—-5y+3z=8 c) d (P,ﬂ) =

z2=6-241

9. Valencia Extraordinaria 2023. Problema 3. Dados los puntos A=(2,—1,0),B=(1,2,3) ¥

€=(-1,0,0):

a) Hallar la ecuacion implicita de la recta  que contiene a los puntos Ay B. (3 puntos)

b) Hallar la ecuacién del plano  que es perpendicular a la recta anterior r y que contiene al
punto C. (4 puntos)

c) Calcular la distancia del punto A al plano =. (3 puntos)

Solucién: a) r: x+y-5=0
y—-z+1=0

b) 7:—x+3y+3z-1=0 C) d(A,ﬁ)=i=1.3765 unidades

J19

10. Valencia Extraordinaria 2023. Problema 4. Dada la recta
r:(x,y,2)=(110)+A(-1,-1,2) yel plano z:5x+my+z=2:
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a) Obtener la posicion relativa de r y w en funcion de m. (6 puntos)
b) Para m =1, calcular el plano ' que contiene a r y es perpendicular a . (4 puntos)

Solucion: a) Si m=—3 recta y plano coinciden en un punto. Si m=-3 la recta esta contenida
en el plano. b) 77:3x-11y—-4z+8=0

x-y=1

11. Valencia Ordinaria 2023. Problema 3. Dada la recta r:{ 0 y los puntos

X+2y+z2=
P=(0,0,3) y Q =(2,2,0), obtener:
a) Los valores del parametro real a, si existen, para los que son paralelas la recta r y la recta que

pasa por los puntos Py Q. (6 puntos)
b) La ecuacion del plano perpendicular a r y que pasa por P. (4 puntos)

Solucion: a) a=-3 b) 7:x+y-3z+9=0

. . SX+Yy+7z=16
12. Valencia Ordinaria 2023. Problema 4. Dada la recta r: y el punto
OX—-y+7z=12
P =(0,5,2) se pide:

a) Comprobar que el punto Q = (2,6,0) pertenece a la recta r y encontrar la recta s que pasa por

los puntos Py Q. (2 puntos)
b) Obtener el angulo que forman la recta r y la recta s. (3 puntos)
c) Obtener la proyeccién ortogonal del punto P en la recta . (5 puntos)
X=2+22
Solucion: @) s-Jy_644 1cR b) El angulo formado por las rectas ry s es de
2=-21

aproximadamente 35°. c) La proyeccion ortogonal del punto Zen la recta 7 es el punto
P"(1,4,1).

13. Valencia Extraordinaria 2022. Problema 3. Dados los puntos A=(2,0,0) y B=(0,1,0),
y larecta s:x—_lzy—_1=z:
2 3
a) Hallar la ecuacion de la recta r que pasa por los puntos A y B. (2 puntos)
b) Determinar la ecuacion implicita del plano que contiene a la recta s y es paralelo a la recta .
(4 puntos)
c) Calcular la distancia del punto A a la recta s. (4 puntos)
x=2-21
Solucioén: a) r.{y_i b) 7:x+2y—-8z2-3=0 c)@zl_ggg
' 14
z=0

14. Valencia Extraordinaria 2022. Problema 4. Dados los puntos A=(2,1,-2) y B=(3,2,3),

y el plano m definido por 2x+2y+z =3, obtener:

a) El punto de corte C entre el plano = y la recta perpendicular a = que pasa por B. (5 puntos)
b) El area del tridngulo cuyos vértices son A, By C. (5 puntos)

Solucion: a) C(g—é%j b) Area ABC =52 =7.07u?
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: N X=z-1 X=4-52

15. Valencia Ordinaria 2022. Problema 3. Dadas las rectas r: ys: :
y=2-3z y=4z-3
a) Indicar justificadamente la posicién relativa de r y s. (5 puntos)
b) Hallar la ecuacion de la recta [ que pasa por el origeny cortaary s. (5 puntos)

2X+Yy+2=0

Solucion: a) Las rectas r y s se cruzan (no son coplanarias). b) | :
—-3Xx—4y+2=0

16. Valencia Ordinaria 2022. Problema 4. Dados los planos
=-1

X T x-1 vy z-2
m o 2X—y—2+4=0y z,:{y=1+a+p,ylarectar: =5

Z=a-p
a) Calcular la posicion relativa de w1 y 2. (3 puntos)
b) Calcular el punto P’ que es simétrico al punto P = (1,0,0) respecto del plano 1. (4 puntos)
c) Calcular, si existe, el punto de interseccion de w1 y r. (3 puntos)

Solucion: a) Los planos son paralelos. b) P"(-3,2,2) ¢) Q(-3,-8,6)

. . X+y-1=0
17. Valencia Extraordinaria 2021. Problema 2. Se dan las rectas r : {2 y 1-0’
X—z-1=
x-1 vy z .
S :T == yelplano 7:x+my+z=2y =, :x+ay+z=1 que depende del parametro
real m. Obtened:
a) La posicion relativa de las rectas r y s. (4 puntos)
b) El valor del parametro m para que la recta r esté contenida en el plano . (3 puntos)
c) Los puntos A4, B, C interseccion del plano m con los ejes de coordenadas cuando m = 2, asi
como el volumen del tetraedro de vértices A, B, Cy P(2,2,2). (3 puntos)

Solucién: a) Las rectas ry s son paralelas b) m = 3 ¢) Volumen ABCP =2 u?®

18. Valencia Extraordinaria 2021. Problema 5. Dados los puntos P(1,1,0), Q(2, —1,1)y
R(a,3,—1) se pide:
a) La ecuacion del plano que contiene a P, Q y R cuando a = 1y la distancia de dicho plano al

origen de coordenadas. (3 puntos)

b) La ecuacion de la recta  que pasa por R cuando a = 1 y es paralela a la recta s que pasa por P
y Q. Calculad la distancia entre las rectas r y s. (4 puntos)

c) Los valores de a para los cuales P, Q y R estan alineados y la ecuacién de la recta que los
contiene. (3 puntos)

Xx=1+41
Solucion: a) 7:y+2z-1=0. d(o ﬁ):ﬁu b) r.Jy—3-p, Ladistanciaentre las rectas paralelas ry
, 3 :

5 x=1+p
ses \/gu )a=0.5.y-125

2=

z=-1+1

19. Valencia Ordinaria 2021. Problema 2. Se dan los planos 7, : X+y+z=a-1,

T, 2X+y+az=ay miX+ay+z=1.
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a) Determinad la posicion relativa de los tres planos en funcion del pardmetro a. (4 puntos)
b) Para 2= 1, calculad, si existe, la recta de corte entre los planos 7, y 7. (3 puntos)

c) Para @ = 2, calculad, si existe, la recta de corte entre los planos 7, y z,. (3 puntos)

Solucion: a) Para a=1y a = 2 los tres planos se cortan en un punto. Para a=1 los planos z, y 7,
son paralelos y son secantes con el plano 7z, y para a =2 los planos son secantes y se cortan en una
X+y+z=1

2X+y+2z=2

recta comun a los tres. b) No tienen recta comun C)r {

20. Valencia Ordinaria 2021. Problema 5. Dados el punto P(1,2,3) y el plano

7=3X+2y+2+4=0, se pide:

a) Calculad la distancia del punto P al plano . (2 puntos)
b) Calculad el punto P’ que es simétrico del punto P respecto del plano 7. (5 puntos)
¢) Calculad la ecuacion del plano " que pasa por P’ y es paralelo a . (3 puntos)

Solucion: a) d(P,ﬂ)=\/1_4unidades b) P':(—S,—Z,l) c) 7’'=3x+2y+z+18=0

21. Valencia Extraordinaria 2020. Problema 2. Se dan los planos 7:x+y=1y
7 ix—y+z=1yelpunto P(1-10).

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) Unas ecuaciones parameétricas de la recta r que pasa por el punto P y es paralela a los planos

y. (3 puntos)
b) La distancia de la recta r a cada uno de los planos Ty 1". (3 puntos)
c) Las ecuaciones de la recta que pasa por P y corta perpendicularmente a la recta obtenida como
interseccion de los planos Ty . (4 puntos)
x=1+1
. —-y-2z-2=0
Solucion: a) .J, _ b :ﬁ ; ’ zﬁ C) t: Xy
) - y=-1-1 )d(nn) > us d(r,z) 3u ) Xt 7220
z1=-24
x=1
22. Valencia Extraordinaria 2020. Problema 5. Se dan lasrectas r:<y=2+4,1eR,
z2=21

:X—H:lzﬁ yelplano 7:3x+ay—-z+1=0.
2 -1 1
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) Si hay algun valor del pardmetro a para el cual la recta r esta contenida en el plano .

(4 puntos)
b) La distancia entre las rectas r y s. (3 puntos)
, 2Xx—-y=0
c) El coseno del &ngulo que forman la recta r ylarecta t: , (3 puntos)
y-z=
Solucion: a) No existe ningln valor de a. b) ¢ (r,s) _ 10 u© cos(r,t) zﬁ —0.8944
725 5
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23. Valencia Ordinaria 2020. Problema 2. Sea larecta r: XT_l = yT+1

z
= y los puntos

P = (1, 0,0) y Q = (2'1' a)
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) El valor de « para que la recta que pasa por Py Q sea paralelaar. (3 puntos)
b) La ecuacion del plano que contiene a Py Q y es paralelo a r, cuando a = 1. (3 puntos)
c) La distancia del punto Q al plano que pasa por Py es perpendicular ar, cuando a = 1.
(4 puntos)

Solucion: @) ¢=-1b) z=x-y-1=0 ¢) Distancia(Q,;;’)=i=0,577u

B

24. Valencia Ordinaria 2020. Problema 5. Se dan el plano 7:2x+y—z—-5=0 y los puntos
(1,2, -1), (2,1,0).

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) La ecuacion implicita del plano que pasa por los puntos A, B y es perpendicular a . (4 puntos)
b) Las ecuaciones paramétricas de la recta r que es perpendicular a r y pasa por A. Encuentra dos

planos cuya interseccion sea la recta r. (1+2 puntos)
c) La distancia entre el punto By la recta r. (3 puntos)
x=1+22
Solucién: @) r'=y+z-1=0b) JX=2y+3=0 ¢) (B, r)=+Bu
r=y=2+4 -y-z+1=0 (B.1)
z2=-1-1

25. Valencia Julio 2019. Problema A.2.
Sedaelplano 7:2x+y+2z=8 yelpunto P =(10, 0,10).
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) La distancia del punto P al plano . (3 puntos)

b) El area del triangulo cuyos vértices son los puntos A, B y C, obtenidos al hallar la interseccion
del plano Tt con los ejes de coordenadas. (4 puntos)

c) El volumen del tetraedro cuyos vértices son P, A, By C. (3 puntos)

Solucién: a) 3_32u b) Areatriangulo ABC =24 u? c) %:85,33113

26. Valencia Julio 2019. Problema B.2. Problema B.2.
Se dan en el espacio la recta r :)(_—10{:14:% yelplano 7:x+2y+3z=6 .
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) La posicion relativa de la recta 7y el plano  en funcién de los parametros reales « y f.

(5 puntos)
b) La distancia entre la recta r y el plano t cuando x =6y g = 3. (3 puntos)
c) La ecuacion del plano que pasa por (0,0,0) y que no corta al plano . (2 puntos)

Solucion: a) Si g =3plano y recta se cortan en un punto. Siendo 2 =3, si & =6 la recta esté contenida
en el plano. Si « # 6 la recta es paralela al plano. b) La distancia es 0. c) 7:Xx+2y+3z=0

27. Valencia Junio 2019. Problema A.2.
X-y+3=0

Consideremos en el espacio las rectas r:
2X—2+3=0

ysix=y+1=222
' 2
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Obtener razonadamente, escribiendo los pasos del razonamiento utilizado:
a) Laecuacion del plano que contiene a las rectas r y s. (3 puntos)

b) La recta que pasa por P(O, -1, 2) y corta perpendicularmente a la recta r. (4 puntos)

c) El valor que deben tener los parametros a y b para que la recta s esté contenida en el plano
mTiX—=2y+az=>b . (3 puntos)

Solucion: a) 7:7x+y-4z+9=0 b) S;LZVT”:Z_—Z c)a=05yb=3
1 1

28. Valencia Junio 2019. Problema B.2. Sea mt el plano de ecuacion 9x+12y +20z =180 .

Obtener razonadamente, escribiendo los pasos del razonamiento utilizado:

a) Las ecuaciones de los dos planos paralelos a  que distan 4 unidades de . (4 puntos)

b) Los puntos A, B y C interseccidn del plano m con los ejes OX, OY y OZ y el angulo que
forman los vectores AB y AC. (4 puntos)

c) El volumen del tetraedro cuyos vértices son el origen O de coordenadas y los puntos A, By
C (2 puntos)

Solucién: a) 77:9x+12y+20z2-80=0y 7":9x+12y+20z2-280=0
b) A(20,0,0); B(0,15,0); C(0,0,9). 43,15° ¢) 450 u®

29. Valencia Junio 2018. A.2. Dados los puntos A = (- 1,2,4), B=(2,3,5) y C = (3,5,3),

donde A es un parametro real, se pide obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del

razonamiento utilizado:

a) El valor del parametro A para que el segmento AC sea la hipotenusa de un triangulo
rectangulo de vértices A, By C. (3 puntos)

b) El area del tridangulo de vértices A, By C cuando A = 6. (4 puntos)

c) La ecuacion del plano que contiene al triangulo de vértices A, B'y C cuando A = 6. (4 puntos)

Solucion: @) A =25.b) greq_5V2 2 €) 7:x+2-8=0
2

y+1l z

= =— , se pide
3 2 P

30. Valencia Junio 2018. B.2. Dados el punto A(5,7,3) y la recta r: x=3

obtener_razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) La recta s que corta a la recta a r, pasa por el punto A, y es perpendicular a la recta r.(4 puntos)

b) La distancia del punto Aalarectar. (3 puntos)
¢) La distancia del punto B(1,1,1) al plano = que pasa por (3,—1,0) y es perpendicular a r.
(2 puntos)

Solucion: a)X=8_¥=7_2-3 p) d(A,r)=+21u ¢ d(B,z)zgu
4 2 1

x—2y=0
z=0

el punto A = (1, 1, 1). Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento
utilizado:

a) Larecta que pasa por A, corta a la recta sy es paralela al plano =. (4 puntos)

b) El plano que pasa por A, es perpendicular al plano = y paralelo a la recta s. (3 puntos)
c) Discute si el punto (3, 2, 1) esta en la recta paralela a s que pasa por (5, 3,1). (3 puntos)

31. Valencia Julio 2018. A.2. Se tienenelplano 7:x—y+z-3=0, larecta s :{

Solucion: a) X1 _¥=1_2=1py 2.y 2y 3744-0 ¢) (3, 2,1) estaen la recta paralelaa s
1 0
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. . X+y=3 )
32. Valencia Julio 2018. B.2. Dada la recta r:{ Z 8 se pide obtener razonadamente
X+4y—z=
escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) Las ecuaciones paramétricas de la rectar. (3 puntos)
b) La ecuacion del plano = que es paralelo a r y pasa por los puntos (5,0,1) y (4,1,0). (4 puntos)
c) Ladistancia entre la recta r y el plano = obtenido en el apartado anterior. (2 puntos)
Solucién: a) )3:34 b) Xx+y-5=0 c) d(r,;r)=«/§u
z2=4-3t
. . X—2y—-2z=1
33. Valencia Julio 2017. A.2. Se dan la recta r: 3 1 yelplano z:2x+y+mz=n.
X+3y—z=

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) Los valores de my n para los que la recta r y el plano z se cortan en un punto. (3 puntos)

b) Los valores de my n para los que la recta r y el plano z no se cortan. (3’5 puntos)
c) Los valores de my n para los que la recta r esta contenida en el plano . (3’5 puntos)
Solucién: a) m #—3yn cualquier valor bym=-3yn+#2 cgm=-3yn=2

34. Valencia Julio 2017. B.2. Sea la recta r:XT_1=X=Z—_11 y el plano 7:2x—y+bz=0,
a —_

siendo a y b dos pardmetros reales.
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) El punto de interseccion de larectar y el plano z cuandoa=—-b = 1. (2°5 puntos)

b) La distancia entre la recta r y el plano z cuando a =b = 4. (2°5 puntos)

c) La posicion relativa de la recta r y del plano z en funcién de los valores de los parametros a 'y
b. (5 puntos)

2' 8'8
planow Sib#—2ya+ b= 8larectar es paralela al plano w. Si a + b # 8 la recta r y el plano « se
cortan.

Solucion: a) (l 1 9) b) d (r,7) :ZT\/ﬁ u C€)Sia=10yb=-2larectar esta contenida en el

. . X+y—z+1=0
35. Valencia Junio 2017. A.2. Sedan el puntoP=(1, 1, 1), larecta r: y el
X+2y—-z-1=0
plano 7:x+y+z=1
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado, las
ecuaciones de:

a) El plano que contiene al punto Py a larectaar. (2 puntos)
b) La recta s que pasa por el punto P y es perpendicular al plano «, la distancia del punto P al
plano 7 y el punto de interseccion de la recta s con el plano =. (2+2+2 puntos)
c) Elplano o que contiene a la recta r y es perpendicular al plano z. (2 puntos)
Solucion: a) 7:X+3y—-z-3=0 b) s:x=y=z. d(p,”):&u. Punto de interseccion es
3
(l,l,l) C) o:—X+2-3=0
3'3'3

36. Valencia Junio 2017. B. 2. Sea T un tetraedro de veértices O = (0,0,0), A = (1,1,1), B =
(3,0,0) y C =(0,3,0).

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) La ecuacion del plano 7 que contiene a los puntos A, By C, (1 punto)
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y las ecuaciones de la recta ho perpendicular a = que pasa por O. (2 puntos)
b) El punto de interseccion de la altura hoy el plano =. (3 puntos)
c) Elérea de la cara cuyos vértices son los puntos A, By C, (2 puntos)
y el volumen del tetraedro T. (2 puntos)
Solucion: @) 7:Xx+y+z-3=0. x=y=z b)(11,1)

c) area de la cara = ﬁ u?. Volumen del tetraedro = 3 ul
2 2
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