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Introduccion

Este cuaderno contiene los exdmenes de matematicas aplicadas a las ciencias sociales Il propuestos
en las pruebas PAU de Catalufia desde el afio 2017 al 2025. Los exdmenes estan resueltos por Juan
Antonio Martinez Garcia que ha sido profesor de matematicas en distintos institutos de educacion
secundaria.

La web www.ebaumatematicas.com dispone de los examenes de matematicas aplicadas a las ciencias
sociales 1l resueltos de otras comunidades autonomas de Espafia, asi como distintas formas de
recopilar los ejercicios que aparecen en todas las pruebas, también existen unos apuntes de la materia.
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PAU septiembre (serie 3) 2025

AN Generalitat de Catalunya
Y Consell Interuniversitari de Catalunya
y 2025

Oficina d'Accés a la Universitat

Matematicas aplicadas a las ciencias sociales

El examen consta de CUATRO ejercicios obligatorios. Cada ejercicio vale 2,5 puntos.
Realice los ejercicios 1, 2 y 3 respondiendo a TODAS las cuestiones que se plantean. En el
ejercicio 4, elija UNA de las dos opciones (A o B) propuestas.

En todas las respuestas, explique siempre qué quiere hacer y por qué. Es necesario que
la redaccion de la respuesta se haga de forma coherente, con correccion y claridad,
utilizando la notacién y el vocabulario matematico adecuados y expresando la solucion de
forma clara.

Puede utilizar la pagina en blanco del final del cuaderno para realizar esquemas,
borradores, etc., 0 para acabar de responder a algun ejercicio si necesita mas espacio. En
este ultimo caso, debe indicarlo claramente al final de la pégina del ejercicio
correspondiente.

Puede utilizar calculadora, pero no se permite el uso de calculadoras u otros aparatos
gue pueden almacenar datos o que pueden transmitir o recibir informacion.

Ejercicio 1

Un agricultor ha observado que, si se plantan 25 perales por hectarea, el rendimiento es de 370
peras por arbol. Ademas, también ha comprobado que la relacion entre el nimero de peras por arbol
y el nimero de perales por hectarea es lineal, por lo que, por cada arbol plantado de mas por hectarea,
el rendimiento disminuye en 10 peras por peral.

a) Llamamos x al namero de perales de mas que plantamos, adicionales a las 25 iniciales. Calcule
la funcion de la produccidn total de peras por hectarea P(x) en funcion de x.

[1 punto]

b) ¢Cual es el nimero total de perales por hectarea a plantar para obtener el maximo de produccion
por hectarea? ;Cual es esa produccion maxima? ¢ A partir de cuantos perales por hectarea no se
obtiene ninguna produccion?

[1,5 puntos]

Ejercicio 2

Una marca de zapatos conocida puso a la venta uno de sus modelos mas populares y vendio toda
su produccion en la temporada de verano. El precio de cada par de zapatos era de 90 €, pero algunos
se vendieron al precio original, otros con un 20% de descuento y el resto con un 50% en la liquidacion
de final de temporada. En total se produjeron 820.000 pares de zapatos de este modelo, que
proporcionaron unos ingresos de 63.837.000€. Sabemos también que se vendieron el doble de zapatos
rebajados al 20% que al 50%.

Encuentre cuantos pares de zapatos se vendieron al precio original, cuantos con un 20% de
descuento y cuantos al 50%.
[2.5 puntos]
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Ejercicio 3
En un parque natural, los visitantes pueden acceder en coche, en bicicleta o a pie. Una vez dentro
del parque, los visitantes pueden realizar una ruta guiada o bien visitarlo por su cuenta.
a) Sabemos que el 60 % de los visitantes acceden en coche, el 15 % en bicicleta y el 25 % restante
a pie. También sabemos que de los que llegan en coche el 80% hacen la ruta guiada, mientras
que de los que llegan en bicicleta la hacen el 60% y de los que llegan a pie s6lo la hacen el 30%.
Si escogemos a un visitante al azar, ;cuél es la probabilidad de que haga la ruta guiada? Si
sabemos que ha realizado la ruta guiada, ¢cual es la probabilidad de que haya accedido al parque
en coche?
112.5 puntos]
b) Queremos realizar un estudio del tiempo que pasan de media los visitantes dentro del parque.
Hemos preguntado a 100 visitantes cuanto rato han estado dentro del parque y hemos obtenido
una media de 231 minutos con una desviacidn tipica de 32 minutos. Construya un intervalo de

confianza del 95% para el tiempo medio que pasan los visitantes dentro del parque.
112.5 puntos]

FORMULAS PARA RESOLVER EL EJERCICIO:
e Z-normal (0,1) —P(-1.96<Z<1.96)=0.95y P(-2.58<Z <2.58)=0.99

e Intervalos de confianza con un nivel de confianza y (0,1)
- para la proporcion (muestras grandes):

NemieE

- para la media (muestras normales con varianza o desconocida):

X+Z

Rk

- para la media (muestras grandes con la varianza o desconocida):

X+Z

]

Ejercicio 4
Una empresa fabrica coches eléctricos y coches de motor de combustidn. La empresa tiene tres
lineas de fabricacion: L1, L2 y L3. La siguiente tabla muestra el nimero de vehiculos de cada tipo
que hay en este momento en cada linea. Por otra parte, sabemos que el precio de venta de los vehiculos
eléctricos es de 40.000€ y el precio de venta de los vehiculos a motor de combustion es de 30.000€.
Coches eléctricos | Coches de motor de combustion

L1 20 80
L2 30 100
L3 40 110

El coste medio de mantenimiento y consumo por cada 100 km es de 1€ para los vehiculos eléctricos
y de 6€ para los de motor de combustion.

El 2% de la produccién de vehiculos de motor de combustién sale de la empresa con algun defecto,
mientras que sélo el 1% de los vehiculos eléctricos sale con alguna tara.
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Elija UNA de las dos opciones (A o B) y responda a las cuestiones que se plantean.

OPCION A

a) Obtenga, mediante un producto de matrices, la matriz que expresa los ingresos por cada linea
una vez se hayan vendido todos los coches. Si escogemos al azar uno de los vehiculos que hay
ahora en la fabrica, ¢cuél es la probabilidad de motor de combustidn si sabemos que ha salido
defectuoso?
[1.5 puntos]

b) Es mas caro comprar un coche eléctrico, pero tiene menos gastos por kildmetros recorridos que
uno de combustion. Determine la funcion que representa el gasto acumulado, entre la compra
y los kilometros recorridos, para cada tipo de vehiculo en funcion del nimero de kilometros
recorridos, x. Si un conductor recorre 20.000 km al afio, ¢a partir de cuantos afios le saldra mas
a cuenta el coche eléctrico que el de combustion?
[1 punto]

OPCION B

a) Ha habido un error en el recuento de vehiculos eléctricos de la L2. El valor 30 de la tabla del
enunciado es erroneo, pero sabemos que, si se vendieran todos los vehiculos de la L2, los
ingresos de esta linea serian de 3.720.000€. ;Cuantos coches eléctricos existen realmente en la
L2? Si escogemos al azar uno de los vehiculos que hay ahora en la L2, ;cuél es la probabilidad
de que sea de motor eléctrico, si sabemos que ha salido defectuoso?

[1.5 puntos]

b) Si sabemos que el gasto acumulado entre la compra y los kilémetros recorridos de un vehiculo
de combustion es de 36.000 €, ;cuantos kildmetros ha recorrido? ;Qué gasto acumulado tendria
un vehiculo eléctrico que hubiera recorrido ese mismo nimero de kildmetros?

[1 punto]
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SOLUCIONES

Ejercicio 1

Un agricultor ha observado que, si se plantan 25 perales por hectérea, el rendimiento es de 370 peras

por &rbol. Ademaés, también ha comprobado que la relacion entre el namero de peras por arbol y el

namero de perales por hectarea es lineal, por lo que, por cada arbol plantado de mas por hectarea, el
rendimiento disminuye en 10 peras por peral.

a) Llamamos x al nimero de perales de mas que plantamos, adicionales a las 25 iniciales. Calcule la
funcién de la produccion total de peras por hectarea P(x) en funcion de x.

[1 punto]

b) ¢Cual es el nimero total de perales por hectarea a plantar para obtener el maximo de produccién
por hectarea? ;Cual es esa produccién maxima? ¢A partir de cudntos perales por hectarea no se
obtiene ninguna produccion?

[1,5 puntos]

a) Con 25 perales por hectarea el rendimiento es de 370 peras por &rbol.
Con 25 + 1 perales por hectérea el rendimiento es de 370 — 10 peras por arbol.
Con 25 + x perales por hectéarea el rendimiento es de 370 — 10x peras por arbol.

La produccién por hectarea de peras es P(x)=(25+x)(370-10x).
P(x)=(25+x)(370—10x) = 9250 - 250x + 370x —10x? = ~10x* +120x + 9250

b) Averiguamos cuando la produccién P(x)=-10x"+120x+9250 alcanza un maximo.

P"(x)=—-20x+120
P'(x)=0

120

=6
20

}:> —20x+120=0= -20x=-120= (X

Obtenemos el signo de la segunda derivada para el punto critico obtenido x=6.
P"(x)=—20x+120=P"(x)=-20=P""(6)=-20<0

Como la segunda derivada es negativa la produccion tiene un maximo para x==6.
El nGmero total de perales a sembrar para obtener una maxima produccion es de 25 + 6 = 31
perales por hectarea.

Para este valor la produccién es de P(6)=(25+6)(370—-60)=9610 peras por hectérea.

Resolvemos la igualdad P(x) =0 para averiguar cuando la produccion es nula.

25+ X =0—>[x=—25|

370-10x=0—

P(x)=(25+x)(370-10x)
P(x)=0

}:» (25+x)(370-10x) =0 :{

Interpretamos el valor negativo obtenido como no plantar ningln peral por hectarea.
Plantando 37 perales mas por hectarea la produccion también es nula. Esto significa plantar
25 + 37 = 62 perales por hectarea.
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Ejercicio 2

Una marca de zapatos conocida puso a la venta uno de sus modelos mas populares y vendié toda
su produccion en la temporada de verano. El precio de cada par de zapatos era de 90 €, pero algunos
se vendieron al precio original, otros con un 20% de descuento y el resto con un 50% en la liquidacion
de final de temporada. En total se produjeron 820.000 pares de zapatos de este modelo, que
proporcionaron unos ingresos de 63.837.000€. Sabemos también que se vendieron el doble de zapatos
rebajados al 20% que al 50%.

Encuentre cuantos pares de zapatos se vendieron al precio original, cuantos con un 20% de
descuento y cuéantos al 50%.
[2,5 puntos]

Llamamos “x” al nimero de zapatos vendidos a 90 €, “y” al nimero de zapatos vendidos con un
20% de descuento, es decir, a 0.8 - 90 =72 €, y por ultimo, “z” al nimero de zapatos vendidos con
un 50 % de descuento, es decir, a 45 €.

“En total se produjeron 820.000 pares de zapatos” - X+ Y+ z =820000.
“proporcionaron unos ingresos de 63.837.000€” - 90x+ 72y + 45z = 63837000 .
“Sabemos también que se vendieron el doble de zapatos rebajados al 20% que al 50%” - y =2z

Reunimos las tres ecuaciones obtenidas en un sistema y lo resolvemos.

X+Yy+2z=820000
90x+ 72y +45z =63837000 y =

X+ 27 +z = 820000 }
—
y=2z2

90x +72-2z+45z =63837000

Xx+3z =820000 X =820000 -3z
= = =
90x+144z + 45z = 63837000 90x+189z = 63837000

= 90(820000—3z)+189z = 63837000 = 7380000+ 270z +189z = 63837000 =

X =820000 — 3-123000 = 451000
_ 56457000 _ o000l | |
459 |y = 2-123000 = 246000

= 4597 = 56457000 = |z

Se vendieron 451000 pares de zapatos a 90 €, 246000 con un descuento del 20% y 123000 con
un descuento del 50%.
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Ejercicio 3

En un parque natural, los visitantes pueden acceder en coche, en bicicleta o a pie. Una vez dentro del

parque, los visitantes pueden realizar una ruta guiada o bien visitarlo por su cuenta.

a) Sabemos que el 60 % de los visitantes acceden en coche, el 15 % en bicicleta y el 25 % restante a
pie. También sabemos que de los que llegan en coche el 80% hacen la ruta guiada, mientras que
de los que llegan en bicicleta la hacen el 60% y de los que llegan a pie s6lo la hacen el 30%.

Si escogemos a un visitante al azar, ¢cual es la probabilidad de que haga la ruta guiada? Si
sabemos que ha realizado la ruta guiada, ¢cual es la probabilidad de que haya accedido al parque

en coche?
]12.5 puntos]

b) Queremos realizar un estudio del tiempo que pasan de media los visitantes dentro del parque.
Hemos preguntado a 100 visitantes cuanto rato han estado dentro del parque y hemos obtenido
una media de 231 minutos con una desviacion tipica de 32 minutos. Construya un intervalo de

confianza del 95% para el tiempo medio que pasan los visitantes dentro del parque.
]12.5 puntos]

FORMULAS PARA RESOLVER EL EJERCICIO:

e Z~normal (0,1) —P(-1.96<Z<1.96)=0.95y P(-2.58<Z <258)=0.99
« Intervalos de confianza con un nivel de confianza y (0,1)

- para la media (muestras grandes con la varianza o desconocida):

X—7 — X4z
7In 7Jn

a) Llamamos A a “llegar al parque en coche”, B a “llegar al parque en bicicleta”, C a “llegar al parque
apie” y G a “realizar la visita al parque en ruta guiada”. Realizamos un diagrama de arbol.

Visita guiada

Llegar en coche P(G/A) = 0.80
PIA) =060 Visita no guiada
P(G/A) =0.20

Visita guiada

Llegar en bici P(G/B) = 0.60

Llegar y visitar o(B) = 0.1

(B)=01> Visita no guiada
P(GS/B) = 0.40

Visita guiada

Llegar a pie P(G/C) =0.30
PIC)=0.25 Visita no guiada
P(G¢/C) =0.70

Debemos calcular P(G). Aplicamos el teorema de la probabilidad total.
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P(G)=P(A)P(G/A)+P(B)P(G/B)+P(C)P(G/C)=

=0.6-0.8+0.15-0.6+0.25-0.3=|0.645

La probabilidad de que un visitante elegido al azar haga la ruta guiada es de 0.645.
También nos piden calcular P(A/G). Es una probabilidad a posteriori. Utilizamos el teorema

de Bayes.

P(AnG) P(A)P(G/A) 06-08 |32

P(AIG)= = = =|=£ ~0.7442
(A16) P(G) P(G) 0.645 |43

La probabilidad de que un visitante que ha realizado una visita guiada haya llegado al parque en
coche es de 0.7442.

b) El tamafio de la muestra es n = 100. La estimacion puntual de la media y la desviacion tipica en
la muestra han sido x =231 minutosy s = 32.
Para un nivel de confianza del 95% tenemos que P(-1.96 <Z <1.96)=0.95, por lo que

z,=1.96.
Cuando el tamafio de la muestra es grande, el intervalo de confianza para la media con un nivel

de confianza y €(0,1) se obtiene a partir de la formula {)? Z, X+ Z, }
(04) TR

Determinamos el intervalo de confianza.

S 32
—=1 =6.272
\/_ '_
— S
{x—zy\/_ X+2Z \/_} [231—6.272, 231+6.272]=[224.728, 237.272]

El intervalo de confianza pedido es [224.728, 237.272] minutos. Es decir, con una confianza del

95% sabemos que la media de tiempo que pasan los visitantes al parque natural esta entre 224,728
y 237,272 minutos.
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Ejercicio 4

Una empresa fabrica coches eléctricos y coches de motor de combustion. La empresa tiene tres lineas
de fabricacién: L1, L2 y L3. La siguiente tabla muestra el nimero de vehiculos de cada tipo que hay
en este momento en cada linea. Por otra parte, sabemos que el precio de venta de los vehiculos
eléctricos es de 40.000€ y el precio de venta de los vehiculos a motor de combustion es de 30.000€.

Coches eléctricos | Coches de motor de combustion
L1 20 80
L2 30 100
L3 40 110

El coste medio de mantenimiento y consumo por cada 100 km es de 1€ para los vehiculos eléctricos
y de 6€ para los de motor de combustion.

El 2% de la produccion de vehiculos de motor de combustion sale de la empresa con algin defecto,
mientras que sélo el 1% de los vehiculos eléctricos sale con alguna tara.

Elija UNA de las dos opciones (A o B) y responda a las cuestiones que se plantean.

OPCION A

a) Obtenga, mediante un producto de matrices, la matriz que expresa los ingresos por cada linea una
vez se hayan vendido todos los coches. Si escogemos al azar uno de los vehiculos que hay ahora
en la fabrica, ¢cual es la probabilidad de que sea de motor de combustion si sabemos que ha salido
defectuoso?

[1.5 puntos]

b) Es mas caro comprar un coche eléctrico, pero tiene menos gastos por kilometros recorridos que
uno de combustion. Determine la funcion que representa el gasto acumulado, entre la compra y
los kildmetros recorridos, para cada tipo de vehiculo en funcion del nimero de kilémetros
recorridos, x. Si un conductor recorre 20.000 km al afio, ¢a partir de cuantos afios le saldra mas a
cuenta el coche eléctrico que el de combustién?

[1 punto]

a) Colocamos en una matriz 3x2 el nimero de coches de cada tipo en cada linea de produccion.
Eléctrico Combustion

Vol

20 80)—>L1
A=[30 100 |—>L2

40 110 ) L3

Colocamos en una matriz 2x1 el precio de cada tipo de coche.
~ (40000} — Eléctrico

30000 )— Combustién

Obtenemos los ingresos en cada linea de fabricacion realizando el producto matricial A-B .

20 80 40000 20-40000+80-30000 3.200.000\— L1
AB=| 30 100 (3000()} =| 30-40000+100-30000 |=| 4.200.000 |— L2
40 110 40-40000+110-30000 4.900.000 ) — L3

Obtenemos que la linea 1 generara unos ingresos de 3.200.000 €, la linea 2 generara unos ingresos
de 4.200.000 € y la linea 3 unos ingresos de 4.900.000 €.

10 de 289 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU septiembre 2025 (serie 3) Matemdticas aplicadas a las CC. SS. Il en Catalufia Juan Antonio M. G.

b) Consideramos los sucesos: C = el vehiculo es de motor de combustion, C© = el vehiculo es eléctrico
y D = el vehiculo es defectuoso.

Coches eléctricos | Coches de motor de combustién
L1 20 80 100
L2 30 100 130
L3 40 110 150
TOTALES 90 290 380

En la fabrica de un total de 380 coches hay 90 coches eléctricos y 290 coches de motor de
combustion.
. 290 cy 90
Por tanto, si escogemos un coche al azar sabemos que P(C)=—; P(C ) =—.
380 380
También sabemos que P(D|C®) = 0,01y P(D|C) = 0,02.
Nos piden la probabilidad P(C|D). Utilizamos la formula de Bayes.

P(C/D)_P(CmD)_ P(C)P(D/C) B
~ P(D) P(C)P(D/C)+P(C)P(D/CC)
29
£2.0.02

=75 38 5 _ |28 ~0.8657

2002+ 2001 87

38 38

b) La funcidn que representa el gasto acumulado después de cada x km recorridos por cada tipo de
vehiculo viene dada por el gasto de compra mas el gasto por los kildmetros recorridos.
Para los vehiculos eléctricos, el precio de venta asciende a 40.000 euros y 1 euro por cada 100 km
recorridos. Por tanto, la funcion que da el gasto en euros en funcion de los kildmetros recorridos
seré:

Ge(x):40000+%x

Para los vehiculos con motor de combustion, el precio de venta asciende a 30.000 euros y 6 euros
por cada 100 km recorridos. Mientras que para los vehiculos de combustion esta funcion sera:

Gc(x)=30000+%x

Inicialmente sale mas caro el vehiculo eléctrico. Igualamos los gastos por encontrar a partir de
cuéntos kilometros saldra mas econdmico el vehiculo eléctrico.

G, (X) =G, (x) = 40000 + —~ x = 30000+ — x =
100 100

5 1
=10000 = — x =10000 = — x = | x = 200000
100 2

A los 200.000 Km. los gastos seran iguales. A partir de 200.000 km es mas rentable el coche
eléctrico. Como cada afio un coche recorre 20 000 km, podemos afirmar que a partir de los 10 afios
sera mas economico el vehiculo eléctrico.
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Ejercicio 4

Una empresa fabrica coches eléctricos y coches de motor de combustion. La empresa tiene tres lineas
de fabricacién: L1, L2 y L3. La siguiente tabla muestra el nimero de vehiculos de cada tipo que hay
en este momento en cada linea. Por otra parte, sabemos que el precio de venta de los vehiculos
eléctricos es de 40.000€ y el precio de venta de los vehiculos a motor de combustion es de 30.000€.

Coches eléctricos | Coches de motor de combustion
L1 20 80
L2 30 100
L3 40 110

El coste medio de mantenimiento y consumo por cada 100 km es de 1€ para los vehiculos eléctricos
y de 6€ para los de motor de combustion.

El 2% de la produccion de vehiculos de motor de combustion sale de la empresa con algin defecto,
mientras que sélo el 1% de los vehiculos eléctricos sale con alguna tara.

OPCION B

a) Ha habido un error en el recuento de vehiculos eléctricos de la L2. El valor 30 de la tabla del
enunciado es erroneo, pero sabemos que, si se vendieran todos los vehiculos de la L2, los ingresos
de esta linea serian de 3.720.000€. ;Cuantos coches eléctricos existen realmente en la L2? Si
escogemos al azar uno de los vehiculos que hay ahoraen la L2, ;cuél es la probabilidad de que sea
de motor eléctrico, si sabemos que ha salido defectuoso?

[1.5 puntos]

b) Si sabemos que el gasto acumulado entre la compra y los kilometros recorridos de un vehiculo de
combustion es de 36.000 €, ;cuantos kildmetros ha recorrido? ;Qué gasto acumulado tendria un
vehiculo eléctrico que hubiera recorrido ese mismo nimero de kildbmetros?

[1 punto]

a) Si llamamos “e” a los vehiculos eléctricos de la linea L2, por los datos proporcionados tenemos
que 40000e +100-30000 = 3720000. Obtenemos el valor de “e”.

40000e +100-30000 = 3720000 = 40000¢e + 3000000 = 3720000 =

~ 720000

= 40000e = 720000 = |e = =
40000

18

En la linea L2 hay 18 vehiculos eléctricos.

Llamamos C a “ser un vehiculo de combustion” y D a “el vehiculo es defectuoso”.
100 50

~100+18 59

Si escogemos un coche de la linea L2 sabemos que P(C)

P(ce)=i -2
100+18 59
También sabemos que P(D|C®) = 0,01y P(D|C) = 0,02.

Nos piden la probabilidad P(CC / D). Utilizamos la formula de Bayes.

¢, P(C°nD) P(C®)P(D/C?) B
P(ce/D)= P(D)  P(C)P(D/C)+P(C®)P(D/C®)
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9

~ 001 5
=55 59 5 —|—_~0.0826
M 0.02+>.001 109
59 59

b) De los 36000 € se han gastado 30000 € en la compra del vehiculo, por lo que debemos gastar 6000
€ en mantenimiento que cuesta a 6 € cada 100 kilometros, por lo que podemos recorrer
1000 - 100 = 100 000 kilometros.

Con un coche eléctrico cuesta 1 € recorrer 100 kildmetros, por lo que recorrer 100 000 kilometros
nos cuesta 1000 € que sumado al precio de compra resulta 40 000 + 1000 =
41 000 euros.

Con un coche eléctrico recorrer la misma distancia nos cuesta 41 000 €.
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PAU junio (serie 1) 2025
AN Generalitat de Catalunya
A Consell Interuniversitari de Catalunya 2025

Oficina d'Accés a la Universitat

Matematicas aplicadas a las ciencias sociales

El examen consta de CUATRO ejercicios obligatorios. Cada ejercicio vale 2,5 puntos.
Realice los ejercicios 1, 2 y 3 respondiendo a TODAS las cuestiones que se plantean. En el
ejercicio 4, elija UNA de las dos opciones (A o B) propuestas.

En todas las respuestas, explique siempre qué quiere hacer y por qué. Es necesario que
la redaccion de la respuesta se haga de forma coherente, con correccion y claridad,
utilizando la notacién y el vocabulario matematico adecuados y expresando la solucion de
forma clara.

Puede utilizar la pagina en blanco del final del cuaderno para realizar esquemas,
borradores, etc., 0 para acabar de responder a algun ejercicio si necesita mas espacio. En
este ultimo caso, debe indicarlo claramente al final de la péagina del ejercicio
correspondiente.

Puede utilizar calculadora, pero no se permite el uso de calculadoras u otros aparatos
gue pueden almacenar datos o que pueden transmitir o recibir informacion.

Ejercicio 1

Queremos alojar a 10 personas en un hotel que tiene habitaciones individuales, dobles y triples.
Sabemos que si reservamos seis habitaciones individuales y dos dobles, debemos pagar 702 €, y si
reservamos una individual y tres triples, debemos pagar lo mismo que si reservamos dos dobles y dos
triples.

a) Determine los precios de la habitacion doble y de la triple en funcion del precio de la individual.

[1,25 puntos]

b) Si el precio de la habitacidn triple es el doble del precio de la individual, ¢cual es el precio de
cada tipo de habitacion? De las tres opciones planteadas para alojar a las 10 personas, ¢con cuél
obtenemos el precio mas bajo y cual es ese precio?

[1,25 puntos]

Ejercicio 2
Un inversor tiene un dinero invertido en un fondo de inversién muy volatil. El valor de su inversion
en euros durante un dia determinado es dado por la funcion

3 2
£ (x) =% 3%, 300x+ 250,
3 2

donde x € [0, 24] representa el tiempo en horas.

a) Calcule el valor inicial de la inversion al empezar el dia y determine qué beneficio o pérdida
habra tenido al cabo de 24 horas. Encuentre también a qué hora del dia el valor de la inversion
ha sido maximo y cual era ese valor maximo.

[1,5 puntos]

b) ¢Hay algin momento del dia en el que el valor de la inversidn es negativo?

[1 punto]
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Ejercicio 3

Hace unos afios una granja de vacas frisonas dedicada a la produccion de leche realizé un estudio
sobre el peso de sus vacas y lleg6 a la conclusion de que esta variable seguia una distribuciéon normal
con una media de 580 kg y una desviacion tipica de 25 kg.

FORMULAS PARA RESOLVER EL EJERCICIO:

e Z~normal (0,1) »>P(-1.96<Z<1.96)=0.95y P(-2.58<Z <2.58)=0.99
e Intervalos de confianza con un nivel de confianza y (0,1)
- para la proporcion (muestras grandes):

e

- para la media (muestras normales con varianza o desconocida):

Rk

- para la media (muestras grandes con la varianza o desconocida):

Y m

a) Calcule, de forma razonada, la probabilidad de que si tomamos al azar una vaca frisona de esta
granja, su peso esté entre 531y 629 kg.
[1 punto]

b) Creemos que un cambio en el tipo de forraje que se da a las vacas ha modificado la media del
peso. Para comprobarlo, hemos obtenido el peso de una muestra de 10 vacas de la granja
escogidas al azar:

569, 575, 611, 581, 583, 614, 589, 555, 566, 571
Encuentre un intervalo de confianza del 95% para la media del peso de las vacas, suponiendo
que este peso sigue una distribucion normal con una desviacion tipica de 25 kg. ¢A partir del
resultado obtenido, podemos afirmar que la media del peso de las vacas ha cambiado? Justifique
la respuesta.
[1.5 puntos]

X+Z

X+Z

Ejercicio 4

En el Congreso Catalan de Educacion Matematica (C2EM), que se celebrara en Lleida el proximo
mes de julio, asistirdn docentes de universidad, de educacion secundaria y de educacion infantil y
primaria.

A estas alturas, un 10% de los docentes inscritos son de universidad, un 50% son de secundaria y
el resto son de infantil y primaria. Por otra parte, un 40% de los docentes inscritos de universidad, un
52% de los docentes inscritos de secundaria y un 65% de los docentes inscritos de infantil y primaria
son mujeres.

Elija UNA de las dos opciones (A o B) y responda a las cuestiones que se plantean.

OPCION A

a) Calcule la probabilidad de que una persona escogida al azar de entre todos los inscritos sea una
mujer. Si entre todas las mujeres inscritas escogemos una al azar, ¢qué probabilidad hay de que
sea docente de secundaria?
[1.25 puntos]
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b) Calcule el namero de docentes que se han inscrito en el Congreso de cada nivel educativo si
sabemos que en total hay 476 mujeres inscritas.
[1.25 puntos]

OPCION B

a) La organizacion del Congreso quiere dar un detalle diferente a cada grupo de docentes: el detalle
tipo D1 para el grupo de docentes universitarios, el detalle tipo D2 para el grupo de docentes
de secundaria y el detalle tipo D3 para el grupo de docentes de infantil y primaria. Han pedido
presupuesto a tres empresas distintas, que llamaremos E1, E2 y E3. La siguiente matriz nos da
los precios unitarios, en euros, de cada detalle de tipos D1, D2 y D3 (filas) segun las empresas
E1l, E2 y E3 (columnas):

125 1 125
075 1 115
1 085 0.80

El pedido de la organizacion puede representarse como un vector fila (x, y, z), en el que x
representa la cantidad de detalles de tipo D1, y es la cantidad de detalles de tipo D2 y z
corresponde a la cantidad de detalles de tipo D3 a comprar.

La organizacion trabaja con la prevision de que en el Congreso asistiran 1.000 personas en
total y que los porcentajes de cada grupo de docentes respecto al total seran los mismos que los
que existen en este momento de la inscripcion.

Calcule mediante un producto de matrices que empresa ofrece el mejor precio y cuél es ese
precio.

[1.25 puntos]

b) Un hotel situado cerca del espacio donde se celebrara el Congreso ha realizado un estudio de
mercado. Inicialmente se planteaban ofrecer la habitacion doble a un precio de 80€ la noche y
con ese precio estimaban que tendrian 100 reservas de habitaciones dobles. Pero el estudio
muestra que la relacion entre el precio de la habitacion doble y el nimero de reservas es lineal,
por lo que por cada euro de descuento sobre el precio de la habitacion consiguen dos reservas
mas. Si llamamos x el namero de veces que se aplica el descuento de un euro, escriba la funcion
que da los ingresos del hotel en funcion de x. ;Cudl debe ser el precio de la habitacion doble
para maximizar los ingresos?

[1.25 puntos]
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SOLUCIONES

Ejercicio 1

Queremos alojar a 10 personas en un hotel que tiene habitaciones individuales, dobles y triples.

Sabemos que si reservamos seis habitaciones individuales y dos dobles, debemos pagar 702 €, y si

reservamos una individual y tres triples, debemos pagar lo mismo que si reservamos dos dobles y dos

triples.

a) Determine los precios de la habitacion doble y de la triple en funcién del precio de la individual.

[1,25 puntos]

b) Si el precio de la habitacion triple es el doble del precio de la individual, ¢cudl es el precio de cada
tipo de habitacién? De las tres opciones planteadas para alojar a las 10 personas, ¢(con cual
obtenemos el precio mas bajo y cudl es ese precio? [1,25 puntos]

[}

a) Llamamos “x” al precio de la habitacion individual, “y” al precio de la habitacion doble y “z” al
precio de la habitacion triple.
“si reservamos seis habitaciones individuales y dos dobles cuesta 702 €7 = 6x+2y =702.
“si reservamos una individual y tres triples, debemos pagar lo mismo que si reservamos dos dobles
y dos triples” = x+3z=2y+2z.
Resolvemos el sistema formado por las dos ecuaciones.

6X+2y =702 3x+y=351 y =351-3x
= = = x—-2(351-3x)+z=0=>

X+32=2y+22 X=2y+z=0 X—=2y+z=0

y =351-3X
=>X-702+6x+z2=0=2z=702-7x=

z2=702-7x

El precio de la habitacion doble es 351 € menos el triple del precio de la habitacion individual. El
precio de la habitacion triple es 702 € menos 7 veces el precio de la habitacion individual.

b) Tenemos una nueva ecuacion que afiadimos al sistema obtenido en el apartado anterior.
“el precio de la habitacion triple es el doble del precio de la individual” > z = 2x.
Resolvemos el nuevo sistema.

6x+2y =702 y =351-3x _351_3x
X+32=2y+27}=2=702-7x :;’0_2 7X_2X}:>
y=351-3x [y=351-3-78=117|
= =
702=9x — x:%ozz78 |z:2-78:156|

La habitacion individual cuesta 78 €, la doble 117 € y la triple 156 €.
Para decidir la opcién més barata calculamos el precio de cada opcion.
6 habitaciones individuales y 2 dobles cuestan 702 €.
1 individual y 3 triples cuestan 78 + 3 - 156 = 546 €
2 dobles y 2 triples cuestan 2 - 117 +2 - 234 =546 €

Las opciones mas econdmicas son las dos ultimas que cuestan lo mismo 546 €.
Lo mas econdémico es reservar “1 individual + 3 triples” o bien ‘2 dobles + 2 triples”.
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Ejercicio 2
Un inversor tiene un dinero invertido en un fondo de inversion muy volatil. EI valor de su inversién
en euros durante un dia determinado es dado por la funcion

3 2
£ (x) =% 3%, 300x+ 250,
3 2

donde x € [0, 24] representa el tiempo en horas.

a) Calcule el valor inicial de la inversion al empezar el dia y determine qué beneficio o pérdida habra
tenido al cabo de 24 horas. Encuentre también a qué hora del dia el valor de la inversion ha sido
maximo y cuél era ese valor maximo.  [1,5 puntos]

b) ¢Hay algun momento del dia en el que el valor de la inversidn es negativo?  [1 punto]

3 02
a) Como f (0) = % - 3520 +300-0+ 250 =250 el valor inicial de la inversion es 250 €. Al acabar

3 942
el dia el valor de su inversion es f (24) = 24 3524

+300-24 +250 =1978 €. Ha tenido un

beneficio de 1978 — 250 = 1528 €.
Buscamos los puntos criticos de la funcion.

3 2 2
F(x)=X 3K +300x+25o:>f’(xy=§§-—zgf+3ooz=xZ—BSX+300

3545
35+,(-35) -4-300 3545 | 5 20=X
2 2 |35-5

——=[15=X
2

f’(x)=0=x*-35x+300=0=>x =

Calculamos el valor de la inversion a las 15 y a las 20 horas y lo comparamos con el valor inicial
y final.

f (0) =250 Minimo

3 2
f(15) = %— 3515 +300-15+ 250 =1937.5
3 2
f(20)= %— 35-20 +300-20+250 =1916.66

f (24) =1978 Maximo

Al acabar el dia se alcanza el valor maximo de i

1978 €. .

15004

b) Nunca se alcanza un valor negativo de la |
inversion pues el valor minimo es de 250 € al "

comenzar el dia. El valor de la inversion a 10—
largo del dia permanece entre 250 € y 1978 €. I

a T 2 3 4 % & 7 & 9 10 I 1z 135 14 15 16 17 18 1 20 21 22 23 24 25
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Ejercicio 3

Hace unos afios una granja de vacas frisonas dedicada a la produccion de leche realiz6 un estudio

sobre el peso de sus vacas Yy lleg6 a la conclusion de que esta variable seguia una distribucion normal

con una media de 580 kg y una desviacion tipica de 25 kg.

a) Calcule, de forma razonada, la probabilidad de que si tomamos al azar una vaca frisona de esta
granja, su peso esté entre 531y 629 kg.

[1 punto]

b) Creemos que un cambio en el tipo de forraje que se da a las vacas ha modificado la media del peso.
Para comprobarlo, hemos obtenido el peso de una muestra de 10 vacas de la granja escogidas al
azar:

569, 575, 611, 581, 583, 614, 589, 555, 566, 571

Encuentre un intervalo de confianza del 95% para la media del peso de las vacas, suponiendo que

este peso sigue una distribucion normal con una desviacion tipica de 25 kg. ¢A partir del resultado

obtenido, podemos afirmar que la media del peso de las vacas ha cambiado? Justifique la respuesta.

[1.5 puntos]

Sea X = el peso de las vacas de una granja. X = N(580, 25)

a) Nos piden calcular P(531< X <629).

P(531< X <629) = {Tipificamos} = P(5312_5580 <Z< 6292_5580j -

=P(-1.96<Z7 <1.96)=P(Z <1.96)~P(Z <-1.96)= P(Z <1.96)-P(Z >1.96) =

Miramos en la

=P(Z<1.96)-[1-P(Z <1.96)]= {tabla N(O, 1)

} =0.975-(1-0.975)=|0.95

z 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
0.0 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199
0.1 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596
02 0.5793 05832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987
03 06179 06217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368
04 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736

05 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 073
06 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 07454
07 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7
08 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8@51
09 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8415

1.0 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.6854
1.1 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8§70
1.2 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.862
13 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 0.9115 09§21
14 0.9192 0.9207 0.9222 0.9236 0.9251 0.9265 0.9§79

1 0.9332 0.9345 0.9357 0.9370 0.9382 0.9394 09§06

1.6 0.9452 0.9463 0.9474 0.9484 0.9495 0.9505 0.9§15

1.7 0.9554 0.9564 0.9573 0.9582 0.9591 0.9599 D.iOB

1.8 0.9641 0.9649 0.9656 0.9664 0.9671 0.9678 0.
no710

T o

ooToR o073 oo o o7y 0.9750

b) El tamafio muestral es n = 10.

La media muestral es 569+575+611+581+583+614 +589 +555+566 +571 _581.4 kg.

10
Buscamos en la tabla de la normal para un nivel de confianza del 95% el valor de z_,, .
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Nivel de confianza: g5 %

a/Z =0.025 a2 =0.025

1-0<=0,95> c=0,05>c¢/2=0°025 >1 - /2 =0,975 >7,,,= 1,96

Calculamos el error.

Error=z ,—=1. 96 =155 kg

al2 \/_ \/_

El intervalo de confianza es:

X X+12 581.4-15.5,581.4+15.5|=(565.9,596.9
o g g s
La media dada al principio era de 580 kg que pertenece al intervalo de confianza. Por tanto,

podemos decir que no ha cambiado la media del peso de las vacas. De hecho, la diferencia con la
media muestral es de solo 1.4 kg.
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Ejercicio 4

En el Congreso Catalan de Educacion Matematica (C2EM), que se celebrara en Lleida el proximo
mes de julio, asistiran docentes de universidad, de educacion secundaria y de educacion infantil y
primaria.

A estas alturas, un 10% de los docentes inscritos son de universidad, un 50% son de secundaria y el
resto son de infantil y primaria. Por otra parte, un 40% de los docentes inscritos de universidad, un
52% de los docentes inscritos de secundaria y un 65% de los docentes inscritos de infantil y primaria
son mujeres.

Elija UNA de las dos opciones (A o B) y responda a las cuestiones que se plantean.

OPCION A

a) Calcule la probabilidad de que una persona escogida al azar de entre todos los inscritos sea una
mujer. Si entre todas las mujeres inscritas escogemos una al azar, ;qué probabilidad hay de que
sea docente de secundaria?
[1.25 puntos]

b) Calcule el nimero de docentes que se han inscrito en el Congreso de cada nivel educativo si
sabemos que en total hay 476 mujeres inscritas.
[1.25 puntos]

a) Realizamos un diagrama de arbol.

Mujer
] . P(M/U) = 0.40
Universitario
P(U) =0.10
(u) Hombre
P(M¢/U) = 0.60
Mujer
P(M/S) = 0.52
Secundaria (M/S)
P(S) = 0.50
5) Hombre

P(MC/S) = 0.48

AN NN

Mujer
. o P(M/1) = 0.65
Infantil y primaria
P(1)=0.40
W Hombre
P(M¢/1) = 0.35

Nos piden calcular P(M ) . Aplicamos el teorema de la probabilidad total.

P(M)=P(U)P(M/U)+P(S)P(M/S)+P(1)P(M/1)=

=0.1-0.4+0.5-0.52+0.4-0.65=
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También nos piden calcular P(S IM ) Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema
de Bayes.

P(SAM) P(S)P(M/S) 05052 (13
P(S/M)= PM) (M) 056 =|5g =0-4643

b) La probabilidad de que al elegir un docente asistente al congreso este sea mujer es de 0.56. Esto se
corresponde con un 56% de los asistentes. Hacemos una regla de tres y obtenemos cuantos
asistentes hay al congreso viendo lo que representa el 100%.

56% —— 476 mujeres 47600

_ = 56x =476-100 = x =——— =850 asistentes.
100% ——> x asistentes o6

El nimero total de asistentes es de 850 docentes. Como un 10% son universitarios, esto representa
0.10 - 850 = 85 docentes universitarios. Un 50% son docentes de secundaria, esto representa 0.5 -
850 = 425 docentes de secundaria. El resto son de infantil y primaria, es decir, 850 — 85 — 425 =
340 son docentes de infantil y primaria.

22 de 289 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU junio 2025 (serie 1) Matemdticas aplicadas a las CC. SS. Il en Catalufia Juan Antonio M. G.

OPCION B

a) La organizacion del Congreso quiere dar un detalle diferente a cada grupo de docentes: el detalle
tipo D1 para el grupo de docentes universitarios, el detalle tipo D2 para el grupo de docentes de
secundaria y el detalle tipo D3 para el grupo de docentes de infantil y primaria. Han pedido
presupuesto a tres empresas distintas, que llamaremos E1, E2 y E3. La siguiente matriz nos da los
precios unitarios, en euros, de cada detalle de tipos D1, D2 y D3 (filas) segun las empresas E1, E2
y E3 (columnas):

125 1 125
075 1 115
1 085 0.80

El pedido de la organizacion puede representarse como un vector fila (X, y, z), en el que x representa
la cantidad de detalles de tipo D1, y es la cantidad de detalles de tipo D2 y z corresponde a la cantidad
de detalles de tipo D3 a comprar.

La organizacion trabaja con la prevision de que en el Congreso asistiran 1.000 personas en total y que

los porcentajes de cada grupo de docentes respecto al total serdn los mismos que los que existen en

este momento de la inscripcion.

Calcule mediante un producto de matrices qué empresa ofrece el mejor precio y cual es ese precio.

[1.25 puntos]

b) Un hotel situado cerca del espacio donde se celebrara el Congreso ha realizado un estudio de
mercado. Inicialmente se planteaban ofrecer la habitacion doble a un precio de 80€ la noche y con
ese precio estimaban que tendrian 100 reservas de habitaciones dobles. Pero el estudio muestra
que la relacion entre el precio de la habitacion doble y el nimero de reservas es lineal, por lo que
por cada euro de descuento sobre el precio de la habitacion consiguen dos reservas mas. Si
Ilamamos x el nimero de veces que se aplica el descuento de un euro, escriba la funcién que da
los ingresos del hotel en funcion de x. ¢Cual debe ser el precio de la habitacion doble para
maximizar los ingresos?

[1.25 puntos]

a) Como los porcentajes son el 10 % de docentes universitarios serian 0,10 - 1000 = 100 docentes
universitarios, el 50 % de docentes de secundaria, significa 0.5 - 1000 =500 docentes de secundaria
y el resto 1000 — 100 — 500 = 400 docentes de infantil y primaria.

La matriz fila que representa el pedido es (100 500 400).
Calculamos el coste del pedido para cada uno de los proveedores.

DI D2 D3 El E2 E3 E1 E2 E3

N N N \ \ \
125 1 125)-D1

(100 500 400)[0.75 1 115|—>D2=(125+375+400 100+500+340 125+575+320)=
1 085 080)— D3

El E2 E3
—(900 940 1020)

El mejor precio lo ofrece la empresa E1, siendo el precio de 900 €.

b) Con 0 descuentos tenemos 100 reservas que a 80 € cada una representa unos ingresos de 8000 €.
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Con 1 € de descuento tenemos 100 + 2 reservas que a 80 — 1 € representan unos ingresos de:
x=1=1(1)= (100+2-1)-(80—1) =8058

Con 2 € de descuento tenemos 100 + 2 - 2 reservas que a 80 — 2 € representan unos ingresos de:
x=2=1 (2) :(100+2-2)-(80—2) =8112

Con x € de descuento tenemos 100 + 2x reservas que a 80 — x € representan unos ingresos de:
I (x)=(100+2x)(80—x) =8000—-100x +160x —2x* = —2x* +60x+8000

Hallamos los puntos criticos de la funcion ingresos.

I (x)=-2x*+60x+8000= 1"(x)=—4x+60

1"(x)=0=> —4x+60=0=> 4x=60= x=%=15

En x=15 la funcion tiene un punto critico. Sustituimos este valor en la derivada segunda y
comprobamos si es un maximo de la funcion ingresos.

1"(x)=—4x+60=1"(x)=—4=17(15)=—4<0

Como la segunda derivada es negativa la funcion ingresos presenta un maximo relativo para x =15
. Para este valor los ingresos son 1(15)=(100+2:15)(80—15)=8450 €, siendo el precio de la

habitacion doble que hacen maximos los ingresos de 80 — 15 = 65 €.
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PAU junio (serie 4) 2025
AN Generalitat de Catalunya
A Consell Interuniversitari de Catalunya 2025

Oficina d'Accés a la Universitat

Matematicas aplicadas a las ciencias sociales

El examen consta de CUATRO ejercicios obligatorios. Cada ejercicio vale 2,5 puntos.
Realice los ejercicios 1, 2 y 3 respondiendo a TODAS las cuestiones que se plantean. En el
ejercicio 4, elija UNA de las dos opciones (A o B) propuestas.

En todas las respuestas, explique siempre qué quiere hacer y por qué. Es necesario que
la redaccion de la respuesta se haga de forma coherente, con correccion y claridad,
utilizando la notacién y el vocabulario matematico adecuados y expresando la solucion de
forma clara.

Puede utilizar la pagina en blanco del final del cuaderno para realizar esquemas,
borradores, etc., 0 para acabar de responder a algun ejercicio si necesita mas espacio. En
este ultimo caso, debe indicarlo claramente al final de la pégina del ejercicio
correspondiente.

Puede utilizar calculadora, pero no se permite el uso de calculadoras u otros aparatos
gue pueden almacenar datos o que pueden transmitir o recibir informacion.

Ejercicio 1
Una tienda online tenia a la venta tres tipos de productos, que llamaremos A, B y C. Ares compré
un producto de cada tipo antes de las vacaciones de Navidad y pagd 135 €. En las rebajas de enero,
la tienda rebajo el articulo A un 4%, el articulo B un 6% vy el articulo C un 5% respecto al precio
inicial. Al verlo, Ares decidié comprar un producto tipo A, dos tipo By tres tipo C, y calcul6 que se
habia ahorrado 16 € respecto al coste total de la misma compra sin oferta. Dos semanas después,
empezaron las segundas rebajas y la tienda rebajo el articulo A un 8%, el articulo B un 10% vy el
articulo C un 6% respecto al precio inicial de antes de Navidad. Al verlo, Ares no lo pudo resistir e
hizo una tercera compra. Esta vez adquirio tres productos de tipo A, uno de tipo B y cinco de tipo C,
y calculd que se habia ahorrado 29 € respecto al precio total de la misma compra si la hubiera realizado
antes de las vacaciones de Navidad.
a) Plantee un sistema de ecuaciones lineales que recoja la informacién del problema.
[0,75 puntos]
b) Calcule el precio de cada articulo antes de las vacaciones de Navidad.
[1,75 puntos]

Ejercicio 2
Una empresa fabrica bicicletas convencionales y eléctricas. El responsable de calidad de la
empresa ha mirado el historial de ventas y ha calculado que el 5% de las bicicletas convencionales
habian tenido algln tipo de problema que habia requerido una revision posventa. En el caso de las
bicicletas eléctricas, este porcentaje era del 15%. Actualmente, el 25% de la produccion es de
bicicletas convencionales y el 75%, de bicicletas eléctricas.
a) Si escogemos una bicicleta al azar, ¢cual es la probabilidad de que tenga algun tipo de problema
que requiera una revision postventa? Si la bicicleta escogida al azar presenta algun tipo de
problema que requiera una revision postventa, ¢cudl es la probabilidad de que sea eléctrica?
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[1,25 puntos]

b) El responsable de calidad cree que el dato segun el cual un 15% de bicicletas eléctricas tienen
algun problema que requiere el servicio posventa ha quedado desfasada. Considera que
actualmente tanto la tecnologia como los controles de calidad previos han mejorado mucho y
esta proporcién ha disminuido. Para comprobarlo, toma una muestra de 100 bicicletas eléctricas
que ha vendido en los Gltimos meses y observa que sélo 8 han requerido una revision postventa.
A partir de estos datos, encuentra un intervalo de confianza del 95% para la proporcion de
bicicletas eléctricas que tienen algtin problema y requieren una revisioén postventa. A partir del
resultado obtenido, ¢podemos afirmar que esta proporcion ha disminuido?

[1,25 puntos]

FORMULAS PARA RESOLVER EL EJERCICIO:
e Z~normal (0,1) »>P(-1.96<Z<1.96)=0.95y P(-2.58<Z <2.58)=0.99
e Intervalos de confianza con un nivel de confianza y (0,1)
- para la proporcion (muestras grandes):

- para la media (muestras normales con varianza o desconocida):

x-z,- L x+2,-Z
AV RN Y
- para la media (muestras grandes con la varianza o desconocida):

"n ]

x—zyT,x+z
i n

Ejercicio 3
Un estudio establece que el nimero de microorganismos vivos en una muestra de laboratorio,
medido en decenas, viene dado por la funcion
f(x)= 15X2 +k,
9+ X

donde x representa las horas transcurridas desde el inicio del estudio.

a) Determine el valor de k si sabemos que al inicio del estudio habia 50 microorganismos. ¢Cual
es el valor maximo de microorganismos a los que se llegara? ¢;En qué instante se alcanzara el
maximo?

[1,75 puntos]

b) ¢En qué valor se estabilizara el nimero de microorganismos a largo término?

[0.75 puntos]

Ejercicio 4

Una fabrica se dedica a la elaboracion de pasta. Todo el proceso de produccion puede resumirse

en tres etapas:

1. Compra de materias primas. Para elaborar la pasta, la empresa debe comprar aceite, harina y sal
de buena calidad. La compra la puede realizar a tres proveedores diferentes. El primer
proveedor vende el aceite a 3€/L, la harina a 0,6€/kg y la sal a 1€/kg. El segundo proveedor
vende el aceite a 3,5€/L, la harina a 1€/kg y la sal a 0,7€/kg. Por altimo, el tercer proveedor
vende el aceite a 2,5 €/L, la harina a 0,8 €/kg y la sal a 0,9 €/kg.
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2. Elaboracion, empaquetado y control de calidad. Se fabrica y envasa la pasta. Posteriormente, se
comprueba que la pasta esté bien hecha y envasada correctamente, y se verifica que los paquetes
pesen 500 g de media.

3. Venta. La estrategia de venta y el precio de los paquetes se determinan realizando un estudio de
mercado.

Elija UNA de las dos opciones (A o B) y responda a las cuestiones que se plantean.

OPCION A

a) La empresa necesita 300 litros de aceite, 700 kg de harina y 25 kg de sal. Escriba esta
informacidn junto con los precios por producto de cada proveedor en forma matricial (dejando
bien claro lo que representan las filas y las columnas) y calcula mediante un producto de
matrices el coste total del pedido por cada proveedor. ;Cudl de los tres proveedores es el mas
econémico?
[1.25 puntos]

b) Cada paquete de pasta tiene un coste total de produccion de 0,5€. Si la empresa lo vende por
1,1€, se venden 1.000 paquetes diarios de pasta. También han comprobado que la relacion entre
el precio de venta y el nimero de paquetes vendidos es lineal, por lo que por cada 0,01 € que
sube el precio de venta del paquete disminuye en 10 el nimero de paquetes vendidos.
Llamaremos x al nimero de veces que subimos 0,01 € al precio de venta del paquete. Encuentre
la funcién que describe el beneficio diario en funcion de x y calcula el valor de venta del paquete
que hace que el beneficio sea maximo. ;Cual es ese beneficio?

[1.25 puntos]

OPCION B

a) La empresa ha hecho un gran pedido al primer proveedor y se ha gastado 1.320€. Ha comprado
el triple de harina que de sal. Ademas, la cantidad gastada en harina representa el 30% del
dinero gastado en aceite. ;Qué cantidad de cada producto ha comprado?
[1.25 puntos]

b) En el control de calidad, se ha tomado una muestra al azar del peso en gramos de 9 paquetes de

pasta y se han obtenido los siguientes valores:
501, 506, 497, 495, 503, 491, 512, 505, 499.

Construya un intervalo de confianza del 95% para la media del peso del paquete de pasta,
suponiendo que este sigue una distribucién normal con una desviacion tipica de 4 g. A partir de
estos datos, razone brevemente si podemos afirmar que la etiqueta que dice que los paquetes
son de 500 g es incorrecta.
[1.25 puntos]
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SOLUCIONES

Ejercicio 1
Una tienda online tenia a la venta tres tipos de productos, que llamaremos A, B 'y C. Ares compré un
producto de cada tipo antes de las vacaciones de Navidad y pagd 135 €. En las rebajas de enero, la
tienda rebajo el articulo A un 4%, el articulo B un 6% y el articulo C un 5% respecto al precio inicial.
Al verlo, Ares decidié comprar un producto tipo A, dos tipo B y tres tipo C, y calcul6 que se habia
ahorrado 16 € respecto al coste total de la misma compra sin oferta. Dos semanas después, empezaron
las segundas rebajas y la tienda rebajé el articulo A un 8%, el articulo B un 10% y el articulo C un
6% respecto al precio inicial de antes de Navidad. Al verlo, Ares no lo pudo resistir e hizo una tercera
compra. Esta vez adquirié tres productos de tipo A, uno de tipo B y cinco de tipo C, y calcul6 que se
habia ahorrado 29 € respecto al precio total de la misma compra si la hubiera realizado antes de las
vacaciones de Navidad.
a) Plantee un sistema de ecuaciones lineales que recoja la informacion del problema.

[0,75 puntos]
b) Calcule el precio de cada articulo antes de las vacaciones de Navidad.

[1,75 puntos]

(1))

a) Llamamos “x” al precio de un producto A antes de Navidad, “y” al precio de un producto B y “z
al precio de un producto C.
“Ares comprd un producto de cada tipo antes de las vacaciones de Navidad y pago 135 € >
X+y+2z=135.

“En las rebajas de enero, la tienda rebajo el articulo A un 4%, el articulo B un 6% y el articulo C
un 5% respecto al precio inicial. Al verlo, Ares decidio comprar un producto tipo A, dos tipo B

y tres tipo C, y calculd que se habia ahorrado 16 € respecto al coste total de la misma compra
sin oferta” 2 1-0.04x+2-0.06y +3-0.052 =16 ..

“La tienda rebajo el articulo A un 8%, el articulo B un 10% vy el articulo C un 6% respecto al
precio inicial de antes de Navidad. Al verlo, Ares no lo pudo resistir e hizo una tercera compra.
Esta vez adquiri6 tres productos de tipo A, uno de tipo B y cinco de tipo C, y calcul6 que se
habia ahorrado 29 € respecto al precio total de la misma compra si la hubiera realizado antes de
las vacaciones de Navidad” - 3-0.08x+1-0.10y +5-0.06z =29.

Reunimos las tres ecuaciones en un sistema y lo simplificamos.

X+y+2=135 X+y+z=135
0.04x+2-0.06y+3:0.052 =16 } = 0.04x+0.12y +0.152 =16 ; =
3:0.08x+0.10y +5-0.06z = 29 0.24x+0.10y+0.30z =29

X+y+2=135 X+y+2=135
= 4x+12y+152=1600 ;= 4x+12y+15z =1600
24x+10y +30z =2900 12x+5y+15z2 =1450

b) Resolvemos el sistema.

Ecuacion 22 — 4 - Ecuacion 12

4x +12y +15z =1600

—4x -4y 4z =-540
8y +11z =1060

X+y+2=135
4x+12y+15z2 =1600 ; =
12x+5y+15z =1450
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Ecuacion 32 — 12 - Ecuaci6n 12
12x  +by +15z =1450
-12x -12y -12z =-1620

X+ y+ z=135
= 8y+11z=1060 ; =

7y 432 =170 ~ry+dz=-110
8-Ecuacion 32 + 7 - Ecuacion 22 135 135
S0y w24z = 1360 8X+ I: Z _1060 sx+ i: Z _1060
156y +77z = 7420 = y101z‘6060 —oyrie ==
101z = 6060 £ ;- 8060 oo
101
60 =135 75 Xry="
= = = :x+50=75:>-x:25
8y +11-60 :1060} 8y — 400} y =% 50

Antes de las vacaciones de Navidad un producto A costaba 25 €, uno del tipo B costaba 50 € y
uno del tipo C costaba 60 €.
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Ejercicio 2

Una empresa fabrica bicicletas convencionales y eléctricas. El responsable de calidad de la empresa

ha mirado el historial de ventas y ha calculado que el 5% de las bicicletas convencionales habian

tenido algun tipo de problema que habia requerido una revision postventa. En el caso de las bicicletas
eléctricas, este porcentaje era del 15%. Actualmente, el 25% de la produccion es de bicicletas
convencionales y el 75%, de bicicletas eléctricas.

a) Si escogemos una bicicleta al azar, ¢cudl es la probabilidad de que tenga algun tipo de problema
que requiera una revision postventa? Si la bicicleta escogida al azar presenta algun tipo de
problema que requiera una revision postventa, ¢cudl es la probabilidad de que sea eléctrica?

[1,25 puntos]

b) El responsable de calidad cree que el dato segun el cual un 15% de bicicletas eléctricas tienen
algiin problema que requiere el servicio posventa ha quedado desfasado. Considera que
actualmente tanto la tecnologia como los controles de calidad previos han mejorado mucho y esta
proporcién ha disminuido. Para comprobarlo, toma una muestra de 100 bicicletas eléctricas que
ha vendido en los Gltimos meses y observa que s6lo 8 han requerido una revision postventa. A
partir de estos datos, encuentra un intervalo de confianza del 95% para la proporcion de bicicletas
eléctricas que tienen algin problema y requieren una revision postventa. A partir del resultado
obtenido, ¢podemos afirmar que esta proporcion ha disminuido?

[1,25 puntos]

FORMULAS PARA RESOLVER EL EJERCICIO:

Z ~normal (0, 1) -»P(-1.96<7 <1.96)=0.95y P(-2.58<Z <2.58)=0.99
Intervalos de confianza con un nivel de confianza y €(0,1)

para la proporcion (muestras grandes):

- para la media (muestras normales con varianza o desconocida):

x-2, 2
L 7n
- para la media (muestras grandes con la varianza o desconocida):

"\n |

x—zyT,x+z
i n

X+Z},—

o
nj

a) Llamamos S al suceso “la bicicleta tiene algtn tipo de problema que requiere del servicio
postventa” y C a “la bicicleta es convencional”. Hacemos un diagrama de arbol.

Con problemas
P(S/C) = 0.05

Convencional
P(C)=0.25

Sin problemas
P(S¢/C) =0.95

Bicicletay servicio
posventa

Con problemas
P(S/C¢) =0.15

Eléctrica
P(C%) = 0.75

Sin problemas
P(S¢/C¢) = 0.85
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Nos piden que calculemos P(S). Aplicamos el teorema de la probabilidad total.

P(S)=P(C)P(S/C)+P(C°)P(S/C°)=0.25:0.05+0.75-0.15= %=0.125

La probabilidad de que una bicicleta elegida al azar presente problemas vale 0.125 (una de cada

8 bicicletas).
También nos piden calcular P(CC /S) . Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema

de Bayes.

P(CC mS) P(CC)P(S /CC) 0.75-0.15 |9

P(S) P(S) 0125 |10
La probabilidad de que una bicicleta que presenta problemas sea eléctrica es de 0.9 (9 de cada 10
Veces).

0.9

P(C°/s)=

b) El tamafio de la muestra es n=100. La proporcion de bicicletas que han requerido revision del
servicio postventa es de 8 =0.08.
100

Para un nivel de confianza del 95% tenemos que P(—1.96 <Z <1.96)=0.95, por lo que
z,=1.96.

Para obtener el intervalo de confianza utilizamos la formula {pz /p(l_ p) D+2 ’p(l_ p)}
4 n ! ¥ n

p(-p .
[POr) g E0R
n 100
p(1-p) p(1-p)
p-z, — p+z, Y = [0.08—0.0532, 0.08+0.0532] = [0.0268, 0.1332]

El intervalo de confianza solicitado es [0.0268, 0.1332]. Por tanto, con una confianza del 95% si
podemos afirmar que el porcentaje ha mejorado respecto al histérico del 15%. Sabemos que
actualmente el porcentaje de bicicletas eléctricas que requieren del servicio postventa esta entre el
2.68% Yy el 13.32% con una confianza del 95%.
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Ejercicio 3

Un estudio establece que el nimero de microorganismos vivos en una muestra de laboratorio, medido

en decenas, viene dado por la funcion

f(x)= 2 1k,
9+ X

donde x representa las horas transcurridas desde el inicio del estudio.

a) Determine el valor de k si sabemos que al inicio del estudio habia 50 microorganismos. ;Cudl es
el valor madximo de microorganismos a los que se llegard? ¢;En qué instante se alcanzara el
maximo?  [1,75 puntos]

b) ¢En qué valor se estabilizara el nGmero de microorganismos a largo término?  [0.75 puntos]

a) Sabemos qué f (0)=5.

15x
f(x)= +k )
+

f(0)=5
El valor necesario para que se cumpla lo pedido es k =5.
Hallamos la derivada de la funcion y averiguamos cuando se anula (puntos criticos).

+k=lk=5

15x , 15(9+x*)—2x-15X  135+15x* —30x? 135-15x°
f(X)— 2+5:>f(X): ( )22 = I\2 = 5\2
9+x (9+x ) (9+x ) (9+x )

2
f’(x)=0:>135_%=0:>135—15x2=O:>9—x2=0:>x2=9:> X=1/9 =3

(9+x°)

Solo consideramos el valor positivo x =3 como punto critico ya que el dominio de la funcion es
[0, +oo) . Estudiamos el signo de la derivada antes y después de este valor.

135-15-1* 120
= = >

(o+rf 100

e Enelintervalo [0,3) tomamos x=1 Y la derivada vale f“(1)

funcion crece antes de las 3 horas.
135-15-4° 21

(gr4) 125

e Enelintervalo (3,+0) tomamos x =4y la derivada vale f’(4)

La funcién decrece a partir de las 3 horas.

Como la funcion crece antes y decrece después de las 3 horas podemos afirmar que el maximo
namero de microorganismos se produce a las 3 horas.

Como f(3)= 153

2

9.3 +5=7.5, el nlmero maximo de microorganismos es de 75.
+

b) Para responder a la pregunta planteada calculamos el limite de la funcién cuando x tiende a +oo.

15x 15
- =
lim £ (%)= lim —2% 5= lim X 15— |im X 45=_° ,5-[g]
X—>+00 x—>+0 Q 4 ¥ X—>+00 X x40 9 0+1
—S+— —+1
x> X2 X
La poblacion tiende a estabilizarse en 50 microorganismos.
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Ejercicio 4

Una fabrica se dedica a la elaboracién de pasta. Todo el proceso de produccion puede resumirse en

tres etapas:

1. Compra de materias primas. Para elaborar la pasta, la empresa debe comprar aceite, harina y sal de
buena calidad. La compra la puede realizar a tres proveedores diferentes. El primer proveedor
vende el aceite a 3€/L, la harina a 0,6€/kg y la sal a 1€/kg. El segundo proveedor vende el aceite a
3,5€/L, la harina a 1€/kg y la sal a 0,7€/kg. Por ultimo, el tercer proveedor vende el aceite a 2,5
€/L, la harina a 0,8 €/kg y la sal a 0,9 €/kg.

2. Elaboracion, empaquetado y control de calidad. Se fabrica y envasa la pasta. Posteriormente, se
comprueba que la pasta esté bien hecha y envasada correctamente, y se verifica que los paquetes
pesen 500 g de media.

3. Venta. La estrategia de venta y el precio de los paquetes se determinan realizando un estudio de
mercado.

OPCION A

a) La empresa necesita 300 litros de aceite, 700 kg de harina y 25 kg de sal. Escriba esta informacién
junto con los precios por producto de cada proveedor en forma matricial (dejando bien claro lo
que representan las filas y las columnas) y calcula mediante un producto de matrices el coste total

del pedido por cada proveedor. ;Cual de los tres proveedores es el mas economico?
[1.25 puntos]

b) Cada paquete de pasta tiene un coste total de produccion de 0,5€. Si la empresa lo vende por 1, 1€,
se venden 1.000 paquetes diarios de pasta. Tambien han comprobado que la relacion entre el precio
de venta y el nimero de paquetes vendidos es lineal, por lo que por cada 0,01 € que sube el precio
de venta del paquete disminuye en 10 el nimero de paquetes vendidos. Llamaremos x al namero
de veces que subimos 0,01 € al precio de venta del paquete. Encuentre la funcion que describe el
beneficio diario en funcion de x y calcula el valor de venta del paguete que hace que el beneficio
sea maximo. ¢Cual es ese beneficio?

[1.25 puntos]

a) Colocamos en una matriz 3x3 los precios de cada producto en cada proveedor.

Aceite Harina Sal

Vool

3 06 1 \—Proveedorl
A=[35 1 0.7 |= Proveedor?2
25 0.8 0.9)— Proveedor3

Colocamos en una matriz 3x1 las cantidades a comprar de cada producto.

300 \— Litros de aceite
B =| 700 | »> Kgsdeharina
25 | — Kgsdesal

Obtenemos el coste de la compra en cada proveedor realizando el producto matricial A-B .

3 06 1 )/300 900+420+25 1345 )\ — Proveedorl
A-B=135 1 0.7 700 |=]|1050+700+17.5 |=|1767.5 |— Proveedor 2
25 08 09)( 25 750+560+22.5 1332.5 )— Proveedor 3
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Con el proveedor 1 el pedido nos cuesta 1345 €, con el proveedor 2 nos cuesta 1767.5 € y con el
proveedor 3 solo 1332.5.
Con el tercer proveedor el pedido es mas econémico.

b) Con un precio de 1.1 € por paquete se venden 1000 paquetes.
Con un precio de 1.1 +0.01 = 1.11 € por paquete se venden 1000 — 10 paquetes.
Con un precio de 1.1 +0.01-2 = 1.12 € por paquete se venden 1000 — 10 - 2 paquetes.
Con un precio de 1.1 + 0.01-x € por paquete se venden 1000—-10x paquetes.

Los ingresos con x subidas de 0.1 € son I (x)=(1.1+0.01x)(1000—10x).

Con x subidas de 0.01 € vendemos 1000—10x paquetes de pasta. Como el coste de cada paquete
es de 0.5 € entonces los costes son C(x)=0.5(1000—-10x).

El beneficio es la diferencia entre ingresos y costes.

B(x)=1(x)-C(x)=(1.1+0.01x)(1000~10x)—0.5(1000 ~10x) =

=1100-11x +10x —0.1x* —500 +5x = —0.1x* + 4x + 600

Averiguamos cuando la funcion beneficio B(x) =—0.1x* +4x+600 alcanza un maximo.

B(x)=-0.1x* +4x+600 = B"(x) =-0.2x + 4

B(x)=0=-02x+4=0=>-0.2x=-4=|x=_= =20

4

Obtenemos el signo de la segunda derivada para el punto critico obtenido x =20.
B"(x)=-0.2x+4=B"(x)=—0.2=B"(20)=-0.2<0

Como la segunda derivada es negativa la funcion beneficio tiene un méaximo para x =20.
Para estas 20 subidas de precio nos queda el precio del paquete a 1.1+20-0.01=1.3 €.

Y venderemos 1000—-10-20 =800 paquetes de pasta.
El beneficio maximo que se consigue es de B(20) =—0.1-20* +4-20+600 = 640 euros.
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Ejercicio 4

Una fabrica se dedica a la elaboracién de pasta. Todo el proceso de produccion puede resumirse en

tres etapas:

1. Compra de materias primas. Para elaborar la pasta, la empresa debe comprar aceite, harina y sal de
buena calidad. La compra la puede realizar a tres proveedores diferentes. El primer proveedor
vende el aceite a 3€/L, la harina a 0,6€/kg y la sal a 1€/kg. El segundo proveedor vende el aceite a
3,5€/L, la harina a 1€/kg y la sal a 0,7€/kg. Por ultimo, el tercer proveedor vende el aceite a 2,5
€/L, la harina a 0,8 €/kg y la sal a 0,9 €/kg.

2. Elaboracion, empaquetado y control de calidad. Se fabrica y envasa la pasta. Posteriormente, se
comprueba que la pasta esté bien hecha y envasada correctamente, y se verifica que los paquetes
pesen 500 g de media.

3. Venta. La estrategia de venta y el precio de los paquetes se determinan realizando un estudio de
mercado.

OPCION B

a) La empresa ha hecho un gran pedido al primer proveedor y se ha gastado 1.320€. Ha comprado el
triple de harina que de sal. Ademas, la cantidad gastada en harina representa el 30% del dinero
gastado en aceite. ;Qué cantidad de cada producto ha comprado?
[1.25 puntos]

b) En el control de calidad, se ha tomado una muestra al azar del peso en gramos de 9 paquetes de
pasta y se han obtenido los siguientes valores:

501, 506, 497, 495, 503, 491, 512, 505, 499.

Construya un intervalo de confianza del 95% para la media del peso del paquete de pasta,
suponiendo que este sigue una distribucion normal con una desviacion tipica de 4 g. A partir de
estos datos, razone brevemente si podemos afirmar que la etiqueta que dice que los paquetes son
de 500 g es incorrecta.
[1.25 puntos]

€%

a) Llamamos “x” a los litros de aceite comprados, “y” a los kilos de harina y “z” a los kilos de sal.
“La empresa ha hecho un gran pedido al primer proveedor y se ha gastado 1.320€” —>
3x+0.6y+2z=1320.

“Ha comprado el triple de harina que de sal” 2> y=3z.
“La cantidad gastada en harina representa el 30% del dinero gastado en aceite” - 0.6y =0.30-3x

Reunimos las tres ecuaciones en un sistema y lo resolvemos.

3x+0.6y+2z=1320

3x+0.6-3z+2=1320 3x+1.82+2=1320
y =3z = = =
0.6-3z=0.9x 1.8z =0.9x
0.6y =0.30-3x
3x+2.82=1320 3%+ 287 =1320
=18 = =62+2.82=1320=8.82=1320=
0.9
Xx=2-150=300
IR |
|y =3-150 = 450)|

Han comprado 300 litros de aceite, 450 kilos de harina y 150 kilos de sal.
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b) El tamafio muestral esn = 9.

. 501+506 +497 + 495+ 503+ 491+ 512 + 505+ 499
La media muestral es =501 gramos.

9
Para un nivel de confianza del 95% tenemos P(-1.96 <Z <1.96)=0.95, por lo que z, =1.96.

Para obtener el intervalo de confianza utilizamos la férmula {)7 _7 9 X+ Z,—= }
T
4
—=1.96-—=2.613
LR

- (o2
{x—zy Nt X+7 \/_} [501-2.613, 501+ 2.613]=[498.387, 503.613]
El intervalo de confianza solicitado es [498.387, 503.613] . Por tanto, con una confianza del 95%

no podemos afirmar que los paquetes de pasta estén mal etiquetados pues el valor de 500 gramos
pertenece al intervalo de confianza obtenido.
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PAU septiembre (serie 3) 2024

AN Generalitat de Catalunya
A Consell Interuniversitari de Catalunya 2024

Oficina d'Accés a la Universitat

Matematicas aplicadas a las ciencias sociales

Responda a CUATRO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique siempre
gué quiere hacery por que.

Cada cuestion vale 2,5 puntos.

Puede utilizar calculadora, pero no se permite el uso de calculadoras u otros aparatos
gue pueden almacenar datos o que pueden transmitir o recibir informacion.

Puede utilizar las paginas en blanco (paginas 14 y 15) para hacer esquemas, borradores,
etc., 0 para acabar de responder a alguna cuestion si necesita mas espacio. En este altimo
caso, debe indicarlo claramente al final de la pagina de la cuestion correspondiente.

1. Los beneficios o pérdidas diarios de una nueva empresa durante su primer afio de funcionamiento
vienen dados por la funcion B(x)=—x’+260x—12000, en la que x representa el dia desde el

inicio de la actividad de la empresa.

a) (Qué beneficio o pérdida tuvo la empresa el dia 45? ;Qué dias obtuvo un beneficio de 4.000 €?
[1 punto]

b) Calcule qué dia la empresa obtuvo el beneficio maximo y cudl es este valor. Calcule también
entre qué dias la empresa no tuvo pérdidas. [1,5 puntos]

2. Una inversora quiere invertir su capital en un banco especializado en criptomonedas que ofrece
distintos depositos con los siguientes intereses:
— BTC (bitcoin): 15 % anual.
— ETH (ether): 10 % anual.
— LNK (link): 13 % anual.
La inversora quiere invertir la misma cantidad en bitcoins que entre las otras dos criptomonedas
juntas y desea obtener un rendimiento anual global de un 13 %.
a) ¢Cual debe ser la relacion entre la inversion en ethers y en links? [1,25 puntos]
b) Si se sabe que la inversion total serd de 150.000 €, ;qué cantidad invertird en cada
criptomoneda? [1,25 puntos]

3. Ona quiere construir una caja de carton de base cuadrada y abierta (sin tapa) para poner
rotuladores y colores, como la de la siguiente figura:

X
La caja tiene que tener un volumen de 4 litros.
a) Exprese la altura de la caja (y) en funcién de la longitud del lado de la base (x). [0,5 puntos]
b) Ona quiere usar el minimo de cartén posible para construir la caja. (Cuantos centimetros debe
medir el lado de la base (x) para que la superficie de la caja sea minima? ;Cuantos centimetros
debe medir la altura (y)? ¢Qué cantidad de cartdn usara para construir la caja? [2 puntos]

37 de 289 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU septiembre 2024 (serie 3) Matemdticas aplicadas a las CC. SS. Il en Cataluiia Juan Antonio M. G.

4. Un cine dispone de dos salas en las que se proyectan dos peliculas diferentes. La siguiente tabla
muestra el nimero de personas que han asistido a la proyeccion de cada pelicula en la ultima
semana, agrupadas por franjas de edad:

Franja de edad Pelicula de lasalal | Pelicula de la sala 2
Menores de 18 afios 122 620
18-65 afios 930 433
Mayores de 65 afios 384 281
122 620
La informacidn de la tabla anterior se registra con la forma matricial A=| 930 433].
384 281

1
a) Considerando la matriz B = (J calcule el producto A-B . Explique el significado de la matriz

obtenida.
Se sabe que una entrada para menores de 18 afios cuesta 5 €, una entrada para adultos de entre
18 y 65 anos cuesta 8,5 € y una entrada para mayores de 65 afios cuesta 6,5 €. Encuentre una
matriz C(a b c) de forma que el producto C-AB dé los ingresos semanales totales obtenidos
por la venta de entradas, y calcule los ingresos correspondientes a esta semana. [1,5 puntos]

b) Al cabo de unos meses, el registro semanal viene dado por la matriz

84 23
D=/338 x
256 408

pero hay un valor que se ha borrado, el del nimero de personas entre 18 y 65 afios que han
asistido a la segunda pelicula, y lo hemos denotado por x. Calcule el valor de x sabiendo que
los ingresos totales de esa semana fueron de 12.076 €. [1 punto]

5. Un centro deportivo tiene dos zonas: la zona de la piscina (Al) y la zona del gimnasio (A2). Los
abonados deben escoger a cual de las dos zonas (solo una) quieren acceder y también si desean ir
al centro deportivo en horario de mafiana (opcion B1) o en horario de tarde (opcion B2). Si se
selecciona a un abonado del centro al azar, se sabe que la probabilidad de que utilice la zona de la
piscina es de 0,4 y la probabilidad de que utilice el gimnasio es de 0,6. Por otro lado, la
probabilidad de que esté abonado en horario de mafiana, si se sabe que utiliza la zona de la piscina,
es de 0,55, mientras que la probabilidad de que esté abonado en horario de mafiana, si se sabe que
utiliza el gimnasio, es de 0,45.

a) ¢Cuél es la probabilidad de que el individuo esté abonado en horario de mafiana? [1,25 puntos]
b) Si se sabe que esta abonado en horario de mafiana, ¢cual es la probabilidad de que utilice la
zona de piscina? [1,25 puntos]

6. Una empresa de autobuses afirma que realiza el trayecto entre el aeropuerto y el centro de la ciudad
en 30 minutos. Se ha obtenido una muestra del tiempo, en minutos, que ha tardado en 10 trayectos
escogidos al azar:

33, 29, 28, 31, 34, 35, 32, 29, 37, 35
a) Construya un intervalo de confianza del 95 % para la media del tiempo de trayecto, suponiendo
que este tiempo sigue una distribucion normal con una desviacion tipica de 2 minutos.

NOTA: Recuerde que, si Z sigue una distribucion normal (0,1), P(—1,96£ Z 31,96) =0,95.
Recuerde también que el intervalo de confianza para la media con un nivel de confianza

ye (0,1) cuando la variancia o es conocida viene dado por {}-z 2 X+z i} [1,5 puntos].
"o 7
b) A partir del resultado obtenido en el apartado anterior, ;puede afirmarse que la informacion que
proporciona la empresa de autobuses es errénea? Justifique la respuesta. [1 punto]
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SOLUCIONES

1. Los beneficios o pérdidas diarios de una nueva empresa durante su primer afio de funcionamiento
vienen dados por la funcion B(x) = —x* +260x—-12000, en la que x representa el dia desde el

inicio de la actividad de la empresa.

a) ¢Qué beneficio o pérdida tuvo la empresa el dia 45? ;Qué dias obtuvo un beneficio de 4.000 €? [1
punto]

b) Calcule qué dia la empresa obtuvo el beneficio maximo y cudl es este valor. Calcule también entre
queé dias la empresa no tuvo pérdidas. [1,5 puntos]

a) Nos piden calcular el valor de B(45).
B(45) = —45" + 260-45—-12000 = —2325

El dia 45 tiene unas pérdidas de 2325 €.
Averiguamos el dia x para el que B(x)=4000.

B(x)=—x*+260x—12000 , ,
= —X"+260x-12000 = 4000 = —x“ +260x-16000=0=>

B(x) = 4000
~260+60 _ oo
~260+,/260° —4(~1)(-16000) —260+60 | —p =X
X = = =
- 2(-1) 2| -260-60 _p—
-2

La empresa obtiene unos beneficios de 4000 euros los dias 100 y 160.

b) Utilizamos la derivada para encontrar los puntos criticos de la funcién.

B"(x)=—2x+260
B'(x)=0

}:>—2X+260=0:>2X=260:> X=2—20=130

El punto critico es el dia 130. Sustituimos este valor en la segunda derivada.
B"(x)=—2= B”(130) =-2<0

Como la segunda derivada es negativa la funcién presenta un maximo relativo el dia 130.
Calculamos B(130).

B(130)= ~130% +260-130 12000 = 4900

El maximo beneficio que obtiene la empresa es de 4900 euros y los obtiene el dia 130.

Averiguamos cuando el beneficio es 0.
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B(x) =—x*+260x—12000 ,
= —X"+260x-12000=0=
B(x)=0

~260+140 _ r=—
~260+,[260° - 4(-1)(-12000) 260+140 | —p ==X
= X= = =
2(-1) -2 —260;140 _300=>

Estudiamos el signo de los beneficios antes, entre y después de estos dos valores.

e Enelintervalo (0,60) tomamos x = 10y los beneficios son
B(10)=-10° + 2600—12000 = —9500. La empresa tiene pérdidas.
e Enelintervalo (60,200) tomamos x = 100y los beneficios son
B(100) = —1007 + 26000 —12000 = +4000. La empresa NO tiene pérdidas.
e Enelintervalo (200,365) tomamos x = 250 y los beneficios son
B(250) =—250” + 260- 25012000 = —9500.. La empresa tiene pérdidas.

La empresa no tiene pérdidas entre los dias 60 y 200.
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2. Una inversora quiere invertir su capital en un banco especializado en criptomonedas que ofrece
distintos depositos con los siguientes intereses:

— BTC (bitcoin): 15 % anual.

— ETH (ether): 10 % anual.

— LNK (link): 13 % anual.

La inversora quiere invertir la misma cantidad en bitcoins que entre las otras dos criptomonedas juntas
y desea obtener un rendimiento anual global de un 13 %.

a) ¢Cudl debe ser la relacion entre la inversion en ethers y en links? [1,25 puntos]

b) Si se sabe que la inversion total sera de 150.000 €, ;qué cantidad invertira en cada criptomoneda?
[1,25 puntos]

(Y3 [

a) Llamamos “x” al dinero invertido en bitcoin, “y” al dinero invertido en ether y “z” al dinero
invertido en link.
A partir de la informacion del ejercicio obtenemos las ecuaciones del sistema.

“La inversora quiere invertir la misma cantidad en bitcoins que entre las otras dos
criptomonedas juntas” > X=y+2z.

“Desea obtener un rendimiento anual global de un 13 %.” >
0.15x+0.10y +0.13z2 =0.13(x+ y +2)..

Reunimos las ecuaciones en un sistema.

X=Y+1z
=
0.15x+0.10y +0.13z2 = 0.13(x+ y + 2)

X=Yy+12 X=Yy+2
= = =
0.15x+0.10y +0.132 =0.13x+0.13y + 0.13z 0.02x—-0.03y =0

:>;(:_y;;z:o}:2(y+z)—3y=0:>2y+22—3y:0:>

El dinero invertido en ether debe ser el doble del invertido en link.

b) Afnadimos al sistema la ecuacion x+y+z =150000 y resolvemos el sistema.

X=Yy+12
2x-3y=0

2(y+2)-3y=0 } 2y+22—3y=0}
= = =
X+ Y+ 2z =150000

y+z+y+z=150000 2y +2z =150000

22=Y

- 75000
y+2z=75000

}:>22+z:75000:>32:75000:> Z =25000|=

= |y =2-25000 = 5oooo| — [x =50000 + 25000 = 75000

Se invertiran 75.000 € en bitcoin, 50.000 € en ether y 25.000 € en link.

41 de 289 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU septiembre 2024 (serie 3) Matemdticas aplicadas a las CC. SS. Il en Cataluiia Juan Antonio M. G.

3. Ona quiere construir una caja de carton de base cuadrada y abierta (sin tapa) para poner
rotuladores y colores, como la de la siguiente figura:

La caja tiene que tener un volumen de 4 litros.

a) Exprese la altura de la caja (y) en funcion de la longitud del lado de la base (x). [0,5 puntos]

b) Ona quiere usar el minimo de carton posible para construir la caja. ¢Cuéantos centimetros debe
medir el lado de la base (x) para que la superficie de la caja sea minima? ¢Cuantos centimetros
debe medir la altura (y)? ¢Qué cantidad de carton usara para construir la caja? [2 puntos]

a) Sabemos que el volumen de la caja es de 4 litros que son 4000 centimetros cubicos.

Volumen = 4000
,  =x’y=4000= y=40?0
Volumen=x--y X
La expresion buscada es y = 4080 .
X

b) La superficie de la caja sin tapa es la suma de las superficies laterales y la de la base.

e _ 2
Superficie = 4-caras + base = 4xy + X 4000 , 16000 ,

4000 = S(X)=4x——+Xx" = +X
=— X X
X
- - 16000 , ... :
Deseo hallar el minimo de la funcién S(x)= +x°. Utilizamos la derivada.
X
16000 , 16000
S(x)= +X° =S (X)=- +2X
() X () X :>—1GOZOO+ZX:O:>
5'(x)=0 X
16000

= 2X =

= 2x° =16000 = x* = 8000 = | x = 3/8000 = 20

X2

Hemaos encontrado que la funcion superficie tiene un punto critico en x = 20. Utilizamos la
segunda derivada y su signo para averiguar si s un maximo o un minimo.

16000

S’ (x)= 2 +2x=-16000x"* +2x = S”’(x) = —(—2)16000x"° +2 =
:>S"(X):64000X’3+2:640300+2:>S"(20):64080+2>0
X 0

Como la segunda derivada es positiva para x = 20 en dicho valor la funcién tiene un minimo
relativo.

Para que la superficie de la caja sea minima el lado de la base debe medir 20 centimetros. La
altura debe medir y = % =10 centimetros.

Como S (20) = %+ 20° =1200 la cantidad de carton que usara para la caja con superficie

minima es de 1200 centimetros cuadrados de carton.
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4. Un cine dispone de dos salas en las que se proyectan dos peliculas diferentes. La siguiente tabla
muestra el nimero de personas que han asistido a la proyeccion de cada pelicula en la ultima
semana, agrupadas por franjas de edad:

Franja de edad Pelicula de lasalal | Pelicula de la sala 2
Menores de 18 afios 122 620
18-65 afios 930 433
Mayores de 65 afios 384 281
122 620
La informacidn de la tabla anterior se registra con la forma matricial A=| 930 433].
384 281

1
a) Considerando la matriz B =(J, calcule el producto A-B. Explique el significado de la matriz

obtenida.

Se sabe que una entrada para menores de 18 afios cuesta 5 €, una entrada para adultos de entre 18
y 65 afios cuesta 8,5 € y una entrada para mayores de 65 afios cuesta 6,5 €. Encuentre una matriz

C(a b c) de forma que el producto C-A-B de los ingresos semanales totales obtenidos por la

venta de entradas, y calcule los ingresos correspondientes a esta semana. [1,5 puntos]
b) Al cabo de unos meses, el registro semanal viene dado por la matriz

84 23
D=/338 x
256 408

pero hay un valor que se ha borrado, el del nimero de personas entre 18 y 65 afios que han asistido
a la segunda pelicula, y lo hemos denotado por x. Calcule el valor de x sabiendo que los ingresos
totales de esa semana fueron de 12.076 €. [1 punto]

a) Calculamos el producto A-B.
122 620 122 +620 742
A-B=|930 433 [j =|930+433 |=| 1363
384 281 384+ 281 665

3><><1—>3><1

La matriz A-B nos indica el nimero de personas de cada franja de edad que acuden al cine.

La matriz C es C(5 8.5 6.5) . Calculamos el producto C-A-B y comprobamos que obtenemos
los ingresos semanales totales obtenidos por la venta de entradas.

122 620 1
C-AB=(5 85 6.5) 930 433 (J:
384 281

1><><2—>1><2

1
= (5-122 +8.5-930+6.5-384 5-620+8.5-433+6.5-281) [J =
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1
=(11011 8607)(1] =11011+8607 =|19618

Los ingresos correspondientes a esta semana son 19618 euros.

b) Debemos resolver la ecuacion C-D-B =12076.

84 23)
CD-B=12076=(5 85 6.5)/338 x @:12076:
256 408

1
= (5-84+8.5-338+6.5-256 5-23+8.5-X+6.5-408)[1j =12076 =

1
= (4957 8.5X + 2767)(1] =12076 = 4957 +8.5x + 2767 =12076 =

—=8.5x=4352 > x:@:512

8.5

El nimero de personas entre 18 y 65 afios que han asistido a la segunda pelicula es de 512.
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5. Un centro deportivo tiene dos zonas: la zona de la piscina (Al) y la zona del gimnasio (A2). Los
abonados deben escoger a cual de las dos zonas (solo una) quieren acceder y también si desean ir
al centro deportivo en horario de mafiana (opcion B1) o en horario de tarde (opcién B2). Si se
selecciona a un abonado del centro al azar, se sabe que la probabilidad de que utilice la zona de la
piscina es de 0,4 y la probabilidad de que utilice el gimnasio es de 0,6. Por otro lado, la
probabilidad de que esté abonado en horario de mafiana, si se sabe que utiliza la zona de la piscina,
es de 0,55, mientras que la probabilidad de que esté abonado en horario de mafiana, si se sabe que
utiliza el gimnasio, es de 0,45.

a) ¢Cual es la probabilidad de que el individuo esté abonado en horario de mafiana? [1,25 puntos]

b) Si se sabe que estd abonado en horario de mafana, ¢cudl es la probabilidad de que utilice la zona
de piscina? [1,25 puntos]

Llamamos Al al suceso “el abonado utiliza la zona de la piscina”, A2 al suceso “el abonado utiliza
la zona del gimnasio”, B1 a “el abonado desea acudir en horario de mafnana” y B2 a “el abonado
desea ir en horario de tarde”.

Sabemos que P(A1) = 0.4, P(A2) = 0.6, P(B1/ Al)=0.55 y P(B1/A2)=0.45.
Realizamos un diagrama de arbol.

Maiana
Piscina P(B1/A1) =0.55
P(A1l)=0.4 Tarde
P(B2/A1) = 0.45
Horarios y zonas
Mafana
Gimnasio P(B1/A2) = 0.45
P(A2) =0.6

Tarde
P(B2/A2) = 0.55

a) Nos piden calcular P(Bl). Aplicamos el teorema de la probabilidad total.
P(BL)=P(AL)P(BL/ Al)+P(A2)P(BL/ A2)=0.4-0.55+0.6-0.45=[0.49]

La probabilidad de que el individuo esté abonado en horario de mafiana es de 0.49.

b) Nos piden calcular P(Al/ Bl). Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de Bayes.

P(ALnB1) P(AL)P(BL/Al) 0.4-0.55 22 _ 4449
P(BL) P(BL) 049 |49

P(AL/BL)=

La probabilidad de que un abonado que utiliza el horario de mafiana haya escogido la zona de
piscina tiene un valor aproximado de 0.449.

45 de 289 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU septiembre 2024 (serie 3) Matemdticas aplicadas a las CC. SS. Il en Cataluiia Juan Antonio M. G.

6. Una empresa de autobuses afirma que realiza el trayecto entre el aeropuerto y el centro de la ciudad
en 30 minutos. Se ha obtenido una muestra del tiempo, en minutos, que ha tardado en 10 trayectos
escogidos al azar:

33, 29, 28, 31, 34, 35, 32, 29, 37, 35

a) Construya un intervalo de confianza del 95 % para la media del tiempo de trayecto, suponiendo

que este tiempo sigue una distribucion normal con una desviacion tipica de 2 minutos.

NOTA: Recuerde que, si Z sigue una distribucion normal (0,1), P(-1,96<Z <1,96)=0,95.
Recuerde también que el intervalo de confianza para la media con un nivel de confianza y € (0,1)

. . . . - o - O
cuando la variancia o* es conocida viene dado por | x— 2, —=,X+2,—=|.[L5 puntos].
N RN

b) A partir del resultado obtenido en el apartado anterior, ¢puede afirmarse que la informacién que
proporciona la empresa de autobuses es erronea? Justifique la respuesta. [1 punto]

a) X = Tiempo (en minutos) que tarda un autobus en realizar el trayecto entre el aeropuerto y el
centro de la ciudad. X = N(y, 2)
La muestra es de tamafio n = 10.

La media muestral es x — 33+29+28+31+34+35+32+29+37+35 _303

10

Sabemos que y =0.95¢(0,1) y que P(-1,96<Z <1,96)=0,95=2,=1.96.
El intervalo de confianza pedido es:

X+1 i}={32.3—1.96i,32.3+1.96i}=[31.06, 33.54]

e 7 7

Con un nivel de confianza del 95% la media poblacional tiene un valor comprendido entre 31.06
y 33.54 minutos.

b) La afirmacion “Una empresa de autobuses afirma que realiza el trayecto entre el aeropuerto y el
centro de la ciudad en 30 minutos” no es correcta pues 30 no pertenece al intervalo de confianza
obtenido en el apartado anterior: 30 < 31.06.
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PAU junio (serie 5) 2024
AN Generalitat de Catalunya
A Consell Interuniversitari de Catalunya 2024

Oficina d'Accés a la Universitat

Matematicas aplicadas a las ciencias sociales

Responda a CUATRO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique siempre qué
quiere hacery por qué.

Cada cuestion vale 2,5 puntos.

Puede utilizar calculadora, pero no se permite el uso de calculadoras u otros aparatos que
pueden almacenar datos o que pueden transmitir o recibir informacion.

Puede utilizar las paginas en blanco (paginas 14 y 15) para hacer esquemas, borradores, etc.,
0 para acabar de responder a alguna cuestion si necesita mas espacio. En este ultimo caso, debe
indicarlo claramente al final de la pagina de la cuestion correspondiente.

1. Una empresa de paqueteria tiene unas tarifas de envio de paquetes que dependen del peso de cada
paquete, aunque no de forma lineal. Se quiere enviar un paquete a una distancia aproximada de
650 km. La informacion que ofrece la empresa en su web sobre los precios para enviar un paquete
a esta distancia es la siguiente:

— siun paquete pesa hasta 2 kg, el envio tiene un coste fijo de 30 €;

— si un paquete pesa mas de 2 kg pero menos de 11 kg, los primeros 2 kg cuestan 15 €/kg y el
resto de kilogramos se pagan a 12 €/kg;

— si un paquete pesa entre 11 y 25 kg, ambos incluidos, los primeros 11 kg cuestan 13 €/kg y el
resto cuestan 15 €/kg;

— a partir de 25 kg, hay que ponerse en contacto con la empresa.

a) ¢Cuanto costara enviar un paquete de 9,5 kg? ¢Y uno de 13 kg? Encuentre la funcién definida
a trozos que da el precio del envio de un paquete de hasta 25 kg en funcion de su peso y estudie
su continuidad. [1,75 puntos]

b) Si se han pagado 162 € por un envio, jcuanto pesaba el paquete que se ha enviado? [0,75 puntos]

2. El nuevo modelo de maletas Rodamons dispone de tres tamafios diferentes: pequefio, mediano y
grande. El precio de la maleta grande es el mismo que el de la maleta pequefia y la mediana juntas.
El lote de una maleta de cada tamafio cuesta 240 €, pero si se compra el lote de dos maletas
pequefias, una mediana y una grande, se obtiene un 10 % de descuento del total y el precio final
es de 256,5 €. ;Cual es el precio de cada tipo de maleta sin descuento? [2,5 puntos]

3. Una empresa de alquiler de vehiculos dispone de una flota de 250 vehiculos. Si el precio del
alquiler diario de un vehiculo es de 50 €, consigue alquilarlos todos. Se ha observado que la
relacion entre el precio del alquiler de los vehiculos y el namero de vehiculos que se alquilan es
lineal, de forma que por cada euro que se incrementa el precio diario del alquiler se alquilan dos
vehiculos menos. Cada vehiculo alquilado genera un coste diario de 1 € de mantenimiento.

a) Sise denomina x al nUmero de euros que se incrementa el precio del alquiler, escriba la funcién
que determina los beneficios obtenidos en funcidn de X. [1 punto]

b) ¢A qué precio hay que alquilar los vehiculos para conseguir el maximo de beneficios? ;Cuél es
este beneficio maximo? [1,5 puntos]
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4. Laia, una aficionada a la artesania elaborada con madera, mont6 un pequefio negocio hace un par
de meses. En su taller, elabora tres tipos de productos con madera reciclada, que luego pone a la
venta: nombres personalizados, palabras decorativas y peonzas. Durante el primer mes, Laia tuvo
tres clientes: el primero adquirié 2 nombres personalizados y 3 peonzas; el segundo adquirié 1
nombre personalizado, 2 palabras decorativas y 5 peonzas, y el tercero solo compré 4 peonzas.

a) Construya la matriz 3 x 3 correspondiente a las ventas, en la que las filas representen a los
clientes (C1, C2 y C3) y las columnas representen los productos que adquirieron. Si durante el
primer mes Laia vendié los nombres personalizados (N) a 20 € cada uno, las palabras
decorativas (P) a 18 € cada una y las peonzas (B) a 6 € cada una, calcule cuanto factur6 a cada
cliente por su pedido mediante un producto de matrices. [1,5 puntos]

b) Para incentivar las ventas, en el segundo mes Laia aplicé un descuento al precio de venta de
todos los productos. Durante este mes, también tuvo tres clientes y obtuvo la siguiente matriz
de ventas:

B

2\C1
4|C2
1 2 3)C3

Si durante el segundo mes Laia factur6 78 € al primer cliente, 52 € al segundo cliente y 62
€ al tercer cliente, ja qué precio vendi6 cada producto? [1 punto]

N w2
o = T

5. En una cafeteria, al mediodia, ofrecen la posibilidad de escoger entre el menu del dia (opcion Al)
0 un plato combinado (opcion A2). Algunos clientes también toman café (opcion B1) y otros no
(opcion B2). Si se selecciona a un cliente de la cafeteria al azar, la probabilidad de que escoja el
menu del dia es de 0,6 y la probabilidad de que escoja un plato combinado es de 0,4. Por otro lado,
la probabilidad de que tome café si escoge el menu del dia es de 0,75, mientras que la probabilidad
de que tome café si escoge un plato combinado es de 0,5.

a) ¢Cuél es la probabilidad de que el cliente tome café? [1,25 puntos]

b) ¢Cuél es la probabilidad de que haya escogido el menu del dia si se sabe que ha tomado café?
[1,25 puntos]

6. Se quiere saber el tiempo medio, en minutos, que el alumnado de un instituto pasa diariamente
conectado a una determinada red social. Se ha seleccionado una muestra de 175 estudiantes y se
les ha pedido que proporcionen este dato. En esta muestra se ha obtenido una media de 90 minutos,
con una desviacion tipica de 7 minutos.

Nota: Para resolver este problema, recuerde que, si Z sigue una distribucién normal (0, 1),

P(-1,96<Z <1,96)=0,95 y P(-2,58 <Z <2,58)=0,99. Recuerde también que el intervalo de

confianza para la media con un nivel de confianza 76(0,1) cuando la variancia o es

desconocida y la muestra es grande viene dado por {)7 Z, X+ Z, }
T

a) Construya un intervalo de confianza del 95 % para el tiempo medio que el alumnado pasa
diariamente conectado a esta red social. [1 punto]

b) Construya un intervalo de confianza del 99 % para el tiempo medio que el alumnado pasa
diariamente conectado a esta red social. Explique por qué este intervalo y el del apartado
anterior son diferentes y qué informacidn nos da exactamente cada uno de ellos. [1,5 puntos]
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SOLUCIONES

1. Una empresa de paqueteria tiene unas tarifas de envio de paquetes que dependen del peso de cada
paquete, aunque no de forma lineal. Se quiere enviar un paquete a una distancia aproximada de
650 km. La informacion que ofrece la empresa en su web sobre los precios para enviar un paquete
a esta distancia es la siguiente:

— si un paquete pesa hasta 2 kg, el envio tiene un coste fijo de 30 €;

— siun paquete pesa mas de 2 kg pero menos de 11 kg, los primeros 2 kg cuestan 15 €/kg y el
resto de kilogramos se pagan a 12 €/kg;

— si un paquete pesa entre 11 y 25 kg, ambos incluidos, los primeros 11 kg cuestan 13 €/kg y el
resto cuestan 15 €/kg;

— a partir de 25 kg, hay que ponerse en contacto con la empresa.

a) ¢Cuéanto costara enviar un paquete de 9,5 kg? ¢Y uno de 13 kg? Encuentre la funcion definida a
trozos que da el precio del envio de un paquete de hasta 25 kg en funcion de su peso y estudie su
continuidad. [1,75 puntos]

b) Si se han pagado 162 € por un envio, jcuanto pesaba el paquete que se ha enviado? [0,75 puntos]

a) Como 9.5 kg esta entre 2 y 11 kg la tarifa es: los primeros 2 kg cuestan 15 €/kg y el resto de
kilogramos se pagan a 12 €/kg > 2:15+(9.5-2):12=30+90=120 euros.
Como 13 kg estaentre 11y 25 kg la tarifa es: los primeros 11 kg cuestan 13 €/kg y el resto cuestan
15 €/kg > 11:13+(13—-11)-15=143+30=173 euros.

La funcién definida a trozos que da el precio del envio de un paquete de hasta 25 kg en funcion
de su peso (x) la llamamos P(X).

30 Si0<x<2
P(x)=430+(x-2)12 si 2<x<11
143+ (x-11)15 sill<x<25
Simplificamos las expresiones.
30 Si0<x<2 30 si0<x<?2
P(x)=1430+12x—24 si 2<x<11 = P(x)=16+12x si2<x<11
143+15x-165 sill<x<25 15x—22 si1l<x<25

Las expresiones son continuas en [0,2), (2, 11) y en (11, 25]. Estudiamos la continuidad de la
funcionenx =2yenx = 11.

En x = 2 tenemos:

e Existe P(2)=30.
e Existe limP(x)=1im30=30.

X—2" X—2~
o Existe limP(x)=1im6+12x=6+12:2=30.
x—2" x—2"

Como los tres valores son iguales la funcién es continua en x = 2.

En x = 11 tenemos:
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e Existe P(11)=-22+15.11=143,
e Existe lim P(x)= lim 6+12x=6+12-11=138.

x—11" x—11"
o Existe lim P(x)= lim—-22+15x=143.
x—11" x—11°

Los tres valores no son iguales y la funcién no es continua en x = 11.
La funcién es continua en [0,11)U(11,25].

b) Averiguamos el valor de x para qué P(x)=162.

30=162 — jImposible!

P(X)=162=16+12x =162 =12x =156 — x:%:li%e(zll)

15x-22 =162 ->15x =184 — x = 118—54 =12.267 [11, 25]

El paquete tiene un peso aproximado de 12.267 kilogramos.
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2. El nuevo modelo de maletas Rodamons dispone de tres tamafios diferentes: pequefio, mediano y
grande. El precio de la maleta grande es el mismo que el de la maleta pequefia y la mediana juntas.
El lote de una maleta de cada tamafio cuesta 240 €, pero si se compra el lote de dos maletas
pequefias, una mediana y una grande, se obtiene un 10 % de descuento del total y el precio final
es de 256,5 €. ;Cual es el precio de cada tipo de maleta sin descuento? [2,5 puntos]

[

Llamamos “x” al precio de la maleta grande, “y” al precio de la maleta mediana y “z” al precio

de la maleta pequefia.
A partir de la informacion del ejercicio obtenemos las ecuaciones del sistema.

“El precio de la maleta grande es el mismo que el de la maleta pequefia y la mediana juntas”
2> X=y+z.

“El lote de una maleta de cada tamafio cuesta 240 € > X+ Yy+2z=240.

“El lote de dos maletas pequefias, una mediana y una grande, se obtiene un 10 % de descuento
del total (se paga el 90%) y el precio final es de 256,5 € > 0.90-(2z+y+x)=256.5

Reunimos las ecuaciones en un sistema e intentamos resolverlo.

X=Yy+1z X=Yy+1z
X+y+2=240 = X+Yy+2=240 =
0.9-(2z+y+x)=256.5 274y +x= 2269.5 _ g5

y+z+Yy+z=240 2y +2z =240 y+z=120—»y=120-z2
= = = =
22+y+y+2=285 2y+3z2=285 2y+3z2=285

= 2(120-2)+32 =285= 24027 +3z = 285= [z = 45| =

= |y =120-45=75|= [x = 75+ 45 =120

La maleta grande cuesta 120 euros, la mediana 75 euros y la pequefia 45 euros.
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3. Una empresa de alquiler de vehiculos dispone de una flota de 250 vehiculos. Si el precio del
alquiler diario de un vehiculo es de 50 €, consigue alquilarlos todos. Se ha observado que la
relacion entre el precio del alquiler de los vehiculos y el nimero de vehiculos que se alquilan es
lineal, de forma que por cada euro que se incrementa el precio diario del alquiler se alquilan dos
vehiculos menos. Cada vehiculo alquilado genera un coste diario de 1 € de mantenimiento.

a) Si se denomina x al nimero de euros que se incrementa el precio del alquiler, escriba la funcion
que determina los beneficios obtenidos en funcion de X. [1 punto]

b) ¢A qué precio hay que alquilar los vehiculos para conseguir el maximo de beneficios? ¢(Cual es
este beneficio maximo? [1,5 puntos]

a) Si el precio del alquiler es de 50 € se alquilan los 250 vehiculos. Calculamos los ingresos 1(x).

x=0=1(0) =(250—2-0)-(50+0)

Si subimos el precio 1 €, es decir, x =1 se alquilan 2 vehiculos menos (250 — 2).
x=1=1(1) =(250—2-1)-(50+1)

Si subimos el precio 2 €, es decir, x =2 se alquilan 2 - 2 = 4 vehiculos menos (250 —2 - 2).
x=2=1(2)=(250—2-2)-(50+2)

Si subimos el precio 3 €, es decir, x=3 se alquilan 2 - 3 = 6 vehiculos menos (250 — 2 - 3).
x=3=1(3) =(250—2-3)-(50+3)

Si subimos el precio x € se alquilan 2x vehiculos menos (250 — 2x). Podemos deducir que si

subimos el precio x € los ingresos seran 1 (x)=(250—2x)(50+x).

Por otro lado, tenemos los gastos de mantenimiento de 1 € por cada vehiculo alquilado.
Si subimos el precio x € se alquilan 2x vehiculos menos (250 — 2x) por lo que el coste sera

C(x)=250-2x.
Obtenemos la expresion de los beneficios como la diferencia entre los ingresos y los costes.

B(x)=1(x)-C(x)=(250-2x)(50+x)—(250—2x)=

=12500+ 250X —100x — 2x* — 250+ 2X = —2X* + 152X +12250

La funcion beneficios dependiente de la subida de x € del precio del alquiler es
B(x)=—2x*+152x+12250.

b) Derivamos la funcién beneficio y averiguamos cuando se anula la derivada.

B(x) = —2x* +152x +12250 = B"(x) = ~4x +152

B'(X)=O:>—4X+152=0:>4X=152:> X=—=38

Sustituimos este valor en la segunda derivada.
B"(x)=-4x+152=B"(x)=—4=B"(38)=—4<0

Al ser la segunda derivada negativa la funcidn beneficios presenta un maximo para x = 38.
Para este valor los beneficios son B(38)= —2-38° +152-38+12250 =15138.

Los beneficios son maximos para un precio del alquiler de 50 + 38 = 88 €. Este beneficio
maximo es de 15 138 €.
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4. Laia, una aficionada a la artesania elaborada con madera, mont6 un pequefio negocio hace un par
de meses. En su taller, elabora tres tipos de productos con madera reciclada, que luego pone a la
venta: nombres personalizados, palabras decorativas y peonzas. Durante el primer mes, Laia tuvo
tres clientes: el primero adquirié 2 nombres personalizados y 3 peonzas; el segundo adquirio 1
nombre personalizado, 2 palabras decorativas y 5 peonzas, y el tercero solo compré 4 peonzas.

a) Construya la matriz 3 x 3 correspondiente a las ventas, en la que las filas representen a los clientes
(C1, C2yC3)y las columnas representen los productos que adquirieron. Si durante el primer mes
Laia vendié los nombres personalizados (N) a 20 € cada uno, las palabras decorativas (P) a 18 €
cada una y las peonzas (B) a 6 € cada una, calcule cuanto facturd a cada cliente por su pedido
mediante un producto de matrices. [1,5 puntos]

b) Para incentivar las ventas, en el segundo mes Laia aplicé un descuento al precio de venta de todos
los productos. Durante este mes, también tuvo tres clientes y obtuvo la siguiente matriz de ventas:

N P B

3 1 2\C1
2 0 4|C2
1 2 3)C3

Si durante el segundo mes Laia facturd 78 € al primer cliente, 52 € al segundo cliente y 62 € al
tercer cliente, ¢a qué precio vendié cada producto? [1 punto]

a) Colocamos la informacion proporcionada en una tabla.

Nombres Palabras Peonzas
personalizados decorativas

Cliente 1 (C1) 2 0 3

Cliente 2 (C2) 1 2 5

Cliente 3 (C3) 0 0 4

N P B

. iz d ; (2 0 3\C1
a matriz de ventas seria 1 2 5leo
0 0 4)C3

20— Nombres

Colocamos los precios en una matriz columna | 18 |— Palabras
6 ) — Peonzas

Realizamos el producto de la matriz de ventas y la matriz de precios para obtener lo que le ha
facturado a cada cliente.

2 0 3)(20 2-20+3-6 58)\C1
1 2 5|18 |=|2420+36+30 |=|86|C2
0 0 4){ 6 24 24)C3

Le factur6 al primer cliente 58 €, 86 € al segundo y 24 € al tercero.
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N P B
1 2\C1
0 4/|C2
2 3)C3

b) La nueva matriz de ventas es . Con los nuevos precios rebajados la nueva matriz

P N W

X \— Nombres
de precios es | y | Palabras
Z ) > Peonzas
Planteamos la igualdad con la nueva informacién de ventas.

3 1 2)\(x 78)\C1
2 0 4| y|=|52]|C2
1 2 3)\z 62 )C3
31 278
Nos queda un sistema de ecuaciones con matrizampliada | 2 0 4 52 |. Usamos el método de
1 2 362

Gauss para resolver el sistema.

3- Fila3 —Fila 12

Z’éi;i 3 6 9 186
12 362:>_3 12
0 5 7 108— NuevaFila 3?
2-Fila3? —Fila 22 3 1 2 78
2 4 6 124 0 4 2 7
2 0 -4 -52 = o8 =
0 4 2 72 — NuevaFila2?2
4. Fila32 —5-Fila 22
31 278

0 20 28 432
=10 -—20 -10 —-360 =10 4 272
0 0 18 72

0 O 18 72 — Nueva Fila 32

Resolvemos el sistema equivalente obtenido.

31 278 3X+y+2z=78
0 4 2 72|=4y+22=72

0 0 1872) 187=72-[z2=72/18=4

3X+y+2-4=78
=
2y+4=36

3x+y=70
x:%:18

= =3X+16=70=3x=54=
2y=32—1y=32/2=16 3

Los nuevos precios son 18 € los nombres personalizados, 16 € las palabras decorativas y 4 € la
peonza.
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5. En una cafeteria, al mediodia, ofrecen la posibilidad de escoger entre el menu del dia (opcién Al)
0 un plato combinado (opcion A2). Algunos clientes también toman café (opcién B1) y otros no
(opcion B2). Si se selecciona a un cliente de la cafeteria al azar, la probabilidad de que escoja el
menU del dia es de 0,6 y la probabilidad de que escoja un plato combinado es de 0,4. Por otro lado,
la probabilidad de que tome café si escoge el menu del dia es de 0,75, mientras que la probabilidad
de que tome café si escoge un plato combinado es de 0,5.

a) ¢Cual es la probabilidad de que el cliente tome café? [1,25 puntos]

b) ¢Cuél es la probabilidad de que haya escogido el menu del dia si se sabe que ha tomado café?
[1,25 puntos]

Realizamos un diagrama de arbol para organizar toda la informacion proporcionada en el ejercicio.

Con café
P(B1/A1) = 0.75

Menu del dia
P(A1) = 0.6

Sin café
P(B2/A1) = 0.25

Plato y café

Con café
P(B1/A2) = 0.5

Plato combinado
P(A2) =0.4

Sin café
P(B2/A2) = 0.5

a) Nos piden calcular P(Bl). Aplicamos el teorema de la probabilidad total.
P(B1)=P(AL)P(BL/AL)+P(A2)P(BL/ A2)=0.6-0.75+0.4-0.5=[0.65]

b) Nos piden calcular P(Al/ Bl). Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de Bayes.

P(ALNBl) P(AL)P(BL/AL) 06-0.75 [9

P(AL/BL)= = = =|= ~0.6923
(AL1EB1) P(B) P(BY) 0.65 |13

La probabilidad de haya escogido el mena del dia si se sabe que ha tomado café tiene un valor
aproximado de 0.6923.
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6. Se quiere saber el tiempo medio, en minutos, que el alumnado de un instituto pasa diariamente
conectado a una determinada red social. Se ha seleccionado una muestra de 175 estudiantes y se
les ha pedido que proporcionen este dato. En esta muestra se ha obtenido una media de 90 minutos,
con una desviacion tipica de 7 minutos.

Nota: Para resolver este problema, recuerde que, si Z sigue una distribucion normal (0, 1),

P(-1,96<Z<1,96)=0,95 y P(-2,58<Z <2,58)=0,99. Recuerde también que el intervalo de

confianza para la media con un nivel de confianza }/E(O,l) cuando la variancia o? es

desconocida y la muestra es grande viene dado por {x Z, X+12

S

a) Construya un intervalo de confianza del 95 % para el tiempo medio que el alumnado pasa
diariamente conectado a esta red social. [1 punto]

b) Construya un intervalo de confianza del 99 % para el tiempo medio que el alumnado pasa
diariamente conectado a esta red social. Explique por qué este intervalo y el del apartado anterior
son diferentes y qué informacidn nos da exactamente cada uno de ellos. [1,5 puntos]

a) La muestra es de tamafio n = 175. La media muestral es x =90 minutos. La desviacion tipica en
la muestra es s=7 minutos.

Para un nivel de confianza del 95% tenemos que y =0.95 y como P(-1,96<Z <1,96)=0,95 el
valor de z, =1.96.

Podemos aplicar la férmula {x

T J‘}

7 7
El intervalo de confianza es | 90 -1.96 ——,90+1.96 —— | =(88.9629, 91.0371
{ J175 \/175} [ ]

b) Para un nivel de confianza del 99% tenemos que y =0.99 y como P(—2,58 <Z< 2,58) =0,99
el valor de z, =2.58.

Podemos aplicar la férmula {)7 Z, X+ Z, }
T
7 7
El intervalo de confianza es | 90 - 2.58 —,90 + 2.58 — | =|88.6348, 91.3652
{ J175 \/175} [ J

Ambos intervalos son diferentes porque los niveles de confianza son diferentes. Como es natural,
en el segundo caso que el nivel de confianza es mayor, el intervalo que obtenemos es también
mayor. Tenemos una mayor confianza en que el valor real de la media estara entre los dos valores
obtenidos pero el intervalo es mayor.
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PAU junio (serie 1) 2024

AN Generalitat de Catalunya
A Consell Interuniversitari de Catalunya

Oficina d'Accés a la Universitat 2024

Matematicas aplicadas a las ciencias sociales

Responda a CUATRO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique siempre
gué quiere hacery por que.

Cada cuestion vale 2,5 puntos.
Puede utilizar calculadora, pero no se permite el uso de calculadoras u otros aparatos

gue pueden almacenar datos o que pueden transmitir o recibir informacion.

Puede utilizar las paginas en blanco (paginas 14 y 15) para hacer esquemas, borradores,

etc., 0 para acabar de responder a alguna cuestion si necesita mas espacio. En este altimo
caso, debe indicarlo claramente al final de la pagina de la cuestion correspondiente.

1.

Dos compaiiias de taxi, A y B, ofrecen distintas tarifas. La compafiia A ofrece un coste fijo de 20
€ mas 0,4 € por kildémetro recorrido, mientras que el precio de la compania B sigue la funcion

g(x)= 0.01x* +0.1x+10, en la que x representa el niimero de kilémetros recorridos.

a) ¢Cual de las dos compafiias ofrece la tarifa mas economica si se hace un recorrido de 10 km?
¢ Y si se hace de 80 km? Calcule la diferencia de precio en cada caso. ¢Hay algun coste fijo en
la tarifa de la compariia B solo por subirse al taxi? [1 punto]

b) Determine para qué numero de kildmetros recorridos las dos tarifas coinciden. Si se consideran
solo los trayectos inferiores a esta cantidad, ¢para qué nimero de kildmetros la diferencia de

precio entre una tarifa y la otra es maxima? ¢Cual es esta diferencia maxima de precio? [1,5
puntos]

. Una empresa de muebles dispone de tres fabricas que producen un determinado modelo de sofa.

El mes pasado se fabricaron un total de 1.260 unidades de este modelo y se sabe que la segunda

fabrica produjo tantos sofas como las otras dos juntas.

a) Con esta informacion, ¢se puede determinar cuantos sofas produjo cada una de las fabricas?
Justifique la respuesta. A continuacién, calcule, solo con esta informacion, cuantos sofas
produjo la segunda fabrica. [1,25 puntos]

b) Se sabe también que un 10 % de los sofas producidos por la primera fabrica, un 30 % de los
producidos por la segunda y un 20 % de los producidos por la tercera eran de color gris, y que
en total se fabricaron 284 sofas de este color. Encuentre cuantos sofas produjo cada fabrica el
mes pasado. [1,25 puntos]

. Una campesina contrata a un conductor para que lleve un tractor hasta un pueblo que se encuentra

a 300 km de distancia. Sabemos que el gasdleo que usa el tractor cuesta 1,96 € por litro y que el
conductor cobra 14,70 € la hora. Se supone que el conductor hara todo el trayecto a una velocidad

constante y que el consumo de gaséleo (en litros por hora), en funcién de la velocidad x (en
2

kildbmetros por hora), viene dado por la funcion G(x) = 5+% .
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a) Calcule el tiempo que el conductor tardara en realizar el viaje y el coste total del viaje si el
tractor hace todo el recorrido a 40 km/h (la velocidad maxima permitida para este tipo de
vehiculo). Compruebe que la funcién que da el coste total del viaje en funcion de la velocidad

del tractor se puede expresar como C(x)= 7350 +6X. [1,25 puntos]
X

b) Calcule cual es la velocidad que hace que el coste total del viaje sea minimo. ¢Cuél es este
coste? [1,25 puntos]

4. Se considera que una matriz es magica si la suma de los elementos de cada fila y de cada columna
tiene como resultado en todos los casos el mismo valor, que se denomina constante magica. Marti
ha encontrado una forma de crear matrices méagicas eligiendo tres nimeros cualesquiera y
multiplicAndolos por las siguientes matrices:

1 -1 0 0 -1 1 0 3 O
A=-1 0 1(,B=|1 0 -1jyC=1 1 1
0o 1 -1 -1 1 0 2 -1 2

Marti propone a sus amigos que cada uno construya su matriz magica particular a partir del dia de
su cumplearios, del mes de su cumpleafios y de su edad.
a) Sabiendo que Marti nacié el 10 de marzo y que tiene 18 afios, calcule 10 -A+3-B+18 -C.

Compruebe que la matriz resultante es magica e indique cuél es su constante magica (el valor
comun de la suma de las filas y las columnas). [1,25 puntos]

b) Marti ha calculado la matriz magica de su padre, que celebra su cumpleafios el 8 de septiembre,
y ha obtenido que su constante magica es 153. ;Qué edad tiene el padre de Marti? [1,25 puntos]

5. Guiu y Roc son unos grandes aficionados al cine y ven muchas peliculas de la plataforma a la que
estdn subscritos. Les gusta tanto que, si se elige una pelicula de la plataforma al azar, la
probabilidad de que Guiu la haya visto es de 0,5, la probabilidad de que Roc la haya visto es de
0,6 y la probabilidad de que ambos la hayan visto es de 0,25.

a) Si se elige una pelicula al azar, calcule la probabilidad de que al menos uno de los dos la haya
visto. Calcule también la probabilidad de que la haya visto Roc pero no Guiu. [1,5 puntos]

b) Si se escoge una pelicula al azar, calcule la probabilidad de que Guiu la haya visto si se sabe
que al menos uno de los dos la ha visto. [1 punto]

6. Se quiere saber el porcentaje de personas que estarian a favor de la construccion de un
polideportivo municipal en una poblacion determinada. Se toma una muestra aleatoria de 350
personas, 218 de las cuales se manifiestan a favor de la propuesta y el resto, en contra.

a) Dé la estimacion puntual de la proporcion y del porcentaje de personas que estan a favor de la
construccion del polideportivo. [1 punto]

b) Escriba un intervalo de confianza del 95 % para el porcentaje de personas que estan a favor de
la construccidn del polideportivo en esta poblacion.
Nota: Recuerde que, si Z sigue una distribucion normal (0, 1), P(-1,96 < Z < 1,96) = 0,95.
Recuerde también que, para muestras grandes, el intervalo de confianza para una proporcion

. . . P(t-p)  [p(i-p)
con un nivel de confianza ;/e(O,l) viene dado por | p—z, — p+z, — | [15

puntos]
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SOLUCIONES

1.

Dos compafiias de taxi, A y B, ofrecen distintas tarifas. La compafiia A ofrece un coste fijo de 20
€ mas 0,4 € por kilometro recorrido, mientras que el precio de la compaiiia B sigue la funcion

g(x)= 0.01x* +0.1x+10, en la que x representa el nimero de kilémetros recorridos.

a) ¢Cual de las dos compafiias ofrece la tarifa mas econémica si se hace un recorrido de 10 km? ;Y

si se hace de 80 km? Calcule la diferencia de precio en cada caso. ¢Hay algun coste fijo en la tarifa
de la compafiia B solo por subirse al taxi? [1 punto]

b) Determine para qué nimero de kilometros recorridos las dos tarifas coinciden. Si se consideran

solo los trayectos inferiores a esta cantidad, ;para qué nimero de kildmetros la diferencia de precio
entre una tarifa y la otra es maxima? ;Cual es esta diferencia maxima de precio? [1,5 puntos]

b)

La tarifa de la compafiia A tiene la expresion:
“La compafiia A ofrece un coste fijo de 20 € mas 0,4 € por kilometro recorrido” -

f (x)=0.4x+20.

La tarifa de la compaiiia B tiene la expresion g(x)=0.01x*+0.1x+10.

Para x = 10 en la compafifa A hay que pagar f(10)=0.4-10+20=24 euros y en la B hay que
pagar g(10)=0.01-10* +0.1-10+10 =12 euros. Es mas econdmica la compafiia B.

Para x = 80 en la compaiiia A hay que pagar f (80)=0.4-80+20=52 eurosy en la B hay que

pagar g(80)=0.01-80* +0.1-80+10 =82 euros. Es mas econémica la compafiia A.

La diferencia de precio para 10 kilometros es 24 — 12 = 12 euros y para 80 kilometros es
82—-52 =30 euros.
En la compafiia B si haces 0 kilometros (solo subirte al taxi) el coste es

g(0)=0.01-0°+0.1-0+10 =10 euros. Este es el coste fijo de la compafiia B.

Veamos cuando se cortan las dos funciones.

f(x)=0.4x+20
g(x)=0.01x* +0.1x+10 } = 0.01x* + 0.1x +10 = 0.4x + 20 =

F(x)=9(x)

= 0.01x* —0.3x—-10= 0= x* —30x-1000 = 0 =

: 30470 .
30+4/(-30)' ~4(1)(-1000) 30+70 | 2 -
> 2 ]30-70

=-20 jNo valido!

Las tarifas coinciden cuando se hacen 50 kilémetros.
Obtenemos la funcion diferencia de precios.

d(x)= f(x)-g(x)=0.4x+20—(0.01x* +0.1x+10) = d (x) = —0.01x* + 0.3x +10

Hallamos los puntos criticos de la funcion d (x)=-0.01x* +0.3x+10.
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d"(x)=-0.02x+0.3
d’(x)=0

}:>—0.02X+0.3=O:>0.02X=0.3:> X=£=15

0.02

Sustituimos este valor en la segunda derivada.
d’(x)=-0.02x+0.3=d""(x)=-0.02=d"(15)=-0.02 <0

Al ser la segunda derivada negativa la diferencia de precios presenta un maximo para 15
Kilémetros.

Para 15 Kkilometros la diferencia de precio es méaxima tomando un valor de
d(15) = —-0.01-15* +0.3:15+10=12.25 euros.
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2. Una empresa de muebles dispone de tres fabricas que producen un determinado modelo de sofa.
El mes pasado se fabricaron un total de 1.260 unidades de este modelo y se sabe que la segunda
fabrica produjo tantos sofas como las otras dos juntas.

a) Con esta informacién, ¢se puede determinar cudntos sofds produjo cada una de las fabricas?
Justifique la respuesta. A continuacion, calcule, solo con esta informacion, cuantos sofas produjo
la segunda fabrica. [1,25 puntos]

b) Se sabe también que un 10 % de los sofas producidos por la primera fabrica, un 30 % de los
producidos por la segunda y un 20 % de los producidos por la tercera eran de color gris, y que en
total se fabricaron 284 sofas de este color. Encuentre cuantos soféas produjo cada fabrica el mes
pasado. [1,25 puntos]

(Y3

a) Llamamos “x” al nimero de soféas fabricados en la primera fabrica, “y” al nimero de sofas
fabricados en la segunda y “z” al nimero de sofas fabricados en la tercera.
A partir de la informacion del ejercicio obtenemos las ecuaciones del sistema.

“El mes pasado se fabricaron un total de 1.260 unidades” - X+ Yy+2z =1260.
“La segunda fabrica produjo tantos sofas como las otras dos juntas” 2 y=X+2Z.

Reunimos las ecuaciones en un sistema e intentamos resolverlo.

X+z+y=1260
Y }:y+y:1260:>2y:1260:> yZ@:&%O:
y:X+Z 2
Xx=630—a
=>X+2=630=x=630-z=:y=630 ;aeR
I=«a

Con la informacion proporcionada en el ejercicio solo podemos determinar que en la segunda
fabrica se hicieron 630 sofas. EI nimero de sofas hechos en la primera y tercera fabrica quedan
indeterminados, a falta de algin dato mas.

b) Obtenemos una tercera ecuacion con el nuevo dato proporcionado en este apartado.

“Un 10 % de los sofés producidos por la primera fabrica, un 30 % de los producidos por la segunda
y un 20 % de los producidos por la tercera eran de color gris, y que en total se fabricaron 284 sofas
de este color” = 0.10x+0.30y+0.20z =284 .

Afadimos esta ecuacion al sistema anterior y resolvemos este nuevo sistema.

X=630—« X=630—«
y =630 y =630

= = 630—a+3-630+2a =2840 =
I=qQ l=Q

0.10x+0.30y +0.20z = 284 X+3y+2z=2840

X=630-320=310
= 2520+ a =2840= o =320=|3 y =630
z=320

Se han producido 310 sofas en la primera fabrica, 630 en la segunda y 320 en la tercera.
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3. Una campesina contrata a un conductor para que lleve un tractor hasta un pueblo que se encuentra
a 300 km de distancia. Sabemos que el gasoleo que usa el tractor cuesta 1,96 € por litro y que el
conductor cobra 14,70 € la hora. Se supone que el conductor haré todo el trayecto a una velocidad

constante y que el consumo de gaséleo (en litros por hora), en funcion de la velocidad x (en
2

kilometros por hora), viene dado por la funcién G(x)= 5+% :

a) Calcule el tiempo que el conductor tardara en realizar el viaje y el coste total del viaje si el tractor
hace todo el recorrido a 40 km/h (la velocidad méxima permitida para este tipo de vehiculo).
Compruebe que la funcion que da el coste total del viaje en funcién de la velocidad del tractor se

puede expresar como C(x)= 7350 +6X. [1,25 puntos]
X

b) Calcule cual es la velocidad que hace que el coste total del viaje sea minimo. ¢Cuél es este coste?
[1,25 puntos]

a) A una velocidad constante de 40 km/h los 300 kilémetros se recorren en 300/40 = 7.5 horas.
Por las 7.5 horas hay que pagarle al conductor 7.5 - 14.7 = 110.25 euros.

. : : 40" 1045
En el viaje los litros de gasoil por hora son G(40)=5+— 98~ 29 por lo que litros de gasoil

.. 1045 . - . .
que se consumen durante el viaje son E-?.S litros. Lo multiplicamos por el precio por litro

para obtener el coste del gasoil > % 7.5-1.96 = 313.5 euros.

El coste total del viaje es la suma del gasto en gasoil mas el coste del conductor 110.25 + 313.5 =
423.75 euros.

La funcion C(x) que da el coste total del viaje en funcion de la velocidad del tractor es la suma
del gasto en gasoil y el coste del conductor.

Velocidad = Espacio = X= 300 = horas = 300
tiempo horas X
2
c(x)=1.96-L.6(x)+ X147 = 196§99(5 f—j 430 1472
X X X X

2940 588x*> 4410 7350
= + + =

= +6X
X 98x X X

La expresion de la funcién coste del viaje en funcion de la velocidad (x) es C(x)= 7350 +6X.
X

b) Buscamos cuando la derivada del coste se anula.

, 7350
C(x)=- +6
(X)=-=3 T30 g, 7350 _

6= 7350 =6Xx" =

=X’ :LGS():1225:> X =+/1225 :{

X =-35 jNo valido!
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Sustituimos este valor en la segunda derivada.

C'(X):—7i§0+6:>C"(x):2 9

7350

3

7350

53

>0

= C"”(35)=2

Como la segunda derivada es positiva la funcién coste presenta un minimo en x = 35.
El coste del viaje es minimo para una velocidad de 35 km/h. Este coste minimo tiene un valor de

C(35)= 7330 | 6.35= 420 euros.
35
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4. Se considera que una matriz es magica si la suma de los elementos de cada fila y de cada columna
tiene como resultado en todos los casos el mismo valor, que se denomina constante magica. Marti
ha encontrado una forma de crear matrices méagicas eligiendo tres nimeros cualesquiera y
multiplicandolos por las siguientes matrices:

1 -1 0 0 -1 1 0 3 O
A=-1 0 1(,B=|1 0 -1jyC=1 1 1
0 1 -1 -1 1 0 2 -1 2

Marti propone a sus amigos que cada uno construya su matriz magica particular a partir del dia de su
cumpleafios, del mes de su cumpleafios y de su edad.

a) Sabiendo que Marti nacié el 10 de marzo y que tiene 18 afios, calcule 10 -A+3-B+18 -C.
Compruebe que la matriz resultante es méagica e indique cual es su constante magica (el valor
comun de la suma de las filas y las columnas). [1,25 puntos]

b) Marti ha calculado la matriz magica de su padre, que celebra su cumpleafios el 8 de septiembre, y
ha obtenido que su constante méagica es 153. ;Qué edad tiene el padre de Marti? [1,25 puntos]

a) Calculamos la matriz magica pedida.

1 -1 0 0 -1 1 0 3 0
10 -A+3-B+18-C=10/-1 0 1 |{+3]1 0 -1(+18/1 1 1|=
0 1 -1 -1 1 0 2 -1 2

10 -10 O 0 3 3 0 54 O 10 41 3
=-10 0 10 +/3 O -3|+|18 18 18 |=|11 18 25
0 10 -10 -3 3 0 36 -18 36 33 -5 26

Comprobamos que la matriz obtenida es magica.

10 41 3)—>10+41+3=54
11 18 25|->11+18+25=54
33 -5 26)—>33-5+26=54
I

54 54 54
La constante magica de la matriz es 54.

b) El padre de Marti cumple k afos el dia 8 del mes 9, por lo que la matriz magica correspondiente a
su padre es 8 -A+9 -B+k -C . Obtenemos la expresion de dicha matriz.

1 -1 0 0 -1 1 0 3 0
8-A+9-B+k-C=8-1 0 1 (+9/1 0 -1|+kj1 1 1|=
0o 1 -1 -1 1 0 2 -1 2
8 -8 0 0O -9 9 0 3k O 8 3k -17 9
=[-8 0 8 |+4]9 0 -9+ k k Kk |=| 1+k k -1+k

o 8 8,9 9 O 2k -k 2k —-9+2k 17-k 2k-8
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Como la constante magica de esta matriz es 153 la suma de los elementos de la primera fila debe
ser 153.

8 3k-17 9 \—>8+3k-17+9=3k =153 |k =153/3=51]
1+k k -1+k
—9+2k 17-k 2k-8

El padre de Marti cumple 51 afios.
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5. Guiu y Roc son unos grandes aficionados al cine y ven muchas peliculas de la plataforma a la que
estan subscritos. Les gusta tanto que, si se elige una pelicula de la plataforma al azar, la
probabilidad de que Guiu la haya visto es de 0,5, la probabilidad de que Roc la haya visto es de
0,6 y la probabilidad de que ambos la hayan visto es de 0,25.

a) Si se elige una pelicula al azar, calcule la probabilidad de que al menos uno de los dos la haya
visto. Calcule también la probabilidad de que la haya visto Roc pero no Guiu. [1,5 puntos]

b) Si se escoge una pelicula al azar, calcule la probabilidad de que Guiu la haya visto si se sabe que
al menos uno de los dos la ha visto. [1 punto]

Llamamos G al suceso “la pelicula la ha visto Guiu” y R al suceso “la pelicula la ha visto Roc”.
Sabemos que P(G) = 0.5,P(R) =0.6 y P(GNR)=0.25.

a) Nos piden calcular P(RUG). Aplicamos la formula de la probabilidad de la unién de dos sucesos.
P(RUG)=P(G)+P(R)-P(RNG)=05+0.6-0.25=[0.85]
La probabilidad de que al menos uno de los dos haya visto la pelicula tiene un valor de 0.85.
También nos piden calcular P(Rmé).
P(R)=P(RNG)+P(RNG)=06=0.25+P(RNG)=P(RNG)=06-025=[0.35]

La probabilidad de que la haya visto Roc pero no Guiu tiene un valor de 0.35.

b) Nos piden calcular P(G /(G U R)) Aplicamos el teorema de Bayes.

P(GN(GUR))
P(GUR)

={GN(GUR)=G}= P(6) _05 10, ceg
P(GUR) 085 |[17

P(G/(GUR))=

La probabilidad de que Guiu haya visto la pelicula si se sabe que al menos uno de los dos la ha

visto tiene un valor de g =0.5882.
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6. Se quiere saber el porcentaje de personas que estarian a favor de la construccién de un
polideportivo municipal en una poblacion determinada. Se toma una muestra aleatoria de 350
personas, 218 de las cuales se manifiestan a favor de la propuesta y el resto, en contra.

a) Dé la estimacion puntual de la proporcion y del porcentaje de personas que estan a favor de la
construccion del polideportivo. [1 punto]

b) Escriba un intervalo de confianza del 95 % para el porcentaje de personas que estan a favor de la
construccidn del polideportivo en esta poblacion.

Nota: Recuerde que, si Z sigue una distribucion normal (0, 1), P(-1,96 <Z < 1,96) = 0,95. Recuerde
también que, para muestras grandes, el intervalo de confianza para una proporcion con un nivel de

j | Pt-p)  [pl-P)
confianza y €(0,1) viene dado por | p—z, — p+z, — | [1,5 puntos]

a) La muestra es de tamafio n = 350. La proporcion muestral de personas que estarian a favor de la

construccion de un polideportivo municipal es p = 218 _109 0.6229.

350 175
El porcentaje muestral de personas que estan a favor de la construccion del polideportivo tiene
un valor aproximado de 62.29 %.

b) Como el tamafio de la muestra es grande para el célculo del intervalo de confianza podemos

1 p 1 IO
aplicar la formula | p—-z y|———=,p+z,

Sabemos que ¥y =0.95¢ O 1) yque P(-1,96<Z <1, 96 O,95:>zy =1.96.
El intervalo de conflanza pedido es:

109 109

175( 175j | 109 +1.96
350 175

109 109

175[ 175

109 j =[0.5721, 0.6736]
350

—-1.96
175

Con un nivel de confianza del 95% el porcentaje de personas que estan a favor de la construccion
del polideportivo esta entre el 57.21% y el 67.36%.
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HIIN Generalitat de Catalunya
X Consell Interuniversitari de Catalunya
Oficina d’Accés a la Universitat

Matematicas aplicadas a las ciencias sociales

Responda a CUATRO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique siempre
gué quiere hacery por que.

Cada cuestion vale 2,5 puntos.

Puede utilizar calculadora, pero no se permite el uso de calculadoras u otros aparatos
gue pueden almacenar datos o que pueden transmitir o recibir informacion.

Puede utilizar las paginas en blanco (paginas 14 y 15) para hacer esquemas, borradores,
etc., 0 para acabar de responder a alguna cuestion si necesita mas espacio. En este Gltimo
caso, debe indicarlo claramente al final de la pagina de la cuestion correspondiente.

1. La empresa de deportes acuaticos DiverAqua ofrece tres tipos de actividades: esqui acuatico,
kayak y moto acuética. El precio por sesion y cliente de cada una de estas actividades es de 40 €
por el esqui acuatico, 20 € por el kayak y 60 € por la moto acuatica. Sabemos que hoy DiverAqua
ha vendido 45 sesiones en total. También sabemos que el nUmero de clientes que han escogido
esqui acuatico es el triple de quienes han escogido una sesion de kayak. La recaudacion total del
dia ha sido de 1.700 €.

a) Plantee un sistema de ecuaciones lineales que recoja toda esta informacion. [1 punto]
b) ¢Cuéntas personas han realizado cada una de las tres actividades? [1,5 puntos]

2. Un fabricante de vehiculos eléctricos ha sacado al mercado un nuevo modelo con tanto éxito que
vende todos los que fabrica. El precio de venta de cada coche es de 35.000€. Fabricar un cierto

numero de coches le supone unos gastos de C(x)=x2+34.880x +1.100 euros, en los que x

representa el nimero de vehiculos fabricados.

a) ¢Entre qué valores debe mantener la produccion para no tener pérdidas? [1,25 puntos]

b) ¢Cuantos vehiculos debe fabricar para obtener el maximo beneficio? ¢Qué valor toma ese
beneficio maximo? [1,25 puntos]

3. Una cooperativa de campesinos vende naranjas y mandarinas en dos tipos de cajas. La caja A
contiene 8 kg de naranjas y 2 kg de mandarinas, y la caja B contiene 5 kg de naranjas y 5 kg de
mandarinas. Este afio la produccion de naranjas ha sido de 24.000 kg y la de mandarinas, de 12.000
kg. El precio de venta de las naranjas es de 0,60 €/kg y el de las mandarinas de 0,70 €/kg. Los
campesinos de la cooperativa quieren saber cuantas cajas de cada tipo deben vender para
maximizar los ingresos.

a) Determine la funcion objetivo y las restricciones. Dibuje la region factible. [1,25 puntos]
b) Determine cuantas cajas de cada tipo hay que vender para obtener el maximo de ingresos y
cudles serian estos ingresos. [1,25 puntos]
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4. El nmero de nuevas personas infectadas por una enfermedad, en miles, es dado por la siguiente
funcién:
F(t)= X 450
t°-2t+4
donde t representa el tiempo transcurrido, en semanas, desde que se inicié la infeccion.
a) ¢Cuantos enfermos se infectaran en la semana 1 y cuantos en la semana 2? ;Podemos pensar
que, a largo plazo, esta infeccion va a desaparecer? [1 punto]
b) ¢En qué instante se produce el nimero maximo de infectados por esta enfermedad? ¢Cudl es
ese numero? [1,5 puntos]

1 a
5. Considera la matriz A= (2 J, donde a es un parametro real.
a) Si llamamos | a la matriz identidad de orden 2, encuentre el valor de a para el que A% = 1. [1
punto]
b) Para a = —1, calcule A%, A%, y A% Utilice los calculos anteriores para deducir el valor de Ay
de A%, [1,5 puntos]

6. Una tienda vende un tipo determinado de botella de agua a 70 céntimos. Esta semana hace una
oferta de 4 x 3, es decir, que si compramos cuatro botellas de agua solo pagamos tres. La tienda
también ha anunciado que la proxima semana la oferta de 4x3 ya no estara vigente, pero, en
cambio, aplicara un 20% de descuento sobre el total de la compra que hagan los clientes.

a) Calcule el precio que deberemos pagar por 4 botellas de agua tanto esta semana como la
proxima. En lugar de un 20 %, ¢qué descuento deberia aplicarse para igualar la oferta de 4 x 3?
[1,5 puntos]

b) Calcule, en general, qué descuento deberia aplicarse para igualar una oferta de m x (m — 1); es
decir, que consiste en vender m botellas de agua por el precio de m — 1 botellas, en las que m es
un entero mayor que 1. [1 punto]
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SOLUCIONES

1. La empresa de deportes acuaticos DiverAqua ofrece tres tipos de actividades: esqui acuatico, kayak

y moto acuatica. El precio por sesion y cliente de cada una de estas actividades es de 40 € por el
esqui acuatico, 20 € por el kayak y 60 € por la moto acuatica. Sabemos que hoy DiverAqua ha
vendido 45 sesiones en total. También sabemos que el nimero de clientes que han escogido esqui
acuatico es el triple de quienes han escogido una sesion de kayak. La recaudacién total del dia ha

sido de 1.700 €.

a) Plantee un sistema de ecuaciones lineales que recoja toda esta informacion. [1 punto]
b) ¢Cuéntas personas han realizado cada una de las tres actividades? [1,5 puntos]

a) Llamamos “x”, “y”, “z” al nimero de clientes que han elegido esqui, kayak o moto acuatica.

“DiverAqua ha vendido 45 sesiones en total” > x+y+z=45.

“El nimero de clientes que han escogido esqui acuatico es el triple de quienes han escogido
una sesion de kayak” 2> x=3y.

“La recaudacion total del dia ha sido de 1.700 €’ > 40x+ 20y +60z =1700

Reunimos las ecuaciones en un sistema de 3 ecuaciones lineales con 3 incognitas.

X+Yy+z=45 X+y+z=45
X =3y = Xx=3y
40x+20y+60z =1700 2X+Yy+32=85

b) Intentamos resolver el sistema.

X+y+2=45
3y+y+z=45 4y+7=45
X =3y = = =
2-3y+y+32=85 7y+3z=85
2X+Yy+32=85
z2=45-4y

= =7y+3(45-4y)=85=7y+135-12y=85=>
7y+3z:85} y ( y) y y

=-5y=-50=|y=10|=
|z2=45-410=5

De los 45 clientes 30 realizaron esqui acuatico, 10 realizaron kayak y 5 realizaron moto acuética.
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2. Un fabricante de vehiculos eléctricos ha sacado al mercado un nuevo modelo con tanto éxito que
vende todos los que fabrica. El precio de venta de cada coche es de 35.000€. Fabricar un cierto

nimero de coches le supone unos gastos de C(X)=x*+34.880x+1.100 euros, en los que x
representa el nimero de vehiculos fabricados.

a) ¢Entre qué valores debe mantener la produccion para no tener pérdidas? [1,25 puntos]
b) ¢Cuantos vehiculos debe fabricar para obtener el maximo beneficio? ; Qué valor toma ese beneficio

maximo? [1,25 puntos]

a) Obtenemos la funcion beneficios. Es la diferencia entre los ingresos y los costes.
Como vende x coches a 35000 € cada uno los ingresos son | (X) =35000x.

B(x)=1(x)—C(x)=35000x —(x*+34880x+1100) = —x* +120x ~1100

Averiguamos cuando los beneficios son nulos.

B(x)=-x*+120x—-1100 ,
= —X"+120x-1100=0=>

B(x)=0
~120+100 _o—
~120+,/120° ~4(~1)(-1100) -120+100 2
X = — =
= 2(~1) -2 120100 _ o
-2

Comprobamos el signo de los beneficios antes, entre y después de estos dos valores.
e Enelintervalo (0,10) tomamos x = 5y la funcién vale

B(5)=-5"+120-5-1100=-525<0. El fabricante tiene pérdidas en (0,10).
e Enelintervalo (10,110) tomamos x = 50y la funcion vale
B(50) =-50” +120-50—-1100 = 2400 > 0. El fabricante tiene beneficios en (10,110).

e Enelintervalo (110,+) tomamos x = 120y la funcién vale
B(120) =-120° +120-120-1100 =-1100 < 0. El fabricante tiene pérdidas en (110,+x).

Para no tener pérdidas deben fabricarse entre 10 y 110 coches.
b) Obtenemos los puntos criticos de la funcién usando la derivada.

B"(x)=-2x+120
B'(x)=0

}:—2x+120=0:>

Sustituimos este valor en la segunda derivada.

B”(x)=-2=B"(60)=-2<0— x=60 es maximo relativo

Produciendo 60 coches se obtiene un beneficio maximo.
Como B(60)=-60+120-60—-1100 = 2500 el beneficio maximo tiene un valor de 2500 euros.
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3. Una cooperativa de campesinos vende naranjas y mandarinas en dos tipos de cajas. La caja A
contiene 8 kg de naranjas y 2 kg de mandarinas, y la caja B contiene 5 kg de naranjas y 5 kg de
mandarinas. Este afio la produccion de naranjas ha sido de 24.000 kg y la de mandarinas, de 12.000
kg. El precio de venta de las naranjas es de 0,60 €/kg y el de las mandarinas de 0,70 €/kg. Los
campesinos de la cooperativa quieren saber cuantas cajas de cada tipo deben vender para

maximizar los ingresos.

a) Determine la funcién objetivo y las restricciones. Dibuje la regién factible. [1,25 puntos]

b) Determine cuéntas cajas de cada tipo hay que vender para obtener el maximo de ingresos y cuéles

serian estos ingresos. [1,25 puntos]

a) Llamamos “x” al nimero de cajas tipo A e “y” al nimero de cajas tipo B.
Hacemos una tabla para ordenar la informacion proporcionada.

Kg de naranjas

Kg de mandarinas

Ingresos

N° cajas tipo A (x) 8x 2X 0.6(8x)+0.7(2x) =6.2x
N° cajas tipo B (y) Sy Sy 0.6(5y)+0.7(5y)=6.5y
TOTALES 8Xx+5y 2X+5y 6.2X+6.5y

Queremos maximizar los ingresos (funcion objetivo) 2> 1(x,y)=6.2x+6.5y

Las restricciones planteadas en el problema las expresamos como inecuaciones:

“La empresa dispone de 24.000 kg de naranjas” = 8x+5y < 24000
“La empresa dispone de 12.000 kg de mandarinas” = 2x+5y <12000

Las cantidades deben ser positivas > x>0; y>0

Reunimos todas las restricciones en un sistema:

8x+5y < 24000
2x+5y <12000
x>0;,y>0

Para dibujar la region factible dibujamos primero las rectas asociadas.

8% +5y = 24000

2X+5y =12000

_ 24000 —8x ~ 12000 - 2x
‘ y=— 5 ‘ y=—/%
0 ‘ 4800 ‘ 2400
3000 0 6000 0

Xx>0;y>0

Primer
Cuadrante
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X

N

o \
ey
\%\hw;-:lzooo \
N\
m (1000, 1000) \ ~
i \
\ 8x+5y =2 \\

AR

500 1000 1500 2000 2500 30&Q 3500 4000 4500 5000 5500 600

8x+5y < 24000
Como las restricciones son 2x+5y <12000 ; la region factible es la regién del primer cuadrante
x>0;,y>0
situada por debajo de las rectas roja y verde.
Comprobamos que el punto P(1000, 1000) perteneciente a esta regién cumple las restricciones.

8000 + 5000 < 24000

2000+5000<12000 ; jSe cumplen todas!
1000>0; 1000>0

Coloreamos de rosa la region factible.

\

\‘H— S5y = £4000
-B(0, 2400)

\

\

2x+5y=12000

~_

D(3000, 0)

3500 4000 4500
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Obtenemos las coordenadas del vértice C.

8x+5y = 24000 :>8X+5y=24000 .
2X+5y =12000 —2X—-5y =-12000

6X =12000 = X:@:2000:4000+5y:12000:>

=5y=8000=y= @ =1600 = |C(2000,1600)

Los vértices de la region factible son A(0, 0), B(0, 2400), C(2000, 1600) y D(3000, 0).

b) Valoramos la funcion ingresos 1 (x,y)=6.2x+6.5y en cada vértice de la region factible para
determinar su valor maximo.

A0, 0) >1(0,0)=0

B(0, 2400) > 1(0,2400) = 6.2-0+6.5-2400 = 15600 €

C(2000, 1600) => I (2000,1600) = 6.2-2000+6.5-1600 = 22800 € Méximo!
D(3000,0) > 1(3000,0) = 6.2:3000+6.5:0 = 18600 €

Los ingresos maximos ajustandose a las restricciones pedidas son 22 800 € y se consiguen
vendiendo 2000 cajas tipo Ay 1600 tipo B.
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4. El nmero de nuevas personas infectadas por una enfermedad, en miles, es dado por la siguiente
funcién:
F(t)= X 450
t°-2t+4
donde t representa el tiempo transcurrido, en semanas, desde que se inicié la infeccion.
a) ¢Cuantos enfermos se infectaran en la semana 1 y cuantos en la semana 2? ;Podemos pensar que,
a largo plazo, esta infeccion va a desaparecer? [1 punto]
b) ¢En qué instante se produce el nimero maximo de infectados por esta enfermedad? ¢Cudl es ese

namero? [1,5 puntos]

a) Nos piden determinar f(1) y f(2).
f():#:@:m f(2) #:@:15
1°-21+4 3 2°-2-2+4 4

En la semana 1 hay 10 000 infectados y en la semana 2 hay 15 000 infectados.

¢ Podemos pensar que, a largo plazo, esta infeccién va a desaparecer?
Hallamos el limite de la funcion cuando t - +oo.

a0t 0
2
|Imf(t)=|lm2L=|lm2t—=|lm t = © = O :@
t—+o0 totot —2t+4 to+et 2t 4 t—)+ool 4 2 4 1-0+0
— -t -——+5 1-—+—
(G G t o o0

A largo plazo el nimero de infectados termina siendo cero, es decir, la infeccidn tiende a
desaparecer.

b) Usamos la derivada para encontrar los puntos criticos de la funcion.

0o 30(t*—2t+4)—-30t(2t—2) 30t —60t+120-60t? + 60t  —30t2+120

f ( 2 2 2 2 - 2 2
(t —2t+4) (t —2t+4) (t —2t+4)
2
f'(t)=o:L+1202=0:>—30t2+120=0:>t2—4=0:>t2=4:t=JZ=2 (t>0)
(t2—2t+4)

Ent =2 hay un punto critico. Como en t = 2 la funcion vale 15 y en t = 1 vale 10 (menor) la

funcion crece en el intervalo [0,2).
30-3 90

Ent = 3 la funcion vale f (3) = —5————=—=12.85(menor de 15). La funcidn decrece en
3F-23+4 7
el intervalo (2,+).
| ; . . .
0 1 2 3 1

El maximo de la funcién se produce en t = 2 siendo f(2) = 15.
El maximo nimero de infectados es 15 000 que se producen en la semana 2.
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1 a
5. Considera la matriz A= (2 J, donde a es un parametro real.

a) Si llamamos | a la matriz identidad de orden 2, encuentre el valor de a para el que A% = 1. [1 punto]
b) Para a = —1, calcule A%, A3 y A% Utilice los calculos anteriores para deducir el valor de Ay de
AZ_ 1,5 puntos]

a) Resolvemos la ecuacién matricial planteada.
) 1 aj)(l a 10 1+2a a-a 10
2 -1){2 -1) (0 1 2-2 2a+1) (0 1

1+2a 0 10
:{ j:[ 1jz>1+2a:1:>2a:0:>

0 1+2a 0

El valor buscado es a = 0.

-1
A2_1—1 1 -1} (1-2 -1+1) (-1 o_I
12 afl2 1) \2-2 —2+1) {0 -1)

A‘"’:AZ-A:(—I)-A:—Az(_l 1}

1 -1
b) Paraa = -1 la matriz queda A= (2 j

-2 1

A= AN =(=1)(-1)=1

Calculamos la inversa de la matriz A.

-1 1
Como A? =—| entonces —A? = | = (-A)A=1= A" =—A:( j

Calculamos A%,

-1 1
AP = AT AL AN AT AN A =AY =AY = —A:( j
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6. Una tienda vende un tipo determinado de botella de agua a 70 céntimos. Esta semana hace una
oferta de 4 x 3, es decir, que si compramos cuatro botellas de agua sélo pagamos tres. La tienda
también ha anunciado que la proxima semana la oferta de 4x3 ya no estard vigente, pero, en
cambio, aplicara un 20% de descuento sobre el total de la compra que hagan los clientes.

a) Calcule el precio que deberemos pagar por 4 botellas de agua tanto esta semana como la proxima.
En lugar de un 20 %, ¢qué descuento deberia aplicarse para igualar la oferta de 4 x 3? [1,5 puntos]

b) Calcule, en general, qué descuento deberia aplicarse para igualar una oferta de m x (m — 1); es
decir, que consiste en vender m botellas de agua por el precio de m — 1 botellas, en las que m es un
entero mayor que 1. [1 punto]

a) En la oferta 4 x 3 nos llevamos 4 botellas por el precio 70 - 3 = 210 céntimos.
En la oferta 20 % de descuento si nos llevamos 4 botellas pagamos el 80 % de su precio, es
decir, 0.80 - (70 - 4) = 224 céntimos.
Para que 4 botellas me cuesten 210 céntimos cuando valen 70 - 4 = 280 céntimos el porcentaje

que debemos pagar es 2—;8 =0.75. Debo pagar solo el 75 %, es decir, el descuento debe ser del

25 %.

b) Con la oferta m x (m — 1) tenemos que m botellas cuestan 70m céntimos, pero solo pagamos
m—1 botellas, es decir, pagamos 70(m—1)=70m-70.
En la oferta con x % de descuento tenemos que pagar el (100—x) %.
m botellas cuestan 70m céntimos. Con el descuento debo pagar:

100-x 20m = 7000m —70xm .

100 100

Igualamos el pago de las dos formas y obtendremos el valor del descuento x en funcién de m.

7000m —70xm
100

=70m-70= 7000m —70xm = 7000m — 7000 =

~ 7000 100

= 70xm=7000=|x =
70m m

Para igualar la oferta m x (m — 1) el descuento debe ser del 100 %.
m
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PAU junio (serie 5) 2023

W Generalitat de Catalunya
1Y Consell Interuniversitari de Catalunya
Oficina d'Accés a la Universitat

Matematicas aplicadas a las ciencias sociales

Responda a CUATRO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique siempre
gué quiere hacery por que.

Cada cuestion vale 2,5 puntos.

Puede utilizar calculadora, pero no se permite el uso de calculadoras u otros aparatos
gue pueden almacenar datos o que pueden transmitir o recibir informacion.

Puede utilizar las paginas en blanco (paginas 14 y 15) para hacer esquemas, borradores,
etc., 0 para acabar de responder a alguna cuestion si necesita mas espacio. En este altimo
caso, debe indicarlo claramente al final de la pagina de la cuestion correspondiente.

1. En los ultimos meses, la demanda de gel hidroalcohdlico ha bajado mucho respecto a los primeros

12+81x , donde x €[0,+ oo)indica el nimero de

momentos de la pandemia. La funcién f(x)=

meses transcurridos desde el inicio de la pandemia, da las ventas mensuales, en millones de litros,

de gel hidroalcohdlico.

a) Determine si la funcidn f(x) es continua en todo su dominio. Calcule la tasa de variacion media
del intervalo [0, 1]. (A que valor tenderan las ventas mensuales de gel a lo largo del tiempo?
[1,25 puntos]

b) Compruebe que la funcidn es decreciente en todo su dominio y encuentre la recta tangente en
elpunto x=1. [1,25 puntos]

2. Una gran pasteleria especializada en cocas de San Juan elabora la masa de las cocas con harina y
azucar. En la pasteleria disponen de 60 kg de harina y 30 kg de azUcar para las cocas de este afio
y quieren hacer de dos tipos: sin relleno y rellenas de crema.

Para elaborar la masa de una coca sin relleno se necesitan 500 g de harina y 300 g de azlcar.
Este tipo de coca la ponen a la venta a 15 €. En cambio, para elaborar la masa de una coca rellena
de crema se necesitan 400 g de harina y 120 g de azlicar. Y esta otra coca se vende a 25 €.

La pasteleria ya ha cerrado el periodo de pedidos anticipados y, una vez contabilizados, se sabe
gue como minimo tendrd que elaborar 60 cocas sin relleno y 30 cocas rellenas de crema. La
pastelera jefa quiere saber cuantas cocas de cada tipo tendria que elaborar y vender para obtener
el maximo de ingresos.

a) Determine la funcion objetivo y las restricciones. Dibuje la region factible.  [1,25 puntos]

b) Determine cuéntas cocas de cada tipo hay que elaborar para obtener el maximo de ingresos y
cuéles seran esos ingresos. ¢Sobrara alguna cantidad de los ingredientes utilizados para elaborar
la masa? En caso afirmativo, ¢de qué ingrediente y de qué cantidad se trata? [1,25 puntos]

3. Una empresa distribuye dos tipos de paquetes a las farmacias (A y B). El paquete de tipo A contiene
los siguientes productos: 5 termdmetros digitales por infrarrojos, 30 mascarillas y 10 test rapidos
de antigenos. El paquete de tipo B contiene 1 termdmetro digital por infrarrojos, 15 mascarillas y
20 test rapidos de antigenos.
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El precio del paquete de tipo A es de 550 € y el del paquete de tipo B es de 200 €. El precio de
cada producto es el mismo en los dos tipos de paquetes.

a) Con los datos del enunciado, ¢es posible encontrar el precio de un termémetro, el de una
mascarilla y el de un test de antigenos? Justifique su respuesta planteando y clasificando un
sistema de ecuaciones. Resuelva el sistema dejando la solucién en funcién del precio del test
de antigenos.  [1,75 puntos]

b) Si un test de antigenos cuesta 4 €, ;cual sera el precio de una mascarilla? ¢Y el de un
termémetro?  [0,75 puntos]

4. El coste anual de la limpieza de las instalaciones de una empresa que abri6 hace 20 afios, expresado
en centenares de euros, viene dado por la funcion
2
;—0+1o, sit <[0,10]
C (t) = 2
(t-14)" .
28——2 , site(10,20]

en la que t es el tiempo expresado en afios.

a) ¢Cual fue el coste de la limpieza de la empresa en el momento de abrir? ;Y al cabo de los 10
afios de funcionamiento? Compruebe que en este punto la funcidn es continua. ;Cual es el coste
de la limpieza de la empresa al cabo de 20 afios de funcionamiento?  [1,25 puntos]

b) Represente graficamente la funcion C(t). ¢En qué momento el coste de la limpieza de la empresa
fue méximo? [1,25 puntos]

b

a
5. Considere las matrices A:( .

01
j y B= (O OJ' donde a y b son dos parametros reales.

a) Encuentre los valores de los parametros a y b para los que se cumple que A>—2A=B.
[1,25 puntos]

b) Sia=1yb =1, resuelva la ecuacion matricial 2A=AX +B. [1,25 puntos]

6. Una joven emprendedora quiere crear una empresa de peonzas, que tiene pensado imprimir con
una impresora 3D a partir de un disefio matematico hecho con el programa GeoGebra. Para

hacerlo, hace girar el perfil de la funcion f (x) =—x>+2x* alrededor del eje de abscisas entre los

dos puntos de corte con este eje, y asi obtiene una peonza tumbada. Las unidades estan expresadas
en centimetros.

a) ¢Cual sera la altura de la peonza? Observe que para obtenerla debe calcular la distancia entre
los dos puntos de corte con el eje de abscisas.  [1 punto]

b) ¢Cudl seré la anchura de la peonza? Observe que la anchura corresponde al doble del valor que
toma la funcion en el maximo que hay entre los dos puntos de corte con el eje de abscisas.
[1,5 puntos]
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SOLUCIONES

1. En los altimos meses, la demanda de gel hidroalcohdlico ha bajado mucho respecto a los primeros

momentos de la pandemia. La funcién f(x)= 1j+81X , donde x e[0,+ oo)indica el nimero de
X+

meses transcurridos desde el inicio de la pandemia, da las ventas mensuales, en millones de litros,
de gel hidroalcohdlico.

a) Determine si la funcion f(x) es continua en todo su dominio. Calcule la tasa de variacion media del
intervalo [0, 1]. ¢A qué valor tenderan las ventas mensuales de gel a lo largo del tiempo?
[1,25 puntos]

b) Compruebe que la funcion es decreciente en todo su dominio y encuentre la recta tangente en el
punto x =1. [1,25 puntos]

a) La funcidn es racional y es continua en todos los valores reales menos los que anulan el
denominador.

4x+1:0:>4x:—1:x:_71¢[0,+oo)

Como el valor que anula el denominador es negativo la funcion es continua en [0,+ oo).
Calculamos la tasa de variacion media del intervalo [0, 1].

12+8-0
FO)=Z0m % f()-f(0) 4-12
=TVM, [0,1]= - -_8
12+8-1 1-0 1
f( )= =4
4.1+1
Calculamos el limite de la funcién cuando x tiende a +co.
¥+8—X E+8 E+8
lim £ (x)= lim 228 i X X gy x w0 B,
X—>+0 X—>+00 4X+1 X—>+00 ﬂ_{_l X—>+00 4+1 4+£ 4
X X X 0

Las ventas mensuales de gel a lo largo del tiempo tienden a ser de 2 millones de litros.

b) Obtenemos la derivada de la funcion.

 12+8x 8(4x+1)-4(12+8x) 32x+8-48-32x _ 40

f(x)= Ayl = f'(x)= =

(4x+1)° (4x+1)’ (4x+1)’

Esta expresion de la derivada siempre es negativa, pues el numerador es constante y negativo y
el denominador siempre es positivo (elevado al cuadrado).

La funcion es decreciente en [0,+ oo).
Hallamos la recta tangente en el punto x = 1.

f(1)=4
-40 -8 -8 -8 8 -8 28
f(1)= S _4="C(x-1 = o4 as |y = Cx+ 8
(1) (4+1)2 : =y 5(x )=y 5x+5+ =y 5x+5
y-f(1)=f"(1)(x-1)
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2. Una gran pasteleria especializada en cocas de San Juan elabora la masa de las cocas con harina y
azucar. En la pasteleria disponen de 60 kg de harina y 30 kg de azUcar para las cocas de este afio
y quieren hacer de dos tipos: sin relleno y rellenas de crema.

Para elaborar la masa de una coca sin relleno se necesitan 500 g de harina y 300 g de azUcar. Este
tipo de coca la ponen a la venta a 15 €. En cambio, para elaborar la masa de una coca rellena de
crema se necesitan 400 g de harina y 120 g de azucar. Y esta otra coca se vende a 25 €.

La pasteleria ya ha cerrado el periodo de pedidos anticipados y, una vez contabilizados, se sabe que
como minimo tendra que elaborar 60 cocas sin relleno y 30 cocas rellenas de crema. La pastelera
jefa quiere saber cuantas cocas de cada tipo tendria que elaborar y vender para obtener el maximo
de ingresos.

a) Determine la funcion objetivo vy las restricciones. Dibuje la region factible.

[1,25 puntos]

b) Determine cuéntas cocas de cada tipo hay que elaborar para obtener el maximo de ingresos y cuéles
seran esos ingresos. ¢Sobrara alguna cantidad de los ingredientes utilizados para elaborar la masa?
En caso afirmativo, ¢de qué ingrediente y de qué cantidad se trata?

[1,25 puntos]

(1))

a) Llamamos “x” al nimero de cocas sin relleno e “y” al nimero de cocas con relleno de crema.
Hacemos una tabla para ordenar los datos.

Gramos de harina | Gramos de azUcar Ingresos
N° cocas sin relleno (x) 500x 300x 15x
N° de cocas con relleno (y) 400y 120y 25y
TOTALES 500x + 400y 300x+120y 15x+ 25y

Queremos maximizar los ingresos (funcién objetivo) > f (x, y) =15x+ 25y
Las restricciones planteadas en el problema las expresamos como inecuaciones:

“En la pasteleria disponen de 60 kg de harina y 30 kg de azlcar para las cocas de este afio” -

500x + 400y < 60000; 300x +120y < 30000

“Como minimo tendra que elaborar 60 cocas sin relleno y 30 cocas rellenas de crema” -
X>60; y>30

Las cantidades deben ser positivas > x>0; y>0

Reunimos todas las restricciones en un sistema:

500x + 400y < 60000

5x+4y <600
300x+120y < 30000

5x+2y <500
X>60 =

X > 60
y > 30

y>30
x>0;,y>0

Para dibujar la regién factible dibujamos primero las rectas que la delimitan.

5x+4y =600 5x+2y =500 X =60 y =30 x>0;,y=>0
« y_600—5x « ‘ y_500—5x
B B X =60 X =30
4 2 | y | 4 Primer
0 150 0 250 60 |30 O 30
Cuadrante
80 50 80 50 60 |75 60| 30
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o A \ 5.\‘+2‘1‘:500

4 5x+4y =600

ARN

280 v=30 \ \

10 \ \\

-10 10 20 30 40 50 g 70 80 90 109 1101

AR N

5x+4y <600

L 5x+2y <500 ., . ., .

Como las restricciones son > 60 la region factible es la region del primer cuadrante
X >

y>30

situada por debajo de las rectas oblicuas roja y verde, por encima de la recta horizontal rosa y a la
derecha de la recta vertical azul.
Comprobamos que el punto P(70, 40) perteneciente a esta region cumple las restricciones.

—
=]
—_

0 150 160 170 180 190 200 210 220 230 240

5-70+4-40<600
5-70+2-40 <500
70>60
40>30

iSe cumplen todas!

Coloreamos de gris la regién factible.
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Determinamos las coordenadas del vértice D.

y =30

= 5x+60 =500 = 5x =440 = x =88 = D(88,30)
5x+2y =500

b) Valoramos la funcion objetivo f (x, y) =15x+25y en cada vértice de la region factible para
determinar su valor maximo.

A(60,30) > f (60, 30) =15-60+25-30 =1650
B(60, 75) > f (60,75)=15-60+25-75= 2775 jMaximo!
C(80,50) > f (80,50) =15-80+25-50 = 2450
D(88,30) > f (88,30) =15-88+25-30 = 2070
Los ingresos maximos ajustandose a las restricciones pedidas son 2775 € y se consiguen

elaborando 60 cocas sin relleno y 75 rellenas de crema.
Fabricando las cocas indicadas tenemos:

Gramos de harina | Gramos de azucar
60 cocas sin relleno 30 000 18000
75 cocas con relleno 30 000 9000
TOTALES 60 000 27 000

Como se dispone de 60 kg de harina y 30 kg de azlcar, no sobra harina y sobran 3 kilogramos de
azucar.
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3. Una empresa distribuye dos tipos de paquetes a las farmacias (A y B). El paquete de tipo A contiene
los siguientes productos: 5 termémetros digitales por infrarrojos, 30 mascarillas y 10 test rapidos
de antigenos. El paquete de tipo B contiene 1 termdmetro digital por infrarrojos, 15 mascarillas y
20 test rapidos de antigenos.

El precio del paquete de tipo A es de 550 € y el del paquete de tipo B es de 200 €. El precio de
cada producto es el mismo en los dos tipos de paquetes.

a) Con los datos del enunciado, ¢es posible encontrar el precio de un termémetro, el de una mascarilla
y el de un test de antigenos? Justifique su respuesta planteando y clasificando un sistema de
ecuaciones. Resuelva el sistema dejando la solucidn en funcién del precio del test de antigenos.

[1,75 puntos]
b) Siun test de antigenos cuesta 4 €, ;cual sera el precio de una mascarilla? ¢Y el de un termémetro?
[0,75 puntos]

13 ”»

a) Llamamos “x” al precio de un termometro digital, “y” al precio de una mascarilla y “z” al precio
de un test rapido de antigenos.

El paquete de tipo A contiene 5 termémetros digitales por infrarrojos, 30 mascarillas y 10 test
rapidos de antigenos y cuesta 550 € 2> 5x+30y+10z =550.

El paquete de tipo B contiene 1 termdmetro digital por infrarrojos, 15 mascarillas y 20 test
rapidos de antigenos y cuesta 200 € > x+15y+ 20z =200.

i 5x+30y +10z =550
El sistema queda .

X+15y+20z =200
5 30 10
1 15 20

el menor de orden 2 que resulta de quitar la tercera columna tiene determinante no nulo:

5 30
=75-30=45%0
1 15

Por lo tanto, el rango de la matriz de coeficientes es 2, al igual que el rango de la matriz ampliada,
pero menor que el nimero de incognitas (3) y aplicando el teorema de Rouche-Frobenius podemos
decir que el sistema es compatible indeterminado.

Resolvemos el sistema.

La matriz de coeficientes asociada al sistema es A :( J . Esta matriz tiene rango 2 pues

5x+30y +10z :550} X+6y+2z=110

= = -15y-20z+200+6y+2z=110=
X+15y+20z =200 x=-15y—-20z+200

= -9y-182=-90= y+2z=10=|y =10-2z|= x=-15(10-22)-20z+ 200 =

x =10z +50
= x=-150+30z-20z+200=102+50=<y=10-2z
1=1

El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones). El precio de un termémetro (X) y
de una mascarilla (y) depende del precio de un test de antigenos (z).

b) Si el test vale 4 € el termdémetro valdra 4-10+50 =90 euros. El precio de la mascarilla es de
10-2-4 =2 euros.
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4. El coste anual de la limpieza de las instalaciones de una empresa que abrio hace 20 afios, expresado
en centenares de euros, viene dado por la funcién
t? .
—+10, Site [0,10]

c(t)=11

2
28—@, sit e (10,20]

en la que t es el tiempo expresado en afios.

a) ¢Cudl fue el coste de la limpieza de la empresa en el momento de abrir? ;Y al cabo de los 10 afios
de funcionamiento? Compruebe que en este punto la funcion es continua. ¢Cual es el coste de la
limpieza de la empresa al cabo de 20 afios de funcionamiento?  [1,25 puntos]

b) Represente graficamente la funcion C(t). ¢En qué momento el coste de la limpieza de la empresa
fue maximo? [1,25 puntos]

2
a) Como C (O) = f—o +10=10 el coste de la limpieza al abrir es de 1000 euros.

2
Como C(10)= %HO =20 el coste de la limpieza al cabo de 10 afios es de 2000 euros.

Comprobamos la continuidad de la funcionen t=10.

C(10)=20
. .t : .
lim C(t)= lim -~ +10=20;= lim C(t) = lim C(t)=C(10)=20
2 2
lim C(t) = lim 05 (114 g (10-14)
t—10% t—10" 2 2

La funcién es continua en t =10.

(20-14)°

Como C (20) =28- =10 al cabo de 20 afos el coste de la limpieza es de 1000 €.

b) La grafica son dos trozos de dos parabolas. Hallamos el vértice de cada una de ellas viendo
cuando se anula la derivada.

t? . 2t t .
E+1O, site[0,10] 0°F site[0,10)
28_%’ site(lO,ZO] _T:_HM' site(10,20]
t
—-=0->t=0€¢(0,10
c(t)=0= 50 =0=l00)

—t+14=0—1t=14¢(10,20]

De 0 a 10 la funcién es creciente pues su derivada C”(t) :% es positiva. De 10 a 14 la funcion

es creciente pues su derivada C”(t)=14—t es positiva. De 14 a 20 la derivada C"(t)=14—t es
negativa y la funcion es decreciente.
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site [0,10] site (10,20]
5 (t-14)°

t |[C(t)=—+10 t |[C(t)=28———

0 10 12 26

5 12.5 14 28

10 20 20 10
2 (14,28)
27 /10N
ERERNRERRS
23 / f LT site[0.10]
22 / \ chm )
21 /‘I \ Izs—[P?H] . sit=(10,20]
15 \
17 \
16 / \
/ \
12 ,/, \\
10 t
1. ) 1 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 3 3

El coste de la limpieza de la empresa fue maximo al cabo del afio 14, siendo el coste de 2800
euros.
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a b 01
5. Considere las matrices A= (0 aj y B= (O OJ' donde a y b son dos parametros reales.

a) Encuentre los valores de los parametros a y b para los que se cumple que A*—2A=B.
[1,25 puntos]
b) Sia=1yb =1, resuelva la ecuacién matricial 2A=AX +B. [1,25 puntos]

a) Resolvemos la ecuacion matricial.

A _9A-B a b)a b 5 ab 01
0 a/l0 a 0 a 0 0
a’ ab+ba a b 01 a?—2a 2ab-2b 01
= -2 = = = =
0 a’ 0 a 00 0 a’-2a 00

2— =
a-2a=0 b 2b=1
2ab—-2b =1

= =1, a=0
0=0 a —2a:0—>a(a—2):0—>{a_2
a’-2a=0

Sil[a=0]=0-2b=1= b=_?1

Sila=2|=4b-2b=1=2b=1= b=%

i 0 -1/2 _ 2 1/2
Hay dos soluciones: A= 0 bien A= :
0 0 0 2

b) Despejamos X en la ecuacion matricial.
2A=AX+B=2A-B=AX = A" (2A-B)=X =

=2A'A-A'B=X=>X=2I-A"B

11
Sia=1yb=1lamatriz queda A= (O J. Calculamos la inversa de la matriz A.

A 1 0 1
0 1

AledJ(AW_A""G (ﬁﬁ _1)(1 N

Determinamos la matriz X.

caweoy o o o6 26 o6 2

87 de 289 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU junio (serie 5) 2023 Matemadticas aplicadas a las CC. SS. Il en Cataluiia Juan Antonio Martinez Garcia

6. Una joven emprendedora quiere crear una empresa de peonzas, que tiene pensado imprimir con
una impresora 3D a partir de un disefio matematico hecho con el programa GeoGebra. Para

hacerlo, hace girar el perfil de la funcién f (x)=—x’+2x* alrededor del eje de abscisas entre los

dos puntos de corte con este eje, y asi obtiene una peonza tumbada. Las unidades estan expresadas
en centimetros.

e e .

f P AP LN - - Q=

a) ¢Cual seréd la altura de la peonza? Observe que para obtenerla debe calcular la distancia entre los
dos puntos de corte con el eje de abscisas.
[1 punto]

b) ¢Cual sera la anchura de la peonza? Observe que la anchura corresponde al doble del valor que

toma la funcion en el méximo que hay entre los dos puntos de corte con el eje de abscisas.
[1,5 puntos]

a) Hallamos los puntos de corte de la grafica de la funcion f (x) =—x>+2x* con el eje de abscisas.

f(x)=-x*+2x’ s s , x=0
_ =X +2x*=0=x*(-x+2)=0=
EjeOX -»y=0 —X+2=0-[x=2]
La altura de la peonza es de 2 centimetros.
b) Obtenemos los puntos criticos de la funcién.
f(x)=—x>+2x* = f’(x)=-3x" +4x
x=0
f(x)=0=-3x"+4x=0=x(-3x+4)=0= 4
-3X+4=0—>|x= 3

Sustituimos x :g en la segunda derivada para averiguar si €s un maximo.
, 2 . L4 4
f(X)=-3x"+4x= f " (x)=—6x+4= f 3 :—6§+4:—4<0

Como la segunda derivada es negativa la funcién tiene un maximo en x = 3 € (O, 2) .

3 2
Como f [fj = —(ﬂj +2(ﬂj = 32 la anchura de la peonza es de 2g = 4 =237
3 3 3 27 27 27

centimetros.
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PAU Junio (serie 1) 2023

W Generalitat de Catalunya
1Y Consell Interuniversitari de Catalunya
Oficina d'Accés a la Universitat

Matematicas aplicadas a las ciencias sociales

Responda a CUATRO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique siempre
gué quiere hacery por que.
Cada cuestion vale 2,5 puntos.

Puede utilizar calculadora, pero no se permite el uso de calculadoras u otros aparatos
gue pueden almacenar datos o que pueden transmitir o recibir informacion.

Puede utilizar las paginas en blanco (paginas 14 y 15) para hacer esquemas,
borradores, etc., 0 para acabar de responder a alguna cuestion si necesita mas espacio. En
este Ultimo caso, debe indicarlo claramente al final de la pagina de la cuestion
correspondiente.

1. El precio de un vuelo entre Barcelona e Islandia es de 500€. Una compaiiia aérea tiene capacidad
para 300 pasajeros diarios, pero existe una determinada eépoca del afio en la que s6lo vende 180
billetes. Después de realizar un estudio de mercado, la compafiia se da cuenta de que la relacién
entre el precio del billete y el nimero de pasajeros es lineal, por lo que por cada 5 € de descuento
en el precio del billete consigue dos pasajeros mas.

a) Si llamamos x el numero de veces que se aplica el descuento, escriba la funcién que da los
ingresos diarios de la compafiia por la venta de billetes en funcion de x. [1 punto]

b) ¢A qué precio es necesario vender cada billete para obtener el maximo de ingresos? ;Qué
ingresos se obtendran con este precio? [1,5 puntos]

2. Un centro civico ofrece cursos de franceés de nivel principiante, intermedio y avanzado. Los
alumnos inscritos, si lo desean, tienen garantizada una plaza para el siguiente curso. Es por ello
que, antes de terminar el curso, se hacen las reservas de plaza para el préximo curso. Del alumnado
de nivel principiante, un 15% quiere repetir el mismo curso, un 50% quiere realizar el curso
intermedio y un 5% quiere pasar directamente al curso de nivel avanzado. En cuanto al alumnado
de nivel intermedio, un 10 % quiere repetir el curso y un 60 % quiere realizar el curso de nivel
avanzado. Por ultimo, del alumnado de nivel avanzado, un 20% quiere repetir el curso. Ningun
alumno pide reserva de plaza para un curso de nivel inferior y el resto de alumnos no quieren
continuar en el centro el proximo curso. Este afio ha habido 100 alumnos matriculados de nivel
novato, 90 de nivel intermedio y 60 de nivel avanzado.

a) Calcule el nimero de plazas a reservar de cada nivel para el curso siguiente mediante un
producto de matrices. [1,25 puntos]

b) EI mismo centro civico ofrece dos horarios de yoga, uno por la mafiana y uno por la tarde. Para
el proximo curso, el 50 % de los alumnos que actualmente hacen yoga por la mafiana quieren
continuar con el mismo horario, mientras que un 30 % quieren pasar al horario de tarde. El resto
de alumnos por la mafiana no continuaran. En cuanto a los alumnos que actualmente realizan
yoga por la tarde, un 40% quieren pasar al horario de mafiana y un 60% quieren continuar
haciendo el horario de tarde. Si sabemos que para el curso siguiente es necesario reservar 49
plazas para el horario de mafiana y 51 plazas para el horario de tarde, ¢cuantos alumnos estan
matriculados actualmente en cada horario? [1,25 puntos]
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3. Robert ha realizado tres pruebas de una asignatura. Haciendo la media aritmética de las notas
obtenidas en cada una de las tres pruebas le ha quedado una nota global de 6. Robert sabe que la
nota de la tercera prueba ha sido igual que la media aritmética de las notas de las otras dos pruebas.
a) Con esta informacion, ¢puede saber alguna de las tres notas? En caso afirmativo, ;de qué prueba
y cudl seria la nota obtenida? [1,25 puntos]

b) La profesora le dice que ha sido muy irregular y que si sélo se tuvieran en cuenta las notas de
las dos ultimas pruebas habria obtenido una media de 7. ;Qué nota ha obtenido en cada prueba?
[1,25 puntos]

4. Una empresa de Menorca quiere ofrecer dos tipos de actividades: bautizos de submarinismo desde
una barca y excursiones en barca por la costa para bafarse en calas. El bautizo de submarinismo
tiene un precio de 60 euros por persona y en cada embarcacion iran 10 participantes y 5
instructores. La excursion por la costa tiene un precio de 18 euros por persona y en cada
embarcacion irdn 25 participantes y 2 instructores. La empresa dispone de 30 embarcaciones
iguales y de 75 instructores que pueden realizar salidas de submarinismo o excursiones en barca
por las calas indistintamente. Su intencion es obtener el maximo de ingresos suponiendo que
Ilenara todas las embarcaciones.

a) Determine la funcion objetivo y las restricciones. Dibuje la region factible. [1,25 puntos]

b) ¢Cuéntas salidas de cada tipo debe ofrecer la empresa todos los dias para obtener el maximo
de ingresos? ¢Cuanto dinero ingresara a diario? [1,25 puntos]

5. El namero de kilogramos de comida que han gastado en un albergue de animales durante una

3 2
semana concreta se puede calcular mediante la funcion f (t) =10[—%+3t7—% +10j , en la que

t es el tiempo en dias y va desde el diat = 1 (lunes) hasta el dia t = 8 (lunes de la semana siguiente).
a) Calcule cuantos kilogramos de comida se gastaron el primer lunes y el lunes siguiente.
Encuentre qué dia de esa semana se gastaron 100 kg de comida. [1 punto]

b) Determine los dias de la semana en que el gasto en comida fue mayor y los dias en que fue
menor. ¢Cuantos kilogramos de comida se gastaron estos dias? [1,5 puntos]
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6. Cuando se disefian los escalones de una escalera hay varios
parametros a tener en cuenta, dos de los cuales son la huella

(la parte horizontal del escaldn, donde se pone el pie) y la huella

contrahuella (la parte vertical del escalon, es decir, la altura). d A

El arquitecto francés Francois Blondel estableci6 a finales &

del siglo XVII que la relacién ideal entre estas dos contrahuella
magnitudes era que la suma de dos contrahuellas mas una ¥

huella fuera igual a 64 cm. Llamamos y la longitud de la

contrahuella y x a la longitud de la huella.

a) Encuentre la funcion que permite calcular la longitud ideal de la contrahuella en funcién de la
longitud de la huella. ;Cudl seria la longitud ideal de la contrahuella si la huella es de 28 cm?
[1 punto]

b) La normativa actual establece que en el disefio de escaleras de uso publico es necesario que la
huella sea como minimo de 28 cm y que la contrahuella esté comprendida entre 13 y 18,5 cm.
Ademas, la suma de dos contrahuellas mas una huella debe estar entre 54y 70 cm. Escriba estas
tres condiciones en funcidn de x y de y. Si queremos construir una escalera con escalones de 40
cm de huella, calcule entre qué valores debe estar comprendida la contrahuella para cumplir
con la normativa actual. [1,5 puntos]
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SOLUCIONES

1. El precio de un vuelo entre Barcelona e Islandia es de 500€. Una compaiiia aérea tiene capacidad
para 300 pasajeros diarios, pero existe una determinada época del afio en la que sélo vende 180
billetes. Después de realizar un estudio de mercado, la compafiia se da cuenta de que la relacion
entre el precio del billete y el nimero de pasajeros es lineal, por lo que por cada 5 € de descuento
en el precio del billete consigue dos pasajeros mas.

a) Sillamamos x el niimero de veces que se aplica el descuento, escriba la funcion que da los ingresos
diarios de la compafiia por la venta de billetes en funcion de x. [1 punto]

b) ¢A qué precio es necesario vender cada billete para obtener el maximo de ingresos? ;Que
ingresos se obtendran con este precio? [1,5 puntos]

a) Para x = 0 el nimero de pasajeros es 180, para x = 1 el nimero de pasajeros es 180 + 2, para x =2
el nimero de pasajeros es 180 + 2 - 2, asi sucesivamente para x descuentos de 5 € el nimero de
pasajeros es 180 + 2x. Como el precio del vuelo sin descuentos es de 500 €, tenemos que para X

descuentos de 5 € el billete costara 500 — 5x y los ingresos seran (180+2x)(500—5x).

I (x) =(180+ 2x)(500—5x) =90000—10x* +1000x —900x = —10x* +100x + 90000
b) Derivamos la funcién ingresos y buscamos sus puntos criticos.

I (x)=-10x* +100x +90000 = 1" (x) = —20x +100
() () — —20X+100=0=> [x =5]
1"(x)=0
Sustituimos este valor en la derivada segunda.
I"(x)=—-20x+100=1"(x)=-20=1"(5)=—20 <0 — x =5 es méaximo relativo

La funcién ingresos toma un valor maximo para 5 descuentos.

Con 5 descuentos de 5 € el precio del billete es 500 — 5 - 5 =475 €.
Los ingresos que se obtendran son | (5)=-10-5”+100-5+90.000 = 90.250 .
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2. Un centro civico ofrece cursos de francés de nivel principiante, intermedio y avanzado. Los
alumnos inscritos, si lo desean, tienen garantizada una plaza para el siguiente curso. Es por ello
que, antes de terminar el curso, se hacen las reservas de plaza para el préximo curso. Del alumnado
de nivel principiante, un 15% quiere repetir el mismo curso, un 50% quiere realizar el curso
intermedio y un 5% quiere pasar directamente al curso de nivel avanzado. En cuanto al alumnado
de nivel intermedio, un 10 % quiere repetir el curso y un 60 % quiere realizar el curso de nivel
avanzado. Por Gltimo, del alumnado de nivel avanzado, un 20% quiere repetir el curso. Ningun
alumno pide reserva de plaza para un curso de nivel inferior y el resto de alumnos no quieren
continuar en el centro el proximo curso. Este afio ha habido 100 alumnos matriculados de nivel
novato, 90 de nivel intermedio y 60 de nivel avanzado.

a) Calcule el nimero de plazas a reservar de cada nivel para el curso siguiente mediante un producto
de matrices. [1,25 puntos]

b) El mismo centro civico ofrece dos horarios de yoga, uno por la mafiana y uno por la tarde. Para el
proximo curso, el 50 % de los alumnos que actualmente hacen yoga por la mafiana quieren
continuar con el mismo horario, mientras que un 30 % quieren pasar al horario de tarde. El resto
de alumnos por la mafiana no continuaran. En cuanto a los alumnos que actualmente realizan yoga
por la tarde, un 40% quieren pasar al horario de mafiana y un 60% quieren continuar haciendo el
horario de tarde. Si sabemos que para el curso siguiente es necesario reservar 49 plazas para el
horario de mafiana y 51 plazas para el horario de tarde, ¢cuantos alumnos estan matriculados
actualmente en cada horario? [1,25 puntos]

a) Representamos en las columnas de una matriz cuadrada de orden 3 los porcentajes de alumnos
que se van a matricular por cada nivel.

Prin Interm Avanz
Nivel principiante (%) —»(0.15 0 0
Nivel Intermedio (%) — | 0.50 0.10 O
Nivel Avanzado (%) — | 0.05 0.60 0.20

En una matriz columna ponemos el nimero de alumnos matriculados en cada nivel.

100 \— Nivel principiante
90 | — Nivel Intermedio
60 /| — Nivel Avanzado

Realizando el producto de ambas matrices obtenemos el nimero de alumnos que el curso
proximo se matricularan en cada nivel.

015 0 0 )(100 0.15-100 15
050 010 O 90 |= 0.5-100+0.1-90 =|59
0.05 0.60 0.20)\ 60 0.05-100+0.6-90+0.2-60 71

El nimero de plazas a reservar son 15 en nivel principiante, 59 en nivel intermedio y 71 en nivel
avanzado.

b) Sillamamos “x” a los alumnos matriculados por la mafiana e “y” a los alumnos matriculados por
la tarde tenemos la siguiente igualdad.
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0.50 0.40)\( x ~ 49
0.30 0.60)ly) (51
Resolvemos la ecuacion matricial.
0.50 0.40)(x 49 0.5x+0.4y 49 0.5x+0.4y =49
0.30 0.60)\y 51 0.3x+0.6y 51 0.3x+0.6y =51

5x+4y =490 5x+4y =490 5x+4y =490
= = =
3x+6y =510 X+2y =170 x=170-2y

=5(170-2y)+4y =490=850-10y +4y = 490 =

—=360=6y= y=?=6o — [x=170-120 = 50|

Hay matriculados 50 alumnos en horario de mafiana y 60 en horario de tarde.
OTRA FORMA DE RESOLVERLO

También podemos resolver la ecuacién matricial usando la matriz inversa.
0.50 0.40}

Hallamos la inversa de la matriz A=
0.30 0.60

agi[ 05 03) (06 -04
o Adi(AT) 04 06) (03 05) 1 (06 -04
~ |A |050 040  030-0.12 0.18(-03 05
0.30 0.60
Con lo que

050 040)(x)_(49)_(x|_,.(49)_ 1 (06 -04)(49
030 0.60)ly) (51 y)  |51) 0.18(-03 05 J{51

x) 1 (06-49-04:51) 1 (9 (50
y) 0.18(-0.3-49+05:51) 0.18(10.8) |60

Hay matriculados 50 alumnos en horario de mafiana y 60 en horario de tarde.
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3. Robert ha realizado tres pruebas de una asignatura. Haciendo la media aritmética de las notas
obtenidas en cada una de las tres pruebas le ha quedado una nota global de 6. Robert sabe que la
nota de la tercera prueba ha sido igual que la media aritmética de las notas de las otras dos pruebas.

a) Con esta informacidn, ¢puede saber alguna de las tres notas? En caso afirmativo, ;de qué prueba y
cudl seria la nota obtenida? [1,25 puntos]

b) La profesora le dice que ha sido muy irregular y que si s6lo se tuvieran en cuenta las notas de las
dos ultimas pruebas habria obtenido una media de 7. ;Qué nota ha obtenido en cada prueba? [1,25
puntos]

[ R T ) [y}

a) Llamamos “x”, “y” y “z” a las notas de la primera, la segunda y la tercera prueba.

“Haciendo la media aritmética de las notas obtenidas en cada una de las tres pruebas le ha
quedado una nota global de 6” > Xry+z_ 6.

“La nota de la tercera prueba ha sido igual que la media aritmética de las notas de las otras
dos pruebas” 2> z = Ly

Reunimos las dos ecuaciones en un sistema de 2 ecuaciones lineales con 3 incdgnitas.

Xty+72 _¢
3
Z:x+y
2
Intentamos resolver el sistema.
X+y+2
=6 X+y+z=18
3 - }:>22+z=18:>3z=18:>:>
Z_x+y 22=X+Y
2

X+y+6=18
SSVRON STE e

12=x+y
Solo podemos obtener la tercera nota (6). Las otras dos notas no tienen una solucién concreta.

b) “Si sdlo se tuvieran en cuenta las notas de las dos Ultimas pruebas habria obtenido una media de
7” 9 y + 6 — 7
— =7

Afadimos esta tercera ecuacion al sistema y lo resolvemos.

x+y+z_6
3 z=6 Z=6
z:zgl- =>X+y=12 =(x=12-8=4
y+6_7 y=14-6=8 y=8
2

Las notas de las pruebas han sido 4 en la primera, 8 en la sequnda y 6 en la tercera.
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4. Una empresa de Menorca quiere ofrecer dos tipos de actividades: bautizos de submarinismo desde
una barca y excursiones en barca por la costa para bafarse en calas. El bautizo de submarinismo
tiene un precio de 60 euros por persona y en cada embarcacion irdn 10 participantes y 5
instructores. La excursion por la costa tiene un precio de 18 euros por persona y en cada
embarcacion irdn 25 participantes y 2 instructores. La empresa dispone de 30 embarcaciones
iguales y de 75 instructores que pueden realizar salidas de submarinismo o excursiones en barca
por las calas indistintamente. Su intencion es obtener el méximo de ingresos suponiendo que
llenard todas las embarcaciones.

a) Determine la funcién objetivo y las restricciones. Dibuje la regién factible. [1,25 puntos]

b) ¢Cuéntas salidas de cada tipo debe ofrecer la empresa todos los dias para obtener el maximo de
ingresos? ¢Cuanto dinero ingresaré a diario? [1,25 puntos]

a) Llamamos “x” al nimero de barcas dedicadas a los bautizos de submarinismo e “y” al nUmero de
barcas dedicadas a las excursiones en barca.
Hacemos una tabla para ordenar los datos.

N° de instructores | N° de personas | Ingresos

N° barcas de bautizos (x) 5X 10x 600x

N° de barcas de excursiones () 2y 25y 450y
TOTALES 5x+2y 600x + 450y

Queremos maximizar los ingresos (funcién objetivo) > f (x,y)=600x+ 450y

Las restricciones planteadas en el problema las expresamos como inecuaciones:

“La empresa dispone de 30 embarcaciones iguales” 2 x+y <30
“La empresa dispone de 75 instructores” = 5x+2y <75

Las cantidades deben ser positivas > x>0; y>0
Reunimos todas las restricciones en un sistema:
5x+2y <75

X+y<30
x>0;,y>0

Para dibujar la regién factible dibujamos primero las rectas asociadas.
»

Y
SX+2y =175 x+y=30 A
|y 75-5x N \
y= 2 X | y=30—X X+ =30
5 ‘ 25 o5
15 0 30 0 \
x>0;y>0 } \
Primer b5 \ —
Cuadrante ; \ =7
1 1\ 2 25 3
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5x+2y <75

Como las restricciones son x+y <30 la region factible es la region del primer cuadrante
x>0;,y>0

situada por debajo de las rectas roja y verde.

Comprobamos que el punto P(5, 5) perteneciente a esta regién cumple las restricciones.
5:5+2:5<75
5+5<30 iSe cumplen todas!
5>0;5>0

Coloreamos de rosa la region factible.

354 ‘\
_________________ WB(0, 30)
................. 25 ; C(S, 25)
................. 20
.................. 15
.................. 16 X+ y= 30
...................... 5

D(15, 0)
A(O, 0) ‘5 ]ﬁ 1 20 25 3
5| \5x+2},:j5 ............................................

b) Valoramos la funcion objetivo f (X, y) =600x +450y en cada vértice de la regidn factible para
determinar su valor maximo en la region factible.

A(0,0) > f(0,0)=0

B(0, 30) > f (0,30)=0+450-30=13.500

C(5,25) > f (5,25)=600-5+450-25 = 14.250 jMéximo!
D(15,0) > f (15,0)=600-15+0 =9.000

Los ingresos maximos ajustandose a las restricciones pedidas son 14.250 € y se consiguen
utilizando 5 barcas para los bautizos de submarinismo y 25 para las excursiones.
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5. El nimero de kilogramos de comida que han gastado en un albergue de animales durante una
3 2

semana concreta se puede calcular mediante la funcion f (t) =10£—%+3t7—% +1OJ , en la que
t es el tiempo en dias y va desde el diat = 1 (lunes) hasta el dia t = 8 (lunes de la semana siguiente).

a) Calcule cuantos kilogramos de comida se gastaron el primer lunes y el lunes siguiente. Encuentre
queé dia de esa semana se gastaron 100 kg de comida. [1 punto]

b) Determine los dias de la semana en que el gasto en comida fue mayor y los dias en que fue
menor. ;Cuéntos kilogramos de comida se gastaron estos dias? [1,5 puntos]

a) Nos piden el valor de f(1).

3 12
f(1)=10 -2+ 9 110]|=2"_eg 75
8 2 2 4

El primer lunes se gastaron 68.75 kg de comida.

Los kilos de comida del lunes siguiente es f(8).

3 . 2 "
f(8)=10[ -2 +3% 98 15)_60
8 2 2

El lunes siguiente se gastaron 60 kg de comida.

Nos piden el valor de t para el que f(t) = 100.

100:10(—E+£—$+10j:>10=—i+£—%+10:>—i+£—%:0:>
8 2 2 8 2 8 2 2
= —t°+12t° —36t =0 = —t(t* 12t +36) =0 =
t=0
- t2—12t+36=0:>t=12i\/(_12)22_4(1)(36) =12;0=6

El valor t = 0 no se corresponde con ningun dia de los considerados. Solo es valido el valor t =6
Se consumieron 100 kg de comida el dia 6, es decir, el sdbado.

b) Derivamos e igualamos a cero en busca de los puntos criticos de la funcién.

3t° 6t 9
f7(t)=10| - =—+=-= 2 2
() ( 8 2 2) =10 —3L+g—g :0:>—3L+g—g:0:>
) 2 8 2 2
f’(t)=0

= -3’ +24t-36=0=>1t*-8t+12=0=
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8+4
88 -4)(12) x4 |7 O
2 R

2

Valoramos la funcién en los extremos del intervalo [1, 8] y en los puntos criticos obtenidos para
decidir donde se alcanza el valor maximo y minimo.

3 912
f(1)=10 -1 431 21 90]-2P 6875
8 2 2 4
3 . 2 .
f(2):10[—%+3 2 —¥+10j:10(—1+6—9+10):60 iMinimo!

3 . 2 .
f (6) :10{—%+ 326 —9—26+10] =10(-27+54-27+10)=100 {Maximo!

3 .Q2 .
f(8):10(—8§+328 —9—28+10j:60 iMinimo!

El menor consumo se produjo el dia 2 (martes) y el dia 8 (lunes siguiente) siendo un consumo de

60 kag.
El mayor consumo se produjo el dia 6 (sabado) siendo un consumo de 100 kg.
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6. Cuando se disefian los escalones de una escalera hay

varios parametros a tener en cuenta, dos de los cuales son pisada

la huella (la parte horizontal del escalon, donde se pone d &

el pie) y la contrahuella (la parte vertical del escalon, es i

decir, la altura). El arquitecto francés Francois Blondel contrahuella
establecio a finales del siglo XVII que la relacion ideal ¥

entre estas dos magnitudes era que la suma de dos
contrahuellas mas una huella fuera igual a 64 cm. Llamamos y la longitud de la contrahuellay x a
la longitud de la huella.

a) Encuentre la funcion que permite calcular la longitud ideal de la contrahuella en funcion de la
longitud de la huella. ;(Cudl seria la longitud ideal de la contrahuella si la huella es de 28 cm? [1
punto]

b) La normativa actual establece que en el disefio de escaleras de uso publico es necesario que la
huella sea como minimo de 28 cm y que la contrahuella esté comprendida entre 13 y 18,5 cm.
Ademas, la suma de dos contrahuellas mas una huella debe estar entre 54 y 70 cm. Escriba estas
tres condiciones en funcion de x y de y. Si queremos construir una escalera con escalones de 40
cm de huella, calcule entre qué valores debe estar comprendida la contrahuella para cumplir con
la normativa actual. [1,5 puntos]

a) “La suma de dos contrahuellas mas una huella fuera igual a 64 cm” 2> 2y+Xx=64.
Si despejamos de esta expresion tenemos la funcidn que relaciona la longitud de la contrahuella
con la longitud de la huella.

64 —x
2

2y+X=64=2y=64-X=>y=

¢ Cudl seria la longitud ideal de la contrahuella si la huella es de 28 cm?

64-28

Aplicando la formula obtenida parax =28 > y= 18 cm

b) “La huella sea como minimo de 28 cm” 2> x> 28.
“La contrahuella esté comprendida entre 13y 18,5cm” - 13<y<18.5.

“La suma de dos contrahuellas mas una huella debe estar entre 54y 70 cm” - 54 <2y +x<70.

Si queremos construir una escalera con escalones de 40 cm de huella > x=40.

5432y+40£70:>54—40£2y£70—40:>%s y£3—20:>7£y£15

La contrahuella debe tener una longitud entre 7 y 15 centimetros. Pero como la normativa dice
que 13 <y <18.5 para cumplir todas las normas la contrahuella debe tener una longitud entre 13

y 15 centimetros.
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PAU septiembre (serie 3) 2022

AN Generalitat de Catalunya
A Consell Interuniversitari de Catalunya
Oficina d’Acces a la Universitat

Matematicas aplicadas a las ciencias sociales

Responda a CUATRO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique siempre
gué quiere hacery por que.
Cada cuestion vale 2,5 puntos.

Puede utilizar calculadora, pero no se permite el uso de calculadoras u otros aparatos
gue pueden almacenar datos o que pueden transmitir o recibir informacion.

Puede utilizar las paginas en blanco (paginas 14 y 15) para hacer esquemas,
borradores, etc., 0 para acabar de responder a alguna cuestion si necesita mas espacio. En
este uUltimo caso, debe indicarlo claramente al final de la pagina de la cuestion
correspondiente.

1. El coste de produccién (en euros) de x unidades de un producto determinado viene dado por la
funcién C (x) =0.02x* +3x+100. Estas unidades se ponen a la venta y el precio de venta unitario

(en euros) depende del numero de unidades producidas x. Concretamente, viene dado por la
funcion p(x) =47-0.06X . Se supone que se venden todas las unidades que se producen.

a) Determine la funcidén que da los beneficios obtenidos en funcién del nidmero de unidades

producidas x. [1,25 puntos]
b) Determine cuantas unidades hay que producir para obtener el maximo beneficio y diga cual es
ese beneficio. [1,25 puntos]

2. Marti le explica a Marcel que el otro dia, cuando cogié el autocar para ir de Barcelona a Tarragona,
el autocar se averio justo a la mitad del trayecto. Desde ese punto fue andando hasta la poblacion
mas proxima, de manera que recorrio a pie una vigésima parte del total del trayecto. Alli cogi6 un
taxi hasta Tarragona, y dice que recorrié 5 kildmetros mas en autocar que en taxi.

a) Plantee y resuelva un sistema de ecuaciones para calcular cuantos kilometros recorrié en

autocar, a pie y en taxi. [1,75 puntos]
b) Si el autocar iba a 100 km/h, Marti anduvo a 5 km/h y el taxi iba a 90 km/h, ¢cuanto tiempo
tardo en recorrer todo el trayecto? [0,75 puntos]

3. El Museu de Matematiques de Catalunya (MMACA) tiene previsto montar una exposicion. Se
estima que el namero de visitantes semanales que recibira la exposicidn, expresado en decenas de
240x

X —2x+4
expresado en semanas, que hace que la exposicion esta abierta al publico.
a) ¢Cuantas personas irdn a ver la exposicion la primera semana? Calcule la tasa de variacion

personas, viene dado por la funcion f(x)= , donde x>1 representa el tiempo,

media del nimero de visitantes entre la semana 1 y la semana 4. [1 punto]
b) ¢Qué semana se prevé que ird mas gente a ver la exposicion? ;Cuantos visitantes se estima
que irdn aquella semana? [1,5 puntos]
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4. Latécnica de irradiacion de los alimentos se utiliza para favorecer su conservacion, pero unas dosis

demasiado altas de irradiacion pueden reducir su valor nutricional. Normalmente, para el

procesamiento de alimentos se utilizan las radiaciones provenientes del cobalto y del cesio. Se

quiere usar esta técnica para tratar alimentos que ya han empezado a deteriorarse.

Considere x e y las cantidades emitidas de rayos de cobalto y de cesio, respectivamente, medidas

en grays. Se sabe que la cantidad de radiacion absorbida en la parte dafiada del alimento es de 6x

+ 4y grays, alrededor de la parte dafiada es de 3x + y grays y en las partes que estan en buenas

condiciones es de 4x + 5y grays.

a) Calcule las cantidades de rayos de cobalto y de rayos de cesio que habra que utilizar para que
la cantidad de radiacidn absorbida por las partes en buenas condiciones sea minima, teniendo
en cuenta que en la parte dafiada esta cantidad tiene que ser como minimo de 60 grays y en los
alrededores no puede exceder de 27 grays. Para hacerlo, determine cual es la funcion objetivo
que debe minimizarse y las restricciones, y dibuje la regién factible. [1,5 puntos]

b) Si se aplica un tratamiento consistente en 7 grays de rayos de cobalto y 5 grays de rayos de
cesio, compruebe que se cumplen las dos restricciones (la que hace referencia a la parte dafiada
y la que hace referencia a sus alrededores). ¢Por qué es un tratamiento peor que la solucién que
ha encontrado en el apartado a? [1 punto]

2

a) Calcule para qué valor de a las dos matrices conmutan, es decir, para qué valor de a se cumple
que A - B =B - A. Compruebe que para este valor de a se satisface que A-B=2-1, donde |

1 -1 2 1
5. Considere las matrices A= (0 j y B= {O a]’ donde a es un parametro real.

es la matriz identidad de orden dos. [1,25 puntos]
b) Parael valor de a encontrado en el apartado anterior, calcule las matrices inversas de las matrices
Ay B. Puede aplicar larelacion A-B=2-I. [1,25 puntos]

6. Un inversor se da cuenta de que en el momento actual sus acciones tienen unas pérdidas de 2.000

€. Su asesor financiero tiene una prevision del valor de las acciones para los proximos 30 dias. Le
dice que el valor de las acciones ya ha empezado a aumentar y que dentro de pocos dias dejara de
tener pérdidas. Segun las previsiones, durante los préximos 10 dias el valor de las acciones crecera;
del dia 10 al dia 20 los beneficios disminuiran, y a partir de ese dia los beneficios volveran a crecer.
El asesor también le dice al inversor que la prevision de los beneficios para los proximos 30 dias

tiene como modelo la funcion f (x)=x’+ax’+bx+c, donde x € [0, 30].

a) Calcule los valores de los pardmetros a, b y c. [1,5 puntos]
b) Si el inversor quiere vender sus acciones durante esos 30 dias, ¢cudl es el dia en el que obtendra
mas beneficios por la venta? ;Qué beneficios obtendra? [1 punto]
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SOLUCIONES

1. El coste de produccién (en euros) de x unidades de un producto determinado viene dado por la
funcién C (x) =0.02x* +3x+100. Estas unidades se ponen a la venta y el precio de venta unitario

(en euros) depende del numero de unidades producidas x. Concretamente, viene dado por la
funcién p(x) =47-0.06X . Se supone que se venden todas las unidades que se producen.

a) Determine la funcion que da los beneficios obtenidos en funcion del nimero de unidades

producidas Xx. [1,25 puntos]
b) Determine cuéntas unidades hay que producir para obtener el maximo beneficio y diga cuél es ese
beneficio. [1,25 puntos]

a) El beneficio es la diferencia entre lo ingresos obtenidos por la venta y los costes de produccion de
los productos.

Los ingresos son el producto del precio de venta por unidad y el namero de unidades vendidas.

C(x)=0.02x" +3x+100
1(X) =% p(x)=X(47-0.06X) = 47x—0.06x" { = B(X) = 47x—0.06X" —(0.02X* +3x+100) =

B(x)=1(x)-C(x)

= B(x) = 47x-0.06x? - 0.02x? —3x ~100 = |B(x) = —0.08x? + 44x ~100

La funcion beneficios es B(x)= —0.08x% +44x-100 .

b) Utilizamos la derivada. Derivamos y vemos cuando se anula (punto critico).

B(X) =-0.08x* +44x-100 = B (X) =-0.16x+44

B'(x)=0=-0.16x+44=0= x=—2 _o75
~0.16

Sustituimos este valor en la derivada segunda y vemos si s un maximo o un minimo relativo.
B’(x)=-0.16x+44=B"(x)=-0.16 =B " (275)=-0.16 <0

Como la derivada segunda en x = 275 es negativa en dicho valor existe un maximo de la funcién
beneficios.

B(275) =-0.08-275" +44-275-100 = 5950

Los beneficios maximos son 5950 € y se obtienen con la fabricacién y venta de 275 unidades de
producto.
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2. Marti le explica a Marcel que el otro dia, cuando cogi6 el autocar para ir de Barcelona a Tarragona,
el autocar se averid justo a la mitad del trayecto. Desde ese punto fue andando hasta la poblacion
mas proxima, de manera que recorrié a pie una vigésima parte del total del trayecto. Alli cogié un
taxi hasta Tarragona, y dice que recorrié 5 kilometros mas en autocar que en taxi.

a) Plantee y resuelva un sistema de ecuaciones para calcular cuantos kilometros recorri6 en autocar,

a pie y en taxi. [1,75 puntos]
b) Si el autocar iba a 100 km/h, Marti anduvo a 5 km/h y el taxi iba a 90 km/h, ¢cuanto tiempo tardo
en recorrer todo el trayecto? [0,75 puntos]

a) Llamamos x, y, z la cantidad de kilometros recorridos en autocar, a pie y en taxi,
respectivamente.

El recorrido total es la suma de lo recorrido de cada manera - Recorrido total = X+ y+z

o . X+Yy+1z

“El autocar se averi0 justo a la mitad del trayecto” > x= +
o L X+Yy+2

“Recorrio a pie una vigésima parte del total del trayecto” > y = 2—y0

“Recorrio 5 kilometros mas en autocar que entaxi” > x=z+5

Reunimos las ecuaciones en un sistema y lo resolvemos.

wo Xty+z
2 2X=X+Yy+12 X=Yy+12
X+ty+z Z+5=y+12 5=y
:——ZT—-:zzoy:x+y+z:319y:x+z:319 5 = =
=Z+5+12 =
X=Z+5 X=Z+95 y 19y =22+5
X=2Z+5

—=95=27+5=22=90= |z =45|=|x=45+5=50]

Se han recorrido 50 kilometros en autocar, 5 a pie y 45 en taxi.

b) Si el autocar iba a 100 km/h tarda % :% hora en recorrer los 50 kilometros, si Marti anduvo a

5 km/h y tenia que recorrer 5 km tardd 1 hora y si el taxi iba a 90 km/h y tenia que recorrer 45
km tardé otra media hora.

¢cuanto tiempo tardo en recorrer todo el trayecto? 0.5+ 1 + 0.5 = 2 horas.

Marti tardo 2 horas en hacer todo el recorrido.
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3. El Museu de Matematiques de Catalunya (MMACA) tiene previsto montar una exposicion. Se
estima que el nimero de visitantes semanales que recibira la exposicion, expresado en decenas de
240x

X* —2x+4
expresado en semanas, que hace que la exposicidn esta abierta al publico.

a) ¢Cuantas personas iran a ver la exposicion la primera semana? Calcule la tasa de variacién media

personas, viene dado por la funcién f(x)= , donde x>1 representa el tiempo,

del nimero de visitantes entre la semana 1 y la semana 4. [1 punto]
b) ¢Qué semana se prevé que ird mas gente a ver la exposicion? ;Cuantos visitantes se estima que
iran aquella semana? [1,5 puntos]

a) Nos piden calcular f(1).
240
f(l)=-———=80
@) 1?-2+4
En la primera semana acuden 80 decenas de personas, es decir, 800 visitantes.
La tasa de variacion media del nimero de visitantes entre la semana 1 y la semana 4 es:

240-4 240-1

f(4)-f(1) 42-2.4+4 12-2. -

TVM (1.4) = (4)-f(@1)_4-24+4 1-21+4 80 80:@
4-1 4-1 3

Esta tasa nos da cero, porque tanto en la primera semana como en la cuarta se espera el mismo

namero de visitantes.

b) Buscamos el méximo de la funcién. Para ello, calculamos la derivada y la igualamos a cero:

_ 240(x* - 2x+4) - 240x (2x— 2) _ 240x* —480x+960 - 480x" + 480X _ —240X” +960
(x2—2x+4)2 (x2—2x+4)2 (x2—2x+4)2

()

—240%* + 960 _
(x2 —2x+4)2

0=>-240x*+960=0=X*-4=0=>|x=~/4=+2

f'(x)=0=

Solo consideramos el valor positivo de x pues X >1.

—240-1.57 +960 6720 S

- > 169 0.La
(1.5 3+4)

En el intervalo [1,2) tomamos x = 1.5y la derivada vale f (1.5)=

funcion crece en [1,2).
3 —240-3% +960 ~ —1200 -

- > 29 0.La
(3 6+4)

En el intervalo (2,+00) tomamos x = 3y la derivada vale f (3)

funcion decrece en (2,+).

Como la funcidn crece antes de x = 2 y decrece a partir de x = 2 la funcion presenta un maximo en x = 2.
Calculamos f(2).

240-2
f(2)=0r, ;=120

El nimero méaximo de visitantes se espera en la segunda semana, siendo este valor maximo de 1200
visitantes.
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4. Latécnica de irradiacion de los alimentos se utiliza para favorecer su conservacion, pero unas dosis

demasiado altas de irradiacion pueden reducir su valor nutricional. Normalmente, para el
procesamiento de alimentos se utilizan las radiaciones provenientes del cobalto y del cesio. Se
quiere usar esta técnica para tratar alimentos que ya han empezado a deteriorarse.
Considere x e y las cantidades emitidas de rayos de cobalto y de cesio, respectivamente, medidas
en grays. Se sabe que la cantidad de radiacion absorbida en la parte dafiada del alimento es de 6x
+ 4y grays, alrededor de la parte dafiada es de 3x + y grays y en las partes que estan en buenas
condiciones es de 4x + 5y grays.

a) Calcule las cantidades de rayos de cobalto y de rayos de cesio que habré que utilizar para que la
cantidad de radiacién absorbida por las partes en buenas condiciones sea minima, teniendo en
cuenta que en la parte dafiada esta cantidad tiene que ser como minimo de 60 grays y en los
alrededores no puede exceder de 27 grays. Para hacerlo, determine cudl es la funcién objetivo que
debe minimizarse y las restricciones, y dibuje la regién factible. [1,5 puntos]

b) Si se aplica un tratamiento consistente en 7 grays de rayos de cobalto y 5 grays de rayos de cesio,
compruebe que se cumplen las dos restricciones (la que hace referencia a la parte dafiada y la que
hace referencia a sus alrededores). (Por qué es un tratamiento peor que la solucion que ha
encontrado en el apartado a? [1 punto]

a) Queremos minimizar la funcién F (x, y) =4x+5y

Las restricciones planteadas en el problema las expresamos como inecuaciones.

“En la parte dafiada la cantidad de radiacion tiene que ser como minimo de 60 grays y en los
alrededores no puede exceder de 27 grays” - 6x+4y>60; 3x+y <27

Las cantidades deben ser positivas > x>0; y>0

Reunimos todas las restricciones en un sistema:
6x+4y>60 3x+2y>30

3X+y<27 r=3x+y<L27
x>0;,y>0 x>0;,y>0
Para dibujar la region factible dibujamos primero las rectas asociadas.

x| y= 30-3x 2
o 2 I\
3x+2y=30 O 15 #
8 3 22 \
Wl N\
X |y=27-3X 5
-t y=27-3x
3X+y=27 0 27 S P16
8 3 5
RN \
x>0;,y>0
. y w0 N\
Primer .
Cuadrante 8 AN
. 30-3x
] A\
; \N
Ik 11 12 13 14 1t
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3x+2y>30
Como las restricciones son 3x-+y <27 : la region factible es la region del primer cuadrante
x>0;,y>0
situada por debajo de la recta azul y por encima de la recta roja.
Comprobamos que el punto P(2, 16) perteneciente a dicha regién cumple las restricciones.
3:2+2:16>30
3:2+16<27 ; iSe cumplen todas!
2>0;16>0

Coloreamos de rosa la region factible en el siguiente dibujo.

%500, 25)

27 -3x

B U

-

=g e e ot Sy S G MDD

Valoramos la funcion objetivo F (x, y) =4x+5Yy en cada vértice de la region factible para
determinar su valor minimo en dicha region.

A0, 15) > F(0,15)=0+75=75
B(0, 27) > F(0,27) =0+135=135
C(8,3) > F(8,3)=32+15=47 jMinimo!
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El valor minimo es de 47.
Para que la cantidad de radiacion absorbida por las partes en buenas condiciones sea minima
deben radiarse 8 grays de rayos de cobalto y 3 grays de rayos de cesio.

b) Una radiacién de 7 grays de rayos de cobalto y 5 grays de rayos de cesio supone el punto
M (7, 5) que pertenece a la region factible, por lo que cumple las restricciones pedidas.

do WO D e b U ¥

o s de i O =i

Comprobamos el valor de la funcion F (x, y) =4x+5y enel punto M(7, 5) y comprobamos que

este valor es mayor de F(8,3)=47.
Y por tanto es peor que el valor que tiene la funciéon en C(8, 3).

F(7,5)=28+25=53> 47
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2

a) Calcule para qué valor de a las dos matrices conmutan, es decir, para qué valor de a se cumple que
A - B =B - A Compruebe que para este valor de a se satisface que A-B=2-1, donde | es la

1 -1 2 1
5. Considere las matrices A= (0 j y B= (O a]’ donde a es un pardmetro real.

matriz identidad de orden dos. [1,25 puntos]
b) Para el valor de a encontrado en el apartado anterior, calcule las matrices inversas de las matrices
Ay B. Puede aplicar larelacion A-B=2-I. [1,25 puntos]

a) Resolvemos la ecuacién matricial.

o-ens( o o 2l 2)e

2=2
2 1-a 2 —-2+2 1-a=0
= = = =l-a=0=l]a=]
(O Za] (0 2a j 0=0 -
2a=2a

El valor de “a” debe ser 1.

Comprobamos que paraa =1secumple A-B=2-1.

wo-(y S5 -6 )

=ijiA-B=2- 1Ml
1 0 2 0
2:-1=2 =
01 0 2

2 1
b) Paraa = 1tenemos que B :(0 1] y hemos comprobado que A-B=2- 1.

. Al 5atlp
A-B=2-1=2A-B=l=), i

ZAB=1>B'=ZA
2 2

Obtenemos la expresion de las matrices inversas pedidas.
2 1 1 1/2
Al= 1 B= 1 =
2 20 1 0 1/2

g L, 11 -1)_(U2 -1/2
2" 200 2 0o 1
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6. Un inversor se da cuenta de que en el momento actual sus acciones tienen unas pérdidas de 2.000
€. Su asesor financiero tiene una prevision del valor de las acciones para los proximos 30 dias. Le
dice que el valor de las acciones ya ha empezado a aumentar y que dentro de pocos dias dejaré de
tener pérdidas. Segun las previsiones, durante los proximos 10 dias el valor de las acciones crecerg;
del dia 10 al dia 20 los beneficios disminuiran, y a partir de ese dia los beneficios volveran a crecer.
El asesor también le dice al inversor que la prevision de los beneficios para los préximos 30 dias
tiene como modelo la funcion f (x)=x’+ax*+bx+c, donde x € [0, 30].

a) Calcule los valores de los parametros a, by c. [1,5 puntos]
b) Si el inversor quiere vender sus acciones durante esos 30 dias, ¢cual es el dia en el que obtendra
mas beneficios por la venta? ;Qué beneficios obtendra? [1 punto]

a) Segun el enunciado, la funcion f(x) verifica:

“En el momento actual sus acciones tienen unas pérdidas de 2.000 €” = f(0)=—2000
“Durante los proximos 10 dias el valor de las acciones crecerd; del dia 10 al dia 20 los
beneficios disminuirdn, y a partir de ese dia los beneficios volveran a crecer” - En el dia 10
habrd un maximo y en el dia 20 un minimo - f ’(10) = 0; f ’(20) =0.

Aplicamos estas condiciones a la funcion f (x)=x*+ax* +bx+c.

f(x)=x>+ax’+bx+c

= —2000=0°+a-0?+b-0+c=-2000=c
f (0)=-2000

La funcion queda f (x)=x>+ax’+bx—2000

f (x)=x’+ax’ +bx—2000= f "(x)=3x"+2ax+b
f7(10)=0

3.10%+2a-10+b =o}
f(20)=0

= =
3:20°+2a-20+b =0

:300+20a+b:0 :>b:—20a—300
1200+ 40a+b=0| 1200+40a+b=0

}:1200+40a—20a—300:0:>

= 20a+900=0=a+45=0= |a =—45|=|b =900-300 = 600

Los valores buscados son a = —45, b = 600 y ¢ = -2000.

b) La funcion beneficios es f (x)=x*>—45x*+600x—2000, donde x € [0, 30].

Y sabemos que durante los proximos 10 dias el valor de las acciones crecerd; del dia 10 al dia 20
los beneficios disminuiran, y a partir de ese dia los beneficios volveran a crecer. Esto implica
que en el dia 10 habra un maximo relativo y en el dia 20 un minimo relativo.

0123456 78 910111213 14151617 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 3]
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Valoramos la funcién beneficios en estos valores y en los extremos del intervalo [0, 30] para
determinar el méximo absoluto de la funcion beneficios. Aunque bastaria con comparar el valor
de la funcién en x = 10 y x = 30.

0)=-2000

10) =10° —45-100° + 6000 — 2000 = 500
20) = 20° — 45-20% + 600-20 — 2000 = 0
30) =30° - 45-30° +600-30 — 2000 = 2500

(
(
(
(

f
f
f
f

Le interesa vender el dia 30 donde el beneficio seria de 2500 €.
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PAU junio (serie 5) 2022
AN Generalitat de Catalunya

A Consell Interuniversitari de Catalunya
Oficina d'Accés a la Universitat

Matematicas aplicadas a las ciencias sociales

Responda a CUATRO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique siempre
gué quiere hacery por que.
Cada cuestion vale 2,5 puntos.

Puede utilizar calculadora, pero no se permite el uso de calculadoras u otros aparatos
gue pueden almacenar datos o que pueden transmitir o recibir informacion.

Puede utilizar las paginas en blanco (paginas 14 y 15) para hacer esquemas,
borradores, etc., 0 para acabar de responder a alguna cuestion si necesita mas espacio. En
este Ultimo caso, debe indicarlo claramente al final de la pagina de la cuestion
correspondiente.

1. El valor de un producto electrénico, en funcion del nimero de meses que hace que esta a la venta,
t, viene dado por la funcion f (t)=—(t+25)(t—75).
a) Encuentre los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion f (t). ¢En qué momento

el producto alcanzara el valor maximo? ¢Cuél es ese valor maximo? [1,25 puntos]
b) Se sabe que el producto dejara de comercializarse cuando llegue a un valor de 475 €. (En qué
momento dejara de comercializarse? [1,25 puntos]

2. Una caja contiene 40 monedas, que son de 50 céntimos, de 1 € y de 2 €. Se sabe que el nimero
de monedas de 50 céntimos que hay es el doble que ¢l de monedas de 2 €.
a) ¢Puede saberse el nimero de monedas que hay de cada tipo? En caso afirmativo, calculelo. En

caso negativo, dé la solucion en funcion de un parametro. [1,25 puntos]
b) Averigue si puede calcularse el valor total, en euros, de las monedas de la caja. En caso
afirmativo, calculelo. [1,25 puntos]

3. Calcule la matriz X que verifica A-X -B=C, sabiendo que
a b 10 1 2 -1 -2
X = , A= , B= yC= [2,5 puntos]
0 ¢ 11 -1 -3 -3 -8

4. Un hotel admite reservas para las 420 habitaciones dobles de que dispone y ofrece dos tarifas
diferentes: la tarifa estandar (sin gastos de cancelacion) es de 120 € por noche, y la tarifa reducida
(que no admite cancelaciones) es de 90 € por noche. Les interesa tener reservado al menos un 20
% del total de habitaciones con la tarifa reducida y quieren que el nimero de habitaciones
reservadas con la tarifa estandar sea igual o superior que el doble del nimero de habitaciones
reservadas con la tarifa reducida.

a) Determine la funcion objetivo y las restricciones. Dibuje la region factible. [1,25 puntos]
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b) Determine cuéntas habitaciones deben tener reservadas con cada tarifa para obtener el
beneficio méaximo. ¢Cual es ese beneficio maximo? [1,25 puntos]

5. Una fabrica de vehiculos produce coches de un modelo llamado Paradis y los vende a 58.000 €.
Se sabe que los costes mensuales de produccion vienen dados por la funcion

C(x)_%x2—64x+4.704 (en miles de euros), donde x denota el namero de coches que se

fabrican mensualmente.
a) Suponiendo que se venden todos los coches que se fabrican, verifique que la funcion de

beneficios es B(x)= —% x* +122x—4.704 (en miles de euros). [0,75 puntos]

b) Determine el nimero de coches que hay que fabricar mensualmente para no tener pérdidas.
¢Para qué namero de unidades producidas se obtiene el beneficio maximo y cudl es ese
beneficio méaximo? [1 punto]

c) Se quiere aumentar el precio de venta por unidad, de forma que el beneficio maximo se
obtenga con 130 unidades (la funcién que da el coste mensual en miles de euros no varia).
¢Cual tiene que ser el nuevo precio de venta del coche? [0,75 puntos]

6. Considere la funcion f (x)=e™.

a) Calcule la pendiente de la recta tangente a la grafica de esta funcion en el punto de abscisa x =0

. [1,25 puntos]
b) Obtenga la ecuacion de esta recta tangente. [1,25 puntos]
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SOLUCIONES

1. El valor de un producto electronico, en funcion del nimero de meses que hace que estéa a la venta,
t, viene dado por la funcién f (t)=—(t+25)(t-75).
a) Encuentre los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion f (t). ¢En qué momento el

producto alcanzara el valor maximo? ;Cudl es ese valor maximo? [1,25 puntos]
b) Se sabe que el producto dejara de comercializarse cuando llegue a un valor de 475 €. ;En qué
momento dejard de comercializarse? [1,25 puntos]

a) Utilizamos la derivada para estudiar el comportamiento de la funcién.

f(t)=—(t+25)(t—75)=—(t" - 75t + 25t ~1875) = —t* + 50t + 1875 = f (t) =2t +50

f(t)=0=-2t+50=0= 2t =50 = [t = 25

Ent = 25 existe un punto critico de la funcién. Sustituimos este valor en la derivada segunda
para ver si es maximo o minimo.

t7(t)=—2= 7(25)=—2<0

La funcion presenta un maximo en t = 25. Como f (25)=—(25+25)(25—75)=2500, tenemos

que el valor del producto electrénico alcanza un valor maximo de 2500 € al cabo de 25 meses a
la venta.

b) Averiguamos cuando se alcanza el valor de 475 €.

f (t)=—t*+50t +1875

= —t2+50t+1875=475= —t> +50t +1400 =0 =
f (t)=475

—50-90
50+ /502 —4(—1)(14 B —
—t= \/ ( )( OO): 50i902 9

—2 -2 —50+90

70=t

=-20<0 jNo valido!

Como la funcidn tiene un maximo en t = 25, a partir de este valor es decreciente. Ent= 70 se
alcanza el valor de 475 € y por ello podemos afirmar que a partir de los 70 meses el producto
tendra un precio inferior a 475 €. Dejara de comercializarse a partir de los 70 meses.
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2. Una caja contiene 40 monedas, que son de 50 céntimos, de 1 € y de 2 €. Se sabe que el nimero
de monedas de 50 céntimos que hay es el doble que el de monedas de 2 €.
a) ¢Puede saberse el nimero de monedas que hay de cada tipo? En caso afirmativo, calculelo. En

caso negativo, dé la solucion en funcion de un parametro. [1,25 puntos]
b) Averigle si puede calcularse el valor total, en euros, de las monedas de la caja. En caso afirmativo,
calctlelo. [1,25 puntos]

a) Llamamos x, y, z al nimero de monedas de 50 céntimos, de 1 € y de 2 €.

“Una caja contiene 40 monedas, que son de 50 céntimos, de 1 € y de 2 € > x+Yy+1z=40

“Se sabe que el nimero de monedas de 50 céntimos que hay es el doble que el de monedas de
2€ 2> x=2z

Reunimos estas ecuaciones en un sistema e intentamos resolverlo:

X=22
X+y+z=40 .
5 =27+Yy+2=40= y=40-3z = Solucion:{ y =40-3z
X =2z
1=12

No existe una solucidn tnica pues nos falta informacion para obtener una tercera ecuacion.
El problema tiene muchas soluciones, una por cada valor que le demos a la incognita “z”.

X=24
La soluciones {y=40-31; 1=0,1,2,3/4,....
=1

b) El valor total de las monedas de la caja es:
V(xy,2)=05x+y+2z
X=24
=V (1)=0.5-21+40-31+21=40 €
y=40-31; 1=0,1,2,3/4,....
=41

El valor de la caja es de 40 € y no depende del nimero de monedas que hay de cada tipo.
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3. Calcule la matriz X que verifica A-X-B =C, sabiendo que

X_abA_loB_12 C_—1—2 25 ount
_(0 cj’ _(1 J’ _(—1 —:Jy _(—3 —8} [2,5 puntos]

axe-c=(} 10 U5 AHG B
S AT

a-b 2a-3b -1 -2
= = =
a-b-c 2a-3b-3c -3 -8

a-b 1 a 1+b 2(—1+b)—3b:—2
2a-3ph=-2 2a-3ph=-2

= = =<{-1+b-b-c=-3 =
a-b-c=-3 a-b-c=-3

2a-3-3c--8 |2a-3_3c—-g A(71+b)-%-3c=-8

242h-3p=-2 ~b=0-[b=0|
=<-1-c=-3 = =la=-1

—-2+2b—-3b-3c=-8 -b-3c=-6—>-0-3-2=-6 jSe cumple!

-1 0
La matriz que se busca es X =( 0 2]
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4. Un hotel admite reservas para las 420 habitaciones dobles de que dispone y ofrece dos tarifas
diferentes: la tarifa estandar (sin gastos de cancelacion) es de 120 € por noche, y la tarifa reducida
(que no admite cancelaciones) es de 90 € por noche. Les interesa tener reservado al menos un 20%
del total de habitaciones con la tarifa reducida y quieren que el nimero de habitaciones reservadas
con la tarifa estandar sea igual o superior que el doble del nimero de habitaciones reservadas con
la tarifa reducida.

a) Determine la funcion objetivo vy las restricciones. Dibuje la region factible. [1,25 puntos]
b) Determine cuéntas habitaciones deben tener reservadas con cada tarifa para obtener el beneficio
maximo. ¢Cuél es ese beneficio maximo? [1,25 puntos]

a) Llamamos “x” al niimero de reservas de tarifa estandar e “y” al nimero de reservas de tarifa
reducida.

Queremos maximizar los ingresos (funcion objetivo) > f (x, y)=120x+90y
Las restricciones planteadas en el problema las expresamos como inecuaciones.
“Un hotel admite reservas para las 420 habitaciones dobles de que dispone” 2> x+y <420
“Les interesa tener reservado al menos un 20 % del total de habitaciones con la tarifa reducida”
> y>0.20-420 > y>84
“Quieren que el nimero de habitaciones reservadas con la tarifa estandar sea igual o superior
que el doble del nimero de habitaciones reservadas con la tarifa reducida” 2> x> 2y
Las cantidades deben ser positivas > x>0; y>0
Reunimos todas las restricciones en un sistema:

X+Yy <420 y<420-x
y>84 y>84
= X
X>2y y<—
>0:y>0 2
x=Uy= x=>0;y>0
Para dibujar la region factible dibujamos primero las rectas asociadas.
X
X |y:420—x X y_E y=84 x>0;y>0
0 420 0 0 Recta Primer
280 140 280 | 140 horizontal Cuadrante
AN

}_{f\ \
.
5 y=420—x

106 P(250,100) \
=84 \
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y <420-x

. y =84 - . - . :
Como las restricciones son « la region factible es la region del primer cuadrante situada

<2
y_2

x>0;y>0
por debajo de las rectas roja y verde y por encima de la recta horizontal azul.
Comprobamos que el punto P(250, 100) cumple las restricciones.
100 <420-250
100>84

100< 22
2

iSe cumplen todas!

250>0;100=0
Coloreamos de rosa la region factible en el siguiente dibujo.

un
[==]

5 100 150 200 250 300 350

Determinamos las coordenadas de los vértices resolviendo los sistemas correspondientes:

X
A" "2 L= X 84— x=168= [A(168 84)

y=84
y=420-x y
B— X = —=420-Xx=Xx=840-2x=3x=840=
Y=3
:>x=%=280:> yzz;go=140:> B(280,140)
y =420—-X
C-o a4 =84=420-x=>x=420-84=336= C(336,84)
y:

b) Valoramos la funcion objetivo f (X, y) =120x+90y en cada vértice de la region factible para
determinar su valor maximo en la region factible.
A(168, 84) > f (168,84)=27720€
B(280, 140) -> f (280,140) = 46200€
C(336, 84) > f (336,84) = 47880 € Maximo!

Para obtener unos ingresos maximos debemos reservar 336 habitaciones en tarifa estandar y 140
en tarifa reducida. Conseguimos unos beneficios maximos de 47880 €.
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5. Una féabrica de vehiculos produce coches de un modelo llamado Paradis y los vende a 58.000 €.
Se sabe que los costes mensuales de produccion vienen dados por la funcion

C(x)_%x2—64x+4.704 (en miles de euros), donde x denota el nimero de coches que se

fabrican mensualmente.
a) Suponiendo que se venden todos los coches que se fabrican, verifique que la funcién de beneficios

es B(x)= —%xz +122x—4.704 (en miles de euros). [0,75 puntos]

b) Determine el nimero de coches que hay que fabricar mensualmente para no tener pérdidas. ¢Para
qué numero de unidades producidas se obtiene el beneficio méaximo y cual es ese beneficio
maximo? [1 punto]

c) Se quiere aumentar el precio de venta por unidad, de forma que el beneficio maximo se obtenga
con 130 unidades (la funcion que da el coste mensual en miles de euros no varia). ;Cual tiene
que ser el nuevo precio de venta del coche? [0,75 puntos]

a) Los beneficios son la diferencia entre los ingresos y los costes. Como se venden x coches a
58000 euros cada uno los ingresos son 1(x) = 58x expresados en miles de euros.

B(x)=1 (x)—C(x):SSX—K%x2 —64x+4704j:58x—%x2 +64x—4704

B(X) = — =X’ +122x— 4704
2

b) Buscamos cuando el beneficio es 0.

B(x)=—1x2+122x—4704 1, ,
2 = —=X"+122x-4704=0= X" —244x+9408=0=
2
B(x)=0
244148
2 = 48
244+ \[(-244)" —4(9408 +
e \/( ) —4( ) _244+148 _ 2
2 2 244 +148

=192

Los beneficios son nulos cuando se fabrican y venden 48 o 192 coches.
En el intervalo (48, 192) tomamos x = 100 y comprobamos si los beneficios son positivos.

B(100) = —%1002 +12200—4.704 = 2496 > 0.

Los beneficios son positivos en el intervalo (48, 192).
Se deben fabricar entre 48 y 192 coches para tener beneficios.

Buscamos el maximo de la funcion beneficios usando la derivada.

B(x)= 1 2X+122 = —x+122
2

B'(x):0:>—x+122:0:>
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En x = 122 hay un punto critico. Sustituimos en la derivada segunda.
B’ (X)=-x+122=B"(x)=-1=B"(122)=-1<0

La funcidn tiene un maximo en x = 122,
Esto significa que los beneficios son méximos con la produccién de 122 coches.

Como B(122)= —%(122)2 +122:122 - 4704 = 2738 los beneficios maximos son de 2738000 €.

c¢) Llamamos p al nuevo precio del coche, por lo que los ingresos serian de I(x) = p - X, expresados
en miles de euros.

La funcién beneficios es ahora B(x) = px—%x2 +64x—4704 = —%xz +(64+ p)x—4704.

Derivamos esta nueva funcion y sabemos que debe anularse en x = 130, por tener un maximo en
x = 130.

1
B(x)=—=2 64 =—X+64
(x) =5 2x (B4 P) = X644 Pl a0 644 p=0[p=i66]

B’(130)=0

El nuevo precio debe ser de 66000 € por coche.
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6. Considere la funcion f (x)=e™.

a) Calcule la pendiente de la recta tangente a la gréafica de esta funcién en el punto de abscisa x = 0.
[1,25 puntos]
b) Obtenga la ecuacion de esta recta tangente. [1,25 puntos]

a) La pendiente de la recta tangente a la gréfica de esta funcion en el punto de abscisa x = 0 es el
valor de la derivada de la funciéon en x = 0.

f(x)=e>= f’(x)=3e>=|f"(0)=3e*"=3

La pendiente pedida vale 3.
b) La recta tangente a la gréafica de esta funcidn en el punto de abscisa x = 0 tiene ecuacion:
y—f(0)=f"(0)(x-0)
Hallamos f(0) y f “(0) y obtenemos la expresion de la recta tangente.

f(0)=e*"=e’=1

f7(0)=3=3"=3 (= y-1=3x=[y=3x+1]

y—1(0)=f(0)(x-0)

La ecuacion de la recta tangenteenx =0 es y =3x+1.
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PAU Junio (serie 2) 2022

AN Generalitat de Catalunya
A Consell Interuniversitari de Catalunya
Oficina d’Acces a la Universitat

Matematicas aplicadas a las ciencias sociales

Responda a CUATRO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique siempre
gué quiere hacery por que.
Cada cuestion vale 2,5 puntos.
Puede utilizar calculadora, pero no se permite el uso de calculadoras u otros aparatos
gue pueden almacenar datos o que pueden transmitir o recibir informacion.
Puede utilizar las paginas en blanco (paginas 14 y 15) para hacer esquemas,
borradores, etc., 0 para acabar de responder a alguna cuestion si necesita mas espacio. En
este ultimo caso, debe indicarlo claramente al final de la pagina de la cuestion
correspondiente.

1. En el instituto de Marti han elaborado tres tipos diferentes de ramos de rosas para vender el dia de
Sant Jordi. La opcion clasica consiste en una rosa y una espiga. La opcion de ramo pequefio esta
formada por tres rosas y dos espigas. Y, finalmente, la opcion de ramo grande consiste en media
docena de rosas y tres espigas. Todos los ramos (sean de la opcién que sean) llevan un bonito
envoltorio. Se sabe que se han utilizado 200 rosas, 135 espigas y 85 envoltorios.

a) ¢Cuantos ramos se han elaborado de cada tipo? [1,75 puntos]
b) Si el precio de venta de un ramo de la opcion clasica es de 3 euros, el de un ramo pequefio es
de 5 euros y el de un ramo grande es de 10 euros, ¢cuanto dinero se ingresara si se venden
todos? [0,75 puntos]

2. Experimentalmente se ha comprobado que la produccién de un determinado tipo de fruta que se
cultiva en invernaderos depende de la temperatura, segun la funcion f(x)=—x2+46x—360,

donde x representa la temperatura del invernadero en grados Celsius y f(x) es la produccién anual
en centenares de kilogramos por hectarea. El precio de venta de la fruta se mantiene estable a 1,2
euros por cada kilogramo.
a) Determine el intervalo de temperaturas entre las que hay que mantener el invernadero para que

haya produccion de fruta. Calcule los ingresos anuales por hectarea si se mantiene el

invernadero a 20 °C de temperatura. [1,25 puntos]
b) ¢A qué temperatura se obtiene la produccion maxima de fruta? ;Qué ingresos por hectarea se
obtienen en este caso? [1,25 puntos]

3. Una empresa se propone hacer dos tipos de cestas de Navidad, A y B, para sus trabajadores y
trabajadoras. Cada cesta de tipo A contendra 1 jamén, 1 botella de cava y 5 barras de turron. Por
otro lado, cada cesta de tipo B contendra 2 jamones, 3 botellas de cava y 2 barras de turron. El jefe
de almacén afirma que disponen de 40 jamones, 120 barras de turrén y muchas botellas de cava, y
que, por lo tanto, seguro que cava no faltard. Se quieren hacer tantas cestas como sea posible.
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a) Determine la funcidn objetivo y las restricciones. Dibuje la region factible. ¢(Cuantas cestas de
cada tipo tendra que hacer la empresa? [1,75 puntos]
b) Una vez hecho el célculo, la jefa de la empresa cambia de opinion y dice que es mejor hacer la
misma cantidad de cestas de cada tipo. Con esta nueva condicidn, ¢cuéntas cestas de cada tipo
habra que hacer? [0,75 puntos]

4. Un grupo de bidlogos esta estudiando un cultivo de bacterias. La poblacién de estas bacterias (en
. ., 12t ..
centenares) viene dada por la funcién P(t)=a+ ER donde a y b son constantes positivas reales
+

y t > 0 es el tiempo transcurrido en minutos. Se sabe que en el instante inicial del estudio la
poblacién de bacterias era de 6 centenares y que el valor maximo de poblacion se ha alcanzado al
cabo de 2 minutos de haber iniciado el estudio.

a) Encuentre los valores de las constantes a y b. [1,25 puntos]
b) Calcule la poblacion méaxima de bacterias y estudie su comportamiento a largo plazo, es decir,
hacia qué valor se estabiliza el namero de bacterias. [1,25 puntos
0 2 -1 1
5. Considere las matrices P = (a ) 3 j i A=| 0 1 |, donde aesun pardmetro real.
1 -1

a) Encuentre para qué valores de a es invertible la matriz obtenida del resultado del producto P-A
. [1,5 puntos]
b) Sia =2, encuentra la matriz X que satisface la ecuacion matricial P-A+ X =1, donde | denota
la matriz identidad de orden 2. [1 punto]

6. En los modelos matematicos que se utilizan para describir la evolucién de una enfermedad, se
denomina Ro al nimero medio de nuevas infecciones que cada persona infectada provoca en la
poblacion. Cuando este nimero es inferior a 1, cada individuo infectado transmite la enfermedad,
de media, a menos de una personay la enfermedad tiende a desaparecer. En cambio, si Ro es mayor
que 1, la enfermedad se extiende y se produce una epidemia.
Cuando se descubre una vacuna efectiva contra la enfermedad, se puede controlar la epidemia
vacunando solo a una proporcion p de la poblacion. Es lo que se conoce como inmunidad de grupo.
Efectivamente, una vez vacunada una proporcién p € (0, 1) de la poblacion, la nueva Ro, que se
denomina efectiva y se denota con Re, es el producto de la Ro original por la proporcion de
individuos que no estan vacunados, 1 — p. Y se consigue controlar la epidemia si la Re es inferior
al.
a) En el caso del sarampion, se estima que Ro = 15. Si se analiza una poblacion con un porcentaje

de individuos vacunados del 95 %, segun el modelo descrito, ¢hay riesgo de que se produzca
una epidemia de sarampion en esta poblacion? [0,75 puntos]

b) En el caso concreto de la denominada gripe espafiola del 1918, se estima que Ro = 4. Calcule
qué porcentaje de poblacion se tendria que haber vacunado, como minimo, para parar la
epidemia de esta enfermedad. [0,75 puntos]

c) Exprese, en general, el umbral de poblacion minima que debe vacunarse en funcién del valor
Ro de una enfermedad. Realice un esbozo de esta funcidn para los valores de R entre 1y 20.

[1 punto]
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SOLUCIONES

1. En el instituto de Marti han elaborado tres tipos diferentes de ramos de rosas para vender el dia de
Sant Jordi. La opcion clasica consiste en una rosa y una espiga. La opcion de ramo pequefio esta
formada por tres rosas y dos espigas. Y, finalmente, la opcién de ramo grande consiste en media
docena de rosas y tres espigas. Todos los ramos (sean de la opcién que sean) llevan un bonito
envoltorio. Se sabe que se han utilizado 200 rosas, 135 espigas y 85 envoltorios.

a) ¢Cuantos ramos se han elaborado de cada tipo? [1,75 puntos]

b) Si el precio de venta de un ramo de la opcidn clésica es de 3 euros, el de un ramo pequefio es de 5

euros y el de un ramo grande es de 10 euros, ¢cuanto dinero se ingresara si se venden todos?
[0,75 puntos]

a) Llamamos X, y, z al namero de ramos de tipo clasico, pequefio y grande que se elaboran.
Realizamos una tabla con los datos del problema.

Rosas Espigas Envoltorio
N° ramos clasicos (x) X X X
N° ramos pequefios (y) 3y 2y y
N° ramos grandes (z) 6z 3z z
TOTAL | X+3y+6z | x+2y+3z X+Yy+z

Como se han utilizado 200 rosas, 135 espigas y 85 envoltorios tenemos el sistema de ecuaciones:
X+3y+6z =200

X+2y+3z=135
X+y+2=85
Lo resolvemos utilizando el método de Gauss.

Ecuacién 22 — Ecuacion 12
X+3y+6z =200

2y+32=135 e
X+2y+ 28—5 = -x -3y -6z =-200
X+y+z= —y -3z =-65 — Nueva ecuacion 22

Ecuacién 32 — Ecuacion 12
X+3y+6z =200

X 4y +z =85 3 -
X -3y -6z =-200 = —2y—5z——115 =
—2y -5z =-115— Nueva ecuacion 3 TeYTer=-

Ecuaciéon 32 — 2 - Ecuacion 22
-2y -5z = -115
12y +6z = 130 =

15 — Nueva ecuacién 32

X+3y+6z =200
-y-3z=-65 =
z=15

Z =

x+3y+90=200} x+3y =110
=

= Xx+60=110=[x=50
—y—45=-65 —y:—20—>} X=50
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Se han elaborado 50 ramos clasicos, 20 pequefios y 15 grandes.

b) Se han elaborado y vendido 50 ramos clasicos a 3 € cada uno, 20 pequefios a 5 € cada uno y 15
grandes a 10 € cada uno.
Las ganancias son 50 - 3+ 20 - 5+ 15 - 10 =400 € por la venta de todos los ramos elaborados.
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2. Experimentalmente se ha comprobado que la produccion de un determinado tipo de fruta que se
cultiva en invernaderos depende de la temperatura, segln la funcién f(x)=—x2+46x—360,

donde x representa la temperatura del invernadero en grados Celsius y f(x) es la produccién anual
en centenares de kilogramos por hectarea. El precio de venta de la fruta se mantiene estable a 1,2
euros por cada kilogramo.

a) Determine el intervalo de temperaturas entre las que hay que mantener el invernadero para que
haya produccién de fruta. Calcule los ingresos anuales por hectarea si se mantiene el invernadero

a 20 °C de temperatura. [1,25 puntos]
b) ¢A qué temperatura se obtiene la produccion maxima de fruta? ;Qué ingresos por hectéarea se
obtienen en este caso? [1,25 puntos]

a) Averiguamos cuando la produccion es cero.

—46+26 _,
—46+/46° - 46+ — -
£ (X)= 0= Xt +46x—360 0 = x - JOEN46" 71440 46426 | -2
=2 -2 —46-26
—, =36

Valoramos la funcion antes, entre y después de estos dos valores para averiguar cuando f(x) > 0.

Por debajo de 10° C, por ejemplo, x = 5° tenemos que f (5)=-5°+46-5-360=-155<0.
Entre 10° y 36°, por ejemplo, x = 20° tenemos que f (20)=-20%+46-20-360=160>0.
Por encima de 36°, por ejemplo, x = 40° tenemos que f (40) =-40?+46-40—-360=—120<0.

La produccion es positiva entre 10°y 36°.

La producciona 20°C es f (20) =-20%+46-20—360 =160, lo que significa una produccion de
16000 kilos por hectarea. Como el precio por kilo es de 1.2 € los ingresos son de 16000 - 1.2 =19200 €.

b) Derivamos la funcién e igualamos a cero la derivada.

f(x)=—x*+46x-360= f '(Xx)=-2x+46

f'(X)=0=-2x+46=0= x:4—26=23
Sustituimos este valor en la segunda derivada y vemos su signo.
f/(x)=-2x+46= f "(x)=—2= £ "(23)=-2<0

Al ser negativo el valor de la derivada segunda en x = 23 hay un maximo de la funcién.
Calculamos el valor de la funcién para x =23 > f (23)=-23"+46-23-360=169 .

La produccion maxima se produce a 23° C y dicha produccion maxima es de 16900 kilos por hectarea.
Siendo los ingresos de 16900 - 1.2 =20280 €
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3. Una empresa se propone hacer dos tipos de cestas de Navidad, A y B, para sus trabajadores y
trabajadoras. Cada cesta de tipo A contendra 1 jamén, 1 botella de cava y 5 barras de turron. Por
otro lado, cada cesta de tipo B contendra 2 jamones, 3 botellas de cava y 2 barras de turrdn. El jefe
de almacén afirma que disponen de 40 jamones, 120 barras de turron y muchas botellas de cava, y
que, por lo tanto, seguro que cava no faltara. Se quieren hacer tantas cestas como sea posible.

a) Determine la funcion objetivo y las restricciones. Dibuje la region factible. ;Cuéntas cestas de cada
tipo tendra que hacer la empresa? [1,75 puntos]

b) Una vez hecho el calculo, la jefa de la empresa cambia de opinidn y dice que es mejor hacer la
misma cantidad de cestas de cada tipo. Con esta nueva condicion, ;cuantas cestas de cada tipo
habra que hacer? [0,75 puntos]

(Y.}

y” al nimero de cestas de navidad de

a) Llamamos “x” al nimero de cestas de navidad de tipo A e
tipo B.
Queremos maximizar el nimero de cestas (funcion objetivo) > f (x, y) =X+Yy

Hacemos una tabla para ordenar los datos.

N° de jamones | N° de botellas de cava | N° de barras de turrén
N° de cestas tipo A (X) X X 5X
N° de cestas tipo B (y) 2y 3y 2y
TOTALES X+2Yy X+ 3y 5x+2y

Las restricciones planteadas en el problema las expresamos como inecuaciones.

“disponen de 40 jamones, 120 barras de turron y muchas botellas de cava” -
X+2y <40; 5x+2y <120

Las cantidades deben ser positivas > x>0; y>0

Reunimos todas las restricciones en un sistema:

X+2y <40
5x+2y <120
x>0;y>0
Para dibujar la region factible dibujamos primero las rectas asociadas.
X+2y=40
X |y= 40-x .
z o\
0 20 TN
20 ‘ 10 \\
Sx+2y=120
5x+2y =120
120-5x
"1V \\
0 60 - \
20 ‘ 10 \
x>0;,y>0 P(10, 10) a0
Primer \ '
Cuadrante A A
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X+2y <40
Como las restricciones son 5x+2y <120 la region factible es la region del primer cuadrante
x>0;y>0
situada por debajo de las rectas roja y verde.
Comprobamos que el punto P(10, 10) cumple las restricciones.
10+20<40
50+20<120; jSe cumplen todas!
10>0;10>0

La coloreamos de rosa en el siguiente dibujo.

I \

\

b~
e

\ Sx+2y=120

\

_B(0, fzo)

10)

Determinamos las coordenadas del vértice D resolviendo el sistema correspondiente:

:>5x+0:120:>x=%:24:> D(24,0)

{5x+2y=120
D=
y=0

Valoramos la funcién objetivo f (x, y) =X+Y en cada vértice de la region factible para
determinar su valor maximo en la region factible.

A(0,0) > f(0,0)=0

B(0, 20) > f (0,20) =20

C(20,10) > f (20,10) =30 jMéximo!
D(24,0) > f (24,0) =24

El nimero maximo de cestas que se pueden hacer ajustandose a las restricciones pedidas son 30
y se consiguen con 20 del tipo A y 10 del tipo B.

b) Si afiadimos la condicion de que se hagan la misma cantidad de los dos tipos de cesta las nuevas
restricciones seran:
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N° de jamones | N° de botellas de cava | N° de barras de turrén
Ne de cestas tipo A (X) X X 5x
N° de cestas tipo B (X) 2X 3X 2X
TOTALES 3X 4x X

Queremos maximizar el nimero de cestas (funcion objetivo) > f (x)=2x

Las restricciones son:

“disponen de 40 jamones, 120 barras de turron y muchas botellas de cava” ->
3x <40; 7x<120

Las cantidades deben ser positivas > x>0
Reunimos todas las restricciones en un sistema de inecuaciones:

xs@=13.33
3x<40
7x <120 :xs%:l?.m
x>0 x>0

La solucion es un nimero entero positivo menor que 13.33, la solucién es x = 13.

Con la nueva restriccion se deben hacer 13 cestas de cada tipo para hacer el maximo niimero
posible ajustandose a las limitaciones indicadas en el problema.
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4. Un grupo de bidlogos esta estudiando un cultivo de bacterias. La poblacion de estas bacterias (en
. ., 12t ..
centenares) viene dada por la funcion P (t) =a+ ER donde a y b son constantes positivas reales
+

y t >0 es el tiempo transcurrido en minutos. Se sabe que en el instante inicial del estudio la
poblacién de bacterias era de 6 centenares y que el valor maximo de poblacion se ha alcanzado al
cabo de 2 minutos de haber iniciado el estudio.

a) Encuentre los valores de las constantes a y b. [1,25 puntos]
b) Calcule la poblacion méaxima de bacterias y estudie su comportamiento a largo plazo, es decir,
hacia qué valor se estabiliza el nimero de bacterias. [1,25 puntos]

a) Se sabe que P(0) = 6.
12t

P(t)=a+—5—
(t) o p :6:a+02—0b:{b¢0}3
+

P(0)=6

El valor maximo de P(t) estd en t = 2, lo que implica que la derivada se anula en dicho valor.

2 p— .
P(t)=6+ ;th :P'(t)zlz(t +2b) ft 12t 127 +212b—224t2 :122_1222
t°+b (t +b) (t +b) (t +b)

2
P'(z):o:%:o:ub—w:o:b—ho:
t°+b

Comprobamos que para b = 4 la funcion tiene un maximo en t = 2, es decir, la derivada es
positiva en [0, 2) y negativa a partir de 2.

—_ . 2
En [0, 2) valoramos la derivadaent=1-> P’(1)= % _36 > 0. Es creciente en
(1°+4) 25
[0.2)
_48-12:3° 60

A partir de t = 2 tomamost =3 > P(3)

( - )2 =169 < 0. Es decreciente a partir de 2.
3 +4

Los valores buscados sona=6y b =4.
12t

t? +4
La poblacion maxima es P(2).

b) La funciénes P(t)=6+ .Y su maximo relativo se produce ent = 2.

24
P(2)=6+ =9
(2) 2°+4
La poblacion maxima es de 900 bacterias.
Calculamos el limite cuando t > +oo.
12t 12
2
limP(t)=lim6+ 212t = lim6+—1—=lim6+—t =6+ 0 _
t—+o0 t—+o0 t°+4 too t 4 t—+o0 1 4 1+0
— 4 — + —
2t t?

La poblacion de bacterias se estabiliza a largo plazo en 600 bacterias.

130 de 289 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU junio 2022 (serie 2) Matemdticas aplicadas a las CC. SS. Il en Catalufia Juan Antonio Martinez Garcia

-1 -2

0 2 -1
5. Considere las matrices P = (a ) 3 j y A=l 0 1 |, donde aes un pardmetro real.
1 -1

a) Encuentre para qué valores de a es invertible la matriz obtenida del resultado del productoP-A.
[1,5 puntos]
b) Si a = 2, encuentra la matriz X que satisface la ecuacién matricial P-A+ X =1, donde | denota la
matriz identidad de orden 2. [1 punto]

a) Obtenemos la expresion de P-A.

-1 -2
0 2 -1 -1 2+1 -1 3
P-A= 0 1 |= =
a 2 3 1 1 -a+3 -2a+2-3 -a+3 -2a-1

Para que sea invertible su determinante debe ser no nulo.

A~

-1 3
=2a+1+3a-9=5a-8
-a+3 -2a-—

IP-A=0=5a-8=0=>5a=8=|a=

1] 0o

. . . - 8
Para que la matriz P-A sea invertible el valor de a debe ser distinto de T

. . -1 3 -1 3
b) Sia =2 lamatriz P-A queda P-A= = :
-2+3 -4-1 1 -5

Despejamos X en la ecuacion matricial y obtenemos su expresion.

1 0) (-1 3
P-A+X=I:X=I—P-A=( J—( ]

0 1 1 -5
2 -3
X =
59
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6. En los modelos matematicos que se utilizan para describir la evolucion de una enfermedad, se

denomina Ro al nimero medio de nuevas infecciones que cada persona infectada provoca en la
poblacion. Cuando este nimero es inferior a 1, cada individuo infectado transmite la enfermedad,
de media, a menos de una persona y la enfermedad tiende a desaparecer. En cambio, si Ro es mayor
que 1, la enfermedad se extiende y se produce una epidemia.
Cuando se descubre una vacuna efectiva contra la enfermedad, se puede controlar la epidemia
vacunando solo a una proporcién p de la poblacidon. Es lo que se conoce como inmunidad de grupo.
Efectivamente, una vez vacunada una proporcién p € (0, 1) de la poblacion, la nueva Ro, que se
denomina efectiva y se denota con Re, es el producto de la Ro original por la proporcion de
individuos que no estan vacunados, 1 —p. Y se consigue controlar la epidemia si la Re es inferior
al.

a) En el caso del sarampidn, se estima que Ro = 15. Si se analiza una poblacién con un porcentaje de
individuos vacunados del 95 %, segun el modelo descrito, ¢hay riesgo de que se produzca una
epidemia de sarampion en esta poblacion? [0,75 puntos]

b) En el caso concreto de la denominada gripe espafiola del 1918, se estima que Ro = 4. Calcule qué
porcentaje de poblacion se tendria que haber vacunado, como minimo, para parar la epidemia de
esta enfermedad. [0,75 puntos]

c) Exprese, en general, el umbral de poblacién minima que debe vacunarse en funcion del valor Ro
de una enfermedad. Realice un esbozo de esta funcion para los valores de Ro entre 1y 20. [1
punto]

a) Sabemos que R, =R;:(1-0.95)=15-0.05=0.75.
Como este valor es inferior a 1, segun el modelo, no hay riesgo de una epidemia de sarampidn.

b) En el caso de la gripe espafiola R, =R;-(1-p)=4-(1-p).
Imponemos que 4-(1- p)<l=4-4p<l=-4p<-3=3<4p=> p>%:0.75.

Habria que vacunar a mas de un 75% de la poblacion para detener la epidemia.

c) El umbral de vacunacion viene dado por R;-(1-p)<1.

Despejamos p y obtenemos que R;-(1-p)<1=1-p< Ri :>1—i <p.
0 0
Por tanto, la funcion que nos determina el umbral del minimo de vacunacion necesaria, en
funcion de Roes p(R;) :1—Ri.
0

Para hacer un esbozo de la funcion entre 1y 20 obtenemos el valor de la funcion en los dos

extremos: p(1)= 1—% =0 vy

1
20)=1-—=0.95.
p(20) >0

La funcion siempre es creciente pues

p'(RO):%>O. Por lo tanto, no
R

0
tiene extremos relativos. . /
La grafica de la funcion es: /

1 15 2
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PAU septiembre (serie 1) 2021

AN Generalitat de Catalunya
Y Consell Interuniversitari de Catalunya
Oficina d'Accés a la Universitat

Matematicas aplicadas a las ciencias sociales

Responda a CUATRO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique siempre qué
quiere hacery por qué.

Cada cuestion vale 2,5 puntos.

Puede utilizar calculadora, pero no se permite el uso de calculadoras u otros aparatos que
pueden almacenar datos o que pueden transmitir o recibir informacion.

Puede utilizar las paginas en blanco (paginas 14 y 15) para hacer esquemas, borradores,
etc., 0 para acabar de responder a alguna cuestion si necesita mas espacio. En este ultimo caso,
debe indicarlo claramente al final de la pagina de la cuestion correspondiente.

1. Lasiguiente tabla muestra los ingresos, en miles de euros, de una tienda que dispone de tres locales,
durante los meses de enero, febrero y marzo de 2020.

Enero Febrero | Marzo
Local 1 13,5 13,2 4,2
Local 2 11 12,5 3,8
Local 3 15 14 2,7

Se ha recogido la informacion anterior en la matriz A, en la que cada fila indica un local y cada
columna el mes correspondiente:

13,5 13,2 4,2
A=| 11 12,5 38
15 14 2,7
1
a) Considere los vectoresv=(111)y w=|1|. Realice las operaciones v -A y A-w. Interprete
1

en cada caso el resultado obtenido. [1,25 puntos]
b) La matriz B recoge los resultados del siguiente trimestre, es decir, los ingresos
correspondientes a los meses de abril, mayo y junio de 2020:

2 6 4
B=(2 7 5
4 11 X

Se desconoce el dato correspondiente al mes de junio del local 3, que se ha denominado x,
pero se sabe que el rango de la matriz B es 2. Encuentre el valor de x. [1,25 puntos]

2. Filomena hace una fiesta e invita a sus amigos a comer un pastel. Ha ido a la tienda y ha comprado
una docena de huevos, una bolsa de harina de almendra y un paquete de aztcar moreno. La fiesta
ha sido un éxito y decide repetir el encuentro y volver a hacer el pastel. Vuelve a la tienda y compra
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otra docena de huevos y dos bolsas de harina de almendra. Pero una vez en casa se da cuenta de

que no tiene nada de azlcar. Vuelve a la tienda y compra un paquete de azlcar moreno y también

otra docena de huevos. La primera compra le costé 6 €, la segunda 6,5 € y la ultima 3,5 €.

a) Plantee un sistema de ecuaciones con los datos del problema. [0,75 puntos]

b) Calcule el precio de una docena de huevos, el de una bolsa de harina de almendra y el de un
paquete de azicar moreno. [1,75 puntos]

3. Un restaurante que acaba de abrir quiere poner anuncios en la radio y en la televisioén locales
durante una semana para darse a conocer y aumentar asi el nimero de clientes. Tiene un
presupuesto maximo de 18.000 euros. Cada anuncio en la radio cuesta 1.000 euros y el contrato
prevé que como minimo hay que hacer 3. Cada anuncio en la televisién cuesta 3.000 euros y, por
disponibilidad de programacion, pueden hacerse como maximo 4. Se estima que cada anuncio en
la radio supone un incremento de 10 clientes para el restaurante y que cada anuncio en la television
supone un incremento de 60 clientes.

a) Determine la funcion objetivo y las restricciones. Dibuje la region factible. [1,25 puntos]
b) Calcule cuantos anuncios tendra que poner en la radio y cuantos en la television para que el
namero de nuevos clientes sea maximo. ¢Cuantos clientes nuevos obtendra? [1,25 puntos]

4. La funcion C(t)=3- o~
t“—-4t+5

clientes, expresada en miles, modeliza la evolucion de una empresa que ha entrado en crisis.

a) Calcule cuantos clientes tenia la empresa en el momento inicial y cuantos tenia un afio después.
[0,5 puntos]

b) Encuentre el instante en el que la empresa deja de perder clientes y calcule cuantos clientes
tiene en ese instante. [1 punto]

c) Calcule cuanto tiempo tendra que pasar para que la empresa consiga tener de nuevo el mismo
namero de clientes que en el momento de iniciar el estudio. [1 punto]

, en la que t son los afios transcurridos y C(t) la cantidad de

5. Una empresa pone a la venta un producto que distribuye en cajas. El beneficio B obtenido por la
empresa, expresado en miles de euros, viene dado por la expresion B(x) =—x*+16x—55, donde

x>0 es el precio de venta de cada caja, expresado en euros.

a) ¢Qué beneficio obtendra si el precio de venta de cada caja es de 6 euros? ¢Entre qué valores hay
que fijar el precio de venta de una caja para obtener beneficios? [1,25 puntos]

b) ¢A qué precio tiene que vender cada caja para que el beneficio sea lo mas grande posible? ;Cual
es ese beneficio maximo? [1,25 puntos]

6. Considere la funcion f (x)= px’ —4x*+7px—18.

a) Calcule cudl tiene que ser el valor del pardmetro p para que las rectas tangentes a la curva en
los puntos de abscisas x = 1 y x = 3 sean paralelas. [1,25 puntos]

b) Escriba la ecuacion de la recta tangente en el punto de abscisa x = 3 para el valor de p = 2.
[1,25 puntos]
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SOLUCIONES

1. Lasiguiente tabla muestra los ingresos, en miles de euros, de una tienda que dispone de tres locales,
durante los meses de enero, febrero y marzo de 2020.

Enero Febrero | Marzo
Local 1 13,5 13,2 4,2
Local 2 11 12,5 3,8
Local 3 15 14 2,7

Juan Antonio Martinez Garcia

Se ha recogido la informacién anterior en la matriz A, en la que cada fila indica un local y cada
columna el mes correspondiente:

13,5 13,2 4,2
A=| 11 12,5 38
15 14 2,7
1
a) Considere los vectoresv=(111)y w=|1|. Realice las operaciones v -A y A-w. Interprete en
1

cada caso el resultado obtenido. [1,25 puntos]
b) La matriz B recoge los resultados del siguiente trimestre, es decir, los ingresos correspondientes
a los meses de abril, mayo y junio de 2020:

2 6 4
B=(2 7 5
4 11 X

Se desconoce el dato correspondiente al mes de junio del local 3, que se ha denominado X, pero se
sabe que el rango de la matriz B es 2. Encuentre el valor de x. [1,25 puntos]

a)
13,5 13,2 4,2
V-A=(1 1 1) 11 125 38 =(13,5+11+15 13,2+12,5+14 4,2+3,8+2,7)
15 14 2,7

v-A=(39,5 39,7 10,7)

El vector tiene unos elementos que se corresponden con los ingresos totales en miles de euros del
conjunto de los tres locales en los meses de enero (39,5), febrero (39,7) y marzo (10,7) de 2020.

13,5 13,2 4,2)(1
A-w=| 11 125 38|1|=
15 14 2,7)\1

13,5+13,2+4,2 30,9
11+12,5+3,8 |=| 27,3
15+14+2,7 31,7

En esta matriz aparecen los ingresos totales durante los tres meses en cada uno de los locales.

b) Calculamos el determinante de B y vemos cuando se anula.
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2 6 4
|B|= 2 7 5/=14x+120+88-112-12x-110=2x-14
4 11 X

|B|:0:>2X—14:O:>X:7

Para x = 7 el determinante de B es nulo y por tanto su rango no es 3.

¢Elrango de B es 2 para x = 7?
2 6 4

LamatrizB queda B=|2 7 5| yde ellapodemos extraer un menor de orden 2 con
4 11 7

2
determinante no nulo, por ejemplo, quitando la fila y columna 32 > 5

6
7‘:14—12:2;:&0

Queda demostrado que el rango de la matriz B para X = 7 no es 3 (detB = 0) y si es 2.
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2. Filomena hace una fiesta e invita a sus amigos a comer un pastel. Ha ido a la tienda y ha comprado
una docena de huevos, una bolsa de harina de almendra y un paquete de azicar moreno. La fiesta
ha sido un éxito y decide repetir el encuentro y volver a hacer el pastel. Vuelve a la tienda y compra
otra docena de huevos y dos bolsas de harina de almendra. Pero una vez en casa se da cuenta de
que no tiene nada de azlcar. Vuelve a la tienda y compra un paquete de azlcar moreno y también
otra docena de huevos. La primera compra le costé 6 €, la segunda 6,5 € y la ultima 3,5 €.

a) Plantee un sistema de ecuaciones con los datos del problema. [0,75 puntos]

b) Calcule el precio de una docena de huevos, el de una bolsa de harina de almendra y el de un
paquete de azlcar moreno. [1,75 puntos]

a) Llamamos ¥, y, z al precio de una docena de huevos, una bolsa de harina y un paquete de azlcar
moreno, respectivamente.

“Compra una docena de huevos, una bolsa de harina y un paquete de azicar por 6 € >
X+y+2=06

“Compra una docena de huevos y dos bolsas de harina por 6,5 €” > X+2y=6.5
“Compra una docena de huevos y un paquete de azlcar por 3,5 €’ > x+z=35

Reunimos las tres ecuaciones en un sistema:

X+y+2=6
X+2y=6.5
X+2=35

b) Resolvemos el sistema planteado.

X+y+2=6 X+y+2=6
35-2+y+z=6 y=6-3.5
X+2y=65;,=x+2y=65;= = =

35-72+2y=6.5 -Z2+2y=6.5-35
X+2=35 X=35-12
=25
U —-7+5=3=]2=2|=[x=35-2=15]
-2+2y=3

El precio de una docena de huevos es de 1.5 €, el de una bolsa de harina de almendra es 2.5 €y
el de un paquete de azicar moreno es de 2 €.
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3. Un restaurante que acaba de abrir quiere poner anuncios en la radio y en la television locales
durante una semana para darse a conocer y aumentar asi el nimero de clientes. Tiene un
presupuesto maximo de 18.000 euros. Cada anuncio en la radio cuesta 1.000 euros y el contrato
prevée que como minimo hay que hacer 3. Cada anuncio en la television cuesta 3.000 euros y, por
disponibilidad de programacion, pueden hacerse como maximo 4. Se estima que cada anuncio en
la radio supone un incremento de 10 clientes para el restaurante y que cada anuncio en la television
supone un incremento de 60 clientes.

a) Determine la funcion objetivo vy las restricciones. Dibuje la region factible. [1,25 puntos]

b) Calcule cuantos anuncios tendra que poner en la radio y cuantos en la television para que el
namero de nuevos clientes sea maximo. ¢Cuantos clientes nuevos obtendra? [1,25 puntos]

(Y.}

a) Llamamos “x” al nimero de anuncios en la radio e “y” al nimero de anuncios en la television.

Realizamos una tabla con los datos.

N° clientes nuevos Coste

N° anuncios radio (x) 10x 1000x

N° anuncios TV (y) 60y 3000y
TOTALES 10x+60y 1000x + 3000y

La funcion objetivo es el nimero de clientes nuevos f (x, y) =10x+60y . Deseamos maximizar
esta funcion.

Las restricciones son:

“Disponemos de un presupuesto de 18000 €’ - 1000x + 3000y <18000

“Debemos de hacer, al menos, 3 anuncios en la radio” 2 X>3
“Podemos hacer como maximo 4 anuncios en la TV’ 2 y<4

Las cantidades deben ser positivas 2 x>0; y>0

Reunimos todas las restricciones en un sistema de inecuaciones:

1000x +3000y <18000 X+3y <18

X>3 X>3

=
y<4 y<4
Xx>0;y>0 X>0;y>0

Dibujamos las rectas asociadas al sistema de inecuaciones.

X+3y =18 X=3 y=4 X>0;y>0
Xx=31Yy X|y=4 .
Primer
3 5 3 4
cuadrante
3 4 6 4
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\..._\.
. V= 1\\\_
\
0 — XH3y=18
=3 T
\
1 ( 10 11 12 13 14 15 10 17 18
X+3y <18
.. X>3 ., .
Como las restricciones son <4 la region del plano que cumple estas restricciones es la
y <
x>0;y>0

region del primer cuadrante situada por debajo de la recta roja y la recta horizontal verde y a la
derecha de la recta vertical azul.
La coloreamos de rosa en el siguiente dibujo y marcamos los veértices.

.

C(6, 4)

%)

£

8. 0)
g

XA e

[
e g
I [==)

b) La funcidn objetivo es el nimero de clientes nuevos que viene reflejada en la expresion
dependiente del nimero de anuncios en radio y TV como f (x, y) =10x+60y .
Valoramos la funcién en cada vértice.

A(3,0) > f(3,0)=30

B(3,4) > f(3,4)=30+240=270
(6,4
(18,

C(6,4) > f(6,4)=60+240=300 jjMAXIMO!!
D(18, 0) > f(18,0)=180

El nimero maximo de clientes nuevos es 300 y se consigue con 6 anuncios de radio y 4 de TV.
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4. La funcién C(t):3—2;
t°—4t+5

clientes, expresada en miles, modeliza la evolucion de una empresa que ha entrado en crisis.

a) Calcule cuantos clientes tenia la empresa en el momento inicial y cuantos tenia un afio despues.
[0,5 puntos]

b) Encuentre el instante en el que la empresa deja de perder clientes y calcule cuantos clientes tiene
en ese instante. [1 punto]

c) Calcule cuanto tiempo tendré que pasar para que la empresa consiga tener de nuevo el mismo
namero de clientes que en el momento de iniciar el estudio. [1 punto]

, en la que t son los afios transcurridos y C(t) la cantidad de

a) En el momento t = 0 el nimero de clientes es C(0) = S—ﬁ = 3—% =2.8, lo que significa
-0+
2800 clientes. En el momento t = 1 el nimero de clientes es C(1)= S—ﬁ = 3—% =25,1lo
-4+
que significa 2500 clientes al cabo de 1 afio.
b) Averiguamos cuando la funcion deja de decrecer utilizando la derivada.
1 0—(2t—4) 442t
C1)=3-ae=C (=0 AT AR
" —4t+ (t*—4t+5)" (t*-4t+5)
C(t)=0= 2" o 412t=0>1=2
(t*-4t+5)
Estudiamos el signo de la derivada antes y después det = 2.
_ . , —4+2 -2 .
e En (0,2) tomamost =1y la derivada vale C’(1)=————— =—<0. La funcién
(1°-4+5)
decrece en (0,2).
_ . . —-4+6 2 .
e En (2,+) tomamos t = 3y la derivada vale C’(3)=————— ==>0. La funcion
(3 -12+5)

crece en (2,+x).

El nGmero de clientes decrece los dos primeros afios y a partir del segundo afio empiezan a
1

crecer, siendo en este momento C(2)=3-5——
2°—-8+5

= 3—% =2, es decir, 2000 clientes.

c) lgualamos la funcién a 2.8 para ver cuando vuelve a tener 2800 clientes como en el momento
inicial.

1 1 1 1

— =2 - =02 ————="=t’-4t+5=5=

t=0

t-4=0=t=4

En el cuarto afio se vuelve a tener los 2800 clientes del momento inicial.

:>t2—4t=0:>t(t—4)=0:>{
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5. Una empresa pone a la venta un producto que distribuye en cajas. El beneficio B obtenido por la
empresa, expresado en miles de euros, viene dado por la expresion B(x) =—x*+16x—55, donde

x>0 es el precio de venta de cada caja, expresado en euros.

a) ¢Qué beneficio obtendra si el precio de venta de cada caja es de 6 euros? ¢Entre qué valores hay
que fijar el precio de venta de una caja para obtener beneficios? [1,25 puntos]

b) ¢A qué precio tiene que vender cada caja para que el beneficio sea lo mas grande posible? ;Cual
es ese beneficio maximo? [1,25 puntos]

a) Nos piden calcular B(6).
B(6)=—6"+16-6-55=5
El beneficio con un precio de 6 euros por cada caja es de 5000 euros.

Nos piden que precio hay que fijar para obtener beneficios. Es decir, a partir de que x se tiene
que B(x) > 0.

Vemos cuando se anula la funcién beneficio.

_16+ 162 —4(—1)(-55
B(X)=0=>—x*+16X-55=0=> x = \/ (~1)(-55)

-2
-16+6 _5
. 16+ 16" ~4(-1)(-55) 1646 | 2
-2 -2 |-16-6_,,
-2

El beneficio es nulo para un precio de 5 euros y de 11 euros.
Veamos como evoluciona el beneficio antes, entre y después de estos dos valores.

e En (0,5) tomamos x = 1y el beneficio es B(1)=-1°+16—55=-40<0
e En (5,11) tomamos x = 6y el beneficio es B(6)=5>0
e En (11+00) tomamos x = 20 y el beneficio es B(20)=-20°+320-55=-135<0

El beneficio es positivo en el intervalo de precio de la caja de 5 a 11 euros.

b) Nos piden determinar el maximo de la funcion beneficio.
Derivamos la funcidn e igualamos a cero la derivada en busca de los puntos criticos.

B(X)=—x*+16x—55=B(Xx)=-2x+16

B (X)=0=-2x+16=0=-2x=-16=[x=8§]

Vemos si el punto critico es maximo o minimo sustituyendo el valor en la segunda derivada.

B'(x)=-2x+16=B"(x)=-2
B"(8)=-2<0

El beneficio tiene un maximo relativo en x = 8.
El beneficio maximo es de B(8)=-8°+16-8—55=9, es decir, de 9000 euros.
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6. Considere la funcion f (x)= px’ —4x*+7px—18.

a) Calcule cudl tiene que ser el valor del parametro p para que las rectas tangentes a la curva en los
puntos de abscisas x = 1 y x = 3 sean paralelas. [1,25 puntos]

b) Escriba la ecuacion de la recta tangente en el punto de abscisa x = 3 para el valor de p = 2. [1,25
puntos]

a) Para que las rectas tangentes a la curva sean paralelas deben de tener la misma pendiente y para
ello la derivada de la funcion en ambos valores debe ser igual, es decir, f "(3) =f "(1).

f(x)=px’—4x*+7px—18= f ’(x):3px2—8x+7p}

F(3)= 1)

—3p(3)°-24+7p=3p(1)’ -8+7p=

=271p-24+7p=3p-8+7p=24p=16=|p=—=—

El valor buscado es p = 2/3.

b) Para p =2 la funciones f (x)=2x>-4x*+14x-18.

La ecuacion de la recta tangente a la curva en x = 3 tiene ecuacion y— f (3)= f (3)(x-3).

f(x)=2x>-4x* +14x-18 = f (x) = 6x* —8x+14
f(3)=2-3"-4-3°+14-3-18=42
f'(3)=6-3-8-3+14=44
y—f(3)=f"(3)(x-3)

= y-42=44(x-3)= |y =44x—-90|
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PAU junio (serie 5) 2021
AN Generalitat de Catalunya

A Consell Interuniversitari de Catalunya
Oficina d'Accés a la Universitat

Matematicas aplicadas a las ciencias sociales

Responda a CUATRO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique siempre
gué quiere hacery por que.
Cada cuestion vale 2,5 puntos.

Puede utilizar calculadora, pero no se permite el uso de calculadoras u otros aparatos
gue pueden almacenar datos o que pueden transmitir o recibir informacion.

Puede utilizar las paginas en blanco (paginas 14 y 15) para hacer esquemas,
borradores, etc., 0 para acabar de responder a alguna cuestion si necesita mas espacio. En
este Ultimo caso, debe indicarlo claramente al final de la pagina de la cuestion
correspondiente.

2X
X2 +1
a) Encuentre la ecuacion de la recta tangente a f(x) en el punto de abscisax = 0. [1,25 puntos]
b) Encuentre en que intervalos la funcion f(x) es creciente y en cuales es decreciente. Indique
también los extremos relativos y diga si son maximos o minimos. [1,25 puntos]

1. Considere la funcién f (x) =

2. Para vender un exceso de produccion de 100 bafiadores y 200 pares de chancletas, una tienda de
ropa de playa prepara dos promociones: la oferta azul y la oferta amarilla. La oferta azul consiste
en un lote con tres pares de chancletas y un bafiador por 50€, y la oferta amarilla, en un lote con
un par de chancletas y dos bafadores por 30€. Para cumplir los propdsitos de la tienda, el nimero
de lotes vendidos de la oferta azul deberia ser la mitad o mas que el nimero de lotes vendidos de
la oferta amarilla.

a) Determine la funcion objetivo y las restricciones, y dibuje la region de las posibles opciones

de venta que tiene la tienda. [1,25 puntos]
b) ¢Cuantos lotes de cada tipo tendran que venderse para optimizar los ingresos? ;Cuales seran
€s0S ingresos? [1,25 puntos]

3. Una empresa de productos lacteos ingreso el pasado afio un total de 1.800.000 € por las ventas de
quesos. Las exportaciones a la Union Europea aportaron tantos ingresos como las ventas a nivel
estatal y las exportaciones a paises extracomunitarios juntas. Este afio la empresa ha ingresado
1.950.000€ y sabemos que las ventas estatales han disminuido un 5%, las exportaciones a la Union
Europea han aumentado un 15% y las exportaciones a paises extracomunitarios han aumentado un
10%. Determine las cantidades que ingreso por cada concepto (ventas a nivel estatal, exportaciones
a la Unién Europea y exportaciones a paises extracomunitarios) el afio pasado, asi como las
cantidades que ha ingresado este afio. [2,5 puntos]
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4. Suponga que la temperatura del agua del mar en una zona concreta es dada por la funcion

f X +5x+4 la profundidad i iemplo, f
(x):W,en a que x representa la profundidad en metros negativos (por ejemplo, f(-5)

representa el valor de la temperatura del agua en grados Celsius a 5 metros de profundidad).
a) ¢Cudl es la temperatura del agua en la superficie? ;A qué profundidades la temperatura es de
cero grados? ¢Hacia qué valor tiende la temperatura cuando bajamos a mucha profundidad?

[1,25 puntos]
b) Calcule a qué profundidad la temperatura es mas baja y cudl es el valor de esa temperatura
minima. [1,25 puntos]

5. Hacemos dos pruebas de consumo de combustible en un vehiculo: en la primera, el vehiculo recorre
200 km por carretera y 100 km por ciudad, y consume un total de 17 litros, mientras que en la
segunda recorre 300 km por carretera y 50 km por ciudad, y consume 17,5 litros. Suponiendo que
los consumos medios por carretera y por ciudad son siempre constantes:

a) ¢Cual es el consumo medio por 100 km en cada una de las dos pruebas? [1,25 puntos]
b) ¢Cuéantos litros consumira el mismo vehiculo si en una tercera prueba recorre 400 km por
carretera 'y 150 km por ciudad? [1,25 puntos]

a o0
6. Considere la matriz A= (1 aj , donde a es un nimero real.

a) Calcule A?, Ay A*. [1,25 puntos]
b) Deduce cuanto valdra la matriz A [1,25 puntos]
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SOLUCIONES

2X
X2 +1
a) Encuentre la ecuacion de la recta tangente a f(x) en el punto de abscisa x = 0. [1,25 puntos]
b) Encuentre en que intervalos la funcion f(x) es creciente y en cuales es decreciente. Indique también
los extremos relativos y diga si son maximos 0 minimos. [1,25 puntos]

1. Considere la funcién f (x) =

a) La recta tangente a la gréfica de esta funcion en el punto de abscisa x = 0 tiene ecuacion:
y—1(0)=(0)(x-0)

Hallamos f(0) y f "(0) y obtenemos la expresion de la recta tangente.

2x .., 2(X#1)-2x2X 2x212-4xr  —2xP 42
f(X)— 2 f (X)= 5 2 = 5 2 7, 2
X“+1 (x*+1) (x*+1) (x*+1)
2.0
f(0)=—="=0
(0) 0% +1
2
(0)=20%2_5 Ly 0=2(x-0)=[y=2x
(0% +1)
y—1(0)=f(0)(x-0)

La ecuacion de la recta tangente en x =0 es y = 2x.

b) Igualamos la derivada a cero en busca de los puntos criticos.

—2x%+2
(x2 +1)2

f(x)=0= =0=-2x'+2=0=2x"=2= x’ =1= [x=41==1

Estudiamos el signo de la derivada antes, entre y despues de estos dos valores.

2(-2)'+2 -6

e Enelintervalo (—o0,—1) tomamos x =-2y la derivada vale f (-2)= =—<
((-2y +1)2 25

. La funcion decrece en (—,-1).
e Enelintervalo (-1,1) tomamos x =0y la derivada vale f“(0)=2>0. La funcion crece en
(-11).
—2:2"+2 -6

—<0. La

e Enelintervalo (1,+c) tomamos x = 2y la derivada vale f'(2)=———
(22 +1) 25

funcion decrece en (1, +o0)

La funcidn sigue el esquema siguiente:
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La funcion decrece en (—o0,—1)U(1,+o0) y crece en (-1,1).

- . . 2(-1) -2
La funcion presenta un minimo relativo en x = -1. Como f (—1) =————=—=-11las

(-)°+1 2
coordenadas del minimo relativo son (-1, -1).
. . . 271 2
La funcion presenta un maximo relativo en x = 1. Como f (1) = T2 =1 las coordenadas
+

del méaximo relativo son (1, 1).
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2. Para vender un exceso de produccion de 100 bafiadores y 200 pares de chancletas, una tienda de
ropa de playa prepara dos promociones: la oferta azul y la oferta amarilla. La oferta azul consiste
en un lote con tres pares de chancletas y un bafador por 50€, y la oferta amarilla, en un lote con
un par de chancletas y dos banadores por 30€. Para cumplir los propositos de la tienda, el numero
de lotes vendidos de la oferta azul deberia ser la mitad 0 mas que el nimero de lotes vendidos de
la oferta amarilla.

a) Determine la funcién objetivo y las restricciones, y dibuje la region de las posibles opciones de

venta que tiene la tienda. [1,25 puntos]
b) ¢Cuéntos lotes de cada tipo tendran que venderse para optimizar los ingresos? ¢Cuales seran esos
ingresos? [1,25 puntos]

a) Llamamos “x” al nimero de lotes de la oferta azul e “y” al nimero de lotes de la oferta amarilla.

Hacemos una tabla para organizar los datos.

N° bafiadores | N° chancletas Ingresos
N° lotes azul (x) X 3x 50x
N° lotes amarilla (y) 2y y 30y
TOTAL X+2y 3X+y 50x+30y

Queremos maximizar los ingresos (funcion objetivo) 2> f (x,y)=50x+30y

Las restricciones planteadas en el problema las expresamos como inecuaciones.

“Disponen de 100 bafiadores y 200 pares de chancletas” - x+2y <100; 3x+ y <200
“El nimero de lotes vendidos de la oferta azul deberia ser la mitad o mas que el nimero de lotes

vendidos de la oferta amarilla” 2> x 2% 2> y<2x
Las cantidades deben ser positivas > x>0; y>0

Reunimos todas las restricciones en un sistema:
X+2y <100
3x+y <200
y <2X
x=>20;y>0

Para dibujar la regién factible dibujamos primero las rectas que la delimitan.

X+2y =100 3x+y =200 y =2X
100 —x
X ‘y: 2 X | y=200-3x X | y=2x x>0; y>0
20 40 0 200 0 0 Primer
60 ‘ 20 60 20 10| 20 Cuadrante
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< 3x+y=200
-5 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65\70 75 8 8 90 95 10
X+2y <100
. 3x+y <200 ., . ., .
Como las restricciones son ) la region factible es la region del primer cuadrante
y < 2X
x>0;,y>0

situada por debajo de las rectas azul, roja y verde.
Comprobamos que el punto P(20, 20) perteneciente a esta region cumple las restricciones.
20+40<100
60+20<200
20<40
20>0;20>0

iSe cumplen todas!

Coloreamos de rosa la region factible en el siguiente dibujo.

66 v =2x \\
________ _x+2y=100
'*5@.\

5 10 15 20 25 30 35 40 45 SO 55 60 6

Determinamos las coordenadas del vértice D resolviendo el sistema correspondiente:
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— = 3x=200= x=—=|D(200/3,0)
3x+2y =200 3

y=0 } 200

b) Valoramos la funcion objetivo f (X, y)=50x+30y en cada vértice de la region factible para
determinar su valor méximo en la region factible.

A0, 0) > f (0,0)=0
B(20, 40) > f (20,40)=1000+1200 = 2200
C(60, 20) > f (60,20) =3000+ 600 = 3600 ;Maximo!

D(200/3, 0) > f [Z—EOOJ = 502—20+0 = @ ~3333

Para obtener unos ingresos maximos se deben vender 60 lotes de la oferta azul y 20 de la oferta
amarilla. Conseguimos unos ingresos maximos de 3600 €.
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3. Una empresa de productos lacteos ingreso el pasado afio un total de 1.800.000 € por las ventas de
quesos. Las exportaciones a la Union Europea aportaron tantos ingresos como las ventas a nivel
estatal y las exportaciones a paises extracomunitarios juntas. Este afio la empresa ha ingresado
1.950.000€ y sabemos que las ventas estatales han disminuido un 5%, las exportaciones a la Union
Europea han aumentado un 15% y las exportaciones a paises extracomunitarios han aumentado un
10%. Determine las cantidades que ingres6 por cada concepto (ventas a nivel estatal, exportaciones
a la Union Europea y exportaciones a paises extracomunitarios) el afio pasado, asi como las
cantidades que ha ingresado este afio. [2,5 puntos]

Consideramos las siguientes variables:
x: importe de las ventas a nivel estatal del afio pasado,
y: importe de las exportaciones a Europa del afio pasado,
z: importe de las exportaciones a paises no comunitarios el pasado afio.

“Ingreso el pasado afio un total de 1.800.000 € por las ventas de quesos” = X+ y+z =1.800.000

“Las exportaciones a la Union Europea aportaron tantos ingresos como las ventas a nivel estatal y
las exportaciones a paises extracomunitarios juntas” = Yy =X+2Z

“Este afio la empresa ha ingresado 1.950.000€ y sabemos que las ventas estatales han disminuido
un 5% (el 95% las del afio pasado), las exportaciones a la Union Europea han aumentado un
15% (un 115 % las del afio pasado) y las exportaciones a paises extracomunitarios han
aumentado un 10% (un 110 % las del afio pasado)” = 0.95x+1.15y+1.10z =1.950.000

Reunimos todas las ecuaciones en un sistema y lo resolvemos.

X+ y+z=1800000
y=X+2

X + X+ z +z =1800000 }
=
0.95x +1.15y +1.107 = 1950000

=
0.95x +1.15(X + Z) +1.10z =1950000

2X+ 22 =1800000 X+ z =900000
= = =
0.95x+1.15x+1.15z2 +1.10z =1950000 2.1x+2.252 =1950000

X =900000 -z

= = 2.1(900000 - z) +2.252 =1950000 =
2.1x+2.25z =1950000

=1890000—-2.1z + 2.25z =1950000 = 0.15z = 60000 = |z = % =400000|=

— [x = 900000 — 400000 = 500000| = | y =500000 + 400000 = 900000

Las ventas el afio pasado a nivel estatal han sido de 500 000 €, las exportaciones a la Union
Europea han sido de 900 000 € y las exportaciones a paises extracomunitarios de 400 000 €.
Las ventas en el ano actual han sido de 500 000 - 0.95 =475 000 € a nivel estatal, las
exportaciones a Europa han tenido un valor de 900 000 - 1.15 =1 035 000 € y las exportaciones
a paises extracomunitarios de 400 000 - 1.10 =440 000 €.
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4. Suponga que la temperatura del agua del mar en una zona concreta estd dada por la funcién

x> +4

f(—5) representa el valor de la temperatura del agua en grados Celsius a 5 metros de

2
f(x):w, en la que x representa la profundidad en metros negativos (por ejemplo,

profundidad).
a) ¢Cudl es la temperatura del agua en la superficie? ;A qué profundidades la temperatura es de cero
grados? ¢Hacia qué valor tiende la temperatura cuando bajamos a mucha profundidad?
[1,25 puntos]
b) Calcule a qué profundidad la temperatura es mas baja y cual es el valor de esa temperatura minima.
[1,25 puntos]

a) En la superficie la temperatura es f(0).

0’ +5-0+4
0= 2

La temperatura es de 1°.

¢A que profundidades la temperatura es de cero grados?
Buscamos cuando la funcion se anula (la temperatura es 0°).

f(x)_w 2 +5x 44
X* +4 :%:0:x2+5x+4:0:>
X +4
f(x)=0
—5+3__1_X
551653 | 2
2 2 D8 T
2

La temperatura es de 0°a 1 y a 4 metros de profundidad.

¢Hacia qué valor tiende la temperatura cuando bajamos a mucha profundidad?

Calculamos el limite de la funcién cuando x tiende a —oo.

x2+5x+4 1.5, 4
2 V2 g2 2 v 2
lim (%)= lim 222X _ jig X x = lim XX :110302
X2 + x72+72 1+7 +
X X

La temperatura tiende a estabilizarse en 1° C a mucha profundidad.

b) Buscamos los extremos de la funcién usando la derivada.

) x2+5x+4:> (x (2x+5)(x2+4)—(x2+5x+4)(2x)

f(X)— x2 1+ 4 (X2+4)2

151 de 289 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU junio 2021 (serie 5) Matemdticas aplicadas a las CC. SS. Il en Catalufia Juan Antonio Martinez Garcia

25° 48X +5x2 + 20— 2¢° —10x2 - BX__ —5X° +20

(x+4) (x* +4)
f (X =M 2
(x2+4)2 :>_5X—+220:0:>—5x2+20:0:>5x2=20:>
2 4)
f’(x)=0
, 20

= o4 |x=Ja=142

Existen dos puntos criticos: x = -2y x = 2.
Como tratamos con un caso real y solo tiene sentido el valor negativo, pues hablamos de
profundidad, estudiamos el signo de la derivada antes y después de x = —2.

e Enelintervalo (—o,—2) tomamos x = -3y la derivada vale
—5(-3)°+20 -
(=)= 2(3) +20_ =25

— = <0. La funcion decrece en (—o,—-2).
((-3)°+4) 20

—_— . 2
e Enelintervalo (—2,2) tomamos x = 0y la derivada vale f’(0)= =07 +20_20, 0.La

(O2 +4)2 16
funcion crece en (-2,2).
(-2)° +5(-2)+4 -1

En x = -2 hay un minimo de la funcién. Como f (-2)= : —.
(-2) +4 4

A dos metros de profundidad la temperatura es minima siendo de —1/4 de grado.
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5. Hacemos dos pruebas de consumo de combustible en un vehiculo: en la primera, el vehiculo recorre
200 km por carretera y 100 km por ciudad, y consume un total de 17 litros, mientras que en la
segunda recorre 300 km por carretera y 50 km por ciudad, y consume 17,5 litros. Suponiendo que
los consumos medios por carretera y por ciudad son siempre constantes:

a) ¢Cudl es el consumo medio por 100 km en cada una de las dos pruebas? [1,25 puntos]
b) ¢Cuantos litros consumira el mismo vehiculo si en una tercera prueba recorre 400 km por
carretera 'y 150 km por ciudad? [1,25 puntos]

a) En la primera prueba ha consumido 17 litros por recorrer 300 km, por tanto la media es de 0.057
litros por km o, equivalentemente, 5.7 litros por 100 km.
En la segunda prueba ha consumido 17.5 litros por recorrer por 350 km, por tanto la media es de
0.05 litros por km o, equivalentemente, 5 litros por 100 km.

b) Llamamos x = litros consumidos por 100 km por carretera e y = litros consumidos por 100 km
por ciudad.
Queremos calcular el consumo en litros en 400 km por carretera y 150 por ciudad, por tanto
queremos calcular: 4x+1.5y.

De las dos primeras vueltas sabemos que:

2x+y =17 y=17-2x
=
3x+0.5y=17.5 3x+0.5y=17.5

}: 3x+0.5(17-2x)=17.5=

= 3Xx+85-x=175=2x=9= x=%=4.5 =|y=17-2-45=8|

El consumo en carretera es de 4.5 litros por 100 km. EI consumo por ciudad es de 8 litros por
100 km.

Recorriendo 400 km por carretera y 150 km por ciudad consumird 4.5 - 4+8 -1.5=30 litros.
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a
6. Considere la matriz A =( .

0 ,
j , donde a es un nimero real.

a) Calcule A%, Ay A*.
b) Deduce cuanto valdra la matriz A'.

[1,25 puntos]
[1,25 puntos]

a) Obtenemos las potencias pedidas.

A2=AA=a0 a 0) (a® 0) (a® 0
1 a)ll a a+a a’ 2a a’

a? 0

a 0 a’ 0
A= ANA= = =
(Za aZJ(l aJ [Za2 +a’ asj [

a o0
3° al

A A a® 0 a 0)_ a’ Oza4 0
3% a*)\l a ¥_*+a® a* 4a° a*

b) Buscamos una regularidad en las potencias de la matriz A.

a2 a® 0) (a o0
“l2a a?) (2a%! a?
e a® 0) (a 0
13?2 a®) (3t a°

alOO O

alOO O
100
Por lo tanto, sabemos que A™ = (100a1°°1 alOOJ = [100&% alooj :
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PAU Junio (serie 2) 2021

AN Generalitat de Catalunya
A Consell Interuniversitari de Catalunya
Oficina d’Acces a la Universitat

Matematicas aplicadas a las ciencias sociales

Responda a CUATRO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique siempre qué
quiere hacery por qué.

Cada cuestion vale 2,5 puntos.

Puede utilizar calculadora, pero no se permite el uso de calculadoras u otros aparatos que
pueden almacenar datos o que pueden transmitir o recibir informacion.

Puede utilizar las paginas en blanco (paginas 14 y 15) para hacer esquemas, borradores, etc.,

0 para acabar de responder a alguna cuestion si necesita mas espacio. En este ultimo caso, debe
indicarlo claramente al final de la pagina de la cuestion correspondiente.

1. Una fabrica estima que el beneficio mensual, en miles de euros, por cada tonelada de confeti

— 2 f—
vendida viene dado por la funcion f(x): 0,2 +5x 20, la que x representa el numero de
X

toneladas de confeti vendidas.
a) Determine en qué intervalo de valores debe encontrarse la variable x para que la fabrica no tenga

pérdidas. [1,25 puntos]
b) Calcule la cantidad de toneladas de confeti que proporciona el beneficio maximo y diga cuél es
ese beneficio. [1,25 puntos]

2. En una pasteleria quieren preparar cajitas de panellets para obsequiar a los mejores clientes durante
la semana de la Castafiada. En total, disponen de 120 panellets de pifiones y de 150 panellets de
coco. Quieren preparar cajitas de dos tipos: las del primer tipo contendran 3 panellets de pifiones
y 2 de coco, Y las del segundo tipo contendran 4 panellets de pifiones y 6 de coco. La idea de la
pasteleria es preparar el madximo namero de cajitas posible con los panellets de los que disponen
teniendo en cuenta que, como minimo, deben preparar 9 cajitas de cada tipo.

a) Determine la funcion objetivo y las restricciones. Dibuje la region factible. [1,25 puntos]

b) Determine cuantas cajitas hay que preparar de cada tipo para realizar el maximo nimero de
obsequios posible. Indigue si, en este caso, se utilizaran todos los panellets disponibles y, si no
es asi, cuantos sobraran de cada tipo. [1,25 puntos]

3. Enuna fiesta familiar se han reunido 20 personas. Contando el total de hombres y mujeres juntos,
se observa que hay el triple que de nifios. Ademas, se sabe que, si hubiera asistido una mujer mas,
el nimero de mujeres habria sido igual al nimero de hombres.

a) Plantee un sistema de ecuaciones para averiguar cuantos hombres, cuantas mujeres y cuantos
nifios asistieron a la fiesta. [0,75 puntos]
b) Resuelva el sistema del apartado anterior e interprete el resultado. [1,75 puntos]
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4. Un granjero quiere construir un corral rectangular para sus conejos. Se sabe que solo dispone de
40 m lineales de valla metélica.

a) Se denomina x la anchura del corral e y su longitud. Escriba la funcion que permite calcular el
area del corral teniendo en cuenta solo la anchura x. [1,25 puntos]

b) Calcule en qué punto alcanza su maximo la funcién que ha encontrado en el apartado anterior.

Deduzca cuél debe ser la anchura x y cudl la longitud y para que el corral tenga el area méaxima.
¢Cual serd esa &rea maxima? [1,25 puntos]

11
5. Considere la matriz A:(O J.

. . 1 -n
a) Encuentre la expresion general de A". Demuestre que la inversa de A" es (0 j :

[1,25 puntos]
b) Encuentre la matriz X que satisface la ecuacion matricial A - X —A® =A. [1,25 puntos]

6. Considere la funcion real de variable real f (x)=4x’+ax*-2.

a) Determine el valor del parametro real a para que la funcion tenga un extremo relativo en el
punto de abscisa x = —1. [1,25 puntos]

b) Calcule los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién f(x) cuando a = 12. Indique
también los puntos en los que hay extremos relativos y clasifiquelos. [1,25 puntos]
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SOLUCIONES
1. Una fébrica estima que el beneficio mensual, en miles de euros, por cada tonelada de confeti
p— 2 —
vendida viene dado por la funcién f(x)= 0,2 +5x 20, la que x representa el nimero de
X

toneladas de confeti vendidas.
a) Determine en qué intervalo de valores debe encontrarse la variable x para que la fabrica no tenga

pérdidas. [1,25 puntos]
b) Calcule la cantidad de toneladas de confeti que proporciona el beneficio maximo y diga cual es ese
beneficio. [1,25 puntos]

a) Averiguamos cuando los beneficios son cero.

— 2 —
f(x)=0m 22X X204 92 4 5x—20=0= 25 ~50x+200=0=
X
> 25+15_20
25+./(-25)° 400 25415 | o
= x*—25x+100=0= x = (-25) _25+15 | 2
2 2 25-15 _,
2

Estudiamos el comportamiento de los beneficios segun las toneladas de confeti vendidas.

~0,2(4) +5(4)-20 _ 4 . -
4 5

e En (0,5) tomamos x = 4y los beneficios son f (4)=

el intervalo (O, 5) el beneficio es negativo (tiene perdidas).

0,2(10)" +5(10)—20

e En (5, 20) tomamos x = 10 y los beneficios son f (10) —_ 0

=1>0.

En el intervalo (5, 20) el beneficio es positivo (no tiene pérdidas).

e En (20,+) tomamos x = 30y los beneficios son

~0,2(30)* +5(30)-20
(30) ?I) (30) :—§< 0. Enel intervalo (0,5) el beneficio es negativo

f (30) =
(tiene pérdidas).
Para que no tenga pérdidas se deben producir entre 5y 20 toneladas.

b) Calculamos la derivada y la igualamos a cero.

_0.2x2 _ —0,4x+5)x-1-(-0,2x*+5x—-20
020520 ((04x49) (2 +5x-20)

X X

f(x)

_ —0,4x% +5x+0,2x* -5x+20 —0,2x*+20 .

= f ,(X) X2 X2
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_ 2
=t (x)=0= 22X+ o 0 2x2420=0=
X

=0,2x* =20 = X’ 2%21003 X =+/100 =10

No consideramos el valor x = —10 pues los valores de x son las toneladas de confetis y no puede

tomar un valor negativo.
En x = 10 la funcién presenta un punto critico, veamos si la funcion crece o decrece antes y

después de este valor.

_—0,2-5°+20 3

e En (0,10) tomamos x =5y la derivada vale f "(5) = £ 0. La funcion

crece en (0,10).

-0,2-20°+20 3

e En (10,+o0) tomamos x = 20 y la derivada vale f(20)= -—<0.La
20° 20

funcion decrece en (10,+).

La funcion presenta un maximo relativo en x = 10, pues crece antes de x = 10 y luego decrece.

Los beneficios son maximos fabricando 10 toneladas de confeti.
-0,2-10°+5-10-20
10

=1 estos beneficios maximos son de 1000 €.

Como f(10)=
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2. Enuna pasteleria quieren preparar cajitas de panellets para obsequiar a los mejores clientes durante
la semana de la Castafiada. En total, disponen de 120 panellets de pifiones y de 150 panellets de
coco. Quieren preparar cajitas de dos tipos: las del primer tipo contendran 3 panellets de pifiones
y 2 de coco, y las del segundo tipo contendran 4 panellets de pifiones y 6 de coco. La idea de la
pasteleria es preparar el maximo nimero de cajitas posible con los panellets de los que disponen
teniendo en cuenta que, como minimo, deben preparar 9 cajitas de cada tipo.

a) Determine la funcion objetivo vy las restricciones. Dibuje la region factible. [1,25 puntos]

b) Determine cuantas cajitas hay que preparar de cada tipo para realizar el maximo nimero de
obsequios posible. Indique si, en este caso, se utilizaran todos los panellets disponibles y, si no es
asi, cuéntos sobraran de cada tipo. [1,25 puntos]

[}

a) Llamamos “x” al nimero de cajitas de panellets del primer tipo e “y
panellets del segundo tipo.
Queremos maximizar el nimero de cajitas (funcion objetivo) > f (x,y)=x+y

Hacemos una tabla para ordenar los datos.

al niimero de cajitas de

N° panellets de pinyons | N° de panellets de coco
N° de cajitas tipo I (x) 3x 2X
N° de cajitas tipo 11 (y) 4y By
TOTALES 3X+4y 2X+6Yy

Las restricciones planteadas en el problema las expresamos como inecuaciones.

“como minimo, deben preparar 9 cajitas de cada tipo” > x>9;y>9

“disponen de 120 panellets de pifiones y de 150 panellets de coco” > 3x+4y <120,
2x+6y <150

Reunimos todas las restricciones en un sistema:

X>9;,y>9 X>9;y>9
3x+4y <120 = 3x+4y <120
2x+6Yy <150 X+3y <75

Para dibujar la regién factible dibujamos primero las rectas asociadas.

Xx=9 y=9 3Xx+4y =120
120-3x
x=9|y X | y=9 X1¥Y=—"
9 9 9 28 9
9 ‘22 28‘ 9 12‘ 21
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X>9;y>9

Como las restricciones son 3x+4y <120 la region factible es la region del plano situada a la
X+3y <75

derecha de la recta vertical, por encima de la recta horizontal de color azul y por debajo de las
rectas roja y verde. La coloreamos de rosa en el siguiente dibujo.

~ S
TP n
- —
5 e i
2t Bt &_\
’ e
o,
—
i~ X+I3y = /3
15 —
14 \
- N ™~
; Nl
=9 A(9,.9) ™~
S
.
sx+hi=12 Y
- Q \\
4 Xi=
1 11 12 15 14 15 15 17 18 19 20 21 20 23 24 25 2§ 27 28 2o 1 9

Las coordenadas del vértice A es facil de determinar. Las coordenadas de los restantes vértices las
determinamos resolviendo los sistemas de ecuaciones:

X+3y=75
= =9+3y=75=3y=66=y=22=B(9,22)

Xx=9
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X+3y =75 -3x—-9y=-225
=
3x+4y =120 3x+4y =120

-5y=-105=> yzlo?S:21:>

= Xx+63=75=x=75-63=12=C(12,21)

{3x+4y:120
D=

9 :>3X+36=120:>3X=84:>X=%=28:> D(28,9)
y:

b) Valoramos la funcion objetivo f (X, y)=x+y en cada vértice de la region factible para
determinar su valor méximo en la region factible.

A9, 9) > f(9,9)=18
B(9, 22) > f(9,22)=31
C(12,21) > f(12,21)=33
D(28,9) > f(28,9) =37

El nimero maximo de cajitas que se pueden hacer ajustandose a las restricciones pedidas son 37
y se consiguen con 28 del tipo 1y 9 del tipo 2.

Rellenamos la tabla siguiente y vemos si sobran panellets.

N° panellets de pinyons | N° de panellets de coco
N° de cajitas tipo | (28) 84 56
N° de cajitas tipo 11 (9) 36 54
TOTALES 120 110

Se disponen de 120 panellets de pifiones y se utilizan todos.
Se disponen de 150 panellets de coco y utilizamos 110, nos sobran 40 panellets de coco.
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3. En una fiesta familiar se han reunido 20 personas. Contando el total de hombres y mujeres juntos,
se observa que hay el triple que de nifios. Ademas, se sabe que, si hubiera asistido una mujer mas,
el nimero de mujeres habria sido igual al nGmero de hombres.

a) Plantee un sistema de ecuaciones para averiguar cuadntos hombres, cuantas mujeres y cuantos nifios
asistieron a la fiesta. [0,75 puntos]

b) Resuelva el sistema del apartado anterior e interprete el resultado. [1,75 puntos]

(Y]

a) Llamamos “x” al nimero de hombres, “y” al nimero de mujeres y “z” al nimero de nifios.

“En una fiesta familiar se han reunido 20 personas” 2> x+y+z=20

“Contando el total de hombres y mujeres juntos, se observa que hay el triple que de nifios” >
X+Yy=3z

“si hubiera asistido una mujer mas, el nimero de mujeres habria sido igual al nimero de
hombres” > y+1=x

Reunimos las tres ecuaciones en un sistema:

X+y+2=20
X+Yy=3z
y+1l=xX
b) Resolvemos el sistema planteado.
X+y+z=20
y (y+1)+y+z=20| 2y+z=19) z=19-2y
XY= iy=3r [ 2y+lo8z T 2y+1-32
x| Oemey=a [T 2yeaea] T 2yas
z=19-14=5
= 2y+1=3(19-2y)=2y+1=57-6y=8y=56=> y:@:7 = 2=19-14=9
8

Acuden a la fiesta 8 hombres, 7 mujeres y 5 nifios.
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4. Un granjero quiere construir un corral rectangular para sus conejos. Se sabe que solo dispone de
40 m lineales de valla metélica.

a) Se denomina x la anchura del corral e y su longitud. Escriba la funcién que permite calcular el area
del corral teniendo en cuenta solo la anchura x. [1,25 puntos]

b) Calcule en qué punto alcanza su maximo la funcién que ha encontrado en el apartado anterior.
Deduzca cudl debe ser la anchura x y cudl la longitud y para que el corral tenga el area maxima.
¢Cudl seré esa area maxima? [1,25 puntos]

a) Hacemos un dibujo de la situacion planteada.
x

y Corral y

X

El area del corral viene dada por la expresion A(X,y)=Xx-y.

Como el perimetro debe ser de 40 metros, tenemos que 2x + 2y = 40.
Aplicando esto a la expresion del area del corral tenemos que:

A(X,y)=x-

(x.Y) y = A(X)=x(20—x)=20x—X’
2X+2y=40—>x+y=20—>y=20-X
b) Derivamos la funcién e igualamos a cero en busca de los puntos criticos.

A(X)=20x-x*= A’(X)=20-2x=

= A’ (X)=0=20-2x=0=>2x=20=[x=10]

Sustituimos en la derivada segunda para comprobar si x = 10 es un maximo relativo del area del
corral.

A’(x)=20-2x= A"(x)=—2= A"(10)=-2<0

En x = 10 la funcion A(x)=20x—x* presenta un maximo.

Este valor maximo es de A(10) = 200-10%* =100 m?
El valor del lado “y” es y = 20 — 10 = 10 metros

El corral rectangular de area maxima con perimetro 40 metros es un corral cuadrado de lado 10.
El &rea méaxima es de 100 metros cuadrados.
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11
5. Considere la matriz A:(O J.

1 —-n
a) Encuentre la expresion general de A". Demuestre que la inversa de A" es (0 1 J . [1,25 puntos]

b) Encuentre la matriz X que satisface la ecuacion matricial A - X —A® = A. [1,25 puntos]

a) Buscamos una regularidad en las potencias de la matriz A.

Al_11
o 1

, (1 1)1 1) (1 2
A = =
0 1){0 1 01
., (1 2)1 1) (1 3
A=AA: =
0 1)\0 1 01
. . (131 1) (1 4
A=AA= =
0 1){l0 1 01

Observamos que en cada potencia de la matriz A los valores no cambian salvo el elemento situado
en la primera fila y segunda columna. Su valor cambia en funcion de la potencia calculada y se

cumple laregla A" = Lo
p g “lo 1

An

1 n
La matriz A"tiene inversa pues su determinante es no nulo. = ‘0 1‘ =1+0.

Calculamos su inversa.

i) 4

‘(An)T B 1 0 1

b) Utilizando lo obtenido en el apartado anterior sabemos que la matriz A° tiene inversa y la

- 1 -10
inversa de A es (Alo) g .
0 1

0 1
Despejamos X en la ecuacion matricial.

1 20
También sabemos que A% =( J

R X () ()8 ()
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= X —(A°) " AR =(A%) A= X =(A°) 7 AT 4 (A0) A

Sustituyendo los valores de cada matriz y haciendo las operaciones tendremos la expresion de la

matriz X.

1

:

o

3

1 20

1 20-10
0 1

X :(Alo)’l_A20+(A10)’1A

1 -10\(1 1
0 1 )01
1 1-10

0 1

X:
(o 2

|
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6. Considere la funcion real de variable real f (x)=4x’+ax*-2.
a) Determine el valor del pardmetro real a para que la funcién tenga un extremo relativo en el punto

de abscisa x = 1. [1,25 puntos]
b) Calcule los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién f(x) cuando a = 12. Indique
también los puntos en los que hay extremos relativos y clasifiquelos. [1,25 puntos]

a) Para tener un extremo relativo en x = —1 la derivada primera debe anularse, por lo que debe ser
f'(-1)=0.
f(x)=4x+ax* —2= f (x)=12x* + 2ax

f(-1)=0=12(-1)"+2a(-1)=0=12-2a=0=2a=12=[a =6|
Para que la funcion f (x)=4x°+ax’ —2 tenga un extremo relativo en x = —1 debe ser a = 6.

b) Siendo a = 12 la funcion queda f (x)=4x>+12x*-2.
Calculamos su derivada y la igualamos a cero en busca de los puntos criticos de la funcion.

f(X)=4x"+12x* -2 = f (x) =12x* + 24x
x=0
f(x)=0=12x*+24x=0=12x(x+2)=0=140
X+2=0—>x=-2

Evaluamos el signo de la derivada antes, entre y después de los valores criticos obtenidos.

e En (-»,~2) tomamos x = -3y la derivada vale f (~3)=12(-3)" +24(-3)=36>0. La
funcion crece en (—o,—-2)

e En(-2,0) tomamos x = -1y la derivada vale f"(-1)=12(-1)"+24(-1)=-12<0.La
funcion decrece en (-2,0)

e En (0,+0) tomamos x = 1y la derivada vale f (1)=12+24=36>0. La funcion crece

en (0,+)
La funcidn es continua y sigue el esquema siguiente:

: : &
4 -3

La funcion crece en (—o0,—2)U(0,+0) y decrece en (-2,0).

La funcion presenta un méximo relativo en x = -2. Como f (-2)= 4(—2)3 +12(—2)2 —2=14 las
coordenadas del maximo relativo son (-2, 14).

La funcion presenta un minimo relativo en x = 0. Como f (0) = 4(0)3 + 12(0)2 —2=-2 las
coordenadas del maximo relativo son (0, —2).
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PAU septiembre (serie 4) 2020

HIIN Generalitat de Catalunya
X Consell Interuniversitari de Catalunya
Oficina d’Accés a la Universitat

Proves d’accés a la universitat

Matematicas aplicadas a las ciencias sociales
Serie 4

Responda a CUATRO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique siempre qué
quiere hacery por qué.

Cada cuestion vale 2,5 puntos.

Puede utilizar calculadora, pero no se permite el uso de calculadoras u otros aparatos que
pueden almacenar datos o que pueden transmitir o recibir informacion.

Puede utilizar las paginas en blanco (paginas 14 y 15) para hacer esquemas, borradores,
etc., 0 para acabar de responder a alguna cuestion si necesita mas espacio. En este ultimo caso,
debe indicarlo claramente al final de la pagina de la cuestion correspondiente.

1. Consideramos la matriz A= {5 J Estudie para qué valores de x la matriz inversa de la matriz
A coincide con su opuesta, es decir, At =—A.
[2,5 puntos]

2. Un fabricante tuvo un producto a la venta durante diez afios. Durante este tiempo, el precio del
producto P, en euros, estuvo relacionado con el tiempo que llevaba a la venta t, expresado en afios,
siguiendo la siguiente funcién:

2 . <t<
P(t) = 5(t+1) -5 si 0<t<?2
-4t + 48 si 3<t<10

a) Indique los intervalos de crecimiento y de decrecimiento del precio del producto durante estos
diez afios.
[1,25 puntos]

b) Halle el precio maximo que alcanzé el producto durante el tiempo que estuvo a la venta y calcule
la tasa de variacion media del precio del producto durante los Gltimos cinco afios que estuvo a
la venta.

[1,25 puntos]

3. Una conocida marca fabrica dos versiones de una misma fragancia: el perfume, que es mas
concentrado y que se vende en frascos pequefios que cuestan 70 euros, y la colonia, que es mas
diluida y que se vende en frascos mas grandes a 82 euros. En la fabricacion hay que mezclar dos
ingredientes: el ingrediente A (que contiene el aroma concentrado) y el ingrediente B (que contiene
alcohol y otras sustancias). En estos momentos el fabricante dispone de 5.000 ml del ingrediente
Ay de 30.000 ml del ingrediente B. Para fabricar un frasco de perfume se necesitan 10 ml del
ingrediente A 'y 40 ml del ingrediente B, y para fabricar uno de colonia necesitan 10 ml del
ingrediente A y 90 ml del ingrediente B. Los pedidos actuales obligan a fabricar al menos 120
unidades de perfume y 70 unidades de colonia.

a) Determine la funcion objetivo v las restricciones. Dibuje la region factible.
[1,25 puntos]
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b) ¢Cuéntas unidades hay que producir de cada version para obtener, una vez vendidas, unos
ingresos maximos? ¢Cuales son estos ingresos?
[1,25 puntos]

4. Considere las funciones f(x)=x*+ax+b y g(x)=—x*+c.

a) Calcule los valores de los parametros a, b y ¢ para que los gréficos de f (x) y g (X) se corten en
los puntos (-1, 3) y (3, -5).
[1,25 puntos]

b) Para ¢ = 4, encuentre la ecuacion de la recta tangente a g (x) en el punto de abscisa x =-1. [1,25
puntos]

5. Un triatlon consta de tres segmentos que hay que realizar consecutivamente practicando tres
modalidades de deporte distintas: natacién, ciclismo y carrera a pie. La distancia total que se
recorrerd en el triatlon es de 75 km. Se sabe que el recorrido en bicicleta es igual a cuatro veces la
distancia que hay que recorrer nadando y corriendo conjuntamente. Se sabe también que si
sumamos 3 km a la distancia que se hace corriendo nos da lo mismo que cinco veces el recorrido
que se hace nadando. Determine la distancia recorrida en cada modalidad.

[2,5 puntos]

6. La funcion Q(x) = (x+1)2 (32-x), donde x € [-1, 32], representa la produccion, en kilogramos,

de una hortaliza en un invernadero en funcién de la temperatura x, expresada en grados
centigrados (°C), que puede variar entre —1 °C y 32 °C.
a) Calcule cual es la temperatura del invernadero con la que se obtiene la maxima produccion.
¢Qué produccidn de hortaliza se obtendra a esta temperatura?
[1,25 puntos]
b) Calcule a que temperaturas se alcanza el nivel minimo de produccion y cuél es este valor
minimo.
[1,25 puntos]
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SOLUCIONES

X
1. Consideramos la matriz A= [5

J . Estudie para qué valores de x la matriz inversa de la matriz

A coincide con su opuesta, es decir, A =—A. [2,5 puntos]
VVeamos si la matriz A tiene inversa.
X =2 ,
A= =-x*+10
5 —X

|A=0= —x*+10=0= x*=10=> x =10

Para que exista la inversa de A el determinante debe ser no nulo y por tanto x = +J10.

Adi X b5 -X 2
o Adi(AT) 2 x) (-5 «x

A -x*+10  —x*+10

= )
A=A T X —(_X

~x2+10 | -5 X

j:—x2+10=1:>—x2=—9:>X2=9:> X=49 =43

Los valores de x buscados son x =3 0 x = -3.
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2. Un fabricante tuvo un producto a la venta durante diez afios. Durante este tiempo, el precio del
producto P, en euros, estuvo relacionado con el tiempo que llevaba a la venta t, expresado en afios,
siguiendo la siguiente funcién:

2 .
P(t) = 5(t+1) -5 si 0<t<2
-4t +48 si 3<t<10
a) Indique los intervalos de crecimiento y de decrecimiento del precio del producto durante estos diez
afios. [1,25 puntos]
b) Halle el precio maximo que alcanzé el producto durante el tiempo que estuvo a la venta y calcule

la tasa de variacién media del precio del producto durante los ultimos cinco afios que estuvo a la
venta. [1,25 puntos]

a) Calculamos la derivada de la funcidn.
10(t+1) si 0<t<2
pr-{ 2D
-4 si 2<t<10

La derivada en 0<t <2 es positiva siempre, pues t + 1 solo es negativa cuando t <-1. La
funcion crece en [0, 2).

La derivada (P (t) = —4) en 2<t<10 es negativa siempre. La funcion decrece en (2, 10].
Ent =2 la funcion es continua (P(2) =40 = 'ti”Q P(t) ) y cambia de crecer a decrecer. Es un
maximo relativo.

Resumiendo: La funcion crece en [0, 2) y decrece en (2, 10].

b) Por lo visto en el apartado anterior el precio maximo se alcanza en t = 2 (al cabo de 2 afios) y
este precio es de P(2) = 40 euros.

TVM[5,10] = P(lfg:§(5) = (_4O+48);(_20+48) = _§O = —4 euros por afio.
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3. Una conocida marca fabrica dos versiones de una misma fragancia: el perfume, que es mas
concentrado y que se vende en frascos pequefios que cuestan 70 euros, y la colonia, que es mas
diluida y que se vende en frascos méas grandes a 82 euros. En la fabricacion hay que mezclar dos
ingredientes: el ingrediente A (que contiene el aroma concentrado) y el ingrediente B (que contiene
alcohol y otras sustancias). En estos momentos el fabricante dispone de 5.000 ml del ingrediente
Ay de 30.000 ml del ingrediente B. Para fabricar un frasco de perfume se necesitan 10 ml del
ingrediente A y 40 ml del ingrediente B, y para fabricar uno de colonia necesitan 10 ml del
ingrediente A 'y 90 ml del ingrediente B. Los pedidos actuales obligan a fabricar al menos 120
unidades de perfume y 70 unidades de colonia.

a) Determine la funcion objetivo vy las restricciones. Dibuje la region factible. [1,25 puntos]
b) ¢(Cuéntas unidades hay que producir de cada version para obtener, una vez vendidas, unos ingresos
maximos? ¢Cuales son estos ingresos? [1,25 puntos]

(Y3

a) Llamemos “x” al nimero de ampollas de perfume e “y” al nimero de ampollas de colonia.
Realizamos una tabla con los datos del ejercicio.

Ml de ingrediente A | Ml de ingrediente B | Ingresos
N° ampollas de perfume (x) 10x 40X 70X
N° ampollas de colonia (y) 10y 90y 82y
TOTALES 10x+10y 40x +90y 70x+82y

Se desean maximizar los ingresos que vienen expresados por la funcion objetivo
1(x,y)=70x+82y.
Las restricciones del problema vienen expresadas por las inecuaciones:

“El fabricante dispone de 5.000 ml del ingrediente A” - 10x+10y <5000

“El fabricante dispone de 30.000 ml del ingrediente B” - 40x+90y < 30000

“Los pedidos actuales obligan a fabricar al menos 120 unidades de perfume y 70 unidades de
colonia” > x>120; y=>70

Reunimos estas restricciones en un sistema de inecuaciones.

10x+10y <5000 X+ Yy <500
40x +90y <30000 ; = 4x+9y <3000
x>120; y>70 x>120; y>70

Dibujamos las rectas asociadas a las inecuaciones.

X+ Yy =500 4x+9y =3000 x=120 y=70
3000 —-4x
X | y=500-x XY T x=120| y x |y=70
0 500 750 0 120 0 0 70
500 0 300 ‘ 200 120 | 100 100 | 70
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Comprobamos si el punto P(200, 200) cumple las restricciones.
200+ 200 <500

800-+1800 <3000 Se cumplen todas
200>120; 200>70

La region factible es la region del plano que contiene el punto P y delimitada por las rectas
dibujadas. La pintamos de rojo en la siguiente figura.

v I
R x+y =500
B{I1260;280)%
C(300, 200)
-
¥=120 ~~4x+9y=3000
B
\\
A(120,°70 =T D430,70)
30 pl 4 [ 30 %0 130 14 160 130 260 230 24 260 280 360 310 34 30 330 40 420 44 460

b) Valoramos la funcién objetivo en cada uno de los vértices en busca de unos ingresos maximos.
A(120, 70) = 1(120,70) =14140
B(120, 280) - 1(120,280) = 31360
C(300, 200) - 1(300,200) =37400 €

D(430, 70) - 1(430,70) = 35840
Los ingresos maximos son de 37400 € que se obtienen con la fabricacion de 300 ampollas de
perfume y 200 de colonia.
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4. Considere las funciones f(x)=x*+ax+b y g(x)=—x*+c.

a) Calcule los valores de los pardmetros a, b y ¢ para que los graficos de f (x) y g (X) se corten en los

puntos (-1, 3) y (3, -5).

[1,25 puntos]

b) Para ¢ = 4, encuentre la ecuacion de la recta tangente a g (x) en el punto de abscisa x = 1.

[1,25 puntos]

a) Las graficas coincidenen (-1,3) 2 f(-1)=9(-1)=3=

{(—1)2 +a(-1)+b=3 {—a+b =2
= =
—(-1)’+c=3 c=4

Las graficas coincidenen (3, -5) > f(3)=g(3)=-5=
-3 +c=-5
Juntamos las ecuaciones y resolvemos el sistema:

—a+h=2 . -3a+3b=6
3a+b=-14 3a+b=-14

¥ +3a+b=—

-

3a+b=-14
c=4

4b=-8=lb=-2=-a-2=2=[a=—4

Los valores buscados sona=-4,b=-2yc=4.

b) Parac = 4 la funcion g(x) queda g(x) =—x+4. Hallamos su derivada:

g(X)=—x*+4=9"(x) =-2x

La recta tangente en x = —1 de la grafica de g(x) tiene la expresion

y-9(-1)=g"(-1)(x—(-1))

Sustituimos x por —1 en la funcion y su derivada y obtenemos la ecuacion de la recta tangente.

9(-1)=—(-1)"+4=3

9'(-)=-2(-1)=2 = y-3=2(x+1)=|y=2x+5

y-9g(-1) =g (-1 (x-(-1))
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5. Un triatlon consta de tres segmentos que hay que realizar consecutivamente practicando tres
modalidades de deporte distintas: natacién, ciclismo y carrera a pie. La distancia total que se
recorrerd en el triatlon es de 75 km. Se sabe que el recorrido en bicicleta es igual a cuatro veces la
distancia que hay que recorrer nadando y corriendo conjuntamente. Se sabe también que si
sumamos 3 km a la distancia que se hace corriendo nos da lo mismo que cinco veces el recorrido
que se hace nadando. Determine la distancia recorrida en cada modalidad. [2,5 puntos]

[

Llamamos “x” a la distancia a recorrer nadando, “y” a la distancia a recorrer en biciy “z” a la
distancia a recorrer corriendo.

“La distancia total que se recorrera en el triatlon es de 75 km” 2> x+y+z=75

“El recorrido en bicicleta es igual a cuatro veces la distancia que se recorre nadando y corriendo
conjuntamente” > y =4(X+2)

“Si sumamos 3 km a la distancia que se va a correr se obtiene lo mismo que cinco veces el recorrido
que se hace nadando” - z +3 =5x

Reunimos las ecuaciones en un sistema y lo resolvemos.

X+y+z=75

x+4(x+z)+z:75} x+4x+4z+z=75}
y:4(x+z) = = =

Zz+3=5x Z=5x-3

Z+3=5x

5x+52:75} X+2z=15

= = = X+5x-3=15=6x=18=>
z=5x-3 Z=5x-3

=[x=3|=[2=15-3=12|= |y =4(3+12) =60

El triatlon consta de 3 km nadando, 60 km en bicicleta y 12 nadando.
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6. La funcion Q(x) =(x+1)2 (32-x), donde x € [-1, 32], representa la produccion, en kilogramos,

de una hortaliza en un invernadero en funcién de la temperatura X, expresada en grados centigrados
(°C), que puede variar entre —1 °C y 32 °C.
a) Calcule cudl es la temperatura del invernadero con la que se obtiene la méxima produccion. ;Qué
produccion de hortaliza se obtendra a esta temperatura? [1,25 puntos]
b) Calcule a qué temperaturas se alcanza el nivel minimo de produccion y cual es este valor minimo.
[1,25 puntos]

a) Utilizamos la derivada.

Q(x) = (x+1)°(32-x) = Q"(x) = 2(x+1)(32 - x) —(x+1)" =
= 64X —2x> +64—2x—(x2 +2x+1):—3x2 +60x+63

Q(X) =0=—-3x*+60x+63=0= x*-20x-21=0=

20+,/(-20)°+84 20+22 |7 2

=X
2 2 20-22

Los dos valores obtenidos como puntos criticos de la funcion estan en el dominio de definicion.
Calculamos la derivada segunda y comprobamos los valores en los extremos del intervalo de
definicion [-1, 32].

Q7 (-1)=-6(-1)+60=66>0— x=-1es minimo

Q7 (X)=—6x+60=4 _ , .
Q7(21) =-6(21) + 60 = —66 < 0 — x = 21 s maximo

Obtenemos la produccion con —1°C, en 21°C y en 32°C.

Q(-1) =(-1+1)"(32+1)=0

Q(21) = (21+1)° (32-21) = 5324

2

Q(32) =(32+1)*(32-32)=0

La produccion maxima se produce con 21°C y es de 5324 kg de hortalizas.

b) En el apartado anterior hemos visto que para —1°C y a 32°C la produccion es 0 Kg. Esta es la
produccién minima que se puede obtener.

La funcion Q(x) =(x +1)2 (32—-x), x € [-1, 32] es siempre positiva en este intervalo pues es el producto
de un cuadrado (positivo) y una resta que siempre es positiva en los valores x € [-1, 32].
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PAU julio (serie 3) 2020
W Generalitat de Catalunya
WX Consell Interuniversitari de Catalunya
Oficina d'Accés a la Universitat

Proves d’accés a la universitat

Matematicas aplicadas a las ciencias sociales
Serie 3

Responda a CUATRO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique siempre qué
quiere hacery por qué.

Cada cuestion vale 2,5 puntos.

Puede utilizar calculadora, pero no se permite el uso de calculadoras u otros aparatos que
pueden almacenar datos o que pueden transmitir o recibir informacion.

Puede utilizar las paginas en blanco (paginas 14 y 15) para hacer esquemas, borradores,
etc., 0 para acabar de responder a alguna cuestion si necesita mas espacio. En este altimo caso,
debe indicarlo claramente al final de la pagina de la cuestion correspondiente.

1. La siguiente tabla refleja el precio unitario, expresado en euros, de tres productos P1, P2 y P3,
suministrados a un restaurante por dos empresas diferentes E1 y E2:

El E2
P1 6 5
P2 5 8
P3 9 7

El restaurante tendrd que hacer dos pedidos: uno esta semana y otro la semana que viene. Esta
semana necesita 8 unidades del producto P1, 5 unidades del producto P2 y 12 unidades del
producto P3; mientras que para la proxima semana necesitara 10 unidades del producto P1, 15
unidades del producto P2 y 7 unidades del producto P3.

a) Escriba en forma matricial la informacion que relaciona el precio unitario de los productos y las
empresas suministradoras, y también la informacion de las cantidades de productos solicitados
en cada uno de los dos pedidos que debe hacer el restaurante.

[1,25 puntos]

b) Calcule a cual de las dos empresas debe encargar el restaurante cada uno de los pedidos para
que le salga mas econdémico y a qué precio le saldra cada uno.

[1,25 puntos]

2. Una empresa quiere fabricar un producto nuevo. Encarga un estudio de mercado que determina
que la evolucion de las ventas en los proximos seis afios seguira la funcion f (t) =t>—12t* + 36t

en la que f (t) representa la cantidad de miles de unidades vendidas en funcion del tiempo t € [0,
6] expresado en afos.
a) ¢Cuéantas unidades vendera el primer afio? Salvo el instante inicial (t = 0), ;se prevé que habra
algun otro afio en el que no se producira ninguna venta?
[1,25 puntos]
b) ¢En qué afio se producira el maximo ndimero de ventas y cuantos productos se habran vendido
ese afo?
[1,25 puntos]
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3. Una fabrica especializada en ropa de deporte tiene problemas con el suministro de las fibras. Para
satisfacer un pedido de camisetas y mallas solo dispone de 90 km de fibra de polipropileno, 3,2
km de fibra de poliamida y 6,8 km de fibra de elastano. Debe fabricar, por lo menos, 80 camisetas
y 50 mallas.

Para fabricar cada pieza de ropa, tanto si es una camiseta como si son unas mallas, se necesitan
en total 200 metros de fibra, de los cuales el 90 % son de polipropileno en ambos casos. En la
composicion de las camisetas hay ademas un 6 % de poliamida y un 4 % de elastano, y en la
composicion de las mallas hay un 2 % de poliamida y un 8 % de elastano.

El beneficio que el fabricante obtiene por cada camiseta que fabrica es de 5 € y por cada una de
las mallas obtiene un beneficio de 3 €.

a) Determine la funcién objetivo y las restricciones, y dibuje la region de las posibles opciones
que tiene el fabricante para satisfacer el pedido con las fibras disponibles.

[1,25 puntos]

b) Calcule cuantas camisetas y cuantas mallas deben fabricarse para que el beneficio sea
maximo. ¢Cual es este beneficio?

[1,25 puntos]

4. Considere la funcion f (x)=ax*+bx*+c.

a) Encuentre los valores de los parametros a, b y ¢ sabiendo que la funcion tiene un méaximo en el
punto (2, 1) y un minimo en el punto (0, -1).
[1,25 puntos]

b) Encuentre los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de la funcion para los valores de
los parametros a, b y ¢ encontrados en el apartado anterior.
[1,25 puntos]

5. En una empresa de tecnologia hay un total de 100 empleados divididos en tres secciones:
administracion, investigacion y publicidad. Todos los empleados de cada seccion cobran el mismo
sueldo mensual: 2.000 euros los de administracion, 2.400 euros los de investigacion y 2.800 euros
los de publicidad, y el gasto total mensual en salarios de la empresa es de 228.000 euros.

a) Plantee y estudie el sistema de ecuaciones asociado. Justifique si se puede determinar el nUmero
de empleados de cada seccion.
[1,25 puntos]

b) Una reestructuracion reciente ha obligado a despedir % parte de los empleados de

administracion, % parte de los de investigacion y % parte de los de publicidad. Este hecho ha

supuesto un ahorro mensual en salarios de 33.200 euros. Determine cuantos empleados tenia
cada seccion de la empresa antes de la reestructuracion.
[1,25 puntos]

6. Un centro de formacion organiza un curso subvencionado que tiene un coste fijo de 9.000 €, al que
hay que sumar una cantidad que varia segun el nimero de alumnos del curso y que viene dada por

la funcion 0,02x*—24x, en la que x representa el nimero de alumnos matriculados. El Consejo

Comarcal ha otorgado al centro una subvencion de 5.000 € para la organizacion del curso y el
Ayuntamiento paga al centro 30 € por cada alumno matriculado.

El gasto que debe asumir el centro es la diferencia entre el coste total del curso y las dos
subvenciones recibidas.

¢Cuantos alumnos deben matricularse al curso para que el gasto sea minimo para el centro y
cudl seria este gasto?
[2,5 puntos]
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SOLUCIONES

1. La siguiente tabla refleja el precio unitario, expresado en euros, de tres productos P1, P2 y P3,
suministrados a un restaurante por dos empresas diferentes E1 y E2:

El E2
P1 6 5
P2 5 8
P3 9 7

El restaurante tendrd que hacer dos pedidos: uno esta semana y otro la semana que viene. Esta
semana necesita 8 unidades del producto P1, 5 unidades del producto P2 y 12 unidades del
producto P3; mientras que para la proxima semana necesitara 10 unidades del producto P1, 15
unidades del producto P2 y 7 unidades del producto P3.

a) Escriba en forma matricial la informacion que relaciona el precio unitario de los productos y las
empresas suministradoras, y también la informacion de las cantidades de productos solicitados en

cada uno de los dos pedidos que debe hacer el restaurante. [1,25 puntos]
b) Calcule a cual de las dos empresas debe encargar el restaurante cada uno de los pedidos para que
le salga mas econdémico y a que precio le saldra cada uno. [1,25 puntos]
6 5
a) La matriz de precios es C=|5 8|, donde en las filas aparecen los precios de cada producto y en las
9 7

5 12

10 15 7
primer y segundo pedido y en las columnas las cantidades de cada uno de los tres productos.

columnas los dos proveedores. La matriz de pedidos es P = ( j , donde en las filas aparecen el

b) Hacemos el producto matricial P - C para obtener el coste de los dos pedidos en cada proveedor.

6 5
P.C- 8 5 12 [ 8:6+5-5+12:9 8-5+5-8+12:7
10 15 7 - 110-6+15-5+7-9 10-5+15-8+7-7

2><><2 32x2

El E2
(181 164) Pedidol
1198 219) Pedido?2

El primer pedido es mas econémico (164 euros) en la empresa E2 y el segundo pedido es mas econémico
(198 euros) en la empresa E1.
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2. Una empresa quiere fabricar un producto nuevo. Encarga un estudio de mercado que determina
que la evolucion de las ventas en los proximos seis afios seguira la funcion f (t) =t>—12t* + 36t
en la que f (t) representa la cantidad de miles de unidades vendidas en funcion del tiempo t € [0,

6] expresado en afos.
a) ¢Cuéntas unidades vendera el primer afio? Salvo el instante inicial (t = 0), ¢se prevé que habra

algln otro afio en el que no se producira ninguna venta? [1,25 puntos]
b) ¢En qué afio se producird el maximo nimero de ventas y cuantos productos se habran vendido ese
afio? [1,25 puntos]

a) Calculamos f (1)=1°—12-1*+36-1=25. Vendera 25 000 unidades el primer afio.
Buscamos cuando son iguales a 0 las ventas.

f(t)=0=1t"—12t° +36t =0 = t(t*~ 12t +36)=0=

t=0

= 12+ (-12)* —4(1)(36
t? —12t+36=0 > |t = \/( ) —40)( ):2:6

No se produciran ventas el afio 0 y el afio 6, al final del periodo de estudio.

b) Buscamos los valores que anulan la derivada.

f(t)=t"—12t>+36t = f "(t)=3t* —24t+36

f'(t)=0=3t"-24t+36=0=>1t" -8t +12=0=

t_8i\/(—8)2—4(1)(12)_84_r4_ 8+74=6€[016]
o : B E2_2¢[os]

La funcion tiene dos puntos criticos: t =2 y t =6. Determinamos el signo de la derivada
segunda para estos valores.

f(2)=62-24=-12<0

fr(t)=3t"-24t+36= f"(t)=6t—24=
f7(6)=66-24=12>0
La segunda derivada es negativa para t =2, por lo que la funcién presenta un maximo relativo en
t=2.En t=6 hay un minimo.
Para encontrar el maximo absoluto valoramos la funcién en t =2 y en los extremos del intervalo
[0, 6].
f(0)=0 f(2)=2°-122*+362=32 f(6)=0

El maximo de ventas se produce al segundo afio con 32 000 unidades.
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3. Una fabrica especializada en ropa de deporte tiene problemas con el suministro de las fibras. Para
satisfacer un pedido de camisetas y mallas solo dispone de 90 km de fibra de polipropileno, 3,2
km de fibra de poliamida y 6,8 km de fibra de elastano. Debe fabricar, por lo menos, 80 camisetas
y 50 mallas.

Para fabricar cada pieza de ropa, tanto si es una camiseta como si son unas mallas, se necesitan en
total 200 metros de fibra, de los cuales el 90 % son de polipropileno en ambos casos. En la
composicién de las camisetas hay ademas un 6 % de poliamida y un 4 % de elastano, y en la
composicion de las mallas hay un 2 % de poliamida y un 8 % de elastano.

El beneficio que el fabricante obtiene por cada camiseta que fabrica es de 5 € y por cada una de las
mallas obtiene un beneficio de 3 €.

a) Determine la funcion objetivo y las restricciones, y dibuje la region de las posibles opciones que

tiene el fabricante para satisfacer el pedido con las fibras disponibles. [1,25 puntos]
b) Calcule cuantas camisetas y cuantas mallas deben fabricarse para que el beneficio sea maximo.
¢ Cudl es este beneficio? [1,25 puntos]

a) Llamemos “X” al nimero de camisetas e “y”” al nimero de mallas que fabrica.
Como cada camiseta le proporciona un beneficio de 5 € y cada malla 3 € el beneficio total es:

B(x,y)=5x+3y . Estaes la funcion objetivo que deseamos maximizar.

Para cada camiseta se necesitan en total 200 metros de fibra, de los cuales el 90 % son de
polipropileno. En la composicion de las camisetas hay ademas un 6 % de poliamida y un 4 % de
elastano = 0.90 - 200 =180 metros de polipropileno, 0.06 - 200 = 12 metros de poliamida y 0.04
- 200 = 8 metros de elastano son necesarios para fabricar cada camiseta.

Para cada malla se necesitan en total 200 metros de fibra, de los cuales el 90 % son de
polipropileno. En la composicion de las mallas hay un 2 % de poliamida y un 8 % de elastano -
0.90 - 200 =180 metros de polipropileno, 0.02 - 200 = 4 metros de poliamida y 0.08 - 200 = 16
metros de elastano son necesarios para fabricar cada malla.

Hacemos una tabla con los datos.

Metros de Metros de | Metros de
polipropileno | poliamida | elastano
N° camisetas (x) 180x 12x 8x

N° mallas (y) 180y 4y 16y

TOTALES | 180x+180y 12x+4y 8x+16y

Las restricciones son:

“Debe fabricar, por lo menos, 80 camisetas y 50 mallas” = x>80; y > 50

“Solo dispone de 90 km de fibra de polipropileno, 3,2 km de fibra de poliamida y 6,8 km de
fibra de elastano” - 180x +180y <90000; 12x + 4y <3200; 8x+16y < 6800

Reunimos todas las restricciones en un sistema de inecuaciones.

X >80 X >80 X >80
y >50 y > 50 y >50
180x+180y <90000; = x+y <500 = y<500-x
12x+4y <3200 3x+Yy <800 y <800-3x
8x+16y <6800 X+2y <850 2y <850—x

Para dibujar la regién factible primero dibujamos las rectas que la delimitan.
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x =80 y =50 y =500— X y =800 —-3x 2y =850— X
850 — X
x=80| y X |y=50 x |y=500-x x |y=800-3x * ‘y: >
80 | o 0| 50 0 500 0 800 80 385
80 ‘385 80‘ 50 150‘ 350 150‘ 350 150‘ 350

2y =850-x

P(150,150) 00 \
»y=500—-x

\ vy =800-3x

-30 51 100 150 200 20\30 350 490 450 5
5

X

X >80
y >50
Como las restricciones son y<500—x . la region factible es la region del plano situada a la
y <800 - 3x
2y <850—x

derecha de la recta vertical azul, por encima de la recta horizontal roja y por debajo de las rectas
oblicuas verde, violeta y rosa. Lo comprobamos viendo si el punto P(150, 150) perteneciente a
esta region cumple las restricciones.

150 >80 150 >80
150>50 150>50
150<500-150 =150<500-150
150 <800-3-150 150 <800-450
2-150 <850-150 300 <850-150

Se cumplen todas y la region factible es la zona rayada del dibujo.
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450 \
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[ |
o ' =\ C(150,350)
| |
[ 1
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300 t \ ’
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i 1
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i 1
' *
2004 v = 80) -4 y= 500—x ...
[ | “
" L Region fuctible \
r *
i i
|
100 ! v =800—3x
I
V:A(80,50) D(250, 50)
y=150
5 100 150 200 0 \ 300 350 1

b) Para determinar con qué produccion se puede obtener mayores beneficios, cumpliendo las
restricciones, valoramos los beneficios B(x, y)="5x+3y en cada uno de los vértices de la region

factible buscando el maximo.

A(80, 50) - B(80,50) =5-80+3-50 =550

B(80, 385) > B(80,385)=5-80+3-385 = 1555

C(150, 350) > B(150,350) =5-150+3-350 =1800 jMéaximo!

D(250, 50) - B(250,50) =5-250+3-50 =1400

El maximo beneficio que se puede conseguir es de 1800 € y se consigue en el punto

C (150, 350) que significa fabricar 150 camisetas y 350 mallas.
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4. Considere la funcion f (x)=ax*+bx*+c.
a) Encuentre los valores de los parametros a, b y ¢ sabiendo que la funcion tiene un maximo en el

punto (2, 1) y un minimo en el punto (0, -1). [1,25 puntos]
b) Encuentre los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de la funcion para los valores de los
parametros a, b y ¢ encontrados en el apartado anterior. [1,25 puntos]

a) La funcion tiene un méximo en el punto (2, 1) y un minimo en el punto (0, —1), por lo que la
derivada se anulaen x=2 yen x=0 > f’(2)=0y f’(0)=0.

f(x)=ax* +bx* +c = f’(x)=4ax’+2bx
f7(0)=0

£°(2)=0

4a-0°+2b-0=0
= =
4a-2° +20-2=0

—=32a+4b=0=8a+b=0=|b=-8a]
La funcion queda f (x)=ax*-8ax’+c.
La funcion tiene un maximo en el punto (2, 1) y un minimo en el punto (0, —1), por lo que la

funcion pasa por estos puntos > f(2)=1y f(0)=-1.

f(x)=ax*-8ax*+c

-1=a-0*-8a-0°+c 1=
f(O):—l = :> =
1=a-2*-8a-2*+c 1=16a—-32a+c¢C
f(2)=1
2 -1
=1=-16a-1=2=-1fa=|la=—=—
-16 8

Los valores buscados son a = %l =-0.125, b= —8%1 =1yc=-1.

_ A
b) Para los valores azg, b=1y c=-1 lafuncién queda f(x):?x+x2—1.

Buscamos los puntos criticos de la funcidn averiguando cuando se anula la derivada.

4 3 3
f(x):i+x2—1:> f'(x):_4x +ox =% 4 ox
8 2

3
f’(x):O:%+2x:03—x3+4x:0:>—x(x2—4):0:>

x=0
=
X2—4=0>x> =4 |x=4=142
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La funcidn presenta tres puntos criticos. Estudiamos el signo de la derivada antes, entre y
después de estos valores.
e Enelintervalo (—oo,—2) tomamos x =-3 Yy la derivada vale

3
f°(-3)= @ +2(-3)=7.5>0. La funcién crece en (—oo, —2) .

e Enelintervalo (—2,0) tomamos x =-1 Yy la derivada vale

3
f(-1)= (-9 +2(~1)=-15<0. La funcién decrece en (-2,0).

_13
e Enelintervalo (0,2) tomamos x=1 y la derivada vale f’(l):71+2-1:1.5>0. La

funcion crece en (0,2).
_ 23
e Enelintervalo (2,+0) tomamos x=3 y la derivada vale f’(3):73+2-3:—7.5<0. La

funcién decrece en (2,+oo).

La funcion crece en (—o0,—2)(0,2) y decrece en (—2,0)U(2,+0).
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5. En una empresa de tecnologia hay un total de 100 empleados divididos en tres secciones:
administracion, investigacion y publicidad. Todos los empleados de cada seccion cobran el mismo
sueldo mensual: 2.000 euros los de administracion, 2.400 euros los de investigacion y 2.800 euros
los de publicidad, y el gasto total mensual en salarios de la empresa es de 228.000 euros.

a) Plantee y estudie el sistema de ecuaciones asociado. Justifique si se puede determinar el nimero
de empleados de cada seccion. [1,25 puntos]

b) Una reestructuracion reciente ha obligado a despedir % parte de los empleados de

administracion, % parte de los de investigacion y % parte de los de publicidad. Este hecho ha

supuesto un ahorro mensual en salarios de 33.200 euros. Determine cuantos empleados tenia
cada seccion de la empresa antes de la reestructuracion. [1,25 puntos]

a) Llamamos x, y, z al numero de empleados en administracion, investigacion y publicidad,
respectivamente.

En una empresa de tecnologia hay un total de 100 empleados divididos en tres secciones -
X+Yy+2z=100.

Cobran 2.000 euros los de administracion, 2.400 euros los de investigacion y 2.800 euros los de
publicidad, y el gasto total mensual en salarios de la empresa es de 228.000 euros -
2000x + 2400y + 2800z = 228000 .

Reunimos las ecuaciones en un sistema.

X+Yy+2z=100 X+Yy+2z=100
=
2000x + 2400y + 2800z = 228000 5X+6y+7z=570

No se pueden determinar el nimero de empleados en cada seccidn pues falta informacion, hay 3
incdgnitas y solo 2 ecuaciones.

b) Al no pagar los sueldos de todos los despedidos se han ahorrado 33.200 euros. Podemos obtener
una tercera ecuacion con la nueva informacion.

% parte de los empleados de administracion, % parte de los de investigacion y % parte de los

de publicidad cobran, sumando todos sus sueldos 33200 € -> % 2000+ % 2400 + é 2800 =33200

Afadimos esta ecuacion al sistema anterior y lo resolvemos.

X+Yy+z=100 X+Yy+2z=100
5X+6Yy+7z2=570 = 5Xx+6y+72=570 =
200x +400y + 560z = 33200

X 2000+ 2400+ £ 2800 = 33200
10 6 5
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x=100—-y—-z
=5Xx+6y+7z=570 ;=

5(100-y-2)+6y+7z=570 }
5x+10y +14z =830

=
5(100— y—2)+10y +147 =830

500-5y—-5z+6y+7z=>570 y+2z=70 y=70-2z
= = = =
500-5y—-5z+10y+14z =830 5y+9z=330 5y+9z =330

=5(70-22)+92=330=350-102+92=330= 2= -20=[2=20|=

= |y=70-2-20=30| =[x =100-30— 20 =50

Antes de la reestructuracion habia 50 empleados en administracion, 30 en investigacion y 20 en
publicidad.
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6. Un centro de formacion organiza un curso subvencionado que tiene un coste fijo de 9.000 €, al que
hay que sumar una cantidad que varia segin el nimero de alumnos del curso y que viene dada por
la funcion 0,02x*>—24x, en la que x representa el nimero de alumnos matriculados. EI Consejo
Comarcal ha otorgado al centro una subvencién de 5.000 € para la organizacion del curso y el
Ayuntamiento paga al centro 30 € por cada alumno matriculado.

El gasto que debe asumir el centro es la diferencia entre el coste total del curso y las dos
subvenciones recibidas.

¢Cuantos alumnos deben matricularse al curso para que el gasto sea minimo para el centro y cuél
seria este gasto? [2,5 puntos]

Determinamos la expresion del gasto del curso en funcion del nimero de alumnos que participan.
Llamamos C(x) al coste del curso y S(x) al total de las subvenciones que ser reciben.

C(x)=9000+0,02x° —24x
S(x)=5000+30x = G(x)=9000+0,02x* — 24x — (5000 +30x) =
G(x)=C(x)-S(x)

=[G (x)=0,02x* —54x +4000

La funcion que establece el gasto que debe realizar el centro para impartir el curso en funcion de los
alumnos matriculados tiene la expresion: G (x) =0,02x% —54x 44000 .

Derivamos esta funcidn y buscamos los valores de x que anulan la derivada (puntos criticos).

G(x)=0,02x° —54x+4000 = G"(x) =0,06x" —54

G’(x)=0=0,06x*—54=0= 0.06x" =54 = X’ :%:9003 X =+/900 = 30
La funcion presenta un punto critico en x =30. Sustituimos este valor en la segunda derivada.
G’(x) =0,06x> —54:>G"(x)=0,12x:>G"(30)=O,12-30=3.6 >0

Al ser positiva la segunda derivada la funcion presenta un minimo relativo para x=30.
Hallamos el gasto para este valor: G (30) =0,02-30% —54-30+4000 = 2920 .

Para que el gasto sea minimo para el centro deben matricularse 30 alumnos en el curso. Este gasto
minimo es de un importe de 2920 euros.
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PAU Julio (serie 1) 2020

W Generalitat de Catalunya
WX Consell Interuniversitari de Catalunya
Oficina d'Accés a la Universitat

Proves d’accés a la universitat

Matematicas aplicadas a las ciencias sociales
Serie 1

Responda a CUATRO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique siempre qué
quiere hacery por qué.

Cada cuestion vale 2,5 puntos.

Puede utilizar calculadora, pero no se permite el uso de calculadoras u otros aparatos que
pueden almacenar datos o que pueden transmitir o recibir informacion.

Puede utilizar las paginas en blanco (paginas 14 y 15) para hacer esquemas, borradores,
etc., 0 para acabar de responder a alguna cuestion si necesita mas espacio. En este ultimo caso,
debe indicarlo claramente al final de la pagina de la cuestion correspondiente.

1. Un vendedor de una libreria de viejo cobra, ademas de un sueldo fijo, varias comisiones
dependiendo del tipo de libro que vende. Cobra 1 € por cada comic, 1,5 € por cada revistay 2 €
por cada novela.

Ayer, vendio el doble de revistas que de novelas y 5 comics menos que revistas, y consiguio en
total una comision de 30 €.

¢Cuantas publicaciones vendio de cada tipo?
[2,5 puntos]

2. El 1 de enero de 2019 sali6 al mercado un nuevo modelo de un producto técnico de esqui. La
funcion de tercer grado f(x)=10x>-210x*+1.470x nos da el nimero total de unidades

vendidas, en la que x denota el nimero de meses transcurridos, desde el lanzamiento del producto,
durante el primer afio (es decir, x € [0, 12]).
a) ¢Cuéntas unidades se habian vendido al cabo de 3 meses? ;Cuantas se vendieron al cabo de un
afio? Determine la tasa de variacion media entre los meses 3 'y 12.
[1,25 puntos]
b) Compruebe que la funcién es creciente en el intervalo [0, 12] y encuentre en qué instante el
crecimiento ha sido mas lento.
[1,25 puntos]

3. El coste de elaboracion de un mena en un restaurante es de 8 €. Se ha realizado un estudio de
mercado y se ha llegado a la conclusion de que si el precio del menti es de 18 € entran a comer en
el restaurante 120 clientes. También se ha concluido que la relacién entre el precio del mena vy el
namero de clientes es lineal, de forma que, por cada euro que se aumenta el precio del mend,
disminuye en 4 el namero de clientes. Y al revés, por cada euro que se disminuye el precio,
aumenta en 4 el namero de clientes.

a) Obtenga la funcion que expresa el beneficio del restaurante en funcién del nimero de euros en
que se aumenta o se disminuye el precio inicial del mend.
[1,25 puntos]
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b) Encuentre en cuantos euros hay que aumentar o disminuir el precio inicial del menu para que el
restaurante obtenga el beneficio maximo. ;(Cudl seria el precio final del menud y cudl seria el
beneficio obtenido con este precio?

[1,25 puntos]

4. Un fabricante de muebles de jardin fabrica sillas y mesas de madera de exterior. Cada silla le aporta
un beneficio de 20 € y cada mesa uno de 25 €. Se sabe que cada mes puede producir como maximo
un total de 120 muebles entre los dos productos. También se sabe que, como maximo, puede
fabricar 100 sillas y que debe fabricar un minimo de 10 mesas. Por otra parte, el niamero de sillas
fabricadas debe ser igual o superior al triple de mesas fabricadas.

a) Determine la funcion objetivo y las restricciones. Dibuje la region factible.
[1,25 puntos]

b) ¢Cual es la produccion mensual que le aporta el maximo beneficio una vez vendida? ;Cual es
este beneficio?
[1,25 puntos]

. . 0 1 2 1
5. Considere las matrices A= y B=

-1 -1 1 2
a) Compruebe que es cumple que A™ = A?,
[1,25 puntos]
b) Resuelva la ecuacion matricial A - X + B =1, donde | es la matriz identidad de orden 2.
[1,25 puntos]

6. El beneficio de una empresa, expresado en millones de euros, viene dado por la siguiente funcién,
en la que x indica el nimero de afios que han pasado desde que empezo a funcionar:
B(x): 5x2+20_@ .
Xx*+9 9
a) ¢Cual es el beneficio en el momento en que la empresa comienza su funcionamiento? ;En qué
momento la empresa pasa de tener beneficios a tener pérdidas?
[1,25 puntos]

b) ¢En qué momento consigue la empresa el beneficio maximo? ¢Cual es este beneficio maximo?
[1,25 puntos]
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SOLUCIONES

1. Un vendedor de una libreria de viejo cobra, ademas de un sueldo fijo, varias comisiones
dependiendo del tipo de libro que vende. Cobra 1 € por cada comic, 1,5 € por cada revistay 2 €
por cada novela.

Avyer, vendio el doble de revistas que de novelas y 5 comics menos que revistas, y consiguio en total
una comision de 30 €.

¢Cuéntas publicaciones vendié de cada tipo? [2,5 puntos]

Llamamos ”X” al nimero de comics que vende, “y” al nimero de revistas y “z” al nimero de
novelas.

Cobra 1 € de comision por cada comic que vende, 1.5 por cada revista y 2 € por cada novela.
Siendo el total de la comision que recibe de 30 € por estas ventas > X+1,5y+2z =30

Vende el doble de revistas que de novelas > y =2z
Vende 5 comics menos que revistas > x=y-5
Juntamos estas ecuaciones en un sistema de ecuaciones lineales y lo resolvemos.

X+1,5y+2z2=30

X+15-22+22=30
X=y-5 = =22-5+32+22=30=>
X=272-5
y=22
x=10-5=5

=72=35=[2=5= -
y:

Vende 5 comics, 10 revistas y 5 novelas.
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2. El 1 de enero de 2019 sali6é al mercado un nuevo modelo de un producto técnico de esqui. La
funcién de tercer grado f(x):10x3—210x2+1.470x nos da el numero total de unidades
vendidas, en la que x denota el nimero de meses transcurridos, desde el lanzamiento del producto,

durante el primer afio (es decir, x € [0, 12]).
a) ¢Cuéntas unidades se habian vendido al cabo de 3 meses? ;Cuantas se vendieron al cabo de un

afio? Determine la tasa de variacion media entre los meses 3y 12. [1,25 puntos]
b) Compruebe que la funcién es creciente en el intervalo [0, 12] y encuentre en qué instante el
crecimiento ha sido mas lento. [1,25 puntos]

a) Nos piden calcular f(3), sustituimos en la funcion:
f(3)=10-3°-210-3%+1470-3=2790 unidades.
Al final del afio es el mes 12, se venden:
f (12) =1012° —210 12 +1470 12 = 4680 unidades.

La tasa de variacion media entre el mes 3y 12 es

TVM (3,12) = —468102_ 23790 =210

b) Utilizamos la derivada y vemos si es creciente en el intervalo [0, 12].

f (x)=10x° —210x* +1470x = f (x) =30x* — 420X +1470

f(x)=0=30x*-420x+1470 =0 = x* ~14x+49=0=

14+./(-14)° -4 -4
= X= ( ) 9:E:7
2 2

Veamos el signo de la derivada antes y después de x = 7.

e En(0,7) tomamos x = 1y la derivada vale f "(1)=30—-420+1470=1020> 0. La funcion
crece en (—0,7).
e En(7,12) tomamos x = 10 y la derivada vale f (10)=3000—4200+1470=270>0. La

funcion crece en (7,12).
La funcién crece en [0, 12].

Nos preguntan dénde alcanza la derivada f (x) =30%* —420x+1470 el valor mas pequefio.

Como la derivada hemos visto que siempre es positiva o cero el valor mas pequefio que toma es
0. Esto ocurreen x = 7.
El crecimiento es mas lento en el mes 7 (Julio).
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3. El coste de elaboracion de un mena en un restaurante es de 8 €. Se ha realizado un estudio de
mercado y se ha llegado a la conclusién de que si el precio del mend es de 18 € entran a comer en
el restaurante 120 clientes. También se ha concluido que la relacion entre el precio del mena y el
namero de clientes es lineal, de forma que, por cada euro que se aumenta el precio del mend,
disminuye en 4 el nimero de clientes. Y al revés, por cada euro que se disminuye el precio,
aumenta en 4 el namero de clientes.

a) Obtenga la funcion que expresa el beneficio del restaurante en funcion del nimero de euros en
que se aumenta o se disminuye el precio inicial del mend. [1,25 puntos]

b) Encuentre en cuantos euros hay que aumentar o disminuir el precio inicial del menu para que el
restaurante obtenga el beneficio maximo. ¢Cual seria el precio final del mend y cudl seria el
beneficio obtenido con este precio? [1,25 puntos]

a) Llamemos “X” al nimero de euros que aumenta o disminuye el precio del ment e “y” al nimero
de clientes.
Nos dicen que el nimero de clientes esta en funcién del cambio del precio del mena de forma

lineal.
y=mx+n

Por cada 1 € que aumenta el precio del menu disminuye en 4 el nimero de clientes. Sicon 18 €
(x = 0) tienen 120 clientes con un precio de 19 € (x = 1) tendrén 120 — 4 = 116 (y=116).
Hacemos un sistema y determinamos el valor de “m” y “n”.

120=m-0+n =
}: }:>116=m+120:>

116=m-1+n 116 =m+n

La funcidn que relaciona la variacion del precio del mena y el nimero de clientes es
y =—-4x+120.

Como la elaboracion del ment cuesta 8 € y se vende a un precio “18 + X por cada menu se gana
18+x-8=10+Xx.

Como se venden “y” menus el beneficio es B(X, y) = y(lO+ X) :

Ademas, sabemos que el precio y el nimero de clientes esta relacionado con la formula
y =—-4x+120 la funcién beneficio queda:

B(X)=(10+x)(—4x+120) =—4x" —40x +120x +1200 = —4x" +80x +1200
B(X) = —4x* +80x+1200

b) Buscamos un maximo de esta funcion usando su derivada.
B(x)=—4x*+80x+1200 = B’(x) =-8x+80

B'(x):03—8x+80:0:>X:%:10

Sustituimos en la derivada segunda y vemos si €s un maximo.
B’(x)=—8x+80=B"(x)=—8=B"(10)=-8<0
En x = 10 hay un méximo relativo.

Con una subida de precio de 10 € se obtiene un beneficio maximo.
El precio del ment para obtener el maximo beneficio es de 18 + 10 = 28 € y el beneficio maximo

que se puede obtener es de B(l()) =—4-10° +80-10+1200 =1600 €
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4. Un fabricante de muebles de jardin fabrica sillas y mesas de madera de exterior. Cada silla le aporta
un beneficio de 20 € y cada mesa uno de 25 €. Se sabe que cada mes puede producir como méaximo
un total de 120 muebles entre los dos productos. También se sabe que, como maximo, puede
fabricar 100 sillas y que debe fabricar un minimo de 10 mesas. Por otra parte, el nimero de sillas
fabricadas debe ser igual o superior al triple de mesas fabricadas.

a) Determine la funcion objetivo vy las restricciones. Dibuje la region factible. [1,25 puntos]
b) ¢Cuél es la produccién mensual que le aporta el maximo beneficio una vez vendida? ;Cudl es este
beneficio? [1,25 puntos]

a) Llamemos “X” al nimero de sillas que fabrica en un mes e “y” al nimero de mesas.

Como cada silla le proporciona un beneficio de 20 € y cada mesa 25 € el beneficio total es:
B(x,y)=20x+25y . Esta es la funcion objetivo que deseamos maximizar.
Las restricciones son:

“Cada mes produce como maximo 120 muebles” 2> x+y <120

“Como maximo puede fabricar 100 sillas y un minimo de 10 mesas” - x <100; y>10
“El numero de sillas ha de ser igual o superior al triple de mesas” > X > 3y

“El numero de sillas y mesas debe ser positivo o cero” > x>0; y>0

Reunimos todas las restricciones:

X+Yy <120

x <100 X+Yy <120

y>10 x <100
=

X >3y y>10

x>0 X >3y

y>0

Para dibujar la region factible primero dibujamos las rectas que la delimitan.

X+Yy=120 x =100 y=10
X | y =120—x x:100| y x |y=10
0 120 100 0 0 10
120 0 100 |120 120 | 10
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P(80.20)

Probamos si el punto P(80, 20) cumple las restricciones.

80+20<120
80<100 ., . -
20510 Se cumplen todas y la region factible es la zona rayada del dibujo.
80>3-20
o Fdgh=120
B " x =3}
U SRR SO OO NS WO SO W 3 sl C
A
// y=10 D
x =100

b) Para determinar con qué produccion se puede obtener maximo beneficio, cumpliendo las
restricciones, averiguamos las coordenadas de los vértices de la region factible y valoramos la
funcién beneficio en cada uno de ellos.

A(30, 10) > B(30,10) =600+ 250 =850
B(90, 30) > B(90, 30) =1800-+ 750 = 2550
C(100, 20) > B(lOO, 20) = 2000 +500 = 2500
D(100, 10) - B(100,10) = 2000+ 250 = 2250

El méximo beneficio es de 2550 € y se consigue en el punto B(90, 30) que significa una
produccién de 90 sillas y 30 mesas.
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. . 0 1 2 1
5. Considere las matrices A= y B=
-1 -1 1 2

a) Compruebe que es cumple que A™ = A?, [1,25 puntos]
b) Resuelva la ecuacion matricial A - X + B = 1, donde | es la matriz identidad de orden 2.
[1,25 puntos]

a) Determinamos la expresion de A? y comprobamos que es la inversa de la matriz A.

Az_O 1Yo 1) (-1 -1
-1 1)1 1) (1 o
Para que A? sea la inversa de A debe cumplirse que A?-A=1y A-A*=].
) -1 -1\y(0 1 0+1 -1+1 10
A -A: = = =|
1 0){-1 -1) (0+0 1-0 01
A-A=A-A- A=A A=
Queda demostrado que A" = A’
b) Despejamos X de la ecuacion matricial.
A-X+B=I:>A-X=I—B:>X=A’1(I—B)

Obtenemos la expresion de la matriz X.

ol SR Gl SHA
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6. El beneficio de una empresa, expresado en millones de euros, viene dado por la siguiente funcion,
en la que x indica el namero de afios que han pasado desde que empez6 a funcionar:
o9X+20 20
B(x)=
xX+9 9
a) ¢Cual es el beneficio en el momento en que la empresa comienza su funcionamiento? ¢En qué

momento la empresa pasa de tener beneficios a tener pérdidas? [1,25 puntos]
b) ¢En qué momento consigue la empresa el beneficio maximo? ;Cual es este beneficio maximo?
[1,25 puntos]

a) Nos piden calcular B(0), sustituimos y calculamos.

B(O) 0+20_20 =0. En los comienzos de la empresa el beneficio es 0.
0°+9 9

5x+20 20

Nos preguntan por el momento en que el beneficio B(x)= 9 g pasa de tomar valores
X2 +

positivos (B(x)>0) a tener valores negativos (B(x)<0).
Para ello averiguamos primero cuando se anula la funcion.

=
x?+9 9 x?+9

5x+20 20 0 5X+20 20

B(x)=0= = 45x +180 = 20x +180 =

x=0

= 20x* —45x =0=5x(4x-9)=0= 9
4X—9=O:>X=Z=2.25

Como es una funcién continua basta ver como son los beneficios antes y después de 2,25 afios.

52420 20_10 ;o

e En(0,2.25) tomamos x = 2 y obtenemos B(2)=
22+9 9 117

beneficios son positivos antes de 2.25 afios.

e En (2.25,+0) tomamos x = 3 y obtenemos B(3) = 195420 20_ 5 4 Lo

F+9 9 28
beneficios son negativos a partir de 2,25 afos.

A los 2.25 afios cambian de signo los beneficios. A los 2 afios y 3 meses.

b) Utilizamos la derivada de la funcién para obtener los puntos criticos.

B(X):Sx+20_§:> ( ):5(X2+9)_2X(5X+20):5X2+45—10X2—4Ox
X2+9 9 (X2+9)2 (X2+9)2
, —5x* —40x + 45
B(x)= 2
) (¢+g) 1o 2X Ao 5 qox+45-0=
(x2+9)
B'(x)=0
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—8+10_1_X
:>x2+8x—9=0:>x=_8i 82+36:—8i10: 2
2 2 -8-10
> =-9=x

No consideramos el valor x = -9 por ser negativo y vemos que ocurre antes y despueés del afio 1.
—5x? —40x + 45

> . La funcién crece
2
(x +9)

e En (0,1) tomamos x = 0.5y la derivada vale B"(x)=

en (0,1).
-20-80+45 _ -55

( - )2 169 < 0. La funcion
2°+9

e En (1,+00) tomamos x = 2y la derivada vale B'(2) =

decrece en (1,+x).

La funcion sigue el esquema siguiente.

g
e
o

b3

La empresa tiene un maximo beneficio en el afio 1.

Este beneficio maximo tiene un valor de B(1)= i; 28 —% = % =0.277777 millones. Un
—+

beneficio de 277 777 €.
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PAU septiembre (serie 5) 2019

HIIN Generalitat de Catalunya
X Consell Interuniversitari de Catalunya
Oficina d’Accés a la Universitat

Proves d’accés a la universitat 2019

Matematicas aplicadas a las ciencias sociales
Serie 5

Responda a CINCO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique siempre qué
quiere hacery por qué.

Cada cuestion vale 2 puntos.

Puede utilizar calculadora, pero no se permite el uso de calculadoras u otros aparatos que
pueden almacenar datos o que pueden transmitir o recibir informacion.

1. Se quiere enviar una fecha codificada. Para ello se considera el vector de tres componentes
X = (d m a), en el cual d expresa el dia, m el mes y a el afio. Seguidamente, se realiza la operacion
X-A+B, donde A y B son las matrices

10 -1
A=|0 1 -1|yB=(5 -5 5).
100

El resultado de esta operacion es el vector codificado que enviamos.

a) Si la fecha que se quiere enviar es el 1 de enero de 2019, es decir, si X = (1 1 2019), ceual
es el vector codificado que se enviara? [0,75 puntos]

b) Si el vector codificado que ha llegado es (2036 1 —13), ¢cual es la fecha sin codificar? [1,25
puntos]

2. Para la campafa de este verano, una tienda de deportes que vende patinetes eléctricos espera vender
40 patinetes a un precio de 1.000 € por patinete. Segiin un estudio de mercado, la relacion entre el
namero de veces que se rebaja el precio del patinete en 50 € y el nimero de patinetes vendidos es
lineal, y, por cada 50 € de rebaja en el precio de venta de cada patinete, habrd un incremento de
las ventas de 10 patinetes mas.

a) Escriba la funcion de ingresos de la tienda en funcion del nimero de veces que rebaje en 50 €
el precio inicial de 1.000 € del patinete. [1 punto]

b) Encuentre cual debe ser el precio del patinete para obtener los ingresos maximos. Encuentre
también el nimero de patinetes que se venderan y los ingresos que se obtendran con este precio.
[1 punto]

3. Se prevé un cambio importante en la poblacién de una determinada zona por cuestiones
medioambientales. EI nimero de habitantes de la zona, en millones, vendra dado por la funcién

2
P(t) = LZS; , donde t mide el tiempo en afios desde el momento actual (t = 0).
(t+2)
a) Diga cual es el namero de habitantes de la zona actualmente y cuél sera este nimero a muy
largo plazo. [1 punto]
b) ¢En qué momento se llegara al namero minimo de habitantes? ; Cuantos habitantes habra en ese
momento? ;Cual es el nimero maximo de habitantes que se alcanza en esta zona? [1 punto]
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4. Entres sorteos consecutivos de la Lotto 6/49 ha habido 51 personas que han acertado los 6 nimeros
de la combinacion ganadora en alguno de los tres sorteos. EI nimero de personas que acertaron la
combinacion ganadora en el tercer sorteo es la mitad del total de personas que la acertaron en los
dos primeros sorteos juntos. También sabemos que el nimero de personas que acertaron la
combinacion ganadora en el primer sorteo supera en 11 el total de personas que la acertaron en el
segundo y en el tercer sorteos juntos. Con estos datos, calcule cuéntas personas acertaron la
combinacion ganadora de la Lotto 6/49 en cada uno de los tres sorteos. [2 puntos]

5. Considere una funcién f (x) cuya primera derivada es f’(x) =2x*+bx+4, donde b es un
parametro real.
a) Determine el valor de b para que f (x) tenga un extremo relativo en x = —1 y razone si se trata
de un maximo o de un minimo. [1 punto]

b) Si se sabe que la grafica de la funcion f (x) pasa por el punto (0, 3), encuentre la ecuacion de la
recta tangente a f (x) en este punto. [1 punto]

6. Un horno artesano hace dos tipos de panecillos, los integrales y los de cereales. En su elaboracion,
ademas de la harina correspondiente, se usa levadura de masa madre y agua. La cantidad de
levadura de masa madre y de agua que se utiliza en la elaboracion de cada panecillo depende de si
se trata de un panecillo integral o de cereales.

Se quiere saber cuantos panecillos de cada tipo se pueden hacer. Después de comprobar la
cantidad de masa madre y de agua de que se dispone, y teniendo en cuenta que la cantidad de

panecillos de cereales no puede superar la de panecillos integrales, se obtiene la siguiente region
con todas las posibilidades.

3%}

X
4 p N 681})\IN4

En el gréafico, el eje de las x representa el nimero de panecillos integrales y el de las y, el namero
de panecillos de cereales.

a) Escriba las inecuaciones que dan lugar a esta region factible. [1 punto]
b) Si los panecillos integrales se venden a 8 € cada unidad y los de cereales a 10 €, jcuantos

panecillos de cada tipo se tienen que vender para obtener los maximos ingresos? ¢Cuales son
estos maximos ingresos? [1 punto]

5}

199 de 289 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU septiembre 2019 Matemadticas aplicadas a las CC. SS. Il en Cataluiia Juan Antonio Martinez Garcia

SOLUCIONES

1. Se quiere enviar una fecha codificada. Para ello se considera el vector de tres componentes
X = (d m a), en el cual d expresa el dia, m el mes y a el afio. Seguidamente, se realiza la operacion
X-A+B, donde A y B son las matrices

10 -1
A=|0 1 -1|yB=(5 -5 5).
100

El resultado de esta operacion es el vector codificado que enviamos.

a) Si la fecha que se quiere enviar es el 1 de enero de 2019, es decir, si X = (1 1 2019), ¢cudl es
el vector codificado que se enviara? [0,75 puntos]

b) Si el vector codificado que ha llegado es (2036 1 —13), ;cudl es la fecha sin codificar? [1,25
puntos]

a) Realizamos el calculo correspondiente con X =(1 1 2019).

10 -1
X-A+B=(1 1 2019)[0 1 -1|+(5 -5 5)=
100

=(1+0+2019 0+1+0 -1-1)+(5 -5 5)=(2025 -4 3)
El vector codificado que se enviariaes (2025 —4 3).

b) Si el vector codificado es (2036 1 —13) resolvemos la ecuacion matricial correspondiente.

10 -1
X-A+B=(2036 1 -13)=(d m a)|0 1 -1|+(5 -5 5)=(2036 1 -13)=
10 0
10 -1
=(d m a)0 1 -1|=(2036 1 -13)-(5 -5 5)=
10 0
d+a=2031
=(d+a m -d-m)=(2031 6 -18)= =
-d-m=-18
d+a=2031
= —12+a=2031=[a= 2019
{—d—G:—18—>

La fecha sin codificar es dia 12 del mes 6 (junio) del afio 2019.
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2. Para la campafia de este verano, una tienda de deportes que vende patinetes eléctricos espera vender
40 patinetes a un precio de 1.000 € por patinete. Segtn un estudio de mercado, la relacion entre el
numero de veces que se rebaja el precio del patinete en 50 € y el nimero de patinetes vendidos es
lineal, y, por cada 50 € de rebaja en el precio de venta de cada patinete, habra un incremento de
las ventas de 10 patinetes mas.

a) Escriba la funcion de ingresos de la tienda en funcion del nimero de veces que rebaje en 50 € el
precio inicial de 1.000 € del patinete. [1 punto]

b) Encuentre cudl debe ser el precio del patinete para obtener los ingresos maximos. Encuentre
también el nimero de patinetes que se venderan y los ingresos que se obtendran con este precio.
[1 punto]

a) Llamamos “x”" al nimero de veces que se rebaja 50 € el precio del patinete (1000 €).
Si rebajamos “X” veces 50 € el precio de venta de cada patinete el nuevo precio sera de 1000—50x,
habra un incremento de las ventas de 10 patinetes mas (40+10x patinetes vendidos) entonces la
funcién de ingresos de la empresa sera el nimero de patinetes multiplicado por el precio de cada
patinete.
I (x) =(40+10x)-(1000—-50x)
Realizamos el producto y obtenemos la expresion polindmica de la funcion ingresos.

I (X) = (40 +10x)-(1000 —50x) = 40000 — 2000 +10000x —500x> = —500x° +8000X + 40000

La funcion ingresos es I (x) =-500x* +8000x +40000, siendo x el nimero de veces que se
rebaja 50 € el precio del patinete.

b) Derivamos la funcién ingresos y averiguamos cuando se anula la derivada.

I (x) = —500x* +8000x +40000 = 1(x) = —1000x +8000

1"(x) = 0 = —1000x +8000 = 0 = 1000x = 8000 =

Sustituimos el valor obtenido x =8 en la segunda derivada para comprobar si es maximo o
minimo de la funcion.

I "(x) =—-1000x +8000 = | “(x) =—-1000 = 1 ”(8) =—1000 < 0
Al ser la segunda derivada negativa la funcion ingresos tiene un maximo relativo para x=8.

Los ingresos son maximos con 8 rebajas de 50 € en el precio del patinete, es decir, si rebajamos

su precio 50 - 8 =400 €. El precio del patinete que nos proporciona unos ingresos maximos es de
1000 — 400 = 600 €.

Los ingresos maximos tendran un valor de 1(8) =—500-8> +8000-8 + 40000 = 72000 € .
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3. Se prevé un cambio importante en la poblacién de una determinada zona por cuestiones
medioambientales. EI nimero de habitantes de la zona, en millones, vendré dado por la funcion

2
P(t) = % , donde t mide el tiempo en afios desde el momento actual (t = 0).
t+2
a) Diga cudl es el nimero de habitantes de la zona actualmente y cudl sera este nimero a muy largo
plazo. [1 punto]

b) ¢En qué momento se llegard al nimero minimo de habitantes? ;Cuantos habitantes habra en ese
momento? ;Cual es el nimero maximo de habitantes que se alcanza en esta zona?  [1 punto]

a) El nimero de habitantes de la zona actualmente es el valor de P(0).

0?+28

P(0)= (0+2)°

7

Actualmente hay 7 millones de habitantes.

A muy largo plazo se supone que los afios crecen hasta +oco. Calculo el limite de la funcion
cuando pasan un nimero de afios grande.

t2+28
2 2 LY
lim P(t)= lim — 28 _ jjm B iy € €
t—+o0 t—+0 (t+2) t—>+o0 t +4t+4 t—+o 4t 4
2t et
t t t
28 28
, 1+t7 1+g 1+0
I+ —+— 1+—+— U+
Tt t o 0

El nimero de habitantes a largo plazo tiende a ser de 1 millén de habitantes.

b) Usamos la derivada para obtener los puntos criticos de la funcién P(t).

P() =12 _ p(t)=

2t(t+2) —2(t+2)(t*+28)  2t(t+2)-2(t* +28)
(t+2)° B

(t+ 2)4 (t+ 2)3

2 2
P'(t): 2t° +4t -2t -56  4t—-56

(t+2)3 (t+2)3
P(t)=0= 4t—56 =0=>4t-56=0= t=§=14
3
(t+2) 4

La funcion presenta un punto critico en t =14. Estudiamos la evolucion de la funcion antes y
después de este valor.

170 2 0.1a
(v2f 21

e Enelintervalo (0,14) tomamos t =1y su derivada vale P’(1)=

funcion decrece en (0,14).
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415-56 _ 4 _
(15+2) 4913

e Enelintervalo (14,+) tomamos t =15 y su derivada vale P(15) =
. La funcion crece en (14,+o).

Como la funcidn decrece antes de t =14 y crece después de dicho valor tenemos un minimo de
la funcion al cabo de 14 afios.

2
La poblacién al cabo de 14 afios serd de P(14) = 14—+2§ = 0.875 millones, es decir, 875 000

14+2)
habitantes.
La poblacion alcanza un minimo nimero de habitantes (875 000) pasados 14 afios.
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4. Entres sorteos consecutivos de la Lotto 6/49 ha habido 51 personas que han acertado los 6 nimeros
de la combinacion ganadora en alguno de los tres sorteos. EI nimero de personas que acertaron la
combinacion ganadora en el tercer sorteo es la mitad del total de personas que la acertaron en los
dos primeros sorteos juntos. También sabemos que el nimero de personas que acertaron la
combinacion ganadora en el primer sorteo supera en 11 el total de personas que la acertaron en el
segundo y en el tercer sorteos juntos. Con estos datos, calcule cuantas personas acertaron la
combinacion ganadora de la Lotto 6/49 en cada uno de los tres sorteos. [2 puntos]

Llamamos “x” al nimero de acertantes del primer sorteo, “y”’ al nimero de acertantes del
segundo y “z” al mimero de acertantes del tercero.

Obtenemos las ecuaciones correspondientes a cada informacién proporcionada en el enunciado
del problema.

En tres sorteos consecutivos de la Lotto 6/49 ha habido 51 personas que han acertado los 6
nameros de la combinacién ganadora en alguno de los tres sorteos > x+y+z=51.

El nimero de personas que acertaron la combinacidn ganadora en el tercer sorteo es la mitad

. . X+
del total de personas que la acertaron en los dos primeros sorteos juntos - z = Xy,

El nimero de personas que acertaron la combinacion ganadora en el primer sorteo supera en
11 el total de personas que la acertaron en el segundo y en el tercer sorteos juntos -
X=Yy+z+11.

Juntamos las tres ecuaciones obtenidas en un sistema que resolvemos.

X+y+z=>51
X+y+z=51
X+Yy y+z+11l+y+z=>51 2y+2z=40
1=—- =27=X+Y = =
2 22=Yy+72+11+y z=2y+11
X=y+z+11
X=y+z+11
y+z=20

= = y+2y+11=20=3y=9= y:9:3:>
z=2y+11 3

=[2=2-3+11=17|=[x=3+17+11=3]]

Acertaron 31 personas en el primer sorteo, 3 en el segundo y 17 en el tercero.
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5. Considere una funcién f (x) cuya primera derivada es f ’(x) =2x* +bx+4, donde b es un

parametro real.

a) Determine el valor de b para que f (X) tenga un extremo relativo en x = —1 y razone si se trata de
un méximo o de un minimo. [1 punto]

b) Si se sabe que la gréfica de la funcion f (x) pasa por el punto (0, 3), encuentre la ecuacion de la
recta tangente a f (x) en este punto. [1 punto]

a) Si f (x) tiene un extremo relativo en x = —1 entonces la derivada se anula para dicho valor >
f(-1)=0.

f’(-1)=0

f'(x)=2x*+bx+4

}:0=2(—1)2+b(—1)+4:>—b+6=0:>

Para este valor la funcion derivada queda f'(x)=2x*+6x+4. Sustituimos el valor x = -1en la
segundad derivada.

fr(x)=2x"+6x+4= f"(x)=4x+6= f"(-1)=4(-1)+6=2>0
Como la segunda derivada es positiva la funcion tiene un minimo relativo en x = 1.

b) Si la grafica de la funcion f (x) pasa por el punto (0, 3) entonces se cumple que f (O) =3.

Ademas, podemos obtener el valor de la derivadaenx=0-> f'(0)=2.0°+6-0+4=4,

Con estos datos podemos obtener la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion en el
punto (0, 3).

f(0)=3

f'(0)=4 :y—3:4x:>

y—1(0)=f(0)(x-0)

La ecuacion de la recta tangente a f (x) en el punto (0, 3) tiene ecuacion y =4x+3.
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6. Un horno artesano hace dos tipos de panecillos, los integrales y los de cereales. En su elaboracion,

ademas de la harina correspondiente, se usa levadura de masa madre y agua. La cantidad de
levadura de masa madre y de agua que se utiliza en la elaboracion de cada panecillo depende de si
se trata de un panecillo integral o de cereales.
Se quiere saber cuéntos panecillos de cada tipo se pueden hacer. Después de comprobar la cantidad
de masa madre y de agua de que se dispone, y teniendo en cuenta que la cantidad de panecillos de
cereales no puede superar la de panecillos integrales, se obtiene la siguiente regién con todas las
posibilidades.

16

X
~u | = 2 4 6 8 l\ INJ
1S

En el grafico, el eje de las x representa el nimero de panecillos integrales y el de las y, el nimero
de panecillos de cereales.

a) Escriba las inecuaciones que dan lugar a esta region factible. [1 punto]

b) Si los panecillos integrales se venden a 8 € cada unidad y los de cereales a 10 €, ;cuantos
panecillos de cada tipo se tienen que vender para obtener los maximos ingresos? ¢Cuéles son
estos maximos ingresos? [1 punto]

a) En la gréafica podemos identificar la recta de ecuacion y = X que marco de rojo en el siguiente dibujo.

Como nos dicen que la cantidad de panecillos de cereales no puede superar (debe ser menor) la de panecillos
integrales podemos establecer que una de las restricciones sera y < X.

Hallamos la ecuacion de otra de las rectas que delimitan la region factible.
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Esta recta pasa por los puntos (0, 12) y (12, 0).

y=mx+n 0=12m+n
(0,12) :{ =0=12m+12=12m=-12=[m=—1]

(1210) 12:m-0+n—>

La recta tiene ecuacion y =—x+12. Como la regién factible esta situada por debajo de la recta la
restricciones y<—-x+12 —» x+y<12.
Repetimos el proceso para la tercera recta.

Esta recta pasa por los puntos (10, 0) y (8, 4).

y=mx+n
0=m-10+n |-10m=n

(20,0) = =4=8m-10m= -2m=4=

(8 4) 4=m-8+n 4=8m+n

= =|n=-10(-2)=20

La recta tiene ecuacién y =—-2x+20. Como la region factible esta situada por debajo de la recta
la restricciones y <-2x+20—2x+y<20.

La region factible esta situada en el primer cuadrante > x>0; y>0.

Reunimos todas las restricciones en un sistema de inecuaciones

y <X
X+y<12
2X+y <20
Xx>0;y>0

b) Si los panecillos integrales se venden a 8 € cada unidad y los de cereales a 10 € la funcién
ingresos es | (x,y)=8x+10y . Valoramos esta funcion en los vértices de la region factible.
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4

A(0, 0)
A(0,0) > 1(0,0)=0

B(10, 0) > 1(10,0)=8-10+10-0=80

C(8,4) > 1(8,4)=8-8+10-4=104

D(6, 6) > 1(6,6)=8-6+10-6 =108 jMaximo!

Los mé&ximos ingresos que se pueden obtener son de 108 euros con la venta de 6 panecillos de
cada tipo.
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PAU junio (serie 4) 2019
HIIN Generalitat de Catalunya
X Consell Interuniversitari de Catalunya
Oficina d’Accés a la Universitat

Proves d’accés a la universitat 2019

Matematicas aplicadas a las ciencias sociales
Serie 4

Responda a CINCO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique siempre qué
quiere hacery por qué.

Cada cuestion vale 2 puntos.

Puede utilizar calculadora, pero no se permite el uso de calculadoras u otros aparatos que
pueden almacenar datos o que pueden transmitir o recibir informacion.

1. Considere la funcion f (x)= 2x% +ax. Calcule el valor de la constante a para que esta funcién

tenga un extremo relativo en el punto de abscisa x =—1. Diga si se trata de un maximo o de un
minimo y dé también el valor que toma la funcién f (x) en este punto.
[2 puntos]

2. La empresa de deporte de aventura Xtrem prepara para la Gltima semana de junio dos paquetes: el
paquete basico (PB) y el paquete super (PS). ElI PB incluye una bajada de rafting, una bajada
haciendo barranquismo y un salto en caida libre haciendo puenting, y tiene un precio de 50 €. Por
otro lado, el PS incluye tres bajadas de rafting, dos de barranquismo y un puenting, y el precio es
de 120 €.

Por limitaciones climaticas y de personal, solo se pueden hacer 12 bajadas de rafting, 9 haciendo

barranquismo y 8 puentings.

Para hacer la promocion turistica, se quiere saber qué combinacidn de paquetes proporciona mas

ingresos.

a) Encuentre las inecuaciones que han de cumplir todas las posibles combinaciones de paquetes.
Dibuje la regién del plano donde se encuentran estas posibles soluciones y encuentre la funcién
que da los ingresos en funcion del namero de paquetes de cada tipo.

[1,25 puntos]

b) Encuentre el nimero de paquetes de cada tipo que tiene que ofrecer la empresa para obtener los
ingresos maximos y diga cudles serian estos ingresos.
[0,75 puntos]

3. Un nutricionista, después de hacer un estudio personalizado a un paciente, le propone una dieta.
Segun el modelo del nutricionista, el peso en kilogramos del paciente seguira la funcién
63x+510
f(x)=———

X+6

donde x denota el nimero de meses que lleva siguiendo la dieta.

a) Justifique que la funcidn f es estrictamente decreciente cuando x > 0.

[0,75 puntos]

b) Determine el peso inicial del paciente y cuanto pesara al cabo de dos meses siguiendo la dieta
segun el modelo. ¢Hacia qué valor tendera su peso a largo plazo? Argumente si este valor limite
se alcanzara en algin momento.

[1,25 puntos]
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4. Por la Fiesta Mayor, la pasteleria del pueblo elabora unas cajas de bombones especiales. La caja
pequefia contiene 10 bombones, la mediana tiene 15 bombones y la grande tiene 25. Cada caja va
decorada con un lazo conmemorativo. En total han utilizado 210 lazos y 2.650 bombones.
Teniendo en cuenta que han elaborado el doble de cajas pequefias que de medianas y grandes
juntas, ¢cuéntas cajas de cada tipo han elaborado?

[2 puntos]

5. Un comerciante puede comprar articulos a 350 € la unidad. Si los vende a 750 € la unidad, vende
30. Se sabe que la relacion entre estas dos variables (el precio de venta y el nimero de unidades
vendidas) es lineal y que, por cada descuento de 20 € en el precio de venta, incrementa las ventas

en 3 unidades. Considerando que el comerciante solo comprara el nimero de articulos que sabe
que vendera:
a) Escriba la funcion de beneficios a partir del nimero de veces x que se aplica el descuento.
[1 punto]
b) Determine el precio de venta que hace maximos los beneficios del comerciante y justifique que
es un maximo. Determine cuéntas unidades vendera.
[1 punto]

6. En una oficina tienen tres proveedores que les suministran el material. La matriz P nos da los
precios unitarios, en euros, de cada uno de los articulos Al, A2 y A3, segun los proveedores p1, p2
yps.

5 4 4

P=/11 12 13
13 13 12

Representamos un pedido de x unidades de Al, y unidades de A2 y z unidades de A3 por un
vector fila C=(x y z).
a) Explique qué representan cada uno de los elementos del vector que resulta de multiplicar C -
P.
[0,5 puntos]
b) Si tenemos que comprar 25 unidades de Al, 10 de A2 y 15 de A3, ¢cudl de los tres proveedores

nos ofrece un mejor precio para todo el pedido? ;Cuél es este precio?
[1,5 puntos]
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SOLUCIONES

1. Considere la funcion f (x)= 2x% +ax. Calcule el valor de la constante a para que esta funcion

tenga un extremo relativo en el punto de abscisa x =—1. Diga si se trata de un maximo o de un
minimo y dé también el valor que toma la funcién f (x) en este punto.  [2 puntos]

Si la funcion tiene un extremo relativo en el punto de abscisa x =—1 implica que la derivada de la
funcion se anula para este valor > f“(-1)=0.
f(-1)=0

f(x)=2x"+ax— f"(x)=6x"+a

}:0:6(—1)2+a:>0:6+a:>

El valor buscado es a=—-6.
Para este valor la funcion queda f (x)=2x>-6x.

Sustituimos x =—1 en la segunda derivada.
f(x)=2x-6x= f"(x)=6x*-6=f"(x)=12x= f 7(-1)=12(-1)=-12<0

Como la derivada segunda es negativa la funcion presenta un maximo relativo en x =—1.
El valor que toma la funcién f (x) en este punto es f (-1)=2(~1)° —6(-1)=-2+6=4.

(-Ii, 4)

o -

-—""""'—

[3%]

-
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2. La empresa de deporte de aventura Xtrem prepara para la Gltima semana de junio dos paquetes: el
paquete basico (PB) y el paquete super (PS). EI PB incluye una bajada de rafting, una bajada
haciendo barranquismo y un salto en caida libre haciendo puenting, y tiene un precio de 50 €. Por
otro lado, el PS incluye tres bajadas de rafting, dos de barranquismo y un puenting, y el precio es
de 120 €.

Por limitaciones climéticas y de personal, solo se pueden hacer 12 bajadas de rafting, 9 haciendo
barranquismo y 8 puentings.

Para hacer la promocién turistica, se quiere saber qué combinacién de paquetes proporciona mas
ingresos.

a) Encuentre las inecuaciones que han de cumplir todas las posibles combinaciones de paquetes.
Dibuje la region del plano donde se encuentran estas posibles soluciones y encuentre la funcion
que da los ingresos en funcién del nimero de paquetes de cada tipo.  [1,25 puntos]

b) Encuentre el nimero de paquetes de cada tipo que tiene que ofrecer la empresa para obtener los
ingresos maximos Yy diga cuales serian estos ingresos. [0,75 puntos]

a) Llamamos “x” al nimero de paquetes PB e “y” al nimero de paquetes PS.
Realizamos una tabla con los datos del problema.

Raftings Barrangquismo Puentings Ingresos
N° PB (x) X X X 50x
N° PS (y) 3y 2y y 120y
TOTALES X+3y X+2y X+y 50x+120y

La funcion objetivo que deseamos maximizar son los ingresos: | (x, y) =50x+120y .
Las restricciones son:

Solo se pueden hacer 12 bajadas de rafting, 9 haciendo barranquismo y 8 puentings > X+3y <12,
X+2y<9; x+y<8.
Las cantidades deben ser enteras y positivas > x>0, y>0.

Reunimos las restricciones en un sistema de inecuaciones.

X+3y <12 3y<12-x
X+2y<9 2y <9—X
=

X+y<8 y<8-x
x>0,y>0 x>0,y>0

Dibujamos las rectas que delimitan la region factible.

X+3y=12 X+2y=9 X+y=8 x>0,y>0
9-x
y y=12—x X_V=T x| y=8-x
o 3 0 4.5 0 8 Primer
3 3 :7% ; (1) cuadrante
12 0
9
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Q-
o

[«

n

~
N x+2y=9
'\
3 r+v=28
\
2 x+3y=12
. P(1, 1) T~
\
\
4 6 4 ] 1 11
3y<12-x
- 2y <9-X g : . :
Como las restricciones son <8 la region factible es la region del primer cuadrante
y<8-x
x>0,y>0

situada por debajo de las tres rectas dibujadas.
Comprobamos que el punto P(1, 1) perteneciente a esta regién cumple las restricciones.

3<12-1
2<9-1
1<8-1
1>0,1>0

iSe cumplen todas!

Coloreamos de rosa la region factible en el siguiente dibujo.
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b) Valoramos la funcion ingresos 1 (x,y)=50x+120y en cada vértice de la region factible en
busca del valor méaximo.

0

50-0+120-4 =480
50-3+120-3=510 jMaximo!
50-7+120-1=470
=50-8+120-0=400

A0, 0) > 1(0,0)
B(0,4) > 1(0,4)
C(3,3) > I(3

D(7,1) > I(7
E(8,0) > 1(8,

3)
1)
0)

Los maximos ingresos se consiguen con 3 paquetes de PB y otros 3 de PS, siendo estos ingresos maximos
de 510 euros.
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3. Un nutricionista, después de hacer un estudio personalizado a un paciente, le propone una dieta.
Segun el modelo del nutricionista, el peso en kilogramos del paciente seguira la funcion
63x+510
FX)=——c
X+6
donde x denota el nimero de meses que lleva siguiendo la dieta.
a) Justifique que la funcién f es estrictamente decreciente cuando x > 0. [0,75 puntos]
b) Determine el peso inicial del paciente y cuanto pesaré al cabo de dos meses siguiendo la dieta
segun el modelo. ¢Hacia qué valor tendera su peso a largo plazo? Argumente si este valor limite

se alcanzara en algin momento. [1,25 puntos]

a) Obtenemos la derivada de la funcion.

63x+510
= =
X+6

63(x+6)—(63x+510) 63% +378— 63X —510 132
(x+6)’ - (x+6)’ ~(x+6)

f(x) F(x)=

El denominador de la derivada es (x+ 6)2 >0 y el numerador es —132 < 0, por lo que la derivada
siempre es negativa y la funcion es decreciente cuando x > 0.

b) Nos piden determinar el valor de f (0)= %Jr:lo =85. El peso inicial del paciente es de 85
+
kilos.
Al cabo de dos meses su peso serd f(2)= %}510 =79.5 kilos.
+
63,510 o 510
Como lim f(x)= lim O3+510 _ i X X _ jim x 0310 _¢q podemos
X—>+o0 X—>+0 X+ 6 X—>+00 X 6 X—>+00 6 1+0
—+— 1+—
X X X

afirmar que a largo plazo el peso va descendiendo y tendiendo a ser de 63 kilos.
Este valor limite del peso nunca se alcanzara, se estara muy cerca de €l con el paso de los meses,
peso segun el modelo siempre tendré el paciente un peso un poco superior. Por ejemplo, al cabo

de un afio (12 meses) el peso sera de f (12)= %}510 =70.333 Kilos.
+
Al cabo de 3 afos (36 meses) el peso del paciente sera f (36) = % =66.14 Kkilos.
+
Al cabo de 10 afios (120 meses) el peso sera f (120)= %}510 =64.05 kilos.
+
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4. Por la Fiesta Mayor, la pasteleria del pueblo elabora unas cajas de bombones especiales. La caja
pequefia contiene 10 bombones, la mediana tiene 15 bombones y la grande tiene 25. Cada caja va
decorada con un lazo conmemorativo. En total han utilizado 210 lazos y 2.650 bombones.
Teniendo en cuenta que han elaborado el doble de cajas pequefias que de medianas y grandes
juntas, ¢cuéntas cajas de cada tipo han elaborado? [2 puntos]

Llamamos x, y, z al nimero de cajas de bombones pequefias, medianas y grandes, respectivamente.

e Si se han utilizado 210 lazos es que se han elaborado 210 cajas de bombones ->
X+y+z=210.

e La caja pequefia contiene 10 bombones, la mediana tiene 15 bombones y la grande tiene 25. Si se
han utilizado 2650 bombones - 10x +15y + 25z = 2650.

e Se han elaborado el doble de cajas pequefias que de medianas y grandes juntas - X = 2(y+ z) :
Reunimos las tres ecuaciones en un sistema y lo resolvemos.

X+Yy+z=210 X+y+z=210
10x+15y +252 =2650 y = 2x+3y+52=530; =

2y+2z+y+2=210 }
=
x=2(y+z) X=2y+2z

2(2y+2z)+3y+5z=530

3y+3z=210 y+z=70 y=70-z
= = = =
4y +4z7+3y+52=530 7y+9z =530 7y+9z =530

:>7(70—z)+92 =530=490-7z+9z=530=2z=40=

= [2=20|=|y=70-20=50|=|x=2(50+20)=140

Se han elaborado 140 cajas de bombones pequefias, 50 medianas y 20 grandes.
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5. Un comerciante puede comprar articulos a 350 € la unidad. Si los vende a 750 € la unidad, vende
30. Se sabe que la relacion entre estas dos variables (el precio de venta y el nimero de unidades
vendidas) es lineal y que, por cada descuento de 20 € en el precio de venta, incrementa las ventas
en 3 unidades. Considerando que el comerciante solo compraréa el nimero de articulos que sabe
que vendera:

a) Escriba la funcion de beneficios a partir del nimero de veces x que se aplica el descuento.

[1 punto]

b) Determine el precio de venta que hace maximos los beneficios del comerciante y justifique que es
un maximo. Determine cuéntas unidades vendera.
[1 punto]

a) Si por cada descuento de 20 € en el precio de venta, incrementa las ventas en 3 unidades entonces por x

descuentos de 20 € incrementa 3x unidades vendidas, es decir con un precio de 750—20x se venden
30+ 3x unidades.

El beneficio por unidad de articulo vendido sin descuento es de 750 — 350 = 400 €.
El beneficio por unidad de articulo vendido con x descuentos de 20 € es 400—20X .
El beneficio total es el producto del beneficio por unidad por las unidades vendidas.

B(x)=(400-20x)(30+3x) =12000+1200x — 600x —60x* =—60x” +600x +12000
b) Derivamos la funcion y averiguamos cuando se anula la derivada.

B(x) = —60x +600x +12000 = B (x) = ~120x + 600

_ 600 _,

B'(X)=0:>—120X+600=O:>12OX=600:> X—@—

La funcion beneficios tiene un punto critico en x =5. Sustituimos este valor en la segunda
derivada para comprobar si es maximo o minimo.

B'(x) =-120x+600 = B”(x) =-120= B”(5) =-120<0
La segunda derivada es negativa, por lo que el beneficio tiene un maximo valor para 5 descuentos

de 20 €. Se venderan 30+3 - 5=45 unidades a un precio por articulo de 750—100 =650 €.
Se obtienen unos beneficios maximos de B(5)=—60-5+600-5+12000 =13500 euros.
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6. En una oficina tienen tres proveedores que les suministran el material. La matriz P nos da los
precios unitarios, en euros, de cada uno de los articulos A1, A2 y A3, segun los proveedores p1,

p2y p3.
5 4 4
P=(11 12 13
13 13 12

Representamos un pedido de x unidades de Al, y unidades de A2 y z unidades de A3 por un
vector fila C=(x y z).
a) Explique qué representan cada uno de los elementos del vector que resulta de multiplicar C - P.
[0,5 puntos]
b) Si tenemos que comprar 25 unidades de A1, 10 de A2 y 15 de A3, ;cual de los tres proveedores nos
ofrece un mejor precio para todo el pedido? ;Cual es este precio? [1,5 puntos]

a) Calculamos la expresion de la matriz que resulta del producto C - P.

5 4 4
C-P=(x y z)|11 12 13 |=(5x+11y+13z 4x+12y+13z 4x+13y+12z)
13 13 12

1><><3—>1><3

La matriz obtenida nos indica el coste del pedido realizandolo a cada uno de los tres proveedores
pl, p2y p3.

b) Si x=25, y=10, z=15 el coste del pedido sera:

C-P:(5-25+11-10+13-15 4-25+12-10+13-15 4-25+13-10+12-15)

C-P=(430 415 410)

El mejor precio nos lo da el proveedor p3, siendo un precio de 410 €.
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PAU Junio (serie 1) 2019

AN Generalitat de Catalunya
A Consell Interuniversitari de Catalunya
Oficina d’Acceés a la Universitat

Proves d’accés a la universitat 2019

Matematicas aplicadas a las ciencias sociales
Serie 1

Responda a CINCO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique siempre qué
quiere hacery por qué.

Cada cuestion vale 2 puntos.

Puede utilizar calculadora, pero no se permite el uso de calculadoras u otros aparatos que
pueden almacenar datos o que pueden transmitir o recibir informacién.

1. En un estudio de mercado, 500 participantes han probado tres cafés diferentes, presentados como
producto A, producto B y producto C, y han escogido cuél de los tres les ha gustado mas. Sabemos
que el producto B ha sido escogido por el doble de personas que el producto A y que el producto
B lo han escogido 32 personas mas que los productos A y C juntos. Calcule cuantas personas han
escogido cada producto.

[2 puntos]

2. Resuelva las siguientes cuestiones:

2
a) Considere la matriz M = (2 j . Calcule los valores de a y b para que se verifique la igualdad

10 00
M?+a-M +b-1 =0 donde | es la matriz identidad | =(0 Jyes la matriz nula O=(0 oj'

[1 punto]

0
b) Considere la matriz A= (1 j Encuentre todas las matrices B que conmutan con la matriz

A, es decir, que cumplen que A-B=B-A.
[1 punto]

3. La gréfica de la funcion f (x) =ax+b +§ pasa por el punto (-2, —6) y la recta tangente en este
X

punto es paralela al eje de abscisas.
a) Calcule el valor de a.

[1 punto]
b) Calcule el valor de b.

[1 punto]
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4. La funcion f(x)= muestra aproximadamente la venta diaria, en miles de

0
x> —22x+125
unidades, de un perfume de moda en funcion de x, donde x es el dia del mes de febrero.
a) ¢Cuantas unidades de perfume se vendieron, aproximadamente, el dia 5 de febrero? ;Cual es
el incremento de ventas entre el dia 7 y el dia 9 de febrero?
[0,75 puntos]
b) ¢Qué dia del mes de febrero se vendieron mas perfumes y cuantas unidades se vendieron?
[1,25 puntos]

5. En una fabrica se dispone de 80 kg de acero y 120 kg de aluminio para fabricar bicicletas de
montafia y de paseo, que se venderan a 200 € y 150 €, respectivamente. Para fabricar una bicicleta
de montafia son necesarios 1 kg de acero y 3 kg de aluminio, y para fabricar una de paseo, 2 kg de
cada uno de los dos metales.

a) Determine la funcion objetivo y las restricciones, y dibuje la regién factible.
[1,25 puntos]

b) Calcule cuantas bicicletas de cada tipo hay que fabricar para obtener el maximo beneficio y
diga cual es este beneficio.
[0,75 puntos]

6. Una tienda abre al publico desde las 10 horas hasta las 21 horas. Se sabe que los ingresos por
ventas, en funcion de la hora del dia, vienen dados por la funcion:
I(t)= —5(m—t)2 +n
para10<t<21.

a) Encuentre el valor de m sabiendo que los ingresos maximos se producen a las 18 horas.
[1,25 puntos]

b) Encuentre el valor de n sabiendo que a las 21 horas hay unos ingresos de 500 €.
[1,25 puntos]
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SOLUCIONES

1. En un estudio de mercado, 500 participantes han probado tres cafés diferentes, presentados como
producto A, producto By producto C, y han escogido cudl de los tres les ha gustado més. Sabemos
que el producto B ha sido escogido por el doble de personas que el producto A y que el producto

B lo han escogido 32 personas mas que los productos A y C juntos. Calcule cuantas personas han
escogido cada producto. [2 puntos]

Llamamos X, y, z al nimero de personas que han escogido el café A, B o C respectivamente.

e 500 participantes han probado tres cafés diferentes 2 x+y+z =500.
e El producto B ha sido escogido por el doble de personas que el producto A > y = 2x.

e El producto B lo han escogido 32 personas mas que los productos Ay C juntos -
y=X+2+32.

Reunimos las tres ecuaciones obtenidas en un sistema y lo resolvemos.

X+Yy+2=500
X+2X+z=500 3x+z =500
y = 2X = =3(z+32)+2=500=
2X=X+2+32 X=2+32
y=X+2+32
404
—37+96+2=500= 4z =404 = Z:Tzlol —[x=101+32=133|=

—[y=2133= 266

El producto A ha sido escogido por 133 personas, el B por 266 y el C por las restantes 101
personas.
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2. Resuelva las siguientes cuestiones:

2 5
a) Considere la matriz M = (2 j . Calcule los valores de a y b para que se verifique la igualdad

10 00
M?+a-M +b-1 =0 donde | es la matriz identidad | =(0 Jy es la matriz nula O=(0 Oj'

[1 punto]

. : 0 1 . .
b) Considere la matriz A= (1 j Encuentre todas las matrices B que conmutan con la matriz A,

es decir, que cumplen que A-B=B-A. [1 punto]

a) Resolvemos la ecuacion matricial planteada.

|v|2—2 5)2 5) (4+10 10-5) (14 5
2 )l 1) 14-2 10+41) |2 11
, 14 5 2 5 1 0) (0 O
M-“+aM+b1=0= +a +b = =
2 11 2 1 0 1) (oo

14+2a+b=0 14+2a+b=0

14+2a+b 5+5a 00 5+5a=0 1+a=0

[ 2+2a 11—a+bj:(0 oj:) 2+2a=0  |l+a=0
11-a+b=0 11-a+b=0

14+2a+b=0
14-2+b=0 (12+4b=0
a=-1] b=-12
- :{1l+1+b=0:>{12+b:0:>
11-a+b=0

Los valores buscados son a=-1y b=-12.

b) Para que sea posible el producto por la matriz A por ambos lados la matriz B debe ser cuadrada de

a b
orden2 > B= (c d) Obtenemos los valores de a, b, c y d para los que A-B=B-A.

0 1\Ya b a byo 1 C d b a-b
A-B=B-A= = = = .
1 -1/lc d c d/{1 1 a-c b-d d c-d
c=b
d=a-b d=a-c (a c J
= = =[B=
a-c=d a-c=d cC a-c

b-d=c-d—>b=c

. . . L a ¢ .
Las matrices B que conmutan con la matriz A tienen la expresion B =( J siendoayc
c a-c

nameros reales cualesquiera.
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3. La gréfica de la funcion f (x)=ax+b +§ pasa por el punto (-2, —6) y la recta tangente en este
X

punto es paralela al eje de abscisas.
a) Calcule el valor de a. [1 punto]
b) Calcule el valor de b. [1 punto]

a) Si la recta tangente en este punto es paralela al eje de abscisas significa que la recta tangente
tiene pendiente 0 y por tanto la derivadaen x=-2 esnula > f’(-2)=0.

f(x)=ax+b+§:> f(x)=a-—

X X :>0:a—( z)Z:O:a—Z:

El valor de a es 2.
b) Sabemos que a = 2, por lo que la funciénes f(x)= 2x+b+§ :
X

Si la gréfica de la funcién f (x)=2x+b +§ pasa por el punto (-2, —6) significa que
X
f(-2)=-6.

f(-2)=-6
8 :—6:2(—2)+b+_%:>—6:—4+b—4:

f =2X+b+—
(x)=2x+ +X

El valor de b es 2.
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4. La funcion f(x)= muestra aproximadamente la venta diaria, en miles de

0

x> —22x+125
unidades, de un perfume de moda en funcion de x, donde x es el dia del mes de febrero.

a) ¢Cuantas unidades de perfume se vendieron, aproximadamente, el dia 5 de febrero? ;Cuél es el
incremento de ventas entre el dia 7 y el dia 9 de febrero?
[0,75 puntos]

b) ¢Qué dia del mes de febrero se vendieron mas perfumes y cuantas unidades se vendieron?

[1,25 puntos]

a) Nos piden calcular f(5).
40
() 52 -22-5+125
El dia 5 de febrero se venden 1000 unidades de perfume.
También se nos pide el incremento f(9) — f(7).

40 40
( ) (7) 9°-22:9+125 7°-22-+125

El incremento es de 3000 unidades del dia 7 al 9 de febrero.

b) Utilizamos la derivada para encontrar el punto critico de la funcion.

(x) 40 () 0-(X* —22x+125)-40(2x—22)  —40(2x—22)
X)=————= X)= =
X2—22X+125 (XZ —22X+125)2 (XZ _22X+125)2

—40(2x-22)

f(x)=0=
(x2 — 22X +125)

- =0=>-40(2x-22)=0=2x-22=0=

= Xx-11=0=[x=11]

Comprobamos el signo de la derivada antes y después de x=11.

e Antesde x=11 tomamos x =10 y la derivada vale

f°(10)= ~40(210-22) - = 80 0. La funcion crece entre 1 y 11.
(10*-22-10+125) 25

e Después de x=11 tomamos x =20 Yy la derivada vale
—40(2-20-22 -

(20) = ( ) __ 720

(20°-22-20+125)° 7225

< 0. La funcion decrece del 11 al final de febrero.

Como la funcién crece antes y decrece después de x =11 tenemos en dicho valor un maximo de
la funcion.

40

El nimero de unidades vendidas el 11 de febrero fueron f (11) = 17 2211125 =1
—_ . +

0 mil

unidades.

El dia de febrero que mas unidades se vendieron fue el dia 11, siendo esta cantidad maxima de
10 000 unidades.
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5. En una fabrica se dispone de 80 kg de acero y 120 kg de aluminio para fabricar bicicletas de
montafia y de paseo, que se venderan a 200 € y 150 €, respectivamente. Para fabricar una bicicleta
de montafia son necesarios 1 kg de acero y 3 kg de aluminio, y para fabricar una de paseo, 2 kg de
cada uno de los dos metales.

a) Determine la funcion objetivo vy las restricciones, y dibuje la regién factible.  [1,25 puntos]

b) Calcule cuantas bicicletas de cada tipo hay que fabricar para obtener el maximo beneficio y diga
cudl es este beneficio. [0,75 puntos]

a) Llamamos “x” al nimero de bicicletas de montafia e “y” al nimero de bicicletas de paseo que se
fabrican.
Realizamos una tabla con los datos del problema.

Kg de acero | Kg de aluminio Ingresos
N° bicicletas de montafia (x) X 3x 200x
N° bicicletas de paseo (y) 2y 2y 150y
TOTALES X+2Yy 3X+2y 200x+150y

La funcion objetivo que deseamos maximizar son los ingresos: (X, y)=200x+150y .
Las restricciones son:

En una fabrica se dispone de 80 kg de acero y 120 kg de aluminio para fabricar bicicletas de montafia
y de paseo > x+2y <80, 3x+2y <120.

Las cantidades deben ser enteras y positivas > x>0, y>0.

Reunimos las restricciones en un sistema de inecuaciones.

X+2y <80
3x+2y <120
x>0,y>0
Dibujamos las rectas que delimitan la region factible.
X+2y =380 ty
80—x
X |y= N\
] 2
0 40
20 30
80 0
3x+2y =120 __.w:v:sk
120 - 3x N
X |y=
2
0 60
20 30 \
40 0 P(10, 10) Y\'Jrh':llo
x>0,y>0 \
Primer ! ’ ’ ‘ : ° 7
cuadrante
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Comprobamos que el punto P(10, 10) cumple todas las restricciones.

10+2-10<80

3:10+2-:10<120;+ jSe cumplen todas!
10>0,10>0

La region factible es la region del primer cuadrante limitada por las rectas y que contiene el
punto P(10, 10). La coloreamos en el siguiente dibujo.

C(20,30)

............... 36

e

atetatatetetetetls!
A 0 0 S S,
y e e D (4 0 > 0 )
ettt tatatetetetetets!

S

4 50

b) Valoramos la funcion ingresos 1 (X, y) =200x+150y en cada vértice de la region factible en
busca del valor méaximo.

A(0,0) > 1(0,0)=0

B(0, 40) > 1(0,40) = 200-0+150-40 = 6000

C(20, 30) > 1(20,30) = 200-20+150-30 =8500 jMéaximo!
D(40, 0) > 1(40,0) = 200-40+150-0 = 8000

Los maximos ingresos se consiguen fabricando 20 bicicletas de montafia y 30 de paseo, siendo
estos ingresos maximos de 8500 euros.
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6. Una tienda abre al publico desde las 10 horas hasta las 21 horas. Se sabe que los ingresos por
ventas, en funcion de la hora del dia, vienen dados por la funcion:
I(t)= —5(m—t)2 +n
paral0<t<21.
a) Encuentre el valor de m sabiendo que los ingresos maximos se producen a las 18 horas.
[1,25 puntos]
b) Encuentre el valor de n sabiendo que a las 21 horas hay unos ingresos de 500 €.
[1,25 puntos]

a) Si los ingresos maximos se producen a las 18 horas la derivada de la funcion debe anularse ->
1"(18)=0.
I (t)=-5(m-t)" +n=1"(t)=-10(m—t)(-1)
17(18)=0
Para m=18 la funcién queda I (t)=-5(18-t)" +n. Comprobamos que la segunda derivada es
negativa para m=18 y por tanto los ingresos maximos se producen a las 18 horas como se pide.

}: 0=-10(m-18)(-1)=

I (t)=-5(18—t)° +n=1"(t)=-10(18~1)(~1)=180-10t =

=17(t)=-10=17(18)=-10<0
Se cumple lo pedido para m=18.

b) La funcién ingresos queda | (t)= —5(18—'[)2 +n. Sialas 21 horas hay unos ingresos de 500 €
entonces | (21)=500.

| (t)=-5(18-t)"+n
| (21) =500

}:500=5(1821)2 +n =500 = —45+n = [n = 545]

El valor buscado es n=545.
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PAU septiembre (serie 3) 2018

HIIN Generalitat de Catalunya
X Consell Interuniversitari de Catalunya

Oficina d’Accés a la Universitat Convocato ria 2018

Proves d’accés a la universitat

Matematicas aplicadas a las ciencias sociales
Serie 3

Responda a CINCO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique siempre qué
quiere hacery por qué.

Cada cuestion vale 2 puntos.

Puede utilizar calculadora, pero no se permite el uso de calculadoras u otros aparatos que
pueden almacenar datos o que pueden transmitir o recibir informacion.

1. Considere la funcién
2Xx+3 si x<-1

f(x): ax+b si—1<x<?2.
x? si x>2

Encuentre el valor de a y b para que la funcion sea continua para todos los nimeros reales.
[2 puntos]

2. Al acabar un curso de pintura, los alumnos reciben como obsequio un estuche con rotuladores y
colores. Se regalan dos tipos de estuches: los rojos, que contienen 1 rotulador y 2 colores y cuestan
9 €, y los verdes, que traen 3 rotuladores y 1 color y cuestan 15 €. La escuela dispone de 200
rotuladores y 100 colores para rellenar los estuches. Necesita preparar como minimo 40 estuches
y el niUmero de estuches rojos no debe superar el nimero de estuches verdes. Con estos datos, la
escuela quiere calcular el precio que tendré que pagar por estos obsequios.

a) Determine la funcion objetivo y las restricciones, y dibuje la region de las posibles opciones de
la escuela.
[1,25 puntos]

b) Calcule cuantos estuches de cada tipo hay que preparar para que el gasto sea minimo y diga
cudl es este gasto minimo.
[0,75 puntos]

3. Un inversor ha obtenido un beneficio de 1.500 € después de invertir un total de 40.000 € en tres
empresas diferentes. Estos beneficios se desglosan de la siguiente forma: la cantidad invertida en
la empresa A le ha reportado un 2 % de beneficios, la cantidad invertida en la empresa B, un 5 %,
y la cantidad invertida en la empresa C, un 7 %. El dinero invertido en la empresa B ha sido el
mismo que en las otras dos empresas juntas. ¢Cual fue la cantidad invertida en cada una de las tres
empresas?

[2 puntos]
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4. El gasto mensual en tabaco de un fumador viene determinado por su salario mediante la funcién

f (x) = ;"20 22 , donde x representa el salario en miles de euros y f(x) el gasto mensual en tabaco
en euros.
a) Determine el salario para el cual el gasto en tabaco es maximo. ¢A cuénto asciende este gasto?
[1 punto]
b) (Para qué salarios el gasto mensual es inferior a 60 €?
[1 punto]

5. Resuelva las siguientes preguntas:

1 13 2 -9
a) Encuentre las matrices A'y B que cumplen que A-2B = (0 SJ y 2A+3B = (7 ] :

4
[1 punto]
b) Determine el valor de a, b, ¢ y d para que se verifique que 1 2)(0 c b -5
i Vi , b, ue se v = :
yaparadg WAl 12 4)7(a 7
[1 punto]
. ax+b
6. Se sabe que la funcion f (x) ) pasa por el punto (2, -5) y que las rectas x =1 ey =2 son
X+
sus asintotas vertical y horizontal, respectivamente. Calcule a, b y c.

[2 puntos]
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SOLUCIONES

1. Considere la funcion
2X+3 si x<-1
f(x)=qax+b si-1l<x<2.
X2 Si x>2
Encuentre el valor de a y b para que la funcion sea continua para todos los nimeros reales.
[2 puntos]

La funcién debe ser continuaen x=-1.

f(-1)=2(-1)+3=1

lim f(x)= lim 2x+3=1

IirT}f(X): lim ax+b=-a+b = -a+b=1=|b=1+a
f (-2)= lim 7 (x)= fim, (x)

La funcién debe ser continuaen x=2.

f(2)=2" =4
"@f(x)z lim ax+b =2a+b
lim  (x) = lim x* =4 =2a+b=4=[b=4-24]
f(2)=lim £ (x)= fim  (x)

Reunimos las dos ecuaciones en un sistema y lo resolvemos.

b=1+a
b=4-2a

}:>1+a=4—2a:>3a:3:>|a=1|:>|b:1+1=2|

Para que la funcidn sea continua para todos los nimeros reales debe sera=1yb = 2.
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2. Al acabar un curso de pintura, los alumnos reciben como obsequio un estuche con rotuladores y
colores. Se regalan dos tipos de estuches: los rojos, que contienen 1 rotulador y 2 colores y cuestan
9 €, y los verdes, que traen 3 rotuladores y 1 color y cuestan 15 €. La escuela dispone de 200
rotuladores y 100 colores para rellenar los estuches. Necesita preparar como minimo 40 estuches
y el nimero de estuches rojos no debe superar el nimero de estuches verdes. Con estos datos, la
escuela quiere calcular el precio que tendra que pagar por estos obsequios.

a) Determine la funcién objetivo y las restricciones, y dibuje la region de las posibles opciones de la

escuela. [1,25 puntos]
b) Calcule cuéntos estuches de cada tipo hay que preparar para que el gasto sea minimo y diga cual
es este gasto minimo. [0,75 puntos]

a) Llamamos “x” al nimero de estuches rojos e “y” al nimero de estuches verdes que se preparan.
Realizamos una tabla para organizar toda la informacién del ejercicio.

Rotuladores Colores Coste
N° estuches rojos (x) X 2X 9x
N° estuches verdes (y) 3y y 15y
TOTALES X+3y 2X+y 9x+15y

La funcidn objetivo es el coste que deseamos minimizar y que viene expresado como
C(x,y)=9x+15y.

Las restricciones son:

e Laescuela dispone de 200 rotuladores y 100 colores para rellenar los estuches -
x+3y <200; 2x+y <100.

e Necesita preparar como minimo 40 estuches - x+y >40.
e El nimero de estuches rojos no debe superar el nimero de estuches verdes > x<vy.
e Las cantidades deben ser positivas > x>0; y>0.

Reunimos las restricciones en un sistema de inecuaciones.

X+3y <200 3y <200—x
2X+Yy <100 y <100-2x
X+y=40 =y=40-x
X<y y > X
x>0;,y>0 x>0;,y>0

Dibujamos las rectas que delimitan la regién factible (la region de las posibles opciones de la
escuela).

3y =200-x y =100-2x y =40-x y =X Xx>0; y>0
« yzzo(;—x X |y=100—2x X |y=40—x X |y:x

0 200/3 0 100 0 40 0 0 Primer
20 60 20 60 20 20 20| 20 cuadrante
200 0 50 0 40 0 40 | 40
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‘\
on

{2@04
50 v =100-2x
P(20,40) \
yv=40-x v=x \
10 1 2 3 4 5 0; 7 8 9 ’

3y <200—x

y <100-2x
Como las restricciones son Yy > 40— x la region factible es la region del primer cuadrante

y > X

x>0;,y>0

situada por encima de la recta verde y rosa y por debajo de las rectas azul y roja.
Lo comprobamos viendo si el punto P(20, 40) perteneciente a esta region cumple las
restricciones.

3-40<200-20
40<100-2-20
40>40-20
402> 20
20>0;40>0

Se cumplen todas las desigualdades. Coloreamos de gris la regidn factible en el siguiente dibujo
e indicamos las coordenadas de los vértices de esta region.
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el
(==}

%)
B

vy =100—-
y=40—-x

Determinamos las coordenadas del vértice D.

y =100-2x
_>
y =X

D

=3 ,

}:>x:100—2x:>3x=100:>x:%:> y=200_ D[? %}

b) Valoramos la funcion coste C(x,y)=9x+15y en cada uno de los vértices en busca del valor
minimo.

A(0, 40) = C(0,40) =9-0+15-40 = 600
B(o,z—goj > c(o,%} - 9-0+15-% ~1000

C(20, 60) > C(20,60) =9-20+15-60=1080

D(@’@j N C(100’100}9_10%15_100:800
3'3 3’3 3 3

E(20, 20) > C(20,20)=9-20+15-20=480 jMinimo!

El coste minimo es de 480 euros y se consigue con la preparacion de 20 estuches rojos y otros 20
verdes.
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3. Un inversor ha obtenido un beneficio de 1.500 € después de invertir un total de 40.000 € en tres
empresas diferentes. Estos beneficios se desglosan de la siguiente forma: la cantidad invertida en
la empresa A le ha reportado un 2 % de beneficios, la cantidad invertida en la empresa B, un 5 %,
y la cantidad invertida en la empresa C, un 7 %. El dinero invertido en la empresa B ha sido el
mismo que en las otras dos empresas juntas. ;Cual fue la cantidad invertida en cada una de las tres
empresas? [2 puntos]

Llamamos a, b y ¢ a la cantidad de dinero invertido en las empresas A, B y C, respectivamente.

“Ha invertido 40000 euros” = a+b+c¢=40000.

“La cantidad invertida en la empresa A le ha reportado un 2 % de beneficios, la cantidad invertida en la
empresa B, un 5 %, y la cantidad invertida en la empresa C, un 7 %, obteniendo 1500 € de beneficio” =
0.02a+0.05b+0.07c =1500 - 2a+5b+7c=150000.

“El dinero invertido en la empresa B ha sido el mismo que en las otras dos empresas juntas” =>
b=a+c.

Reunimos todas las ecuaciones en un sistema y lo resolvemos.

a+b+c=40000
2a+5b+7¢c=150000 " =

a+a-+c+c=40000 } 2a+2¢ = 40000 }
b=a+c

= =
2a+5(a+c)+7¢c=150000 2a+5a+5c+ 7¢c =150000

a+c = 20000 } a=20000-c

= = = 7(20000—C)+12C =150000 =
7a+12c =150000 7a+12c =150000

= 140000 —-7c +12c =150000 = 5¢ =10000 = |C = @ =2000|=

= [a = 20000 — 2000 =18000| = [b =18000 + 2000 = 20000|

Se han invertido 18 000 euros en la empresa A, 20 000 euros en la empresa B y 2 000 euros en la
empresa C.
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4. El gasto mensual en tabaco de un fumador viene determinado por su salario mediante la funcion

400 . .
f (x) =— ); , donde x representa el salario en miles de euros y f(x) el gasto mensual en tabaco
X+

en euros.

a) Determine el salario para el cual el gasto en tabaco es maximo. ¢A cuanto asciende este gasto?
[1 punto]

b) ;Para qué salarios el gasto mensual es inferior a 60 €? [1 punto]

a) Buscamos los puntos criticos de la funcion averiguando cuando se anula la derivada.

400x _ .. 400(x* +4)—(2x)400X  400x% +1600—800x> 1600 — 400X’
= N = (X) = 5 2 = 5 2 = 5 2
(x +4) (x +4) (x +4)

f(x)

_ 2
£7(x)=0= 2207400XT ;16004003 =0=4- X =0= ¢ = 4= [x=ya=2

(x*+4)

Solo consideramos el valor positivo de la raiz cuadrada de 4 pues no tiene sentido un salario
negativo. Tenemos un punto critico para un sueldo de 2000 euros.
Sustituimos x =2 en la segunda derivada para averiguar si es maximo o minimo.

~ -800x(x* +4)" —2(x® +4)2x(1600-400x?
- (x2 +4)4

_ 1600 — 400x?
(x2 + 4)2

f7(x) f(x)

_ —800x(X* +4)—4x(1600-400x*)  _800x® —3200x — 6400x +1600X’

£ () = _

(x? +4)3 (x* +4)3
f— 3 —_— . . 3
£7(x)= 9600x+8(30x £7(2)= 9600 2+8(3JO 2 _ 5.0
(x*+4) (2 +4)
En x =2 hay un maximo relativo. Para un salario de 2000 euros el gasto en tabaco es maximo.
Este gasto méximo tiene un valor de f (2)= 2?02 =100 euros mensuales.
+

b) Averiguamos cuando el gasto mensual es de 60 euros.

f(x)z 400x 400
X +4 = — X 60 = 400x = 602 + 240 = 60X — 400X + 240 = 0 =
X°+4
f (x)=60

20+16 :

20+,/(-20)° -4(3)(12) 20+16 | 6
2(3) 6 20-16 _|2
6 3

=0.666 = X
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El gasto mensual en tabaco es de 60 euros con un sueldo de 666.67 euros mensuales y con un

sueldo de 6000 euros mensuales.
La funcidn tiene un maximo para un sueldo de 2000 euros por lo que la funcion crece de 0 a

2000 euros y decrece de 2000 euros en adelante. La funcion sigue el esquema siguiente.

X
Lo%}
—
[N J
[
s
N
g
|
=]

El gasto crece de 2/3 a 22, estando por encima de 60 euros y el gasto sigue estando por encima
de 60 euros de 2 a 6, cuando vuelve a ser de 60 euros y continGa disminuyendo.
El gasto es inferior a 60 euros con un salario inferior a 666.67 euros mensuales y con un salario

superior a 6000 euros mensuales.
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5. Resuelva las siguientes preguntas:

1 13 2 -9
a) Encuentre las matrices A'y B que cumplen que A-2B = (0 SJ y 2A+3B = {7 A ] .

[1 punto]

ine el valor de a, b, ¢ y d para que se verifique que [1 2](0 CJ:(b _5j

b) Determine el va ,b,cydparaq que q =1l s .
[1 punto]

a) Resolvemos el sistema matricial.

1 13 1 13
A-2B= A=2B+
0 -5 0 -5 1 13 2 -9
= J = 2| 2B+ 0 +3B = =

2 -9 2 -9 7 4
2A+3B = 2A+3B=
7 4 7
2 26 2 -9 2 -9 2 26 0 -35
= 4B+ +3B = — 7B = _ _ -
0 -10 7 4 7 4 0 -10 7 14
1(0 =35 0 -5 0 -5 1 13 1 3
=[B== = =[|A=2 + =
7 (7 14 j (1 2 j (1 2 j (0 —5) (2 —1}

1 3 0 -5
Las matrices que cumplen lo pedido son A= (2 J yB= (1 5 j

b) Resolvemos la ecuacion matricial.

Y Y S U A S D B

4=b

L |e8=5-le=8-5=3 o 4 ;g 74— 3mfacd
2=d
ac-4=-7

Los valores buscados son a=-1, b=4,c=3y d=2.
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6. Se sabe que la funcion f (x) :iX—Hi pasa por el punto (2, -5) y que las rectas x =1 ey =2 son
X +

sus asintotas vertical y horizontal, respectivamente. Calcule a, by c. [2 puntos]

Si larecta x =1 es asintota vertical este valor debe estar excluido del dominio de la funcién, por lo
que el denominador de la funcion debe anularse para x =1.

c-1+1=0:>

ax+b

—x+1°

Silarecta y =2 es asintota horizontal debe cumplirse que lim f (x) =2.
X—>00

La funcién queda f (x)=

limf(x)=2=1im&* P25 8 5 [a=

X—o0 x—wo —X +1] -1
La funcion queda con la expresion f (x)= _i“b .
- X
—2X+Db

Como se sabe que la funcion f (x)= pasa por el punto (2, -5) debe cumplirse que f (2)=-5

f(2)=-5
—2%+b :>—5:_4+b:>—5:u:>b—4:5:>
f(x)= T 1-2 -1

Los valores necesarios para que se cumpla todo lo pedido son a=-2, b=9y c=-1.
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PAU junio (serie 5) 2018
HIIN Generalitat de Catalunya

X Consell Interuniversitari de Catalunya
Oficina d’Accés a la Universitat

Proves d’accés a la universitat Convocatoria 2018
Matematicas aplicadas a las ciencias sociales
Serie 5

Responda a CINCO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique siempre qué
quiere hacery por qué.

Cada cuestion vale 2 puntos.

Puede utilizar calculadora, pero no se permite el uso de calculadoras u otros aparatos que
pueden almacenar datos o que pueden transmitir o recibir informacion.

2 —
1. Sea la funcion f (x)= X - 3:.
X —
a) Indique justificadamente su dominio y determine los puntos donde el grafico de f corta el eje de
abscisas.
[1 punto]
b) Estudie su crecimiento y haga un esbozo aproximado del grafico de la funcién.
[1 punto]

2. Considere el pentdgono ABCDE de la siguiente figura:

L 3
B = (0,6}

E=(3.3)

D = (6,0}

Gy 1 2 a - L]
A= (0,0)

a) Justifique que la regién sombreada no puede representarse por medio de un sistema de
inecuaciones.
[1 punto]

b) Escriba el sistema de inecuaciones que determina los puntos de la frontera y del interior del
triangulo AED.
[1 punto]
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3. Sea 'y = f(x) una parabola que tiene el vértice en el punto V = (0, —4) y corta el eje de abscisas en
los puntos (-2, 0) y (2, 0).
a) Determine su ecuacion.
[1 punto]
b) Sea una funcion g tal que g'(x) = f(x). Estudie el crecimiento de la funcion g, determine las
abscisas de sus extremos relativos y clasifiquelos.
[1 punto]

) ) ) 2x—-y-1=0
4. Considere el sistema de ecuaciones :
-X-y+2=0
Justifique si las siguientes afirmaciones son ciertas:
a) Este sistema de ecuaciones representa dos rectas paralelas porque ambas tienen pendiente —1.
[1 punto]

b) Este sistema es compatible determinado y su soluciébnes x =1,y = 1.
[1 punto]

5. Un fabricante de automdviles produce los modelos Record y Astrid. Guarda la produccion en tres
naves. En la primera nave tiene 150 vehiculos del modelo Record y 120 vehiculos del modelo
Astrid. En la segunda guarda 80 Record y 140 Astrid. Finalmente, en la tercera nave almacena 250
Record y 125 Astrid. Ademas, el precio de los automoviles Record es de 6.520 €, mientras que
cada Astrid vale 8.130 €. Toda esta informacidn se recoge en las siguientes matrices:

150 120

6.520
A=| 80 140|,P= y B=(1 1 1)
8.130
250 125

a) ¢Qué representa la matriz B - A? Calculela.
[1 punto]

b) ¢Que representa la matriz B - A - P? Calculela.
[1 punto]

6. A continuacion se muestra el grafico de una funcion f que presenta un minimo relativo en el
punto de abscisa x = —1 y un maximo relativo en el punto de abscisa x = 1.

a) Sabiendo que f '(0) = 1, determine la ecuacion de la recta tangente a f que pasa por el origen
de coordenadas.

[1 punto]

b) Haga un esbozo del gréafico de la funcion f’ con los datos de los que dispone.
[1 punto]
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SOLUCIONES
2 —
1. Sea la funcion f (x)= X S 3:.
X —
a) Indique justificadamente su dominio y determine los puntos donde el gréafico de f corta el eje de
abscisas. [1 punto]

b) Estudie su crecimiento y haga un esbozo aproximado del grafico de la funcion.  [1 punto]

a) El dominio de la funcion son todos los nimeros reales menos los que anulen el denominador.
X—4=0=x2=4= x=~[4=+2
El dominio de la funcién es R—{-2,2} .

Hallamos los puntos de corte con el eje de abscisas.

2
f(x)= sz_ji( - x? —3x

EjeOX ->y=0

:0:>x2—3x:0:>x(x2—3):0:>

x=0- A(0,0)
B(—J§,o)
c(\/§,o)

X*-3=05x2=35x=%/3>

La funcion tiene tres puntos de corte con el eje de abscisas: A(0,0); B(—\/§,O) y C(\/§,O).

b) Averiguamos cuando se anula la derivada.

(2x=3)(x*—4)—(x*-3x)2x _ 2¢ —8x-3x® +12— 2 +6x° _ 3xC ~8x+12
(x? —4)2 (x? —4)2 (x? —4)2

f(x)=

2_
F(x)=0= X "8HZ_o_ 3 gxi12-0=

(x )
. :33/(—8)2 ~4-312  8+.-80
- 6

2-3

= = No existe

La funcién no tiene puntos criticos.
Estudiamos el signo antes, entre y despueés de los puntos excluidos del dominio: x=-2y x=2.

e Enelintervalo (—o,—2) tomamos x =-3 y la derivada vale

2
f'(-3)= 3(-3) ~8(3)+12_ 63 >0. La funcion crece en (—o0,-2).

EE

241 de 289 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU junio 2018 (serie 5) Matemdticas aplicadas a las CC. SS. Il en Cataluiia  Juan Antonio Martinez Garcia

e Enelintervalo (—2, +2) tomamos x =0 Y la derivada vale

2
f(0) _3:0°-80+12 12 > 0. La funcién crece en (—2,+2).
(0°-a)
3.3-8:3+12 15
= ="—>

2 4\ _2_5 0
(3°-4)

e Enelintervalo (2,+0) tomamos x=3 y la derivada vale f(3)

. La funcién crece en (2,+oo).

La funcion crece en todo su dominio R—{—Z, 2} .

La funcidn tiene dos asintotas verticales: x=-2y x=2.

2
Como lim f (x)=lim X 2_3X

X—00 X—00 X —

Hacemos una tabla de valores y representamos la grafica de la funcion.

=1, la funcion tiene una asintota horizontal: y =1.

x* —3x
x | f(x)= 2
-3 3.6
-1 —4/3

0
1 2/3

0

[= =}

l
l 5 x=2
/ =t

T
[35] =N

242 de 289 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU junio 2018 (serie 5) Matemdticas aplicadas a las CC. SS. Il en Cataluiia  Juan Antonio Martinez Garcia

2. Considere el pentagono ABCDE de la siguiente figura:

il
B ={0,6)

L]

E=1{3,3)

0 D= (6,0}
2 1 " 1 2 ] - & r
A= (0,0

1

a) Justifique que la regién sombreada no puede representarse por medio de un sistema de

inecuaciones. [1 punto]
b) Escriba el sistema de inecuaciones que determina los puntos de la frontera y del interior del
triangulo AED. [1 punto]

a) Las rectas que delimitan la region sombreada son:

BC >y=6 A(0,0)
AB—>x=0 AE—>E3’3}—>y=x
CD—>x=6 (3:3)

E(33)

ED — D(6,0) —

3=3m+n} 3=3m+n
y=mx+n

- —>3=3m-6m—->3M=-3—
O=6m+n —-6bm=n

—>m=-1->n=-6(-1)=6—>y=-x+6

Considerando los puntos P(1, 2) y Q(5, 2) pertenecientes a la region sombreada, vemos que no
cumplen las mismas inecuaciones.

y<6 y<6
x>0 x>0
P(L2)—>x<6 Q(52)—>1x<6
y>X y <X
y<—x+6 y=—-X+6

Los puntos P y Q difieren en dos de las inecuaciones. La regién sombreada no puede representarse por
medio de un sistema de inecuaciones.

b) El triangulo AED contiene a los puntos del plano con la segunda coordenada positiva y que estan
por debajo de las rectas AE y ED.
y>0
Los puntos del triangulo AED cumplen el sistema de inecuaciones: y < X
y<—-X+6
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3. Sea 'y = f(x) una parabola que tiene el vértice en el punto V = (0, —4) y corta el eje de abscisas en
los puntos (-2, 0) y (2, 0).

a) Determine su ecuacion. [1 punto]
b) Sea una funcion g tal que g'(x) = f(x). Estudie el crecimiento de la funcién g, determine las abscisas
de sus extremos relativos y clasifiquelos. [1 punto]

a) La parabola tiene ecuacion f(x)= ax” +bx+c . Determinamos los valores de a, b y ¢ para que

cumpla lo pedido en el ejercicio.
La parabola que tiene el vértice en el punto V = (0, —4) cumple que la derivada se anula para x =0
> £7(0)=0.

f’(x)=2ax+b

(0)=0 }:>O=2a(0)+b:>

La funcion queda f (x)=ax’+c.

También se cumple que la funcién pasa por el punto (0, —4) > f (0)=—4.

f(x)=ax

2+c
e }:>—4za-02+c:>

La funcion queda f (x)=ax*-4.

También se cumple que la funcion pasa por el punto (-2, 0) 2> f (—2)

0.

}:O:a-(—2)2—4:>4:4a:>

La parabola tiene ecuacion: f (x)=x*—-4.

b) Nos dicen que g'(x) = x”—4 . Averiguamos cuando se anula la derivada de la funcion g.

9’ (x)=x"-4
9’(x)=0

}:X2—4=0:>X2=4:> X=\/Z=i2

La funcion g tiene dos puntos criticos: x=-2y x=2.
Estudiamos el signo antes, entre y después de estos dos valores.
e Enelintervalo (—o,—2) consideramos x =-3y la derivada vale
9°(-3)=(-3)" —4=5>0. La funcién crece en (—o,~2).
e Enelintervalo (—2,+2) consideramos x =0y la derivada vale g"(0)=0°-4=-4<0. La
funcion decrece en (-2,+2).

e Enelintervalo (2,+w) consideramos x=3 y la derivada vale g’(3)=3"-4=5>0. La

funcion crece en (2,+0).
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La funcidn sigue el esquema siguiente.

7 o

2 3

= o
—

X 2 1

La funcion es creciente en (—o0,—2)U(2,+) y decreciente en (-2,+2).
Observando el esquema podemos decir que la funcién presenta un maximo relativo en x=-2y
un minimo relativo en x=2.

www.ebaumatematicas.com

245 de 289


http://www.ebaumatematicas.com/

PAU junio 2018 (serie 5) Matemdticas aplicadas a las CC. SS. Il en Cataluiia  Juan Antonio Martinez Garcia

. . . 2x-y-1=0
4. Considere el sistema de ecuaciones .

-X-y+2=0
Justifique si las siguientes afirmaciones son ciertas:
a) Este sistema de ecuaciones representa dos rectas paralelas porque ambas tienen pendiente —1.
[1 punto]
b) Este sistema es compatible determinado y su soluciones x =1,y = 1.
[1 punto]

a) Obtenemos la pendiente de cada una de las rectas que representan las dos ecuaciones del sistema.

2x—y—1:0} 2x—1=y —>[m=2]
=
oy +2=0] 7 | xrzmy o> [=—1

No es cierta la afirmacidn pues la primera ecuacion representa una recta de pendiente 2.

b) Al tener las dos rectas distinta pendiente deben cortarse en un punto, lo que implica que el sistema
es compatible determinado (una Unica solucion). Compruebo si el punto de corte de las rectas es
el punto (1, 1). Sustituimos en el sistema y vemos si se cumplen las dos ecuaciones que lo
componen.

$2:1-1-1=07? ¢2-1-1=07?
=
¢—1-1+2=0? ¢—1-1+2=07?

Se cumplen ambas igualdades y la afirmacion es cierta: el sistema es compatible determinado y la
solucibnesx=1,y=1.
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5. Un fabricante de automdviles produce los modelos Record y Astrid. Guarda la produccion en tres
naves. En la primera nave tiene 150 vehiculos del modelo Record y 120 vehiculos del modelo
Astrid. En la segunda guarda 80 Record y 140 Astrid. Finalmente, en la tercera nave almacena 250

Record y 125 Astrid. Ademas, el precio de los automoviles Record es de 6.520 €, mientras que
cada Astrid vale 8.130 €. Toda esta informacion se recoge en las siguientes matrices:

150 120
6.520
A=| 80 140, P= yB=(1 1 1)
8.130
250 125
a) ¢Qué representa la matriz B - A? Calculela. [1 punto]
b) ¢Qué representa la matriz B - A - P? Calculela. [1 punto]
a) Calculamos B-A.
150 120
B-A=(1 1 1) 80 140 =(150+80+250 120+140+125)=(480 385)
250 125

1><3><2—>1><2

La matriz resultante de B-A nos da el nimero de coches modelo Record y Astrid que hay
guardados en total en las tres naves.

b) Calculamos B-A-P.

150 120

6.520 6.520
B-A-P=(1 1 1)| 80 140 =(480 385) =(480-6250 + 385-8130)
250 195 8.130 8.130

1><><1—>1><1

La matriz resultante de B-A-P nos da el valor total de los coches guardados en las tres naves:
480-6250 + 385-8130 = 6.259.650 euros.
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6. A continuacion se muestra el grafico de una funcion f que presenta un minimo relativo en el
punto de abscisa X = —1 y un mé&ximo relativo en el punto de abscisa x = 1.

a) Sabiendo que f '(O) =1, determine la ecuacion de la recta tangente a f que pasa por el origen de

coordenadas. [1 punto]
b) Haga un esbozo del gréafico de la funcién f’ con los datos de los que dispone. [1 punto]

a) Mirando la gréfica de la funcion sabemos que f (0)=0 y en el enunciado del problema nos

dicen que f’(0)=1. Hallamos la ecuacion de la recta tangente a f en x=0.

f(0)=0
£/(0)=

1 =y-0=1(x-0)=|y=x
y-(0)=f'(0)(x-0)

b) Dividimos la recta real en tres partes segun la funcidn crece o decrece.

Creciente Decreciente

3 \_1 [} 7 2 3

Decreciente

En el intervalo (—oo, —1) la funcion decrece y la derivada es negativa llegando a ser cero en
x =—1, pues hay un minimo de la funcion ( f (1) >0).

En el intervalo (—1,1) la funcion crece y la derivada es positiva llegando a ser cero en x =1,
pues hay un maximo de la funcion ( f (1) <0)

Enel intervalo (1,+o) la funcion decrece y la derivada es negativa.

Tenemos un punto de inflexion en x =0, por lo que la derivada segunda vale cero. La derivada
tiene un punto critico en x=0.

Solo tenemos tres puntos de la grafica: f'(-1)=0, f'(0)=1; f'(1)=0.
La derivada es creciente en x=-1, en x=0 tiene un punto critico y es decreciente en x=1.
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N flx]=0
7(x)<0 Y 7(x)<0

3 \-1 [} 1 2 3
7(0)=1

% F{1)=0

Hacemos un esbozo de la grafica de la derivada.

249 de 289 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU junio 2018 (serie 1) Matemdticas aplicadas a las CC. SS. Il en Cataluiia  Juan Antonio Martinez Garcia

PAU Junio (serie 1) 2018

HIIN Generalitat de Catalunya
X Consell Interuniversitari de Catalunya

Oficina d’Accés a la Universitat Convocato ria 2018

Proves d’accés a la universitat

Matematicas aplicadas a las ciencias sociales
Serie 1

Responda a CINCO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique siempre qué
quiere hacery por qué.

Cada cuestion vale 2 puntos.

Puede utilizar calculadora, pero no se permite el uso de calculadoras u otros aparatos que
pueden almacenar datos o que pueden transmitir o recibir informacion.

2
1. Considere las matrices M de la forma M =(

a ,
OJ , donde a es un nimero real.
-a

3 2a
a) Determine a de forma que M? =( o8 J :

[1 punto]

0 1
b) Determine a de forma que M ™ :£ 2} , donde M * representa la matriz inversa de M. Es

decir, M-M " =1, donde | es la matriz identidad de orden 2.
[1 punto]

2

X .
, donde a es un parametro real.
X—a

a) Encuentre para qué valores del parametro a la recta tangente a la funcion f en x=1 es
paralelaalarecta y+3x+5=0.
[1 punto]

b) Para el valor del pardmetro a =1, encuentre los intervalos de crecimiento y decrecimiento y
los puntos donde se alcanzan los maximos y minimos relativos de la funcion f.
[1 punto]

2. Considere la funcién f (x):

3. Pol quedd ayer con unos amigos en un bar y tomaron 4 refrescos, 3 bocadillos y 5 bolas de helado.
Todo junto les costd 19,50 €. Dias atras, habia ido al mismo bar con su primo Marti, y por 2
refrescos, 1 bocadillo y 2 bolas de helado habian pagado 8,10 €. En este bar todos los refrescos
valen lo mismo, todos los bocadillos tienen el mismo precio y las bolas de helado se venden
también a precio unico.

a) Hoy Pol ha vuelto a ir con otros amigos y han tomado 6 refrescos, 5 bocadillos y 8 bolas de
helado. Explique razonadamente cuanto han pagado en total.
[1 punto]

b) Si 1 refresco, 1 bocadillo y 1 bola de helado cuestan 5,10 €, ;cuanto vale el refresco, el
bocadillo y la bola de helado por separado?
[1 punto]
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4. Una empresa de materiales para coches fabrica dos modelos de una determinada pieza, que se
denominaran A y B. Cada modelo se fabrica en una hora, mediante un proceso que consta de dos
fases. En la primera fase del proceso se destinan 5 trabajadores, y en la segunda, 12. Para fabricar
cada modelo, en la primera fase se necesita 1 trabajador para cada pieza. En cambio, en la segunda
fase se necesitan 2 trabajadores para el modelo Ay 3 trabajadores para el modelo B. El beneficio
que se obtiene es de 40 € por el modelo A y 50 € por el modelo B.

a) Determine la funcién objetivo y las restricciones, y dibuje la region factible.
[1,25 puntos]

b) ¢Cuéntas piezas de cada modelo por hora tendrén que fabricarse para que el beneficio sea
maximo? ;Cual es este beneficio maximo?
[0,75 puntos]

5. Una compafiia de mdviles presentd hace un afio un teléfono inteligente al precio de 750 €.
Recientemente, un estudio de mercado ha llegado a la conclusién de que, con este precio, compran
el teléfono 2.000 clientes al mes, y de que la relacion entre estas dos variables es lineal, de forma
que por cada 10 € que se incrementa el precio del mévil, lo compran 100 clientes menos, y al
reveés: por cada 10 € de descuento sobre el precio inicial de 750 €, lo compran 100 clientes mas.
a) Deduzca que la funcion que determina los ingresos mensuales de la compafiia segun el precio

del movil es 1(p)=-10p*+9.500p.
[1 punto]
b) Encuentre cual tiene que ser el precio del mévil para obtener ingresos, el precio del movil que

da los ingresos mensuales mas elevados y el valor de estos ingresos maximos.
[1 punto]

6. El nimero de individuos, en millones, de una poblacidn viene determinado por la funcion
2
P(t)= 5;‘[2 donde t mide el nimero de afios transcurridos.
(t+1)
a) ¢Cudl es la poblacion inicial y la poblacion después de 9 afios? ¢A partir de qué momento la
poblacion serd inferior a un millén de individuos?
[1 punto]

b) Con el paso del tiempo, ¢hacia qué valor tendera el nimero de individuos de la poblacién?
[1 punto]
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SOLUCIONES
. . 2 a i
1. Considere las matrices M de la forma M =( N OJ , donde a es un nimero real.
. , 3 2a
a) Determine a de forma que M* = oa 1) [1 punto]

0 1
b) Determine a de forma que M ™ :£ 2] , donde M * representa la matriz inversa de M. Es

decir, M-M ' =1, donde I es la matriz identidad de orden 2.  [1 punto]

a) Resolvemos la ecuacion matricial planteada.

) 3 2a 2 a2 a 3 2a
M = - = j—
-2a -1 -a 0)l-a O -2a -1

4—a*> 2a+0 3 2a 4-a*> 2a 3 2a
-2a+0 -a’+0) \-2a -1 —2a -a*) (-2a -1

4-a*=3
2a=2a —a*=-1
= —a’=1=la=1=#1
—2a=-2a —a’=-1
-a*=-1

Los valores buscados son a=1y a=-1.

b) Resolvemos la ecuacion matricial planteada.

. 2 a)(0 1) (1 0) (0-a 2+2a) (1 O
MM =1= - - - -
—a 0){-1 2) (0 1)7(0+0 -a+0) |0 1

-a=1
212a-0 |27 7F
= 0=0 N 2a:—2—>a:—1:>
R a=-1
—a=1

El valor buscado es a=-1.
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2

. L X .
2. Considere la funcion f (x) = , donde a es un parametro real.

X —

a) Encuentre para qué valores del parametro a la recta tangente a la funcion f en x =1 es paralela a
larecta y+3x+5=0. [1 punto]

b) Para el valor del parametro a =1, encuentre los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los
puntos donde se alcanzan los maximos y minimos relativos de la funcion f. [1 punto]

a) Si la recta tangente a la funcién f en x =1 es paralela a la recta y+3x+5=0 ambas rectas deben tener
la misma pendiente. La pendiente de la recta tangente es el valor de la derivada: f (1) y la pendiente de
larecta y+3x+5=0—>y=-3x—-5esm=-3.

g = =
. 1*-2a
)= (1-a)’ (1:2?2 =-3=1-2a=-3(1-a)’ =

Pendiente tangente = -3

:>1—2a:—3(12+a2—2a):>1—2a:—3—3a2+6a:

8+4_2_
2 _—= =
—3a’°-8a+4=0=a= i\/(_g) ‘4(3)(4)=8i4= 6
2(3) 6 |8-4 4 [2
8T _f_|2_4
6 6 |3

Para que se cumpla lo pedido debe ser a :g oa=2.

2

. . X .
b) Para el valor del pardmetro a=1 la funcion queda f (x) = . Esta funcidn tiene como
X_

dominio R—{l} . Buscamos sus puntos criticos averiguando cuando se anula la derivada.

f'(X):ﬂ 2 =0
(x—l)2 :>X;2)2(:O:>X2—2X:0:>X(X—2)=0:>{X_
£(x)=0 (x— x—2=0-[x=2]

Estudiamos el signo de la derivada antes, entre y después de estos dos valores: x=0, x=2y
x =1 excluido del dominio.

e Enelintervalo (—,0) tomamos x =—1 y la derivada vale

2
“1Y —2(-1
f'(—l):M _3 > 0. La funcion crece en (—,0).

(4
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2 J—
e Enelintervalo (0,1) tomamos x=0.5 y la derivada vale f'(0.5):0'(5T2(1());5):—3<0.
La funcién decrece en (0,1).
2 —
e Enelintervalo (1,2) tomamos x =1.5 y la derivada vale f'(1.5):1'f15—2(1;5):—3<0.
La funcion decrece en (1,2).
. _ L F-2(3) 3
e Enelintervalo (2,+c) tomamos x=3 y la derivada vale f (3):W:Z>O. La

funcion crece en (2,+0).

La funcion crece en (—o0,0)\U(2,+0) y decrece en (0,1)U(1,2).
La funcién sigue el esquema siguiente.

La funcion tiene un maximo relativo en x =0 y un minimo relativo en x=2. Como

2 2
f(0)= 00_1 =0y f(2)= 22_1 =4 las coordenadas del maximo relativo son (0,0) y las del

minimo relativo son (2,4).
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3. Pol quedd ayer con unos amigos en un bar y tomaron 4 refrescos, 3 bocadillos y 5 bolas de helado.
Todo junto les costd 19,50 €. Dias atras, habia ido al mismo bar con su primo Marti, y por 2
refrescos, 1 bocadillo y 2 bolas de helado habian pagado 8,10 €. En este bar todos los refrescos
valen lo mismo, todos los bocadillos tienen el mismo precio y las bolas de helado se venden
también a precio Unico.

a) Hoy Pol ha vuelto a ir con otros amigos y han tomado 6 refrescos, 5 bocadillos y 8 bolas de
helado. Explique razonadamente cuanto han pagado en total. [1 punto]

b) Si 1 refresco, 1 bocadillo y 1 bola de helado cuestan 5,10 €, ;cuanto vale el refresco, el bocadillo
y la bola de helado por separado? [1 punto]

a) Averiguamos el precio de un refresco (r €), de un bocadillo (b €) y de una bola de helado (h €)
resolviendo el sistema que podemos obtener con los datos proporcionados en el ejercicio.

4 refrescos, 3 bocadillos y 5 bolas de helado cuestan 19,50 € > 4r +3b+5h=19.5
2 refrescos, 1 bocadillo y 2 bolas de helado cuestan 8,10 € > 2r+b+2h=8.1

Reunimos las dos ecuaciones en un sistema e intentamos resolverlo (nos faltaria una ecuacion).

4r +3b+5h :19.5} 4r +3b+5h=19.5

= = 4r+3(8.1-2r—2h)+5h=195=
2r+b+2h=81 [ b=81-2r-2h

= 4r+24.3-6r-6h+5h=195=-2r-h=-48=48-2r=h=

b=2r-15

=b =8.1—2r—2(4.8—2r) =8.1-2r-96+4r=2r-15=
h=4.8-2r

Estos precios del bocadillo y del helado dependen del valor del refresco. Calculamos cuanto
cuestan 6 refrescos, 5 bocadillos y 8 bolas de helado.

b=2r-15| 5b=10r-7.5
6r +5b+8b = _75+38.4- 16F =309
h =4.8—2r}:>8h :38.4—16r}:> Be-+10F Jof

Han pagado 30.9 € por 6 refrescos, 5 bocadillos y 8 bolas de helado.

b) Afadimos al sistema anterior una nueva ecuacion con el nuevo dato aportado.
1 refresco, 1 bocadillo y 1 bola de helado cuestan 5,10 € > r+b+h=>5.1.

4r+3b+5h=19.5 b=2r-15

2r+b+2h=81 '=<{h=48-2r =r+2f -15+48-2f =51=
r+b+h=51 r+b+h=5.1

lb=2-1.8-15=2.1]

=|r=51+15-48=18|=

lh=48-2-1.8=1.2]

Los precios son: 1.8 € cada refresco, 2.1 € cada bocadillo y 1.2 € cada bola de helado.
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4. Una empresa de materiales para coches fabrica dos modelos de una determinada pieza, que se
denominaran Ay B. Cada modelo se fabrica en una hora, mediante un proceso que consta de dos
fases. En la primera fase del proceso se destinan 5 trabajadores, y en la segunda, 12. Para fabricar
cada modelo, en la primera fase se necesita 1 trabajador para cada pieza. En cambio, en la segunda
fase se necesitan 2 trabajadores para el modelo Ay 3 trabajadores para el modelo B. El beneficio
que se obtiene es de 40 € por el modelo A y 50 € por el modelo B.

a) Determine la funcion objetivo y las restricciones, y dibuje la regién factible.  [1,25 puntos]

b) ¢Cuéntas piezas de cada modelo por hora tendran que fabricarse para que el beneficio sea
maximo? ¢Cudl es este beneficio maximo? [0,75 puntos]

a) Llamamos “x” al nimero de piezas del modelo A e “y” al nimero de piezas del modelo B.
Realizamos una tabla para organizar toda la informacion del ejercicio.

Trabajadores fase 1 | Trabajadores fase 2 Beneficio
N° piezas modelo A (x) X 2X 40X
N° piezas modelo B (y) y 3y S0y
TOTALES X+Yy 2X+3y 40x+50y

La funcion objetivo es el beneficio que deseamos maximizar y que viene expresado como
B(x,y)=40x+50y.
Las restricciones son:

e En la primera fase del proceso se destinan 5 trabajadores, y en la segunda, 12 -
X+y<5 2x+3y<12.

e Las cantidades deben ser positivas > x>0; y>0.
Reunimos las restricciones en un sistema de inecuaciones.

X+y<5 y<5-x
2X+3y <12, =3y <12-2x
x>0;,y=>0 x>0;y>0

Dibujamos las rectas que delimitan la region factible (la region de las posibles opciones de la
escuela). N

=5-X 3y=12-2x
y y \
12 - 2x
X|y=5-X X|y= 3
0 5 0] N
3 2 3
5 O 6 3y=12-2x
\
N
x>0;y>0
Primer
cuadrante 1 P(1,1) O\
) v\‘=57\
~
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y<5-x
Como las restricciones son 3y <12—2x; la region factible es la region del primer cuadrante
x>0;,y>0
situada por debajo de las rectas azul y roja.
Lo comprobamos viendo si el punto P(1, 1) perteneciente a esta region cumple las restricciones.
1<5-1
3<12-2
1>0;1>0

Se cumplen todas las desigualdades. Coloreamos de rosa la region factible en el siguiente dibujo
e indicamos las coordenadas de los Vvértices de esta region.

oy =5 - x

B(0,4)

C(3,2)

(0,0)

D(s5,0)

! : 3 ! 3 AN

b) Valoramos la funcién beneficio B(X, y) =40x+50y en cada uno de los vértices en busca del
valor maximo.

A(0,0) >B(0,0)=0

B(0, 4) > B(0,4)=40-0+50-4=200

C(3,2) > B(3,2)=40-3+50-2 =220 jMaximo!
D(5, 0) > B(5,0)=40-5+50-0=200

El beneficio maximo que se puede conseguir cumpliendo con las restricciones es de 220 euros y
se consigue con la fabricacion de 3 piezas del modelo Ay 2 del modelo B.
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5. Una compaiiia de moéviles presentd hace un aflo un teléfono inteligente al precio de 750 €.
Recientemente, un estudio de mercado ha llegado a la conclusion de que, con este precio, compran
el teléfono 2.000 clientes al mes, y de que la relacion entre estas dos variables es lineal, de forma
que por cada 10 € que se incrementa el precio del movil, lo compran 100 clientes menos, y al
revés: por cada 10 € de descuento sobre el precio inicial de 750 €, lo compran 100 clientes mas.

a) Deduzca que la funcién que determina los ingresos mensuales de la compafiia segun el precio del

mévil es | (p)=-10p*+9.500p. [1 punto]
b) Encuentre cual tiene que ser el precio del movil para obtener ingresos, el precio del movil que da
los ingresos mensuales mas elevados y el valor de estos ingresos maximos. [1 punto]

a) Si llamamos p al precio del movil tenemos para p = 750 que el nimero de moviles vendidos son
2000, por lo que los ingresos son 2000 - 750 = 1 500 000 euros.
Si subimos el precio 10 euros (750 +10) lo compran 100 clientes menos (2000 — 1 - 100) por lo
que los ingresos mensuales seran (750 + 10)(2000 — 100).
Si subimos el precio 20 euros (750 +20) lo compran 200 clientes menos (2000 — 2 - 100) por lo
que los ingresos mensuales seran (750 + 20)(2000 — 200).
Si el precio del movil es p con respecto al precio inicial de 750 € el precio ha subido p—750 Y si

dividimos esta cantidad entre 10 obtenemos P—750

que nos indica el nimero de multiplos de
10 que ha subido (o bajado) su precio. Entonces se habran vendido
2000~ P — 750 100 =2000—-10( p—750) = 2000 —10 p + 7500 = 9500 -10p.

Los ingresos obtenidos serian el resultado de multiplicar el precio de un movil por el namero de
méviles vendidos: |(p)= p(9500-10p)=-10p*+9500p.

b) Nos preguntan cuando la funcion ingresos es positiva. Averiguamos cuando los ingresos son

nulos.
95000—10p =0 —>10p =9500 — [ p = 950]

Evidentemente con un precio p =0 los ingresos son nulos. Los ingresos vuelven a ser nulos para
un precio de 950 euros. Para un precio de 750 euros sabemos que los ingresos son de un millén 'y
medio de euros. Como la funcidn ingresos es continua se cumple que con un precio entre 0 y 950
euros los ingresos son positivos.

I(p)=0= p(9500—10p)0:>{

Derivamos la funcién y buscamos cuando los ingresos son mas altos.

| (p)=-10p®+9500p = 1"(p)=-20p+9500

1"(p)=0

}:—20p+9500:0:>

= 20p =9500 = p:%(())o:MS

Estudiamos el signo de la segunda derivada para un precio de 475 euros.

1( p) =—20p+9500=1"(p)=—20= | ”(475) =-20<0
Como la segunda derivada es negativa la funcién ingresos tiene un maximo para p =475.
Tenemos que |(475)= —10-475% +9.500-475 = 2256250 .

Con un precio del mévil de 475 euros se consiguen los maximos beneficios siendo el importe de
2 256 250 euros.
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6. EI nimero de individuos, en millones, de una poblacion viene determinado por la funcion

2
P(t)= Ltz donde t mide el nimero de afios transcurridos.
(t+1)
a) ¢Cual es la poblacion inicial y la poblacién después de 9 afios? ¢A partir de qué momento la
poblacion sera inferior a un millén de individuos? [1 punto]
b) Con el paso del tiempo, ¢hacia qué valor tendera el nimero de individuos de la poblacion?
[1 punto]
a) La poblacion inicial es el valor de P(0).
2
(o)== _5
(0+1)
La poblacion inicial es de 5 millones de habitantes.
2
Para t =9 tenemos que P(9)= >+9 ~=0.86.
(9+1)
La poblacion despueés de 9 afios es de 860 000 habitantes.
Buscamos cuando la poblacion es de 1 millén de habitantes.
2
P(t) :l:>(5+—;)2:1:5+t2 =(1+t) =5+t =1+t + 2t = 0=2t—4=[t= 2|
T+

Al cabo del segundo afio la poblacion pasa a ser de 1 millon de habitantes.
La derivada de la funcion es
o (1) 20(t+1)° —(5+1*)2(t+1) 2t(t+1)—(5+t°)2 7 12t_10- 247 2(t-5)
- (t+1)° () o (t+)° (t+1)
2(2-5) - . ~
( 3) = i <0, por lo que a partir del segundo afio
(2+1)° 27
la poblacién va disminuyendo y es inferior a 1 millon de habitantes. A partir del quinto afio
vuelve a crecer el nimero de habitantes.

En el segundo afio la derivada es P"(2) =

b) Calculamos el limite de la funcion cuando el nimero de afios transcurridos t tiende a ser muy
grande.

5+t2 +1

2 2 Tt "

fim P(0) = lim 270 im 5ty €y € 041

t—>-+0 te+oo(t+l) toto s +142t towo 1 2t t»-ml i E 1+0+0
eete e

Con el paso de los afios la poblacidn tiende a ser de 1 millon de habitantes.
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PAU septiembre (serie 2) 2017

HIIN Generalitat de Catalunya
X Consell Interuniversitari de Catalunya
Oficina d’Accés a la Universitat

Proves d’accés a la universitat Convocatoria 2017

Matematicas aplicadas a las ciencias sociales
Serie 2

Responda a CINCO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique siempre qué
quiere hacery por qué.

Cada cuestion vale 2 puntos.
Puede utilizar calculadora, pero no se permite el uso de calculadoras u otros aparatos que

pueden almacenar datos o que pueden transmitir o recibir informacion.

. Una empresa fabrica dos tipos de helados, G1 y G2. En el proceso de elaboracion utiliza dos tipos
de ingredientes, A y B. Dispone de 90 kg del ingrediente A y de 150 kg del ingrediente B. Para
fabricar una caja de helados del tipo G1, emplea 1 kg del ingrediente A y 2 kg del ingrediente B.
Para fabricar una caja de helados del tipo G2, emplea 2 kg del ingrediente Ay 1 kg del ingrediente
B. Si la caja de helados del tipo G1 se vende a 10 euros y la del tipo G2 se vende a 15 euros,
(cuantas cajas de helados de cada tipo deben fabricarse para maximizar los ingresos?

[2 puntos]

. Un gimnasio cobra una cuota de 42 euros mensuales y cuenta con 2.000 usuarios. Un estudio de
mercado afirma que por cada euro que sube (0 se baja) la cuota se pierden (o se ganan) 20 usuarios.
a) Exprese el nimero de usuarios del gimnasio en funcién de la cuota, teniendo en cuenta que la
relacion entre ambas variables es lineal. ¢Para qué valor de la cuota el gimnasio se quedaria sin
usuarios?
[1 punto]
b) Determine en qué precio se debe fijar la cuota para obtener un beneficio mensual maximo. ¢Cual
seria ese beneficio y cuantos usuarios tendria el gimnasio en este caso?
[1 punto]

. Consideramos una funcién f(x) tal que su primera derivada es f '(x) = x*+bx—3, donde b es un

parametro real.

a) Determine el valor de b para que f(x) tenga un extremo relativo en x =-3 y razone si se trata
de un méximo o minimo.
[1 punto]

b) Para b =-8, encuentre la ecuacion de la recta tangente a f(x) en el punto (0, 2).
[1 punto]
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4. Un grupo inversor quiere invertir 6.000 euros en letras, bonos y acciones que tienen una
rentabilidad del 10%, del 8% y del 4%, respectivamente. Teniendo en cuenta que desea obtener
una rentabilidad global del 7%:

a) Encuentre la cantidad que debe invertir en letras y en bonos en funcion de la cantidad invertida
en acciones. (Qué valores puede tomar la cantidad invertida en acciones sabiendo que las
cantidades invertidas en cada uno de los productos deben ser siempre mayores o iguales que
cero?

[1 punto]

b) Cuénto debe invertir en cada una de las tres opciones si quiere invertir en letras tanto como en
los otros dos productos juntos?
[1 punto]

2 -1
5. Considere la matriz A= (7 )

-3
a) Compruebe que A*—1 =0 donde I es la matriz identidad de orden 2.
[1 punto]
b) Calcule A™ utilizando la informacion del apartado a.
[1 punto]

6. El vértice de una parébola es el punto (1, 2).

. , : : -1 . .
a) Si la parabola corta el eje de abscisas en el punto (?O] ¢cual sera el otro punto de corte de

la parabola con el eje de abscisas?
[1 punto]

b) Encuentre la ecuacion de la parabola
[1 punto]
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SOLUCIONES

1. Una empresa fabrica dos tipos de helados, G1 y G2. En el proceso de elaboracion utiliza dos tipos
de ingredientes, A y B. Dispone de 90 kg del ingrediente A y de 150 kg del ingrediente B. Para
fabricar una caja de helados del tipo G1, emplea 1 kg del ingrediente A 'y 2 kg del ingrediente B.
Para fabricar una caja de helados del tipo G2, emplea 2 kg del ingrediente Ay 1 kg del ingrediente
B. Si la caja de helados del tipo G1 se vende a 10 euros y la del tipo G2 se vende a 15 euros,
¢cuéntas cajas de helados de cada tipo deben fabricarse para maximizar los ingresos? [2 puntos]

a) Llamamos “x” al nimero de cajas de helados G1 e “y” al nimero de cajas de helados G2 que se
elaboran. Realizamos una tabla para organizar toda la informacion del ejercicio.

Ingrediente A | Ingrediente B | Ingresos
N° helados G1 (x) X 2X 10x
N° helados G2 (y) 2y y 15y
TOTALES X+2y 2X+Yy 10x+15y

La funcidn objetivo son los ingresos que deseamos maximizar y que viene expresado como
I(x,y)=10x+15y.
Las restricciones son:

e Dispone de 90 kg del ingrediente A y de 150 kg del ingrediente B >
X+2y<90; 2x+y <150.

e Las cantidades deben ser positivas > x>0; y>0.
Reunimos las restricciones en un sistema de inecuaciones.
X+2y <90 2y <90-x
2X+Yy <150 = y <150 -2x
x>0;,y>0 Xx>0;,y>0

Dibujamos las rectas que delimitan la region factible (la region de las posibles opciones de la
escuela).

2y =90-x 14\
X y:90—x
) 2
0 45
70 10
90 0
y =150 - 2x y=150-2
X | y =150 - 2x
0 150
70 10
75 0
P(10,10)
Xx>0;,y>0 * 2y=90—x
Primer 0 T TR T T AN ST O T TR T
cuadrante
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2y <90-x
Como las restricciones son y <150-2x ¢ la region factible es la region del primer cuadrante
x>0;,y>0

situada por debajo de las rectas azul y roja. Lo comprobamos viendo si el punto P(10, 10)
perteneciente a esta regién cumple las restricciones.

20<90-10

10<150-20

10>0;10>0

Se cumplen todas las desigualdades. Coloreamos de rosa la regidn factible en el siguiente dibujo
e indicamos las coordenadas de sus vertices.

Kf\l
pe)

B(0, 4.%)

0)
2y=90-x
70 > ;Sg ) 90 160
ol (\, ) ~

LY

b) Valoramos la funcién ingresos | (x, y)=10x+15y en cada uno de los vértices en busca del valor
maximo.

A(0,0) > 1(0,0)=0
B(0, 45) > 1(0,45)=10-0+15-45=675

C(70, 10) > 1(70,10)=10-70+15-10=850 jMaximo!
D(75, 0) > 1(75,0)=10-75+15-0="750

Los ingresos maximos que se pueden conseguir cumpliendo con las restricciones son de 850
euros y se consigue con la preparacion de 70 cajas de helado G1 y 10 cajas de helado G2.
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2. Un gimnasio cobra una cuota de 42 euros mensuales y cuenta con 2.000 usuarios. Un estudio de
mercado afirma que por cada euro que sube (o se baja) la cuota se pierden (o se ganan) 20 usuarios.
a) Exprese el numero de usuarios del gimnasio en funcion de la cuota, teniendo en cuenta que la
relacion entre ambas variables es lineal. ;Para qué valor de la cuota el gimnasio se quedaria sin

usuarios? [1 punto]
b) Determine en qué precio se debe fijar la cuota para obtener un beneficio mensual maximo. ;Cual
seria ese beneficio y cudntos usuarios tendria el gimnasio en este caso? [1 punto]

a) Con una cuota de 42 euros se tienen 2000 usuarios.
Si la cuota es de 42 + 1 = 43 euros se tienen 2000 — 20 = 1980 usuarios.
Si la cuota es de 42 + 2 = 44 euros se tienen 2000 — 2 - 20 usuarios.
Si la cuota es de 42 + ¢ se tienen 2000 — ¢ - 20 usuarios.
Si la cuota es de 42 — 1 = 41 euros se tienen 2000 + 20 usuarios.
Si la cuota es de 42 — 2 = 40 euros se tienen 2000 + 2 -20 usuarios.

Si llamamos x a la cuota mensual la subida o bajada respecto de la cuota inicial de 42 euros es x
— 42 el nimero de usuarios es N (x) = 2000 —(x—42) 20 = 2000 — 20x +840 = 2840 — 20x .

Averiguamos cuando N (x)=0.

N(x)=0
N (X) = 2840 —20x

}32840—20x=0:>20x=2840:> X=@=142

20

Con una cuota mensual de 142 euros el gimnasio se quedaria sin usuarios.

b) El beneficio mensual es el producto de la cuota mensual por el nimero de usuarios.
B(x)=x-N(x)=x(2840—20x) = 2840x — 20x*

Hallamos los puntos criticos de la funcién beneficio.

B(x) =2840x—20x* = B"(x) = 2840 — 40x
B'(x)=0

| zmi0-s0x-0-[s- 207

Hemos obtenido un punto critico para x = 71. Sustituimos este valor en la segunda derivada.
B"(x)=2840—40x = B”(x) =—40=B"(71)=—40<0

Como la segunda derivada es negativa la funcién beneficios tiene un maximo relativo en x =71.
El beneficio mensual para esta cuota es de B(71)=2840-71-20-71° =100820. El nimero de

usuarios seria N (71) =2840-20-71=1420.

Los beneficios maximos se alcanzan con una cuota de 71 euros mensuales obteniendo 100820
euros de los 1420 usuarios del gimnasio con esa cuota.
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3. Consideramos una funcion f(x) tal que su primera derivada es f ’(x)= x> +bx—3, donde b es un

parametro real.

a) Determine el valor de b para que f(x) tenga un extremo relativo en x =-3 y razone si se trata de
un maximo o minimo. [1 punto]

b) Para b =-8, encuentre la ecuacion de la recta tangente a f(x) en el punto (0, 2).  [1 punto]

a) Si f(x) tiene un extremo relativo en x =-3 la derivada debe anularse > f"(-3)=0.

f'(-3)=0
f'(x)=x"+bx-3

}:0:(—3)2—3b—3:>9—3b—3:0:>6—3b:0:>

El valor buscado es b= 2. Para este valor la derivada de la funciénes f '(x)=x*+2x-3.
Sustituimos x =-3 en la segunda derivada para comprobar si es maximo o minimo.

fr(x)=x*+2x-3=f "(x)=2x+2=f 7(-3)=2(-3)+2=-4<0
Como la segunda derivada es negativa la funcién tiene un maximo en x=-3.

b) Para b=-8 la derivada queda f '(x)=x"—-8x-3.
Como la funcién pasa por el punto (0, 2) tenemos que f (0)=2.
También tenemos que f '(0)=0%-8-0-3=-3,
Hallamos la ecuacion de la recta tangente a f(x) en el punto (0, 2).

(0)=2

'(0)=-3 = y-2=-3x=|y=-3x+2]
(

y—f(0)=f"(0)(x-0)

f
f
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4. Un grupo inversor quiere invertir 6.000 euros en letras, bonos y acciones que tienen una
rentabilidad del 10%, del 8% y del 4%, respectivamente. Teniendo en cuenta que desea obtener
una rentabilidad global del 7%:

a) Encuentre la cantidad que debe invertir en letras y en bonos en funcién de la cantidad invertida en
acciones. ¢Queé valores puede tomar la cantidad invertida en acciones sabiendo que las cantidades
invertidas en cada uno de los productos deben ser siempre mayores o iguales que cero? [1 punto]

b) Cuénto debe invertir en cada una de las tres opciones si quiere invertir en letras tanto como en los
otros dos productos juntos? [1 punto]

€69 e 9 (.0

a) Llamamos “x”, “y”, “z” a lo invertido en letras, bonos y acciones respectivamente.
Obtenemos las ecuaciones con la informacion proporcionada en el problema.

e Un grupo inversor quiere invertir 6.000 euros = x+y+z =6000.

e Invierte en letras, bonos y acciones que tienen una rentabilidad del 10%, del 8% y del 4%,
respectivamente. Teniendo en cuenta que desea obtener una rentabilidad global del 7% -
0.10-x+0.08-y+0.04-z =0.07-6000 — 10x +8y + 4z = 42000 .

Tenemos dos ecuaciones que forman un sistema que resolvemos dejando las soluciones en
funcion de la cantidad invertida en acciones “z”.

X+Yy+2z=6000 :x:GOOO—y—z -
10x+8y+4z =42000 5x+4y+2z=21000

= 5(6000—y —z)+4y+2z =21000 = 300005y -5z +4y + 2z = 21000 =

= 9000 = y+3z = |y =9000—3z| =[x =6000—9000 + 3z — z = 2z — 3000

Las cantidades invertidas son x=2z-3000 e y=9000-3z.
Como los valores del dinero invertido debe ser positivo deben cumplirse las desigualdades:

>0 z2>0 z>0 z>0
y>0=9000-3z>0;=9000>3z = 3000 >z ; =1500 < z <3000
x>0 22-3000>0 2z > 3000 z>1500

El dinero invertido en acciones debe estar comprendido entre 1500 y 3000 euros.

b) Afadimos una nueva ecuacidn al sistema anterior y lo resolvemos.
Quiere invertir en letras (x) tanto como en los otros dos productos juntos > x=y+z

X+Yy+2z=6000 X =2z-3000
5x+4y+2z=21000; = y=9000-3z = 2z-3000=9000-3z+z =
X=Yy+12 X=Yy+12

|x = 2-3000—3000 = 3000|
|y =9000-3-3000 =0|

=47 =12000= |z =3000| =

Debe invertir 3000 € en letras, 0 € en bonos y otros 3000 € en acciones.
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2 -1
5. Considere la matriz A= (7 )

-3
a) Compruebe que A*—1 =0 donde I es la matriz identidad de orden 2. [1 punto]
b) Calcule A™ utilizando la informacion del apartado a. [1 punto]
a) Para que se cumpla A*—1 =0 debe cumplirse que A*=1.

Determinamos la expresion de A® y comprobamos si obtenemos la matriz identidad.
, (2 -1y(2 -1 4-7 -2+3 -3 1
A pry = pry
7 -3)\7 -3 14-21 -7+9 -7 2
I, -3 1\(2 -1 —-6+7 3-3 10
A =A"A= = = =
-7 2)\7 -3 -14+14 7-6 0 1
Es cierto que A*—1=0.

b) Como sabemos que A® =1 lo aplicamos al calculo de A™.

-3 1
All=A3_A3.A3_A2=I_III_A2:A2=[ 7 2)
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6. El vértice de una parabola es el punto (1, 2).

. , : . -1 . .
a) Si la parabola corta el eje de abscisas en el punto (?,O], ¢cual sera el otro punto de corte de la

parébola con el eje de abscisas? [1 punto]
b) Encuentre la ecuacién de la parabola. [1 punto]

S . - -1 - - -
a) Si el vértice de la parébola esta situado en x=1 yen x = > la funcion vale 0 la funcidn también

- -1
vale 0 en el punto simétrico de x = > respecto de 1.

V(1,2)

[35]

(—=0.5.0) - (2.5,0)

El otro punto es (2.5, 0).

b) La parabola tiene ecuacion f (x)=ax*+bx+c.

Sabemos que la parabola tiene un extremo relativo en x=1, por lo que f (1) =0.

f(x)=ax*+bx+c= f’(x)=2ax+b

£(1)=0

La ecuacion de la parabola queda f (x)=ax’—2ax+c.

}:0:2a+b:>

También sabemos que la parabola pasa por el punto (1, 2), por lo que f (1) =2.

f (x)=ax’—2ax+c
f(1)=2

}:>2za-12—2a+c:>2:—a+c:>

La ecuacion de la pardbola queda f (x)=ax’-2ax+2+a.
También sabemos que la funcion pasa por el punto (_?10]

f(x)=ax’-2ax+2+a

2
-1 :O:a-(_—lj —Za(_—lj+2+a:>0=g+a+2+a:>
f(—]=0 2 2 4
2
=0=a+4a+8+4a=9a+8=0=9%9a=-8= az_gg

La ecuacion de la parabola queda:

f(x):%sz—Z(_;jx+2—g: f (x):%8x2+%x+%.
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PAU junio (serie 5) 2017
HIIN Generalitat de Catalunya
X Consell Interuniversitari de Catalunya
Oficina d’Accés a la Universitat

Proves d’accés a la universitat Convocatoria 2017
Matematicas aplicadas a las ciencias sociales
Serie 5

Responda a CINCO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique siempre qué
quiere hacery por qué.

Cada cuestion vale 2 puntos.

Puede utilizar calculadora, pero no se permite el uso de calculadoras u otros aparatos que
pueden almacenar datos o que pueden transmitir o recibir informacion.

1. Un taller de joyeria dispone de 150 gramos de plata y de 180 horas de trabajo para producir dos
modelos de anillos. Para hacer un anillo del modelo A se necesitan 6 gramos de plata y 3 horas de
trabajo, mientras que para hacer uno del modelo B se necesitan 2 gramos de plata y 6 horas de
trabajo.

Los anillos de los modelos A y B proporcionan, respectivamente, 35 y 55 euros de beneficio por
unidad. Sabiendo que se vendera toda la produccion, determine cuantos anillos de cada modelo es
necesario producir para obtener el maximo beneficio e indique cual es ese beneficio.

[2 puntos]

2. Una empresa ofrece 225 euros por repartir todo un paquete de hojas de propaganda. Roc, Marti y
Guiu deciden hacer el trabajo entre los tres: Marti reparte un 20% del total; Guiu reparte 100 hojas
mas que Roc, y entre Roc y Marti reparten 850.

a) Calcule el nimero de hojas que ha repartido cada uno de ellos.

[1 punto]

b) Una vez terminado el trabajo, deciden dividir las ganancias entre los tres, proporcionalmente a
las hojas repartidas. Segun este criterio, ¢cuanto dinero cobrara Guiu, cuanto cobrard Roc y
cuanto Marti?

[1 punto]

3. En 2008 la némina de un trabajador era de 1.000 euros. En 2009 la empresa donde trabajaba decidio
rebajarle la ndmina un 10%. El afio 2010 con la intencion de recuperar la situacion econémica del
trabajador, la empresa decidié incrementarle la ndmina un 10%.

a) Calcule la némina del trabajador una vez aplicada la rebaja del 10 % del afio 2009.
[0,5 puntos]
b) Calcule la ndmina del trabajador después de aplicar el incremento del 10 % del afio 2010.
[0,5 puntos]
¢) Si una némina de 1.000 euros ha sufrido una rebaja de un 10 %, ¢qué incremento porcentual se
debe aplicar a la nueva némina para recuperar el sueldo de 1.000 euros?
[1 punto]
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4. Las pérdidas o beneficios de una empresa vienen dados por la funcién f (t)= % , donde f(t) se
+

expresa en cientos de miles de euros, una vez transcurridos t afios desde inicio de 2010.

a) Haga un esbozo de la grafica de la funcién f(t) para t > 0, calculando los intervalos de
crecimiento, los cortes con los ejes y asintotas.

[1 punto]

b) Al inicio del afio 2010, ¢cuantos euros perdia 0 ganaba la empresa? ;Qué afos tuvo pérdidas la
empresa y a partir de qué afio dejo de tener?
[0,5 puntos]

c) ¢A partir de qué afio las ganancias de la empresa fueron mayores o iguales a un centenar de
miles de euros? (Se pueden superar los tres cientos de miles de euros de beneficios?
Razone las respuestas.

[0,5 puntos]

5. El precio en euros de una piedra preciosa es cinco veces el cuadrado de su peso en gramos. Si
tenemos una piedra preciosa de 8 gramos y nos planteamos partirla en dos trozos:
a) ¢Qué peso debe tener cada uno de los trozos para que el conjunto valga lo menos posible?
[1 punto]
b) ¢Cuél es el precio minimo y el precio maximo que puede valer este conjunto?
[1 punto]

. . a 1 2 -1
6. Considere las matrices A= 0 y B= :

2 0 1
a) Calcule el valor del parametro a para el cual se cumple que A-B=B-A.
[1 punto]
b) Para el valor a=2, encuentre una matriz X tal que A-X-A=B.
[1 punto]
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SOLUCIONES

1. Un taller de joyeria dispone de 150 gramos de plata y de 180 horas de trabajo para producir dos
modelos de anillos. Para hacer un anillo del modelo A se necesitan 6 gramos de plata y 3 horas de
trabajo, mientras que para hacer uno del modelo B se necesitan 2 gramos de plata y 6 horas de
trabajo.

Los anillos de los modelos A y B proporcionan, respectivamente, 35 y 55 euros de beneficio por
unidad. Sabiendo que se vendera toda la produccion, determine cuéntos anillos de cada modelo es
necesario producir para obtener el méximo beneficio e indique cuél es ese beneficio. [2 puntos]

(2]

Llamamos “x” al nimero de anillos modelo A e “y” al nimero de anillos modelo B que se fabrican.
Realizamos una tabla para organizar toda la informacién del ejercicio.

Gramos plata | Horas de trabajo | Beneficio
N° anillos A (x) 6X 3X 35x
N° anillos B (y) 2y )Y S5y
TOTALES 6X+2y 3X+6y 35x+55y

La funcion objetivo es el beneficio que deseamos maximizar y que viene expresado como
B(x,y)=35x+55y.
Las restricciones son:

e Un taller de joyeria dispone de 150 gramos de plata y de 180 horas de trabajo para producir
dos modelos de anillos > 6x+2y <150; 3x+6y <180.
e Las cantidades deben ser positivas > x>0; y>0.

Reunimos las restricciones en un sistema de inecuaciones.

6x+2y <150 3X+y<75 y <75-3X
3X+6y<180 = x+2y<60 =2y <60—-x
x>0;,y=>0 x>0;,y>0 x>0;,y>0

Dibujamos las rectas que delimitan la region factible.

y =75-3x 2y =60—-X x>0;,y>0
X | y=75-3x X y:602_x

75 0 30 Primer
18 21 18 21 cuadrante
25 0 60 0
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J\
A

30- 2y=60-x

P(10,10)

y <75-3X
Como las restricciones son 2y <60—x ; la region factible es la region del primer cuadrante
Xx>0;,y>0

situada por debajo de las rectas azul y roja. Lo comprobamos viendo si el punto P(10, 10)
perteneciente a esta regién cumple las restricciones.

10<75-30
20<60-10
10>0;10=0

Se cumplen todas las desigualdades. Coloreamos de gris la region factible en el siguiente dibujo e
indicamos las coordenadas de sus vértices.

35 \
......................... 3(0, 3;0) y=75-3x
........................ 25
C
........................ 2
......................... 15 i 2y =060-x ...
......................... l
............................. 5
(0,0) ' D(25,0)
5 s 1 15 20 2 3035 40
5 \
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Hallamos las coordenadas del vértice C.

y=75-3X
C— = 2(75-3x)=60—-x=150—6x=60—Xx =90 =5x =
2y =60—x

:>X=9—50=18:> y=75—3-18=21:>C(18,21)

Valoramos la funcidn beneficio en cada uno de los vértices en busca del valor maximo.

e« A(0,0)> B(0,0)=0

e B(0,30) > B(0,30)=35-0+55-30=1650

e C(18,21) > B(18,21)=35-18+55-21=1785 jMaximo!
e D(25,0) > B(25,0)=35-25+55.0=875

El maximo beneficio se consigue fabricando y vendiendo 18 anillos del modelo Ay 21 del modelo
B. Este beneficio maximo es de 1785 euros.
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2. Una empresa ofrece 225 euros por repartir todo un paquete de hojas de propaganda. Roc, Marti y
Guiu deciden hacer el trabajo entre los tres: Marti reparte un 20% del total; Guiu reparte 100 hojas
mas que Roc, y entre Roc y Marti reparten 850.

a) Calcule el nimero de hojas que ha repartido cada uno de ellos. [1 punto]

b) Una vez terminado el trabajo, deciden dividir las ganancias entre los tres, proporcionalmente a las
hojas repartidas. Segun este criterio, ¢cuanto dinero cobrara Guiu, cuénto cobrard Roc y cuénto
Marti? [1 punto]

a) Llamamos X, y, z al nimero de hojas que reparte Roc, Marti y Guiu, respectivamente.
e Marti reparte un 20% del total > y=0.20(x+y+2).

e Guiu reparte 100 hojas mas que Roc = z =x+100.
e Entre Roc y Marti reparten 850 - x+y=2850.

Reunimos las ecuaciones en un sistema y lo resolvemos.

y=0.20(x+y+z)| 10y=2(x+y+z)] By=x+y+z| 4y-x—z=0
z=x+100 = z=x+100 = z=x+100 =z=x+100 ;=
X+ Yy =850 y =850-x y =850-x y =850-x

:>4(850—X)—X—X—100=O:>3400—4X—2X—100=0:>3300=6X:>

3300 |z =550+100 = 650
=|X=——=550|=
6 |y =850—550 =300]

Roc reparte 550 hojas, Marti reparte 300 y Guiu 650 hojas. En total reparten 550 +300 + 650 =
1500 hojas.

b) Por repartir 1500 hojas se obtiene 225 euros. Se cobra por cada hoja % =0.15 euros.

Roc recibe 0.15-550=82.5 euros, Marti recibe 0.15-300 =45 euros y Guiu recibe
0.15-650=97.5.
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3. En 2008 la ndmina de un trabajador era de 1.000 euros. En 2009 la empresa donde trabajaba decidio
rebajarle la ndmina un 10%. El afio 2010 con la intencidn de recuperar la situacion economica del
trabajador, la empresa decidi6 incrementarle la némina un 10%.

a) Calcule la nomina del trabajador una vez aplicada la rebaja del 10 % del afio 2009. [0,5 puntos]

b) Calcule la ndmina del trabajador después de aplicar el incremento del 10 % del afio 2010.

[0,5 puntos]
c) Si una némina de 1.000 euros ha sufrido una rebaja de un 10 %, ¢qué incremento porcentual se
debe aplicar a la nueva nébmina para recuperar el sueldo de 1.000 euros? [1 punto]

a) Le rebajan el sueldo 0.10-1000 =100 eurosy pasa a cobrar 1000 — 100 = 900 euros.

b) En el afio 2009 cobraba 900 euros y en el afio 2010 le suben un 10% lo que significa un aumento
de 0.10-900 =90 euros, por lo que pasa a cobrar 900 + 90 = 990 euros.

¢) Como de 1000 € pasa a cobrar 900 € debemos de buscar un incremento de 100 €. Con una subida
porcentual de un x % le deben subir 100 €. Resolvemos una regla de tres.

900——100
100——x

}:900x:100-100:>x:M:@ﬂLn

900 9

No se consigue recuperar exactamente el sueldo inicial, pero se aproxima bastante con una
subida del 11.11 %.

Lo comprobamos. Una subida del 11.11% le supone un incremento en su sueldo de
900-0.1111=99.99 euros.
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4. Las pérdidas o beneficios de una empresa vienen dados por la funcion f (t) = % , donde f(t) se
+

expresa en cientos de miles de euros, una vez transcurridos t afios desde inicio de 2010.
a) Haga un esbozo de la gréfica de la funcion f(t) para t > 0, calculando los intervalos de crecimiento,

los cortes con los ejes y asintotas. [1 punto]
b) Al inicio del afio 2010, ¢cuantos euros perdia o0 ganaba la empresa? ¢Qué afios tuvo pérdidas la
empresa y a partir de qué afio dejo de tener? [0,5 puntos]

C) ¢A partir de qué afio las ganancias de la empresa fueron mayores o iguales a un centenar de miles
de euros? ¢Se pueden superar los tres cientos de miles de euros de beneficios?
Razone las respuestas. [0,5 puntos]

a) El dominio de la funcion es (O,+oo). La funcion es continua, pues el denominador se anula en
t =—2 que no pertenece al dominio de definicién de la funcion.

Hallamos los puntos de corte con los ejes.

3t-6
f(t)=—— —
(© t+2 :%zO:&—GzO:ﬂzZ:A(Z,O)
EjeOX —y=0 *

La grafica corta el eje de abscisas en A(2, 0). No corta el eje de ordenadas pues t =0 no
pertenece al dominio de la funcion.

Hallamos las asintotas.
No tiene asintotas verticales pues la funcién no presenta discontinuidades en (0,+).

Calculamos el limite de la funcién cuando t tiende a +co.

3t 6 6 6
. C%-6 . 1 1 . 7 3 3.0
lim £ (t) = lim =lim +—-=lim — = —2>= =[3]
—>+o0 —>+0 t 4+ 2 ~>+oo7 Z 4)+001+7 142 1+0

t t o0

La funcidn tiene una asintota horizontal: y =3 cuando t tiende a +co.
No tiene asintota oblicua, pues tiene una asintota horizontal.

Hallamos los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de la funcion.

3t—6 i 3(t+2)—(3t-6)1 3t+6-3t+6 12
1)=20 o (-2 DO _w6-ure 12

t+2 (t+2) (t+2) (t+2)
Con esta expresion de la derivada sabemos que el signo de la derivada va a ser siempre positivo,

por lo que la funcion siempre crece.
Hacemos una tabla de valores y representamos su grafica.
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3t-6
t f(t)=
() t+2
0 | =3Noincluido
1 -1
2
4 1
2 -
. f{'r) 3r—0

t+2

-

"l

/

2,
g

T

b) Al inicio del afio 2010 la empresa perdia 3 cientos de miles de euros. La empresa dejo de tener

pérdidas el segundo afio (2012). A partir de ahi tuvo ganancias.

c) Nos preguntan a partir de qué afio las ganancias de la empresa fueron mayores o iguales a 1
centenar de miles de euros, es decir, a partir de que momento la funcién toma valores mayores o
iguales que 1. Mirando en la grafica vemos que eso ocurre a partir del cuarto afio (2014).

A
4

Jn =.3

3
o

A

e

-

fr)=

3r—6
t+2

x5

¢

También nos preguntan si se pueden superar los tres cientos de miles de euros de beneficios. Es lo
mismo que preguntar si la funcion supera el valor de 3. Esto no ocurre pues en la gréfica se observa
gue hay una asintota que indica que la funcidén siempre toma valores inferiores a 3.
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5. El precio en euros de una piedra preciosa es cinco veces el cuadrado de su peso en gramos. Si
tenemos una piedra preciosa de 8 gramos y nos planteamos partirla en dos trozos:

a) ¢Qué peso debe tener cada uno de los trozos para que el conjunto valga lo menos posible?
[1 punto]

b) ¢(Cuadl es el precio minimo y el precio maximo que puede valer este conjunto?
[1 punto]

a) Llamamos P(x) al precio de una piedra preciosa en funcioén de su peso “x”.
La piedra pesa 8 gramos Y la partimos en dos trozos, uno de ellos pesa x y el otro 8—x.

El precio P(x) de los dos trozos es P(x)=5x*+5(8- x)2 , siendo x un valor comprendido entre 0 y

8 gramos.
Averiguamos cuando se anula la derivada de la funcion.

P(x)=>5x’ +5(8—x)2 = P’(x)=10x+10(8—x)(—1) =10x—80+10x = 20x —80

P"(x)=0=>20x-80=0=>20x =80 = [x = 4]

La funcion tiene un punto critico en x =4. Estudiamos el signo de la derivada segunda para este
valor.

P (x)=20x—-80=P"(x)=20=P"(4)=20>0
Como la segunda derivada es positiva la funcion tiene un minimo relativo en x=4.

Partiendo la piedra preciosa de 8 gramos en dos trozos de 4 gramos obtenemos un precio
minimo.

b) Valoramos la funcién en el minimo relativo y en los extremos del intervalo [0, 8].
P(0)=5-0%+5(8-0)" =320

P(4)=54%+5(8-4)" =160
P(8)=5-82+5(8-8)" =320

El precio minimo es de 160 euros partiendo la piedra en dos trozos iguales y el maximo es 320 €
dejando la piedra sin romper.
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. _ a 1 2 -1
6. Considere las matrices A= y B= :
0 2 0 1

a) Calcule el valor del pardmetro a para el cual se cumple que A-B=B-A. [1 punto]
b) Para el valor a=2, encuentre una matriz X tal que A-X-A=B. [1 punto]

a) Resolvemos la ecuacion matricial planteada.

recons(y o ol e 2

2a —-a+l 2a 2-2 2a —-a+l 2a 0
{3 R A T oo

0 2 0 2 0 2 0 2

Para a=1 se cumple lo pedido.

2 1
b) Para el valor a=2 la matriz A queda A= (O 2).

Despejamos X en la ecuacion matricial.
A-X-A=B=X=A"BA*

Hallamos la inversa de A.

. Adj[z Oj
o Adi(AT) Tl 2 =1(2 —1]
Al ‘2 1‘ 40 2

0 2

Obtenemos la expresion de la matriz X.

2 —1\(2 -1\1(2 -1 2 ~1\(2 -1\(2 -1
cewen=if0 e il 2wl 2o Tl 2)

40 2lo 1/4l0 2) 16l0 2J)lo 1/)lo 2
C1(4 —2-1)(2 -1 1(4 -38)(2 -1\ 1(8 -4-6) (1/2 -5/8
“16l0 2 Jlo 2) 16l0 2J)lo 2) 16l0 4 ) o0 1/4

279 de 289 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU junio 2017 (serie 1) Matemdticas aplicadas a las CC. SS. Il en Cataluiia  Juan Antonio Martinez Garcia

PAU Junio (serie 1) 2017

HIIN Generalitat de Catalunya
X Consell Interuniversitari de Catalunya
Oficina d’Accés a la Universitat

Proves d’accés a la universitat Convocatoria 2017
Matematicas aplicadas a las ciencias sociales
Serie 1

Responda a CINCO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique siempre qué
quiere hacery por qué.

Cada cuestion vale 2 puntos.

Puede utilizar calculadora, pero no se permite el uso de calculadoras u otros aparatos que
pueden almacenar datos o que pueden transmitir o recibir informacion.

1. De una funcion y = f (x) se sabe que su derivada es f'(x)=x>—4x.

a) Determine los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de la funcion y = f (x)
[1 punto]

b) Determine las abscisas de sus extremos relativos y clasifiquelos.
[1 punto]

2. Desde una barca se dispara una bengala de salvamento maritimo que se apaga al cabo de 4 minutos.
En este intervalo de tiempo, se comprueba que la intensidad luminica de la bengala en funcion del
tiempo, medida en porcentajes del 0% al 100%, queda perfectamente descrita por la expresion
L(t)=25-t- (4—t), en laque el tiempo t varia entre 0 y 4 minutos.

a) Calcule para qué valor de t el porcentaje de intensidad luminica sera maxima.

[1 punto]

b) Si desde la costa la bengala s6lo es visible cuando su intensidad luminica es superior al 75%,
¢cudl es el intervalo de tiempo en el que sera visible desde la costa y, por tanto, sera mas factible
el salvamento?

[1 punto]

. . 15 01 1 -1
3. Considere las matrices A= ,B= y C= :
5 1 10 m n

a) Compruebe que se cumple la igualdad (A—B)-(A+B)=A’-B?.
[1 punto]

b) Determine m y n para que las matrices B y C conmuten, es decir, B-C=C-B.
[1 punto]

280 de 289 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU junio 2017 (serie 1) Matemdticas aplicadas a las CC. SS. Il en Cataluiia  Juan Antonio Martinez Garcia

4. Tenemos unas cuantas monedas de un euro distribuidas en tres pilas. Pasamos doce monedas de la
tercera pila a la segunda y, a continuacién, pasamos diez de la segunda pila a la primera. Una vez
hecho esto, las tres pilas tienen la misma cantidad de monedas.

a) Con estos datos, ¢podemos determinar la cantidad de monedas que habia inicialmente en cada
pila? Razone la respuesta.
[1 punto]

b) Averigle la cantidad de monedas que habia inicialmente en cada pila si sabemos que en total
hay 51 monedas.
[1 punto]

5. Una compafiia aérea quiere organizar para este verano un puente aéreo entre el aeropuerto de
Barcelona - El Prat y el de Palma de Mallorca, con plazas suficientes de pasaje y carga para
transportar al menos 1.600 personas y 96 toneladas de equipaje y mercancias. Para hacerlo, tiene
a su disposicion 11 aviones del tipo A, que pueden transportar a 200 personas y 6 toneladas de
equipaje y mercancias cada uno, y 8 aviones del tipo B, que pueden transportar 100 personas y 15
toneladas cada uno. Si la contratacion de un avion del tipo A cuesta 4.000 euros y la de un avion
del tipo B cuesta 1.000:

a) Determine la funcion objetivo y las restricciones, y dibuje la region de las posibles opciones
que tiene la compafiia.
[1 punto]

b) Calcule el nimero de aviones de cada tipo a contratar para que el coste sea el minimo y
determine cual es ese coste minimo.
[1 punto]

6. Considere la funcion f (x)=-x*+bx-+c, con by c nimeros reales.

a) Encuentre b y ¢ de manera que la grafica de la funcion pase por el punto (-1, 0) y tenga un
extremo local en el punto de abscisas x =3. Razone de qué tipo de extremo relativo se trata.
[1 punto]

b) Parael caso b=3 y c =2, encuentre la ecuacion de la recta tangente a la grafica que es paralela
alarecta y=5x-2.

[1 punto]
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SOLUCIONES

1. De una funcion y = f (x) se sabe que su derivadaes f'(x)=x>—4x.

a) Determine los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de la funcion y = f (x)
[1 punto]

b) Determine las abscisas de sus extremos relativos y clasifiquelos.
[1 punto]

a) Hallamos los puntos criticos de la funcién que son los valores que anulan la derivada.

f(x)=x*—4x x=0

f(x)=0

=X -4x=0=> x(x2—4):0:>
X2—4=0->x*=4—>|x=4=42

Tenemos tres puntos criticos. Estudiamos el signo de la derivada antes, entre y después de estos
valores.

e Enelintervalo (—o,—2) consideramos x =-3y la derivada vale
f*(-3)=(-3)"—4(-3)=-15<0. La funcién decrece en (—o0,~2).
e Enelintervalo (—2,0) consideramos x =-1y la derivada vale
f'(~1)=(-1)’-4(-1)=3>0. La funcion crece en (-2,0).
e Enelintervalo (0,2) consideramos x=1y la derivada vale f’(1)=1’-4.1=-3<0. La
funcion decrece en (0,2).

e Enelintervalo (2,+%) consideramos x=3y la derivada vale f’(3)=3"-4-3=15>0.

La funcion crece en (2,+oo).

La funcidn sigue el esquema siguiente.

-3

3 4

= -
—
ko @

-1

e

La funcion decrece en (—o0,-2)U(0,2) y crece en (—2,0)U(2,+0).

b) Con lo obtenido en el apartado anterior podemos decir que la funcion presenta un maximo relativo
en x=0 ydos minimos relativos, uno en x=-2 yotroen x=2.
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2. Desde una barca se dispara una bengala de salvamento maritimo que se apaga al cabo de 4 minutos.
En este intervalo de tiempo, se comprueba que la intensidad luminica de la bengala en funcion del
tiempo, medida en porcentajes del 0% al 100%, queda perfectamente descrita por la expresion

L(t)=25-t- (4—t), en laque el tiempo t varfa entre 0 y 4 minutos.
a) Calcule para qué valor de t el porcentaje de intensidad luminica serd maxima. [1 punto]

b) Si desde la costa la bengala sélo es visible cuando su intensidad luminica es superior al 75%, ¢cuél

es el intervalo de tiempo en el que serd visible desde la costa y, por tanto, sera mas factible el
salvamento? [1 punto]

a) Obtenemos la expresion polinémica de la funcion: L(t)=25-t - (4—t)=100t—25t>.
Buscamos los puntos criticos de la funcién averiguando cuando se anula la derivada.

L(t)=100t - 25t* = L"(t) =100—50t

L"(t)=0=100-50t =0=50t =100 =t =2 [0, 4]
Determinamos el signo de la derivada segunda para t =2.
L"(t)=100-50t = L"(t)=-50=L"(2)=-50<0

Como la segunda derivada es negativa, para t =2 la funcion tiene un valor maximo de
L(2)=25-2- (4-2)=100 % de intensidad luminica.

b) Averiguamos cuando la intensidad luminica es del 75%.

L(t) =75 =100t — 25t = 75 = 25t ~100t + 75 =0 =

:>t2—4t+3=0:t=4im:4i2_

2 2 4-2

Con lo obtenido tenemos que pasado
1 minuto la intensidad luminica es e
del 75%, sube hasta que en el minuto o0 1()=25 - (41)=100r-257
2 alcanza una luminosidad del 100% ‘ / \\
y a partir de ahi baja hasta que en el . / N\
minuto 3 esta de nuevo al 75% de ’ / L= 75% A
intensidad luminica. :
La intensidad luminica es superior al s / \
/ \
75% entre el minuto 1 y el 3. - / \

283 de 289 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU junio 2017 (serie 1) Matemdticas aplicadas a las CC. SS. Il en Cataluiia  Juan Antonio Martinez Garcia

. _ 15 01 1 -1
3. Considere las matrices A= ,B= y C= :
51 1 0 m n

a) Compruebe que se cumple la igualdad (A—B)-(A+B)=A’-B®. [1 punto]
b) Determine m y n para que las matrices B y C conmuten, es decir, B-C=C-B.  [1 punto]

a) Determinamos la matriz resultante del primer miembro de la igualdad.

A_B- 1 5) (0 1) (1 4

5 1) (1 0) (41 1 4)(1 6) (1+24 6+4
= (A-B)-(A+B)= =

1 5) (0 1 1 6 4 1){6 1 4+6 24+1

5 1) \1 0 6 1

Determinamos la matriz resultante del segundo miembro de la igualdad.

X BZ_1515 0 1)(0 1) (1+25 5+5 0+1 0+0) (25 10
5 1)l5 1) (1 o)lt 0) (5+5 25+1) (0+0 1+0) |10 25

Se puede observar que se obtiene el mismo resultado.

b) Resolvemos la ecuacion matricial planteada.

R 1 S G S AT P

Para que las matrices B y C conmuten debeser m=—-1y n=1.
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4. Tenemos unas cuantas monedas de un euro distribuidas en tres pilas. Pasamos doce monedas de la
tercera pila a la segunda y, a continuacién, pasamos diez de la segunda pila a la primera. Una vez
hecho esto, las tres pilas tienen la misma cantidad de monedas.

a) Con estos datos, ¢podemos determinar la cantidad de monedas que habia inicialmente en cada pila?
Razone la respuesta. [1 punto]

b) Averigle la cantidad de monedas que habia inicialmente en cada pila si sabemos que en total hay
51 monedas. [1 punto]

a) Llamamos X, y, z al namero de monedas de 1 euro apiladas en la primera, segunda y tercera pilas.
Si pasamos doce monedas de la tercera pila a la segunda tendriamos 12+ y en la segunda pila y
z—-12 en la tercera.

Si a continuacion, pasamos diez de la segunda pila a la primera tendriamos 12+ y-10=y+2 en
la segunda pilay x+10 en la primera.

Una vez hecho esto, las tres pilas tienen la misma cantidad de monedas. Lo expresamos en un
sistema de ecuaciones.

X+10=y+2 X+8=y
X+10=z-12=y+2= =
X+10=2z-12 X+22=1

No podemos determinar el namero de monedas de 1 euro que hay en cada pila. Nos falta algun
dato mas.

b) Si en total hay 51 monedas podemos afiadir una tercera ecuacion al sistema: x+y+z=>51.
Resolvemos el nuevo sistema.

x+8=y y=7+8=15
X+22=7 = X+X+8+xX+22=51=3x=21=[x=7]=
X+y+z=51 lz=7+22=29

Hay 7 monedas en la primera pila, 15 en la segunda y 29 en la tercera.
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5. Una compafiia aérea quiere organizar para este verano un puente aéreo entre el aeropuerto de
Barcelona - El Prat y el de Palma de Mallorca, con plazas suficientes de pasaje y carga para
transportar al menos 1.600 personas y 96 toneladas de equipaje y mercancias. Para hacerlo, tiene
a su disposicion 11 aviones del tipo A, que pueden transportar a 200 personas y 6 toneladas de
equipaje y mercancias cada uno, y 8 aviones del tipo B, que pueden transportar 100 personas y 15
toneladas cada uno. Si la contratacion de un avion del tipo A cuesta 4.000 euros y la de un avion
del tipo B cuesta 1.000:

a) Determine la funcion objetivo y las restricciones, y dibuje la region de las posibles opciones que

tiene la compafiia. [1 punto]
b) Calcule el nimero de aviones de cada tipo a contratar para que el coste sea el minimo y determine
cudl es ese coste minimo. [1 punto]

a) Llamamos “x” al nimero aviones tipo A e “y” al nimero de aviones tipo B que se contratan.
Realizamos una tabla para organizar toda la informacién del ejercicio.

N° pasajeros | Toneladas de carga Coste

N° aviones A (X) 200x 6X 4000x

N° aviones B (y) 100y 15y 1000y
TOTALES | 200x+100y 6x+15y 4000x+1000y

La funcidn objetivo es el coste que deseamos minimizar y que viene expresado como
C(x,y)=4000x+1000y.
Las restricciones son:

e Con plazas suficientes de pasaje y carga para transportar al menos 1.600 personas y 96
toneladas de equipaje y mercancias = 200x+100y >1600; 6x +15y > 96 .

e Tiene a su disposicion 11 aviones del tipo Ay 8 aviones del tipo B > x<11; y<8.
e Las cantidades deben ser positivas > x>0; y>0.

Reunimos las restricciones en un sistema de inecuaciones.

200x+100y >1600 2X+Yy>16 y>16—-2x
6X+15y > 96 2X+5y>32 Sy >32-2x
x<11 = x<11 = x<11
y<8 y<8 y<8
x>0;,y>0 Xx>0;y>0 x>0;,y>0

Dibujamos las rectas que delimitan la region factible.

y=16-2x By =32-2x x=11 y=8 x20; y=0
X y:32;2x x=11y x|y=8
0 6.4 11 |2 0 8 Primer
6 4 11 (4 4 8 cuadrante
16 0 11 |8 11| 8
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y>16-2x

5y >32-2x
Como las restricciones son , .14 la region factible es la region del primer cuadrante

y<8

x>0;y>0
situada por encima de las rectas oblicuas de color azul y rojo, por debajo de la recta horizontal y

a la izquierda de la recta vertical. Lo comprobamos viendo si el punto P(9, 6) perteneciente a esta
region cumple las restricciones.

6>16-2-9

5.6>32-2-9

9<11

6<8

9>0;6>0
Se cumplen todas las desigualdades. Coloreamos de gris la regidn factible en el siguiente dibujo
e indicamos las coordenadas de sus Vértices.

A(11,8)

3

s
L
T

i, 2)
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b) Valoramos la funcién coste C (x, y) =4000x+1000y en cada uno de los vértices en busca del
valor minimo.

A(11,8) >C (11,8) =4000-11+1000-8 =52000

B(4, 8) > C(4,8)=4000-4+1000-8 = 24000 jMinimo!
C6,4) > C (6, 4) =4000-6-+1000-4 = 28000

D(11,2) > C (8, O) =4000-11+1000-2 = 46000

El coste minimo cumpliendo con las restricciones del problema es de 24 000 euros y se consigue
contratando 4 aviones del tipo A y 8 del tipo B.
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6. Considere la funcion f (x)=-x*+bx-+c, con by ¢ nimeros reales.

a) Encuentre b y ¢ de manera que la grafica de la funcidn pase por el punto (-1, 0) y tenga un extremo
local en el punto de abscisas x =3. Razone de que tipo de extremo relativo se trata.
[1 punto]

b) Para el caso b=3 y ¢ =2, encuentre la ecuacion de la recta tangente a la grafica que es paralela a
larecta y=5x-2.

[1 punto]

a) Si la funcion tiene un extremo relativo en x =3 se cumple que la derivada se anula para este valor
> £7(3)=0.
f(x)=—x*+bx+c— f’(x)=—-2x+b
f’(3)=0

}:>0=—2-3+b:>

La funcion queda f (x)=—x*+6x+c.

Como la funcién pasa por el punto (-1, 0) se cumple que f(-1)=0.

f(-1)=0

f(x)=-x*+6x+cC

}:o=_(—1)2+6(—1)+c:>0:—1—6+c:>

Los valores que cumplen lo pedido son b=6y c=7.
La funcion queda f (x)=-x*+6x+7.

Obtenemos el signo de la segunda derivada de la funcionen x=3.
f'(x)=-2x+6=f"(x)=-2= f7(3)=-2<0
Al ser negativa la segunda derivada la funcion tiene un maximo relativo en x=3.

b) Parael caso b=3 y c=2 la funcion queda f(x)=—x2+3x+2.

Nos piden hallar la ecuacion de la recta tangente a la grafica que es paralela a la recta y =5x-2,

por lo que la pendiente de la recta tangente debe ser la misma que la recta dada, es decir, 5. La
derivada de la funcion debe valer 5.

f(x)=—x*+3x+2= f"(x)=-2x+3

(x) 5}:5=—2x+3:>2x=—2:>
X)=

Determinamos la ecuacion de la recta tangente a la graficaen x =-1.

2

F (1) =—(-1)* +3(-1)+2=-2

f(-1)=5 = y—(-2)=5(x+1)= y+2=5x+5= [y =5x+3|
y=1(=1)=f"(-1)(x=(-1))

La ecuacion de la recta tangente a la gréafica que es paralela a la recta y =5x—2 tiene ecuacion
y =5x+3.
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