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Introduccién

Este cuaderno contiene los exdmenes de matematicas Il propuestos en las pruebas PAU de Catalufia
desde el afio 2017 al 2025. Los examenes estan resueltos por Juan Antonio Martinez Garcia que ha
sido profesor de matematicas en distintos institutos de educacién secundaria.

La web www.ebaumatematicas.com dispone de los exdmenes de matematicas Il resueltos de otras
comunidades autonomas de Espafia, asi como distintas formas de recopilar los ejercicios que aparecen
en todas las pruebas, también existen unos apuntes de la materia.
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Serie 3

El examen consta de CUATRO ejercicios obligatorios. Cada ejercicio vale 2,5 puntos. Realice los
gjercicios 1, 2 y 3 respondiendo a TODAS las cuestiones que se plantean. En el ejercicio 4, elija UNA de
las dos opciones (A o B) propuestas.

En todas las respuestas, explique siempre qué quiere hacer y por qué. Es necesario que la redaccion
de la respuesta se haga de forma coherente, con correccidn y claridad, utilizando la notacién y el
vocabulario matematico adecuados y expresando la solucién de forma clara.

Puede utilizar las paginas en blanco del final del cuaderno para realizar esquemas, borradores, etc.,
0 para acabar de responder a algin ejercicio si necesita mas espacio. En este Gltimo caso, debe indicarlo
claramente al final de la pagina del ejercicio correspondiente.

Puede utilizar calculadora, pero no se permite el uso de calculadoras u otros aparatos capaces de
almacenar datos o de transmitir o recibir informacion.

Ejercicio 1
Una familia quiere comprar un terreno para hacerse una casa rodeada de acantilados con vistas al
mar. En esa zona de la costa, los acantilados siguen las rectas y=0 e y=3x. Ademas, la familia

quiere que el terreno sea triangular y que el tercer lado del triangulo pase por el punto P =(1,1), tal
y como puede verse en la figura.

P=(1,1)

\

~n~ ~n~ ~~ ~n~ ~

\

a) Plantee la ecuacidn de la recta r que define el tercer lado del tridngulo en funcién de su pendiente

2 p—
m, y compruebe que el &rea del terreno viene dada por A(m) :g_—m - 22”,
m* —3m

[1 punto]
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b) Calcule el valor de m que hace que el &rea de este terreno (y, por tanto, su precio) sea minima.
;Cual es el valor de este area? [1,5 puntos]

Ejercicio 2
Considere el sistema de ecuaciones lineales siguiente:
X+3y+z=5
mx+2z=0
my—z=m

a) Discuta el sistema para los diferentes valores del pardmetro m.
[1,25 puntos]

b) Resuelva el sistema para m=1.
[0,5 puntos]

c) Resuelva el sistema cuando este tenga infinitas soluciones.
[0,75 puntos]

Ejercicio 3

La lesion por sesamoiditis (inflamacion del hueso sesamoide del pie) es relativamente habitual
entre la poblacion que practica deportes de impacto (atletismo, baloncesto, tenis...). En una poblacion
de deportistas, se ha realizado un estudio diferenciando entre los que practican deportes de impacto
y los que practican deportes sin impacto brusco (como natacion, pilates, senderismo...). Se ha podido
determinar que el 45% practican deportes de impacto. Entre ellos, un 10% sufren lesiones por
sesamoiditis, mientras que entre los que no practican deportes de impacto sélo un 3% presentan esta
lesion. Escogemos a un deportista al azar.

a) ¢Cuél es la probabilidad de que sufra sesamoiditis?
[0,75 puntos]
b) Si el deportista elegido tiene una lesion por sesamoiditis, ¢cual es la probabilidad de que

practique deportes de impacto?
[0,75 puntos]
Una empresa de calzado deportivo ha creado una zapatilla con amortiguacion para minimizar las
lesiones por sesamoiditis. Los beneficios generados por la venta de este producto, en miles de euros,

siguen una funcion de la forma f (x) =ax’ +bx? +cx, donde x son los afios transcurridos desde que
la zapatilla salié a la venta y a, b y ¢ son constantes reales.
c) Calcule los valores de a, b y ¢ sabiendo que el primer afio se obtuvieron el maximo de beneficios,

con un valor de 8 000 euros, y que en el segundo afio hubo un punto de inflexion en los

beneficios.
[1 punto]

Ejercicio 4
Elija UNA de las dos opciones (A o B) y responda a las cuestiones que se plantean.

OPCION A
Un vidriero esta reparando una de las vidrieras de la Sagrada Familia cuya forma es la de la parte
sombreada de la figura adjunta. Se ha dado cuenta de que Gaudi lo disefié de forma que uno de los

lados sigue la funcién y=3sin(x/4) y otro sigue la funcién y=3cos(x/4), donde x e y estan
expresadas en metros.
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B

a) Razone a qué funcidn corresponde cada gréfica y calcula las coordenadas de los puntos By C

sefialados en la figura (teniendo en cuenta que A es el origen de coordenadas).
[1 punto]

b) Calcula el precio de la vidriera sabiendo que cuesta 750 €/m?.
[1,5 puntos]

OPCION B
Considere el plano 7:2x—y+z=5 yelpunto P=(0,1,

3).

. . 6

a) Compruebe que la distancia del punto P al plano  es %
[0.5 puntos]

b) Encuentre la ecuacion general de un plano 7, paralelo a  y que pase por el punto P. ¢(Cuanto
vale la distancia entre 7z, y m?
[0.75 puntos]

c) Encuentre la ecuacion general de un segundo plano =, , diferente de 7, que sea paralelo a ty

NG

que esteé a una distancia 76 de .

[1,25 puntos]
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SOLUCIONES

Ejercicio 1
Una familia quiere comprar un terreno para hacerse una casa rodeada de acantilados con vistas al
mar. En esa zona de la costa, los acantilados siguen las rectas y =0 e y =3x. Ademas, la familia

quiere que el terreno sea triangular y que el tercer lado del tridngulo pase por el punto P =(1,1), tal
y como puede verse en la figura.

o]

(1, 1)
\

:\

~~ ~—~ ~

\

a) Plantee la ecuacion de la recta r que define el tercer lado del triangulo en funcidn de su pendiente
. . 3 m*-2m+1
m, y compruebe que el area del terreno viene dada por A(m) =—r—
2 m -3m
[1 punto]
b) Calcule el valor de m que hace que el area de este terreno (y, por tanto, su precio) sea minima.
¢Cual es el valor de esta area? [1,5 puntos]

a) La recta r pasa por el punto P = (1,1) y tiene pendiente m. Determinamos su ecuacion.

P=(Ll)er

=>r:y-l=m(x-1)=|r:y=mx-m+1l
pendiente=m} y (x=1) | Y

La recta que define el tercer lado tiene ecuacion r:y=mx—m+1.

Para hallar el area del terreno determinamos la base y la altura del tridngulo, para ello
determinamos donde corta la recta r el eje X (base) y donde corta la recta r larecta y = 3x (altura).

y=mx—-m+1 -
=>mx-m+1=0=mx=m-1={m=0} = |x=——=hase
y=0 m
y =3X
=>mx-m+1=3x=(m-3)x=m-1={m=3}=
y=mx—-m+1
:>X=m__1:> y:3m__1:a|tura
m-3 m-—3
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Aplicando la formula del &rea de un tridngulo tenemos:

m-3_3(m-1)° 3 m’-2m+1

3
2 “2m(m-3) 2 m?-3m

T —

(x, Altura)

]
]
]
'
. : g2 D)
: .
]
|
' Altura
|
]
|
' . (Base, 0)
] *.
Cr
X Base
y = 3x
b) Derivamos la funcién area y averiguamos cuando se anula.
2 _ 2m-2)(m* -=3m)—(2m-3)(m*-2m+1
2 m —3m 2 (mz_gm)

3 ;n{f—ﬁm?-zmz+hm—(}rﬁf—4m2+2m—3m2+m—3) 3l oma3

2 (m2—3m)2 2 (m2—3m)2
2
N(m) =00 328 e
2 (m2—3m)2
2+4
:>m_2i\/(—2)2—4(—1)-3_2i4_ R
g 2|

Como la recta r tiene pendiente negativa (decreciente) solo consideramos el valor m=-3.
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Antes de este valor si tomamos m=-4 la derivada vale
2
A'(—4) :§._(_4) —2(—4)+3 _-15

2 ((_4)2 _3(_4))2 1568
Después de este valor si tomamos m=-2 la derivada vale

N (-2) zg_—(—z)z -2(-2)+3_ 9

2 ((-2y-3(-2)) 2

<0. El area decrece antes de m=-3.

>0 . El &rea crece después de m=-3.

El &rea decrece antes y crece después de m=-3, por lo que el area es minima para m=-3.
3(-3-1)°
2(-3)(-3-3)

Para este valor el area del tridngulo vale Area(—3) = = g unidades cuadradas.
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Ejercicio 2
Considere el sistema de ecuaciones lineales siguiente:
X+3y+z=5
mx+2z=0
my—z=m
a) Discuta el sistema para los diferentes valores del pardmetro m.
[1,25 puntos]
b) Resuelva el sistema para m=1.
[0,5 puntos]
c) Resuelva el sistema cuando este tenga infinitas soluciones.
[0,75 puntos]
1 3 1
a) Este sistema tiene la matriz de coeficientes A= m 0 2 | y la matriz ampliada
0m -1
1 3 1 5

A/B=m 0 2 0
O0m -1 m

Vemos cuando se anula el determinante de la matriz de coeficientes.

1 3 1
|A|:m 0 2(=0+0+m*-0+3m-2m=m?+m
0m -

m=0

|Al=0=>m’+m=0= m(m+1):0:>{
Estudiamos tres casos diferentes.
CASO1. m#0y m=-1.

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el rango de la matriz
ampliada y el namero de incognitas. El sistema es compatible determinado (una uUnica

solucion).
CASO 2. m=0
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
13 1 5
La matriz ampliada queda A/B={0 0 2 O0].
00 -10

Estudiamos el rango de A y A/B usando el método de Gauss.

Fila 22 +2-Fila 32 A8

——

1 3 1 5 00 2 0 1 315
A/B=0020300_20 =A/B=|{0 0 2 O
0 Y 1070 0 0 NuevaFila e 29909
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El rango de la matriz A es 2, al igual que el de la matriz A/B, pero menor que el nimero de
incognitas (3). El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

CASO 3. m=-1
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
1 3 1 5
La matriz ampliada queda A/B=|-1 0 2 O
0 -1 -1 -1
Estudiamos el rango de A y A/B usando el método de Gauss.
Fila 22 +Fila 12
1 3 1 5 10 2 0 1 3 1 5
A/B:—1020:>1315 =0 3 3 5 |=>
° 03 3 soNeaFiez] V0 T T
Fila 22 +3-Fila 22 — 2
0 3 3 5 1 3 15
0 -3 -3 -3 =|/0 3 35
0 0 O 2 — NuevaFila3? 0002

S
A

El rango de la matriz A es 2 y el de la matriz A/B es 3. Los rangos son distintos. El sistema es
incompatible (sin solucion).

Resumiendo: Para m=0 y m= -1 el sistema es compatible determinado, para m=0 el
sistema es compatible indeterminado y para m=-1 el sistema es incompatible.

b) Para m =1 el sistema es compatible determinado (CASO 1). Lo resolvemos.

X+3y+z=5 X+3y+z=5

X+22=0;= x=-27 r=>-22+3(z+1)+2=5=
y-z=1 y=z+1
X=-21=-2
:>—22+32+3+z:5:>22:2:>:
y=1+1=2

Lasoluciones x=-2; y=2; z=1.

c) Para m=0 el sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones). Lo resolvemos.

X+3y+z=5

5-31
A el
0

X
22=0;,=>X+3y=0=>X=5-3y=>xY
-z=0 z

10 de 334 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU septiembre 2025 Matemdticas Il en Catalufia Juan Antonio Martinez Garcia

Ejercicio 3

La lesidn por sesamoiditis (inflamacidn del hueso sesamoide del pie) es relativamente habitual entre

la poblacion que practica deportes de impacto (atletismo, baloncesto, tenis...). En una poblacion de

deportistas, se ha realizado un estudio diferenciando entre los que practican deportes de impacto y los

que practican deportes sin impacto brusco (como natacidn, pilates, senderismo...). Se ha podido

determinar que el 45% practican deportes de impacto. Entre ellos, un 10% sufren lesiones por

sesamoiditis, mientras que entre los que no practican deportes de impacto sélo un 3% presentan esta

lesion. Escogemos a un deportista al azar.

a) ¢Cual es la probabilidad de que sufra sesamoiditis? [0,75 puntos]

b) Si el deportista elegido tiene una lesion por sesamoiditis, ¢cual es la probabilidad de que practique
deportes de impacto? [0,75 puntos]

Una empresa de calzado deportivo ha creado una zapatilla con amortiguacion para minimizar las

lesiones por sesamoiditis. Los beneficios generados por la venta de este producto, en miles de euros,

siguen una funcién de la forma f (x)= ax® +bx* +cx, donde x son los afios transcurridos desde que

la zapatilla sali6 a la venta y a, b y ¢ son constantes reales.
c) Calcule los valores de a, b y ¢ sabiendo que el primer afio se obtuvieron el maximo de beneficios,

con un valor de 8 000 euros, y que en el segundo afio hubo un punto de inflexién en los beneficios.
[1 punto]

Llamamos I al suceso “practicar deportes de impacto” y S a “padecer sesamoiditis”. Realizamos un
diagrama de arbol.

Sesamoiditis

Deporte de P(S/1)=0.10
impacto
P(l) = 0.45 No sesamoiditis
P(S¢/1) = 0.90
Deporte y el
sesamoide
Sesamoiditis
No deporte de P(S/I°) = 0.03
impacto
P(I) = 0.55 No sesamoiditis

P(SS/I) = 0.97

a) Debemos calcular P(S) . Aplicamos el teorema de la probabilidad total.

P(S)=P(1)P(S/1)+P(1°)P(S/1°)=0.45.0.10+0.55-0.03 =[0.0615]

b) Debemos calcular P(1/S). Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de Bayes.

_P(InS) P(I)P(S/1) 045-0.10 |30
P(175)= P(S)  P(S) 00615 Sl
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c) Sabemos que f (1)=8 yqueen x=1 hay un maximo de la funcién por lo que f"(1)=0.También

sabemos que al tener un punto de inflexién la derivada segunda debe anularse, por lo que
f (2) = 0. Utilizamos estos tres datos para obtener las tres constantes.

f (x)=ax’+bx*+cx= f’(x)=3ax*+2bx+c= f’(x)=6ax+2b

“(2)=0

f
3 —6a(2)+2b=0=12a+2b=0=6a+b=0=[b=—6a]
f(x)=6ax+2b

£(1)=0

f7(x)=3ax’ +2bx+c

}:>O=3a+2b+c:>

f — 3 b 2
fE:)) 8ax +bx +cx}:>

Reunimos las tres ecuaciones en un sistema y lo resolvemos.

b=-6a
c=-3a-2(-6a) c=9a

c=-3a-2b;}> = =8=-5a+9%a=>
8=a—-6a+cC 8=-ba+c

8=a+b+c

lb=-6-2=-12|

Los valores que cumplen lo pedido son a=2; b=-12 y ¢=18.
La funcion queda f (x)=2x’-12x*+18x.

:>8=4a:>:>{

M. ri:.\' imo
(1,8)

B

5 l \ flx)=2¢ —12¢ +18¢

Inflexion
(2,4)

\
\ J

£

[3%]

[:¥]
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Ejercicio 4
Elija UNA de las dos opciones (A o B) y responda a las cuestiones que se plantean.

OPCION A
Un vidriero esté& reparando una de las vidrieras de la Sagrada Familia cuya forma es la de la parte
sombreada de la figura adjunta. Se ha dado cuenta de que Gaudi lo disefid de forma que uno de los

lados sigue la funcién y=3sin(x/4) y otro sigue la funcién y=3cos(x/4), donde x e y estan
expresadas en metros.

B

/

a) Razone a qué funcion corresponde cada gréafica y calcula las coordenadas de los puntos By C
sefialados en la figura (teniendo en cuenta que A es el origen de coordenadas).
[1 punto]

b) Calcula el precio de la vidriera sabiendo que cuesta 750 €/m?.
[1,5 puntos]

a) La grafica que pasa por los puntos Ay C toma el valor 0 para x=0.

y =3sin(x/4) ) _

y =3sin(0/4)=3sin0=0—jOK!
y =3cos(x/4):=
C—0 y =3c0s(0/4)=3c0os0=3—iNO!

La funcién que pasa por los puntos Ay Ces y= 35in(x/4).
La funcién que pasa por los puntos By C es y =3cos(x/4).

El punto A tiene coordenadas A(0,0).

El punto B tiene coordenadas (0,3cos(0/4))=(0,3).

El punto C es el punto de corte de ambas graficas. Determinamos sus coordenadas.
y =3sin(x/4)

3sin(x/4)=3cos(x/4 sin(x/4)=cos(x/4
=34~ 4) (1) - 4)

sin(x/4) cos(x/4) X 32
= tg(x/4)=1= 2> =Z = [x=z|=|y =3cos(7/4) =2
:cos(x/4) cos(x/4):> g(x/4)=1= 4 4 = |x=zl=y=3c0s(7/4) 2

32

El punto C tiene coordenadas C [HTJ .
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b) Hallamos el area de la region sombreada. El &rea la obtenemos como la integral definida entre O
y 1t de la diferencia de las dos funciones.

Area = I0”3cos(x/4)—3sin(x/4)dx = [3-4sin(x/4)—3-4(—cos(x/4))]

T
0

= [125in(x/4)+12cos(x/4)]z =

=[12sin(z/4)+12cos(x/4)]|-[12sin(0/4)+12cos(0/4)]=

:12g+12g—0—12 =122 —12 = 4.97 m?

Multiplicamos el area obtenida por el precio de cada metro cuadrado y obtenemos el coste de la
vidriera: 750-(12v2 ~12) = 3727.92 euros.
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Ejercicio 4
Elija UNA de las dos opciones (A o B) y responda a las cuestiones que se plantean.

OPCION B
Considere el plano 7:2x—y+z=5 yelpunto P=(0,1

b) Encuentre la ecuacion general de un plano 7, paralelo a 1ty que pase por el punto P. ;Cuanto vale

la distancia entre 7z, y m?  [0.75 puntos]
¢) Encuentre la ecuacion general de un segundo plano z,, diferente de 7, que sea paralelo a t y que

J6

esté a una distancia —~ de . [1,25 puntos]

a) Compruebe que la distancia del punto P al plano  es [0.5 puntos]

a) Utilizamos la formula de la distancia de un punto a un plano.

\/22 _ +12 JEZJE.JE_ 6 2

7i2x-y+2-5=0] 20-1+3-5 |3 36 3/6 6
P=(0,13)

b) Un plano paralelo a 7 :2x—y+z =5 tiene ecuacion =, :2x—y+z+D=0.
Determinamos el valor de D para que el plano pase por el punto P =(0,1,3).

m2X-y+z+D=0
P=(0,13)er

}:2-0—1+3+D:O:>D:—2:>|7zl:2x—y+z—2:0

El plano que cumple lo pedido tiene ecuacion 7z, :2x—y+z—-2=0.
La distancia entre los planos paralelos 7, y m es la misma que la distancia de un punto del plano

7, , por ejemplo, el punto P al plano . Esta distancia sabemos que vale 76 unidades.

c) El plano z, paralelo al plano 7z :2x—y+z =5 tiene ecuacion r, :2x—y+z+D=0.
Un punto del plano 7:2x—y+2z=5 es Q(0,0,S). Que la distancia entre los planos 7z, y m sea

% %

—~ implica que la distancia del punto Q al plano 7, debe valer -

7, 2X=y+2z+D=0

Q=(0.0,5)c 2:0-0+5+D] 6 _ 3 _ [5+D

_3
j\/22+(—1)2+12 2 6 6 6

NG

d(ﬂ,ﬂz):d(Q,ﬂz):7

5+D=3->D=-2->7:12X-y+2-2=0
5+D=-3->D=-8—>|r,:2X-y+2-8=0

:>|5+D|:3:>{

El plano buscado tiene ecuacion =, :2x—y+z-8=0.
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PAU junio (serie 1) 2025
AN Generalitat de Catalunya
A Consell Interuniversitari de Catalunya 2025

Oficina d'Accés a la Universitat

Proves d’accés a la universitat

Matematicas

Serie 1

El examen consta de CUATRO ejercicios obligatorios. Cada ejercicio vale 2,5 puntos. Realice los
gjercicios 1, 2 y 3 respondiendo a TODAS las cuestiones que se plantean. En el ejercicio 4, elija UNA de
las dos opciones (A o B) propuestas.

En todas las respuestas, explique siempre qué quiere hacer y por qué. Es necesario que la redaccion
de la respuesta se haga de forma coherente, con correccidn y claridad, utilizando la notacién y el
vocabulario matematico adecuados y expresando la solucion de forma clara.

Puede utilizar las paginas en blanco del final del cuaderno para realizar esquemas, borradores, etc.,
0 para acabar de responder a algin ejercicio si necesita mas espacio. En este Gltimo caso, debe indicarlo
claramente al final de la pagina del ejercicio correspondiente.

Puede utilizar calculadora, pero no se permite el uso de calculadoras u otros aparatos capaces de
almacenar datos o de transmitir o recibir informacion.

Ejercicio 1
x> —2X
x-1
a) Determine los puntos de corte de lacurva y = f (x) con los ejes de coordenadas, y las

Considere la funcion f (x)=

ecuaciones de sus posibles asintotas verticales, horizontales y oblicuas. [1 punto]
b) Calcule las ecuaciones de las rectas tangentes a la curva y = f (x) en los puntos x=0y
X = 2. ¢Estas dos rectas son paralelas? Justifique la respuesta. [1 punto]

¢) Hay algun punto donde la recta tangente a f(x) tenga pendiente 1? En caso afirmativo,
encuéntrelo. [0.5 puntos]

Ejercicio 2
Considere el siguiente sistema de ecuaciones lineales:
y—z=p+3
p’x—z=5
X—y=3

a) Discuta el sistema para los diferentes valores del pardmetro p. [1.25 puntos]
b) Resuelva el sistema para el caso p = —1. [0,5 puntos]
c) Para el caso p = -1, ¢hay alguna solucion que cumpla, ademas, xy =10? En caso afirmativo,

indique cuéntas hay y encuéntrelas todas. [0,75 puntos]

Ejercicio 3

Una empresa produce dos tipos de prendas, de hierro y de acero. EI 60% de la produccién total corresponde
a piezas de hierro y el resto son de acero. Sabemos que el 95% de las piezas de hierro producidas no tienen
ningun defecto, mientras que el 3% de las piezas de acero son defectuosas.

a) Si tomamos una pieza al azar, ¢cudl es la probabilidad de que sea defectuosa? [0,75 puntos]
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b) La empresa pronto diversificara la produccion y empezara a producir también piezas de titanio,
que se venderan en paquetes de 5. Si la probabilidad de que una pieza de titanio sea defectuosa
es un valor desconocido p, y cada pieza es defectuosa independientemente de las otras,
compruebe que la expresion que nos da la probabilidad de que en un paquete funcidn de p) es

f( p) = 5( p* — p5) [0,75 puntos]

c) Considere la funcion f(p) del apartado anterior. Determine el valor méximo que toma f(p) cuando

p=>0. [1punto]

Ejercicio 4
Elija UNA de las dos opciones (A o B) y responda a las cuestiones que se plantean.

OPCION A
La vela mayor de un velero tiene forma semiparabdlica y esta delimitada por las gréaficas de

f(x)= —x*+25, y=0y x=0 tal como se indica en la figura siguiente:

flx) == +25

20
15 Regio, ..,
10 y=9
5 Regio, ..,

-10 fs 0 * 10
La vela tiene dos partes separadas por la recta y =9. Para su construccion, se emplea un tejido de

nylon en la parte superior, que cuesta 50 €/u?, y un tejido de poliéster en la parte inferior, que

cuesta 70 €/u?. Calcule el coste total del material que se necesita para construir esta vela.
[2.5 puntos]

OPCION B
Considere el plano m de ecuacion x+y=0.

a) Calcule la ecuacion del plano " que es perpendicular a m y contiene los puntos P =(1,-1, 2) y
Q= (3, -3, 6). [1 punto]

b) Calcule la ecuacion paramétrica de la recta contenida en " y que contiene los puntos de " que
estan a la misma distancia de P que de Q. [1.5 puntos]
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SOLUCIONES
Ejercicio 1
Considere la funcion f (x)= Xi__ix .

a) Determine los puntos de corte de lacurva y = f (x) con los ejes de coordenadas, y las ecuaciones
de sus posibles asintotas verticales, horizontales y oblicuas. [1 punto]
b) Calcule las ecuaciones de las rectas tangentes a la curva y = f (x) en los puntos x=0y x=2.

¢Estas dos rectas son paralelas? Justifique la respuesta. [1 punto]
c) Hay algun punto donde la recta tangente a f(x) tenga pendiente 1? En caso afirmativo, encuéntrelo.
[0.5 puntos]

a) Determinamos los puntos de corte de la gréafica con los ejes coordenados.

X2 -2x )
F(x)= X1 =2 ~2X ) x?—2x=0=
EjeOX - y=0

x=0—[A(0,0)

= X(x-2)=0=

x—2=0->x=2-B(2,0)

X2 -2x )
f(x)= x—1 :>f(o)=00_21'0=0:> A(0,0)
EjeOY > x=0 -

Los puntos de corte con los ejes coordenados son A(0, 0) y B(2, 0).

Determinamos las asintotas de la funcién.
El dominio de la funcion son todos los nimeros reales menos los que anulan el denominador. El
dominio es R—{1} .
Asintotas verticales. x=a
¢ x=1 es asintota vertical?

2_ — —
lim £ (x)=limX =X 122 "1
x—>1 -1 x—1 1-1 0

x =1 es asintota vertical.

Asintota horizontal. y=b
2

2_
b=lim f (x) = lim*—Z ~im X" = limx =

X—>o0 x>0 X —1 x>0 X X—>00

La funcién no tiene asintota horizontal.

Asintota oblicua. y=mx+n
x? —2x

o f(x) . . XP— X2
m = lim ():Ilm X=1 _jimX 2X:|Imx—:|lml:1

X—0 X X—>00 X X—0 X _X X—)OOX X—0
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2
n=tim( f (x)-x)=limX =2 o fim X T2y X i X

X—>0 x>0 X—1 X—>00 X—=1 x>0 X =] x-0 X

La funcidn tiene a la recta y = x—1 como asintota oblicua.
b) La recta tangente a la curvaen x =0 tiene ecuacién y— f (0)= f“(0)(x—0).

. :(2x—2)(x—1)—1-(x2—2x):
f(x) T

X2 —2X
x-1

f(x)

22X 2K 42—+ 28 X2 —-2x+2

(x-1) (x-1)°

f7(0)=2 = y-0=2x=y=2x

La recta tangente a la curva en x =2 tiene ecuacion y— f (2)=f"(2)(x-2).

22-2.2
f(2)= =0
(2=
2
t7(2)=2 222 5l y 0=2(x-2)=[y=2x_4

(2-1)
y-1(2)=(2)(x-2)

Las dos rectas tangentes obtenidas son paralelas pues tienen la misma pendiente
f7(0)=f"(2)=2.

c) Para que la pendiente de la recta tangente sea 1 la derivada de la funcién debe valer 1. Buscamos
esa posibilidad.

2
f'(x):1:> X°—2X+2

(x-1)

=1= X -2x+2=(x-1)" =

=X =2Xx+2=x*+1-2x=2=1{lmposible!

No existe ninguna tangente a la grafica de la funcion que tenga pendiente 1.
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Ejercicio 2
Considere el siguiente sistema de ecuaciones lineales:
y—-z=p+3
p’x—z=5
X—y=3

a) Discuta el sistema para los diferentes valores del parametro p. [1.25 puntos]
b) Resuelva el sistema para el caso p = —1. [0,5 puntos]
c) Para el caso p = -1, ¢hay alguna solucion que cumpla, ademés, xy =107 En caso afirmativo,

indique cuéntas hay y encuéntrelas todas. [0,75 puntos]

0o 1 -1
a) Este sistema tiene la matriz de coeficientes A=| p° 0 -1|y la matrizampliada
1 -1 0

0 1 -1 p+3
A/B=[p> 0 -1 5
1 -1 0 3

Vemos cuando se anula el determinante de la matriz de coeficientes.

0 1 -1
|Al=|p? 0 -1=0-1+p°’-0-0-0=p*-1
1 -1 0

|A=0= p?~1=0= p?=1=|p=+1=+1

Estudiamos tres casos diferentes.

CASO 1Ll p=#-1y p=1.

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el rango de la matriz
ampliada y el nimero de incdgnitas. El sistema es compatible determinado (una Unica

solucién).
CASO 2. p=-1
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
0 1 -12
La matriz ampliada queda A/B={1 0 -1 5.
1 -1 0 3

Estudiamos el rango de A y A/B usando el método de Gauss.

0 1 -12 1 0 -15
A/B=|1 0 -15 :>{Fi|a2a<—> Filala}:> 0 1 -12
1 -1 0 3 1 -1 0 3
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Fila 32 —Fila 12

L 10 3 1 0 -1 5
10 1 -5 =0 1 -1 2 |>
0 -1 1 —2-sNuevaFila3? 0 -1 1=
Fila 32 + Fila 22 — AE

0 1 1 2 1 0 -15

0 1 -1 2 =0 1 -12

0 0 0 0> NuevaFila3® HA_O,O

El rango de la matriz A es 2, al igual que el de la matriz A/B, pero menor que el nimero de
incognitas (3). El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

CASO3. p=1
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
0 1 -114
La matriz ampliada queda A/B={1 0 -1 5.
1 -1 0 3
Estudiamos el rango de A y A/B usando el método de Gauss.
0 1 -114 1 0 -15
A/B=l1 0 -15 :>{Fi|a2a<—> Filala}:> 0 1 -114
1 -1 0 3 1 -1 0 3
Fila 3 —Fila 12
1 10 3 1 0 -15
10 1 -5 =0 1 -1 4|=
0 -1 1 -2— NuevaFila3? 0 -1 1=
Fila 32 +Fila 22 — 2
0 -1 1 -2 10 -15
0 1 -1 4 =0 1 -12
0 0 0 2-NuevaFilaz| |22 02

A

El rango de la matriz A es 2 y el de la matriz A/B es 3. Los rangos son distintos. El sistema es
incompatible (sin solucion).

Resumiendo: Para p=—-1y p =1 el sistema es compatible determinado, para p=-1 el
sistema es compatible indeterminado y para p =1 el sistema es incompatible.

b) Resolvemos el sistema para p =-1. Por lo visto en el apartado anterior sabemos que el sistema es

compatible indeterminado (CASO 2). Lo resolvemos partiendo de la matriz triangular equivalente
obtenida en el apartado a).
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A/B
10 -15 X=5+4
X—2=95 X=5+12
01 -12|= = =>y=24+4;1€eR
y—-z=2 y=2+12
00 00O z=1
A
X=5+41
Las infinitas soluciones del sistema tienen la expresion <y=2+4; 1 eR.
=1

c) Afiadimos la condicion xy =10 al sistema y vemos si existe alguna solucién que lo cumpla.

xy =10
X=5+4 ) )
y=244 :>(5+/1)(2+A):10:>10+5/1+2}L+}L =102 A" +71=0=>
=4
Xx=5+0=5
A=0->7y=2+0=2
z=0
= A(A+7)=0=
X=5-7=-2
A+7=0>A=-7T—>y=2-7=-5
z2=—1

Hay dos soluciones. Unaes x=5,y=2,z=0 yotraes x=-2, y=-5,z=-7.
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Ejercicio 3

Una empresa produce dos tipos de prendas, de hierro y de acero. EI 60% de la produccidn total corresponde a

piezas de hierro y el resto son de acero. Sabemos que el 95% de las piezas de hierro producidas no tienen

ningun defecto, mientras que el 3% de las piezas de acero son defectuosas.

a) Si tomamos una pieza al azar, ¢cudl es la probabilidad de que sea defectuosa? [0,75 puntos]

b) La empresa pronto diversificara la produccion y empezara a producir también piezas de titanio,
que se venderan en paquetes de 5. Si la probabilidad de que una pieza de titanio sea defectuosa es
un valor desconocido p, y cada pieza es defectuosa independientemente de las otras, compruebe
que la expresion que nos da la probabilidad de que en un paquete de 5 piezas haya exactamente 4

defectuosas (en funcion de p) es f (p)= 5( pt— p5) [0,75 puntos]

c) Considere la funcién f(p) del apartado anterior. Determine el valor maximo que toma f(p) cuando
p=>0. [1punto]

Realizamos un diagrama de arbol.

Con defectos
Hierro P(D/H) = 0.05
P(H) = 0.60 Sin defectos
2 materiales y P(D/H) = 0.95
Sus defectos Con defectos
Acero P(D/H) = 0.03
P(H) = 0.40 Sin defectos
P(D¢/HC) = 0.97

a) Debemos calcular P(D) . Aplicamos el teorema de la probabilidad total.
P(D)=P(H)P(D/H)+P(H®)P(D/H®)=0.6-0.05+0.4-0.03=[0.042]

b) Consideramos la variable aleatoria X = NUmero de piezas defectuosas en un paquete de 5 piezas.
X = B(5, p). Calculamos la expresion de P(X =4).

P(x =)= o 0 p) = 50* (- ) =5(p* - '

Se cumple que f(p)=P(X =4)=5(p*-p°).

c) Derivamos la funcion y vemos cuando se anula la derivada, siempre cumpliendo que p>0.
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f(p):S(p“— ps):> f’(p):5(4p3—5p4)=5p3(4—5p)

4-5p=0=5p=4=|p=

f(p)=0=5p*(4-5p)=0= o

Estudiamos la evolucion de la funcion antes y después de p =0.8.

e Enelintervalo (0,0.8) tomamos x=0.5 Y la derivada vale
f7(0.5)=5-0.5°(4—5-0.5)=0.9375> 0. La funcion crece en (0,0.8).

e Enelintervalo (0.8,+0) tomamos x=1y la derivada vale f’(1)=5-1°(4-5-1)=-5<0.
La funcion decrece en (0.8,+x).

La funcion crece antes y decrece después de p =0.8. La funcion tiene un maximo relativo y
absoluto en p =0.8. Este valor maximo de la funcion es f (p)=5(0.8'-0.8°)=0.4096
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Ejercicio 4

Elija UNA de las dos opciones (A o B) y responda a las cuestiones que se plantean.
OPCION A

La vela mayor de un velero tiene forma semiparabdlica y est& delimitada por las gréficas de

f(x)=-x*+25y=0y x=0 tal como se indica en la figura siguiente:

flx) =-x*+25

15 Regic’)superl
10 y=9
S Regiomforl

-10 fs [) * 10
La vela tiene dos partes separadas por la recta y =9. Para su construccion, se emplea un tejido de

nylon en la parte superior, que cuesta 50 €/u?, y un tejido de poliéster en la parte inferior, que cuesta

70 €/u?. Calcule el coste total del material que se necesita para construir esta vela.
[2.5 puntos]

Hallamos el area total de la vela como la integral definida entre 0 y 5 de la funcion
f(x)=-x*+25.

3 5
Areatotal = Jj f(x)dx = _[j—xz + 25dx = [% + 25Xj| =

0

3 N3
S| 055 || 2 05.0 | =105 122 |20 2
3 3 3

Obtenemos el punto de corte de la parabola con larecta y =9.

=9
g , =9=-—x*+25=x*=25-9=16=|x =16 =4
f(x)=—x"+25

Calculamos el valor del area superior como como el valor de la integral definida entre 0y 4 de la
diferencia entre f (x)=-x*+25¢e y=9.

Areasuperior = I;—x2 +25-9dx = I:—xz +16dx = {TX +16x} =

0

_ 3 _ 3
|22 1604|1160 |=6a- 02 _|128 2
3 3 3
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El &rea de la parte inferior la obtenemos restando al area total el area de la parte superior.

Areainferior = 250 128 122 u?
3 3 3

Una vez que tenemos el valor del area de cada trozo calculamos el coste total del material.

Coste = 50-%+70~% =4980€

El coste de todo el material necesario para hacer la vela es de 4980 euros.
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Ejercicio4 OPCIONB
Considere el plano m de ecuacion x+y=0.

a) Calcule la ecuacion del plano ©" que es perpendicular a t y contiene los puntos P = (1, -1, 2) y
Q= (3, -3, 6). [1 punto]

b) Calcule la ecuacién paramétrica de la recta contenida en " y que contiene los puntos de " que
estan a la misma distancia de P que de Q. [1.5 puntos]

a) El plano perpendicular a  tiene como uno de sus vectores directores el vector normal de 7. El otro
vector director del plano 7" es el vector PQ.

7:x+y=0=n=(110) PQ=(3-3,6)-(1L-12)=(2,-2,4)
u=n=(110)

x-1 y+1 z-2
6:%%:%(2,—2,4):(1,—1,2) »z:1 1 0]|=0=>
P(1L,-12)er’ Lo

= 2X-2-2+42-2+2-2y-2=0=2x-2y-22=0=|7":x—y—2=0|

El plano " que es perpendicular a m y contiene los puntos P = (1, -1, 2) yQ= (3, -3, 6) tiene
ecuacion z:x—y—-z=0.

b) Los puntos que equidistan de P y Q constituyen una recta. El vector director de esta recta es
perpendicular al vector normal del plano ©” pues la recta esta contenida en el plano, también es

perpendicular al vector PQ .. Podemos tomar como vector director de la recta el producto
vectorial del vector n” y PQ. Ademas, esta recta pasa por el punto medio del segmento PQ.

PQ=(2,-2,4) IR “
. —n'xPQ=[1 -1 -1=
7 ix—y-z=0->n"=(1,-1,-1) 5 2 4

=—4i-2j-2k+2k—-4j-2i=-6i-6j=(-6,-6,0)
Hallamos el punto medio del segmento PQ y la ecuacion de la recta r pedida.

(3-3,6)+(1-12)

=(2,-2,4)er X=2+4
1 2 1 =>r:iy=-2+4;1eR
v, =—PQ=-"(-6,-6,0)=(11,0) z=4
—6 —6
X=2+4
La recta que buscamos tiene ecuacion r:qy=-2+1; 1 eR.
z=4
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PAU junio (serie 4) 2025
AN Generalitat de Catalunya
A Consell Interuniversitari de Catalunya 2025

Oficina d'Accés a la Universitat

Proves d’accés a la universitat

Matematicas

Serie 4

El examen consta de CUATRO ejercicios obligatorios. Cada ejercicio vale 2,5 puntos. Realice los
gjercicios 1, 2 y 3 respondiendo a TODAS las cuestiones que se plantean. En el ejercicio 4, elija UNA de
las dos opciones (A o B) propuestas.

En todas las respuestas, explique siempre qué quiere hacer y por qué. Es necesario que la redaccion
de la respuesta se haga de forma coherente, con correccién y claridad, utilizando la notacién y el
vocabulario matematico adecuados y expresando la solucion de forma clara.

Puede utilizar las paginas en blanco del final del cuaderno para realizar esquemas, borradores, etc.,
0 para acabar de responder a algin ejercicio si necesita mas espacio. En este Gltimo caso, debe indicarlo
claramente al final de la pagina del ejercicio correspondiente.

Puede utilizar calculadora, pero no se permite el uso de calculadoras u otros aparatos capaces de
almacenar datos o de transmitir o recibir informacion.

Ejercicio 1
Considere la funcion f (x):+\/1+T.
a) Indique el dominio de esta funcion y los puntos de corte de la curva y = f (x) con los ejes de
coordenadas. [0.5 puntos]
b) Resuelve la ecuacion f (x) =0 y estudie los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la
funcion f (x) asi como sus maximos y minimos locales. [1 punto]
c) Determine el valor de a para que el punto (a, 3) pertenezca a la grafica de la funcién y calcule

la ecuacion de la recta tangente a la curva y = f (x) en este punto. [1 punto]

Ejercicio 2
Considere el sistema de ecuaciones:
X+3y+az=1
—2X—6y+2z=2a
ax+3y+z=3
Donde a es un parametro real, y sean 7, el plano determinado por la primera ecuacion, 7z, el
determinado por la segunda, y 7, el determinado por la tercera.

a) Discuta el sistema en funcion del valor de a. [1 punto]

b) Describa la posicion relativa de los tres planos z,, 7, y =, en funcion del valor de a.
[0,75 puntos]

c) ¢En algun caso la interseccion de los tres planos es una recta? En caso afirmativo, diga para que
valor del pardmetro, y dé un vector director y un punto de esta recta. [0,75 puntos]
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Ejercicio 3
Un usuario de Internet ha estimado que el 25% de los correos electronicos que recibe son spam,
mientras que el resto no lo son. Para facilitar la clasificacion del correo, se ha instalado un filtro que
envia a la carpeta de spam el 95% de los mensajes que efectivamente lo son. Desgraciadamente, este
filtro deja en la bandeja de entrada s6lo el 90% de los mensajes buenos (y el resto los envia a la
carpeta de spam).
a) ¢Cual es la probabilidad de que un mensaje sea enviado por el filtro a la carpeta de spam?
[0,75 puntos]
b) Un dia, este usuario abre la carpeta de correo basura. ;Qué porcentaje de mensajes que no son
correo basura encontrard? [0,75 puntos]
En un servidor de correo electronico determinado, la probabilidad de recibir al menos dos correos

en menos de t minutos viene dada por la funcién F (t) = '[; Ae **dx , donde A es una constante real.

¢) Sabiendo que la probabilidad de recibir al menos dos correos en menos de dos minutoses 1—e™*
, encuentre el valor de A. [1 punto]

Ejercicio 4
Elija UNA de las dos opciones (A o B) y responda a las cuestiones que se plantean.

OPCION A

El disefiador de una casa de perfumes ha decidido que la botella del proximo perfume que la
empresa sacara al mercado sera de vidrio y tendra la forma de un cilindro con una media esfera en la
parte superior, tal y como se puede ver en la siguiente figura:

El perfume estara contenido en la parte cilindrica, que tiene una capacidad de 100 cm?®. El ingeniero
a cargo del proceso de produccion se propone minimizar el coste total del vidrio usado y, por tanto,
quiere que la superficie total de la botella sea minima.
a) Compruebe que la superficie total de la botella de perfume viene dada por la formula
S(r)=3;zr2+2—(r)o.
[1 punto]
b) ¢Qué dimensiones debe tener la botella de perfume para que la superficie total sea minima?
¢Cudl es la superficie total de la botella en este caso?
[1,5 puntos]
Nota: Recuerde que la superficie de una esfera viene dada por la formula 4zr?, donde r es su
radio.

OPCION B
. . a o0 , 2 0
Considere las matrices A= 1 a2’ donde a es un parametro real, y B = L4l

a) Encuentre los valores de a qué hacen que las matrices A 'y B conmuten. (Dos matrices Ay B
conmutan si AB=BA.) [0.75 puntos]
b) Encuentre los valores de a para los que la matriz A es invertible. [0.75 puntos]

¢) Encuentre los valores de a para los que A™ = A. [1 punto]
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SOLUCIONES

Ejercicio 1
Considere la funcion f (x)= 1+xE.

a) Indique el dominio de esta funcion y los puntos de corte de la curva y = f (x) con los ejes de

coordenadas. [0.5 puntos]
b) Resuelve la ecuacién f (x) =0 y estudie los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la

funcion f (x) asi como sus maximos y minimos locales. [1 punto]
c) Determine el valor de a para que el punto (a,3) pertenezca a la grafica de la funcion y calcule la
ecuacion de la recta tangente a la curva y = f (x) en este punto. [1 punto]

a) El dominio de la funcion son todos los valores que hacen positivo o cero el radicando.
Averiguamos cuando se anula el radicando.

1+ =0=>x’=-1=>x=3-1=-1
e Sitomamos un valor menor que —1, por ejemplo x =-2 entonces

f(-2) :JnflJr(—Z)3 =++/—7 = No existe . La funcién no existe en (—o0,-1).
e Sitomamos un valor mayor que —1, por ejemplo x =0 entonces f (O) =+yJ1+0*=1. La

funcion existe en [1,+w).

El dominio de la funcion es [-1,+0).
Determinamos los puntos de corte de la grafica con los ejes coordenados.

_ 3
Fx)=+l+x }:>+\/1+X3 —0=x=-1=[A(-10)

EjeOX - y=0

f(X)=+\/:|?}:> f(o):+m:+1:> B(O,l)

EjeOY > x=0
Los puntos de corte con los ejes coordenados son A(-1,0) y B(0,1).

b) Obtenemos la expresion de la ecuacion y la resolvemos.

3x°

f(x):+J1+7:,f'(x):ﬁ

3x?
f(x)=0=>———=0=3x*=0=[x=0]
(x) 241+ x°

Estudiamos el signo de la derivada antes y después de este valor. Debemos tener en cuenta que el
dominio de la funcion es [-1,+).
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e Enelintervalo [-1,0) tomamos x=-0.5y la derivada vale
3(-0.5)°
2,/1+(~0.5)

e Enelintervalo (0,+0) tomamos x =1y la derivada vale f“(1)=

f’(-0.5)= ~0.4>0. La funcién crece en [-1,0).

31

241+1°

~1.06>0. La

funcién crece en (0,+).

La funcién crece en todo su dominio [—1, +oo).
Como la funcién siempre crece y esta definida en el intervalo [—1,+o) la funcién tiene un

minimo local en x =—1, siendo las coordenadas de este punto A(-1,0).
La funcién no tiene maximos locales pues es siempre creciente.

c) Averiguamos cuando la funcién toma el valor 3.

N TNE
F(x)=+1+x }:>+\/1+a3 —3=1+a’=9=>a’=8=|a=38=2

f(a)=3

El valor buscado es a=2.
La recta tangente a la curva en a =2 tiene ecuacion y— f (2)=f"(2)(x-2).

f(2)=+V1+2° =3
3.2

f(2)= =2 = y-3=2(x-2)=>y-3=2x-4=|y=2x-1

0= = (x-2)

y-1(2)=1(2)(x-2)

La recta tangente a la curvaen x=2 '
tiene ecuacion y =2x-1. ’

(2,3)
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Ejercicio 2
Considere el sistema de ecuaciones:
X+3y+az=1
—2X—6y+2z=2a
ax+3y+z=3
Donde a es un parametro real, y sean 7, el plano determinado por la primera ecuacion, z, el
determinado por la segunda, y 7, el determinado por la tercera.

a) Discuta el sistema en funcion del valor de a. [1 punto]

b) Describa la posicion relativa de los tres planos z,, 7, y =z, en funcion del valor de a.
[0,75 puntos]

c) ¢En algun caso la interseccidn de los tres planos es una recta? En caso afirmativo, diga para que
valor del pardmetro, y dé un vector director y un punto de esta recta. [0,75 puntos]

1 3 a
b) Este sistema tiene la matriz de coeficientes A=| -2 -6 2| y la matriz ampliada
a 3 1
1 3 a 1
A/B=|-2 -6 2 2a].
a 3 1 3

Vemos cuando se anula el determinante de la matriz de coeficientes.

1 3 a
|A|=—2 -6 2/l=-6+6a—6a+6a’+6—6=6a>—6
a 3 1

|A=0=6a’-6=0=a’-1=0=|a=+1=+1

Estudiamos tres casos diferentes.

CASO 1l a=-1lya=l.
En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el rango de la matriz
ampliada y el namero de incognitas. El sistema es compatible determinado (una uUnica

solucion).
CASO 2. a=-1
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
1 3 -1 1
La matriz ampliada queda A/B=|-2 -6 2 -2]|.
-1 3 1 3
Estudiamos el rango de A y A/B usando el método de Gauss.
Fila 3% + Fila 12
tos - -13 1 3
AlB=|-2 -6 2 -2|=y, 5 . 4
-1 3 1 3

0 6 0 4— NuevaFila3?
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Fila 22 +2-Fila 12

> 6 o 13 11 R
s 6 2 9 =10 0 0 0|={Fila2?« Fila3*}=
0 6 0 4

0 0 O 0 —NuevaFila2?

1 -11
=|0 6 0 4

00 OO

| —

El rango de la matriz A es 2, al igual que el de la matriz A/B, pero menor que el nimero de
incognitas (3). El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

CASO 3. a=1
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
1 3 11
La matriz ampliada queda A/B=|-2 -6 2 2]|.
1 3 13
Estudiamos el rango de A y A/B usando el método de Gauss.
3 Fila3* —Fila 18
A/B 12 ; ; b3 13
:_1_61 11 -3 -1 -1
3 3 0 0 0 2 - NuevaFila3?
Fila 22 +2-Fila 12 — N
3 -11
-2 -6 2 2 4
2 6 2 2 =
_— . 0 0 2
0 O 4 4— NuevaFila2? N

El rango de la matriz A es 2 y el de la matriz A/B es 3. Los rangos son distintos. El sistema es
incompatible (sin solucion).

Resumiendo: Para a= -1y a=1 el sistema es compatible determinado, para a=-1 el
sistema es compatible indeterminado y para a=1 el sistema es incompatible.

b) Para a=—-1y a=1 el sistema es compatible determinado (una Unica solucion), lo cual significa
que los tres planos coinciden en un punto (la solucién del sistema de ecuaciones).

71

4
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Para a=-1 el sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones), lo cual significa que
los tres planos coinciden en una recta (hemos visto que el plano 7, y 7, son iguales).

Para a=1 el sistema es incompatible, en los calculos realizados hemos visto que el plano 7z, y
7, son paralelos y ambos son cortados por el plano 7, .

c) Para a=-1 el sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones), lo cual significa que

los tres planos coinciden en una recta. Resolvemos el sistema partiendo de la matriz triangular
equivalente obtenida en el apartado a).

A/B
—

1 3 -11 Xx+3y—-z=1
X+3y-z=1 2

06 0 4= = 4 2 =>X+3—--z=1=
6y =4 y=—=— 3

00 O 6 3

—_——

A

X==1+41
2 Pr(—l,—,OJ
=x=-1+z=> yzg leR=> 3
) v, (1,0,1)

Un punto de la recta interseccion de los tres planos es P, (—1,%,0) y un vector director es

v, (1,0,1).
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Ejercicio 3

Un usuario de Internet ha estimado que el 25% de los correos electronicos que recibe son spam,

mientras que el resto no lo son. Para facilitar la clasificacion del correo, se ha instalado un filtro que

envia a la carpeta de spam el 95% de los mensajes que efectivamente lo son. Desgraciadamente, este

filtro deja en la bandeja de entrada s6lo el 90% de los mensajes buenos (y el resto los envia a la

carpeta de spam).

a) ¢Cual es la probabilidad de que un mensaje sea enviado por el filtro a la carpeta de spam?
[0,75 puntos]

b) Un dia, este usuario abre la carpeta de correo basura. ;Qué porcentaje de mensajes que no son
correo basura encontrard? [0,75 puntos]

En un servidor de correo electrénico determinado, la probabilidad de recibir al menos dos correos en

menos de t minutos viene dada por la funcién F (t) = '[; Ae *>dx , donde A es una constante real.

¢) Sabiendo que la probabilidad de recibir al menos dos correos en menos de dos minutos es 1—e™,
encuentre el valor de A. [1 punto]

Llamamos S al suceso “El correo es Spam” y B a “el correo es enviado a la carpeta de correo Basura”.
Realizamos un diagrama de arbol.

Bandeja Basura
Spam P(B/S) = 0.95
P(S) =0.25 Bandeja entrada
P(B¢/S) = 0.05
Correos y el
spam
P Bandeja Basura
C) —
No spam P(B/S¢) =0.10
) =
P(s) =0.75 Sin defectos
P(B¢/S) =0.90

a) Debemos calcular P(B) . Aplicamos el teorema de la probabilidad total.
P(B)=P(S)P(B/S)+P(S°)P(B/S®)=0.25-0.95+0.75-0.10 =[0.3125]

b) Calculamos P(SC / B). Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de Bayes.

_P(SCmB) P(SC)P(B/SC)_0_75.0.10_
P(s°/B)= P(B) P(B) 0.3125 =lo24]

El porcentaje de mensajes que no son spam en la carpeta de correo basura es del 24%.

¢) Calculamos la integral que nos da la probabilidad.
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=—2Ae " +2A=(2A(-e "% +1)

-05x 7t -0.5t ~05:0
F(t):I;AeO'Sde:[Ae } —AS :
0

-A
—0.5 -0.5 -0.5

Como nos dicen que F(2) =1—e™, utilizamos este dato para obtener el valor de A.

—1-egt= 2A(1—e‘1):> 2A=1=|A=

El valor buscado es A=% .
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Ejercicio 4
Elija UNA de las dos opciones (A o B) y responda a las cuestiones que se plantean.

OPCION A

El disefiador de una casa de perfumes ha decidido que la botella del préximo perfume que la empresa
sacara al mercado seré de vidrio y tendra la forma de un cilindro con una media esfera en la parte
superior, tal y como se puede ver en la siguiente figura:

El perfume estara contenido en la parte cilindrica, que tiene una capacidad de 100 cm?. El ingeniero
a cargo del proceso de produccion se propone minimizar el coste total del vidrio usado y, por tanto,
quiere que la superficie total de la botella sea minima.
a) Compruebe que la superficie total de la botella de perfume viene dada por la formula
S(r)=3xr’ +2—(r)o.
[1 punto]
b) ¢Qué dimensiones debe tener la botella de perfume para que la superficie total sea minima? ¢Cual
es la superficie total de la botella en este caso?
[1,5 puntos]
Nota: Recuerde que la superficie de una esfera viene dada por la formula 4zr*, donde r es su radio.

a) Sabemos que el volumen del cilindro es 100 cm?®.

V(h,r)=zr’h
Volumen =100

_100

}:>7rr2h=1OO:> h 5
nr

La superficie de la botella es la suma del area de la base circular (zr?), el area del rectangulo

2
lateral (2zrh) y la superficie de la semiesfera ( adil ).
S(r,h)=xzr’+2zrh+ drr”
| :S(r):zr2+2/{\&+2zr2:37zr2+@
_100 A1 r

h

zr?
b) Hallamos la derivada de la funcion superficie y averiguamos cuando se anula.

, 200
S =67r——

(r)=6zr r2 :>67zr—g20=0:>67zr:2l20:>
5(r)=0 r r
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= 67r*=200= r3:@:> r:3@=2.19740m

67 3z

Tenemos un punto critico de la funcidn superficie para un radio de 3 /1:—0 =2.1974 cm.
7T

Determinamos el signo de la segunda derivada para este valor.

S'(r)=67rr—£20:67zr—200r’2 = S”(r)=6x+400r"° =67r+4—030:>
r r

T ( i/ﬁ} 100
37 3
T

Al ser la segunda derivada positiva la superficie de la botella es minima para r = 3 g :
7T

Para este valor del radio la altura del cilindro es h = 100 ;=3 /900 =6.59 cm.
100 7
7wl 3——
3
La botella con superficie minima tiene radio 2.1974 cm y altura 6.59 cm.

2
La superficie de la botella es de S (3 @J = 37{3/1;—0] +ﬂ =136.525 cm?.
7T

3z
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Ejercicio 4

OPCION B
. : a o0 , 2 0

Considere las matrices A= 1 a2 donde a es un parametro real, y B = 1 :

4

a) Encuentre los valores de a que hacen que las matrices A y B conmuten. (Dos matrices Ay B
conmutan si AB=BA.) [0.75 puntos]
b) Encuentre los valores de a para los que la matriz A es invertible. [0.75 puntos]

¢) Encuentre los valores de a para los que A™ = A. [1 punto]

a) Resolvemos la igualdad AB = BA.

a 02 0) (2 0)a 0
AB=BA=| | = , |=
1 a’l1 4) (1 4)(1 a

2a 0 2a O ,
= ) , |= , |™2+a"=a+d4=
2+a° 4a a+4 4da

—=a’-a-2=0=a= =——=

Las matrices conmutan para a=2 y a=-1.
b) Para que la matriz A sea invertible su determinante debe ser distinto de cero.

a o0

L o =a’-0=2a’
a

A=

Para cualquier valor de a distinto de cero la matriz A es invertible.

c) Para que A=A se debe cumplir que A-A=1.

a 0Ya O 10 a’ 0 10
A-A=| = ) , |= = = =
1 a’)ll1 a 0 1 a+a’ a* 01

a’=1—oa=+1=+1

a=0
= a+a2=0—>a(1+a):0—>{a_ 1:> a=-1

a‘=1-a=41=+1

Se cumple para a=-1.
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PAU septiembre 2024

AN Generalitat de Catalunya
A Consell Interuniversitari de Catalunya 2024

Oficina d'Accés a la Universitat

Proves d’accés a la universitat

Matematicas

Serie 3

Responda a CUATRO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique siempre qué quiere
hacer y por qué.

Cada cuestion vale 2,5 puntos.

Puede utilizar calculadora, pero no se permite el uso de calculadoras u otros aparatos que pueden
almacenar datos o que pueden transmitir o recibir informacion.

Puede utilizar las paginas en blanco (paginas 14 y 15) para hacer esquemas, borradores, etc., 0
para acabar de responder a alguna cuestion si necesita mas espacio. En este Gltimo caso, debe indicarlo
claramente al final de la pagina de la cuestion correspondiente.

1. Considere la funcion polinémica f (x)=3x"+5x"+2.

a) Justifique que su grafica corta el eje de abscisas en un punto del intervalo [-2, 0]. Dé un
intervalo de longitud 0,5 donde se encuentre este punto de corte. [1.25 puntos]

b) Estudie las zonas de crecimiento y de decrecimiento, y los maximosy los minimosde y = f (x)

. ¢Cuantos puntos de corte tiene exactamente la grafica de esta funcién con el eje de abscisas?
Justifique su respuesta. [1.25 puntos]

2. Considere el siguiente sistema de ecuaciones, donde m es un parametro real.
X—3y+mz=-2
X+my+2z=3
X+Yy+2Z=m

a) Discuta el sistema segun el valor del parametro m. [1.25 puntos]
b) Encuentre la solucién del sistema para m = 0. [0.5 puntos]
c) Param =2, dé una solucion (x, y, z) del sistema que, ademas, cumpla x =5y [0,75 puntos]

3. La clase de Elia ha disefiado el siguiente logotipo para pintarlo en la pared del instituto:
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La curva que pasa por el punto A esy = f(x), con f (x) = x> —4x* +4x, y la que pasa por los

2
puntos B, C =(3, 3) y D es y = g(x), con g(x)=—(XT_1j +4.

a) Calcule las coordenadas de los puntos A, B 'y D. [0,75 puntos]
b) Calcule el area de la zona punteada. [1,25 puntos]
c¢) Los alumnos quieren pintar la parte punteada de color azul y la parte rayada de color rojo.

Sabiendo que el area total del logotipo es % m?, ¢de qué color necesitaran mas pintura? [0,5

puntos]

4. Se estima que el 20 % de los habitantes de una region padecen algln tipo de arritmia. Para
diagnosticarla, existe la posibilidad de colocar al paciente un monitor Holter, que detecta la
arritmia en un 95 % de los casos de personas que la padecen, pero que también da falsos positivos,
por motivos eléctricos, en personas que no padecen arritmias en un 0,5 % de los casos.

a) Si se escogen 4 personas al azar, ¢cual es la probabilidad de que al menos una de ellas padezca
arritmias? [0,75 puntos]

b) ¢Cual es la probabilidad de que una persona escogida al azar obtenga un diagnéstico positivo
de arritmia? [0,75 puntos]

C) Si una persona obtiene un diagnéstico negativo en la prueba del Holter, ;cual es la
probabilidad de que realmente padezca arritmias? [1 punto]

5. Para cada punto (x, y) de la curva y=¢*

en los puntos (0, 0), (x, 0), (0, y) y (X, ).

,conx>0ey>0, considere el rectangulo con vértices

. . 1 . -
a) Compruebe que, de entre todos estos rectangulos, el que tiene x =3 es el de area maxima.

¢Cual es el valor de esta area? [1,5 puntos]
b) Calcule la ecuacion de la recta tangente a la funcion y=e
punto de corte con el eje de abscisas. [1 punto]

~* en el punto de abscisa x = 0, y su

6. Considere el punto P = (1, 3, 0) y el plano z de ecuacion x+2y—-2z=-7.
a) Sea r la recta que es perpendicular a = y pasa por P. Calcule el punto de interseccion de = con
r. [1 punto]
b) Calcule la distancia d del punto P al plano z. [0,5 puntos]

¢) Calcule la ecuacién de otro plano 7’ que sea paralelo a = y que también esté a distancia d de P.
[1 punto]
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SOLUCIONES

1. Considere la funcion polinémica f (x)=3x"+5x°+2.

a) Justifique que su grafica corta el eje de abscisas en un punto del intervalo [-2, 0]. Dé un intervalo
de longitud 0,5 donde se encuentre este punto de corte. [1.25 puntos]
b) Estudie las zonas de crecimiento y de decrecimiento, y los maximos y los minimos de y = f (x)

¢Cuéntos puntos de corte tiene exactamente la grafica de esta funcion con el eje de abscisas?
Justifique su respuesta. [1.25 puntos]

a) La funcion es continua en el intervalo [-2, 0] y toma valores de distinto signo en los extremos
del intervalo.

f(-2)=3(-2)" +5(-2)’ +2=-24614 <0
f(0)=3-0°+5-0°+2=2>0

Podemos aplicar el teorema de Bolzano y afirmar que existe ¢ e(-2,0) tal que f(c)=0.

Buscamos un intervalo de menor amplitud que cumpla las condiciones del teorema de Bolzano.
Como el valor de la funcién para x = -2 es -24614 probamos con valores mas cercanos a 0.

f(~0.5)=3(-05)" +5(-05)"+2=1.37>0
f(-1)=3-(-1)" +5(-1)’+2=-6<0

Si consideramos el intervalo [—1, —0.5] en dicho intervalo la funcion es continua y toma valores

de distinto signo en los extremos del intervalo. Aplicando el teorema de Bolzano podemos
afirmar que existe ¢ (—-1,-0.5) tal que f(c)=0.

b) Utilizamos la derivada para encontrar los puntos criticos de la funcion.
f(x)=3x"+5x’+2= f’(x)=39x" +15x*

Esta expresion de la derivada siempre es positiva pues las potencias son pares y se suman los
resultados de dichas potencias.

Al ser la derivada siempre positiva la funcion siempre crece.

La funcion no tiene maximos ni minimos relativos.

Puntos de corte de la funcion con el eje de abscisas hemos encontrado uno en el intervalo
[—1, —0.5]. Como la funcidn es continua y siempre crece no hay ningun punto de corte mas con

el eje de abscisas.
Existe un Unico punto de corte de la grafica de la funcion y el eje de abscisas.
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2. Considere el siguiente sistema de ecuaciones, donde m es un pardmetro real.
X—3y+mz=-2
X+my+2z=3
X+Yy+2Z=m

a) Discuta el sistema segun el valor del pardmetro m. [1.25 puntos]
b) Encuentre la solucion del sistema para m = 0. [0.5 puntos]
c) Param =2, dé una solucion (X, y, z) del sistema que, ademas, cumpla x =5y. [0,75 puntos]

1 -3 m
a) Este sistema tiene la matriz de coeficientes A={1 m 2 | y la matriz ampliada
1 1 2
1 -3 m =2
A/B=|1 m 2 3
1 1 2 m

Vemos cuando se anula el determinante de la matriz de coeficientes.

1 -3 m
A=l m 2|=2m-6+m-m*+6-2=-m"+3m-2
1 1 2

|A|:O:>—m2+3m—2:0:> m’>-3m+2=0=

- 3+1_2_m
3+4/(-3) - Ty T E=
L 353 -4W(2)_3s1 |
2 2 3-1
Z —=ll=m
2

Estudiamos tres casos diferentes.

CASOLl m=#ly m=2.

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el rango de la matriz

ampliada y el nimero de incdgnitas. El sistema es compatible determinado (una Unica

solucion).
CASO 2. m=1
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
1 -3 12
La matriz ampliada queda A/B={1 1 2 3
11 21

Estudiamos el rango de A y A/B usando el método de Gauss.
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Fila 32 —Fila 22
1 -3 1 -2 L1 2 1
AIB=|1 1 2 3|=1, | , ., —
t1iz21 0 0 0 -2— NuevaFila3?
Fila 22 —Fila 12 — M
L1 2 3 1 -3 1 -2
= 13 -1 2 =0 4 1 5
0 4 1 5 Nuevafilaze| |20 02

A

El rango de la matriz A es 2 y el de la matriz A/B es 3. Los rangos son distintos y el sistema
es incompatible (sin solucién).

CASO 3. m=2
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
1 -3 2 -2
La matrizampliada queda A/B={1 2 2 3
1 1 2 2
Estudiamos el rango de A y A/B usando el método de Gauss.
Fila 32 —Fila 22
1 -3 2 =2 1 1 2 9
A/B=1223:>_1_2_2_3 =
1122 0 -1 0 -1— NuevaFila3?
Fila 22 —Fila 12
1 2 2 3 1 -3 2 -2
=11 3 2 2 =0 5 0 5 |=
0 -1 0 -1

0 5 0 5-— NuevaFila22

Fila 22 +5- Fila 3 — A
0 05 0 s 1 3 2 -2
= 0 5 0 -5 =0 5 0 5
0 0 0 0-s>NuvaFilaze| |22 9 0

A

El rango de la matriz A es 2, al igual que el de la matriz A/B, pero menor que el nimero de
incdgnitas (3). El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

Resumiendo: Para m=1y m= 2 el sistema es compatible determinado, para m=1 el sistema
es incompatible y para m=2 el sistema es compatible indeterminado.

b) Para m = 0 el sistema tiene una Unica solucién (caso 1). Lo resolvemos.
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X—3y=-2 X=-2+3y
—2+3y+22=3
X+22=3;= X+22=3;= =

—2+3y+y+2z2=0
X+y+22=0 X+y+2z2=0

3y+22:5} 3y+2z=5
=

= = 3y+2-4y=5=-y=3=
4y+27=2 21=2-4y

x=-2+3(-3)=-11

=>|y=-3= 14
22=2-4(3)=14—>|z="==7

La solucién del sistemaes x =-11,y=-3,z=7.

c) Resolvemos el sistema para m = 2. Es el caso 3 estudiado y el sistema tiene infinitas soluciones.
Lo resolvemos partiendo del sistema equivalente obtenido en el estudio.

1 -3 2 2 X—=3y+2z=-2
X—-3y+2z=-2
0 5 0 5 |= = 5 =>Xx-342z=-2=
5y=5 y===1
0 0 0O 5
x=1-2a
=>x=1-2z=)ky=1 raeR
=«
X=1-2a
Para m = 2 las soluciones del sistema son < y =1 raelR.
=«

Le afladimos la condicion x =5y. Comprobamos si existe alguna solucion que lo cumpla.

Xx=1-2a X=1-2a
4
=1 =1 5=1-2 4=-2 =—=-2
y = J = a}: a}ja -2 :>
=« =« l=« =«
=«
X =93y x=5

Existe una solucién que cumple lo pedido: x =5,y =1,z =-2.
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3. La clase de Elia ha disefiado el siguiente logotipo para pintarlo en la pared del instituto:

La curva que pasa por el punto A esy =f(x), con f (x) = x> —4x* +4x, y la que pasa por los puntos

B, C=(3,3)yDesy=g(x), con g(x):—(XT_l) +4.

a) Calcule las coordenadas de los puntos A, B y D. [0,75 puntos]
b) Calcule el area de la zona punteada. [1,25 puntos]
¢) Los alumnos quieren pintar la parte punteada de color azul y la parte rayada de color rojo.

. , . 17 , . L.
Sabiendo que el area total del logotipo es 1—25 m?, ¢de qué color necesitaran mas pintura? [0,5

puntos]

a) El punto A es el punto de corte de la grafica de la funcidn y = f(x) con el eje OX.

f(X) = x> —4x* +4x

_ :>0=x3—4x2+4x:>x(x2—4x+4):0:>
EjeOX - y=0

x=0-(0,0)

> 45 (-4 -4(1)(4)

X2 —4X+4—> X = =

-2|A(2,0)

4
2

El punto B es el punto de corte de la grafica de la funcion y = g(x) con el eje OY.

g(x):_(XT_ljz” :g(o)z—(o—_lj2+4=_—l+4=%:> B(O,Ej

) 2 4 4
EjaOY —» x=0

El punto D es el punto de corte de la gréafica de la funcién y = g(x) con el eje OX.

L o I DS =) SO S

EjaOX —y=0

X-1=4>x=5—> D(5,0)
2=
X—1=—-4 — x=-3No nos sirve
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Los puntos tienen coordenadas: A(2,0), B(O,%) y D(5,0).

b) El &rea de la zona punteada es el valor de la integral definida entre 0 y 3 de la diferencia entre las
dos funciones: g(x)— f (x).

x-1

g(x)-f (X)z—(TJ2+4—(X‘°’—4x2 +4x)=-

2_
X ZeX+l 2X+1+4—X3+4X2 —4x =

X2+ 2x-1+416-4x° +16x° —16x _ —4x> +15x* —14x+15
4 4

3 3 2
9 ()= (x)dx =J —_ +15X4 1D gy %.[03—4x3 +15x% ~14x +150X =
0

1

1 1
= Z[—x“ +5x°—7x* +15x | = Z(3“ ~5-3°+7-3°-15:3-0) = Z(36) =[9]

3
0
El area de la zona punteada es de 9 unidades cuadradas.

. . 17 .
c) Como el area del logotipo es 1—25 m? y la zona punteada es de 9 m? entonces la zona rayada tiene

un area de E—9 _67_ 5.583 mZ.
12 12

Se quiere pintar la parte punteada de color azul (9 m?) y la parte rayada de color rojo (

% =5.583 m?). Como 9 >5.583 se necesita mas pintura de color azul.

47 de 334 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU septiembre 2024 Matemdticas Il en Catalufia Juan Antonio Martinez Garcia

4. Se estima que el 20 % de los habitantes de una region padecen algln tipo de arritmia. Para
diagnosticarla, existe la posibilidad de colocar al paciente un monitor Holter, que detecta la
arritmia en un 95 % de los casos de personas que la padecen, pero que también da falsos positivos,
por motivos eléctricos, en personas que no padecen arritmias en un 0,5 % de los casos.

a) Si se escogen 4 personas al azar, ¢cual es la probabilidad de que al menos una de ellas padezca
arritmias? [0,75 puntos]

b) ¢Cual es la probabilidad de que una persona escogida al azar obtenga un diagnéstico positivo de
arritmia? [0,75 puntos]

c) Si una persona obtiene un diagndstico negativo en la prueba del Holter, ;cuél es la probabilidad de
que realmente padezca arritmias? [1 punto]

Llamamos A al suceso “sufrir arritmia” y D al suceso “el monitor Holter detecta la arritmia”.
Por los datos proporcionados sabemos que P(A) =0.20, P(D/ A) =0.95, P(D/ﬂ) =0.005.

a) Consideramos la variable binomial que cuenta el nimero de personas que sufren arritmia de un
grupo de 4. X = B(4, 0.2).
Nos piden calcular P(X >1). Calculamos esta probabilidad usando el suceso contrario.

4
P(X 21)=1-P(X :0):1—(0Jo.2°-0.8“ =1-0.8' =%=

La probabilidad de que al menos una de las 4 personas padezca arritmias es de 0.5904.
b) Nos piden calcular P(D) . Aplicamos el teorema de la probabilidad total.
P(D)=P(A)P(D/A)+P(A)P(D/A)=02.0.95+0.8-0.005=[0.194]

La probabilidad de que una persona escogida al azar obtenga un diagnostico positivo de arritmia
es de 0.194.

c) Nos piden calcular P(A/B). Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de Bayes.

_. P(AnD) P(A)P(D/A) P(A)[1-P(D/A)]
P(A/D)-= P(D) " 1-p(D)  1-P(D)

0.2:(1-095) [5
= —|—==0.0124
1-0194 (403

La probabilidad de que una persona que ha dado negativo en la prueba de Holter realmente padezca
arritmias tiene un valor aproximado de 0.0124.
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5. Para cada punto (x, y) de lacurva y=¢**

en los puntos (0, 0), (x, 0), (0, y) y (X, ).

, conx>0ey >0, considere el rectangulo con vértices

, . 1 . - .
a) Compruebe que, de entre todos estos rectangulos, el que tiene x = > es el de area maxima. ¢Cual

es el valor de esta area? [1,5 puntos]

b) Calcule la ecuacion de la recta tangente a la funcion y =e >

en el punto de abscisa x = 0, y su
punto de corte con el eje de abscisas. [1 punto]

a) Dibujamos la situacion planteada.

\

@ mmmmm =

T(o, 0) (x, 0)

Obtenemos la expresion del area del rectangulo del dibujo: A(x) =x-e,
Derivamos la funcién y obtenemos los valores donde se anula la derivada (puntos criticos).

A(x)=x-e" = A(x)=e? +x(-2)e ™ =(1-2x)e™

e =0 — jImposible!

A(x)=0=(1-2x)e* =0=
1-2x=0—>2x=1—|x=

N~

Sustituimos el valor obtenido x = > en la segunda derivada para determinar si €s un maximo de

la funcion.

A(x)=(1-2x)e ™ = A" (x)=(-2)e ™ +(1-2x)(-2)e ™ =

1 1
S Ao 412t |(2)e Tt = 2t 0=—2 <0
2 e
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Como el signo de la segunda derivada es negativo la funcion presenta un maximo en x = >

1 1 22 1, 1 . e 1
Como Al = |[==e 2= =—=0.184 el area maxima tiene un valor de — =0.184
2) 2 2 2e 2e

unidades cuadradas.

b) La ecuacion de la recta tangente a la funcién y =e>* en el punto de abscisa x = 0 tiene la
expresion y—y(0)=y(0)(x—0).

y=e>—>y(0)=e"=1
y=-26" >y (0)=-2"=-2;=y-1=-2x=

y-y(0)=y(0)(x-0)

La ecuacion de la recta tangente a la funcién y =e>* en el punto de abscisax =0 es y=1-2x.

Hallamos el punto de corte de la tangente con el eje de abscisas.

y=1-2x

. . :>1—2x=0:2x:1:x=13 p(l,oj
Ejedeabscisas - y =0 2

El punto de corte de la tangente y el eje de abscisas es P(%,OJ.
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6. Considere el punto P = (1, 3, 0) y el plano z de ecuacién x+2y—-2z=-7.

a) Sea r la recta que es perpendicular a = y pasa por P. Calcule el punto de interseccion de zconr. [1
punto]
b) Calcule la distancia d del punto P al plano 7. [0,5 puntos]

¢) Calcule la ecuacidn de otro plano z' que sea paralelo a = y que también esté a distancia d de P. [1
punto]

a) Al ser la recta perpendicular al plano un vector director de la recta es el vector normal del plano.
Determinamos la ecuacidn de la recta.

7ix+2y-22=-T=n=(1,2,-2)

VR }:> riy=3+2a;aekR

1=-2a

X=1l+a

La recta r que es perpendicular a 7 y pasa por P tiene ecuacion r:<y=3+2a; a e R.
71=—-"2ax

Hallamos el punto de corte de plano y recta.

Xx=1+a
Hy=3+2
Fy=otea :>1+a+2(3+2a)—2(—2a):—7:>
1=-"2a

TiX+2y—-22=-7

:1+a+6+4a+4a:—7:9a:—14:>a:_714:>

I L RN
9 9 9 9 9

El punto de corte de plano y recta es P(_S 1 28).

b) Calculamos la distancia pedida usando la formula de la distancia de un punto a un plano.

TiX+2y-22+7=0
P=(1,3,0)

1+2:3-2-0+7
:>d(7r,P)=| * - |:£=E:4.667unidades
Jo 3

12422 +(-2)°
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La distancia del punto P al plano z tiene un valor d = % unidades.

c) Deseamos hallar un plano m" paralelo a 7:x+2y—-2z+7=0 por lo que su ecuacion sera

7" X+2y—2z+D=0. Debemos determinar el valor de D para que la distancia de ™" a P sea

a1
3

/ 1 T,/
d
» 1 P

7 X+2y-22+D=0 142.3-2.04D
P=(130) :d(ﬁ',p)J +2:3-20+D[_14

14 12427 +(-2) 3
d(ﬂ',P):—

3
:>|7+D|—14:>|7+D|—14:> 7+D=14—>D=7->nm:Xx+2y-22+7=0

3 3 - 7+D=-14>D=-21>|71x+2y-22-21=0

El plano paralelo a 7 y que esté a distancia 14 de P tiene ecuacién z’: x+2y—-2z-21=0.
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PAU junio (serie 1) 2024
AN Generalitat de Catalunya
A Consell Interuniversitari de Catalunya 2024

Oficina d'Accés a la Universitat

Proves d’accés a la universitat

Matematicas

Serie 1

Responda a CUATRO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique siempre qué quiere
hacer y por qué.
Cada cuestion vale 2,5 puntos.

Puede utilizar calculadora, pero no se permite el uso de calculadoras u otros aparatos que pueden
almacenar datos o que pueden transmitir o recibir informacion.

Puede utilizar las paginas en blanco (paginas 14 y 15) para hacer esquemas, borradores, etc., 0
para acabar de responder a alguna cuestion si necesita mas espacio. En este Gltimo caso, debe indicarlo
claramente al final de la pagina de la cuestion correspondiente.

1. Considere la funcién f (x)= 2Ir17x definida para x> 0.

a) Estudie sus maximos y sus minimos, y sus zonas de crecimiento y de decrecimiento. [1 punto]
b) ¢Esta funcion tiene asintotas? Haga un esbozo de su grafica. [1 punto]

c) Calcule la ecuacion de la recta tangente a la gréafica de y = f(x) en el punto de abscisa x=1.
[0,5 puntos]

2. Considere el siguiente sistema de ecuaciones:

Ax+2y—-2=4
X—y+kz=3
3x+3y=1

donde k es un parametro real.

a) Discuta el sistema para los diferentes valores del parametro k, y resuélvalo para k = 0. [1 punto]

b) Resuelva el sistema para k = —1. [0,75 puntos]

c) Para k = -1, modifique la tercera ecuacién de manera que el sistema resulte incompatible.
Justifique la respuesta. [0,75 puntos]

3. Joan encuentra entre los papeles de su abuelo un esbozo como el de la figura adjunta, donde se
describe un terreno de regadio que ha dejado en herencia a su padre.

53 de 334 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU junio (serie 1) 2024 Matemadticas Il en Catalufia Juan Antonio Martinez Garcia

La curva de la gréficaesy = f(x), con f(x)=-x*+7x*—6x+5.

a) A partir de la expresion de f(x), calcule las coordenadas de los puntos P, Q y R indicados en la
figura. Calcule también la ecuacion de la recta PR. [1,25 puntos]
b) Calcule la superficie del terreno. [1,25 puntos]

4. Andreu pone las nueve bolas que se muestran a continuacion dentro de una bolsa.

EBAOMENS) HBOME)

a) A continuacién, saca de la bolsa dos bolas al azar, una después de otray sin reemplazo (es decir,
no devuelve a la bolsa la primera bola antes de sacar la segunda).

— Calcule la probabilidad de que la primera bola sea una A o una E. [0,5 puntos]
— Calcule la probabilidad de que las dos bolas sean diferentes. [0,75 puntos]

b) Andreu vuelve a poner todas las bolas en la bolsa y saca cinco al azar, una detras de otra, pero
ahora con reemplazo (es decir, devolviendo a la bolsa cada bola extraida antes de sacar la
siguiente).

— Calcule la probabilidad de que no haya sacado ninguna A. [0,5 puntos]
— Calcule la probabilidad de que haya sacado al menos dos A. [0,75 puntos]

5. Se quiere construir un pequefio cobertizo de madera de 6 m® de volumen, en forma de prisma
rectangular, adosado a la pared lateral de una casa, para guardar lefia. Solo hay que construir, por
tanto, el techo y tres paredes (la pared del fondo del cobertizo es la de la casa a la que esta adosado).
Ademas, se quiere que el cobertizo mida el triple de anchura que de profundidad. Cada metro
cuadrado de pared tiene un coste de construccion de 30 € y el techo cuesta 50 € por metro cuadrado.
Una vez construido el cobertizo, afadir una puerta tiene un coste fijo de 35 €.

a) Compruebe que el coste de construccion del cobertizo viene dado por la funcion
C (x) = @+150X2 +35 , donde x es la profundidad del cobertizo en metros. [1,25 puntos]
X
b) Calcule cuéles han de ser las dimensiones del cobertizo para que el coste de construccion sea
minimo y justifique la respuesta. ¢Cual es este coste? [1,25 puntos]

6. Considere los puntos A= (1, 2,3)yB = (-3, -2, 3).

a) Calcule la ecuacién del plano 7 que es perpendicular a la recta AB y que pasa por el punto medio
entre Ay B. Justifique que este plano esta formado, precisamente, por los puntos P = (x, y,2)
que estan a igual distancia de A que de B, es decir, d(P, A) = d(P, B). [1 punto]

b) Calcule las distancias de A y de B al plano = y compruebe que son iguales. (Es casualidad?
Razone la respuesta. [0,75 puntos]

) Sea C = (-7, 6, 3). (El triangulo ABC es is6sceles? Calcule su area. [0,75 puntos]
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SOLUCIONES

1. Considere la funcién f (x)= 2Ir17x definida para x> 0.

a) Estudie sus maximos y sus minimos, y sus zonas de crecimiento y de decrecimiento. [1 punto]
b) ¢Esta funcidn tiene asintotas? Haga un esbozo de su grafica. [1 punto]

c) Calcule la ecuacion de la recta tangente a la gréafica de y = f(x) en el punto de abscisa x=1. [0,5
puntos]

a) Utilizamos la derivada para encontrar los puntos criticos de la funcién.

1x—l-Inx
F(0) =202 o f(x) =2 EpELIL

X x> x>

f’(x):0:>21_xlznx:0:>1—Inx=0:Inx:1:>

La funcidn tiene un punto critico en x=e.
Estudiamos el signo de la derivada antes y después de este valor.

1-Inl1

e Enelintervalo (0,e) tomamos x =1y la derivada vale f"(1)=2 T 2>0.La
funcién crece en (0,e).
e Enelintervalo (e,+x) tomamos x =e” y la derivada vale
2
f(e?)= 21( Izn)f = 2—} = —42 <0. La funcion decrece en (e, +o).
e e’ e
La funcidn sigue el esquema siguiente.
} : : — : : :
0 1 2 g3 4 5 6

La funcion crece en (0,e) y decrece en (e,+x).
La funcién tiene un maximo relativo en x=e.

b) Esta funcion es continua en su dominio (0,+oo).
Calculamos el limite de la funcién cuando x tiende a 0™.

. . Inx .. 1
lim f (x)=lim2—=1lim 2=1Inx=2(+o0)(—w0)=—w
x—0" x—0" X x—0" X
La funcién tiene la recta x =0 como asintota vertical.
Comprobamos si tiene asintotas horizontales.
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lim f(x)=lim 2In_x:2+;oo: Indet er min acion(L"Hopital) =
X—>+00 X—>+00 X +w
1
_jim2X = lim2i-21 _¢
Xt ] x>t X 400

La funcidn tiene la recta y =0 como asintota horizontal cuando x tiende a +co.
La funcién no tiene asintotas oblicuas.

g e g In x
c) La ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion f(x)=2— en x=1 es
X

y—f(1)=f"(1)(x-1).

y—f(1)=f"(1)(x-1)
f(1)=2'lll=o =y-0=2(x-1)=[y=2x-2]

f,(x)zzl—lnx:> f’(1):21_|n1:2

x? 1?
. - . In x
La ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion f (x) =2—en x=1es y=2x-2.
X
3:':&'
Asintota vertical x =0
2,,
1+ Mdximeo relativo
1
. . ‘ . ‘ . . L3
-1 2 e 3 4 s 6 7 3 9 0
Asintota horizontal y = 0
.1__
-2+
Fx)=2 In x
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2. Considere el siguiente sistema de ecuaciones:

Ax+2y—-2=4
X—y+kz=3
3x+3y=1

donde k es un parametro real.

a) Discuta el sistema para los diferentes valores del pardmetro k, y resuélvalo para k = 0. [1 punto]

b) Resuelva el sistema para k = —1. [0,75 puntos]

c) Para k = -1, modifique la tercera ecuacion de manera que el sistema resulte incompatible.
Justifique la respuesta. [0,75 puntos]

4 2 -1
a) Este sistema tiene la matriz de coeficientes A=| 1 -1 k | y la matriz ampliada
3 3 0
4 2 -14
A/B=|1 -1 k 3]
3 3 01

Vemos cuando se anula el determinante de la matriz de coeficientes.

4 2 -1
|Al=|L -1 k|=0+6k-3-3-0-12k =6k -6
3 3 0
6
[A=0=-6k-6=0= -6k =6=> |k =—-=-1

Estudiamos dos casos diferentes.

CASO 1. k #-1.
En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el rango de la matriz
ampliada y el nimero de incdgnitas. El sistema es compatible determinado (una Unica

solucion).
CASO 2. k=-1
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
4 2 -14
La matriz ampliada queda A/B=1 -1 -1 3|.
3 3 01

Estudiamos el rango de A y A/B usando el método de Gauss.

Fila 32 —3-Fila 22

S S IS LR AR
St TP TR 2T 3 3 3 9 =
33 01

0 6 3 —8— NuevaFila3?
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Fila1? —4- Fila 28
4 2 1 4 4 2 -1 4

= 44 4 _12 =0 6 3 8|=
0 6 3 -8 — NuevaFila2? 06 3-8
Fila 3% —Fila 22 — M
0 6 3 -8 4 2 -1 4

= 0 -6 -3 8 =|0 6 3 -8
0 0 0 0-Nuevafilaz| |29 0 0O

El rango de la matriz A es 2, al igual que el de la matriz A/B, pero menor que el nimero de
incognitas (3). El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

Resumiendo: Para k = —1 el sistema es compatible determinado y para k =—1 el sistema es
compatible indeterminado.

Resolvemos el sistema para k = 0.

Ax+2y-2=4 AXx+2y—-2=4

4(3+y)+2y—-z=4
X=y=3;=> X=3+y;= 3(3 v 1 =
3x+3y=1 3x+3y=1 ( +y)+ y=
6y-z=-8
12+4y+2y-z=4
= = 8 4=
9+3y+3y=1 6y=-8— y:?:?

6%4—2:—8:—8—2:—8:

X=3-

wl s
wl o

-4
,y=—,2=0.
y 3

Para k = 0 la solucion del sistema es x =

wlo

b) Si k =—1 el sistema es compatible indeterminado (CASO 2).
Buscamos las soluciones a partir del sistema equivalente obtenido en el apartado anterior.

4 2 -1 4 —-7=
Ax+2y—7=4 4x+2y—-2=4
0 6 3 -8\= = -8 =
6y+3z=-8 3z=-8-6y>z=—-2y
00 0 O 3
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:>4x+2y+%+2y:4:>4x=4—%—4y:>4x=g_4y:>x=§_y:>

Las soluciones del sistema son x =%—/1; y=A1;2= _?8 —2A; paracualquier A eR.

4x+2y—-z=4
c) Parak = -1 el sistema queda ~ X—Y—Z =3/ Cambiamos el término independiente de la
3x+3y=1

tercera ecuacion por “a” y utilizamos el método de Gauss para triangular el sistema.

4 L4 Fila 32 —3-Fila 22
A/B=|1 -1 _1 3 330 a
St T TR P13 3 3 9 =

3 3 0a 0 6 3 a—9-— NuevaFila3®

Fila 12 —4- Fila 22

4 o 1 4 4 2 -1 4
4 4 4 12 =063 8
0 6 3 -8 — Nueva Fila 22 06 3 a-39
Fila 32 —Fila 22 o “’Bl "
0 6 3 a-9 -

o 6 3 8 —~/0 6 3 -8
0 0 0 a—1-sNuevaFila3® HA_O, a-1

Para que sea un sistema incompatible “a@” debe tomar cualquier valor distinto de 1, por ejemplo

2.
Ax+2y—-7=4

X—y—2=3;.
3X+3y=2

Un sistema incompatible seria
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3. Joan encuentra entre los papeles de su abuelo un esbozo como el de la figura adjunta, donde se
describe un terreno de regadio que ha dejado en herencia a su padre.

La curva de la gréficaesy = f(x), con f (x)=—-x>+7x*—6x+5.

a) A partir de la expresion de f(x), calcule las coordenadas de los puntos P, Q y R indicados en la
figura. Calcule también la ecuacion de la recta PR. [1,25 puntos]
b) Calcule la superficie del terreno. [1,25 puntos]

a) La recta horizontal que corta el terreno tiene ecuacion y =5, por lo que los puntos P y Q tienen

coordenadas P(p,5) y Q(q,5).
Los puntos P y Q son los puntos de corte de larecta y =5 con la curva.

f(x)=-x>+7x*—6x+5 , , 5 ,
c =X +7X —6X+5=5=-X"+T7X" -6x=0=
y:
x=0:>A(O,5)
—7+ 7 -4(-1)(-6
:>x(—x2+7x—6):0:> X +7X—6=0—>Xx= \/ (3 ):
2(-1)
—7+5
745 — =l=X—> P(1,5)
N L;5=6=x—> Q(6.5)

El punto P tiene coordenadas P(1, 5) y el punto Q tiene coordenadas Q(6. 5).
El punto R esta en la misma vertical que el punto Q por lo que tiene coordenadas R(6, 0).

Hallamos la ecuacién de la recta PR.

PR=(6,0)-(15)=(5-5) >m=—=-1

R(6,0) e rectaPR
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La ecuacion de larecta PR es y=—x+6.

b) La superficie del terreno es el valor de la integral definida entre 1 y 6 de la diferencia entre la
curvay la recta.

Area = Ils—x3 +7x* —6x+5—(-x+6)dx = LG—X3 +7x?=5x—1dx =

4 3 2 6 4 3 2 4 3 2
= _X__|_7X__5X__X = _6_+76__56__6 _ _1__|_71__51__1 =
4 3 2 A 4 3 2 4 3 2

:—324+504—90—6+1—Z+§+1: %’:85.4167 u’
4 3 2 12

El terreno tiene una superficie de % =85.4167 u°.
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4. Andreu pone las nueve bolas que se muestran a continuacion dentro de una bolsa.

EBAOOEE) HWME)

a) A continuacion, saca de la bolsa dos bolas al azar, una después de otra y sin reemplazo (es decir,
no devuelve a la bolsa la primera bola antes de sacar la segunda).

— Calcule la probabilidad de que la primera bola sea una A o una E. [0,5 puntos]
— Calcule la probabilidad de que las dos bolas sean diferentes. [0,75 puntos]

b) Andreu vuelve a poner todas las bolas en la bolsa y saca cinco al azar, una detrés de otra, pero
ahora con reemplazo (es decir, devolviendo a la bolsa cada bola extraida antes de sacar la
siguiente).

— Calcule la probabilidad de que no haya sacado ninguna A. [0,5 puntos]
— Calcule la probabilidad de que haya sacado al menos dos A. [0,75 puntos]

a) Hay 9 bolas que puede extraerse en la primera extraccion. De estas hay dos A y una E. Aplicando

laregla de Laplace tenemos que la probabilidad de que la primera bola sea una A o una E es g = %

Las unicas bolas repetidas son la A y la S. Llamamos R al suceso “sacar dos bolas repetidas” =
“sacar dos A o dos S”. Calculamos la probabilidad del suceso R.

P(R)=P(AL)P(A2/AL)+ p(31)p(sz/31):3-_+§-

1 1
98

1

8 |18
El suceso “sacar dos bolas diferentes” es el suceso complementario del suceso R. Calculamos su
probabilidad como la probabilidad de R®.

1 [17
P(RC):l—P(R):l—E: &

La probabilidad de que las dos bolas sean diferentes tiene un valor de % =0.9444.

b) La probabilidad de sacar A en una extraccion es 2/9 y la de no sacar A es 7/9.
La probabilidad de no sacar ninguna A en 5 extracciones es:

P(Ninguna A) = P(AL° N A2° N A3° N A4° N AS® ) =

= P(Alc)-P(AZC)-P(A3°)-P(A4C)-P(A5°)=g-g-g%-g:(gjs ~0.2846

El suceso complementario de B = “sacar al menos dos A en 5 extracciones” es B¢ = “sacar 1 o
ninguna A en 5 extracciones”.
Calculamos la probabilidad de B®.

62 de 334 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU junio (serie 1) 2024 Matemadticas Il en Catalufia Juan Antonio Martinez Garcia

P(B®)=P(sacar Oveces A)+ P(sacar1vez A) =

= P (sacar 5 vecesletra distintade A)+ P( AL A2  A3® 1 A4S A A5C )+
+P(A1° N A2 A3° M A4S A ABS )+ P( AL N A2° N A3 ALS A ASC )+
+P(A1° M A2° N AZ® N A4 ABS )+ P AL N A2° N AS® N ALS N AB) =

_(ZJS 2rirr,r2rri 17217 17120, 77772
9) 99999 99999 99999 99999 99999

5 4
:(Zj +52(gj ~|0.6912

9 9

Aplicando la probabilidad del suceso complementario tenemos que la probabilidad de que haya
sacado al menos dos A vale 1-P(B®)=1-0.6912=0.3088.
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5. Se quiere construir un pequefio cobertizo de madera de 6 m® de volumen, en forma de prisma
rectangular, adosado a la pared lateral de una casa, para guardar lefia. Solo hay que construir, por
tanto, el techo y tres paredes (la pared del fondo del cobertizo es la de la casa a la que esta adosado).
Ademas, se quiere que el cobertizo mida el triple de anchura que de profundidad. Cada metro
cuadrado de pared tiene un coste de construccion de 30 € y el techo cuesta 50 € por metro cuadrado.
Una vez construido el cobertizo, anadir una puerta tiene un coste fijo de 35 €.

a) Compruebe que el coste de construccién del cobertizo viene dado por la funcién

C(x)= @+150x2 +35 , donde x es la profundidad del cobertizo en metros. [1,25 puntos]
X

b) Calcule cuales han de ser las dimensiones del cobertizo para que el coste de construccion sea
minimo y justifique la respuesta. ;Cual es este coste? [1,25 puntos]

(Y1)

a) Llamamos “x” a la profundidad, “y” a la anchura y “z” a la altura del cobertizo.

&

LA

y
El cobertizo mide el triple de anchura que de profundidad > y = 3x.
El cobertizo de madera tiene 6 m® de volumen > xyz=6—=1z= Ll = 5 = % .
Xy X:3Xx X
Calculamos la superficie de las tres paredes.
Paredes =2xz+yz = 2x%+3x£2 = ﬂ+E = 10
X X X X X

Calculamos la superficie del techo.
Techo = xy = x3x = 3x*

Calculamos el coste total sumando el coste de las paredes mas el coste del techo.
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Cada metro cuadrado de pared tiene un coste de construccion de 30 € y el techo cuesta 50 € por metro

cuadrado > C(x)= 30194 50.3x2 =30 1502
X X
. . . 300 )
Afadir una puerta tiene un coste fijo de 35€ > C (X) =——+150x"+35.
X

El coste del cobertizo en funcidn de la profundidad del cobertizo (x) tiene la expresion

C(x)= ¥+150X2 +35.

b) Derivamos la funcion coste y buscamos cuando se anula.

C(x):ﬂxo+150x2 +35= C'(x):—%+300x

C'(x)=0= 20, 300x = 0 = 300x = “o 5 300x° =300 = x* =1=> [x = Y1 =1
X X

Sustituimos x = 1 en la segunda derivada para averiguar si en dicho valor la funcion tiene un
mMAaximo o0 un minimo.

C'(x)=—%+300x:>€”(x)=23)%+300:>C”(1)=231$+300=900>0

Al tener la segunda derivada un valor positivo podemos afirmar que la funcion coste tiene un
minimo relativo en x = 1.

Las medidas del cobertizo con coste minimo son 1 metro de profundidad, 3 metros de anchura y
132= 2 metros de altura.

kg

L m

Sustituimos x = 1 en la funcién coste y obtenemos el coste minimo del cobertizo.

C(l) =3;:0+150-12 +35=485

El coste minimo tiene un valor de 485 euros.
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6. Considere los puntos A=(1,2,3)yB =(-3,-2, 3).

a) Calcule la ecuacion del plano 7 que es perpendicular a la recta AB y que pasa por el punto medio
entre A y B. Justifique que este plano estd formado, precisamente, por los puntos P = (x, Y, z) que
estan a igual distancia de A que de B, es decir, d(P, A) = d(P, B). [1 punto]

b) Calcule las distancias de A y de B al plano z y compruebe que son iguales. ¢Es casualidad? Razone
la respuesta. [0,75 puntos]

) Sea C = (-7, 6, 3). (El triangulo ABC es is6sceles? Calcule su area. [0,75 puntos]

a) El plano z que es perpendicular a la recta AB tiene como vector normal el vector
AB =(-3,-2,3)—(1,2,3)=(—4,-4,0) . Tomamos como vector normal del plano este vector

dividido entre —4.
Hallamos del punto P punto medio del segmento AB.

(1, 2, 3)+(-3, -2, 3)
2

P=

=(-10,3)

Hallamos la ecuacion del plano 7z como la ecuacion del plano que pasa por P(-1,0,3) y tiene

1 N
como vector normal el vector ) AB .

. AB

_nb_ ; D=0

n=—,=(10) :\,’;_X“Li';?) }:_1+0+D=0:>D=1:> ZIX+Y+1=0
P=(-10,3)ex =(L03)er

El plano 7 que es perpendicular a la recta AB y que pasa por el punto medio entre Ay B tiene
ecuacion z:x+y+1=0.

Comprobamos que los puntos del plano P = (x, y,Z) estan a igual distancia de A que de B, es
decir, d(P, A) = d(P, B).

P
(xy.z)ex }:> P(x,-1-x,2)
T X+y+1=0=>7w:y=-1-X

ﬁz(x,—l—x,z)—(1,2,3):(x—l,—3—x,z—3)

BP = (x,-1-x,2)-(-3,-2,3) =(x+3,1-x,2-3)

d(p,A):\m:\/(x_l)z+(_3_x)2+(z_3)2:J(1_x)2+(3+x)2+(z_3)2 _

2

d (P,B)=[BF|=(x+3)" +(1-x)" +(2-3)

= d(P,A)=d(P,B)
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b) Por lo visto en el apartado anterior todos los puntos del plano estan a la misma distancia de los
puntos Ay B, por lo que el plano pasa por el punto medio del segmento AB y es perpendicular a
la recta AB. Por ello la distancia de A y de B al plano es la misma.

Comprobamos que d (A, z)=d(B, 7).

XA y+1=0}:>d(A ) i+2+1 4
’7[ ="
A(L1,2,3 V12 412 2
(423) Pl V2| (ar)=d (Br) =24
miX+y+1=0 :>d(B ) |_3_2+]4 4
’7[ = — = —
B(-3,-2.3) P 2

c) Para que el triangulo ABC sea isdsceles debe tener dos lados iguales y un tercero desigual.
C

Hallamos la longitud de los lados.

AC =(~7,6,3)-(1,2,3)=(-8,4,0)= d (A C) =|AC| = /(-8) +4° =45
BC =(~7,6,3)—(-3,-2,3)=(4,8,0)=d (B,C)=‘ﬁ‘=«/82+(—4)2 =45

AB =(-3,-2,3)-(12,3)=(-4,-4,0)= d (A B) =|AB|= {/(-4)"+(-4)" =42

El triangulo ABC tiene dos lados iguales y uno desigual. El triangulo ABC es isdsceles.
Hallamos el area del triangulo ABC como la mitad del médulo del vector ABx AC .

AC=(-840)] . . |" 1K
- — ABxAC=|-8 4 0|=32k-+16k =48k =(0,0,48)
AB = (—4,-4,0) 4 a0
ABx AC
AreaABC:‘—Z‘:%SZQA,

El triangulo ABC tiene un area de 24 unidades cuadradas.
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PAU junio (serie 5) 2024
A Generalitat de Catalunya
Y Consell Interuniversitari de Catalunya 2024

Oficina d'Acceés a la Universitat

Proves d’accés a la universitat

Matematicas

Serie 5

Responda a CUATRO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique siempre qué
quiere hacery por qué.
Cada cuestion vale 2,5 puntos.

Puede utilizar calculadora, pero no se permite el uso de calculadoras u otros aparatos que
pueden almacenar datos o que pueden transmitir o recibir informacion.

Puede utilizar las paginas en blanco (paginas 14 y 15) para hacer esquemas, borradores,
etc., 0 para acabar de responder a alguna cuestion si necesita mas espacio. En este ultimo caso,
debe indicarlo claramente al final de la pagina de la cuestion correspondiente.

1. Considere la funcién f (x)=-2+10(x—1)Inx, definida para x >0.

a) Compruebe que f(x) tiene una raiz en el intervalo [1, 1,5] y busque un intervalo de una décima
de longitud que también contenga esta misma raiz. [0,75 puntos]
b) Sin calcular los puntos criticos, justifique que f(x) es decreciente en el intervalo (0, 1) y
creciente en (1, +o0). ;Qué maximos y minimos tiene esta funcion? [1 punto]
c) Calcule Iirp f(x)y XIim f (x), y haga un eshozo de la grafica de esta funcion. [0,75 puntos]
X— 400

2 1 -1 2 2 2 1 2 3
2. Considere las matrices P={2 1 0 [,Q=/2 2 2| yR=l1 11
10 1 2 2 2 321

a) Decida si la matriz P es invertible y, en caso de serlo, calcule su inversa. Explique
detalladamente el procedimiento seguido. [1,25 puntos]
b) Calcule una matriz X de 3 filas y 3 columnas que cumpla P X + Q = 2R. [1,25 puntos]

3. Considere las parabolas y = f, (x), con f,(x)=ax’+2x+5-a, donde a es un parametro real.

a) Determine el valor del parametro a para el que la recta tangente a y = f, (x) en el punto de
abscisa x = 1 pasa por el punto (2, 13). [1 punto]
b) Calcule los puntos de corte de las pardbolas y = f,(x) e y = f;(x). [05 puntos]

c) Calcule el area de la region situada entre las dos parabolas y = f,(x) e y = f;(x). [ punto]

4. Rut usa el siguiente método para hacer los problemas de matematicas: tira un dado equilibrado y,
si el resultado es como maximo 4, piensa y resuelve el problema ella misma; si el resultado es 5 o
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6, busca la solucion del problema por Internet y la copia. Cuando es ella quien ha pensado la

solucion, la respuesta es correcta en el 75 % de los casos; cuando copia la solucion de Internet, la

respuesta es correcta solamente en el 40 % de los casos.

a) ¢Cudl es la probabilidad de que la solucién de un problema respondido siguiendo este método
sea correcta? [0,75 puntos]

b) ¢Cuél es la probabilidad de que un problema haya sido resuelto por Rut si se sabe que la
solucion es correcta? [0,75 puntos]

c) Mafana Rut tiene que entregar 5 problemas de matematicas. ¢Cual es la probabilidad de que
al menos 4 sean correctos? [1 punto]

5. Carles quiere construir un decorado para la obra de teatro de final de curso en forma de un
rectangulo y dos semicirculos, tal como se muestra en la siguiente figura:

a) Determine el perimetro y el area del decorado a construir en funcién de x y de y. [1 punto]

b) Para revestir el perimetro del decorado, Carles tiene material para cubrir hasta 10 m. Si lo quiere
gastar todo, ¢cudles seran las medidas del decorado de area maxima que podra construir? ¢Cuél
es el valor de esta area? [1,5 puntos]

X=4+2k
6. Considere las rectas r: X2 = y;4: 2_13 y siqy=3+k
- z=-1

a) ¢Cudl es su posicion relativa? Calcule la ecuacién implicita de un plano z que sea paralelo a las
dos rectas y que pase por el origen de coordenadas. [1,25 puntos]
b) Calcule la ecuacién de la recta t que corta las dos rectas r y s perpendicularmente. [1,25 puntos]
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SOLUCIONES

1. Considere la funcién f (x)=-2+10(x—1)Inx definida para x> 0.

a) Compruebe que f(x) tiene una raiz en el intervalo [1, 1,5] y busque un intervalo de una décima de
longitud que también contenga esta misma raiz. [0,75 puntos]
b) Sin calcular los puntos criticos, justifique que f(x) es decreciente en el intervalo (0, 1) y creciente
en (1, +o0). ;Qué maximos y minimos tiene esta funcion? [1 punto]
c) Calcule Iirgl f(x)y XIim f (x). y haga un eshozo de la gréfica de esta funcion. [0,75 puntos]
X—> —+0

a) La funcion es continua en el intervalo [1, 1.5]. La funcién toma valores de distinto signo en cada
extremo del intervalo:

f(1)=-2+10(1-1)In1=-2 f (L5)=-2+10(1.5-1)In1.5=0.02> 0.
Podemos aplicar el teorema de Bolzano y afirmar que existe ¢ €(1,1.5) tal que f(c)=0.

Para reducir la amplitud del intervalo vamos probando el signo de la funcibnen 1.1, 1.2, 1.3y
14.

f(1.1)=-2+10(1.1-1)In1.1=-1.904 < 0 — jNo nos sirve!

f (L4)=-2+10(1.4-1)In1.4 = -0.65 <0 — Nos sirve!

Si consideramos el intervalo [1.4,1.5] la funcion toma signo negativo en x = 1.4 y signo positivo
en x = 1.5, por lo que podemos aplicar el teorema de Bolzano y afirmar que existe ¢ (1.4,1.5)

tal que f(c)=0

b) Calculamos la derivada de la funcion.

£(x)=10Inx+10(x 1) :10(In x+x—‘1j =10(In x+1—1j
X X X

Inx<0

. 1
Sixe(0,1)=0<x<1l=> = f’(x)=10| Inx+1-=|<O0.
e( ) 1>1:>£—1>0:>1—1<0 () ( xj

X X X
Inx>0 1
Si xe(l,4+0)=> x>1=> = f’(x)=10| Inx+1-=|>0.
( ) 1<1:>1—1<O:>1—1>0 ( ) ( xj
X X X

La funcidn es decreciente en (0, 1) y creciente en (1, +0).
Como el signo de la derivada no cambia en ningan otro momento la funcién solo tiene un
minimo relativo en x = 1. La funcién no tiene maximo relativo.

c¢) Calculamos los limites pedidos.

lim f (x)=lim—2+10(x—1)Inx=-2+10(0-1) lim (In x) =—2—-10(—o0) =

x—>0" x—0" x—0"
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lim f (x)= lim—2+10(x~1)Inx=~2+10(+00—~1)In(+e0) = ~2+ 00 = [+o0]

X—>+00 X—>+00

Representamos la gréafica de la funcion.

1;|}_

J
[e=]

(==Y
n

[e=]

J(x)==2+10(x—1)Inx

e

Ln
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2 1 1
2. Considere las matrices P={2 1 O
1 0 1

a) Decida si la matriz P es invertible y, en caso de serlo, calcule su inversa.

el procedimiento seguido. [1,25 puntos]

2 2 2
Q=2 2 2
2 2 2

1 2
yR=[1 1
3 2

m

xplique detalladamente

b) Calcule una matriz X de 3 filas y 3 columnas que cumpla P X + Q = 2R. [1,25 puntos]

a) Para que la matriz sea invertible su determinante debe ser no nulo.

2 1
Pl=[2 1
10

-1

0/=2+0-0+1-2-0=1+0

1

Existe la matriz inversa de P. La calculamos.

2 21 N 10 1 0 N 1 1
Adjl 1 1 0 0 1 -11 -1 0 . L1
L Adi(PT) 10 1 2 2 1 |2 2 B
= = =| - + - =-2 3 =2
P| 1 0 -114 |-10
-1 1 0
2 1 2 1 2 2
+ - +
10 10 11
b) Despejamos X de la ecuacion matricial.
PX+Q:2R:>PX=2R—Q:X=P‘1(2R—Q)
Sustituimos las matrices y realizamos las operaciones para obtener la matriz X.
12 3) (2 2 2 2 4 6 2 2 2 0 2 4
2R-Q=2|1 1 1|-|2 2 2|={2 2 2|-|2 2 2|=|0 0 O
3 2 1) (2 2 2 6 4 2 2 2 2 4 20
1 -1 1)0 2 4 4 2+2 4 4 4 4
X=P*(2R-Q)=|-2 3 -2|l0 0 0|=|-8 -4-4 -8|=/-8 -8 -8
-1 1 0)\4 2 0 0 -2 4 0 -2 -4
4 4 4
La matriz buscadaes X =| -8 -8 -8].
0 -2 4
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3. Considere las parabolas y = f, (x), con f,(x)=ax’+2x+5-a, donde a es un pardmetro real.

a) Determine el valor del pardmetro a para el que la recta tangentea y = f, (x) en el punto de
abscisa x = 1 pasa por el punto (2, 13). [1 punto]
b) Calcule los puntos de corte de las parabolas y = f,(x) e y = f;(x). [05 puntos]

c) Calcule el &rea de la region situada entre las dos parabolas y = f,(x) e y = f;(x). [1 punto]

a) La ecuacion de la recta tangente a la gréfica de la funcion f,(x)= ax’+2x+5-a enx = 1es
y—f.(1)=f,"(1)(x-1).

.()=a1+2+5-a=7
J(X)=2ax+2—> f,"(1)=2a+2; = y-7=(2a+2)(x-1)
y=f.()=f."()(x-1)

f
f

Aplicamos que la recta tangente pasa por el punto (2, 13).

y—7=(2a+2)(x-1)
Pasa por(2,13)

}:13—7=(2a+2)(2—1):>6=2a+2:>4=2a:>

Para a = 2 se cumple lo pedido.

b) Obtenemos los puntos de corte de las parabolas.

X)=x*+2x+5-1=x"+2x+4
X)=3x"+2Xx+5-3=3X"+2Xx+2; = 3’ + 2K +2=X"+ 2K +4=
f

L()=L+2+4=7>|A(LT7)

=2 =2 =1 x=1=%1>

f,(-1)=(-1)" +2(-1)+4=3-|B(-13)

Los puntos de corte de ambas graficas son A(1, 7) y B(-1, 3).

c) El érea de la region situada entre las dos parabolas y = f,(x) e y = f,(x) es el valor absoluto de
la integral definida entre —1 y 1 de la diferencia de las dos funciones.
f,(X)=x"+2x+4

:>J'1 3x2+2x+2—(x2+2x+4)dx:'[1 2x% —2dx =
f,(X)=3x"+2x+2 - -
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El 4rea de la region situada entre las dos parébolas y = f, (x) e y = f,(x) tiene un valor de

% = 2.667 unidades cuadradas.

=il

g
L=

flx)=x"+2x+4

L

=,

Cfi(x)=3x"+2x+2

bt
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4. Rut usa el siguiente método para hacer los problemas de matematicas: tira un dado equilibrado v,
si el resultado es como méximo 4, piensa y resuelve el problema ella misma; si el resultado es 5 o
6, busca la solucion del problema por Internet y la copia. Cuando es ella quien ha pensado la
solucion, la respuesta es correcta en el 75 % de los casos; cuando copia la solucion de Internet, la
respuesta es correcta solamente en el 40 % de los casos.

a) ¢Cual es la probabilidad de que la solucién de un problema respondido siguiendo este método sea
correcta? [0,75 puntos]

b) ¢Cuél es la probabilidad de que un problema haya sido resuelto por Rut si se sabe que la solucién
es correcta? [0,75 puntos]

¢) Mafiana Rut tiene que entregar 5 problemas de matematicas. ¢Cudl es la probabilidad de que al
menos 4 sean correctos? [1 punto]

Realizamos un diagrama de arbol.

Respuesta correcta

P(C/A) =0.75
1,2,304
P(A) = 4/6 Respuesta
incorrecta
P(C/A) =0.25
Dado y problema
Respuesta correcta
P(C/B) = 0.40
506
P(B) =2/6 Respuesta
incorrecta

P(C/B) = 0.60

Respondemos a las preguntas planteadas.

a) Nos piden calcular P(C). Aplicamos el teorema de la probabilidad total.

P(C)=P(A)P(C/A)+ P(B)P(C/B)=%-O.75+%-0_4= %20,633

b) Nos piden calcular P(A/C) . Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de Bayes.

4
P(AIC) = P(AnC) P(A)P(C/A) 07 15 _ 00
~ P(C)  P(c) 19 19 ”
30

c) La probabilidad de que al menos 4 sean correctos es la de que sean 4 correctos y 1 incorrecto o
bien los 5 correctos. Llamamos D al suceso “Al menos 4 de los 5 ejercicios son correctos”.
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P(D)=P(C1°nC2nC3NC4NC5)+P(C1NC2° NC3NCANC5)+
+P(C1NC2NC3° NC4NC5)+P(C1NC2NC3NCA° NC5)+

+P(C1NC2nC3NC4NC5®)+P(C1INC2NC3NCANCE) =

11 19 19 19

19 19 19 19 19 19
—g5.==.=2. =0 27, e Wttt ~[0.3969]
30 30 30 30 30 30 30 30 30 30

OTRA FORMA DE RESOLVERLO

Sea X la variable que cuenta el nimero de ejercicios resueltos correctamente de un grupo de 5.
La probabilidad de éxito (ejercicio correcto) es 19/30. EI niUmero de repeticiones es 5.

La variable X es una variable binomial. X = B[S, %) .

Nos piden calcular P(X >4).

P(X 24)=P(X =4)+P(X :5):@[%)(%%@(%ﬂ%)o _

51 (19Y*(11) (19 19 (11) (19)° 5.19*.11+19°
R D e T e I I B ) Ity e o
4111130 ) (30) |\ 30 30) \30) (30 30
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5. Carles quiere construir un decorado para la obra de teatro de final de curso en forma de un
rectangulo y dos semicirculos, tal como se muestra en la siguiente figura:

a) Determine el perimetro y el area del decorado a construir en funcion de x y de y. [1 punto]

b) Para revestir el perimetro del decorado, Carles tiene material para cubrir hasta 10 m. Si lo quiere
gastar todo, ¢cudles seran las medidas del decorado de area maxima que podra construir? ;Cual es
el valor de esta area? [1,5 puntos]

Completamos la informacién del dibujo.

2x

a) El perimetro total es la suma de los lados del rectangulo (2x+2y ), la de la semicircunferencia
pequefa (zy) y la de la semicircunferencia grande ( zXx).

P(X,y)=2x+2y+7zy+ax=(2+7)(X+Y)
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2
El &rea es la suma del &rea del rectangulo (2x-2y =4xy ), el &rea del semicirculo pequefio (%)

2
. - X
y el area del semicirculo grande (T)'

2 2
A(X, y)=4xy+%+%:4xy+%(x2+yz)

b) Carles tiene material para cubrir hasta 10 m. Si lo quiere gastar todo - P(x, y) =10.

P(x,y)=10 } 10 10

247)(X+Y)=10=>X+y=— =———X
P(x,y)=(2+7)(x+Y) = (207)(x+y)=10=x+y 2z ) 2+x

Obtenemos la funcién Area afiadiéndole esta nueva condicién.

T
A(x,y)=4xy+5(x2+y2) 10 _ 10 2
:>A(x):4x( —x}+— x2+(——xj -
10 x 2+ 2 2+
2+
_ A0 ae i E| e 100 —+ X - ——X |=
241 2+7) +7
_A0 e 7, e, 100 . 20 |_
2+7 2 (2+7;) 2+7
_ 40 A% 4 x4 507[2—107[X=(7z'—4)X2+40_1O7[X+ 507r2
2+ (2+7) 2+7 2+ (2+7)

Calculamos la derivada de la funcion Area y buscamos cuando se anula.

40-10x 507
X+ 3
2+ (2+7)

40-10x
2+

A(X)=(r—4)x*+ = A(x)=2(7-4)x+

40-107
2+

0= 2(7—4)x =27~ 40
241

A(x)=0=2(7r—4)x+ =

107 -40

——— . 10
2+ r  107-40 (z~%) 5 o7

= X= =

2(7-4) 2(z-4)(2+7) 2(z~4) (2+7) |24z

Este valor del punto critico lo sustituimos en la segunda derivada.
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A (x)=2(z—4)= A"(0.972)=2(7—4)=-1.7<0

Al ser la segunda derivada negativa la funcion area es maxima para x = Py 0.972.
+ 7T

Obtenemos el valor de “y”.

y= 10 Ly

otz T B XY
. 5 247 2+m 2+r1

2+

Calculamos el valor del area méxima.
2
A( 5 j:(z—4)( 5 j+40_10ﬂ( 5 j+ 507:2:
2+ 2+ 2471 \2+n7 (2+;z-)

_ 257 -100 N 200507 N 507 _ 100+ 257
(2+7z)2 (2+7r)2 (2+7z)2 (2+7z)2

=6.75 m?

Las medidas para obtener un area maxima son x=y = ZL =0.972 metros.
+

El area méaxima tiene un valor aproximado de 6.75 metros cuadrados.
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X=4+2k
6. Considere las rectas r: X=5_ y;4= 2_13 ys:{y=3+k
- z=-1

a) ¢Cual es su posicion relativa? Calcule la ecuacion implicita de un plano = que sea paralelo a las
dos rectas y que pase por el origen de coordenadas. [1,25 puntos]
b) Calcule la ecuacion de la recta t que corta las dos rectas r y s perpendicularmente. [1,25 puntos]

a) Hallamos un punto y un vector director de cada recta.

X-5 y-4 z-3 {Pr(5’4’3)
r: = = =

4 3 -1 |u =(43-1)

X=4+2k Q. (4.3,-1)
S:ay=3+k =4_.

I v, =(2,1,0)

Los vectores directores uT = (4, 3-1)y \75 = (2,1,0) no tienen coordenadas proporcionales, por
lo que las rectas no son ni coincidentes ni paralelas.

u=(43-1) 4 3 1
. = F—
V=(210) | 27170

Las rectas se cortan o cruzan.
Hallamos el valor del producto mixto [ur,vs, P,QSJ :

PQ. =(4,3,-1)—(5,4,3)=(-1-1-4)

U, =(4,3-1) 4 3 -1
v, =(2,1,0) =|u.v,,PQ [=[2 1 0]|=-16+0+2-1+24-0=9%0
PQ.=(-1-1-4) 1

Como el producto mixto es no nulo las rectas se cruzan (distinta direccion en planos paralelos).

El plano 7 que sea paralelo a las dos rectas tiene como vectores directores los vectores directores
de las rectas. Ademas, pasa por el punto (0, 0, 0). Hallamos la ecuacion implicita de este plano.

a:Jr:(4’3’_l) Xy z
\7:\73:(2,1,0) =14 3 -1=0=>-2y+47-62+x=0=|7:Xx-2y-2z=0
Oz(0,0,0)Eﬂ' 2 1 0

El plano 7 que es paralelo a las dos rectas y que pasa por el origen de coordenadas tiene la
ecuacion implicita siguiente: 7:x—-2y—2z=0.
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b) La rectat que corta las dos rectas r y s perpendicularmente es la recta del dibujo.

Hallamos la ecuacion del plano 7, que contiene a la recta r y tiene como uno de sus vectores
directores w, =(1,-2,—2). Los vectores directores del plano son w, =(1,-2,-2) y u, =(4,3,~1)

,y pasa por el punto P, (5,4,3).

a:Wt:(l’_z’_z) X-5 y-4 z-3
v=u =(43-1) (=>7:1 -2 -2|=0=
P.(5,4,3) e, 4 3 -

= 2(x-5)-8(y-4)+3(z-3)+8(z-3)+y-4+6(x-5)=0=

= 8(x—-5)-7(y—4)+11(z-3)=0=>8x-40-7y+28+117-33=0=>

= |, :8Xx -7y +112-45=0)

www.ebaumatematicas.com
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Hallamos la ecuacion del plano 7z, que contiene a la recta s y tiene como vector director
w, =(1,-2,~2). Los vectores directores del plano son w, =(1,-2,~2) y v, =(2,1,0), y pasa por
el punto Q,(4,3,-1).

u:Wt:(l’_z’_z) x—4 y-3 z+1
v=v,=(210) =7z 1 -2 -2|=0=
Q,(4,3-1)er, 2 1 0

= —-4(y-3)+z+1+4(z+1)+2(x-4)=0=

:>—4y+12+z+1+4z+4+2x—8:0:>|7r2:2x—4y+52+9:0

La recta t es la interseccion de ambos planos, por lo que su ecuacién es:

|8x=7y+112-45=0
|2x-4y+52+9=0

OTRA FORMA DE RESOLVERLO

Hallamos un punto A de la recta r y un punto B de la recta s tal que el vector AB sea perpendicular
a ambas rectas. Este vector tiene que tener producto escalar nulo con los vectores directores de las
rectas.

X=5+4«a
_ _ _ P (5,4,3
r;X 5=y 4:Z 3:> ﬁ( ) =T y=4+3a:>A(5+4a,4+3a,3—a)
4 3 -1 uf=(4’3’_1) 1=3—-«

T B4+ 2k, 3+k,-1)

AB =(4+2k,3+ k,—l)—(5+4a,4+3a,3—a):(—1+2k—4a,—1+k—3a,—4+a)

AB-U =0=>(~1+2k—4a,~1+k -3a,~4+a)(4,3,-1)=0=

r

= -4+8k-16a-3+3k-9a+4-a=0= |11k - 26 =3

AB-v, =0=> (-1+2k —4a,~1+k —3a,~4+)(2,1,0)=0=

= 2+4k-8a-1+k—-3a0=0= |5k -11a =3

Resolvemos el sistema formado por las dos ecuaciones.
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11k~ 260 =3)  x(~5)—> 55k +130 = -15
=
5k—1lar=3 | x(11) - 55k —121 =33

9a=18=a=2=
—=5k-22=3=5k=25=k=5

=2
“ = A(13,10,1)
A(5+4a,4+3a,3-a)
k=5
= B(14,8,-1)
B(4+2k,3+k,-1)

La recta t buscada es la recta que pasa por los puntos A y B.

A(1310,1)et| A(1310,1)et
B(14,8,-1) e t} - w, = AB =(14,8,-1)-(13,10,1) = (1,-2, —2)} -

Xx=13+41
=>t:qy=10-24;1€R
z2=1-21

La recta t es la interseccion de ambos planos, por lo que su ecuacion es:
Xx=13+1
t:cy=10-24;1€R
z=1-24
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PAU septiembre 2023

AN Generalitat de Catalunya
Y Consell Interuniversitari de Catalunya
Oficina d'Accés a la Universitat

Proves d’accés a la universitat

Matematicas

Serie 2

Responda a CUATRO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique siempre qué
quiere hacery por qué.

Cada cuestion vale 2,5 puntos.

Puede utilizar calculadora, pero no se permite el uso de calculadoras u otros aparatos
gue pueden almacenar datos o que pueden transmitir o recibir informacion.

Puede utilizar las paginas en blanco (paginas 14 y 15) para hacer esquemas, borradores,
etc., 0 para acabar de responder a alguna cuestion si necesita mas espacio. En este Gltimo caso,
debe indicarlo claramente al final de la pagina de la cuestion correspondiente.

2 -3 1
a) Compruebe que (A-2I )2 =3l. [0,5 puntos]

b) Utilizando la igualdad del apartado anterior, encuentre la matriz inversa de la matriz A en
funcion de las matrices A e I, y compruebe que coincide con la matriz B.  [1,25 puntos]

2 1 2 -1 o 10
1. Sean A=[3 j B :( 2] y la matriz identidad de orden dos | :(0 j

c) Calcule la matriz X que satisface la igualdad A-X =B. [0,75 puntos]
: y 1
2. Considere la funcién f (X) = e
a) Calcule la ecuacion de la recta tangente a la gréafica de la funcion f en el punto de abscisa x =2
.[0,75 puntos]
b) Calcule la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion f en el punto de abscisa
x =k, donde k es un nimero real positivo. [0,75 puntos]

c) Compruebe que, tal y como puede verse en la figura de abajo, la recta del apartado b determina
un triangulo de area constante con los semiejes positivos de coordenadas. Calcule este area.
[1 punto]
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2X+y=1+z
3. Considere el sistema de ecuaciones lineales <my+z=2-x , donde m es un namero real.
mz+3=3X+Yy

a) Discute el sistema segun los valores del parametro m. [1,25 puntos]
b) Resuelve el sistema, si tiene solucion, para el caso m = 1. [1,25 puntos]

2x3-1

4. Considere la funcion f(x) definida por f (x)=-3x+e
a) Justifique que f (x)=2 tiene una solucién en el intervalo (—1,0). [1,25 puntos]

b) Sea la funcién h(x)=-3x*+ e Calcule el area de la regién comprendida entre las graficas
de las funciones f(x) y h(x). [1,25 puntos]

5. Sean r, y r,las rectas definidas por 1, : x—1=y=—-z ypor r,:Xx=Yy =z, respectivamente.
a) Calcule la ecuacion paramétrica de la recta que corta perpendicularmente las rectas r, y r, .
[1,75 puntos]
b) Calcule la distancia entre r, y r,. [0,75 puntos]

6. Queremos construir una pieza metalica que tenga por seccion un trapecio isosceles con la base
superior tres veces mas larga que la base inferior. Los otros lados del trapecio miden 10 mm, tal y
como se puede observar en la siguiente figura:

3x
10 mm 10 mm
X
a) Exprese la altura del trapecio en funcién de la longitud x de la base inferior. [0,5 puntos]
b) Calcule la longitud de la base inferior del trapecio de forma que el area de la pieza sea maxima
y encuentre el valor de esa area maxima. [2 puntos]

85de 334 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU septiembre 2023 Matemdticas Il en Catalufia Juan Antonio Martinez Garcia

SOLUCIONES

2 1 2 -1 o 10
1. Sean A= , B= y la matriz identidad de orden dos | = :

3 2 -3 2 01
a) Compruebe que (A—2I )2 =3l. [0,5 puntos]
b) Utilizando la igualdad del apartado anterior, encuentre la matriz inversa de la matriz A en

funcién de las matrices A e |, y compruebe que coincide con la matriz B. [1,25 puntos]

c) Calcule la matriz X que satisface la igualdad A-X =B. [0,75 puntos]
a)

wa=( oo o 22 o)
S () I i P e S RS

b) Desarrollamos la igualdad.

(A-21)" =31 = (A-21)(A-21)=31 = A*—2AI -21A+412=3| =
= A -2A-2A+41 =31 = A2~ 4A=3] 4] = A" —4A=—| =

S AA-A =1 = A(4l-A)=1=[A =41 - A

Calculamos la expresion de la matriz inversa de A y comprobamos que la inversa coincide con la

matriz B.
o 10 2 1 4-2 0-1 2 -1
A =41-A=4 - = = -B
0 1 3 2 0-3 4-2 -3 2

c) Despejamos X de la ecuacion matricial. Sabemos que la matriz A tiene inversa.

~ o L ~ (2 -1)2 -1
AX=B=X=A B:>{A _B}:>X_B-B_ =

-3 2 )\-3 2
443 -2-2 7 -4
=|X = =
[—6—6 3+4] [—12 7j
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: y 1
2. Considere la funcion f (X)= e

a) Calcule la ecuacién de la recta tangente a la grafica de la funcion f en el punto de abscisa x =2
.[0,75 puntos]

b) Calcule la ecuacién de la recta tangente a la gréafica de la funcién f en el punto de abscisa x =k,
donde k es un niamero real positivo. [0,75 puntos]

c) Compruebe que, tal y como puede verse en la figura de abajo, la recta del apartado b determina

un tridngulo de area constante con los semiejes positivos de coordenadas. Calcule este area.
[1 punto]

f@) = 3

T

a) La ecuacion de la recta tangente a la grafica de una funcion f(x) en el punto de abscisa x = 2 es

y—1(2)=1(2)(x-2).

1 -1
f = —= -1 f, = — _2:—
(X) ==t = £ (x) =X =
1
f(2)==
(2)-5
. -1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
f (2):?:? :>y—527(x—2):>y—§:TX+E:> y:ZX'i'l
y-1(2)=f(2)(x-2)
La ecuacion de la recta tangente es y = _71 X+1.
b) Repetimos el proceso anterior para un punto de abscisa x =K.
1
f(k)==
(k)=
-1 1 - - 1 -1 2
R e A i LG
y—f(K)=f"(k)(x=k)

- ) : - -1 2
La recta tangente a la grafica en el punto de abscisa x =K tiene ecuacion y =—x+—.

k
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c) Averiguamos los puntos A y B de corte de la recta tangente y = ;—3 X +E con los ejes

coordenados.

A
Punto A de corte de la recta tangente con el eje OX.
—_—1x+g 1 2 2 1
ER = —x+-=0==="x=2k? =kx= {k # 0} = x = 2k = | A(2k,0)
k k k k
y=0
Punto B de corte de la recta tangente con el eje OY.
-1 2
y_FXJrE :>y:_—21-0+g:3:> B(O,Ej
«—0 k k k k

2/k

—>

2k

El area del triangulo sombreado es la mitad del producto de la base (2k) por la altura (1/k).

ZJ(-JZ(

2

Area = 4_ 2 u?
2

Como comprobamos el valor del area es independiente del valor de k y siempre vale 2 unidades
cuadradas.
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2X+y=1+z
3. Considere el sistema de ecuaciones lineales <my+z=2-x , donde m es un namero real.
mz+3=3X+Yy

a) Discute el sistema segun los valores del parametro m. [1,25 puntos]
b) Resuelve el sistema, si tiene solucion, para el caso m = 1. [1,25 puntos]

a) Ordenamos el sistema para establecer la matriz de coeficientes y la matriz ampliada.

2X+y=1+2 2X+y—-z=1
my+z=2—-X =>{X+my+z=2
mz+3=3X+Yy -3X—-y+mz=-3
2 1 -1 2 1 11
La matriz de coeficienteses A=| 1 m 1 |ylamatrizampliadaes A/B=| 1 m 1 2
-3 -1 m -3 -1 m -3

Averiguamos cuando se anula el determinante de A.

2 1 -
|A|: 1 m 1|/=2m*>-3+1-3m-m+2=2m?-4m
-3 =1 m

m=0

m-2=0—[m=2]

|A=0=2m*-4m=0= 2m(m—2):0:>{

Estudiamos tres situaciones diferentes.

CASOL1.Sim=#0y m=2.

En este caso el determinante de A es no nulo y el rango de A es 3. Al igual que el rango de
A/B y el numero de incognitas. El sistema es compatible determinado (una Unica solucion)

CASO 2. Si m=0.
En este caso el determinante de A es nulo y el rango de A es menor de 3.
Estudiamos el rango de A y A/B usando el método de Gauss.

2 -Fila2® — Fila1?

AlB i (13 _11 ; o
= 12 11 4
-3 -1 0 -3 0 -1 3 3 — NuevaFila2?

89de 334 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU septiembre 2023 Matemdticas Il en Catalufia Juan Antonio Martinez Garcia

2 - Fila3*+ 3-Fila 12

6 2 0 -6 2 1 -11
6 3 -3 3 =0 -1 3 3 |=
0 1 -3 —3->NuevaFila3? 01 =33

Fila 32 + Fila 22 &
0 1 .3 3 2 1 -11
= 0 -1 3 3 =0 -1 3 3
0 0 0 O ->NuevaFila3® H&_O/ 0

El rango de la matriz A es 2 y el de la matriz A/B también es 2, los rangos son iguales a 2
pero menores que el nimero de incdgnitas (3). El sistema es compatible indeterminado
(infinitas soluciones).

CASO 3.Si m=2.

En este caso el determinante de A es nulo y el rango de A es menor de 3.
Estudiamos el rango de A y A/B usando el método de Gauss.

2 - Fila2® — Fila 12

welt 2 1 alol? b2
= 12 11 -1
3 -1 2 -3

0 3 3 3 — NuevaFila2?

2 - Fila 32 + 3-Fila 18

6 2 4 6 2 1 -11
6 3 -3 3 =|0 3 3 3 |=
0 1 1 -3- NuevaFila3® 01 1-3
3 - Fila 32 — Fila 22 — M
0 3 3 g 2 1 -1 1
= 0 -3 -3 -3 =0 3 3 3
0 0 0 —12-NuevaFilaze| |20 0 -12

A

El rango de la matriz A es 2 y el de la matriz A/B es 3, los rangos son distintos y el sistema es
incompatible (sin solucién).

Resumiendo: Si m=0 y m=2 el sistema es compatible determinado (una unica solucion). Si

m=0 el sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones) y si m=2 el sistema es
incompatible (sin solucién).

b) Sim =1 el sistema es compatible determinado. Hallamos su solucién.
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2(2-y-z)+y-z=1

—
-3(2-y-z)-y+z=-3

2x+y—-z=1 2X+y—z=1
X+y+2=2 =X=2-y-12 :{

-3X-y+z=-3 -3X-y+z=-3

4-2y-2z7+y-z=1 -y-3z=-3 -32+3=Yy
= = =
—6+3y+3z-y+z2=-3 2y+4z=3 2y+4z=3

= 2(-32+3)+42=3=-62+6+471=3=>-21=-3= z:g =

= y:—3-§+3:_—3 = x:2—_—3—§:2
2 2

La solucion del sistemaparam=1es x=2; y =_73; z =g.
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4. Considere la funcion f(x) definida por f (x)=-3x+e*".
a) Justifique que f(x)=2 tiene una solucién en el intervalo (—1,0). [1,25 puntos]

b) Sea la funcion h(x)=-3x>+e*"*. Calcule el area de la region comprendida entre las graficas de
las funciones f(x) y h(x). [1,25 puntos]

a) Consideramos la funcién g(x)= f (x)—2= (—3x -+ ezxzfl) —2=-3x-2+e¥"
El problema se traduce en buscar un valor en el intervalo (—1,0) donde la funcién g(x) se anule.

Aplicamos el teorema de Bolzano a la funcion g (x)= —3x—2+e** enel intervalo (-1,0).
Comprobamos que se cumplen las hipétesis de partida del teorema.

1. La funcion g(x) es continua en [-1, 0].
Es continua pues es la suma de dos funciones continuas: una polindmica (-3x-2) y otra

exponencial (e ).
2. La funcién toma signos diferentes en los extremos del intervalo (—1,0).

g(-1)=-3(-1)-2+e* ¥ =11e°=1.04>0
9(0)=-30-2+e*"'=—2+e'=-163<0

Podemos aplicar el teorema de Bolzano y afirmar que existe un valor ¢ e(-1,0) tal que g(c)=0
.Y por tanto existe un valor ¢ e(-1,0) tal que f(c)=2.

b) Hallamos los puntos de corte de las graficas de las dos funciones.

h(x)=-3x*+ g2t

2x3-1 1 2x3-1

f(x)=-3x+e = 32+ 1= 3x+eX 1= 3 =3 =

f(x)=h(x)

Xx=0

-1=0-
El area de la regidn encerrada entre las dos graficas es el valor absoluto de la integral definida

entre 0 a 1 de la diferencia de las dos funciones. Tomamos valor absoluto para no buscar que
funcion tiene su grafica situada por encima.

:—3x2+3x:0:>—3x(x—1):0:>{

I:h (x)—f (x)dx= I:—sz et (—3x + ezxs’l)dx = j:—sz 1o 11 3x— e dx =

=10.5 u?

1
:Il—3x2+3xdx: IR N PN TY —O3+§-O2 143
0 2 2 2 2

0

El area de la region encerrada entre las dos funciones tiene un valor de 0.5 unidades cuadradas.
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5. Sean r, y r, las rectas definidas por r, : x—1=y=-z ypor r,:x=Yy =z, respectivamente.
a) Calcule la ecuacion paramétrica de la recta que corta perpendicularmente las rectas r, y ,.

[1,75 puntos]
b) Calcule la distancia entre r, y r,. [0,75 puntos]

Hallamos un punto y un vector director de cada recta. También sus ecuaciones paramétricas.

x-1 y-0 z-0 P,(10,0)er, x=lra
n:x=-l=y=-z=r: = = =00 =>nLy=a
1 1 -1 u, =(11-1)
1=-a
X =
_ x-0 y-0 z-0 _{QZ(O,O,O)erZ _ p
NiX=y=2=r,: = = = =>ny=p4
111 v, =(111) =8

Estudiamos la posicion relativa de las rectas.
Como las coordenadas de sus vectores directores no son proporcionales las rectas ni son
paralelas ni coincidentes. Las rectas se cortan o cruzan.

u=@LL-) 1.1 -1
. S-=S#—
v, =(111) 111
Calculamos el valor del producto mixto [ujva2 @J .
PQ,=(0,0,0)-(1,0,0)=(-10,0) 1 1 -1
u, =(11,-1) =[u,v,PQ |=[1 1 1|=0-1-0-1-0-0=-2%0
v, =(111) -1 00

Al ser [ul,vz, PleJ #0 las rectas se cruzan.
a) Para hallar la recta s que corta perpendicularmente las rectas r, y r, seguimos el esquema del

dibujo.
ri

W
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Hallamos el vector director w de la recta s como el producto vectorial de los vectores directores
delasrectas r, y r,.

ut:(l,l,l)} [

- Sw=Uxv, =l 1 —U=i-j+k—k-j+i=2i-2j=(2,-2,0)
v, =(11) L1 1

Hallamos el plano 1 que contiene a la recta r, y tiene como otro vector director w.

=(111)

X y z
w=(2,-2,0) (=7z:l 1 1=0=2y-2z-2z+2x=0=
Q,(0,0,0)ex 2 -2 0

=2X+2y-472=0=|7:x+y-22=0

Hallamos el plano 1" que contiene a la recta r, y tiene como otro vector director w.

U =(11-1)

x-1 vy z
w=(2,-2,0) = 1 1 -1=0=>-2y-2z-2z-2(x-1)=0=
leomen 2 =2 0

= -2y-47-2X+2=0=-2x-2y-42+2=0=|7:X+y+22-1=0

La recta s es la recta donde se cortan los dos planos obtenidos. Por tanto, tiene como ecuacion
. X+y-2z=0
implicita s: .
X+Yy+2z-1=0
Hallamos su ecuacion paramétrica.

X+y—-2z2=0 X=-Yy+22
S: = =>-y+22+y+22-1=0=

IX4+y+22-1=0  |x+y+2z-1=0

1

1 1 1 2
=247-1=0=24z7=1=2272=-"=X=-y+2—==-y=>|S:qy=4 , 1eR
4 4 2 1
4

b) La distancia entre las rectas r, y r, es la distancia entre los puntos A y B del dibujo.
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ri

B

El punto A es el punto de corte de la recta r, y el plano .

T X+y—-2z=0

Sl+ta+a+2a=04a=-1lDa=—=|A| —,—,
hyy=«a 4 4 4

I=—C

El punto B es el punto de corte de la recta r, y el plano m’.

N < X
Il

:>ﬂ+ﬂ+2ﬂ—1:0:>4ﬂ:1:>ﬂ=%:> B(

NP
N
~

Al

B
B
B
7 X+y+2z-1=0

La distancia entre las rectas es la distancia entre los puntos Ay B.

A(% 1 —_1)
a4 )| e (1 1,1)_@ 1 _1):(—_2,0,3}(—_1,0,1)
B(l 1 lj 4 4 4 4 4 4 4 4 2 2
4'4'4
2 2
d(ﬁ,rz)Zd(A,B)z‘ﬁ‘:\/(%lj +02+Gj = %: g:OJO? unidades
OTRA FORMA DE RESOLVERLO
Con una formula.
u,v,,PQ, u,v,,P _
d(r,r,)= [l : lQZ}‘ [1 - 1QZ]L 2 =i=£unidades
‘U XV‘ ‘ ‘W‘ ‘ \/22+(—2)2+02 V8 2
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6. Queremos construir una pieza metélica que tenga por seccion un trapecio isosceles con la base
superior tres veces mas larga que la base inferior. Los otros lados del trapecio miden 10 mm, tal y
como se puede observar en la siguiente figura:

3x
10 mm 10 mm
X
a) Exprese la altura del trapecio en funcién de la longitud x de la base inferior. [0,5 puntos]
b) Calcule la longitud de la base inferior del trapecio de forma que el area de la pieza sea maxima y
encuentre el valor de esa area maxima. : [2 puntos]

a) Dibujamos la situacion planteada en busca de un triangulo que nos permita hallar la altura pedida.

ax

10 mm 10 mm

X
Consideramos el triangulo rectangulo de catetos X, a y de hipotenusa 10 y utilizamos el teorema

de Pitagoras > x*+a’=10° = a® =100—x* =|a(x)=+100—x*, siendo 0 < x <10

b) El area del trapecio es el producto de la media de las dos bases por la altura.

Area= A(x)= X +23X -a(x)=2xy100-x* =, /4x2 (100— x2) = \J400x% — 4x*

Buscamos el maximo de esta funcién. Usamos la derivada.

3
A(x) =/400x2 —4x* = A" (x) = 800X —16x

~ 2./400%° — 4x*

800x —16x°

24/400x% — 4x*

A(x)=0= =0=800x-16x* =0=
Xx=0

—=16x(50-x%)=0=>
( ) 50— x% =0=>|x=+/50 = 7.07mm

El valor x = 0 no lo tenemos en cuenta pues el area serfa 0. El valor negativo de x =—/50
tampoco lo tenemos en cuenta, pues no existe una longitud negativa.
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Comprobamos si en x =+/50 hay un maximo estudiando el signo de la derivada antes y después
de este valor.

e Enelintervalo (0\/%) tomamos x = 1y la derivada vale
. — . 3
A(1)= 8001-161 _ 784 0. La funcién crece en (0\/%)
2,/400-° —4-1°  +
e Enelintervalo (\/%,10) tomamos x = 8 y la derivada vale
. — . 3 —
A'(S) _ 800-8-16-8 _ 1792
2,/400-82 48"  +

<0. La funcién decrece en (\/%,10) .

La funcion cambia de crecer a decrecer en x =+/50, por lo que la funcion é&rea tiene un maximo
relativo en x =+/50.
Calculamos el valor de esa area maxima del trapecio de base inferior x =+/50 .

Area = A(V50) = 2/50 100—(\/%)2 — 2./50+/50 = [100 mm?

Un trapecio de base inferior x =+/50 = 7.1 mm tiene un area maxima con valor 100 mm?.
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PAU junio (serie 1) 2023
AN Generalitat de Catalunya

A Consell Interuniversitari de Catalunya
Oficina d'Accés a la Universitat

Proves d’accés a la universitat

Matematicas

Serie 1

Responda a CUATRO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique siempre qué
quiere hacery por qué.

Cada cuestion vale 2,5 puntos.

Puede utilizar calculadora, pero no se permite el uso de calculadoras u otros aparatos
gue pueden almacenar datos o que pueden transmitir o recibir informacion.

Puede utilizar las paginas en blanco (paginas 14 y 15) para hacer esquemas, borradores,
etc., 0 para acabar de responder a alguna cuestion si necesita mas espacio. En este ultimo caso,
debe indicarlo claramente al final de la pagina de la cuestion correspondiente.

1. Calcule los coeficientes a, b, ¢ y d de la funcion f(x):ax3+bx2+cx+d si sabemos que la

ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion f en el punto de inflexion (1, 0) es
y =-3x+3 y que la funcion tiene un extremo relativo en el punto de la grafica de abscisa x = 0.

[2,5 puntos]

2. Considere las dos matrices siguientes:

2 -3 -5 2 2 0
A=-1 4 5 B=-1 -1 0
1 -3 4 1 2 1
a) Calcule las matrices A-B y B-A. [1,5 puntos]
b) Sean C y D dos matrices cuadradas del mismo orden que satisfacen C-D=C y D-C=D.
Compruebe que las dos matrices son idempotentes. [1 punto]

NOTA: Una matriz cuadrada se denomina idempotente si coincide con su cuadrado.

x-=1, si X<2
3. Sea f(x)=1 1 . ) la derivada de una funcién derivable f(x) que pasa por el punto
—, si X >
x-1
A =(0, 3).
a) Calcule la funcion f(x). [1,5 puntos]

b) Calcule la ecuacién de la recta tangente a la funcién f “(x) en el punto de abscisa x = 3. [1 punto]
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4. Sea el sistema de ecuaciones lineales siguiente, que depende del parametro real A :
X+2Ay+(2+4)z=0
(2+A)x+y+242=3
2Ax+(2+2)y+z2=-3

a) Discute el sistema para los diferentes valores del pardmetro 4. [1,25 puntos]
b) Parael caso A =-1, resuelve el sistema, interprétalo geométricamente e identifica su solucion.
[1,25 puntos]

5. Nuria tiene un jardin rectangular y quiere
hacer un cercado (rectangular o Tancat par o go
cuadrado) de 8 m? para su perro. Ha
pensado en poner el cercado junto al
muro del jardin, tal y como se muestra
en la figura de la derecha, para ahorrarse
asi uno de los cuatro lados. El precio de
la valla que desea utilizar es de 2,5 €/m.
a) ¢Qué dimensiones debe tener el Jardi

cercado para que el coste sea
minimo? ¢Cual es ese coste minimo?
[1,75 puntos]

b) Si mantiene la forma rectangular o cuadrada del cercado y hace que uno de los vértices del
jardin coincida con un vértice del cercado, ¢cuantos euros se puede ahorrar? Razone coOmo
pondria el cercado y justifique con calculos matematicos las dimensiones de su propuesta.

[0,75 puntos]

.

6. Sean los planos 7, y =,, determinados por las ecuaciones 7, : Xx+y=3 Yy 7, : X—z=-2.
a) Encuentre la ecuacion general ( Ax+ By +Cz+ D =0) del plano 7, que es perpendicular a 7,

y 7,, Y que pasa por el punto P = (4, 1, 2). [0,75 puntos]
b) Sear la recta de interseccion de 7, y 7,. Calcule la ecuacion vectorial de la recta r.
[0,75 puntos]
c) Calcule el punto Q de la recta r que estad mas cerca del punto P. [1 punto]
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SOLUCIONES

1. Calcule los coeficientes a, b, ¢ y d de la funcion f(x):ax3+bx2+cx+d si sabemos que la

ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion f en el punto de inflexién (1, 0) es
y =—3x+3 y que la funcion tiene un extremo relativo en el punto de la gréafica de abscisa x = 0.

[2,5 puntos]

La funcién tiene un extremo relativo en el punto de la gréafica de abscisax=0-> f” (0) = 0.

f7(x)=3ax*+2bx+c
f7(0)=0

}:>0=3a-02+2b-0+c:>

La funcion queda f (x)=ax’+bx*+d.
La funcién pasa por el punto (1, 0) = f(1) = 0.

f(x)=ax®+bx*+d
fEl)) . HR }:>0=a-13+b-12+d:>

La funcion tiene un punto de inflexibnenx=1->f" (1) = 0.

f7(x)=3ax’ +2bx+c= f " (x)=6ax+2b

B =0=6a1+2b=
£(1)=0

—6a+2b=0=>3a+b=0=|b=—-33]
Si sustituimos este valor en la primera ecuacion obtenida.

a+b+d=0
o }:a—3a+d=0:>

La funcion queda f (x)=ax’—3ax*+2a.

La ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion f (x) =ax® —3ax*+2a en el punto (1,0)
es y—f(1)=f"(1)(x-1).

f(x)=ax’-3ax’+2a= f’(x)=3ax’-6ax= f'(1)=3a—-6a=-3a

f
(1)=0 = y-0=-3a(x-1)=[y =-3ax+3a]

Como la tangente es y =—3x+3 tenemos que —3a =-3 y que 3a = 3 por lo que a = 1.

Los valores buscadossona=1,b=-3,c=0yd = 2.
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2. Considere las dos matrices siguientes:

2 -3 -5 2 2 0
A=-1 4 5 B=|-1 -1 0
1 -3 4 1 2 1
a) Calcule las matrices A-B y B-A. [1,5 puntos]
b) Sean C y D dos matrices cuadradas del mismo orden que satisfacen C-D=C y D-C=D.
Compruebe que las dos matrices son idempotentes. [1 punto]

NOTA: Una matriz cuadrada se denomina idempotente si coincide con su cuadrado.

a)
2 -3 b)2 2 O 4+3-5 4+3-10 0+0-5
A-B=|-1 4 5| -1 -1 0|=|-2-4+5 -2-4+10 0+0+5
1 3 4){1 2 1 2+3-4 2+3-8 0+0-4

2 -3 -5
AB=|-1 4 5 |=A
1 -3 -4

2 2 0)Y2 -3 -5 4-2+0 —-6+8+0 -10+10+0
B-A=|-1 -1 0||-1 4 5 |=|-2+1+0 3-4+0 5-5+0
1 2 1)1 -3 4 2-2+1 -3+8-3 -5+10-4

2 2 0
B-A=|-1 -1 0|=8B
1 2 1

b)

C?=C-C={C-D=C|=(C-D)-C=C-D-C=C+(D-C)={D-C=D;=C-D=1C-D=C}=C

D?=D-D=:D-C=D =(D-C)-D=D-C-D=D-(C-D)= C.-D=C;=D-C=4D:C=D;=D
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x-=1, si X<2
3. Sea f(x)=1 1 . ) la derivada de una funcién derivable f(x) que pasa por el punto
—, si X >
x-1
A=(0, 3).
a) Calcule la funcion f(x). [1,5 puntos]

b) Calcule la ecuacion de la recta tangente a la funcion f “(x) en el punto de abscisa x = 3. [1 punto]

a) Obtenemos la funcion integrando la funcién derivada.

2

X<2 > f (x):jf’(x)dx=Ix—1dx=X?—x+A

X>2—> f(x)=jf’(x)dx:jxi_ldx=ln|x—ﬂ+8

2

X——x+A Si X<2
La funcion queda f (x)=14 2 ’ -
In|x—1+B, si X>2

Como la funcién pasa por el punto A(0, 3) = f(0) = 3.

2

_X ,
()= -x+Al o 0
f(0)=3
’ -
La funcion queda f (x)= - —X+3, si X< 2
In|x-1+B, si X>2

La funcion es derivable y por tanto debe ser continuaen x =2 > f(2)=lim f (x)=lim f (x)

x—2~ x—2"

f(2)=g—2+3=3
. X
fip 1) = fip g —x+3=3 ~B-3
lim f (x)=limIn|x-1+B=In|2-1+B=B
x—2* x—2"
F(2)=fim £(x)= lim £ (x)

X2 .

La expresion de la funciones f(x)= ?_X+3’ ! XSZ.
In[x—1+3, si X>2

b) En el punto de abscisa x = 3 la funcion derivada es f (x) = il :
X_
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La ecuacion de la recta tangente a la gréfica de la funcion f(x) =i1 en el punto de abscisa
X_

x=3es y—f"(3)=f"(3)(x-3).

1 1

f = S f(3=—==
(X) x—1:> () 3-1 2

1 -1 1 1
f(X)=—= f7(x)= = f7(3)= —_=
(== 0= = 05

1
f(3)==
(3)-1
f"(3):—% :y—%:%l(x—3):> y:%lx+%+%: y:%lx+%
y—f7(3)=f"(3)(x-3)
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4. Sea el sistema de ecuaciones lineales siguiente, que depende del pardmetro real A :

X+2Ay+(2+4)z=0
(2+A)x+y+242=3

2Ax+(2+2)y+z2=-3
a) Discute el sistema para los diferentes valores del pardmetro 4.

[1,25 puntos]
b) Parael caso A =-1, resuelve el sistema, interprétalo geométricamente e identifica su solucion.
[1,25 puntos]

1 20 244
a) La matriz de coeficientes asociada al sistemaes A={2+4 1 24 | y la matriz ampliada

24 2+4 1
1 24 2+4 0
es A/IB={2+4 1 24 3

24 2+4 1 3

Averiguamos cuando se anula el determinante de A.

1 21 2+
IA=[2+42 1 22 |=1482°+(2+4) —24(2+4)-22(2+2)-24(2+ 1) =
2 244 1

=1+82°+(2+ ) —62(2+2)=1+82° +8+ 1°+3-42+3.227 ~122 6% =

—1+81%+8+ 1%+ 124 + 647 — 124 — 647 =92%+9

|A|:0:>9/13+9=0:l3+1:0:>i3:—1:

A=3-1=-1
Se nos plantean dos situaciones diferentes que analizamos por separado.
CASO 1.Si A =-1.

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el rango de A/B y el
namero de incognitas. El sistema es compatible determinado (una unica solucion).

CASO 2. Si A=-1.

En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3. Convertimos el sistema en otro
equivalente mas sencillo de estudiar.

Fila 22 — Fila 12
1 -2 1 0 1 1 -2 3
A/B=| 1 1—23:>_12_10
-2 1 1 -3 0 3 3 3

-3 3 — Nueva Fila 22
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Fila32 + 2 - Fila 12

2 1 1 -3 1 -2 10
5 4 2 0 =0 3 33 |=

0 -3 3 -3— NuevaFila3? 0 3 3=

Fila 32 + Fila 22 A

0 3 3 -3 1 -2 10

= 0 3 -3 3 =0 3 -33

0 0 0O O — NuevaFila3t? M,_O/ 0

A

El rango de la matriz A es 2, al igual que el rango de A/B, pero menor que el nimero de
incognitas (3). El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

b) Para el caso A =-1 el sistema tiene infinitas soluciones. Lo resolvemos utilizando el sistema
equivalente obtenido en el apartado anterior.

1 -2 10
0 3 .33 :>x—2y+z:0}:>x—2y+z=O}:>><—23/+Z=0}:>
3y—-3z=3 -z=1 =1
0o 0 00 y y
X=2+A1
:>x—2(1+z)+z:0:>x—2—22+z:0:>:> y=1+1, 1eR
=1

Las soluciones del sistema son los infinitos puntos de la recta donde coinciden los tres planos del
sistema (cada una de las ecuaciones).

7 X=2y+2=0 X=2+A1

Ty X+y-22=3 =r:iqy=1+4, 1eR

Ty —2X+Yy+7=-3 z=41
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5. Nuria tiene un jardin rectangular y quiere
hacer un cercado (rectangular o cuadrado) de
8 m? para su perro. Ha pensado en poner el
cercado junto al muro del jardin, tal y como
se muestra en la figura de la derecha, para
ahorrarse asi uno de los cuatro lados.

El precio de la valla que desea utilizar es

de 2,5 €/m.

a) ¢Qué dimensiones debe tener el cercado Jardi
para que el coste sea minimo? ¢Cuél es ese
coste minimo? [1,75 puntos]

el per o oo

L .

b) Si mantiene la forma rectangular o cuadrada del cercado y hace que uno de los vértices del jardin
coincida con un vértice del cercado, ¢cuantos euros se puede ahorrar? Razone cémo pondria el
cercado Y justifique con calculos matematicos las dimensiones de su propuesta.  [0,75 puntos]

a) Llamamos x e y a los dos lados del rectangulo del cercado.

TRAeat par ol g2

Jardi

Sabemos que el area del cercado es 8 m?.

xy=8:>y:§

Queremos minimizar el perimetro. Obtenemos su expresion en funcion de x.

P(X,y)=x+2y 16
8 = P(X)=x+2=—=x+—
y:— X
X
Hallamos los puntos criticos de esta funcidn.
16 . 16
P(X)=x+—=P"(x)=1-=
() T (%) X2 :»1—1-?:0 i—?:x2:16:>
P'(x)=0

Solo es posible el valor positivo x = 4. Sustituimos este valor en la derivada segunda.

Pr(X)=1- 23 =1-16x* = P (x) =32 * = 2

Para x = 4 el perimetro del cercado es minimo.

32

= P”(4)=F>O—>x=4 es minimo

. . . .. 8
Las dimensiones del cercado con perimetro minimosonx=4e y= i 2

Tarcad per 8l Qo

b2
R
b

Jardi
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El coste de este cercado es de 2.5(4+2+2) =20€.

b) En esta nueva situacion nos ahorramos dos lados del cercado.

Tireal pir ol g

ly
bl

Jardi

Sabemos que el area del cercado es 8 m?.
8
Xy=8=y=—
X
Queremos minimizar el perimetro. Obtenemos su expresion en funcién de x.

P(x,y)=x+y
8 8
8 :>P(x):x+—:x+;

y:— X
X

Hallamos los puntos criticos de esta funcion.

8 , 8
P(X)=xX+2 =P/ (x)=1-—

2 2
P’(x)=0 X X

2

=8= x=i\/§

Solo es posible el valor positivo x = J/8 . Sustituimos este valor en la derivada segunda.

P’(x):l—%:l—Sx’Z:P”(x):16x’3:¥:>P”(\/§): 16 >0 —> X =+/8 es minimo

X T

Para x=+/8 el perimetro del cercado es minimo.

Las dimensiones del cercado con perimetro minimo son x = J8 e y=—4= J8.

S ©

Un cuadrado de lado J§ = 2.83 metros.

El coste de este nuevo cercado es de 2.5(2\/§) =14.14€.
Nos ahorramos 20 — 14.14 = 5.86 €
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6. Sean los planos 7, y x,, determinados por las ecuaciones 7, : X+y=3Yy 7, :X—-z=-2.
a) Encuentre la ecuacion general ( Ax+By+Cz+ D =0) del plano 7z, que es perpendicular a 7z, y

7,, Y que pasa por el punto P = (4, 1, 2). [0,75 puntos]
b) Sea r la recta de interseccion de z, y 7,. Calcule la ecuacion vectorial de la recta r. [0,75 puntos]
c) Calcule el punto Q de la recta r que esta méas cerca del punto P. [1 punto]

a) El plano 7, que es perpendicular a 7z, y 7z, tiene como vectores directores los vectores normales
de los planos 7, y =,.

7 x+y=3=n=(110)

7, x—2=-2=>n, =(10,-1)

a=nﬂ1:(1’1'0) Xx—4 y-1 z-2
v=n,=(10,-1)t=7z: 1 1 0 |=0=
P(412)ex 10 -1

= —X+44+0+0-24+24+y-1=0=|7;:—X+y—-2+5=0

b)
A S IR
= > —Lt+I+tYy=o0=>|Y=0—"27|=
T, X—1=-2 X=-2+12

X==2+A1
=r:iiy=5-1 =r: (xy,2)=(-250)+4(1,-11) 1eR
=21

c) El punto Q de la recta r que estd mas cerca del punto P es la proyeccion ortogonal del punto P
sobre la rectar.

Hallamos el plano perpendicular a la recta r que pasa por el punto P y el punto Q buscado es la
interseccion de recta y plano.
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El plano perpendicular a la recta r que pasa por el punto P tiene como vector normal el vector
director de la recta.

r: (xy,2)=(-250)+4(L-11)=v, =(1-11)

(

41,2)ern

n=v,=(L-11) [z:x-y+z+D=0
. =
P P(412)ex

=4-1+2+D=0=>D=-5=7:X-y+z-5=0

Hallamos el punto Q interseccién de plano y recta.

T:X—y+2-5=0
X=-2+1

= -2+1-5+1+1-5=0=31=12=1=4=

r.-qy=5-4
=1

X=—2+4=2

Q(2.1.4)
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PAU junio (serie 5) 2023

W Generalitat de Catalunya
WX Consell Interuniversitari de Catalunya
Oficina d'Accés a la Universitat

Proves d’accés a la universitat

Matematicas
Serie 5

Responda a CUATRO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique siempre
gué quiere hacery por que.
Cada cuestion vale 2,5 puntos.

Puede utilizar calculadora, pero no se permite el uso de calculadoras u otros aparatos
gue pueden almacenar datos o que pueden transmitir o recibir informacion.

Puede utilizar las paginas en blanco (paginas 14 y 15) para hacer esquemas,
borradores, etc., 0 para acabar de responder a alguna cuestion si necesita mas espacio. En
este ultimo caso, debe indicarlo claramente al final de la pagina de la cuestion
correspondiente.

1. Considere las funciones f (x)=-x*+x+6 y g(x)=-9x+3x’.

a) Calcule el area de la region delimitada por las dos funciones.
[1,25 puntos]

b) Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la funcion f(x) en el punto (-2, 0). Represente esta
recta tangente y las funciones f(x) y g(x) en unos mismos ejes de coordenadas.
[1,25 puntos]

2. Considere el sistema de ecuaciones lineales
X—y+kz=-1
X+ky+z=3
2x+(k-1)y+2z=2

donde k es un parametro real.

a) Discuta el sistema en funcién del valor de k.
[1,5 puntos]

b) Resuelva el sistema para k =0y para k = 1.
[1 punto]

X+y=1
3. Considere las rectas en el espacio r:x=—-y=z+mys: {x Z 0’ donde m es un parametro real.
a) Estudie la posicion relativa para los distintos valores del parametro m.
[1,25 puntos]
b) Calcule m para que la distancia entre las rectas r y s sea de J2 unidades.
[1,25 puntos]
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4. En una carretera principal se encuentra el pueblo A. A 12 km del pueblo A, hay un cruce O con una
carretera secundaria que corta perpendicularmente la carretera principal. A 9 km del cruce, en la
carretera secundaria, se encuentra el pueblo B. Se quiere construir una torre de comunicaciones T
en un punto de la carretera principal situado entre el pueblo A y el cruce O. Esta torre debe estar
conectada con cada uno de los dos pueblos en linea recta por cable. Se sabe que instalar el cable
entre la torre T y el pueblo B tiene un precio de 250 €/km y, en cambio, instalar el cable entre la
torre T y el pueblo A tiene un precio de 125 €/km. Determine a qué distancia del cruce O en la
carretera principal hay que situar la torre T para que el precio del cableado sea minimo y cual sera
el valor de este precio minimo. [2,5 puntos]

. B: Pusblo B

Cameiera
sapundaria

o - -
@ Cruce
Carmeiera T Torme A Fuebio A
prncipal

a
5. Considere la familia S de matrices de la forma [b

2 3)(2 1Y°
a) Calcule . .
3 21 2

[1,25 puntos]

b
a]' donde a,beR.

a
b) Encuentre todas las matrices de la familia S, es decir, de la forma (b aj’ que verifiquen la

igualdad A* =1, donde I es la matriz identidad de orden 2.
[1,25 puntos]

2
6. Sea la funcién f (x) = ax;L—x1+b
X2 +

a) Calcule los valores de los parametros a y b si se sabe que la gréfica de la funcion f tiene un

extremo relativo en x =—1y pasa por el punto P = (—2,%) :

[1,25 puntos]
b) Para el caso a = b, calcule y clasifique los extremos relativos de la funcion.
[1,25 puntos]

112 de 334 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU junio 2023 (serie 5) Matemdticas Il en Catalufia

Juan Antonio Martinez Garcia

SOLUCIONES

1. Considere las funciones f (x)

—X*+X+6 y g(x)=-9x+3x*.
a) Calcule el area de la region delimitada por las dos funciones.

[1,25 puntos]
b) Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la funcion f(x) en el punto (-2, 0). Represente esta
recta tangente y las funciones f(x) y g(x) en unos mismos ejes de coordenadas.

a) Hallamos los puntos de corte de sus gréficas.

[1,25 puntos]
f(X)=-x*+x+6
g(x)=-9x+3x* = -x*+x+6=-9x+3x* = 0=4x"-10x-6= 2x* -5x-3=0=
f(x)=9(x)

S+7
=X = 5:/(-5)° ~4(2)(-3) _ 531

2.2 4 |5-7 [-1

El area de la region delimitada por las dos funciones es el valor absoluto de la integral definida
entre —0.5y 3 de la diferencia de las dos funciones

3
.[—0.5

f (x)—g(x)dx:fos—x2 +x+6—(—9x+3x2)dx=J'_305—4x2 +10X + 60X =

{—43—33+5-32+6-3}{—4@+5(—0.5)2+6(—0.5) =

_ 36+45+18- -2 13-343 858

3

3
_{—4X—+5x2+6x} =
3 -0.5

El area de la region delimitada por las dos funciones tiene un valor aproximado de 28.58
unidades cuadradas.

1 f(x)==2"+x+6 ,
\ LT

N\
\

o

e

—
™

—
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b) Hallamos la ecuacion de la recta tangente a la funcion f(x) en el punto (-2, 0).

f(X)=-x"+x+6= f'(x)=-2x+1= f'(-2)=-2(-2)+1=5

f(-2)=5 = y-0-5(x+2)=[y=5x+10

y—f(-2)=f'(-2)(x+2)

La recta tangente a la funcion f(x) en el punto (-2, 0) tiene ecuacion: y =5x+10.

=5t x|k x| glx)=-9ce
1 6 2 6
7 f(\']z—‘f+‘f+6 ....................... g[l]_—91+-,1 _____________________
.5

.............. y=5x+10 .'

+

-3 2 -1-0.5

il .
L EE [#%)
el
H
-l

Gh
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2. Considere el sistema de ecuaciones lineales
X—y+kz=-1
X+ky+z=3
2x+(k-1)y+2z=2
donde k es un pardmetro real.

a) Discuta el sistema en funcion del valor de k. [1,5 puntos]
b) Resuelva el sistema para k =0y para k = 1. [1 punto]
1 -1 Kk
a) La matriz de coeficientes asociada al sistema es A=|1 k 1| y la matriz ampliada es
2 k-1 2
1 -1 k-1
A/lB=|1 k 13
2 k-1 2 2

Averiguamos cuando se anula el determinante de A.

1 -1 «k
A=tk  1=2k-2+k(k-1)-2k*+2—(k-1)=
2 k-1 2

=2k -7 +k* -k -2k?+Z -k +1=—-k?+1

A=0= Kk +1=0=k*=1= k=+1=21

Se nos plantean tres situaciones diferentes que analizamos por separado.

CASO1.Si k=-1y k#1.
En este caso el determinante de A no es nulo y su rango es 3, al igual que el rango de A/B y el
namero de incognitas. El sistema es compatible determinado (una unica solucion).

CASO 2. Si k=-1.
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3. Convertimos el sistema en otro
equivalente mas sencillo de estudiar.

Fila22 — Fila 12
A/B 1_1 _11_31 141
o 121 1 1 1

2 2 2 2

0 0 2 4 — NuevaFila22

Fila32 — 2 - Fila1?

5 9 9 9 1 -1 -1-1
2 9 9 9 =0 0 2 4 |=>
0O 0 4 4

0 O 4 4 — NuevaFila3?
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Fila3® — 2. Fila2? P
00 4 4 1 -1 -1
= 00 -4 -8 =0 0 2 4
0 0 0 —4-NuevaFilaz| |29 04

A

El rango de la matriz A es 2 y el rango de A/B es 3. Los rangos son distintos y el sistema es
incompatible (sin solucion).

CASO 3. Si k=1.
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3. Convertimos el sistema en otro

equivalente mas sencillo de estudiar.

Fila22 — Fila 12
PP e I R
= ~i21 1 -1 1

2 0 22

0 2 0 4 — NuevaFila22

Fila3?® — 2 - Fila 12

s 0 2 o 1 -1 1-1
2 9 9 9 =0 2 04 |=>
0 2 0 4 — NuevaFila3? 0 2 04
Fila3® — Fila2? — N
0 2 0 4 111
= 0 2 0 -4 =0 2 0 4
0 0 0 0 — NuevaFila3 HA,_,O 0

El rango de la matriz A es 2, al igual que el rango de A/B, pero menor que el nimero de
incdgnitas (3). El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

Resumiendo: Si k #-1y k #1 el sistema es compatible determinado (una Unica solucion), si
k =—1 el sistema es incompatible (sin solucién) y si k =1 el sistema es compatible
indeterminado (infinitas soluciones).

b) Para el caso k =0 el sistema tiene una Unica solucion. Lo resolvemos.
X-y=-1 X+1l=y
X+2=3;= 2=3-X;=> 28 —x-1+6-2 =2=-—Xx=-3=
2X—y+22=2 2X—y+22=2

y=3+1=4

=[x=3=
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La solucién del sistemaes x=3, y=4, z=0.

Para el caso k =1 estamos en el caso 3 estudiado en el apartado anterior y tendra infinitas
soluciones. Resolvemos el sistema utilizando el sistema equivalente obtenido.

1 -1 11 0 x_yiz=-1
X—V+z2=— - =-
0 2 0 4 y X 2+7=-1=>
2y =4 y=2
0 0 0O
Xx=1-1
=>x=l-z=>)yy=2 , 1R
z2=A1
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. : X+y .
3. Considere las rectas en el espacio r:x=-y=z+mys :{ 0’ donde m es un parametro real.

a) Estudie la posicion relativa para los distintos valores del parametro m. [1,25 puntos]
b) Calcule m para que la distancia entre las rectas r y s sea de ~/2 unidades. [1,25 puntos]

a) Obtenemos un punto, un vector director y las ecuaciones paramétricas de las rectas r y s.

— X=a
x-0 y-0 z+m |u=(1-11)
r: = = = =r:ly=—a
1 1 1 |p(0.0-m)
Z=—M+a

x+y=1 [y=1-x x=4 v, = (L-11)
s:{ V= :{y_ {S_ o

=>syy=1-1=
Xx—2=0 |z=X -2 Q,(0,1,0)

Como los vectores directores de las rectas son iguales u, =v, =(1,-1,1) las rectas son

coincidentes o paralelas.
Comprobamos cuando el punto P, (0,0,—m) pertenece a la recta s.

;P.(0,0,—m)es?
2 ) 0+0=1

= = :
s:{Xij ' 6{0+m=0
X-2=0

No se cumple una de las ecuaciones de la recta s independientemente del valor de m.
Para cualquier valor de m el punto P, (0,0,—m) no pertenece a la recta s. Las rectas son paralelas

para cualquier valor de m.

b) Hallamos la expresidn de la distancia entre las dos rectas paralelas como la distancia de un punto
cualquiera de la recta r a la recta s.

P(0,0,-m)|
Q.(0.1,0) }: RQ, =(0.1,0)(0,0,-m)=(0,1,m)
PQ, =(0,1,m)

ik
- =V, xPQ,=/0 1 m/=i+mj—k+mi=(m+1)i+mj—k=(m+1Lm,-1)
v, =(1-11) L 11

-1

v, xPQ, 2 2 (1)
d(rs)=d(R.s) = VFQS J(m;li(+r1n)z:§2 L

S

_\fm2+12+2m+m2+1_\/2m2+2m+2

5 5
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Igualamos esta distancia a ~/2 y despejamos m.

' 2
d(r,s):ﬁ: 2m \7§2m+2 —L2=2m*+2m+2=J6 =

=2m*+2m+2=6=m’+m+1=3=m’+m-2=0=

-1+3 —m
~1+ 12 -4(1)(- _ ==
e (H(2) _-1+3_] 2
2 2 13 ooy
2

Existen dos valores de m para los que la distancia entre las rectas r y s es de ~/2 unidades: m=1
y m=-2.

I

www.ebaumatematicas.com
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4. En una carretera principal se encuentra el pueblo A. A 12 km del pueblo A, hay un cruce O con una
carretera secundaria que corta perpendicularmente la carretera principal. A 9 km del cruce, en la
carretera secundaria, se encuentra el pueblo B. Se quiere construir una torre de comunicaciones T
en un punto de la carretera principal situado entre el pueblo A y el cruce O. Esta torre debe estar
conectada con cada uno de los dos pueblos en linea recta por cable. Se sabe que instalar el cable
entre la torre T y el pueblo B tiene un precio de 250 €/km y, en cambio, instalar el cable entre la
torre T y el pueblo A tiene un precio de 125 €/km. Determine a qué distancia del cruce O en la
carretera principal hay que situar la torre T para que el precio del cableado sea minimo y cudl sera
el valor de este precio minimo. [2,5 puntos]

B: Pushio B
*

Careiera
sacundasia

- - -
Carmetera T Tora A Pusbio A
principal

& Cruce

e, (1))

Llamamos “x” a la distancia de T a O e “y” a la distancia de T a B. Ponemos los datos
proporcionados en el dibujo siguiente.

B
.
0 _
- ®
0 X T 12-x A
< 73 >

Aplicando el teorema de Pitagoras al tridngulo rectangulo de catetos x y 9 tenemos:
y? =9’ +x* = y=+x*+81

El coste del cableado serfa f (x)=125(12—x)+250y =1500—125x -+ 250y/x* +81 . Siendo
0<x<12.

Derivamos esta funcién y averiguamos cuando se anula la derivada.
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2X 250x
f (X) =1500—125x + 250/x* +81 = *(x) = —125 + 250 — - = —125+ ——="_
) ) 2/x* +81 VX +81
£ (x)=0= 125+ 22X _g 2% _1o5 250x =125\x +81 =

Jx?+81 Jx?+81

— 2x=X? +81 = 4x? = X2 +81 = 3x? =81 = xzz%l=27:> X =27 =5.196

Sustituimos x =+/27 en la segunda derivada.

2504/x% + 81— 250%. 2%

F7(x)= 125+ 2% £ (x)= 2x 481 _,
Jx?+81 (m)

J27)

— X (\/ﬁ)2+81—< 2)

N e 27V 81

= 7(x) =250 IXCHBL £ ((/27) =250 2( ) -

X +81 (V27) +81
27 27
J27+el-—<L_ los- =L
o TeEl _ Ji8 _V3
27+81 108 24

Como la segunda derivada es positiva la funcion coste tiene un minimo para x =+/27 .
Para este valor el coste tiene un valor aproximado de

f (x)=1500-125-/27 + 250,(27 ) +81=3448.56 euros.

Para que el coste de la instalacion sea minimo debe colocarse la torre a /27 =5.2 kilometros del
cruce, siendo este coste minimo de 3448.56 euros.
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a b
5. Considere la familia S de matrices de la forma [b a]’ donde a,beR.

2 3\ (2 1)"
a) Calcule [3 2}[1 2} . [1,25 puntos]

a b
b) Encuentre todas las matrices de la familia S, es decir, de la forma (b a)’ que verifiquen la

igualdad A% =1, donde I es la matriz identidad de orden 2. [1,25 puntos]

2 1
a) Hallamos la inversa de [1 2].

1 2 ‘21‘ ~4-1 3l-1 2

1 2

§ 1)1’*‘”(5 ) [ _zljl(z X

. . 2 3)(2 1)°
Hallamos la expresion de la matriz resultado del producto (3 2}[1 2] .

2 3)(2 1\" (2 3)1(2 -1} 1(2 3)(2 -1)_
3 2)\1 2) (3 2)3l-1 2) 33 2)l-1 2)
_1(4-3 -2+6) 1(1 4) (1/3 4/3
~3l6-2 —3+4) 3\4 1) (4/3 1/3
b) Resolvemos la ecuacion matricial A” =1 .
) a b)fa by (1 0 a’+b*> ab+ba) (1 O
A== = = = =
b a/lb a/ (0 1 ab+ba b?+a’ 01

a’+b? =1 Sia=0—>b?=1=b=+1=+1

a=0=>

-
2ab:0—>{ )
b=0 |Sib=0—>a’=1—sa=+1=%1

Las matrices que cumplen lo pedido son:
a=0 A= 01 a=0 Ny 0 -1
b=1 10 b=-1 -1 0

a=1 10 a=-1 -1 0
=>A= = A =
b:O} [O 1} b=0 } [0 —1]
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2
6. Sea la funcion f (x) = ax:r—x1+b
X2 +

a) Calcule los valores de los parametros a 'y b si se sabe que la grafica de la funcion f tiene un extremo
relativo en x =—1y pasa por el punto P = (—2,?} : [1,25 puntos]

b) Para el caso a = b, calcule y clasifique los extremos relativos de la funcion. [1,25 puntos]

a) Si la funcion f tiene un extremo relativo en X = —1 entonces su derivada se anula para este valor.

_ax’ +x+b _(2aX+1)(X2+1)—2x(ax2+x+b)

f(X)=—5——=f"(x)=

X*+1 (x2+1)2 =

—2a+1)2+2 -1
:>( a+)J;r(a+b )

=0=(-2a+1)2+2(a+b-1)=0=

=1-2a+a+b-1=0=b-a=0=|b=a]

2
La funcion queda f(x):axj—xfa.Como la grafica pasa por el punto Pz(—Z,?j se debe
X* +
cumplir que f(—2)=§.
13
f(-2)==2
(-2) 5 13 a(-2 ‘~2+a 13 4a-2+a
) :}—:—2 e e ——
ax“+x+a 5 (_2) +1 5 5
f0="a

—13=5a-2=15=5a=[a=3]
Los valores buscados son a=b=3.

_ax’+x+a

2

b) Para el caso a = b la funcion queda f (x) .
X2+

. Buscamos los valores que anulan su

derivada.

f (X)=m:> f7(x (2ax+1)(x° +1)_2)2((a><2 +x+a)
(x2+1)
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228 4 28K +xE+1- 208 —2x2 - 28K —xP+1

(x* +1) (1)

—x?+1
(x2 +1)2

0= X +1=0=> X’ =1=|x=1=+1

f’(x)=0=

Estudiamos el signo de la derivada antes, entre y después de estos dos puntos criticos obtenidos:
x=-1y x=1.

e Enelintervalo (—o0,—1) tomamos x=-2 y la derivada vale

2
ﬂ - =3 <0. La funcion decrece en (—oo,—1).

(-2 +1)2 25

£(-2)=

2
e Enelintervalo (-1,1) tomamos x =0 y la derivada vale f'(O):0—+12=1>0. La
(02 +1)
funcion crece en (-1,1).
) ) i -22+41 -3
o Enelintervalo (1,+00) tomamos x =2 y la derivada vale f (2):ﬁ:2—5<0. La
2°+1

funcién decrece en (1, +oo).

La funcion decrece en (—o,—1) y crece en (—1,1) por lo que la funcion tiene un minimo relativo

en x=-1.
La funcion crece en (—1,1) y decrece en (1,-+o0) por lo que la funcion tiene un maximo relativo

en x=1.
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PAU septiembre 2022

AN Generalitat de Catalunya
A Consell Interuniversitari de Catalunya
Oficina d’Acces a la Universitat

Proves d’accés a la universitat

Matematicas
Serie 3

Responda a CUATRO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique siempre
gué quiere hacery por que.

Cada cuestion vale 2,5 puntos.

Puede utilizar calculadora, pero no se permite el uso de calculadoras u otros aparatos que
pueden almacenar datos o que pueden transmitir o recibir informacion.

Puede utilizar las paginas en blanco (paginas 14 y 15) para hacer esquemas, borradores,
etc., 0 para acabar de responder a alguna cuestidn si necesita mas espacio. En este ultimo
caso, debe indicarlo claramente al final de la pagina de la cuestion correspondiente.

1. El mastil que sostiene la lona de la carpa de un circo se sitta perpendicularmente sobre el plano de
un suelo cuya ecuacion es m: X —z = 6. Se sabe que la ctpula de la carpa (el punto mas elevado por
el que pasa el mastil) esta en el punto de coordenadas P = (30, 1, 0).

a) Calcule la ecuacion paramétrica de la recta que contiene el mastil. [1 punto]
b) Calcule las coordenadas del punto de contacto del mastil con el suelo, y la longitud del mastil.
[1,5 puntos]
2. Considere la funcion f (X)= ZL :
X“+X-2
a) Determine el dominio, las posibles asintotas, los extremos relativos y los intervalos de
crecimiento y decrecimiento de la funcion. [1,25 puntos]
b) Calcula la ecuacion general de la recta tangente a la funcion f(x) en el punto de abscisa x = 4.
Represente en un mismo grafico la funcion f(x) y la recta tangente [1,25 puntos]
1 a 3
3. Considere lamatriz A={ 2a 5 3a |, que depende el parametro a.
7 4a 9
a) Calcule el rango de la matriz A para los diferentes valores del pardmetro a. [1,25 puntos]
X 1 2 3 0
b) Si X =| y |, resuelva la siguiente ecuacion matricial |4 5 6 |-X =| 0. [1,25 puntos]
z 7 89 0
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In(x), si xe(0,e)
ax+b, si xe[e,4)

el valor de a'y de b para que la funcion sea continua y derivable en el intervalo (0, 4). [1,25 puntos]
3

4. @) Considere la funcion f (x) ={ , donde a y b son numeros reales. Encuentre

y que pasa por el punto (0,-1).

b) Calcule la funcion g(x) que satisface g"(x)=

ox* +1
[1,25 puntos]
a a 0
5. Sealamatriz A=| 2 a+1 a-1 |,enlaqueaesunpardmetro real.
2a+1 0 -a-3

a) Calcule los valores del parametro a para los cuales la matriz A es invertible. [1,25 puntos]
4 0 0

b) Para el caso a = 3, resuelva la ecuacion A-X =B-3l enlaque B=|0 4 0. [1,25 puntos]
0 0 4

6. La siguiente imagen muestra dos paredes perpendiculares de una sala representadas en unos ejes
de coordenadas, de modo que una pared esta en el plano y = 0 y la otra esta en el plano x = 0.

En el punto A = (2, 0, 2) queremos colgar un altavoz que debe estar conectado a un equipo de
sonido, el cual esta situado en la otra pared, en el punto B = (0, 2, 1). La conexion entre Ay B se
hara mediante un cable que pase por el punto C = (0, 0, h), situado en la recta vertical de
interseccion de las dos paredes. Dado que la calidad del sonido depende, entre otros factores, de
la longitud del cable que une los dos aparatos, se quiere realizar una instalacion con el minimo de
cable posible.

a) Compruebe que la longitud total del cable necesario, en funcion de la altura h por donde debe

pasar el cable en el eje vertical OZ, viene dada por la expresion

L(h)=+vh?—4h+8+y/h? —2h+5 [0,75 puntos]
b) Calcule las coordenadas del punto C por donde debe pasar el cable para que la longitud del
cable sea minima. Calcule esta longitud minima del cable. [1,75 puntos]
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SOLUCIONES

1. ElI méstil que sostiene la lona de la carpa de un circo se sitla perpendicularmente sobre el plano de

un suelo cuya ecuacion es w: X —z = 6. Se sabe que la ctpula de la carpa (el punto méas elevado por el

que pasa el mastil) esta en el punto de coordenadas P = (30, 1, 0).

a) Calcule la ecuacion paramétrica de la recta que contiene el mastil. [1 punto]

b) Calcule las coordenadas del punto de contacto del mastil con el suelo, y la longitud del mastil.
[1,5 puntos]

o P (30,1,0)

a) La recta r que contiene el mastil (de color rojo en el dibujo) tiene como vector director el vector
normal del plano.

7:x-2=6=n=(1,0,~1)

— - x=30+41 x=30+4
v, =n=(10,-1)
r= =>r=qy=1+01=|r=<y=1 , AeR

b) Debemos averiguar las coordenadas del punto Q del dibujo interseccion de recta y plano.

x=30+4
I x=30-12=18
- Z: L P804 A+A=6=21=-24=1=-12=1y=1 =(Q(18,1,12)
- 7=—(-12)=12
T:X—1=6

La longitud del mastil es la distancia entre los puntos P y Q, es decir, el modulo del vector que
los une.

PQ =(18,1,12)—(30,1,0) =(-12,0,12)
distancia(P,Q)= ‘@‘ = \/(—12)2 +0% +12% = /288 = [124/2 =16.97 unidades

OTRA FORMA DE HACERLO

La longitud del mastil es la distancia del punto P al plano .

P 1 —v-
(30,1,0) [30-0-¢ _ 24 1242 =16.97 unidades

ﬂ:xz—éo}:d(P’”)_mﬁ‘

127 de 334 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU septiembre 2022 Matemdticas Il en Catalufia Juan Antonio Martinez Garcia

9
X +x=2"
a) Determine el dominio, las posibles asintotas, los extremos relativos y los intervalos de crecimiento
y decrecimiento de la funcion. [1,25 puntos]
b) Calcula la ecuacion general de la recta tangente a la funcion f(x) en el punto de abscisa x = 4.
Represente en un mismo grafico la funcién f(x) y la recta tangente [1,25 puntos]

2. Considere la funcion f (X)=

a) El dominio de la funcion son todos los nimeros reales menos los que anulan el denominador.

9
f(X)== =X +x-2=0=
X5+ X—
-1+3 T—x
—lia/12—4 -2 1+ Tz
2 2 -1-3
—=|-2=X
2
Dominio f(x)=R—-{-2,1}
Asintotas verticales. x=a
¢, X=—2 es asintota vertical?
lim £ (x)=1lim——— =9 _%_
xX——2 X>-2 X+ X—2 (_2) _2_2 0
X =—2 es asintota vertical
¢ Xx=1 es asintota vertical?
) . 9 9 9
limf (x)=Ilim = ==
X1 () oLx?4x—2 1P+1-2 0
x =1 es asintota vertical
Asintota horizontal. y=b
) . 9 9
b=Ilim f (x)=I|m2—:—:0
X—>00 x>0 XS4+ X—2 o0
y =0 es asintota horizontal.
Asintota oblicua. y=mx+n
No existe pues la funcion tiene asintota horizontal.
Para estudiar la evolucién de la funcién usamos la funcién derivada.
) 0-9(2x+1) -9(2x+1)
f (X): ) 2=, 2
(x +x—2) (x +x—2)
3 -9(2x+1 -1
f (x):0:>(—)2:0:>—9(2x+1):0:>2x+1:0:> X=—
(x2 + x—2) 2
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Estudiamos el signo de la derivada antes, entre y después de los valores: -2, -1/2 y 1.

e Enelintervalo (—oo,—2) tomamos x = -3y la derivada vale

-9(2(-3)+1
_ ( (-3)+ ) :£>0. La funcién crece en (—0,—2).

((-3)°-3- 2)2 16
e Enelintervalo (—2,—-1/2) tomamos x = -1y la derivada vale

-9(2(-1)+1
-1)= (2(-1)+ )2:g>0. La funcién crece en (—2,-1/2).
((-1°-1-2)

f(-3

e Enelintervalo (—1/ 2,1) tomamos x = 0y la derivada vale f (O) - Lﬂ)z - -9 <0
(0°+0-2)" 4
. La funcién decrece en (-1/2,1).
e Enelintervalo (1, +oo) tomamos x = 2 y la derivada vale f (2) _ _9(4+1) _ —45 <0.

(2+2-2) 16
La funcién decrece en (1,+0).
La funcion sigue el esquema siguiente.

//\\

]
0 1 2 3

4 5 5 Tt
= -1/2

La funcion crece en (—o0,—2)\(—2,-1/2) y decrece en (—1/2,1)\U(1,+x).

1 9
La funcién tiene un maximo relativo en x = —1/2. Como | (_EJ = 1¢ 1 =4 |55
2 2
coordenadas del maximo relativo son (%,—4)
b) La recta tangente a la funcion f(x) en el punto de abscisa x = 4 tiene ecuacion:
9 9 1
f(4)=————=—==
(4) 4 +4-2 18 2
= y—l—_—l(x—4):> y——lx+1+1:> y——ix+§
f(4)= 9(8+1) 1 2 4 4" 4" 2
(4 +4-2)" 4
y-f(4)=1"(4)(x-4)

Obtenemos una tabla de valores de la funcion y de la tangente y las representamos.

129 de 334 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU septiembre 2022 Matemdticas Il en Cataluiia

Juan Antonio Martinez Garcia

9
X | f(X)=——
(%) X2+ X —2
-4 0.9
-3 2.25 y y:—1x+§
-1 45 42
0.5 4 0 3/2
e - 4 1/2
0 —4.5
2 2.25
4 0.5
~ / . \ fx)=— 9_
H\ﬁ 2 \ X +x-2
// T\
—_— ] =\?\"'-'=-:.—..,,_..__-_ _________________
7 6 5 -4 3 2 A k 4 5 6 . 9
........ 1 L\'\-
1 3
5 y=——Xx+—
2 REE
___________________________ Asintota vertical 3 Asinfota vertical
Madximo
™~
[\
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1 a 3
3. Considere lamatriz A=|{2a 5 3a |, que depende el pardmetro a.
7 4a 9
a) Calcule el rango de la matriz A para los diferentes valores del parametro a. [1,25 puntos]
X 1 2 3 0
b) Si X =|y |, resuelva la siguiente ecuacion matricial |4 5 6|-X =| 0 |. [1,25 puntos]
z 7 8 9 0

a) El rango de la matriz A puede ser 3,20 1.
Para que sea 3 su determinante debe ser no nulo.

1 a 3
|Al=2a 5 3a|=45+2la’+24a’-105-18a°-12a” =15a° —60
7 4a 9

|A|:O:15a2—60:0:>15a2:60:>a2:%:4: a=+4==+2

Sia=—-2 y a=#2 el determinante es no nulo y el rango de A es 3.

Si a=2 o0 a=-2 el determinante es nulo y el rango de A es menor que 3. Estudiamos estos dos casos
por separado.

1 -2 3
Si a=-2 lamatrizqueda A=| -4 5 —6|.:Elrango es 2?
7 -8 9

Si quitamos la fila y columna 32 el menor que nos queda tiene determinante no nulo >
1 -2

=5-8=-3%#0. Elrango de Aes 2.
-4 5

Si a=2 lamatriz queda A= . ¢El rango es 2?

~N bR
o Ul N
© o w

Si quitamos la fila y columna 32 el
1 2

4 5

3

enor que nos queda tiene determinante no nulo >

=5-8=-3#0.Elrango de Aes 2.

Resumiendo: Si a=—-2 y a=2 elrangode Aes3ysi a=—2 o a=2 el rango de A es 2.
b) Pasamos la ecuacion matricial a sistema de ecuaciones.

2 3 0 X+2y+3z=0
5 6|-X=|0|=4x+5y+62=0
8 9 0 7x+8y+9z=0

~ b P
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Utilizando el método de Gauss convertimos el sistema en otro triangular equivalente més fécil de
resolver.

Ecuacion 22 — 4 - Ecuacion 12
4x +5y +6z =0
-4x -8y -12z =0
-3y -6z =0-— Nueva ecuacion 22

X+2y+3z2=0
4Xx+5y+62=0;=
7x+8y+9z=0

Ecuacion 3% — 7 - Ecuacion 12
7x 48y +9z =0 X+2y+32=0
_7x -14y 21z =0 = —3y-62=0 /=

-6y -12z =0-> Nueva ecuacién 3 —6y-122=0
Ecuacion 32 — 2 - Ecuacion 28
6y -127 = 0 X+2y+3z2=0
6y +12z7 = 0 = -3y-6z=0;=

0 = 0-> Nuevaecuacion 3? 0=0

x+2y+32:0} X+2y+3z=0
= =

9720 }:>x—4z+32:0:>x:z:>
y+2z=

y=-22

X=A1
Soluciéon:cy=-24; 1eR
=1

A
Lasoluciébnes X =| -24 | 1R
A
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: g In(x), si xe(0,e) )
4. a) Considere la funciéon f (x) = ) , donde a y b son nimeros reales. Encuentre
ax+b, si xe[e,4)

el valor de a y de b para que la funcidn sea continua y derivable en el intervalo (0, 4).
[1,25 puntos]
3

b) Calcule la funcion g(x) que satisface g”(x)= 5 ): .
x*+

y que pasa por el punto (0, —1).

[1,25 puntos]

a) Para que la funcién sea continua debe serlo en x = e y para ello se debe cumplir:

lim f (x)=limIn(x)=Ine=1
lim f(x)=limax+b=ae+b
x—>e* ( ) x—e* :m
f(e)=ae+b
lim f(x)=lim f(x)=f(e)
., . ., ) B 1, si Xe(O,e)
La funcidn es derivable en R—{e} y su funcién derivada es f (X): X :
a, si xe(e4)

Para que sea derivable debe serlo también en x = e y para ello deben coincidir las derivadas laterales

L . , .11
£7(e7)=lim £ (x)=lim > =2 :

f (e*):XILrBf (x)=XILr11a=a = =a
f’(e‘)=f'(e+)

Sustituimos este valor de “a” en la ecuacion obtenida inicialmente.

l=ae+b 1
1 =1="-e+b=1=1+b=[b=0]
a== e
e

1
Los valores buscados son a==y b=0.
e

b) Calculamos la integral de la derivada y obtenemos la funcién salvo un parametro.

Cambio de variable

3
d = =
Ig j9x +1 9x“+1:t—>36x3dx:dt—>dx:3gt3
X

Deshacemos el cambio de variable 1 A
\ =|—In(9x* +1)+K
t=9x"+1

Vfged)t/ 36-[ dt =
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Como la funcién g(x) pasa por el punto (0, —1) se debe cumplir que g(0) = -1.

g(x):3—16In(9x4 +1)+K

:>—1=i|n(9-04+1)+ K = 1= = In1+K = [-1=K]
6(0)=-1 36 36

La funcion g(x) tiene la expresion g (x)= 3_16 In(9x* +1)-1
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a a 0
5. Sealamatriz A= 2 a+1 a-1 |, enlaqueaesunparametro real.
2a+1 0 -a-3
a) Calcule los valores del parametro a para los cuales la matriz A es invertible.  [1,25 puntos]

4 0 0
b) Para el caso a = 3, resuelva la ecuacion A-X =B-3I donde B=|0 4 0. [1,25 puntos]
0 0 4
a) La matriz A es invertible si su determinante es no nulo.
Calculamos el determinante de A.
a a 0 1 1 0

=a| 2 a+l a-1|=
2a+1 0 -a-3

Al=| 2 a+l a-1|=

2a+1 0 -a-3

Saco factor comudn "a"
en la primera fila

1 0 0
:{Columna 28 — Columnal1?}=a| 2 a-1 a-1|=
2a+1 -2a-1 -a-3

1 0 0
={Columna 3* — Columna 2} =a| 2 a-1 0 [=al(a-1)(a-2)=a(a-1)(a-2)
2a+1 2a+1 a-2

Comprobamos cuando se anula.

Il
o

|Al=0=a(a-1)(a-2)=0=

©®Q O 9 O W
I
[EEN

1
N

La matriz A es invertible si a es distinto de 0, 1y 2.

b) Por lo visto en el apartado a) para el caso a = 3 la matriz A es invertible.

33 0
La matriz queda A={2 4 2 |. Calculamos su inversa.
7 0 -6
33 0
|Al=]2 4 2|=-72+42+36=6=0
7 0 -6
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3 2 7 4 0 3 0 3 4

Adj|3 4 0 2 —6‘ _‘o o o 2

ji Adi(AT) (o2 ) 1 _‘2 7‘ 2 7‘ B2

A 6 6 |2 6 [0 -6 [0 2

27 B B2

"la o‘ _‘3 0‘ "3 4
24 18 6 4 3 1
A=l 26 18 6|-| 13/13 3 -1
28 21 6) |-14/3 772 1

Despejamos X de la ecuacion matricial A-X =B-3lI .
A-X=B-3l=X=A"(B-3l)

Sustituimos el valor de las matrices y obtenemos la expresion de X.

4 00 1 00 1 0
B-31={0 4 0(-3]0 1 0|=|0 0 [=1Id,
0 0 4 0 01 0 1

—4 3 131 0 O
X:A"l-(B—3I)= 13/3 -3 -1||0 1 O
-14/3 7/2 1){0 0 1

—4 3 1
X=|13/3 -3 -1
-14/3 7/2 1
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6. La siguiente imagen muestra dos paredes perpendiculares de una sala representadas en unos ejes
de coordenadas, de modo que una pared estd en el plano y = 0 y la otra esta en el plano x = 0.

En el punto A= (2, 0, 2) se quiere fijar un altavoz que debe estar conectado a un equipo de sonido, el
cual esté situado en la otra pared, en el punto B = (0, 2, 1). La conexién entre A y B la realizaremos
mediante un cable que pase por el punto C = (0, 0, h), situado en la recta vertical de interseccién de
las dos paredes. Dado que la calidad del sonido depende, entre otros factores, de la longitud del cable
que une a los dos aparatos, se quiere realizar una instalacion con el minimo de cable posible.

a) Compruebe que la longitud total del cable necesario, en funcién de la altura h por donde debe pasar

el cable en el eje vertical OZ, viene dada por la expresion L(h)= Jh2 —4h+8+h*>—2h+5

[0,75 puntos]
b) Calcula las coordenadas del punto C por donde debe pasar el cable para que la longitud del cable
sea minima. Calcule esta longitud minima del cable. [1,75 puntos]

a) La longitud del cable que va del punto A al punto B, pasando por el punto C es la suma de las
longitudes de A a C y de C a B. Las distancias entre dos puntos es el modulo del vector que los
une.

AC =(0,0,h)~(2,0,2) =(~2,0,h-2) = d (A.C) =[AC| = /(-2) +0* +(h-2)" =

d(AC)=+4+h?+4—4h=h*—4h+8

CB=(0,21)-(0,0,n)=(0,21-h)=d(C,B)=[CB| = [0? +2° + (1-h)’ =

d(C,B)=v4+h?+1-2h =h?-2h+5

La longitud del cable es la suma de las dos distancias:

L(h)=d(AC)+D(C,B)=+vh?—4h+8+h?—2h+5
b) Para hallar el minimo de la longitud hallamos la derivada y la igualamos a cero.

__2%h-4  2n-2  h-2  h-l
2Jh? —4h+8 20h?—2h+5 +h?—4h+8 +h2—2h+5

L"(h)
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L (h)=0= h=2 , "1 oo
Jh2—4h+8 +h?2-2h+5

_h-2 _ h1 _ 1-h
Jh2—4h+8  h?—2h+5 +/h?2—2h+5

= (h—-2)yh?—2h+5=(1-h)Jh?—4h+8 =

:>(h—2)2(«/h2—2h+5)2=(1—h)2( h2—4h+8)2:>
= (h-2)"(h*-2h+5)=(1-h)"(h* - 4h+8)=

:>(h2 +4—4h)(h2 -2h+5)

(1+h2—2h)(h2—4h+8):>
= h* —2h®+5h? + 4h? -8h + 20— 4h® +8h? = 20h =h? = 4h +8+ h* —4h® + 8h? - 2h®* + 8h? -16h =

— W — B+ IPRZ —28h+20 = ¥ — B + LPHZ —20h+ 8=

=-8h=-12= h:%:

N W

Estudiamos el signo de la derivada antes y despues de h = 1.5.

1-2 1-1 —1

J12—4+8 Jf 245 J_

o Antesdeh=15tomoh=1y laderivadavale L"(1)=

La funcién decrece antes de h = 1.5.

e Despuésdeh=15tomoh=2yla derivada vale
2-2 2-1

- (@)= V7 -8:8 2415 \/_

Por lo que la longitud del cable es minima con h = 1.5, es decir, en el punto C(0,0,1.5).

> 0. La funcion crece despues de h = 1.5.

Esa longitud minima tiene un valor L(1.5) que calculamos:

L(L5) =15 —4-15+8+ /1.5 ~2.1.5+5 = \/4.25 +\/4.25 = |2,/4.25 = 4.123

La longitud minima del cable se consigue pasando por C(0, 0, 1.5), siendo esta longitud minima de 4.123
unidades de longitud.
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PAU junio (serie 2) 2022
AN Generalitat de Catalunya

A Consell Interuniversitari de Catalunya
Oficina d'Accés a la Universitat

Proves d’accés a la universitat

Matematicas

Serie 2

Responda a CUATRO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique siempre qué
quiere hacery por qué.

Cada cuestion vale 2,5 puntos.

Puede utilizar calculadora, pero no se permite el uso de calculadoras u otros aparatos
gue pueden almacenar datos o que pueden transmitir o recibir informacion.

Puede utilizar las paginas en blanco (paginas 14 y 15) para hacer esquemas, borradores,
etc., 0 para acabar de responder a alguna cuestion si necesita mas espacio. En este ultimo caso,
debe indicarlo claramente al final de la pagina de la cuestion correspondiente.

1. Sea f '(x) = 3x? — 12x la derivada de una funcion f(x).
a) Si se sabe que f(x) corta el eje de les abscisas en x = 1, calcule la expresion de la funcion f(x).
[0,75 puntos]
b) Calcule la abscisa del punto de inflexion de f(x) y estudie la concavidad de la funcion.
[0,75 puntos]
c) Se sabe que el area del recinto limitado por la curva y = f "(x), el eje de abscisas y las rectas
x=0y x=a, cona> 2, es 15u? Calcule el valor de a. [1 punto]

2. Considere el sistema de ecuaciones lineales siguiente, que depende del parametro real a:

ax+2y+3z=2

2X+ay+z=a

X+y+4z=1
a) Discuta el sistema para los diferentes valores del parametro a. [1,5 puntos]
b) Resuelva, si es posible, el sistema para el caso a = 2. [1 punto]

3. Sea la recta r definida per la expresion siguiente:
X=2+A1
r-qy=-1+31.
z2=3+1
a) Determine la posicion relativa de la recta r respecto del plano 7:x—2y+4z—-4=0. Si es

paralela, calcule la distancia de r a z, y si es secante, calcule el punto de corte. [1,25 puntos]
b) Calcule la ecuacion de la recta s perpendicular al plano z y que corta la recta r en un punto P,
la primera coordenada del cual es 5 veces mas grande que la segunda. [1,25 puntos]
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4. a) Encuentre una funcién polindmica y = g(x) de grado 3 tal que corte el eje de ordenadas en el
punto (0, 5), que la recta tangente a y = g(x) en el punto de abscisa x = 1 sea horizontal y que

9"(x)=2x+1. [1 punto]
b) Compruebe que la funcién f (x) =—x>+6x°—16 tiene una raiz en x = 2 y que es estrictamente
creciente en el intervalo (0, 4). Utilice esta informacion para calcular el area determinada por

la funcion f(x), el eje de abscisas y las rectas x =0y x = 4. [1,5 puntos]
alao
5.Sealamatriz X =/ 0 b 1|, que depende de los pardmetros a, b y c.
0 0 c
1 01
a) Calcule las matrices X talesque X*>={0 1 0/ [1,5 puntos]
0 01
1 11
2 2
b) Determine los valores de a, by ¢ para que la matriz inversade Xsea X *=|{0 1 1
0 -1
[1 punto]
6. En el patio de una escuela se quiere crear una area de juego x
de 30 m? para los mas pequefios en forma de trapecio
rectangular, de manera que la base mayor mida el doble n ¥
que la base menor, como se indica en la figura, y que el -
lado oblicuo respecto a las bases (D) sea tan corto como | —
sea posible.

a) Justifique que se verifican las relaciones siguientes: h = 20 y D(x) = @+ x* [1 punto]
X

2
X
b) Encuentre las dimensiones del trapecio para las que la longitud del lado D es minima.
[1,5 puntos]
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SOLUCIONES

1. Sea f '(x) = 3x? — 12x la derivada de una funcion f(x).
a) Si se sabe que f(x) corta el eje de les abscisas en x = 1, calcule la expresion de la funcion f(x).
[0,75 puntos]
b) Calcule la abscisa del punto de inflexion de f(x) y estudie la concavidad de la funcién. [0,75 puntos]
c) Se sabe que el rea del recinto limitado por la curva y = f "(x), el eje de abscisas y las rectas x =0
y X=a, cona> 2, es 15u?. Calcule el valor de a. [1 punto]

a) Obtenemos la funcion integrando la funcién derivada.
f (x) :_[ fr(x)dx :_[E'»X2 —12xdx = x* —6x* + K
Al cortar la funcién el eje de abscisas en x = 1 tenemos que f(1) = 0.

f(x)=x*-6x*+K

f(1)=0

}30:13—6-12+K:>K:5:> f(x)=x-6x"+5

La expresion de la funciénes f(x)=x>-6x"+5.

b) Calculamos la segunda derivada y la igualamos a cero.

fr(x)=3x*—12x= f ”(x) = 6x—12

f7(x)=0=6x-12=0=6x=12=[x=2]

El posible punto de inflexidn esta en x = 2. Comprobamos que existe un cambio de curvatura en
dicho valor.

e Enelintervalo (—oo, 2) tomamos x = 0y la derivada segunda vale
f(0)=0-12=-12<0. La funcion es céncava (n) en (—x,2).

e Enelintervalo (2,+0) tomamos x = 3y la derivada segunda vale f (3)=18-12=6>0.
La funcion es convexa (U) en (2,+).

Concava Convexa

2

f'(x) < 0 f'(x) > 0

Resumiendo: La funcion es cdncava (N) en (—oo, 2) y convexa (U) en (2, +oo) . Tiene un punto
de inflexionen x = 2.
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c) La curva tiene ecuacion f (x) =6x—12. Comprobamos donde corta el eje de abscisas.

f(x)=6x-12
y=0

}:6x—12:0:>x:2

Como a > 2 entonces el area pedida se divide en dos partes que se calculan con dos integrales
definidas entre 0 y a, y entre a'y 2. O bien de forma gréfica pues al ser la funcién una recta las

regiones son tridngulos rectangulos.

La primera regién es un triangulo de base = 2 y altura = 12.

Su &rea es % =12u?.

(=

Como debemos de conseguir una region de area 15 u?

"'l-..___-

entonces nos falta un tridngulo de area 3.

El triangulo que nos falta tiene de base “a — 2" y de
altura “6a — 12”, como el area debe ser 3 nos queda:

]

-~
=

[

|-

Lin L=} =<1 [= 2] D [==]
S

a—2)(6a-12)

3=( = 6=6a’-12a—-12a+24 =

2

s %] [£5) =

—=6a’-24a+18=0=a*-4a+3=0=

3=a

4+(-4)-12 412

—a=

0]
2 2
l=a

El valor buscado es a = 3.

OTRA FORMA DE RESOLVERLO.

Haciendo uso del calculo integral.

15=U26x—12dx‘+r6x—12dx:>
0 2

=15= ‘[3X2 —12x]§‘ + [3x2 —le]Z =

:>15=‘3-22—12-2—0‘—#[3&2—12a—[3-22—12-2]]:>

—=15=12+3a*-12a+12=3a’-12a+9=0=>

4+\(-4)°-12 42 3=2
2 )

=a’-4a+3=0=a=

0
l1=a
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2. Considere el sistema de ecuaciones lineales siguiente, que depende del parametro real a:

ax+2y+3z=2
2X+ay+z=a
X+y+4z=1
a) Discuta el sistema para los diferentes valores del parametro a. [1,5 puntos]
b) Resuelva, si es posible, el sistema para al caso a = 2. [1 punto]
a 2 3
a) La matriz de coeficientes asociada al sistema es A=|2 a 1| y la matriz ampliada es
11 4
a 2 3 2
A/B=|2 a 1 a
1 1 41
Averiguamos cuando se anula el determinante de A.
a 2 3
|A=]2 a 1|=4a’+2+6-3a-16-a=4a’-4a-8
1 1 4

|A=0=4a’-4a-8=0=a’-a-2=0=

1+3

111/— 2 —=2=a
A (-1) +8 _1+3 |2
2 2 ]1-3

% __1-a
2

Se nos plantean tres situaciones diferentes que analizamos por separado.

CASO1.Sia#-1ly a=2.
En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el rango de A/B y el
namero de incognitas. El sistema es compatible determinado (una Unica solucién).

CASO 2.Sia=-1.
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3. Convertimos el sistema en otro

equivalente mas sencillo de estudiar.

Fila22+2- Filal?
-1 2 3

2 -1 1 -1
A/IB=|2 -1 1 -1|= 9 4 6 4
1141 0 3 7 3 - Nuevafila2?
Fila3?+ Filal?
1 1 41 1232
123 9 =0 3 7 3|=
0 3 7 3

0 3 7 3— Nuevafila3?
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T 102 3 2
g'ag_i'ag 0 -5 5 -5
0 0 0 O
0 -3 -7 -3 =
] «— >
0 0 0O 0 — Nuevafila3® A
< A/B —

El rango de la matriz A es 2, al igual que el rango de A/B, pero menor que el namero de
incognitas (3). El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

CASO3.Sia=2

En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3. Convertimos el sistema en otro
equivalente mas sencillo de estudiar.

Fila22 - Filal?
2 232 > 5 1 o
AIB=|2 2 1 2(=4" o
1141 0 0 -2 0 — Nuevafila2?
Filal*—2.Fila3?
s 5 3 o 2 2 3 2
o 9 _g o =0 0 -2 0|=
0 0 5 0-Nuevafilagz| 0 0 =0
2.Fila3*—5-Fila 22 2 82
0 0 -10 0 0 =20
o0 10 0 =10.0.00
0 0 0 O0-— Nuevafila3? A
(W)

El rango de la matriz A es 2, al igual que el rango de A/B, pero menor que el nUmero de
incdgnitas (3). El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

b) Resolvemos el sistema para a = 2 utilizando el sistema equivalente obtenido en el apartado
anterior.

2X+2y+3z :2} 2x+2y+3z=2

_27-0 }:2x+2y+0=2:>x+y=1:>

Las infinitas soluciones del sistema tienen la expresion: x=t; y=1-t;z=0; teR
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3. Sea larecta r definida per la expresion siguiente:

X=2+A41
r.-qy=-1+34.
z2=3+41
a) Determine la posicion relativa de la recta r respecto del plano 7 :x—2y+4z—-4=0. Sies paralela,
calcule la distancia de r a =, y si es secante, calcule el punto de corte. [1,25 puntos]
b) Calcule la ecuacion de la recta s perpendicular al plano z y que corta la recta r en un punto P, la
primera coordenada del cual es 5 veces méas grande que la segunda. [1,25 puntos]

a) Planteamos el sistema formado por las ecuaciones de recta y plano. De obtener una solucion recta
y plano son secantes y de no obtener solucién serén paralelos.

X=2+4
" Z:;Z% =2+ 4-2(-1+31)+4(3+ 1)~ 4=0=
T:X=2y+4z-4=0
x=2+12=14
=2+A+2-61+12+41-4=0=>-1+12=0=>1=12={y=-1+36=35=|P(14,35,15)
z=3+12=15

Recta y plano son secantes y coinciden en el punto P(14,35,15).
b) La recta s perpendicular al plano z tiene como vector director el vector normal del plano.
TiX—-2y+47-4=0=V, =(1,-2,4)

El punto P(x, y, z) de corte de las rectas r y s tiene la primera coordenada (x) igual a cinco veces
la segunda coordenada (y).

P(x,y,z)er
X=2+41
r:<y=-1+34 :>2+/1=5(—1+3/1):>2+/1=—5+15/1:14/1=7:>1=%=%:>
z2=3+1
X =5y
x=2+05=25
=1y=-1+15=05=|P(2.5,0.5,35)
z=3+05=35

Una vez hallado un vector director y un punto de la recta s, hallamos su ecuacion.

P(25,05,35)¢ s} X=25+21
v, =|s=1y=05-22
Vs = (11 _2,4) L 35+4/1
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4. a) Encuentre una funcién polinémica y = g(x) de grado 3 tal que corte el eje de ordenadas en el
punto (0, 5), que la recta tangente a y = g(x) en el punto de abscisa x = 1 sea horizontal y que

9"(x)=2x+1. [1 punto]
b) Compruebe que la funcién f (x) =—x>+6x*—16 tiene una raiz en x = 2 y que es estrictamente

creciente en el intervalo (0, 4). Utilice esta informacién para calcular el area determinada por la
funcién f(x), el eje de abscisas y las rectas x =0y x = 4. [1,5 puntos]

a) La funcion tiene una expresion y =g (x) = ax® +bx* +cx+d . Debemos determinar los valores de
a, b, c y d con los datos proporcionados en el ejercicio.

La funcién pasa por (0, 5) > 5=a-0>+b-0%+¢-0+d = [d =5|

La funcion queda y = g(x)=ax’+bx* +cx+5.

La recta tangente a la funcion en x = 1 es horizontal significa que su pendiente es 0 y que por tanto
la derivada se anulaenx =1 -> g (1) = 0.

g(x)=ax’+bx* +cx+5= g"(x)=3ax’ + 2bx+c
g’(1)=0

}:>|O=3a+2b+c|

Se cumple que g"(x) = 2x + 1.

| N

ba=2—>la=—=

Wl

9"(x)=3ax*+2bx+c = g"(x)=6ax+2b

= 6ax+2b=2x+1=>
9"(x)=2x+1
2b=1—>1|b=

NI o

Sustituimos estos valores en la ecuacion 0=3a+2b+c Yy obtenemos el valor de c.

0=3a+2b+c
a:% —0=1+1+c=[c=—7]
ool

2

La funcién que buscamos es y = g () =%x3 +%X2 —2x+5

b) Comprobamos que f(2) = 0.
f(2)=-2°+62°-16=0

Calculamos la derivada de la funcién y la igualamos a cero en busca de sus puntos criticos.

f(x)=-x*+6x*-16= f’(x)=-3x"+12x
x=0

f(x)=0= -3x*+12x=0= -3x(x—-4)=0=>
o x=4) {
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Como los posibles cambios de signo de la derivada estan situados en los extremos del intervalo
(0, 4) la funcion derivada no cambia de signo en dicho intervalo. Averiguamos el signo dentro

del intervalo. Tomamos x=2&(0,4) y la derivada vale f'(2)=-3-2*+12-2=12>0.

La funcion derivada es siempre positiva en el intervalo (0, 4) y por tanto la funcion es
estrictamente creciente en (0, 4).

Para calcular el area previamente averiguamos si la funcién corta el eje X.

Como f(0)=-0’+6:0"-16=-16y f(4)=—4°+6-4"—-16=16, la funcion es estrictamente
creciente y corta el eje de abscisas en x = 2 entonces no corta dicho eje en mas puntos del
intervalo (0, 4).

El &rea pedida se calcula como la suma de la integral definida entre 0 y 2 de la funcion y de la
integral definida de la funcion entre 2 y 4.

) X 2 04 4
j—x3+6x2—16dx= —Z 423 —16x | = —=—+2-2°-162|-| ——+2:0°-16-0 |=
0 4 . 4 4

=-4+16-32=-20

4 X 4 24 ot
j—x3+6x2—16dx= —Z 423 —16x | = —— 424164 || —=—+2:2°-162|=
2 4 , 4 4

=-64+128-64+4-16+32=20

El area pedida es: Area =|—20|+20 =40u’

N
e

s S
B

f(x)==x"+62" 16

e ES G 4 th Gy S o

b =

LT R

e S MWD G0 =) G
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alao
5. Sealamatriz X ={ 0 b 1|, que depende de los parametros a, by c.
0 0 c

1 01
a) Calcule las matrices X talesque X°>=|{0 1 0/ [1,5 puntos]
0 0 1
111
2
b) Determine los valores de a, by ¢ para que la matriz inversade Xsea X *=|{0 1 1
0 -1
[1 punto]
a)
101 a l 0)fa 1 0 1 01
X?=[0 1 0|=|0 b 1{{0 b 1|=|0 1 0|=>
0 01 0 0 c 0 ¢ 0 01
a’=1 a=\1=+1
a’> a+b 1 101 a+bh=0 |b=-a
=0 b2 b+c|=[0 1 0|={b*=1 =lb=\l=#l=
0 c? 0 01 b+c=0 |c=-b
. b=-1
Sia=1—> —la=c=Lb=-1]
c=1 1 1 0 -1 1 0
=<0 =|X=/0 -1 1|loX={0 1 1
: b=1 0 0 1 0 0 -1
Sia=-1— —la=c=-1b=1
c=-1
b)
it 11 it 11
2 2 2 2 2 2
X*'={0 1 1 |=XX'=Xx:0 1 1 |
0 -1 0 -1
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1 1 1

a
a 103 2 3| (oo |3 2t 3
=1=/0 b 10 1 1 =|0 1 0|=|0 b b-1 |=
0 0 c/|O -1 0 0 1 0 0 —C
1=%%
241-05a=2
2 2
={lb=1 =|X=|/0 1 1
b-1=0—>b=1 0 0 -1
1=—c—[c=-1|

Los valores buscados sona=2;b=1yc=-1.
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6. En el patio de una escuela se quiere crear un area de juego x

de 30 m? para los mas pequefios en forma de trapecio
rectangular, de manera que la base mayor mida el doble que h ~._ D

la base menor, como se indica en la figura, y que el lado “\\‘
oblicuo respecto a las bases (D) sea tan corto como sea posible. |

2u

a) Justifique que se verifican las relaciones siguientes: h = 20 y D(x) = $+ x? [1 punto]
X X

b) Encuentre las dimensiones del trapecio para las que la longitud del lado D es minima. [1,5 puntos]

a) Dividimos el trapecio rectangular en un rectangulo y un triangulo rectangulo.

I
x x
2
El area del trapecio rectangular es 30 y a su vez es la suma del area de un rectangulo y un
triangulo rectangulo.

x-h  3x-h

Area=x-h+-—= :
2 2 :>¥:30:>3X-h:602>X-h:6—30:20:> h:@
Area =30 X
I o
X :
En el triangulo rectangulo aplicamos el teorema de Pitagoras.
D?=x*+h® 2
20 400 400
=D =x+]| = | =>D*=xX+—=|D(X)=, /X +—
2 & 0 o=+ 2
X

b) Derivamos la funcién D(x), la igualamos a cero en busca de sus puntos criticos.

D(x)= 4—Oo+x2 =400x% + x2 = D" (x -1 —800x°% +2x )=
x? 400

X

800 2x* -800 2x* —800

2X—— 4
D ()= Y X i _ x(2x" ~800) _ x*-400
5 [400 o, [400+x’ 2\/400+x4 2534400+ x*  x2/400+ x*
X x? X
4_
D (x)=0=— 10 0= x*—400=0= x* =400 = x = 4/400 = {/207 = /20 = +4.47

x%4/400 + x*
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Estudiamos el signo de la derivada antes y después de x = ++/20 = 4.47.

e Enelintervalo (0@) tomamos x = 1y la derivada vale
4 — J—

D'(l) _ 1" - 400 _ 399

12\400+1° /401

e Enelintervalo («/ﬁ +oo) tomamos x = 5y la derivada vale

5% — 400 225

5240055 25v1025

Por lo que la funcién D(x) presenta un minimo en x = ++/20 = 4.47.

<0. La funcion decrece en (0, @)

D(5) > 0. La funcion crece en (@ +oo) .

Para x=++/20 tenemos que D(@)=\/(g)2 +(@)Z =2J/10=6.325 y
h=-20 _ 20-447

J20

Las dimensiones del trapecio con longitud D minima son: x = ++/20 = 4.47 metros;
h=+/20 = 4.47 metros y D= 210 = 6.325 metros.
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PAU junio (serie 5) 2022
AN Generalitat de Catalunya
A Consell Interuniversitari de Catalunya
Oficina d’Acces a la Universitat

Proves d’accés a la universitat
Matematicas

Serie 5

Responda a CUATRO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique siempre
gué quiere hacery por que.

Cada cuestion vale 2,5 puntos.

Puede utilizar calculadora, pero no se permite el uso de calculadoras u otros aparatos
gue pueden almacenar datos o que pueden transmitir o recibir informacion.

Puede utilizar las paginas en blanco (paginas 14 y 15) para hacer esquemas,
borradores, etc., 0 para acabar de responder a alguna cuestion si necesita mas espacio. En
este uUltimo caso, debe indicarlo claramente al final de la pagina de la cuestion
correspondiente.

. -1 1 2 0
1. Sean las matrices C :( j y A:( j

-1 0 3 -1
a) Compruebe que C® =1, donde I, es la matriz identidad de orden 2, y deduzca que la matriz C
es invertible y que C™* =C?. Calcule C**. [1,5 puntos]
b) Resuelva la ecuacion matricial C-X = A-21,. [1 punto]

. v 3 . . .
2. Considere la funcion f (X) = X" y sea a un numero real estrictamente positivo.

a) Calcule la ecuacion de la recta t tangente a la grafica de la funcion f en el punto de abscisa x =
a. Encuentre el punto de corte de la recta t con el eje de abscisas (en funcion de a). [1,25
puntos]

b) Haga un esbozo de la grafica de la funcion f y la recta t. Calcule el valor de a para que el area
en el primer cuadrante limitada por la funcion f, la recta t y el eje de abscisas sea 108 u?.

[1,25 puntos]

3. Considere el sistema de ecuaciones lineales
2Xx—-y+3z2=0
my+(3-m)z=-6
2X—y+mz=6

donde m es un parametro real.

a) Discuta el sistema para los diferentes valores del parametro m. [1,25 puntos]
b) Resuelva el sistema, si es posible, cuando m = 0 y cuando m = 3. En cada caso, dé la posicién
relativa de los tres planos en R?. [1,25 puntos]

152 de 334 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU junio 2022 (serie 5) Matemdticas Il en Catalufia Juan Antonio Martinez Garcia

4. En R?, considere los triangulos rectangulos que tienen los vértices en los puntos O = (0, 0),
A=(x,00yB=(0,y),conx>0ey>0,yenque la suma de los catetos es 10.
a) Exprese el area del triangulo AOB en funcion de x. ¢Para qué valor de x el &rea del tridngulo

AOB es lo mas grande posible? ;Qué valor tiene esta area maxima? [1,25 puntos]
b) Exprese la hipotenusa del triangulo AOB en funcion de x. ¢Para qué valor de x la hipotenusa del
triangulo AOB es lo mas pequefia posible? ¢Cuél es ese valor minimo? [1,25 puntos]

5. SeanlospuntosA=(0,0,1),B=(1,1,1),C=(-1,-1,1)yD=(1,0,1).
a) Compruebe que tres de estos puntos estan alineados. Determine cuéles son los tres puntos y
calcule la ecuacion continua y la ecuacién paramétrica de la recta que definen.  [1,25 puntos]
b) Calcule la ecuacion general o cartesiana del plano que determinan los cuatro puntos. [1,25
puntos]

6. La columna de la izquierda de la siguiente tabla muestra el esquema de un programa informatico
que se ha elaborado para encontrar soluciones aproximadas de una ecuacién f(x) = 0 en un intervalo
(a, b), sabiendo que f(a) - f(b) < 0. La columna de la derecha recoge un ejemplo de funcionamiento
del programa donde puede verse como actuaria para encontrar una solucion de la ecuacion

x+In(x) =0 entre los valoresa=0,5yb = 2.

Esquema del programa Ejemplo
1. Escribir “Introduzca un valor a” El usuario introduce a = 0,5
2. Escribir “Introduzca un valor b” El usuario introduce b = 2
3. Escribir “Introduzca una funcion f(x)” | El usuario introduce f(x) = x + In(x)
4. Calcular c = (a + b)/2 El programa calcula la mediaentreay by le

asigna el nombre ¢ = (0,5 + 2)/2 = 1,25
5. Sif(a) - f(b) <0, entonces reasignar b | El programa comprueba que f(0,5) * f(1,25) =

= C; en caso contrario, reasignar a = C. (0,5 +1In(0,5)) * (1,25 + In(1,25)) <0, por lo
tanto, reasigna b = 1,25
6. Repetir los pasos 4 y 5 tantas veces El programa va repitiendo la comprobacion
como haga falta hasta que f(a) — f(b) < anterior, cambiando cada vez los valores de a o
0,00000001 de b:
a b
inicio 0,5 2
iteracion1 0,5 1,25
iteracion2 0,5 0,875
iteracion3 0,5 0,6875
iteracion4 0,5 0,59375

iteracion5  0,546875 0,59375
iteracion 6 0,546875 0,5703125
iteracion 7 0,55859375 0,5703125

[...]

7. Cuando f(a) —f(b) < 0,00000001, Después de unas 30 iteraciones, el programa
escribir: «La solucién de la ecuacién es c» | escribe: «La solucién de la ecuacion es
y parar el programa 0,56714329»

a) Explique por qué este programa es capaz de encontrar una solucion aproximada de la ecuacion
x+In(x) =0 entre los valoresa=0,5y b = 2. [1,25 puntos]

b) Se quiere aplicar este programa para encontrar las tres raices de f (x) =x>—3x°+1 con valores

de a y b diferentes. Encuentre justificadamente entre qué valores a y b, para cada raiz, se debe
aplicar el programa para encontrar aproximaciones de cada una de las tres raices de la funcion.
[1,25 puntos]
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SOLUCIONES
) -1 1 2 0
1. Sean las matrices C = y A= :
-1 0 3 -1
a) Compruebe que C* =1,, donde I2 es la matriz identidad de orden 2, y deduzca que la matriz C es
invertible y que C™ =C?. Calcule C*#, [1,5 puntos]
b) Resuelva la ecuacion matricial C-X = A—21,. [1 punto]

a) Comprobamos que C* =1,.
, (-1 1)(-1 1 1-1 -1+0 0 -
C = = =
-1 0){-1 0 1+0 -1+0 1 -
3 2 0 -1)(-11 0+1 0+0 10
1 -1){-1 0 -1+1 1-0 0 1

Comprobamos que C es invertible viendo que su determinante es no nulo.

1
1
La matriz C es invertible. Calculamos C* y comprobamos que C™ =C?.

cl=|_

1
=0+1=1+0
0

-1 -1
: Adj
C| 1 1 -1

Calculamos C%%,

2022=674-3

3 3

C=1,=C=(C*) =(I,) =1, =C*=(C*) =(1I,)' =1, > ...

674

....... =C* =(C*)" =(1,)" =1,
Se cumple que C?922 = |,

b) Despejamos X en la ecuacion C-X = A-21,.
C-X=A-2l,=X =C‘1(A—2I2)
Sustituimos las matrices por su valor y obtenemos la expresion de la matriz X.

T A = B G

c-cma-(2 30 A0 2k )
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. -, 3 , . .
2. Considere la funcién f (X) =Xy sea a un nimero real estrictamente positivo.

a) Calcule la ecuacion de la recta t tangente a la gréafica de la funcion f en el punto de abscisa x = a.
Encuentre el punto de corte de la recta t con el eje de abscisas (en funcion de a).  [1,25 puntos]

b) Haga un esbozo de la gréafica de la funcion f y la recta t. Calcule el valor de a para que el area en
el primer cuadrante limitada por la funcion f, la recta t y el eje de abscisas sea 108 u?. [1,25
puntos]

a) La ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcién f en el punto de abscisa x = a tiene la
expresion y—f (a)=f"(a)(x—a).

F(x)=x > 1 (a)-a .
F(x)=x* - f'(x)=3x2—>f'(a):3a2}:> y—a’=3a’(x-a)=

=y=a’+3a’x-3a’=|y=3a’x-2a’

Hallamos el punto de corte de la recta t con el eje de abscisas (y = 0).

y =3a’x—2a’

0 }:Sazx—ZaS:O:>a2(3x—2a):0:>{a¢0}:
y:

:3x—2a:0:>3x:2a:>x:%a:> P(Z—;,Oj

El punto de corte de la recta t con el eje de abscisas es P(z—:,oj :

b) Dibujamos la grafica de la funcion y de la recta para a = 1.

x |y=x°
2| -8 )
1| -1 |
0 0
1 1
2 8
)/=1E’,a2x—2a3}:> y=3x-2
a=
X|y=3x-2 ! /
o] -2 1
1 1
2
1

Nos piden hallar el valor de “a” para que el 4rea del dibujo inferior valga 108 u?.
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Dibujamos el &rea paraa =1y paraa = 2.

[=22]
*'u
(%)
(%]
k%)
e

G

P(1, 13)

=

BN

(& 5]

.......... 21 V=X
- ¢ "
A(2/3,0)
A(4/3, 0)
- 2
y=3x-2 (a=))
1 1:12Y_16 (azz) ..........

Calculamos el valor del area para un valor de “a” cualquiera positivo como la suma del area bajo
la curva f (x) =X’ entre 0 y 2a/3 (pintado de verde) y el area entre la curva y la recta entre
2a/3 y a (pintado de rosa).

. 2al/3
Area = I

0

2al3 a
=Fx4} +Fx4—3a21x2+2a3x} ={
4 0 4 2 2al3
1(2a) 0* [1, 3 1(2aY" 3 ,(2aY 2a
== — | ——+|=a'-=a’a*+2a’-a|-| | — | —=a’| — | +2a°-— |=
4\ 3 4 4 2 4\ 3 2 3 3

_ 164 +1a4_§a4+2a4—3116 ey 120 Bae (13,512 A |1,
4 4 2 4 18 3 4 2 18 3 12

Igualamos el valor del area a 108 y obtendremos el valor de “a” pedido.

a 2al3 a
x3dx+I x3—(3a2x—2a3)dx=j x3dx+_[ x® —3a’x + 2a°dx =
2al3 0 2al3

%a“ =108 = a* =1296 = |a = ¥/1296 =6

El valor buscado es a=6.
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3. Considere el sistema de ecuaciones lineales
2X—-y+3z2=0
my+(3-m)z=-6
2X—y+mz=06

donde m es un parametro real.

a) Discuta el sistema para los diferentes valores del pardmetro m. [1,25 puntos]
b) Resuelva el sistema, si es posible, cuando m = 0 y cuando m = 3. En cada caso, dé la posicién
relativa de los tres planos en R®, [1,25 puntos]

a) Obtenemos un sistema triangular equivalente al dado aplicando el método de Gauss.

Ecuacion 32— Ecuacion1?
2X -y  4+mz =6
my+(3-m)z=—-6:= ox by -3z =0 =

(m-3)z =6— Nueva ecuacion 3

2X—Yy+ 3z=0

2X—Yy+ mz==6

2X—Yy+ 3z=0
= my+(3-m)z=-6
(m-3)z=6

Mirando los elementos de la diagonal principal nos planteamos tres situaciones diferentes.

CASO1 m=0ym=3.

En este caso el sistema se puede resolver obteniendo una solucién unica (Sistema compatible
determinado).

CASO 2. m=0
2x—-y+3z=0
El sistema queda 3z =-6 ¢, intentamos resolverlo.
-32=6
IX—y+37=0 2Xx—-y+3z=0
3z1=-6;,=> z:_—6:—2 =>2X-y-6=0=>y=2x-6=
-32=06 2
z:_—3:—2
X=t
= Solucion: sy =2t—6
z2=-2

El sistema tiene infinitas soluciones (Sistema compatible indeterminado)

CASO 3. m=3
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2Xx—-y+3z=0
El sistema queda 3y =-6} jlmposible!.
0=6

El sistema no tiene solucion (Sistema incompatible)

Resumiendo: Si m=0ym =3 el sistema es compatible determinado, si m=0 el sistema es
compatible indeterminado y si m=3 el sistema es incompatible.

b) Para m=0 las soluciones se han obtenido en el apartado a) : x=t; y=2t—-6; z=-2;teR.
Para m=3 el sistema no tiene solucion.

Para m=0 los tres planos se cortan en una recta r cuya ecuacion en paramétricas es la expresada

X=t
por sus soluciones r=qy=2t-6.
72=-2

Para m=3 los tres planos no coinciden en ningun punto.
2x-y+3z=0

Los tres planos tienen ecuaciones: 3y = —6 . El plano primero y tercero son paralelos y
2X-y+32=06

son cortados por el plano segundo.
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4. En R?, considere los triangulos rectangulos que tienen los vértices en los puntos O = (0, 0),
A=(x,00yB=(0,y),conx>0ey>0,yenque lasuma de los catetos es 10.
a) Exprese el area del triangulo AOB en funcion de x. ¢Para qué valor de x el area del triangulo AOB

es lo mas grande posible? ;Qué valor tiene esta &rea maxima? [1,25 puntos]
b) Exprese la hipotenusa del triangulo AOB en funcion de x. ¢Para qué valor de x la hipotenusa del
triangulo AOB es lo méas pequefia posible? ;Cual es ese valor minimo? [1,25 puntos]

La situacion planteada es la del dibujo:

\

\

o0, 0) A(x, 0)

Tenemos que x+y=10=y=10-xX.

a) El area del triangulo AOB es la mitad del producto de la base (x) por la altura (y).

< Xy 2
Area AOB=—= . X-(10 - X -
red 2 = AreaAOB = f (x)= ( 5 ):1OX2 X =—%x2+5x

y=10-X

Utilizamos la derivada para hallar el maximo de la funcion.

f(x):—1x2+5x:> f'(x):—%2x+5=—x+5

f’(x):0:>—x+5:0:>

En x = 5 hay un punto critico de la funcidn. Sustituimos este valor en la derivada segunda para
Ver si es un maximo o un minimo.

f(x)=—x+5=f"(x)=—1= f7(5)=-1<0

La funcion “area” presenta un maximo en X = 5.

Calculamos el 4rea parax =5 > Area AOB = f (5) = —%-52 +5-5= % =12.5u°
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b) Aplicando el teorema de Pitagoras tenemos que:

h? =x*+y* = x2+(10—x)2 = x* +100—20x + x* = 2x* —20x +100 =

= h(x)=/2x* -20x+100

La expresion que nos da el valor de la hipotenusa en funcién de x es h(x) = \/sz —20x+100 .

Hallamos los puntos criticos de la funcion “hipotenusa’” usando la derivada.

4x—20 ~ 2x—10
22x2 —20%x+100  /2x% —20x +100

h"(x) =

h(x)=0= 210 :O:>2x—10:0:>2x=10:>x:%=5

J2x% —20x+100

Estudiamos el signo de la derivada antes y después de este valor para saber si es un minimo o no.

2-10 -8
J2-20+100 /82

< 0. La funcién

e En (0,5) tomamos x = 1y la derivada vale h"(1)=

decrece en (0,5).

e En (5,+) tomamos x = 6 y la derivada vale h’( 1210 >0.La

Jz 6° —120+100 J_

funcién crece en (5,+).

La funcién “hipotenusa” presenta un minimo en X = 5.
Para x = 5 la hipotenusa toma un valor de h(5 \/2 5% —20-5+100 =+/50 =|5v2 = 7.07u
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5. Sean los puntosA=(0,0,1),B=(1,1,1),C=(1,-1,1)yD=(1,0, 1).

a) Compruebe que tres de estos puntos estan alineados. Determine cuales son los tres puntos y calcule
la ecuacion continua y la ecuacion paramétrica de la recta que definen. [1,25
puntos]

b) Calcule la ecuacion general o cartesiana del plano que determinan los cuatro puntos. [1,25 puntos]

a) Obtenemos las coordenadas de los vectores que unen cada par de puntos.

AB=(1,11)-(0,0,)=(1,1,0)
AC =(~1,-1,1)-(0,0,1)=(~1,-1,0)
AD =(1,0,1)-(0,0,1)=(10,0)

Los vectores AB y AC tienen coordenadas proporcionales por lo que estan alineados los puntos
A ByC.

Los vectores AB y AD no tienen coordenadas proporcionales por lo que el punto D no esta
alineado con los puntos Ay B.

Hallamos la ecuacién de la recta r que pasa por los puntos A, B y C y que tendrd como vector
director el vector AB.

. X=4

v=AB=(110) . o
=|r:3y=4, 4 e R| Ecuacion parametrica

A(0,0,l)er ;=1

Ecuacién continua

y_z-1
1 0

| >

v=AB=(110)
=|I:
0

b) Como tres de estos puntos estan alineados (A, B y C) y el cuarto (D) no lo esta definen un Gnico
plano . Basta tener en cuenta los puntos A, By D.

Los vectores directores del plano pueden ser AB y AD.

u=AB=(110) Xy z-
v=AD=(10,0)}=7z:[1 1 0 |=0=[z:z-1=0|Ecuaci6n general
A(0,0,1)€7Z' 1 0 O
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6. La columna de la izquierda de la siguiente tabla muestra el esquema de un programa informatico
que se ha elaborado para encontrar soluciones aproximadas de una ecuacién f(x) = 0 en un intervalo
(a, b), sabiendo que f(a) - f(b) < 0. La columna de la derecha recoge un ejemplo de funcionamiento
del programa donde puede verse como actuaria para encontrar una solucién de la ecuacion

x+In(x)=0 entre los valoresa=0,5y b = 2.

Esquema del programa Ejemplo
1. Escribir “Introduzca un valor a” El usuario introduce a = 0,5
2. Escribir “Introduzca un valor b” El usuario introduce b = 2
3. Escribir “Introduzca una funcion El usuario introduce f(x) = x + In(x)
f(X)”
4. Calcular c = (a + b)/2 El programa calcula la mediaentreay by le

asigna el nombre ¢ = (0,5 + 2)/2=1,25

5. Sif(a) - f(b) <0, entonces reasignar | EIl programa comprueba que f(0,5) * f(1,25) =
b = c; en caso contrario, reasignara= | (0,5 +In(0,5)) * (1,25 + In(1,25)) <0, por lo

C. tanto, reasigna b = 1,25

6. Repetir los pasos 4 y 5 tantas veces | El programa va repitiendo la comprobacién
como haga falta hasta que f(a) — f(b) < | anterior, cambiando cada vez los valores de a o

0,00000001 de b:
a b
inicio 0,5 2
iteracion1 0,5 1,25
iteracion2 0,5 0,875
iteracion3 0,5 0,6875
iteracion4 0,5 0,59375

iteracion5  0,546875 0,59375
iteracion 6  0,546875 0,5703125
iteracion 7 0,55859375 0,5703125
[...]

7. Cuando f(a) —f(b) < 0,00000001, Después de unas 30 iteraciones, el programa
escribir: «La solucién de la ecuacion es | escribe: «La solucién de la ecuacion es

c» y parar el programa 0,56714329»
a) Explique por qué este programa es capaz de encontrar una solucién aproximada de la ecuacion
x+In(x)=0 entre los valoresa=0,5y b = 2. [1,25
puntos]

b) Se quiere aplicar este programa para encontrar las tres raices de f (x) =x>—3x°+1 con valores de

ay b diferentes. Encuentre justificadamente entre qué valores a y b, para cada raiz, se debe aplicar
el programa para encontrar aproximaciones de cada una de las tres raices de la funcién.
[1,25 puntos]

a) Para que el programa pueda encontrar una solucién a una ecuacion f(x) = 0 entre a y b es necesario
que la funcion f(x) cumpla el teorema de Bolzano, es decir que la funcion sea continua en [a, b] y
que f(a) y f(b) sean de distinto signo, es decir que f(a)-f(b) < 0. En este caso el teorema de Bolzano
nos asegura la existencia de una raiz dentro del intervalo (a, b).

En el ejemplo concreto en el que se ha aplicado el programa, podemos ver que la funcion

f (x) =X+ In(x) es continua en el intervalo [0.5, 2] ya que es la suma de dos funciones continuas

en este intervalo, concretamente una funcion polinémica de primer grado y la funcion logaritmica
gue es continua en todo su dominio Dom(In(x)) = (0,+).

Vemos también qué £(0,5)- A2) = (0,5+77(0,5)) - (2+/7(2)) < 0 lo que demuestra que existe una
solucion de la ecuacién en [0,5, 2].
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b)

Lo que hace el programa es encontrar el punto medio ¢ entre los valores a y b, y buscar en qué
intervalo cambia de signo la funcion; si lo hace en el intervalo [a, c] lo que hace es tomar como
nuevo valor de b el punto medio c, y de esta forma tenemos un nuevo intervalo [a, b] que vuelve
a cumplir el teorema de Bolzano, puesto que la funcion cambia de signo y es continua en este
nuevo intervalo. En caso de que el cambio de signo se produzca en el intervalo [c, b], lo que se
hace es tomar como nuevo valor en el punto medio c. En este caso también tiene un nuevo intervalo
[a, b] que cumple el teorema de Bolzano. En uno y otro caso reducimos a la mitad la anchura del
intervalo inicial. Repitiendo estos pasos varias veces conseguiremos acercar tanto como se quiera
los valores de a y b obteniendo asi una aproximacion de la raiz que, por el teorema de Bolzano,
esta garantizada en ese intervalo.

Las funciones polindmicas son continuas, por tanto, s6lo necesitamos encontrar entre qué valores
se encuentran las raices. Una posibilidad seria empezar a hacer una tabla de valores exhaustiva
hasta encontrar algunos valores en los que la funcién cambia de signo y a partir de ahi contestar a
la pregunta, pero la mejor forma de encontrar los valores entre los que hay solucién, y estar seguro
de que esta solucién es Unica es hacer una tabla de comportamiento identificando sus extremos
relativos, en este caso:

f7(x)=3x"-6x=3x(x—-2)
x=0

f'(x):0:>3x(x—2):0:>{X:2

de donde vemos que x = 0 y x = 2 son los puntos criticos de la funcion. Estudiamos el signo de la
derivada antes, entre y después de estos dos valores.
e Enelintervalo (—o,0) tomamos x = -1y la derivada vale f"(-1)=3(-1)(-1-2)=9>0.
La funcion crece en (—,0).
e Enelintervalo (0,2) tomamos x = 1y la derivada vale f(1)=3(1-2)=-3<0.La
funcién decrece en (0,2).
e Enelintervalo (2,+0) tomamos x = 3y la derivada vale f’(3)=3-3(3—-2)=9>0.La

funcion crece en (2,+).
La funcidn sigue el esquema:

También sabemos que f (0)=0>-3-0°+1=1>0y f(2)=2°-3-2"+1=-3<0.

Este comportamiento de la funcion nos indica que el polinomio tendra una raiz entre 0y 2, puesto
que en este intervalo la funcién es continua y cambia de signo, y también habra una solucién antes
de 0 y otra después de 2. Debido a que en estos tres intervalos la funcién es mono6tona (la derivada
ya no cambia de signo) cuya raiz sera Unica en cada uno de los intervalos. Ahora solo es necesario
encontrar un valor anterior a 0 y un posterior a 2 en los que la funcion cambie de signo.

Por ejemplo para x = —1> f (-1) =(-1)* —=3(~1)" +1=-3 <0. Como f(0) = 1 > 0, la funcién
cambia de signo en el intervalo [—1, 0]

Parax=3-> f(3)=3° —3(3)2 +1=1>0.Como f(2) = -3 <0, la funcién cambia de signo en el
intervalo [2, 3].

Como conclusion, el programa podra encontrar tres soluciones, una en cada uno de los intervalos
[-1, 0], [0, 2] y[2,3].
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Proves d’accés a la universitat

Matematicas

Serie 1

Responda a CUATRO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique siempre qué
quiere hacery por qué.

Cada cuestion vale 2,5 puntos.

Puede utilizar calculadora, pero no se permite el uso de calculadoras u otros aparatos
gue pueden almacenar datos o que pueden transmitir o recibir informacion.

Puede utilizar las paginas en blanco (paginas 14 y 15) para hacer esquemas, borradores,
etc., 0 para acabar de responder a alguna cuestion si necesita mas espacio. En este ultimo caso,
debe indicarlo claramente al final de la pagina de la cuestion correspondiente.

1. Considere el sistema de ecuaciones lineales siguiente, que depende del parametro real k:
X+ky+z=3+k

kx+y+z=4
X+3y+z=5

a) Discuta el sistema para los diferentes valores del parametro k. [1,25 puntos]
b) Resuelva, si es posible, el sistema para el caso k = 1, y haga una interpretacion geometrica.
[1,25 puntos]

2. a) Dada la funcion f (x) :i, calcule la ecuacion de la recta tangente a y = f(x) en el punto de
X

abscisa x =1. Encuentre también la ecuacion de la recta normal a y = f(x) en ese mismo punto.

[1,25 puntos]

b) Haga un esbozo de las graficas de la curva y = f(x) y de la recta 4x +y = 8, y calcule el area
delimitada per estas dos gréaficas, el eje de abscisas y la recta vertical x = 3. [1,25 puntos]

3. En R® se dan los puntos A=(3,1,1),B=(0,0,1),C=(4,1,2) yD = (1, 1, t), donde t es un valor
real.
a) ¢Para qué valor de t los cuatro puntos son coplanarios? [1 punto]
b) Encuentre el valor de t para que el tetraedro (irregular) que forman los cuatro puntos tenga un
volumen de 5ud. [1,5 puntos]
Nota: El volumen de un tetraedro definido por los vectores vi1 , v2 y v es igual a un sexto del valor

. : 1
absoluto del determinante de la matriz formada por los tres vectores, V = E|det(vl,v2,v3 )|
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4. a) En la figura se muestra la grafica de la funcion f(x).
Represente de manera esquematica la gréfica de la funcién
derivada de f(x). Explique el razonamiento que ha seguido. [1,25

puntos]
b) Calcule los valores de a y b para que la funcién

g(x)=ax’+bx* +1tenga un punto de inflexién en x =

y

N |-

su derivada en este punto sea —g. [1,25 puntos] /

a a 0

5.Sealamatriz A=| 2 a+1 a-1 |, enlaqueaesunpardmetro real.

2a+1 O -a—-3

a) Encuentre para que valores de a la matriz A es invertible. [1 punto]
b) Compruebe que, para el caso a = 3, la matriz A es invertible y resuelva la ecuacion matricial

6 3 3

AX =B—-31,donde Beslamatriz B={2 5 2
1 1 4

[1,5 puntos]

X3

6. Considere la funcion f(x)= >
X_
a) Estudie si tiene puntos criticos y, en caso de tenerlos, justifique de qué tipo son. Determine
también cuéles son los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion. [1,5 puntos]
b) Compruebe que la ecuacidn f(x) = 0 tiene una Unica solucion en el intervalo (-2, 1). [1 punto]
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SOLUCIONES

1. Considere el sistema de ecuaciones lineales siguiente, que depende del parametro real k:
X+ky+z=3+k

kx+y+z=4
X+3y+z=5

a) Discuta el sistema para los diferentes valores del parametro k. [1,25 puntos]
b) Resuelva, si es posible, el sistema para el caso k = 1, y haga una interpretacion geométrica.
[1,25 puntos]

1 k 1
a) La matriz de coeficientes asociada al sistema es A= k 11 y la matriz ampliada es
1 31
1 k 1]3+k
A/IB=lk 1 1| 4
1 3 1| 5

Calculamos el determinante de A y lo igualamos a cero, para estudiar su rango en funcion del
parametro k.

1 K
A=k 1 2=1+k+3k-1-K?-3=—k?+4k—3
1 3
. —4+2:1
|A|=o:>—k2+4k—3:o:>k=_4i\/4 “HN(ES) _Ax2 |2
2 -2 |A-2 g
i

Nos planteamos tres situaciones diferentes que analizamos por separado.

CASO 1. k#1yk=#3

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el rango de A/B y el
namero de incognitas.
El sistema es compatible determinado (una Unica solucion)

CASO 2. k=1
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3. Dado lo sencillo del sistema
analizamos el sistema resolviéndolo.
Vemos como queda el sistema:

X+y+z=4
X+y+z=4
X+3y+z2=5
Intentamos resolverlo utilizando el método de Gauss.
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X+y+z=4
X+y+z=4 =

{Ecuacién 12 = Ecuacion Za} {x+ y+z=4 {x+ y=4-1
= =
X+3y+z=5

=
Quito ecuacion 12 X+3y+z=5 X+3y=5-z

X=4-2-y 1 1
= =>4-7-y+3y=5-7=2y=1=|y==|=>X=4-71--=
X+3y=5-12 2 2
7
=>|X=-2+—
2
. : 7 1 :
Las soluciones del sistema son x=—t+5; y=§; z=t, siendo teR

El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones)

CASO 3. k=3
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3. Dado lo sencillo del sistema
analizamos el sistema resolviéndolo.
Vemos como queda el sistema:

X+3y+z2=6
3X+y+z=4
X+3y+z=5
Intentamos resolverlo con el método de Gauss.

X+3y+2=6

3X+y+z=4 —jlmposible!

X+3y+z=5

Es imposible resolver el sistema pues tiene dos ecuaciones con el primer miembro igual y el
segundo miembro distinto.
El sistema es incompatible (Sin solucion)

Resumiendo: El sistema es compatible determinado para k # 1 y k # 3. Es compatible
indeterminado para k = 1. Es incompatible para k = 3.

b) Las soluciones del sistema para k = 1 se han obtenido en el apartado anterior y son

x=—t+z; y:l; z=t, siendo teR.
2 2
X+y+z=4

El sistemaes < x+y+z=4
X+3y+z=5

La solucion del sistema son los puntos de una recta que
resulta de cortarse los planos de las ecuaciones 12 y 22 que
son coincidentes con el plano de la ecuacion 32. /
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2. a) Dada la funcion f (x)= ﬂ, calcule la ecuacion de la recta tangente a y = f(x) en el punto de
X

abscisa x =1. Encuentre también la ecuacion de la recta normal a y = f(x) en ese mismo punto.
[1,25 puntos]

b) Haga un esbozo de las graficas de la curva y = f(x) y de la recta 4x + y = 8, y calcule el area
delimitada per estas dos gréficas, el eje de abscisas y la recta vertical x = 3.  [1,25 puntos]

a) La ecuacion de la recta tangente a f(x) en x = 1 tiene ecuacion y— f (1)= f (1)(x—1).

f(X)zg—)f'(X):———)f'(l):__:_Ar

()= =4p=y-4=-4(x1)=[/= 49

f'(l):_4 -1 1 15
fl)=4:=>y- =_—4(x—1):> y=ZX+Z
y-fU):ffé)x—n

b) El dominio de la funcién f(x):i es R—{0}. Su derivada es f ’(x)=—i2, que es siempre
X X

negativa y por tanto la funcién siempre es decreciente.
Obtenemos los puntos de corte de curva y recta.

4 4
Fix)=21  f(x)=2
(x) X = (x) X :>£:8—4x:>4:8x—4x2:4x2—8x+4:0:
4x+y=8 y =8-4x X
2+,/(-2)" -4
:>x2—2x+1:0:>x:%:§:1

Curva y recta coinciden solo en el punto (1, 4)

Hacemos una tabla de valores y dibujamos las gréficas de curva f (x)= ﬂ, la recta 4x +y =8,
X

asi como la recta vertical x = 3.

X f(x):ﬂ X | y=8-4x x=3|y
X

1 7 1 4 3 0

5 5 2 0 3 1

3 4/3 3 -4 3 12
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(1, 4)

BN

(&5

= |

[:%)

Aread

[

v=8-4x

El area de la zona pedida la hemos dividido en dos recintos, la parte coloreada de rosa es de algo
mas de 1.5 cuadraditos y el area de la zona verde es algo menos de 1 cuadradito. En total los dos
recintos suman algo menos de 3 cuadraditos.

Calculamos su valor exacto usando el calculo integral.

2 2

Areal=j£—(8—4x)dx:_|'

lX 1

=[4In2-16+8]-[4In1-8+2]=4In2-2

f—8+4xdx:[4ln x—8x+2x2]2 =
X 1

3
Area2:fgdx=[4ln x]z =4In3-4In2

2

Areatotal = Areal+ Area2=4In2-2+4In3-4In2=|4In3-2 ~ 2.394 u?
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3. En R® se dan los puntos A=(3,1,1),B=(0,0,1),C=(4,1,2) yD =(1, 1, t), donde t es un valor
real.

a) ¢Para qué valor de t los cuatro puntos son coplanarios? [1 punto]

b) Encuentre el valor de t para que el tetraedro (irregular) que forman los cuatro puntos tenga un
volumen de 5u®. [1,5 puntos]

Nota: El volumen de un tetraedro definido por los vectores vi, v2 y vs es igual a un sexto del valor

. . 1
absoluto del determinante de la matriz formada por los tres vectores, V = E|det(vl,v2,v3 )|

a) Hallamos la ecuacién del plano T que contiene a los puntos A, B'y C. Luego hacemos que el punto
D pertenezca al plano .

A3 L1
AB=(0, 0, 1)—(3, 1, 1)=(-3,-1,0
o = B=0.0. - L 9210
AB LY AC=(4,12)-(3 1 1)=(101
c(4,1,2):> =(4 1 2)=(3. 1 1)=(101)
B(0,0,l)éﬂ' X y 7—
ﬁ=ﬁ=(—3,—1,0) =>7z:-3 -1 0 |=0=>-Xx+z-1+3y=0=|7:x-3y-z+1=0
v=AC =(10,1) 1 0 1

Para que los cuatro puntos sean coplanarios el punto D(1,1, t) debe pertenecer al plano .

r:X=3y—-2z+1=0
D(11 t)ex

}:1—3—t+1:0:>

b) Consideramos los vectores AB =(-3,~1,0), AC =(1,0,1) y AD.
Hacemos que el volumen que obtenemos con la férmula proporcionada por el ejercicio sea 5.

)} = AD=(1 1, t)-(3 1 1)=(-2,0,t-1)

3 -1
V=1‘o|et(ﬁ,ﬁ,ﬁ)‘=l 1 0 1 =1|2+t—14=M t+1]
6 6 6 6 ' =>—=5=

2 0 t-1 -
Volumen =5

t+1=30—> [t =29]
t+1=-30—[t=-31]

:>|t+1|=30:>{

Hay dos soluciones posibles: t =29 ot = -31.
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4. a) En la figura se muestra la gréafica de la funcién f(x). Represente de
manera esquematica la grafica de la funcion derivada de f(x). Explique
el razonamiento que ha seguido. [1,25 puntos]

b) Calcule los valores de a y b para que la funcion g(x)=ax’+bx’+1

. L, 1 .
tenga un punto de inflexion en x = > y su derivada en este punto sea

—g. [1,25 puntos]

a) La funcién derivada se anula en el maximo y el minimo de la funcion, es decir, f '(0) =0y
f’(1)=0.
Antes de x = 0 la funcidn crece, por lo que su derivada es positiva, pero acercandose al valor 0.
Entre x = 0y x = 1 la funcion decrece, por lo que su derivada es negativa. Después de x =1 la
funcidn es creciente y por tanto su derivada debe ser positiva.

2

4 \ /

b) Si la funcion g(x):ax3+bx2+1 tiene un punto de inflexioén en x:% entonces su derivada
segunda se anula para dicho valor, g (1/2) = 0.

g(x)=ax+bx’ +1= g’(x) =3ax’ + 2bx = g"(x) = 6ax+ 2b

= 6a1+2b =0=
g"(1/2)=0} 2

=3a+2b=0=>|a=—=h

Como ademas la derivada en x :% vale —g tenemos que g"(1/2) = -3/2.

g'(x) =3ax® + 2bx

2
(1) 3 33&(%) +2b(1j=—§:>3—a+b=—§:> 3a+4b=-6
g — = ——

2 4

Unimos las dos condiciones en un sistema y determinamos el valor de ay b.

2
S
4773 :3[—gb]+4b:—6:>—2b+4b:—6:>2b:—6:>|b:—3|:>|a:2|
3
3a+4b=-6

Los valores buscadossona=2yb =-3.
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a a 0
5.Sealamatriz A=| 2 a+1 a-1 |, enlaqueaesunpardmetro real.
2a+1 0 -a-3

a) Encuentre para que valores de a la matriz A es invertible. [1 punto]

b) Compruebe que, para el caso a = 3, la matriz A es invertible y resuelva la ecuacion matricial
6 3 3

AX =B-3l,dondeBeslamatriz B={2 5 2 [1,5 puntos]

11 4

a) La matriz es invertible si su determinante es no nulo.

a 0
|Al=| 2 a+l a-l|=a(a+l)(-a-3)+a(a-1)(2a+1)-2a(-a-3)=
2a+1 0 -a-3
=a[(a+1)(-a-3)+(a-1)(2a+1)-2(-a-3)]=
:a[—az—Ba—,a(—3+2a2+/a’—‘za—1+‘za+6]:

:a[a2 —3a+2]

:2:

QD

|A|=0:>a[a2—3a+2]=0:>

3+,(-3) -8 3+
a’-3a+2=0—a= (-3) _ 3+l
2 2

3+1
2
3-1
2

El determinante de Ase anulaparaa=0,a=1ya=2.
La matriz A tiene inversa cuando el valor de a es distinto de 0, 1y 2.

b) Por lo visto en el apartado a) para a = 3 la matriz A es invertible al ser un valor distinto de 0, 1 y
2.

0

Para a = 3 la matriz A queda A= 2

o b~ W

3
2
7 —6
0
2

=—72+42+436=6%0

o b~ W

3
Su determinante vale |A| =2

7 -6
Determinamos su inversa.
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3 2 7 4 0 3 0 3 4

Adj|3 4 0 2 —6‘ _‘o —6‘ "o 2

ja Adi(A) (o2 6) 1 _‘2 7‘ 2 7‘ Pp 2

A 6 6 |2 6 [0 -6 [0 2

27 B7 32

"l o‘ _‘3 o‘ "3 4
24 18 6 4 3 1
A=l 26 18 6|=| 13/13 3 -1
28 21 &) |-14s3 772 1

Despejamos X de la ecuacién matricial.
AX=B-3l=> X = A‘l(B—3I)

Sustituimos el valor de la inversa de A, la matriz B y la matriz identidad.

X =A*(B-3)
4 3 1)[(6 33} (100
X=|13/3 -3 -1|[|2 5 2|-3/0 1 0©
~14/3 7/2 1)|\1 1 4) (0 0 1
4 3 13 33
X=|13/3 -3 -1{[2 2 2
~14/3 7/2 1)1 1 1

-12+6+1 -12+6+1 -12+6+1
X=| 13-6-1 13-6-1 13-6-1
-14+7+1 -14+7+1 -14+7+1

-5 -5 -5
X=|6 6 6
-6 6 -6
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3

. . X
6. Considere la funcién f(x)= 5
X —
a) Estudie si tiene puntos criticos y, en caso de tenerlos, justifique de qué tipo son. Determine también
cuales son los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion. [1,5 puntos]

b) Compruebe que la ecuacion f(x) = 0 tiene una Unica solucion en el intervalo (-2, 1).  [1 punto]

a) lgualamos a cero su derivada.

f(x)= X = f’(x)= 3x2(x_2)2_x3 _ 3X3—6X22—X3 _ 2x3—6>:2 _ 2x2(x_23)
X— (X—Z) (X—Z) (X—Z) (X—Z)

, 2x* (x—3) x=0
Fx)=0=>" "0
(x—2)2 {x3:0:>

La funcidn presenta dos puntos criticos: x =0, x = 3.

Estudiamos la evolucion del signo de la derivada antes, entre y después de estos dos valores.
Afadimos el valor x = 2 en el que la funcion no existe y por tanto es discontinua.

1) (-1-
e En (—o,0) tomamos x = -1 la derivada vale f '(-1)= (( )1(2) )=E<0 La

funcion es decreciente en (—oo, 0).

2(1)°(1-3) -
e En (0, 2) tomamos x = 1y la derivada vale f (1) = % = T4 <0. La funcion es
decreciente en (0,2).

2(2.5)(2.5-3) -125

= <0.La
(25-2) 0.25

e En (2,3) tomamos x = 2.5y la derivada vale f (1) =

funcion es decreciente en (2,3).

2(5)°(5-3) 100

—=——>0. La funcion
(5-2) 9

e En (3, +oo) tomamos x = 5y la derivada vale f "(x) =
es creciente en (3,+).

La funcion sigue el esquema siguiente.

S

SR i I
n 2 3

La funcion es decreciente en (—o,2)U(2,3) y creciente en (3,+x).
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La funcion presenta un minimo relativo en x = 3.

Como x = 0 es punto critico (derivada vale 0) y la funcion decrece en un entorno del punto, la
funcién no puede presentar ni un maximo ni un minimo luego la funcion presenta un punto de
inflexion en x = 0.

es continua en el intervalo (-2, 1) ya que es cociente de polinomios y

2
no se anula el denominador en dicho intervalo. Como f(-2) = % =2>0y

b) La funcion f(x)=

r - - : i
f@)= 15 =-1<0 la funcion toma valores de distinto signo a ambos extremos del intervalo,
podemos aplicar el teorema de Bolzano y afirmar que existe un valor “c” del intervalo (-2, 1)
donde se anula la funcion, es decir, f(c) = 0.
Como hemos visto en el apartado a) la funcion es decreciente en el intervalo (-2, 1), por lo que
no puede haber otro valor en el intervalo donde se anule la funcion.
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PAU junio (serie 2) 2021
AN Generalitat de Catalunya
A Consell Interuniversitari de Catalunya
Oficina d’Acces a la Universitat

Proves d’accés a la universitat

Matematicas

Serie 2

Responda a CUATRO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique siempre qué
quiere hacery por qué.

Cada cuestion vale 2,5 puntos.

Puede utilizar calculadora, pero no se permite el uso de calculadoras u otros aparatos que
pueden almacenar datos o que pueden transmitir o recibir informacion.

Puede utilizar las paginas en blanco (paginas 14 y 15) para hacer esquemas, borradores,
etc., 0 para acabar de responder a alguna cuestion si necesita mas espacio. En este ultimo caso,
debe indicarlo claramente al final de la pagina de la cuestion correspondiente.

1. Considere la pardbola y=4—x? y un valor a > 0.

a) Compruebe que la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la parabola en el punto de abscisa
X =a esy calcule los puntos de corte de esta recta tangente con los ejes de coordenadas.
[1,25 puntos]
b) Calcule el valor de a > 0 para que el &rea del tridngulo determinado por esta recta tangente y los
ejes de coordenadas sea minima. [1,25 puntos]

2. Considere el sistema de ecuaciones lineales siguiente, que depende del parametro real p:
pPX+Yy+z2=2

2X+ py+ p’z=1

2X+y+2=2
a) Discuta el sistema para los distintos valores del parametro p. [1,25 puntos]
b) Resuelve, si es posible, el sistema para el caso p = 2. [1,25 puntos]
. _ o x=1 vy
3. Considere el punto P = (-1, 3,1), el plano z: x =y y larecta r =37 z-2.

a) Encuentre las coordenadas del punto P’ simétrico a P respecto del plano z.  [1,25 puntos]
b) De todos los planos que contienen la recta r, encuentre la ecuacion cartesiana del que es
perpendicular al plano z. [1,25 puntos]
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In(x
4. Sea la funcion f(x) = L definida en el dominio x > 0, donde In es el logaritmo neperiano.
X

a) Encuentre las coordenadas de un punto de la curva y = f(x) en el que la recta tangente a la curva
sea horizontal y analice si la funcidn tiene un extremo relativo en este punto. [1 punto]

b) Determine si la funcion f(x) tiene alguna asintota horizontal. [0,5 puntos]

c) Calcule el &rea de la region delimitada por la curva y = f(x) y las rectas x = 1 y x = e. Haga un

dibujo aproximado de la grafica de la funcion en el dominio 0 < x <5, donde quede representada
el &rea que ha calculado.

[1 punto]
0 01
5.a) Dada lamatriz A=| 1 0 0 |, resuelve la ecuacion matricial A°X = A—31, donde I es la
010
matriz identidad. [1,25 puntos]
b) Una matriz cuadrada M satisface que M®—-3M?+3M —1 =0, donde | es la matriz identidad.
Justifique que M es invertible y exprese la inversa de M en funcion de las matrices M e 1.
[1,25 puntos]

6. Considere la funcion f(x) =" —x—1.

a) Estudie la continuidad, los extremos relativos y los intervalos de crecimiento y decrecimiento.
[1,25 puntos]

b) Demuestre que la ecuacion f(x) = 0 tiene exactamente dos soluciones entre x = -1y x = 3.
[1,25 puntos]
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SOLUCIONES

1. Considere la parabola y=4—x? y un valor a > 0.

a) Compruebe que la ecuacion de la recta tangente a la gréafica de la parabola en el punto de abscisa
x=a es y calcule los puntos de corte de esta recta tangente con los ejes de coordenadas.
[1,25 puntos]

b) Calcule el valor de a > 0 para que el area del triangulo determinado por esta recta tangente y los
ejes de coordenadas sea minima. [1,25 puntos]

a) La recta tangente a la gréfica de la parabola en x =a tiene ecuaciéon y—f (a)=f (a)(x—a).

X)=4-x" > f(x)=-2x—> f (a)=-2a; = y-(4-a’)=-2a(x-a)=

= y-4+a’°=-2ax+2a° = y=-2ax+2a°+4-a’=|y=-2ax+a’+4

Hallamos los puntos de corte de la tangente con los ejes coordenados.

y =—2ax+a’ +4

}:y:—0+az+4:a2+4:> P(0,a’+4)
x=0

y=-2ax+a’ +4

2 2
}:>0=—2ax+a2+4:>2ax=a2+4:>x: a2+4:> Q(a +4,0]
a

y=0

\ 1
\

P(0.a" +4)

-
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b) Consideramos el tridngulo determinado por los puntos de corte de la tangente con los ejes de
coordenadas.

% Pl0.a" +4)

/ a’+4

— '

a +4
2a
El area del tridngulo es la mitad del producto de la base por la altura.

Derivamos esta funcion.

NG

2 .Aa — 2 2 ) B , 5
Ala)=-—-~= A'(a)=2(a +4)2a-4a-4(a’ +4) 16a’(a’+4)-4(a’+4)
da

(4a)’ 16a”

=

o 4a*(a* +4)-(a’ +4)2 _ (a® +4)[4a2 -(a’ +4)} _ (a®+4)[4a*-a* 4]
=A(a) 4a° 43° 43? =

(a*+4)[3a* - 4]
4a°

= A’(a)=

La igualamos a cero en busca de los extremos relativos
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2 _ 2 _ . ;
, (a2+4)[3a2—4] a‘+4=0—>a°=-4—iNoes posible!
A(a):0:> =00

4a*

3a2—4:0—>3a2:4—>a2:§:> a:i\/g

Como la funcién se define para a > 0 estudiamos la variacién del signo de la derivada entre

a=0ya= +\/§ y después de este valor.

e En (O, +\/§] tomamos a = 1y la derivada vale A’(1)= %4[3_4] = —% <0.La
., 4
funcion decrece en (O, +\/§]
4+4)[12—4]

e En [\E +Ooj tomamos a = 2 y la derivada vale A"(2)= ( >0. La funcién

creceen | ,|—,+o |.
3

La funcidn es continua y sigue el esquema siguiente:

[
[FE

=
+ =
| de

kl

23

. . - 4
La funcion area tiene un minimo para a=+\/; 3
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2. Considere el sistema de ecuaciones lineales siguiente, que depende del parametro real p:

pPX+Yy+z2=2
2X+ py+ p’z=1
2X+y+2=2
a) Discuta el sistema para los distintos valores del pardmetro p. [1,25 puntos]
b) Resuelve, si es posible, el sistema para el caso p = 2. [1,25 puntos]
p 1 1
a) La matriz de coeficientes asociada al sistema es A=l2 p p2 y la matriz ampliada es
2 1 1
p 1 1 ]2
A/IB=|2 p p°|1]|
2 1 1|2

Calculamos el determinante de A y lo igualamos a cero, para estudiar su rango en funcion del
parametro p.

A=

N N ©

1 1
p p’l=p’+2p*+2-2p-2-p°=-p°+3p°-2p
1 1

|Al=0=>-p°+3p°-2p=0=-p(p’-3p+2)=0=

p=0
- 3+1_2_
3+4/(-3) -8 T
= p’-3p+2=0->p= (9) _3_ ]2
2 2 3-1

Nos planteamos cuatro situaciones diferentes que analizamos por separado.

CASO 1l p#0,p#lyp=2

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el rango de A/B y el
namero de incognitas. El sistema es compatible determinado (una Unica solucion)

CASO 2. p=0
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
y+z=2
Vemos como queda el sistema: {2X=1 . Intentamos resolverlo.
2X+Yy+2=2
y+z=2
y+z=2
1 y+z=2 y+z=2 .
2x =1 =4|x===05| = = — jlmposible!
2 1+y+z=2 y+z=1
2X+y+2=2
2X+y+2=2
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El sistema es incompatible (Sin solucion)

CASO 3. p=1

En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3. Dado lo sencillo del sistema
analizamos el sistema resolviéndolo.

X+y+2=2

Vemos como queda el sistema; § 2X+Y+Z=1|ntentamos resolverlo
2X+y+2=2
X+y+2=2

2X+Yy+2z=1|—jlmposible!

2X+Yy+2=2

El sistema es incompatible (Sin solucion)

CASO 4. p=2

En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3. Dado lo sencillo del sistema
analizamos el sistema resolviéndolo.

2X+Yy+2=2
Vemos como queda el sistema; §2X+2Y+4Z =1 |ntentamos resolverlo.
2X+Yy+2=2
2X+y+z2=2 ., .,
Ecuacion 12 = Ecuacion 3? 2X+y+2=2
2X+2y+4z1=1=3 . ., = =
Eliminamos la ecuacion 3? 2X+2y+4z=1
2X+y+z2=2
y=2-2X-12
= 2X+2(2-2x-12)+47=1=2x+4-4x-27+471=1=
2X+2y+4z=1
1 1 3
:>—2x+22+4:1:>x—z—2:—5:>x:—5+2+z: x:§+z:>

= y=2—2(g+z]—z:> y=2-3-271-71=|y=-1-3z

El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

Las soluciones del sistema son x :g+t; y=-1-3t;z=t; teR

b) Las soluciones del sistema para p = 2 se han obtenido en el apartado anterior y son

x:g+t; y=-1-3t;z=t; teR
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a) Encuentre las coordenadas del punto P’ simétrico a P respecto del plano z.

perpendicular al plano z.

3. Considere el punto P = (-1, 3,1),elplano z: x=yy larecta r :XT_1 ===z-2.

[1,25 puntos]

b) De todos los planos que contienen la recta r, encuentre la ecuacion cartesiana del que es

[1,25 puntos]

Para hallar el punto simétrico de P respecto del plano nos planteamos hallar primero la ecuacion
de la recta “r” perpendicular al plano T que pasa por P. Como la recta es perpendicular al plano

tiene como vector director el vector normal del plano.

‘F‘
7r:x=y:>7r:x—y=0:>ﬁ=(l,—l,0)
A
-

- = X==1+1

{u:n:(l,—l,o)
r: =>|r:qy=3-41

P(-131)er 1 ]

Hallamos el punto de corte M del plano y la recta.

X==1+1
r:qy=3-41

L1 =-1+1-(3-1)=0=>-4+421=0=4=2A=>1=2=>
m:X-y=0

x=-1+2=1
=>y=3-2=1 = M(l,l,l)

z=1

El punto P” es el punto que surge de sumarle al punto M el vector PM.
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=

PM =(1,11)—(-131)=(2,-2,0)=[P'=(111)+(2,-2,0)=(3,-11)

El punto simétrico de P(-1,3,1) respecto del plano 7 : x =y tiene coordenadas P"(3, —1,1)

. , . x-1 .
b) Buscamos la ecuacion de un plano 7" que contiene a la recta r :T = % =z -2 y es perpendicular al

plano z: X = y. Dicho plano 7~ tiene como vectores directores el director de la recta r y el normal del
plano 7. Y contiene el punto Py de la recta.

|7/ :x+y-52+9=0|

El plano que contiene a la recta r y es perpendicular al plano 7 tiene ecuacion z": x+y—-5z+9=0
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In(x
4. Sea la funcion f(x) = Q definida en el dominio x > 0, donde In es el logaritmo neperiano.
X

a) Encuentre las coordenadas de un punto de la curva y = f(x) en el que la recta tangente a la curva
sea horizontal y analice si la funcion tiene un extremo relativo en este punto. [1 punto]

b) Determine si la funcion f(x) tiene alguna asintota horizontal. [0,5 puntos]

c) Calcule el area de la region delimitada por la curva y = f(x) y las rectas x = 1 y x = e. Haga un
dibujo aproximado de la gréfica de la funcion en el dominio 0 < x < 5, donde quede representada
el &rea que ha calculado. [1 punto]

a) La recta tangente a la gréfica de la parabola en x =a tiene ecuacién y—f (a)=f (a)(x—a).
Para que la recta tangente sea horizontal debe tener pendiente O, por lo que debe ser f '(a) =0.
Buscamos los puntos del dominio donde se anula la derivada.

1-x—l-In X
f(X)=|niX)—>f’(x)=X X2 ():1—';20)
fI(X):Oz%nz(x)=0:>l—ln(x)20:>In(x):1:>

I
Como f(e)= n(e) 1 el punto pedido tiene coordenadas (e,lj :
e e e

Para estudiar qué tipo de extremo relativo es analizamos el signo de la derivada antes y después
de x=e.

1-In(1)

B =1>0. La funcion crece en

e En (0,e) tomamos x = 1y la derivada vale f "(1)=

(0.e)

e En (e,+0) tomamos x = 3y la derivada vale f (3)= %2(3) <0. La funcion decrece en
(e,+oo).

La funcion presenta un maximo relativo en x = e, pues en dicho valor cambia de crecer a
decrecer.

1
_ . In(x T o
b) lim f(x)= lim L:f: Indet er min acion (L"Hopital ) = lim %: lim 1:O
X—>+00 Xt X 0 X—>+00 X—>+o0 ¥

La asintota horizontal tiene ecuacion y =0.

c) Hacemos una tabla de valores en el intervalo (1, €).

|
«| foo=")
X
1 0
2| 12 435
2
e In_e:1:0_37
e e
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In(x

flx)=

X

|

Como la funcidn es positiva en el intervalo (1, e) el valor del area del recinto del dibujo se

In(x)

obtiene con la integral definida de la funcion f(x)=——= entrex=1yx=e.
X

j f (x)dx = j@dx =..

Cambio de variable

> _(In(x))’
2

In(x) 1 t t
—dx=dIn(x)=t— Zdx=dt b= [~ xdt = [tdt = — =
I X n(x) —>X X jxx I 5

X
dx = xdt

El &rea del recinto es 0.5 u®.
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0 01
5. a) Dada la matriz A=|1 0 0/, resuelve la ecuacion matricial A’X = A—31, donde I es la
010
matriz identidad. [1,25 puntos]
b) Una matriz cuadrada M satisface que M*—-3M?+3M —1 =0, donde | es la matriz identidad.

Justifique que M es invertible y exprese la inversa de M en funcion de las matrices M e 1.
[1,25 puntos]

0 01
a) ¢cLamatriz A=|1 0 O | tiene inversa?
010
0 01
|A/=]1 0 0|=1#0. Su determinante es no nulo y la matriz A tiene inversa. La calculamos.
010
0 01 010
A=l1 0 0|=A"=/0 0 1
010 1 00
010 01 01 00
+ - +
Adj|0 0 1 00 (10 1o
Adj(A") 100 1o po oy [2F°
-1 — = = + - =0 0 1
A 1 00 10 |10
1 00
10 00 01
+ - +
0 1 01 0 0

Usamos la inversa de la matriz A para despejar X en la ecuacion matricial A*X = A—3I.

AX =A-31=A'AX=A"A-3A I = A'AAX = -3A'= AX =1 -3A" =

S AAX=AT-3AAT TS X=A"-3A"A =

010 0 1 0)y0 1 0

X=|/0 0 1|-3]0 0 1|0 0 1

1 00 1 0 0O){1 0 O
010 0 01 01 0 0 3 0 1 -3
X=/0 0 1-3]1 0 0|=(0 O 1|3 0 O0|={3 0 1
1 00 010 10 0 30 1 3 0

b) M*-3M?+3M-1=0=>M*-3M*+3M =1 =M (M?*-3M +31)=1=

—=M*1=M?-3M +3I]
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Para que la matriz M tenga inversa debe tener determinante no nulo y esto se cumple.

M (M?=3M +31)=1=|M(M*~3M +31)|=[I|=|M|[M*-3M +3I| =1=

= |M | # 0, pues el producto de los determinantes es no nulo (1).

Y la matriz inversade Mes M™*=M?-3M +3I .
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6. Considere la funcion f(x)=e""—x-1.

a) Estudie la continuidad, los extremos relativos y los intervalos de crecimiento y decrecimiento.
[1,25 puntos]

b) Demuestre que la ecuacién f(x) = 0 tiene exactamente dos soluciones entre x = -1y x = 3.
[1,25 puntos]

a) La funcion es continua por ser la suma de dos funciones continuas, la exponencial y una
polinébmica de primer grado.
Para analizar la monotonia estudiaremos el signo de la derivada.

f(x)=e*'—x-1= f () =e*"-1

f'(X)=0=e"'-1=0=2e""'=1=x-1=0=>x=1

En x = 1 existe un punto critico de la funcion, analizamos el signo de la derivada antes y después
de este valor.

e En (—o0,1) tomamos x = 0y la derivada vale f "(0)=e°*-1~-0.6<0. La funcién
decrece en (—,1).

e En (1,+0) tomamos x = 2y la derivada vale f '(2)=e**—1~1.71>0. La funcién crece
en (1,+x).

La funcidn es continua y sigue el esquema siguiente:

1
1 0

i
[ of

~ e
[SFEE SN

La funcién decrece en (—oo,1) y crece en (1,+o0).

La funcion presenta un minimo relativo en x = 1. Como f (1) =€ —1-1=—1 el minimo relativo
tiene coordenadas (1, —1).

b) Utilizaremos el teorema de Bolzano.

Como f(-1)=e**—(-1)-1=e?>0; f(3)=e"'-3-1=e’-4~3.39>0, ambos valores son

positivos y no podemos aplicar el teorema de Bolzano en el intervalo (-1, 3).
Dividimos el intervalo en dos partes: (-1,1) y (1, 3).

En (-1, 1) tenemos que la funcion es continua en el intervalo [-1, 1] y toma valores de signo
distinto en cada uno de los extremos: f(-1)=e?>0y f(1)=-1<0 aplicando el teorema de

Bolzano existe, al menos un valor ¢ e(-1,1) donde f(c) = 0.
Ademaés, como la funcion es decreciente en el intervalo (1, 1) este valor “c” es tinico.
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En (1, 3) tenemos que la funcion es continua en el intervalo [1, 3] y toma valores de signo
distinto en cada uno de los extremos: f(1)=-1<0y f(3)=e*—-4~3.39>0 aplicando el

teorema de Bolzano existe, al menos un valor d e (1, 3) donde f(d) = 0.

Ademas, como la funcion es creciente en el intervalo (1, 3) este valor “d” es unico.

Reuniendo lo obtenido entre x = -1y x = 3 la funcion tiene dos valores en los cuales f(x) = 0.
Ademas, solo existen esos dos valores que anulan la funcién, debido a la monotonia de la
funcién.

No lo pide el ejercicio, pero dibujamos la grafica de la funcién para comprobar lo obtenido.

¥
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PAU junio (serie 5) 2021

AN Generalitat de Catalunya
Y Consell Interuniversitari de Catalunya
Oficina d'Accés a la Universitat

Proves d’accés a la universitat

Matematicas

Serie 5

Responda a CUATRO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique siempre qué
quiere hacery por qué.

Cada cuestion vale 2,5 puntos.

Puede utilizar calculadora, pero no se permite el uso de calculadoras u otros aparatos que
pueden almacenar datos o que pueden transmitir o recibir informacion.

Puede utilizar las paginas en blanco (paginas 14 y 15) para hacer esquemas, borradores,
etc., 0 para acabar de responder a alguna cuestion si necesita mas espacio. En este ultimo caso,
debe indicarlo claramente al final de la pagina de la cuestion correspondiente.

. _ 2 1 11 5 1
1. Considere las matrices Az[ J B:( ) y C:( J

-3 4 10 0 7
a) Razone que la matriz B es invertible y después calcule B2, [1,25 puntos]
b) Calcule la matriz X que satisface la igualdad A+B-X =C-A. [1,25 puntos]

2. Sean las funciones f (x)=x>-9x y g(x)=7x.

a) Estudie los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x). [1,25 puntos]
b) Calcule el area de la region del semiplano x>0 comprendida entre las graficas de f(x) y g(x).
[1,25 puntos]

3. Considere los puntos del espacio tridimensional A =(1,a,1),B=(@,1,2,C={1,11vy
D = (0, 0, 0), donde a es un parametro real.
a) Determine el valor del parametro a para el que los puntos son diferentes y coplanarios (es decir,
que existe un plano que los contiene). [1,25 puntos]
b) Para el valor a = 2, calcule el area del tridngulo de vértices A, By C. [1,25 puntos]
NOTA: Para calcular el area del triangulo definido por los vectores vy w, se puede utilizar la

., 1 .
expresion S = E”VXW”’ donde vxw es el producto vectorial de los vectores v y w.

4. La resistencia a la rotura R de una viga de seccion
rectangular de base x y altura y es directamente
proporcional al producto xy? por tanto, R =kxy?,
donde k es una constante positiva. Disponemos de un
tronco de madera en forma de cilindro de diametro d
como el de la figura.

a) Compruebe que la resistencia R de la viga
rectangular de base x que podemos construir con este
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tronco viene dada por la expresion R =kx(d*-x"). [1.25 puntos]

b) Calcule las dimensiones de la viga rectangular de resistencia maxima que podemos construir a
partir de este tronco y calcula esta resistencia maxima. [1.25 puntos]

5. Considere el sistema de ecuaciones lineales siguiente, que depende del parametro real a:
X+2y+az=8
2x+y—-az=1
3x—3az=1
a) Compruebe que, para cualquier valor del parametro a, el sistema de ecuaciones lineales no tiene
solucion. [1,25 puntos]

b) Interprete geométricamente el sistema de ecuaciones lineales. Haga un dibujo esquematico
que represente la posicion relativa de los tres planos. [1,25 puntos]

6. Resuelve las dos cuestiones siguientes:
a) Sea f(x)=2x*+mx*+nx+p una funcién que tiene dos extremos relativos en x=-3 y en
x =1y que pasa por el punto (3, 4). Calcule los valores de m, ny p. [1,25 puntos]

b) Calcule la ecuacion de la recta tangente a la funcion f (x)= i_—x en x=-3. [1,25 puntos]
+ X
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SOLUCIONES

) _ 2 1 11 51
1. Considere las matrices A= , B= y C= :
-3 4 10 0 7

a) Razone que la matriz B es invertible y después calcule B, [1,25 puntos]
b) Calcule la matriz X que satisface la igualdad A+B-X =C-A. [1,25 puntos]

a) La matriz B es invertible si su determinante es no nulo.
11
B|=[ |=0-1=-1%0
1 0

La matriz B es invertible. Calculamos su inversa.

Bl_Adj(BT):Ade cl)J_(o —1}2(0 1}

] -1 -1 1) (1 -1
b) Despejamos X en la ecuacion matricial.
A+B-X=C-A=B-X =C-A-A= X =B™(C-A-A)

Sustituimos el valor de las matrices y calculamos X.

CAA_5121 2 1) (10-3 5+4) (2 1) (5 8
o 7)\-3 4) |3 4) | -21 28 3 4) |-18 24
. 0 1Y 5 8 18 24
X =B*(C-A-A)= -
1 -1)\-18 24) |5+18 8-24

~18 24
X —
[23 —lGJ
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2. Sean las funciones f (x)=x>-9x y g(x)=7x.

a) Estudie los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x). [1,25 puntos]
b) Calcule el area de la region del semiplano x>0 comprendida entre las gréaficas de f(x) y g(x).
[1,25 puntos]

a) Calculamos la derivada, la igualamos a cero en busca de los puntos criticos de la funcién.

f7(x)=3x*-9

f(x)=0=3x"-9=0=x"-3=0=x"=3=|x=13

Estudiamos el signo de la derivada antes, entre y después de estos dos valores.

e Enelintervalo (—, —J§) tomamos x = -2y la derivada vale f’(-2)=3(-2)"-9=3>0
. La funcion crece en (—oo,—\/g).

e Enelintervalo (—J§, +J§) tomamos x = 0y la derivada vale f"(0)=3-0>-9=-9<0.
La funcion decrece en (—J§, +\/§) .

e Enelintervalo (J§ +oo) tomamos x = 2 y la derivada vale f'(2)=3-2°-9=3>0.La
funcién crece en (J§ +oo) .

La funcion crece en (—oo,—\/§)u(\/§, +oo) y decrece en (—J§ +J§) .
b) Hallamos los puntos de corte de ambas graficas.

f (x)=x>-9x
g(x)=7x :>x3—9x:7x:>x3—16x:0:>x(x2—16):0:>
f(x)=9(x)

x=0
=10
X2 —16=0— x> =16 — X = /16 = +4

Como estamos situando la region en el semiplano x>0, los puntos de corte son dos: x=0y
X=4.

El area de la region pedida es el valor de la integral definida entre 0 y 4 de la diferencia entre las

;((::LL)):; s _8} = f (1) <g (1) tomaremos g(x) — f(x).

dos funciones. Como
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Area:_[:g(x)— f (x)dx:j:7x—(x3—9x)dx:.[:16x—x3dx:

4
:[8x2—%x4} :[8-42—%-44}—[8-02—%-04} 64 u’

0

No lo pide, pero dibujamos las gréaficas de las dos funciones y la region que delimitan cuando
x>0 y comprobamos que la regién que delimitan es tan grande como hemos obtenido.
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3. Considere los puntos del espacio tridimensional A=(1,a,1),B=(,1,2),C=(1,11)vy
D = (0, 0, 0), donde a es un parametro real.

a) Determine el valor del pardmetro a para el que los puntos son diferentes y coplanarios (es decir,
que existe un plano que los contiene). [1,25 puntos]

b) Para el valor a = 2, calcule el area del triangulo de vértices A, By C. [1,25 puntos]

NOTA: Para calcular el area del triangulo definido por los vectores v y w, se puede utilizar la

L 1 .
expresion S = E”VXW”’ donde vxw es el producto vectorial de los vectores v y w.

a) Como los puntos tienen que ser distintos el punto A= (1, a,l) no puede ser igual al C =(1,1,1), por

loquea =1
Hallamos el plano que contiene a los puntos B, C y D. Para ser coplanarios el punto A debe
pertenecer a dicho plano.

Hallamos la ecuacion del plano que contiene a los puntos B, Cy D.

u=DC=(111)-(0,0,0)=(1,11) Xy z
v=DB=(a12)-(0,0,0)=(a12){=7=1 1 1=0=
D(0,0,0)e;r a

= 2x+ay+z-az-2y-x=0=|r=x+(a-2)y+(1-a)z=0

Hacemos que el punto A pertenezca al plano .

=X+(a-2 1-a)z=0

7 =X Jy+(1-a) =1+(a-2)-a+(1-a)l=0=>
A(l,a,l)Eﬂ'

=l1+a’-2a+l-a=0=a*-3a+2=0=

- 3+1

3+ (—3) —8_3+1_ T_

2 2 |3-1_

2

2=a

1=a

[1{P4]

Como a no puede valer 1 pues los puntos A y D serian el mismo, el valor de “a” que buscamos
esa=2.

OTRA FORMA DE HACERLO

Para que sean coplanarios debe ser linealmente dependientes los vectores DA, DB, y DC.
El determinante de la matriz que forman las coordenadas de dichos vectores debe ser 0.

DA=(1a1)-(0,00)=(Lal) | |1 a 1
DB=(a12)-(0,0,0)=(aL2);=la 1 2/=0=1+2a+a-1-a°-2=0=
DC =(1,1,1)-(0,0,0)=(1,1) 111
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> 3+1_2_a
3+4/(-3) -8 + P
—=-a’+3a-2=0=a’-3a+2=0=a= ( ) :3_1: 2
2 2 3-1
Z " —-|1=a
2

De estos dos valores obtenidos solo es valido a = 2, pues sia = 1 los puntos Ay D son el
mismo.

b) El &rea del triangulo de vértices A, B'y C es la mitad del modulo del producto vectorial de los
vectores AB y AC.

AB=(212)-(1.21)=(1-11) :Na’xAT::i —j1 Ii:—k+i:i—k:(10—1)
AC=(111)-(1,2,1)=(0,-10) 0 -1 0 -

ABx AC 12 +0% 4+ (-1
AreaABC:‘ - ‘: +02+( ):guz
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4. La resistencia a la rotura R de una viga de seccion
rectangular de base x y altura y es directamente
proporcional al producto xy? por tanto, R =kxy?,
donde k es una constante positiva. Disponemos de un
tronco de madera en forma de cilindro de didmetro d
como el de la figura.

a) Compruebe que la resistencia R de la viga rectangular
de base x que podemos construir con este tronco viene

dada por la expresion R =kx(d*-x").  [1.25

puntos]
b) Calcule las dimensiones de la viga rectangular de resistencia maxima que podemos construir a

partir de este tronco y calcula esta resistencia maxima. [1.25 puntos]

a) Aplicamos el teorema de Pitagoras en el triangulo del dibujo:

X

d2 = x2 + 2 2 _ 42 _y2
o kz((:y -y X}:R:kx(dz—xz)
= KXYy

b) Derivamos la funcién e igualamos a cero su derivada en busca de los puntos criticos.

R=kx(d2 —x2)=kd2x—kx3 — R'=kd? —3kx?

_kd? d? d> d

R=0=kd*-3kx*=0=3k’=kd’* =X’ =—=—=
3k 3 3 BB

Calculamos la segunda derivada y sustituimos el valor obtenido.

R'=kd?-3kx* = R"= —6kx = R(ij = —6kl <0

BT

El valor de la derivada segunda es negativo pues los valores de d y k son positivos. Por ello la

d dy3

resistencia es maximaen X = ﬁ =3

2 2 2 2
Elvalor deyes y?=d* - d4 =d2—d—=£:>y= 2d :dﬁ:d\/é
3 3 3 3 3

B
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d/3 d/6

Las dimensiones de la viga son x = = ey=—.

3
La resistencia maxima es de:
R=kx(d?-x?
( ) dv3( ., (d V) . dv3(., d?) , d32d?
g3 =Rk & - = | [=k—=| d - |=k—=
x = IN° 3 J3 3 3 3 3
3
R:kd3¥
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5. Considere el sistema de ecuaciones lineales siguiente, que depende del pardmetro real a:
X+2y+az=8

2x+y—-az=1
3x—-3az =1
a) Compruebe que, para cualquier valor del pardmetro a, el sistema de ecuaciones lineales no tiene
solucion. [1,25 puntos]
b) Interprete geométricamente el sistema de ecuaciones lineales. Haga un dibujo esquematico que
represente la posicion relativa de los tres planos. [1,25 puntos]
1 2 a 1 2 a 8
a) La matriz de coeficienteses A={ 2 1 -—a |y lamatrizampliadaes A/B={2 1 -1 1
3 0 -3a 3 0 -3a 1
Comprobamos el rango de A:
1 2 a
|A=]2 1 -a|=-3a-6a-3a+12a=0
3 0 -3

El rango de A es menor de 3.

Comprobamos si el rango de A/B es 3.
Tomamos el menor de orden 3 que resulta de quitar la columna tercera.

1 2 a 8 1 2 8
A/IB=|2 1 -1 1|=|12 1 1=1+6-24-4=-21+0
3 0 -3 1 3 01

El rango de la matriz ampliada A/B es 3 independientemente del valor de “a”.

Conclusion: El rango de A es menor de 3y el rango de A/B es 3. Los rangos son distintos y el
sistema es incompatible, sea cual sea el valor de “a”.

b) El sistema planteado son tres planos que no coinciden en ningun punto.
Ademas, no hay ningun par de planos paralelos, dado que de los tres vectores normales (un
vector normal en cada plano) no hay ningun par con coordenadas proporcionales.

x+2y+az=8->n=(12a)
2x+y-az=1->n=(21-a)

3x—3az :1—>F=(3,0,—3a)

~

200 de 334 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU junio 2021 (serie 5) Matemdticas Il en Catalufia Juan Antonio Martinez Garcia

6. Resuelve las dos cuestiones siguientes:
a) Sea f (x)=2x’+mx*+nx+ p una funcién que tiene dos extremos relativos en x=-3 yen x=1

y que pasa por el punto (3, 4). Calcule los valores de m, ny p. [1,25 puntos]

b) Calcule la ecuacion de la recta tangente a la funcion f (x)= 1_—)( en x=-3. [1,25 puntos]
+ X

a) Sitiene dos extremos relativos en x =—3 yen x=1 debe cumplirse que f '(-3) =0y f’(1) =0.

f(x)=2x>+mx* +nx+ p= f’(x)=6x*+2mx+n

f7(x)=6x*+2mx+n
f’(-3)=0 =

6(—3)2+2m(—3)+n:0}:>54—6m+n=0}
12 ) _ 6+2m+n=0
; (1):0 6:1°+2m-1+n=0
n=6m-54
—=6+2m+6m-54=0=8m=48=|m=6|=|n=36-54=-18|
6+2m+n=0

La funcion queda f (x)=2x*+6x*—18x+ p
Como la funcién pasa por el punto (3, 4) tenemos que:

f(3)=4=2-3"+6-3-18-3+ p >4 =54+54-54+ p —[p =—50]
Los valores buscados sonm =6, n =-18y p = -50.

b) La ecuacion de la recta tangente a la funcion f (x) en x =-3 tiene la expresion:

y—f(-3)=f"(-3)(x+3)
Calculamos f(-3) y f “ (-3).

1-x 1+3
f(X)=22 = f(-8)=""=-2
(X) 1+Xx ( ) 1-3
1-x , -1-(1+x)-1-(1-x) —-1-x-1+x -2
(= () o TENIAN)_Axdex 2
(1+x) (1+x) (1+x)
-2 -2 -1
= f’(-3)= =—=—
La recta tangente queda:
f(-3)=-2
f’(—3):%1 :>y+2=_71(x+3):> y+2:—%x—g:> y=_?1x—%

y—f(-3)=f"(-3)(x+3)

201 de 334 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU septiembre 2020 Matemdticas Il en Catalufia

Juan Antonio Martinez Garcia

PAU septiembre 2020

HIIN Generalitat de Catalunya
X Consell Interuniversitari de Catalunya
Oficina d’Accés a la Universitat

Proves d’accés a la universitat

Matematicas
Serie 4

Responda a CUATRO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique siempre qué

quiere hacer y por qué.
Cada cuestion vale 2,5 puntos.

Puede utilizar calculadora, pero no se permite el uso de calculadoras u otros aparatos que
pueden almacenar datos o que pueden transmitir o recibir informacion.

Puede utilizar las paginas en blanco (paginas 14 y 15) para hacer esquemas, borradores,
etc., 0 para acabar de responder a alguna cuestion si necesita mas espacio. En este ultimo caso,
debe indicarlo claramente al final de la pagina de la cuestion correspondiente.

1. Sean las funciones f(x)=x’y g(x)=a- x> donde a es un niimero real positivo.
a) Encuentre, en funcion del parametro a, los puntos de corte entre las dos curvas y = f(x) e

y = g(x) y haga un esbozo de la region limitada por las dos gréaficas.

[1,25 puntos]

b) Calcule el valor de a para que el area comprendida entre y = f(x) e y = g(x) sea %uz.

[1,25 puntos]

2. Un avion es desplaza desde un punto A:(0,3,1) hacia una plataforma plana de ecuacion

7 :X—2y+z=1 siguiendo una recta r paralela al vector v = (1, -1, 0).
a) Calcule las coordenadas del punto de contacto B del avion con el plano y la distancia recorrida.

[1,25 puntos]

b) Calcule la ecuacion general del plano perpendicular a la plataforma y que contiene la recta r

seguida por el avidn desde el punto A.

[1,25 puntos]

3. Seaf (x) una funcion derivable cuya grafica pasa por el punto (0, 1). La grafica de su derivada, f

'(x), es la que se muestra en la figura.
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a) Calcule la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion f (x) en el punto de la gréfica
de abscisa x = 0. [1,25 puntos]
b) Encuentre las abscisas de los puntos singulares de la funcion f (x) y clasifiquelos.
[1,25 puntos]

a -3 ©0
4. Sealamatriz A={ 4 a-7 1 |, enlaqueaesunparametro real.
1 -1 -1

a) Estudie el rango de la matriz A para los distintos valores del pardmetro a.  [1,25 puntos]

b) Compruebe que para a = 4 la matriz A es invertible y que se verifica que A™ = A?.
[1,25 puntos]

5. Una empresa esta trabajando en el disefio de unas capsulas de café. La empresa ha construido la
seccion transversal de las capsulas inscribiéndola en una semicircunferencia de radio 1, trazando
a continuacion una cuerda CD paralela al diametro AB e incorporando el punto E en el punto medio

del arco CD. De esta manera queda trazado el pentagon0 ACEDB, tal como se muestra en la figura.
E

-

a) Exprese en funcién de x y h el area del pentdgono ACEDB. [1,25 puntos]
b) ¢Cuél debe ser la distancia (indicada en la figura por h) a la que debe situarse la cuerda CD de
AB para que el area del pentagono ACEDB sea maxima? [1,25 puntos]

6. Sean las rectas r y s, expresadas por XT_?’ =y=2-1y (p,—p, 1), respectivamente.

a) Determine la posicion relativa de las rectas. [1,25 puntos]
b) Calcule la distancia entre la recta r y la recta s. [1,25 puntos]
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SOLUCIONES

1. Sean las funciones f(x)=x’y g(x)=a- x> donde a es un nimero real positivo.

a) Encuentre, en funcion del parametro a, los puntos de corte entre las dos curvas y = f(x) e
y = g(x) y haga un esbozo de la region limitada por las dos graficas. [1,25 puntos]

b) Calcule el valor de a para que el area comprendida entre y = f(x) e y = g(x) sea 2747u2.

[1,25 puntos]

a) lgualamos las expresiones de las dos funciones y resolvemos la ecuacion.
x=0
f)=gx)=>x’=a-X¥*=x-a-xX*=0=>x*(x-a)=0=

x=0— f(0)=0— P(0,0)

x=a— f(a)=a®>—>Q(a,a’)
Los puntos de corte de ambas graficas son P(0, 0) y Q(a, a°) .
Completamos una tabla de valores y dibujamos las dos gréficas.

f(x)=x° f(x)=x° g(x)=a-x* a>0
x |y=x

2| -8

-1 -1

1 1

x |y=x*(a=1)
-2 4
-1 1
0 0
1 1

b) El area del recinto rojo es el valor de la integral definida entre 0 y a de g(x) — f(x).

a 3 472 3 4 3 4 4 4 4 .4 4
Area:jaxz_xsdx{ﬁ_x_} {a a _a_Ha 0 _O_}Za__a_:u:a_uz
0 0

3 4 3 4 3 4 3 4 12 12

4
Como nos piden que el area valga 2747 u’®, tenemos que i—z = 2747 —a'=8l=a=481=13

Descartamos el valor negativo, ya que el enunciado dice que a es positivo.

El valor buscado de a es 3.
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2. Un avion es desplaza desde un punto A:(O,S,l) hacia una plataforma plana de ecuacion

7 :X—2y+z=1 siguiendo una recta r paralela al vector v = (1, -1, 0).
a) Calcule las coordenadas del punto de contacto B del avion con el plano y la distancia recorrida.

[1,25 puntos]
b) Calcule la ecuacidn general del plano perpendicular a la plataforma y que contiene la recta r
seguida por el avion desde el punto A. [1,25 puntos]

a) Hallamos la ecuacion de la recta r con vector director v = (1, -1, 0) y que pasa por el punto A(0,3,1).

A(0,3,1)er} x=4
=1r:

— y=3-1
v, =(1,-1,0) -1

El punto B serd el punto de corte de larectar y el plano 7 : Xx—2y+z =1. Hallamos ese punto resolviendo
el sistema:

A
3-4
1

_1
N <« X
Il

= 1-2(3-2)+1=1=1-6+21+1=1=31=6=>1=2=

TiX=2y+z=1

X=2
=>y=3-2=1=> B(2,1,1)
z=1

La distancia recorrida es la longitud del segmento AB que es el valor del modulo del vector AB .

AB=(2,11)-(0,31)=(2,-2,0)
Distancia(A,B)= ‘E‘ = \/22 +(—2)2 +02 =|\8=2,83u

b) El plano " pedido tiene como vector director el vector normal al plano 7 :x—2y+z =1 que tiene
coordenadas n = (1, —2,1) y el vector director de la recta r que tiene coordenadas \Tr = (1, -1, 0) :

Como contiene a la recta r entonces el punto A(0, 3, 1) pertenece al plano 1.

A3 er x-0 y-3 z-1
u=n=(L-21) t=>7z:[1 -2 1|=0=
v=v, =(1,-1,0) 1 -1 0

=>Yy-3-2+1+22-2+x=0=|(7:X+y+2-4=0
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3. Sea f (x) una funcion derivable cuya gréfica pasa por el punto (0, 1). La gréafica de su derivada,
f'(x), es la que se muestra en la figura.

a) Calcule la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion f (x) en el punto de la grafica de
abscisa x = 0. [1,25 puntos]
b) Encuentre las abscisas de los puntos singulares de la funcidn f (x) y clasifiquelos.  [1,25 puntos]

a) Mirando la grafica de f '(x) vemos que f '(0) = —4 y nos dicen que la funcién f(x) pasa por el punto
(0, 1), por lo que f(0) =
Aplicamos todo esto a la formula de la tangente en x = 0.

y—f(0)=f (0)(x=0)= y-1=-4x=[y=—4x+]]

b) Los puntos singulares son aquellos en los que se anula la derivada = f '(x) =0
Son los puntos de la grafica de f '(x) que cortan el eje OX.
Observando la grafica vemos que ocurreenx =-2,enx=-1yenx = 1.
Estos son los puntos singulares de la funcién f(x).

En el entorno de x = -2 la derivada es positiva antes de x = —2 y también despues de —2, por lo
que la funcidn crece antes y después de —2. No puede ser ni un maximo ni minimo relativo, por lo
que la funcion presenta un punto de inflexion en x =

//

En el entorno de x = -1 la derivada es p03|t|va antes de 1 y negativa después de —1, por lo que la
funcion crece antes y decrece después de —1. La funcion presenta un punto maximo en x = -1,

En el entorno de x = 1 la derivada es negativa antes de 1 y positiva después de 1, por lo que la
funcion decrece antes y crece después de 1. La funcién presenta un punto minimo en x=1.

\/7

e ;

1 &

La funcidn tiene un punto de inflexién en x = -2, un maximo relativo en x = -1 y un minimo
relativo en x = 1.
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a -3 ©0
4. Sealamatriz A={ 4 a-7 1 |, enlaqueaesunparametro real.
1 -1 -1
a) Estudie el rango de la matriz A para los distintos valores del pardmetro a. [1,25 puntos]

b) Compruebe que para a = 4 la matriz A es invertible y que se verifica que A™ = A?. [1,25 puntos]

a) La matriz A es de dimensidn 3x3, por lo que su rango puede ser 3,2 0 1.
¢El rango de A es 3?
Calculamos su determinante y comprobamos si es nulo o no.

a -3 0
|A|=4 a-7 1l|=-a’+7a-3-12+a=-a*+8a-15
1 -1 -
—8+2_3_a
_Q+ 2 _a+ ~ =o=
Al=0= —a’+8a-15=0=a= Y0 ~00_ 814 | 2
-2 -2 —8-2
———=5=a
-2

Existen tres situaciones distintas que analizamos por separado.

Situacion 1. a=3ya=#5.
En esta situacion el determinante de la matriz A es no nulo y su rango es 3.

Situacion 28, a=3.
En esta situacion el determinante de la matriz A es nulo y su rango es menor que 3.

3 -3 0
Para a=3 la matriz Aqueda A={4 -4 1
1 -1 -1

¢Elrango de A es 2?
Se observa que la columna 12 y 22 son proporcionales, tomamos el menor de orden 2 que

1
JJ:4+1:5;«r20.

1
J con determinante

resulta de quitar la fila y columna 12 9(

El rango de A es 2.

Situacion 32 a=5.
En esta situacion el determinante de la matriz A es nulo y su rango es menor que 3.

5 -3 0
Para a=5 lamatriz Aqueda A={4 -2 1
1 -1 -1

¢Elrango de A es 2?
Se observa que la fila 1% es la suma de 22 y 323 tomamos el menor de orden 2 que resulta de

1
JJ:2+1:3;«r&0. El rango

1
J con determinante

quitar la fila y columna 128 > (

de Aes 2.

Resumiendo: Para a=3ya=5 elrango de Aes 3, para a=3 0 a=5 el rango de A es 2.
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4 -3 0
b) Paraa =4 la matriz Aqueda A={4 -3 1
1 -1 -1
4 -3 0
|Al=]4 -3 1|=-4+32-15=1%0
1 -1 -

El determinante es no nulo y por tanto tiene inversa.

4 4 1 -3 -1 ‘—3 —1‘ -3 —3‘
+ - +
Adj| -3 -3 -1 1 -4 j0 - 0 1 4 3 3
L Adj(AT) 0 1 -1 4 1 |4 1 4 4
|A 1 1 - 0 - 01
-1 1 0
4 1 4 1 4 4
+ - +
-3 -1 |3 - -3 -3

Calculamos también AZ2.

4 -3 0)(4 -3 0) (16-12+0 -12+9+0 0-3+0) (4 -3 -3
A2=|4 -3 1|4 -3 1|=[16-12+1 -12+9-1 0-3-1|=|5 -4 -4
1 -1 -1){1 -1 -1) | 4-4-1 —3+3+1 0-1+1) (-1 1 ©

Como se observan se obtiene el mismo resultado y se cumple que A™ = A?
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5. Una empresa esté trabajando en el disefio de unas capsulas de café. La empresa ha construido la
seccion transversal de las capsulas inscribiéndola en una semicircunferencia de radio 1, trazando
a continuacion una cuerda CD paralela al didmetro AB e incorporando el punto E en el punto medio

del arco CD. De esta manera queda trazado el pentdgon0 ACEDB, tal como se muestra en la figura.
E

---------------------

-

a) Exprese en funcion de x y h el area del pentagono ACEDB. [1,25 puntos]
b) ¢Cual debe ser la distancia (indicada en la figura por h) a la que debe situarse la cuerda CD de AB
para que el &rea del pentdgono ACEDB sea méaxima? [1,25 puntos]

a) Afadimos al dibujo los datos necesarios para calcular el area del pentdgono como la suma de
areas de cuadrados y triangulos.

e —————————

’ Areal=Area2=h-x

B

; (1-h)x -
Area 3= — Hay dos triangulos como este.

; (1-x)h .
Area5= — Hay dos triangulos como este.

El area del pentagono es la suma del area de los dos rectangulos (area 1y 2), el area de los 2
triangulos superiores (area 3 y 4) y el area de los dos tridngulos laterales (area 5y 6).
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] 1-h)x 1-x)h
Area = 2hx+2( 5 ) +2( ) = 2hx+(1-h)x+(1-x)h = 2hx+ x—hx+h—hx
Area=h+x
b) Si dibujamos el radio que va al punto D tenemos un triangulo rectangulo de catetos “x” y “h” y

de hipotenusa radio = 1.

:I.-_-_-_-_-_.|

Aplicamos el teorema de Pitagoras a este tridngulo rectangulo y tenemos:

X +h? =12 = x> =1-h* = x=+/1-h?

Sustituimos en la formula del &rea del pentadgono.

A(h)=h+x
h)=h++1-h?
e }:A() +V1-

Derivamos e igualamos a cero en busca del maximo relativo.

—2h h
A'(h)y=1+ =1-
24/1-h? J1-h?
A'(h)zO:l—J_ J_:h—\/l h*=>h’=1-h*=2h*=1=
SN . 1:L:Q:OJO?
2 2 2 2
. _ _ : , 2
Como h puede variar de h = 0 hasta h = 1. Estudiamos que pasa antes y después de h=—.
e En LO, QJ tomamos x = 0.5y la derivada vale A"(0.5) =1—L =0.42>0. La
2 J1-05?
funcion Area crece en (0, g} .
e En [ﬁ 1] tomamos x = 0.8 y la derivada vale A"(0.8) = 1—£ -0.33<0. La
2 J1-0.8?

funcién Area decrece en (% ,1] .

0

|& -\

2

El &rea del pentdgono es maxima para h = g =0.707.
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6. Sean las rectas r y s, expresadas por XT_Q’ =y=z-1vy (,u, —,u,,u), respectivamente.

a) Determine la posicion relativa de las rectas. [1,25 puntos]
b) Calcule la distancia entre la recta r y la recta s. [1,25 puntos]

a) Obtenemos los vectores directores y un punto de ambas rectas.
X—3 {vﬁ =(2,1)

r—--s=y=z-1=
2 P (3,0,1)

Sttt ) = S SR (A BB

. y— U, =S =—U=

Ho =t 1 y=-u P (0,0,0)
ZI=u

Las rectas no son paralelas ni coincidentes pues los vectores directores no son proporcionales.
v,=(211) | 2 1 1
. > —F—#=
v,=(4-11)] 1 -1 1

Las rectas se cortan o se cruzan.

Calculamos el producto mixto de los vectores v, =(1,-11), v, =(2,1,1)y P.P,. Si ese producto

mixto es cero las rectas se cortan, en caso contrario, se cruzan.

PP =(3,0,1)-(0,0,0)=(3,0,1)

v, =(1-11) 1 -1
v, =(211) =[PP ]=2 1 14=1-3+0-3+2+0=-3
PP =(301) 30

Las rectas se cruzan.

b) Para calcular la distancia utilizamos la formula que es el valor absoluto del producto mixto de los
tres vectores anteriores (volumen del paralelepipedo definido por ellos) dividido entre el mddulo
del producto vectorial de los vectores directores de las rectas utilizados en el producto mixto (area
de la base del paralelepipedo).
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v, =(1-11) Lok
R }:Zm?,:l -1 1f=-i+2j+k+2k—j—i=-2i+k+3k=(-2,13)
v, =(2,11) 5 1 1
v, =(1-11) I
- Vo, Ve, R
v, =(2,11) :»d(r,s)j e ]= 23 = \/fj—4=31/?=0.802u
\Y} \Vi _ 2 2
PP =(301) s X Vr \/( 2)" +1°+3
314

La distancia entre las rectas r y s es de 7 unidades.
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PAU julio (serie 1) 2020
W Generalitat de Catalunya
ALY Consell Interuniversitari de Catalunya
Oficina d'Acceés a la Universitat

Proves d’accés a la universitat

Matematiques

Série 1

Responda a CUATRO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique siempre qué
quiere hacery por qué.

Cada cuestion vale 2,5 puntos.

Puede utilizar calculadora, pero no se permite el uso de calculadoras u otros aparatos que
pueden almacenar datos o que pueden transmitir o recibir informacion.

Puede utilizar las paginas en blanco (paginas 14 y 15) para hacer esquemas, borradores,
etc., 0 para acabar de responder a alguna cuestion si necesita mas espacio. En este ultimo caso,
debe indicarlo claramente al final de la pagina de la cuestion correspondiente.

., 1
1. Trazamos la recta tangente a la funcion f(x) =— +1 porun 41
X

punto P =(a, f (a)) del primer cuadrante. Esta recta junto

con los ejes de coordenadas forman un triangulo. 3-
a) Compruebe que el area de este triangulo, en funcién de a,
viene dada por la funcién
2 -
@ (a*+3) =
gla)=——7—""
4a

[1,25 puntos] 11

b) ¢En que punto P el area del tridngulo es minima? Calcule .
este valor minimo. -1 0 1 2
[1,25 puntos]

2. Considere el siguiente sistema de ecuaciones lineales, que depende del parametro real k:
SX+y+4z=19

kx+2y+8z =28
5x+y—kz=23+k

a) Discuta el sistema para los diferentes valores del parametro k.
[1,25 puntos]

b) Resuelva, si es posible, el sistema para el caso k = 0.
[1,25 puntos]
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3. a) Calcule la ecuacion general del plano 7 que pasa por el punto (8, 8, 8) y tiene como vectores
directores u=(1,2,-3) i v=(-1,0,3) .

[1,25 puntos]

b) Determine el valor del pardmetro a para que el punto (1, -5, a) pertenezca al plano = y calcule

la ecuacidn paramétrica de la recta que pasa por este punto y es perpendicular al plano .
[1,25 puntos]

2
4. Considere la funcion f(x) = ax_+b

, donde a y b son dos parametros reales. Calcule los valores
de a y b de manera que la funcién f(x) tenga una asintota oblicua de pendiente 1 y un minimo en

el punto de la gréfica de abscisa x = 2.
[2,5 puntos]

) 1 1
5. Sea la matriz A= )

-3 4
a) Encuentre la matriz X que satisface la ecuacion AX =1—-3X, donde | es la matriz identidad de
orden 2.
[1,25 puntos]
b) Compruebe que la matriz X es invertible y calcule la matriz inversa.
[1,25 puntos]

6. Considere la funcion f(x)=x’.

a) Calcule en qué punto del tercer cuadrante la recta tangente a y = f(x) es paralela a la recta

3x—y=4. Calcule la ecuacion de la recta tangente a la grafica en este punto y haga un dibujo
aproximado de la grafica de la funcion y las dos rectas.
[1,25 puntos]

b) Calcule el area de la region delimitada por y =f(x) y larecta y =3x+2.
[1,25 puntos]
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SOLUCIONES

., 1
1. Trazamos la recta tangente a la funcion f(x) =—+1 por y
X

un punto P =(a, f (a)) del primer cuadrante. Esta recta
junto con los ejes de coordenadas forman un triangulo.

a) Compruebe que el &rea de este triangulo, en funcién de a,
viene dada por la funcion 21

g(a) = 1 i

[1,25 puntos]

b) ¢En qué punto P el area del triangulo es minima?
Calcule este valor minimo. [1,25 puntos] e

La pendiente de la recta tangente es el valor de la derivada.

f(x) =X—12+1= X +1= f(x)=-2x" =_—32

X
En un punto P = (a, f(a)) del primer cuadrante la ecuacion de la recta tangente es:
1
fa)=27+1 2 2 2 1
:>y——2—1=—3(X—a):> y=—3X+—3+—2+1:>
. -2 a a a a’ a
f'@=—x
a
-2 2 1 -2 3
:>y=—3X+—2+—2+1:> y:—3X+—2+1
a a° a a a

El triangulo que forma con los ejes de coordenadas tiene de vértices O(0, 0), A(0,y), B(x, 0)
Averiguamos esas coordenadas.

—_—2x+i+1 2 3 |
Y= Xtz = S X+—+1=0= .
a a
y=0
— -2x+3a+a’=0=> -2x=-a*-3a=>
a®+3a
X =
2
3 f():_l+1
e NN
y=— X+i+1 3 3+a’ 3+a’ y=2u+d
a3 a2 :>y:—2+1= 7 A[O, 3 j
<=0 a a
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El &rea del tridngulo es (Base - altura) / 2.

(3+a2j[a3+3aj a£3+azj[a2+3j

2 2

Area = a 2 = a 2 =
2 2

(a*+3)a(a’ +3)

2 32 2 32
B 222 =a(a4a+2 LG 4:1) =9(@)

b) Para hallar el valor minimo del area derivamos la funcion y la igualamos a cero.

gt L g 2 ] (3 ) a3
a (48.) (43_)
@ (a*+3)[16a* ~4a’ -12]| (a’+3)[12a*~12]
a)= =
: (4a)° (4a)’
g (a)203(a2+3)[12?2—12} 0 a?+3=0= a=+/-3; No es posible.
(4a) 12a?-12=0=a’-1=0=a=+1=+1

Veamos la monotonia de la funcion antes de —1, entre -1 y 1, despues de 1.

e En (—oo,—l) tomamos a=-2 Y la derivada vale
(-2 +3)[12(-2)"-12] 7.6

(4(-2)) o4
e En (-11) tomamos a =0y la derivada vale
(0.5°+3)[12:0.25-12] 3.25.(-9)

g'(-2)= >0. La funcion (el area) crece en (—oo,—1).

g’(0.5) = (2)2 < 0. La funcion (el area) decrece en (—1,1)
4+3)[48-12
e En (1,+0) tomamos a=2 y la derivada vale g’(2) =( i )g - ] >0. La funcién (el

area) crece en (1,+0).

La funcion sigue el esquema siguiente.

™
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2. Considere el siguiente sistema de ecuaciones lineales, que depende del pardmetro real k:
SX+Yy+4z=19

kx+2y+8z =28
5x+y—kz=23+k
a) Discuta el sistema para los diferentes valores del pardmetro k. [1,25 puntos]

b) Resuelva, si es posible, el sistema para el caso k = 0. [1,25 puntos]
51 4
a) La matriz de coeficientes asociada al sistema es A=|k 2 8 | con determinante
5 1 -k
51 4
|Al=k 2 8|=-10k+40+4k —40+k*—-40=k* -6k —40.
5 1 —k
Igualamos a cero el determinante.
—_— 5+ _10=k
|A|l=0=k’-6k-40=0=k = 0% 32+160 = 61;14 =16 214

Hay tres casos distintos a estudiar.

CASO1. k#10yk=-4
En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3. Al igual que el rango de A/B y
el nimero de incdgnitas. El sistema es compatible determinado.

CASO 2. k=10
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
¢Elrango de A es 2?

5 1 4
A=|10 2 8 | Lascolumnas 12y 22son proporcionales, por lo que consideramos el
5 1 -10

2 8
menor de orden 2 que resulta de quitar la columna 12 y la fila 12 > [1 10) con

determinante

8
=-20-8=-280.
-10

El rango de A es 2.

5 1 4 19
Veamoselrangode A/B=|10 2 8 28| Lacolumna 12y 22 son proporcionales,
5 1 -10 33
1 4 19
consideramos el menor de orden 3 que resulta de quitar la columna 12 >|2 8 28| con
1 -10 33
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1 4 19
determinante 2 8  28/= 244 +112-380-152— 244 +280=2392-532=-140%0
1 -10 33

El rango de A/B es 3.
Rango de A =2 # 3 = Rango de A/B. El sistema es incompatible.

CASO 3. k=—4
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
¢El rango de A es 2?

5 1 4
A=| -4 2 8| Lafilal?y la3?son iguales, la columna 22y la 3% son proporcionales, por lo
5 1 4
que consideramos el menor de orden 2 que resulta de quitar la fila 12 y la columna 32 >
(_4 2] con determinante 2 =-4-10=-14+0. Elrango de A es 2.
5 1 5 1
5 1 4 19
Veamoselrango de A/B=|-4 2 8 28
5 1 4 19
La columna 22y 32 son proporcionales, consideramos el menor de orden 3 que resulta de
5 1 19
quitar la columna 3@ >| -4 2 28 | con determinante nulo, pues fila 12 y 32 son iguales.
5 1 19

El rango de A/B no es 3. El rango de A/B es 2.
Rango de A = Rango de A/B =2 < Numero de incognitas.
El sistema es compatible indeterminado.

b) Para k =0 el sistema es compatible determinado pues pertenece al caso 1 estudiado.
Resolvemos el sistema.

Ecuacién 32 — Ecuacion 12

5x; y+84z =2189 5x  +y +4z7 =19
5 Y 223 R =28 -
Xty = 4z =-4 — Nueva ecuacion 3?

5Xx+y+4z=19 5X+y+4z=19
=3 2y+8z=28 =< 2y+82=28 :>{

5X+y—-4=19 {5x+y:23
—
47 =-4 7=-1

—
2y-8=28 2y =36

5X+y =23
:>{ 1B :>5x+18:23:>5x:5:>
y:

La solucion del sistemaes [x=1, y=18; z=-1].
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3. a) Calcule la ecuacion general del plano 7 que pasa por el punto (8, 8, 8) y tiene como vectores
directores u=(1,2,-3) i v=(-1,0,3) . [1,25 puntos]
b) Determine el valor del parametro a para que el punto (1, -5, a) pertenezca al plano = y calcule la

ecuacion paramétrica de la recta que pasa por este punto y es perpendicular al plano .
[1,25 puntos]

a) Hallamos la ecuacion del plano pedido.

P(8,8,8) e x—8 y-8 z-8
u=(1,2,-3)=>z=| 1 2 -3|=0=
v=(-10,3) -1 0 3

= 6(x-8)+3(y-8)+2(z—-8)-3(y-8)=0=>

= 6X—48+ 3§ — 24 +22-16- 3§ + 24 =0=>6X+22-64=0=> |7 =3x+2-32=0)

b) El punto (1, -5, a) pertenezca al plano .

(1, -5,a)ex
7=3Xx+2-32=0

}:3+a—32=0:

La recta que es perpendicular al plano 7z =3x+z—-32=0 tiene como vector director el normal del
plano > v=n=(3,0,1) y ademés pasa por (1,5, 29) .

(1,-5,29)er x=1+32
.- =>|r=y=-5 Siendo A e R
v=n=(301) =29+ 1
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ax’>+b

4. Considere la funcion f(x) =

, donde a y b son dos parametros reales. Calcule los valores

de a y b de manera que la funcién f(x) tenga una asintota oblicua de pendiente 1 y un minimo en

el punto de la gréfica de abscisa x = 2. [2,5 puntos]

Una asintota oblicua de pendiente 1 significa que:

ax*+b
- 2
m=1=lim X _jim X i@ Py ]
X—>00 X X—0 X X—0 X
Un minimo en x = 2 significa que f "(2) = 0.
x> +b , 2xx—(x*+b) 2x*_x*_b x?-b
F) =0 o= T2 XD X
X X X X
@=0=22"
f'(2)=0=>""=0=4-b=0=[b=4
Ademas, deberia ser f*" (1) > 0.
2 _ 2x-x> =2x(x* -4 2-2(1° -4
F="4 0 (0= 4( ):f"(l):%:8>0
X X

Se cumple que x = 2 es un minimo de la funcion.

Los valores buscados sona=1yhbh =4.
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) 1 1
5. Sea la matriz A= )
-3 4

a) Encuentre la matriz X que satisface la ecuacion AX =1-3X, donde I es la matriz identidad de

orden 2. [1,25 puntos]
b) Compruebe que la matriz X es invertible y calcule la matriz inversa. [1,25 puntos]

a
a) Sea X :(

b _ .
4l lo sustituimos en la ecuacion y resolvemos.
c

1 1)a b 10 1 1
AX=1-3X = = -3 =
-3 -4)lc d 01 -3 -4
a+c b+d 10 3 3
= = — =
—-3a—-4c -3b-4d 0 1 -9 -12

a+c b+d -2 -3
= = =
-3a-4c -3b-4d 9 13

a+c=-2 a+c=-2 a=-2-c¢C

b+d=-3 -3a-4c=9 -3a-4c=9
= = =

-3a-4c=9 b+d=-3 b=-3-d

-3b-4d =13 -3b-4d =13 -3b-4d =13

=

-3(-2-c)-4c=9 6+3c—4c=9 6-c=9
= = = =
~3(-3-d)-4d =13| ~9+3d-4d =13] ~9-d =13

[-4=d|| |[b=-3+4=1]

j}:}

1 1
La matriz buscada es X :{ 3 4)

b) Para que sea invertible su determinante debe ser no nulo.

1
|X| = 3 =-4+3=-1#0. La matriz X es invertible. Calculamos su inversa.
adj|t 3
X,ledj(Xt): 1 4 (-4 1) (4 1
|X| -1 3 1) -3 -1
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6. Considere la funcion f(x)=x°.
a) Calcule en qué punto del tercer cuadrante la recta tangente ay = f(x) es paralelaa larecta 3x—y =4

. Calcule la ecuacion de la recta tangente a la gréfica en este punto y haga un dibujo aproximado
de la gréfica de la funcion y las dos rectas. [1,25 puntos]
b) Calcule el area de la region delimitada por y = f(x) y larecta y =3x+2. [1,25 puntos]

a) Larecta 3x—y =4tiene pendiente 3, pues despejando queda y =3x—4.

Si la tangente es paralela debe tener la misma pendiente y teniendo en cuenta que la pendiente de
la recta tangente es la derivada en dicho punto, tenemos la igualdad:

f(x)=x>= f(x)=3x

_ =3’ =3=x2=1=x=+1=41
pendiente =3

Como el punto es del tercer cuadrante tiene la coordenada x e y negativas. Nos quedamos con la
opcion x=-1.

Hallamos f(-1) 2 f(-1)=(-1)’=-1
El punto es P(-1, -1).

La recta tangente es y —(-1)=3(x—(-1))= y+1=3x+3=

Como el dominio de la funcién es todo R, al ser una funcién polinémica, basta con hacer una
tabla de valores para hacer ese dibujo aproximado de la grafica.

f(x)=x* 1/ / [v=31-_14
X |y=x®
2| -8
1| -1 1
) 2
1
8 y=3x+2 f(x)= i
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b) Aunqgue se aprecia en el dibujo de la gréfica que se cortan en x = -1y en x = 2, veamos donde se
cortan la recta tangente y la funcion.

.I: — 3
() =x =x=3x+2=>x*-3x-2=0
y=3X+2
Con el método de Ruffini.
x}-3x-2=0
1 0 -3 -2
-1 -1 1 2
|1 -1 -2 |0 [x=—1]es raiz de la ecuacion
- _l+3_2_x
1+4(-1) +8 1+ R
X} —x-2=0=x= (=) _1£3_ 2
2 2 1-3
:_:—1:
2

Secortanen x=-1yen x=2 .

El area pedida es la integral definida entre —1 y 2 de la recta menos la funcion.
2 472
. 2 X X
Area :.[ 3X+2-x%dx=|3—+2x——| =
-1 2 4 .,

o2 B Lo ey 2]

4
2 T 2 A
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PAU julio (serie 3) 2020
W Generalitat de Catalunya
WX Consell Interuniversitari de Catalunya
Oficina d'Accés a la Universitat

Proves d’accés a la universitat
Matematicas

Seérie 3

Responda a CUATRO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique siempre qué
quiere hacery por qué.

Cada cuestion vale 2,5 puntos.

Puede utilizar calculadora, pero no se permite el uso de calculadoras u otros aparatos que
pueden almacenar datos o que pueden transmitir o recibir informacién.

Puede utilizar las paginas en blanco (paginas 14 y 15) para hacer esquemas, borradores,
etc., 0 para acabar de responder a alguna cuestion si necesita mas espacio. En este ultimo caso,
debe indicarlo claramente al final de la pagina de la cuestion correspondiente.

1 0 2
1.Sea A=|1 -1 1|, donde a esun parametro real.
0 a 1

a) Determine el rango de la matriz A en funcion del parametro a.
[1,25 puntos]
b) Compruebe que det(A*+A)=0

[1,25 puntos]

2. Se han encontrado unas pinturas rupestres en una cueva situada en
una zona muy pedregosa. Existe un camino que bordea parcialmente

la cueva formado por el arco de curva y =4—x> de extremos (0, 4)

y (2, 0). La cueva esta situada en el punto de coordenadas (0, 2), tal
como se muestra en la figura, y quiere habilitarse un acceso
rectilineo d desde el camino a la cueva que sea lo mas corto posible.
a) ldentifique en la gréafica de la figura las coordenadas de la cueva

y del punto del camino desde el cual quiere habilitarse el acceso.

Compruebe que la funcion f (x)=+/x"-3x*+4 calcula la

distancia desde cada punto del camino a la cueva.
[1,25 puntos]

b) Calcule las coordenadas del punto del camino que se halla mas
proximo a la cueva y diga cual sera la longitud del acceso d.
[1,25 puntos]
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3. Considere el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

ax+y=a
X+ay+z=5
X+2y+2=5
a) Discuta el sistema para los diferentes valores del pardmetro a.
[1,25 puntos]
b) Resuelva el sistema para el caso a = 2.
[1,25 puntos]

4. Sea la funcion f(x) = 1-In (x), donde In indica el logaritmo neperiano, definida para x > 0.
X

a) Calcule las coordenadas del punto de la curva y = f(x) en que la recta tangente a la curva en ese
punto es horizontal. Estudie si este punto es un extremo relativo y clasifiquelo.
[1,25 puntos]

b) Calcule el area del recinto delimitado por la curva y = f(x), las rectas verticales x=1y x=e y
el eje de abscisas.
[1,25 puntos]

5. Considere la recta r de ecuacion XT_l = y—_z?’ =§ y la recta s que pasa por el punto P = (2, —5,1)
y que tiene por vector director (—1,0,—1).

a) Estudie la posicion relativa de las rectas r y s.
[1,25 puntos]

b) Calcule la ecuacién general del plano que es paralelo a la recta r y contiene la recta s.
[1,25 puntos]

6. Una empresa de ceramica quiere poner a la venta un azulejo cuadrado de 20 cm de lado pintado a
dos colores, de manera que la superficie de cada color sea la misma y que si se ponen los azulejos
uno al lado de otro se vea un dibujo continuo (figura 1).

Figura 1 Figura 2
Para ello, la empresa utiliza en cada azulejo la funcion f (x) =x>—3x*+2x+1 encuadrada entre

los puntos de coordenadas (0, 0), (0, 2), (2, 0) y (2, 2), tal como se muestra en la figura 2, y usa
como unidad de medida el decimetro.
a) Justifique que, efectivamente, esta funcion permite juntar los azulejos de manera continua y
derivable.
[1,25 puntos]
b) Justifiqgue que esta funcion divide el cuadrado citado en dos partes que tienen la misma
superficie.
[1,25 puntos]

225 de 334 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU julio (serie 3) 2020 Matemdticas Il en Catalufia Juan Antonio Martinez Garcia

SOLUCIONES
1 0 2
1.Sea A=|1 -1 1|, donde a es un parametro real.
0 a 1
a) Determine el rango de la matriz A en funcion del parametro a. [1,25 puntos]
b) Compruebe que det(A*+A)=0. [1,25 puntos]

a) La matriz A es una matriz cuadrada de orden 3.
Para que su rango sea 3 su determinante debe ser distinto de cero.

1 0 2
|A|=1 -1 1|=-1+0+2a-0-0-a=a-1
0 a 1

El determinante de A se anula para a=1. Analizamos dos situaciones distintas.

CASO 1. Si a=1.
En este caso el determinante de A es distinto de cero y su rango es 3.

CASO 2. Si a=1.
En este caso el determinante de A es nulo y su rango es menor de 3.
1 0 2

La matriz queda A=|1 -1 1 |. Consideramos el menor de orden 2 que resulta de quitar la
0 1 1

tercera fila y la tercera columna -> ‘i _OJJ =-1-0=-1=0.
El rango de A es 2.
Resumiendo: Si a=1 elrango de Aes3ysi a=1 el rango de Aes 2.
b) Calculamos la expresion de A” + A.

1 0 21 0 2 1+0+0 0+0+2a 2+0+2 1 2a 4
A>=A-A=1 -1 1|/1 -1 1|=|1-1+0 O+1l+a 2-1+1|=|0 1+a 2
0 a 1)I0 a 1 0+a+0 O-a+a O+a+1 a 0 1+a

1 2a 4 1 0 2 2 2a 6
A>+A=|0 1+a 2 |+|1 -1 1|=|1 a 3
a 0 1+a 0 a 1 a a 2+a

En esta matriz la primera fila es el doble de la segunda fila por lo que su determinante es nulo:
det(A®+A)=0.
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2. Se han encontrado unas pinturas rupestres en una cueva situada
en una zona muy pedregosa. Existe un camino que bordea 1
parcialmente la cueva formado por el arco de curva y =4—x?
de extremos (0, 4) y (2, 0). La cueva esté situada en el punto de
coordenadas (0, 2), tal como se muestra en la figura, y quiere
habilitarse un acceso rectilineo d desde el camino a la cueva que s
sea lo mas corto posible.

a) ldentifique en la gréfica de la figura las coordenadas de la cueva
y del punto del camino desde el cual quiere habilitarse el acceso.

Compruebe que la funcién f (x)=+x*-3x*+4 calcula la
distancia desde cada punto del camino a la cueva.

'
f Cueva

[1,25 puntos]
b) Calcule las coordenadas del punto del camino que se halla mas proximo a la cueva y diga cual
serd la longitud del acceso d. [1,25 puntos]

a) Un punto cualquiera del camino pertenece a la grafica de la funcién y =4 —x* y tiene coordenadas
(x,4— xz). Le afiadimos al dibujo de partida un triangulo rectangulo de catetos xy 4—x*—2=2—x°.
La situacion planteada es la del dibujo.

da

Camino

(& ¥)

(x.4-x")

4 — x° -— - am e - -

-
d .»"
"'

-

L |

3]

-
-
AL -

Cueva (0, 2) X

-2
|
4

=Y

Aplicamos el teorema de Pitagoras al triangulo rectangulo de catetos x y 2 — x* para poder
determinar la expresion de la distancia d (hipotenusa) en funcion de x.

d(x)= x2+(2—x2)2 — X2+ 4+ X —4x% =x* —3x% +4, siendo 0< x <2
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b) Derivamos la funcién distancia y averiguamos cuando se anula (puntos criticos).

3 3
d(x)=Vx' 3¢ 14=d (x)= X 0% 2X

20X =3x2+4  Jx*—3x*—4x+8
2x% —3x

Cron _ 3 _
d (X)_Oj«/x4—3x2—4x+8_0:>2)( -3x=0=>

Xx=0

x(2x2—3):O:> , ) 3
2X°=3=0—>02x"=3—>X :E_) X=,|—

Solo consideramos el valor positivo de la raiz, pues el valor negativo no tiene sentido en esta
situacion.
Nos surgen dos puntos criticos de la funcion distancia. El intervalo de definicién de la funcion

[0, 2] lo dividimos en dos partes y estudiamos el signo de la derivada de 0 a \/g y de \/g a2

e Enelintervalo (O\EJ tomamos x =1y la derivada vale

. 3— . —
d'(1)= 2131 :—1 <0. La funcion decrece en (O\/Ej
Ji-32-41+8 2 2

e Enelintervalo (\EZ} tomamos x =2 vy la derivada vale

. 3— .
d’(2) 22 32 =5>0. La funcién crece en (\Ez}

2-327-4.248

La funcion decrece en (O[J y crece en [\/7 } La funcién distancia tiene un minimo en
5
2

2
X=\/§ Para este valor y=4-— \/5 :4_§:
2 2 2

El camino rectilineo méas corto comienza en el punto del camino de coordenadas L\E g] .

Desde este punto la distancia a la cueva tiene un valor de

LN e
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3. Considere el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

ax+y=a
X+ay+z=5
X+2y+2=5
a) Discuta el sistema para los diferentes valores del parametro a. [1,25 puntos]
b) Resuelva el sistema para el caso a = 2. [1,25 puntos]
a1l o0
a) La matriz de coeficientes asociada al sistemaes A=|1 a 1| con determinante
1 21
a1l o0
|A=]1 a 1/=a*+1+0-0-1-2a=a’-2a=a(a-2).
1 21

Igualamos a cero el determinante.

|Al=0=a(a-2)=0=
a-2=0->[a=2]
Hay tres casos distintos a estudiar.

CASO 1. a#0ya=2

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3. Al igual que el rango de la
matriz ampliada A/B y el nimero de incdgnitas.
El sistema es compatible determinado.

CASO 2. a=0
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
010
La matrizqueda A=|1 0 1/|.Lacolumna 1%y 32son iguales, por lo que consideramos el
1 21

01
menor de orden 2 que resulta de quitar la columna 12 y la fila 12 > (2 J con determinante

0
‘2 j:O—Z:—Z;tO. El rango de A es 2.

0100
La matriz ampliadaqueda A/B=|1 0 1 5. Lacolumna 1%y 32son iguales,
1 2 15
100
consideramos el menor de orden 3 que resulta de quitar la columna1® >0 1 5| con
2 15
100
determinante 0 1 5/=5+0+0-0-0-5=0. Elrango de A/B no es 3, por lo que el rango
2 15

de A/B es 2, como el de la matriz A.
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Rango de A = 2 = Rango de A/B < 3= N° incognitas.
El sistema es compatible indeterminado.

CASO 3. a=2
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
2 10
Lamatrizqueda A={1 2 1|.Lafila2?y la32son iguales, por lo que consideramos el
1 21

2 1
menor de orden 2 que resulta de quitar la fila 32 y la columna 32 > [1 2] con determinante

2 1
‘1 2‘:4—1:37&0.EIrangodeAesZ.
2 1 02
Determinamos elrangode A/B={1 2 1 5
1 215

La fila 22 y 32 son iguales, por lo que el rango de A/B no puede ser 3. El rango de A/B es 2
como el rango de la matriz A.

Rango de A = Rango de A/B = 2 < 3 = Numero de incognitas.

El sistema es compatible indeterminado.

Resumiendo: Si a=0ya=2 el sistema es compatible determinado (una dnica solucién) y si
a=0 0 a=2 el sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

b) Para a =2 el sistema es compatible indeterminado (caso 3). Lo resolvemos.

2X+y=2
., ., 2X+y=2
X+2y+ 1z =5= {Ecuacién 2% = Ecuacién 32} = =
X+2y+2=5
X+2y+2=5

= = X+2(2-2x)+z2=5=>Xx+4-4x+7=5=

X+2y+2=5
X=4
= -3x+7=1=[z=1+3x|={y=2-21; 1eR
z=1+31
X=4
Las soluciones del sistema son < y=2-24, siendo A cualquier namero real.
z=1+34
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4. Sea la funcion f (x) = 1-In (x), donde In indica el logaritmo neperiano, definida para x > 0.
X

a) Calcule las coordenadas del punto de la curva y = f(x) en que la recta tangente a la curva en ese
punto es horizontal. Estudie si este punto es un extremo relativo y clasifiquelo.
[1,25 puntos]
b) Calcule el area del recinto delimitado por la curva y = f(x), las rectas verticales x=1y x=¢e yel
eje de abscisas.
[1,25 puntos]

a) Si la recta tangente a la curva es horizontal significa que la pendiente es 0 y esto significa que la
derivada de la funcion se anula > f(x)=0.

(=Lin(e)= 1)~y 22200 1ol
(=02 1) 01 ()20 In(x)=1= [x=¢]

X

Para x =e la recta tangente a la grafica de la funcion es horizontal.
Como f(e)= 1-In(e) 1 el punto tiene coordenadas (e,l].
e e e

Estudiamos el signo de la derivada antes y después de X =e para averiguar si €s maximo o
minimo.

1-In(2
 Antesde x=e consideramos x =2 y la derivada vale f(2) :% =0.077>0. La
funcion crece antes de x=e.
. : . , 1-In(3)
e Después de x=e consideramos x =3 y la derivada vale f (3)=T=—0.011<0.

La funcidn decrece después de x=e.
Como crece antes y decrece después la funcion tiene un maximo relativo en x=e.

b) Buscamos los puntos de corte de la grafica de la funcidn con el eje de abscisas.

f(X)=§'|n(X)=In(TX) :>@=0:>In(x)=0:>

EjeOX —y=0

Como este valor esta en el extremo del intervalo [1,e] y la funcidn es positiva el area que
queremos calcular es el valor de la integral definida de la funcion entre 1 y e.

e

Area= [ f (x)dx :f %-In(x)dx =..

Cambio de variable

J%.m(x)dxzjln(x)idx:

2 In*(x)
X In(x)=t—>§dx=dt

=|tdt=—= + K
2 2
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2

{'”“X)I—'”Z(e) M) 1 ey

Hacemos un dibujo para comprobar la solucion.

[

[
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5. Considere la recta r de ecuacion XT_l = y_—23 =§ y la recta s que pasa por el punto P = (2, -5,1)
y que tiene por vector director (—1,0,—1).

a) Estudie la posicion relativa de las rectas r y s.
[1,25 puntos]

b) Calcule la ecuacion general del plano que es paralelo a la recta r y contiene la recta s.
[1,25 puntos]

a) Hallamos un vector director de la recta r.
x-1 y-3 z-0 Qr(1'3’0)
r: = = = .
2 -2 1 v, =(2,-2,1)
Los vectores directores de las rectas no tienen coordenadas proporcionales.

-1 0 -1

Las rectas no son ni paralelas ni coincidentes. Las rectas se cortan o cruzan. Calculamos el valor
del producto mixto [\ZIPTQ,J Si es nulo las rectas se cortan (existe un plano que las
contiene) y si es distinto de cero las rectas se cruzan (no existe plano que las contenga).

v, =(2,-21) 2 2 1
- =t
u, =(-1,0,-1)

P(2.-51)es PQ =(13,0)—(2,-5,1)=(-18,~1

0. (L30)er [~ =(13,0)-(2,-51)=(-18,-1)

PQ, =(-18,-1) 2 2 1

v,=(2-21)  t=[v,u,PQ |=|-1 0 -1=-2-2-8-0+2+16=6+0
u, =(~1,0,-1) -1 8 -

Al ser distinto de cero las rectas se cruzan.

b) El plano  que es paralelo a la recta r y contiene la recta s tiene como vectores directores los de
ambas rectas y contiene el punto P(2,—5,1) de larecta s.

P(2,-5.1)en x-2 y+5 z-1
u=u,=(-10,-1)f=>z:}-1 0 -1|=0=
v=v, =(2,-2,1) 2 -2 1

= -2(y+5)+2(z-1)+y+5-2(x-2)=0=

= -2y-10+2z-2+y+5-2x+4=0=|7:-2X—y+227-3=0

La ecuacion general del plano que es paralelo a la recta r y contiene la recta s es
mr:-2X—Yy+2z-3=0.
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6. Una empresa de ceramica quiere poner a la venta un azulejo cuadrado de 20 cm de lado pintado a

dos colores, de manera que la superficie de cada color sea la misma y que si se ponen los azulejos
uno al lado de otro se vea un dibujo continuo (figura 1).

Figura 1

Figura 2
Para ello, la empresa utiliza en cada azulejo la funcién f (x)= x® —3x®+2x+1 encuadrada entre

los puntos de coordenadas (0, 0), (0, 2), (2, 0) y (2, 2), tal como se muestra en la figura 2, y usa
como unidad de medida el decimetro.

a) Justifique que, efectivamente, esta funcién permite juntar los azulejos de manera continua y
derivable.

[1,25 puntos]
b) Justifique que esta funcion divide el cuadrado citado en dos partes que tienen la misma superficie.

[1,25 puntos]

a) Sabemos que, al ser un polinomio, la funcién f(x) es continua en toda la recta real, y por tanto la
continuidad gréafica de las juntas queda probada si se cumple que f(0) = £(2).

f(0)=0"-3-0°+2:0+1=1
= f(0)
f(2)=2°-32"+2-2+1=1

De forma analoga, f(x) es derivable en toda la rectareal y la junta entre dos azulejos sera derivable
siempre que la pendiente a la que se llegue, f ' (2), sea la misma que la pendiente con la que
salimos, f'(0).

f(x)=x>-3x*+2x+1= f’(x)=3%x"—6x+2=

f(2)=32"-6-2+2=2 | .
= = f(2)=f7(0)=2
f'(0)=30"-6-0+2=2

b) El azulejo tiene una superficie total de 2 - 2 = 4 decimetros cuadrados.
Calculamos el area de la parte inferior (sombreada) del azulejo.

XX x| =
4

. 2 4 ) x* ?
Area zona sombreada = IO X3 —3x2 4+ 2x +1dx =

0
2 0
{7_23”2+2}{7_03+02+0}:2dm2

El 4rea de la zona inferior sombreada del azulejo es de 2 dm? y el area total del azulejo es de 4
dm?, por lo que la parte superior (blanca) tiene un area de 4 —2 = 2 dm?.

La funcion divide el cuadrado (4 dm?) en dos partes que tienen la misma superficie (2 dm?).

234 de 334

www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU septiembre 2019 Matemdticas Il en Catalufia Juan Antonio Martinez Garcia

PAU septiembre 2019

N Generalitat de Catalunya .
MY Consell Interuniversitari de Catalunya Convocatoria 2019

Oficina d'Accés a la Universitat

Proves d’accés a la universitat

Matematicas

Serie 5

Responda a CINCO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique siempre qué
quiere hacery por qué.

Cada cuestion vale 2 puntos.

Puede utilizar calculadora, pero no se autorizara el uso de calculadoras u otros aparatos
gue permitan almacenar datos o que puedan transmitir o recibir informacion.

1. Considera las rectas y = x e y =2x, y la pardbola y = x*.

a) Calcule los puntos de interseccion entre las graficas de las diferentes funciones y haga un esbozo
de la region delimitada per las graficas.

[1 punto]
b) Calcule el area de la region del apartado anterior.
[1 punto]
1 0 a-1
2. Considera lamatriz A=|{1 a 1 |, donde aes un parametro real.
4 3a 1
a) Encuentre los valores del parametro a para el que la matriz es invertible.
[1 punto]

b) Discuta la posicion relativa de los planos 7z, : x+(a—1) z=0, m,:x+ay+z=1y
7, - 4x+3ay +z =3en funcion de los valores del parametro a.

[1 punto]
. 2 -1 11
3. Sean las matrices A= y B= :
-6 3 2 2
a) CalculeA-B y B - A
[1 punto]

b) Justifique que si el producto de dos matrices cuadradas no nulas tiene como resultado la matriz
nula, entonces el determinante de alguna de las dos matrices ha de ser cero.
[1 punto]

1

1+%°

a) Calcule la ecuacion de la recta tangente a la grafica en aquellos puntos en que la recta tangente
es horizontal.
[1 punto]

b) Calcule las coordenadas del punto de la grafica de la funcién f(x) en que la pendiente de la recta
tangente es maxima.

4. Considere la funcion f(x) =
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[1 punto]

5. Sean P, Q y R los puntos de interseccion del plano de ecuacion x + 4y + 2z = 4 con los tres ejes de
coordenadas OX, OY y OZ, respectivamente.

a) Calcule los puntos P, Qy R, y el perimetro del triangulo de vértices P, Q y R.
[1 punto]

b) Calcule el area del triangulo de vértices P, Q y R.
[1 punto]

NOTA: Para calcular el area del triangulo definido por los vectores v y w puede utilizar la

L 1 .
expresion S = E||v xw||, donde vxw es el producto vectorial de los vectores vy w.

6. Considere la funcion f (x) = In(x)

a) Calcule el dominio de la funcion f, los puntos de corte de la grafica de f con los ejes de
coordenadas, y los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.
[1 punto]

b) Calcule el &rea de la region del plano determinada por la gréafica de la funcion f, las rectas x =1
y x=e , yeleje de abscisas.
[1 punto]
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SOLUCIONES

1. Considere las rectasy = x e y = 2x, y la pardbola y = x*.

a) Calcule los puntos de interseccion entre les gréaficas de las diferentes funciones y haga un esbozo
de la region delimitada per las graficas. [1 punto]

b) Calcule el area de la region del apartado anterior. [1 punto]

a) Resolvamos el sistema formado por cada par de funciones obteniendo dichos puntos de corte.
y= }:x:2x:>0:x: y=0 P(0,0)
y= 2X

y =X

Xx=0—->y=0

x=1—>y=1 P(0.0)yQ(x.)

2
}:xzzx:xz—x:ij(x—l):O:{

X=0—->y=0
X=2—>y=4

y=x’

) }:>x2:2x:>x2—2x:0:>x(x—2):0:>{
y=2X

P(0,0)yR(2,4)

Los puntos son P(0,0); Q(11) y R(2,4)

Para dibujar las graficas obtenemos una tabla para cada una de ellas:

44

y=X

|
HI\)HO|><
N PO

|
|_\|\J|—\o|><
A N O

|
LN e o|><
S N )

~.

b) Observando el dibujo el area debe ser aproximadamente 1 u?.

Calculemos su valor exacto haciendo uso de integrales.
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La dividimos en 2 partes:

Entrex=0yx=1

L ; ] [17 [02] 1
érea1:.|'2x—xdx:_[xdx: === =20
) ) 2], 2] | 2] 2
Entrex=1yx=2
2 372 3 3
érea2:f2x—x2dx: X o 2| e L :4—§—1+1:3—Z:2u2
1 3 3 3 3 3 3 3

El area total es la suma de las dos: |Area = % + % = % =1,17 u?
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1 0 a-1
2. Considere lamatriz A=|1 a 1 |, donde aesun parametro real.
4 3a 1
a) Encuentre los valores del parametro a para el que la matriz es invertible. [1 punto]

b) Discuta la posicion relativa de los planos 7z, :x+(a-1)z=0, z,:x+ay+z=1y
7, 1 4x+3ay +z = 3en funcion de los valores del parametro a. [1 punto]

a) La matriz A es invertible si su determinante es no nulo. Averigliemos cuando ocurre esto.

1 0 a-
|Al=]1 a 1 |=a+3a’-3a-4a’+4a-3a=-a’-a
4 3a 1
a=0
|Al=0=-a’-a=0=>-a(a+1)=0=10
a=-1

A es invertible si el parametro a es distinto de 0 y de —1.

b) Para discutir la posicion relativa de los planos nos planteamos el sistema formado por las 3
ecuaciones:

x+(a-1)z=0 1 0 a-1
X+ay+z=1 con matriz de coeficientes A=|1 a 1
4x+3ay+z2=3 4 3a 1

Hemos calculado su determinante y averiguado cuando se anula en el apartado anterior.
Se nos plantean tres posibilidades:

CASO1l a=-0ya=-1

En este caso el sistema tiene una unica solucion. Esta solucion es el punto de corte de los 3
planos. Los 3 planos se cortan en un punto.

CASO 2. a=0
El sistema queda
X—2=0 X=12

z+z=1 2z=1
X+z=1 }=>x+z2=1 }=> =

47 +2=3 52=3
4x+7=3 4x+7=3

Este caso no tiene solucion. Y observando los vectores normales, no son paralelos dos a dos los
planos (no son proporcionales los vectores normales). Son planos que se cortan dos a dos.
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CASO 3. a=-1
El sistema queda
x—-22=0 X =22

21-y+1z=1 -y+3z=1

X=y+z=1 :=>x-y+z=1 ;= = =
8z-3y+z=3 -3y+9z=3

4x-3y+2=3 4x-3y+2=3
= {Las dos ecuaciones son iguales} = -y +3z=1=y=3z-1

X =2t
Lasoluciénes y=-1+3t

z=t1

Este caso tiene infinitas soluciones, que forman una recta. Los planos se cortan en una recta.
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. 2 -1 11
3. Sean las matrices A= y B= :

-6 3 2 2
a) CalculeA-B y B - A [1 punto]
b) Justifique que si el producto de dos matrices cuadradas no nulas tiene como resultado la matriz
nula, entonces el determinante de alguna de las dos matrices tiene que ser cero. [1 punto]

a) Determinamos la expresion de ambos productos.
2 1)1 1 2-2 2-2 00
(—6 3 J(Z 2} (—6+6 —6+6) (0 Oj
1 1y} 2 -1 2-6 -1+3 -4 2
[2 2](—6 3] (4—12 —2+6j (—8 4}

b) Si AB =0 sitomamos determinantes

|A/=0
|AB|=[0]=|A{B|=0= {0
B[=0

OTRA FORMA DE HACERLO

Razonemos por reduccién al absurdo. Supongamos que alguna de ellas, por ejemplo, A tiene
determinante no nulo, entonces tiene inversa A™.

En la igualdad A-B =0podemos multiplicar por la matriz inversa A obteniendo:
AB=0=A"“AB=A"0=1-B=0=B=0 ypor lo tanto el determinante de B es nulo.
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1

1+ x°

a) Calcule la ecuacion de la recta tangente a la gréafica en aquellos puntos en que la recta tangente es
horizontal. [1 punto]

b) Calcule las coordenadas del punto de la grafica de la funcion f(x) en que la pendiente de la recta
tangente es maxima. [1 punto]

4. Considera la funcion f(x) =

a) La ecuacion de la recta tangente a f(x) en x = a es:
y—f(@)="f"(a)(x-a)
Siendo f “(a) la pendiente de la recta tangente. Como nos piden que sea horizontal, la pendiente
debe ser cero 2> f "(a) =0

Resolvamos esta situacion:

1 , —2X
f(x)= >=f'(x)= =
1+x (1+x)
, —2X
f'(x)=0= >=0=>-2x=0=>x=0
(1+x2)

El valor de a es 0. Calculemos la ecuacion de la recta tangente a f(x) en x = 0.
x=0
f (0) =i:1 = y-1=0(x-0)=|y=1
1+0
f’(0)=0

b) La pendiente de la recta tangente es el valor de la derivada. Para que esta derivada tenga un valor
méaximo, debe de ser su derivada nula, es decir, la derivada segunda de la funcion inicial debe ser
cero.

0= 0= = 0 2t >( <zx>)22-zx<1+x )
1+ X2 (1+X2)2
f7(x) _2(1”2)2 +8x° (L+X°) M[_z(h x2)+8x2}
X) = ; _ :
(1+ XZ) (1+ xz)/
f ”(X) _ _2(1+ Xz)-l-8X2 _ —24+6x>

(1+x° )3 (1+ x2)3
Si igualamos a cero

_ 2
=02 2% 0 pie—0m6xt =20 = 2=t |x=x [t
(1+7) 6 3 3
Veamos como evoluciona la derivada valorando el signo de la derivada segunda.
e En —oo,—\/i tomamos x = -1 la derivada segunda vale f”(-1)= _2+63 :i>0. La
3 (1+1) 8

derivada crece.
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e En —\/i, +\/i tomamos x = 0 la derivada segunda vale f™(0) =_—23 =-2<0. La
3 3 (1+0)
derivada decrece.
e En +\/i,+oo tomamos x = 1 la derivada segunda vale f”(1)= _2+63 =£>O. La
3 (1+1) 8

derivada crece.

La funcién sigue el esquema siguiente.

m__
\

tat
o
La

_f +\ﬁ
3 3

) , . 1
Por lo tanto, la derivada alcanza un valor maximo en X = _\/; )

. 1 1 1 1
Suimagenes f| - [= |= T=—1=7°
1+] - 3 3

Nlow

3
El punto de la grafica de la funcién donde la pendiente de la recta tangente es maxima es en el

punto (—i §j
B
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5. Sean P, Q y R los puntos de interseccion del plano de ecuacion x+4y+2z =4 con los tres ejes de
coordenadas OX, OY y OZ, respectivamente.

a) Calcule los puntos P, Qy R, y el perimetro del triangulo de vértices P, Q y R. [1 punto]
b) Calcule el area del triangulo de vértices P, Q y R. [1 punto]
NOTA: Para calcular el area del triangulo definido por los vectores v y w puede utilizar la expresion

1 .
S= E||v xw||, donde vxw es el producto vectorial de los vectores vy w.

. . y=0 . x=0 _ x=0
a) La ecuacion del eje OX es , del eje OY es y del eje OZ es
z=0 z=0 y=0

Planteamos los sistemas de ecuaciones y los resolvemos:

Corte con eje OX:
y=0
z=0 = x=4 El punto es P(4,0,0)
X+4y+2z2=4

Corte con eje OY:
x=0

z=0 = 4y=4=y=1 El punto es Q(0,1,0)
X+4y+2z=4

Corte con eje OZ:

x=0
y=0 = 2z=4=17=2 Elpunto es R(0,0,2)
X+4y+2z=4
P
Q R

El perimetro es el médulo del vector que une cada par de vértices.

PQ=(0.10)-(4.0,0)=(~4.10)=PQ|=16+1=17
PR=(0,0,2)-(4,0,0)=(-4,0,2) = |PR| = V16 +4 =20
QR=(0,0,2)~(0.10)=(0,1,2)= |QR|=\1+4=+5

El perimetro es 17 ++/20 ++/5 =
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b) Consideremos los vectores PQ =(-4,1,0) y PR =(-4,0,2).

El 4rea del tridngulo PQR es la mitad del médulo del producto vectorial de PQ y PR.

k

PRxPQ=|-4 1 0|=2i+4k+8j=2i+8j+4k=(284)
4 0 2

Avrea del triangulo PQR :‘

[PRPG| =27 64+16 = VB4 = 2471

PRxPG

J21 12
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6. Considera la funcion f(x)=M :

a) Calcule el dominio de la funcion f, los puntos de corte de la gréfica de f con los ejes de coordenadas,

y los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f. [1 punto]
b) Calcule el &rea de la region del plano determinada por la gréfica de la funcién f, las rectas x=1y
x=e ,yel eje de abscisas. [1 punto]

a) El dominio de la funcidn son todos los reales excepto x = 0. Dominio f (X) = R—{O}

Puntos de corte con los ejes.
Six =0 - No existe f(0)=@

Siy:09m:0:>lnx:0:>x=e°:1
X

El Unico punto de corte de la grafica y los ejes es P(1,0)

Intervalos de crecimiento y decrecimiento.

Calculamos la derivada de f(x) = ()
1
=x—=In(x)
, 1—In(x
f (X): X - _ 2( )
X X
La igualamos a cero.
£00=0=2") g1 Inx=0=Inx=1=x=¢
X

Este es el unico punto critico de la funcion. Estudiemos como cambia el signo de la derivada
antes y despues del punto.

e En (—oo, e) tomamos x = 1 la derivada vale f (1) = 1_12(1) =1>0. La funcion crece.
_ . . 1-1In(5) .
e En (e,+w) tomamos x =5 la derivada vale f "(5) = oz = -0,02<0. La funcion

decrece.

Resumiendo: la funcién crece en (—,e)y decrece en (e, +o).

b) Hemos visto que la funcion solo corta al eje de abscisas en x = 1. Como el area esta definida
entre 1y e no influye en el calculo del area con el uso de integrales definidas.

Cambio de variable : (In X)z

deh 1 =J1xdtzjtdt=t—=
X In(X) =t > —dx =dt > dx = xdt X 2
X

Area:f Inix) OIX{(Inzx)z ]e {(Inze)z}{(lnzl)z}: %uz
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PAU junio (serie 1) 2019
N Generalitat de Catalunya .
MY Consell Interuniversitari de Catalunya Convocatoria 2019

Oficina d'Accés a la Universitat

Proves d’accés a la universitat
Matematicas

Serie 1

Responda a CINCO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique siempre qué
quiere hacery por qué.

Cada cuestion vale 2 puntos.

Puede utilizar calculadora, pero no se autorizara el uso de calculadoras u otros aparatos

gue permitan almacenar datos o que puedan transmitir o recibir informacion.

1. Las paginas de un libro deben tener cada una 600 cm? de superficie, con margenes alrededor del
texto de 2 cm en la parte inferior, 3 cm en la parte superior y 2 cm en cada lado. Calcule las
dimensiones de la pagina que permiten la mayor superficie impresa posible.

[2 puntos]

2. Considere el siguiente sistema de ecuaciones lineales, que depende del parametro real k:
X+3y+2z=-1

x+k?y+3z =2k
3X+7y+7z=k-3

a) Discuta el sistema para los diferentes valores del parametro k.
[1 punto]

b) Resuelva el sistema para el caso de k = 1.
[1 punto]

3. Un dron se encuentra en el punto P = (2,—3,1) y queremos dirigirlo en linea recta hasta el punto

mas proximo del plano de ecuacion z:3x+4z+15=0.

a) Calcule la ecuacion de la recta, en forma paramétrica, que debe seguir el dron. ¢Qué distancia
tiene que recorrer hasta llegar al plano?
[1 punto]

b) Encuentre las coordenadas del punto del plano donde llegaréa el dron.
[1 punto]

2x° —5x+4
1-x
a) Calcule su dominio y estudie su continuidad. ¢ Tiene alguna asintota vertical?
[1 punto]

4. Considere la funcion: f(x) =

-2 . . . -
b) Observe que f(-2) =3 f(0)=4 vy f(2)=-10 . Razone si, a partir de esta informacion,
puede deducirse que el intervalo (-2,0) contiene un cero de la funcién. ¢Puede deducirse para
el intervalo (0,2)? Encuentre un intervalo determinado por dos enteros consecutivos que
contenga, como minimo, un cero de esta funcion.
[1 punto]
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a

a) Calcule para qué valores del parametro a se cumple la igualdad M?—-M —21 =0, donde | es
la matriz identidad y O es la matriz nula, ambas de orden 2.
[1 punto]

b) Utilizando la igualdad del apartado anterior, encuentre una expresion general para calcular la
matriz inversa de la matriz My, a continuacion, calcule la inversa de M para el caso de a=+2
[1 punto]

1 a
5. Sea la matriz M :{ O]’ donde a es un parametro real.

6. Considere las funciones f(x)=x>y g(x)=1 ,ylarecta x=e .
X

a) Haga un esbozo de la region delimitada por sus gréficas y el eje de abscisas. Calcule las
coordenadas del punto de interseccion de y = f(x) con y =g(x).
[1 punto]

b) Calcule el area de la region descrita en el apartado anterior.
[1 punto]
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SOLUCIONES

1. Las paginas de un libro deben tener cada una 600 cm? de superficie, con margenes alrededor del
texto de 2 cm en la parte inferior, 3 cm en la parte superior y 2 cm en cada lado. Calcule las
dimensiones de la pagina que permiten la mayor superficie impresa posible.  [2 puntos]

Realicemos un dibujo descriptivo de la situacion planteada.
X

E

[
o]

y-5

x4

[ 2
La zona sombreada es la destinada a escribir. Es la que debemos maximizar.
Funcion objetivo: f(x,y)=(x—4)(y-5) .

Las condiciones son: x-y=600=y = £00
X

La funcion queda
f(x,y)=(x-4)(y-5)

600 = f(x)=(x—4)(@—5j=x-@—Sx—4-@+20:
= X X X
X
= 600—5x—@+ 20= 620—5x—@
X X
Para maximizar esta funcion la derivamos e igualamos a cero para averiguar sus puntos criticos.

f(x)= 620—5x—@ = f'(x)=-5+ 2480
X X

f'(X)=0= -5+ 2480 =0=-5x"+2400=0
X

:@ =480 = x =+/480 = 21,9...

5x* = 2400 = x*
Veamos el signo de la derivada antes y después de este valor 21,9.

e En (O, \/480) tomamos el valor 1y la derivada vale f "(1) =-5+ @ =2395>0. La

funcion crece en este intervalo.

e En ( 480,+oo) tomamos el valor 30 y la derivada vale f "(30)=-5+ 2;0020 =-2,3<0.La

funcion decrece en este intervalo.

Como la funcion crece antes y decrece después la funcion presenta un maximo en x =+/480.
Las dimensiones que maximizan la zona impresa son x=21,9 cme y=27,38 cm.
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2. Considere el siguiente sistema de ecuaciones lineales, que depende del pardmetro real k:
X+3y+2z=-1
x+k’y+3z=2k
3X+7y+7z=k-3

a) Discuta el sistema para los diferentes valores del parametro k. [1 punto]
b) Resuelva el sistema para el caso de k = —1. [1 punto]

a) La discusién del sistema parte del estudio del valor del determinante de la matriz de los
coeficientes.

1 3 2 1 3 2
A=|1 k* 3| condeterminante |A|=[1 k* 3|=7k*+27+14-6k”*-21-21=k*-1
3 7 7 3 7 7

Si igualamos a cero
A=0=k’-1=0=k*=1=k=+1=11

Hay tres casos a considerar.

CASO1. k=#-1yk=1

En este caso el rango de la matriz de los coeficientes es 3 al igual que el de la matriz ampliada

e igual al nimero de incognitas. El sistema es compatible determinado. Tiene una Unica
solucion.

CASO 2. k=-1
El sistema queda

Ecuacién 22 - Ecuacién 12| [Ecuacion 32 - 3 - Ecuacion 12

x+3y222:;1 X +y 43z =-2 3x +7y +7z7 =-4
;Hy; 27__ T By =1 () ey 6z =3 -
X+1y+/i1=- -2y +z =-1 -2y +z =-1

X+3y+2z=-1
= -2y+z=-1;=

{Ecuacién 22 es igual a ecuacion 3a} X+3y+2z= —1}
—
—-2y+z=-1

Podemos eliminar la 3? -2y+z=-1

X+2z=-1-3y

R ==

El sistema es compatible indeterminado. Tiene infinitas soluciones.
Las soluciones son x=1-7t; y=t; z=-1+2t, siendo t e R.

CASO 3. k=1
El sistema queda
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Ecuacion 22 - Ecuacion 12
X+3y+2z=-1
X 4y +3z =2
X+y+3z=2 = x -3y —27 =1
X+7y+7z=-1 2y 47 =3
Ecuacidén 32 - Ecuacion 22
X+3y+2z=-1 2y 4z =2
= -2y+1=3 ;= 2y -z =-3
-2y+21=2 0 -1

Este sistema es incompatible.

Ecuacion 32 - 3 - Ecuacion 12

3X 47y +7z =-1
3x -9y 67 =3 =
-2y +z =2
X+3y+2z=-1
= -2y+12=3
0=-1

b) Las soluciones se han obtenido en el apartado anterior y son x=1-7t; y =t; z=—1+ 2t , siendo

teR.
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3. Un dron se encuentra en el punto P :(2,—3,1) y queremos dirigirlo en linea recta hasta el punto

mas proximo del plano de ecuacion z:3x+4z+15=0.

a) Calcule la ecuacion de la recta, en forma paramétrica, que debe seguir el dron. ;Qué distancia tiene
que recorrer hasta llegar al plano? [1 punto]

b) Encuentre las coordenadas del punto del plano donde llegaré el dron. [1 punto]

a) Se habla de proyectar ortogonalmente el punto P sobre el plano. La recta se obtiene a partir de su
vector director (el vector normal del plano) y sabiendo que pasa por P.

.- X=2+3t
v=n=(30,4)

=>|r:y=-3
Pasa por P(2,-3,1) 7 =144t

La distancia del punto P = (2, -3,1) al plano 7z :3x+4z+15=0se calcula con la formula:
_[32+41+15 25

Distancia (P, ) = m o

b) Hay que hallar el punto de corte de la recta hallada en el apartado anterior y el plano. Resolvamos
el sistema.

w:3X+4z2+15=0

X=2+3t
cy=_3 =3(2+3t)+4(1+4t)+15=0=6+9t+4+16t+15=0
z=1+4t
x=2-3=-1
25t+25=0:>t=_—5=—1:> y=-3
23 z=1-4=-3

Las coordenadas del punto pedido son P"(-1,-3,-3).
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2x° —5x+4
1-x
a) Calcule su dominio y estudie su continuidad. ¢ Tiene alguna asintota vertical?  [1 punto]

4. Considere la funcion: f(x) =

b) Observe que f(-2) = %2 , f(0)=4vy f(2)=-10 . Razone si, a partir de esta informacion, puede

deducirse que el intervalo (-2,0) contiene un cero de la funcién. ¢Puede deducirse para el intervalo
(0,2)? Encuentre un intervalo determinado por dos enteros consecutivos que contenga, como
minimo, un cero de esta funcion. [1 punto]

a) El dominio de la funcién al ser una fraccién es Dominio=R —{1} .

La continuidad: es continua en todo el dominio.
La asintota vertical es x =1 lo comprobamos calculando el limite

2x*—5x+4 2-5+4 1
= = — =00

lim f (x)=lim
x—1 x—1 1-—Xx 0 0
2x° —5x+4 : L . _
b) f(x) =1— es continua en (-2,0) y la funcién cambia de signo de un extremo a otro del
intervalo f(-2) = _?2 <0, f(0)=4>0, luego existe un valor ce(—2,0) donde f(c)=0.
3 f—
f(x) =w es continua en (0,2) y la funcion cambia de signo de un extremo a otro del

intervalo f(0)=4>0y f(2)=-10<0 luego existe un valor ¢ <(0,2) donde f(c)=0.

El intervalo (-2,—1) cumple que f(-2)= _?2 <0y f(-D)= % = g >0 luego aplicando el
+

teorema de Bolzano existe un valor ¢ e (—2,—1) donde f(c)=0.
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1
5. Sea la matriz M :(a

a

O] , donde a es un parametro real.

a) Calcule para qué valores del parametro a se cumple la igualdad M?—-M —21 =0, donde | es la
matriz identidad y O es la matriz nula, ambas de orden 2. [1 punto]

b) Utilizando la igualdad del apartado anterior, encuentre una expresion general para calcular la

matriz inversa de la matriz M v, a continuacion, calcule la inversa de M para el caso de a=+/2 .
[1 punto]

a) Resolvemos la ecuacion matricial planteada.

5 1 a)(l a) (1 a 10 0 0
M M =-21=0=> - -2 = =
a 0)la O a 0 0 1 0
1+a%? a 1 a 2 0 00 1+a*-1-2 a-a 00
= - - = = = =
a a?) la 0) 0o 2) (0O a-a a’-2) (0 O

-2 0 0 0
:[a j:[ j:a2—2:0:>a2:2:> a=+12

o

0 a*-2 00

b) Sacamos factor comin M en la igualdad.

M?>-M-2I=0=>M?*-M :2I:>M(M—I):2I:>M(%jzl

1
Mt==(M-I
Lm-1)
Si M cumple la ecuacién M? —M —21 =0 su inversa es M‘lzg(M -1)

Si a=+/2 lainversade Mes M = %(M —1). Determinamos su expresion.

5 5 |0 L
21 _:11 2_10:10 2: 2
R Zﬂ(ﬁ oJ E J] ZEﬁ —1] 24

2 2
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6. Considere las funciones f(x)=x*y g(x)=1 ,ylarecta x=e .
X

a) Haga un esbozo de la region delimitada por sus graficas y el eje de abscisas. Calcule las
coordenadas del punto de interseccionde y = f(x) con y =g(x). [1 punto]

b) Calcule el area de la region descrita en el apartado anterior. [1 punto]

a) Averiguamos los puntos de corte de las gréficas.
f(x)=g(x):>1:x2 —1=x=x=3%1=1
X

Hacemos una tabla de valores para cada funcion y representamos sus gréficas y la region
delimitada por sus gréficas y el eje de abscisas.

1 2
X |y== y =X
= 1 1
I -
Ll o| o
2| 05 1] 1
4025 2| 4
8 0125 41 16

y la region es

s
elsnitetsteiately’

g S
Sttt ety

&
oty
vy

B N A

b) El area pedida es una integral definida de la funcién entre Oy e.

3

1 e 3t 3
Area:szdx+J.£dx: X +[Inx]::1——0—+Ine—ln1:1+1:ﬂu2
J T 3 3 3 3
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PAU junio (serie 4) 2019
AN Generalitat de Catalunya

A Consell Interuniversitari de Catalunya
Oficina d'Accés a la Universitat

Proves d’accés a la universitat 2019

Matematicas
Serie 4

Responda a CINCO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique siempre qué
quiere hacery por qué.

Cada cuestion vale 2 puntos.

Puede utilizar calculadora, pero no se autorizara el uso de calculadoras u otros aparatos

gue permitan almacenar datos o que puedan transmitir o recibir informacion.

1. Quiere construirse un marco rectangular de madera que delimite un area de 2 m?. Se sabe que el
precio de la madera es de 7,5 €/m para los lados horizontales y de 12,5 €/m para los lados verticales.
Determine las dimensiones que debe tener el rectangulo para que el coste total del marco sea el
minimo posible. ;Cudl es este coste minimo?

[2 puntos]

y-z=
a) Calcule la ecuacion paramétrica de la recta que es perpendicular al plano z y que lo corta en el
mismo punto en el que lo corta la recta r.
[1 punto]
b) Encuentre los puntos de r que estan a una distancia de J/8 unidades del plano z.
[1 punto]

2. Sean la recta r:{ N yelplano 7:x—z=3.

3. Considere el siguiente sistema de ecuaciones lineales, que depende del parametro real a:
ax+7y+5z=0
X+ay+z=3
y+z=-2

a) Discuta el sistema para los distintos valores del parametro a.
[1 punto]
b) Resuelva el sistema para el caso a=2.
[1 punto]
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4. Considere la funcion f(x), que depende de los pardmetros reales n y m y esta definida por

e six<0
X2
f(x)= IH] sSi0<x<?2

3X ]
—4+msix>2
2

a) Calcule los valores de n y m para que la funcién sea continua en todo el conjunto de los nimeros
reales.
[1 punto]

b) Parael caso n=-4 y m=-6, calcule el &rea de la regidn limitada por la gréfica de f (x), el eje
de abscisas y las rectas x=0y x=4.
[1 punto]

5. Considere los planos 7z :2x+ay+z=5, z,:x+ay+z=1Yy m:2x+(a+1)y+(a+1)z=0,

donde a es un parametro real.

a) Estudie para queé valores del parametro a los tres planos se cortan en un punto.
[1 punto]

b) Compruebe que para el caso a=1 la interpretacion geométrica del sistema formado por las
ecuaciones de los tres planos es la que se muestra en la siguiente imagen:
[1 punto]

6. Se sabe que una funcion f(x) es continua y derivable en todos los nimeros reales, que tiene como
segunda derivada f"(x) =6X Yy que la recta tangente en el punto de abscisa x =1 es horizontal.
a) Determine la abscisa de los puntos de inflexion de la funcion f y los intervalos de concavidad y
convexidad. Justifique que la funcion f tiene un minimo relativo en x=1.
[1 punto]
b) Sabiendo, ademas, que la recta tangente en el punto de abscisa x=1 es y=>5, calcule la

expresion de la funcién f.
[1 punto]
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SOLUCIONES

1. Quiere construirse un marco rectangular de madera que delimite un area de 2 m?. Se sabe que el
precio de la madera es de 7,5 €/m para los lados horizontales y de 12,5 €/m para los lados verticales.
Determine las dimensiones que debe tener el rectangulo para que el coste total del marco sea el
minimo posible. ;Cudl es este coste minimo? [2 puntos]

Llamamos x a la longitud la parte horizontal del marco rectangular e y a la longitud de la parte vertical.

X

El area del rectangulo es de 2 m?, por lo que x-y=2.
El coste total del marco es C(x,y)=7.5-2x+12.5-2y =15x+ 25y .

—

| N

Como x-y =2 entonces y =—. Sustituimos en la funcion coste y obtenemos una funcion

D X

dependiente solo de la variable x.

C(x,y)=15x+25y

2 :>C(x)=15x+252=15x+5—O
X
Derivamos la funcién y averiguamos cuando se anula la derivada.
C(x)=15x+ 20 = C(x)=15- 2
X X
C'(X):0315—2:0:>15:5—?:15x2:50:> X2:5_0:E: X= Ez1.826
X X 15 3 3

Sustituimos este valor en la segunda derivada para averiguar si el punto critico obtenido es un
maximo o un minimo.

C (x)=15-2 =15 50x 2 = ¢ (x) =100x° = X2 o c| [ |- 20 g
X2 3

e

Al ser la segunda derivada positiva la funcion coste tiene un minimo relativo en x = 3
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. . 2
Para este valor la longitud de la parte vertical es y = =

@
()l o

. . - ’10
Las dimensiones del marco rectangular de coste minimo son 3 ~1.826 metros en la parte

30

horizontal y = ~1.095 metros en la parte vertical, siendo este coste minimo de un importe

~1.095 y el coste del marco es de

&
5

aproximado de 54.77 euros.
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_1 yelplano 7:x—z=3.

2. Sean larecta r :{

a) Calcule la ecuacion paramétrica de la recta que es perpendicular al plano z y que lo corta en el
mismo punto en el que lo corta la recta r. [1 punto]

b) Encuentre los puntos de r que estan a una distancia de \/§ unidades del plano z. [1 punto]

a) Hallamos el punto P de corte de la recta r y el plano .

X=2 X=2
" o y—tezbm /T }:y 1-1=0= P(2,0.-1)
y—Z= > V= =i1—1= e
vra|  x_3e2

La recta s perpendicular al plano z tiene como vector director el vector normal del plano.
Hallamos la ecuacion de la recta s perpendicular al plano z y que lo corta en P(2,0.—1).

7:x-2=3=n=(10,-1)

— - X=2+a
v,=n=(1,0,-1)

=[s:qy=0 ;aeR
P(2,0.-1)es se g

b) Hallamos las coordenadas de un punto cualquiera de la recta r.

X=2 X=2
r:{ :r:{ =Q,(21+2,2)
y-z=1 y=1+2

Hallamos la expresién de la distancia de un punto Qr de la recta r al plano .
Q (21+2,2) 2-z-3  |-1-{

7r:x—z—3=0}:>d( )= 2 +07 + (-1) 2

Buscamos el valor de z para que esta distancia valga J8.

Y e Y SN TR YT
d(Q.,7)=v8= 7 =B =|-1-7|=16=4

1-7=4--1-4=7-57=-5-0Q,(2,-4,-5)
=
“1-7=-4—-1+4=2-57=3-5Q,(2,4,3)

Los dos puntos que cumplen lo pedido son Q,(2,—4,-5) y Q,(2,4,3).
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3. Considere el siguiente sistema de ecuaciones lineales, que depende del pardmetro real a:

ax+7y+5z=0
X+ay+z=3
y+z=-2
a) Discuta el sistema para los distintos valores del pardmetro a. [1 punto]
b) Resuelva el sistema para el caso a=2. [1 punto]
a 7 5
a) La matriz de coeficientes asociada al sistemaes A=| 1 a 1 | condeterminante
011
a 7 5
|A=]1 a 1j=a’+0+5-0-7-a=a’-a-2.
0 11
Igualamos a cero el determinante.
z 143 _-a
|A|:0:>a2—a—2:0:>azlir (1) ~4(2) _1x8_) 2
2 2 1-3
- =|-1=a

Hay tres casos distintos a estudiar.

CASO 1l a#-1lya=2
En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3. Al igual que el rango de la
matriz ampliada A/B y el nimero de incdgnitas.
El sistema es compatible determinado.

CASO 2. a=-1
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
-1 7 5
La matriz queda A=| 1 -1 1 |. Consideramos el menor de orden 2 que resulta de quitar
0o 1 1

-1 7
la columna 32y la fila 32 9[ ! j con determinante

7
JJ:1—7:—6;«t0. El rango de

Aes 2.
-1 7 50
La matriz ampliadaqueda A/B=| 1 -1 1 3 |. Consideramos el menor de orden 3 que
0 1 1 -2
-1 7 0
resulta de quitar la columna 32 (columna 22 + dos veces la columna 1®) | 1 -1 3 | con
0 1 -2
-1 7 0
determinante [1 -1 3|=-2+0+0-0+14+3=15=0. Elrango de A/B es 3.
0o 1 -2

Rango de A =2 # 3 = Rango de A/B.
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El sistema es incompatible.

CASO 3. a=2
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
2 75
La matrizqueda A=|1 2 1 |. Consideramos el menor de orden 2 que resulta de quitar la
011

2 7 2
fila 32y la columna 32 > (1 2] con determinante L

7
2‘:4—7:—3;&0. El rango de A es

2.
2 750
Determinamos el rangode A/B=|1 2 1 3 |. Consideramos el menor de orden 3 que
01 1-2
2 7 0
resulta de quitar la 22 columna (suma de columna 12y 3?): |1 2 3 | con determinante
01 -2
2 7 0
1 2 3|=-8+0+0-0+14-6=0.Elrango de A/B no es 3y debe ser 2 como el rango de
01 -2
la matriz A.

Rango de A = Rango de A/B = 2 < 3 = Numero de incognitas.
El sistema es compatible indeterminado.

Resumiendo: Si a=-1ya=2 el sistema es compatible determinado (una Unica solucion), si

a=-1 el sistema es incompatible (sin solucion) y si a =2 el sistema es compatible indeterminado
(infinitas soluciones).

b) Para a=2 el sistema es compatible indeterminado (caso 3). Lo resolvemos.

2X+7y+52=0 2X+7y+52=0

2X+7y+5(-y—-2)=0
X+2y+2=3 =<{ X+2y+z=3 :>{ oy ( y=2)
2

y+ze-2 7e—y— X+2y-y-2=3

2X+2y-10=0 2x+2y =10 . .
= = = {Ecuacionesiguales} = x+y=5=

X+y=5 X+y=5
X=5-4
=>X=5-y=>4y=41 ;AeR
1=-2-4
X=5-1
Las soluciones del sistema son 1y =4 , siendo A cualquier nimero real.
1=-2-41
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4. Considere la funcion f(x), que depende de los pardmetros reales n y m y esta definida por

2

f(x)=

g* Six<0

X—+n si0<x<?2
4

3x ]
—4+msix>2
2

a) Calcule los valores de n y m para que la funcién sea continua en todo el conjunto de los nimeros

reales.

[1 punto]

b) Parael caso n=-4 y m=-6, calcule el &rea de la region limitada por la gréafica de f (x), el eje de

abscisas y las rectas x=0y x=4.

[1 punto]

a) La funcion debe ser continuaen x=0.

f(0)=€’ =1
i T =lipe =t

X2 2 :>n=1
lim f(x): lim=+n=—+n=n

x—0* x—0*

lim f (x) = lim f (x)=f (0)

x—0~ x—0"

g* six<0
2

La funcion queda f(x) = X?Jrl si0<x<2.

3X ]
—4+msix>2
2

La funcién debe ser continuaen x=2.

22
f(2)=—+1=2
(2) 2

XZ
lim f (x)=lim=—+1=2

X—2~ X—2~

lim f(x)=lim %+m:3+m

x—>2" x—2*

lim f (x)=Ilim f (x)=f(2)

x—>2~ x—2"

:>3+m:2:

Los valores de n y m que hacen que la funcion sea continua en todo el conjunto de los nimeros

realesson m=-1y n=1.

b) Parael caso n=—4 y m=—6 la funcion queda f(x)=

e* six<0

X2

——4 si0<x<2.
4

3—X—6 Six>2
2
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En el intervalo [0, 4] la funcién cambia de definicion por lo que el area de la region limitada por
la grafica de f (x), el eje de abscisas y las rectas x=0 y x =4 la determinamos como la suma de
dos integrales definidas: una entre 0 y 2 de la funcion y otra entre 2 'y 4.

Averiguamos primero si la funcion corta el eje de abscisas en algun punto.

e* =0 — Noes posible

2 2
f(x)=0= X__4=o_)XZ:4—>x2=16—>X=4§E(0,2]

%—6:0—>3—2X:6—>3x:12—>x:4

2

La funcion no corta el eje de abscisas en el intervalo (0, 4).

La funcién es negativa en el intervalo (0, 2], pues si tomamos x =1 tenemos que
2 _—

f(1)=2-4="2 <0
4 4

2 2 x2 T [2 0° 22
j f(x)dx:J S _4dx=| —-4x| =| —-4-2|-| =-4.0|=—=
0 0 4 12 o 12 12 3
. ., . 22 .
El area de la region 1 tiene un valor de 3 unidades cuadradas.
La funcion es negativa en el intervalo (2, 4], pues si tomamos x =3 tenemos que
33 -3

f(3)=7—6:?<0.

4 2 4 42 92
j“f(x)dx:f X oax=| X ex| =[2L 6.4]- |3 62|--3
2 2 a 7| a 4

2

El area de la region 2 tiene un valor de 3 unidades cuadradas.

El area total es la suma de las dos areas obtenidas: 2—32 +3= %1 =10.333 unidades cuadradas.

| /
/’
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5. Considere los planos 7, :2x+ay+z=5, 7, :x+ay+z=1y z,:2x+(a+1)y+(a+1)z=0,
donde a es un parametro real.

a) Estudie para qué valores del pardmetro a los tres planos se cortan en un punto. [1 punto]
b) Compruebe que para el caso a=1 la interpretacion geométrica del sistema formado por las
ecuaciones de los tres planos es la que se muestra en la siguiente imagen: [1 punto]

a) Nos piden determinar cuando el sistema formado por sus ecuaciones tiene solucion Unica. Para ello
el rango de la matriz de coeficientes asociada al sistema y el de la matriz ampliada debe ser 3.

mi2X+ay+z=5
7Ty X+ay+z=1
myi2x+(a+l)y+(a+1)z=0

2 a 1

La matriz de coeficientes asociada al sistemaes A=|1 a 1 | yla matriz ampliada es
2 a+l a+l

2 a 1 5
A/B=|1 a 1 1.
2 a+l a+1 0

Averiguamos cuando el determinante de A es nulo.

2 a 1
Al=[1 a 1 |=2a(a+l)+2d +a+1-24 -a(a+1)-2(a+1)=
2 a+l a+l

—2a’+2a+A+1-a’—- 4 -2a-2=a*-1

A=0=a’-1=0=a’=1=|a=1=141

Para que el determinante no se anule y el rango de A sea 3 debe ser un valor de a distinto de -1y
de 1. En estos casos el rango de A es 3, al igual que el rango de la matriz ampliada y el nimero
de incognitas. El sistema es compatible determinado y su Unica solucién son las coordenadas del
punto de corte de los tres planos.

b) Para el caso a=1 los planos tienen ecuaciones: r, :2X+Yy+2=5, 7, :X+y+z=1y
7y 2X+2Yy+22=0—> 7, : X+y+2=0.
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Podemos observar que los planos 7z, :x+y+z=1Y x,:x+Yy+z=0 son paralelos pues tienen el

mismo vector normal n, =n, =(1,1,1) y no son coincidentes al no tener la misma ecuacion. El

tercer plano 7, no es paralelo a ellos, pues tiene un vector normal no proporcional y por tanto es
secante a ambos planos.

mi2x+y+z=5=n=(211)| 2 1 1

. = —#-==

TyiX+y+z2=0=n,=(111) 1 11

La situacion entre los tres planos es la indicada en el dibujo.

2X+y+z2=5

La recta r del dibujo tiene ecuacion r:

y la recta s tiene ecuacion
X+y+z=1

2X+y+z2=5 . . .
r: o[ Ambas rectas son paralelas pues tienen el mismo vector director
X+y+2=

u, =V, =(2,11)x(111).

266 de 334 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU junio 2019 (serie 4) Matemdticas Il en Catalufia Juan Antonio Martinez Garcia

6. Se sabe que una funcion f(x) es continua y derivable en todos los nimeros reales, que tiene como
segunda derivada f”(x) =6X Yy que la recta tangente en el punto de abscisa x =1 es horizontal.

a) Determine la abscisa de los puntos de inflexion de la funcion f y los intervalos de concavidad y

convexidad. Justifique que la funcion f tiene un minimo relativo en x=1. [1 punto]
b) Sabiendo, ademas, que la recta tangente en el punto de abscisa x =1 es y =5, calcule la expresion
de la funcién f. [1 punto]

a) Para obtener los posibles puntos de inflexién averiguamos cuando se anula la segunda derivada de
la funcion.

f"(x)=0=6x=0=[x=0]|
Estudiamos el signo de la segunda derivada antes y después de x=0.

e Enelintervalo (—»,0) tomamos x =—1 y la segunda derivada vale
f7(-1)=6(—-1)=-6<0. La funcién es concava (n) en (—o,0).
e Enelintervalo (0,+c) tomamos x =1y la segunda derivada vale f”(1)=6-1=6>0. La

funcién es convexa (U) en (0, +x).

La funcién es concava (N) en (—,0) y convexa (U) en (0,+o0). La funcion tiene un punto de
inflexionen x=0.

Si la recta tangente en el punto de abscisa x =1 es horizontal significa que su pendiente es 0 y
por tanto la derivada se anula para este valor > f (1) = 0. Este seria un extremo relativo de la

funcion. Como f"(l) =6-1=6>0 la funcién tiene un minimo relativo en x=1.

b) Si la recta tangente en el punto de abscisa x=1 es y =5 entonces la funcion pasa por el punto
I(_la; gé'rivada de la funcidn es la integral de la segunda derivada.
f7(x) :j f7(x)dx = .[6xdx =3x*+K
Sabemos que f“(1)=0, por lo que f'(1)=3-1"+K=0=>k=-3.

La derivada queda f"(x)=3x"-3.
La funcion es la integral de la derivada.

f (x):j f '(X)dX:I3X2 —3dx=x*-3x+C
Sabemos que f(1)=5, porlo que f(1)=1*-31+C=5=C=5+3-1=7.

La funcion tiene la expresion f (x)=x>-3x+7.
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Oficina d’Accés a la Universitat

Proves d’accés a la universitat
Matematicas
Serie 3

Responda a CINCO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique siempre qué quiere
hacer y por qué.

Cada cuestion vale 2 puntos.
Puede utilizar calculadora, pero no se autorizara el uso de calculadoras u otros aparatos que
permitan almacenar datos o que puedan transmitir o recibir informacion.

1. Considere la funcion polinémica f (x)=x’—ax*+bx+c.

a) Calcule los valores de los parametros a, b y ¢, sabiendo que la funcidn tiene un extremo relativo
en el punto de abscisa x = 1 y que la recta tangente a la grafica de la funcion en el punto de
abscisax=0es larectay =x + 3.

[1 punto]

b) Para los valores a =2, b = 1y ¢ = 3, calcule las abscisas de los extremos relativos de la funcion
y clasifiquelos.

[1 punto]

2. Considere el siguiente sistema de ecuaciones lineales, que depende del parametro real a.
X+y+2=3
X+y-z=1
2x+ay =2a
a) Discuta el sistema para los distintos valores del parametro a.
[1 punto]
b) Resuelva el sistema para el caso a = 1.
[1 punto]

3. Considere el plano gue tiene como vectores directores u = (-1, 3, 2) y v =(2, 1, 0) y que pasa por
el punto A=(1, 0, 3).
a) Calcule la ecuacion de la recta que es perpendicular al plano y pasa por el punto A.
[1 punto]
b) Calcule la distancia del punto P = (1, 5, 0) al plano.
[1 punto]
NOTA: Puede calcular la distancia de un punto de coordenadas (X,, . Z,) al plano de ecuacion
|AX, + By, +Cz, + D|

JA? +B%+C?

Ax + By + Cz + D = 0 con la expresion
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1 0 «
4. Sealamatriz A=« 0 -1|,enlaque a esun parametro real.
2 -1 1
a) Existe algin valor e R de tal que A no tenga inversa para este valor?
[1 punto]
b) Calcule la matriz inversa de A% para o =0.
[1 punto]

5. Considere los puntos del espacio tridimensional A =(1,1,0),B=(3,5,0)yC=(1,0,0) y larecta
z
rix=y-l=—.
y 2

a) Encuentre el punto de interseccidn de la recta r con el plano que pasa por los puntos A, By C.
[1 punto]

b) Encuentre los puntos P de la recta r para los cuales el tetraedro de vértices P, A, B'y C tiene un
volumen de 2u®.
[1 punto]
NOTA: El volumen de un tetraedro de vértices P, Q, Ry S puede calcularse con la expresion

|aet (g, PR, PS))

6. Sean las funciones f(x)=x>-1y g(x)=3-x*.
a) Esboce las gréficas de las parabolas y=f(x) e y=g(x) en un mismo sistema de ejes

cartesianos y encuentre los puntos de corte con el eje de abscisas, los vértices y los puntos de
corte entre las dos graficas.
[1 punto]

b) Calcule el area de la region del semiplano y > 0 comprendida entre las graficas de f(x) y g(x).
[1 punto]
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SOLUCIONES

1. Considere la funcién polinémica f (x)=x’—ax*+bx+c.

a) Calcule los valores de los parametros a, b y ¢, sabiendo que la funcion tiene un extremo relativo
en el punto de abscisa x = 1 y que la recta tangente a la gréfica de la funcién en el punto de abscisa

x=0eslarectay=x+ 3. [1 punto]
b) Para los valores a =2, b =1 y ¢ = 3, calcule las abscisas de los extremos relativos de la funcion y
clasifiquelos. [1 punto]

a) Si funcidn tiene un extremo relativo en el punto de abscisa x = 1 significa que f"(1)=0.

f7(x)=3x*-2ax+b
f°(1)=0

}:>O=3-12—2a-1+b:> 3-2a+b=0

Si la recta tangente a la gréafica de la funcion en el punto de abscisa x =0 es larectay =x + 3
significa que la funcion y la recta tienen la misma pendiente y coinciden en x = 0.

V3 ay?
f (x)=x"—-ax +bx+c}:> f(0):o+3:>03—a-02+b-0+0=3=>

y=X+3
, _ 2_ ¢ —
f7(x)=3x 2ax+-b—>f (0)=b ~ £(0)=b=1=[p=1
y =1-x+3— pendiente =1

Juntando todo lo obtenido obtenemos el valor de a.

3-2a+bh=0
1 }:3—2a+1=0:4=2a:>

Los valores que cumplen lo pedido sona=2,b=1yc =3.

b) Para los valores a =2, b =1y c = 3 la funcién queda f (x)=x>—-2x*+x+3.
Hallamos los puntos criticos de la funcion usando la derivada.

4+2—1—x
f(x)=3x%—4x+1 411/—42—4-3-1 B
(X) X X = 3x?—4x+1=0= x= ( ) :4i2: 6
f(x)=0 2.3 6 4-2 [1°
—=|==X
6 |3

Clasificamos los puntos criticos usando el signo de la segunda derivada.
f(1)=6(1)-4=2>0— Minimo

f(x)=3x"-4x+1= f"(x)=6x-4
(%) = 17(x) = f"(%j=6[%j—4=—2<0—>MéXimO

La funcion presenta un maximo relativo en x = g y un minimo relativo en x=1.
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2. Considere el siguiente sistema de ecuaciones lineales, que depende del parametro real a.

X+y+z=3
X+y—-z=1
2x+ay =2a
a) Discuta el sistema para los distintos valores del pardmetro a. [1 punto]
b) Resuelva el sistema para el caso a = 1. [1 punto]
11 1
a) El sistema tiene asociada la matriz de coeficientes A=|1 1 -1| y la matrizampliada
2 a 0
11 1 3
A/B=|1 1 -11
2 a 0 2a

Averiguamos cuando se anula el determinante de la matriz de coeficientes.

1 1 1
|A|=1 1 —1=O—2+a—(2+0—a)=—4+2a
2 a 0

|A=0=-4+2a=0=>2a=4=[a=2]

Estudiamos por separado las dos situaciones distintas que se nos plantean.

CASO1l. a=2
En este caso el determinante de la matriz A es no nulo y su rango es 3, al igual que el rango de
la matriz ampliada y el nGmero de incognitas. El sistema es compatible determinado (una Unica

solucion).
CASO 2. a=2
En este caso el determinante de la matriz A es nulo y su rango es menor de 3.
11 1
La matriz de coeficientesqueda A=|1 1 -1 |.Estamatriztiene rango 2 pues tiene un menor
2 2 0

de orden 2 con determinante no nulo, consideramos el menor que resulta de quitar la fila y

- =2#0.
;

. 1
columna primeras - )

11 13
La matriz ampliada queda A/B={1 1 -1 1|. Consideramos el menor de orden 3 que
2 2 04
resulta de quitar la primera columna (igual que la segunda columna) ->
1 1 3
1 -1 1|=-4+2+0+6-4-0=0. Al ser nulo el determinante de este menor el rango de la
2 0 4

matriz ampliada no es 3. El rango de A/B es 2.
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Rango de la matriz ampliada igual al rango de la matriz de coeficientes (2) menor que el nimero
de incdgnitas (3). El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

X+y+z=3
b) Para a =1 el sistema queda < X+Yy—z=1. Lo resolvemos.
2X+y=2

X+y+z=3 [X+y+z=3

X+y-2=1=X+y-z=1=

—-X-z=-1

X+2-2X+2=3 —X+z=1
=
X+2-2x—-z=1

2X+y=2 y=2-2X

ly=2-2.0=2|

—X—-z=-1

z=1+X
:{ :>—x—1—x—1:—2x0:>:>{

La solucion del sistemaparaa=1esx=0,y=2,z=1.

272 de 334 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU septiembre 2018 Matemdticas Il en Catalufia Juan Antonio Martinez Garcia

3. Considere el plano que tiene como vectores directores u = (-1, 3, 2) yv = (2, 1, 0) y que pasa por
el punto A=(1, 0, 3).

a) Calcule la ecuacion de la recta que es perpendicular al plano y pasa por el punto A. [1 punto]
b) Calcule la distancia del punto P = (1, 5, 0) al plano. [1 punto]

NOTA: Puede calcular la distancia de un punto de coordenadas (X,,Y,,Z,) al plano de ecuacion
|AX, + By, +Cz, + D|

JA? +B?+C?

Ax+By+Cz+ D =0 con la expresion

a) Hallamos la ecuacion del plano Tt que tiene como vectores directores u = (-1,3,2) y V= (21,0)y
que pasa por el punto A (1, 0, 3).

a=(_1’3’2) x-1'y z-3
v=(210) (=x:-1 3 2 |=0=4y—(2-3)-6(z-3)-2(x-1)=0=
A(10,3) 2 1 0

:>4y—z+3—6z+18—2x+2=O:>|7z:—2x+4y—7z+23=0

La recta r perpendicular al plano 7z:-2x+4y—-7z+23=0 tiene como vector director el vector
normal del plano v, =n=(-2,4,-7).

y=414 ;1€R
A(1,0,3)er

. Xx=1-24
w=n=¢z4—n} r
=1r.

2=3-71

b) Usamos la formula de la distancia de un punto a un plano.

7z:—2x+4y—7z+23=0} |-2:1+4.5-7-0+23 41
=d(P,7)= =

P(15.0) J2y 0 +(7y V83

La distancia del punto P al plano tiene un valor de il =4.94 unidades.

J63
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1 0 «
4. Sealamatriz A=« 0 -1|,enlaque a esun parametro real.

2 -1 1
a) Existe algin valor « €R de tal que A no tenga inversa para este valor? [1 punto]
b) Calcule la matriz inversa de A2 para o =0. [1 punto]

a) Para que la matriz no tenga inversa su determinante debe ser nulo.

1 0 «
|A|:a 0 -1=0+0-a’-0-0-1=—-a*-1
2 -1 1

|A=0=>-a’-1=0=a’=-1=0« — /=1 = Noexiste

El determinante de la matriz A nunca se anula y por tanto, no existe ningun valor de o para el
cual la matriz A no tenga inversa.

1 0 O
b) Para ¢ =0 la matrizqueda A={0 0 -1|.
2 -1 1

Determinamos la expresion de la matriz A2,

1 0 0)y1 0 O 1+0+0 0+0-0 0+0+0 1 0 O
A°=0 0 -1{/0 0 -1({=/0+0-2 0+0+1 0+0-1|=-2 1 -1
2 -1 1){2 -1 1 2-0+2 0+0-1 O0+1+1 4 -1 2

Calculamos la matriz inversa de AZ2.

1 -4 o -1 o 1
+ - +
-1 2| 0 2| o -1
24 P4 -2
1 -2 4 -1 2 0 2 0 -1
AdijO 1 1| | |2 4] 14| 1 -2 L oo
. T -
ot Adi(A%) 0 -1 2 1 -1 o -1 o 1
(%) = L= = =0 21
|A7] 1 0 O 1 s 11
2 1 -
4 -1 2
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5. Considere los puntos del espacio tridimensional A =(1,1,0),B=(3,5,0yC=(1,0,0) y larecta

z
r-x=y-1 >

a) Encuentre el punto de interseccion de la recta r con el plano que pasa por los puntos A, By C.
[1 punto]

b) Encuentre los puntos P de la recta r para los cuales el tetraedro de vértices P, A, B y C tiene un
volumen de 2u®. [1 punto]

NOTA: EIl volumen de un tetraedro de vértices P, Q, R y S puede calcularse con la expresién

<|cet(PQ.PR.PS).

a) Hallamos la ecuacion del plano que pasa por los puntos A, B'y C.

A(LL0) {5(3,510)_(1,1,0)(2,4,0)

B(3,50),=4__.
C(10,0) AC =(1,0,0)—(1,1,0)=(0,-1,0)
i=AB=(2,4,0) 1y 2
v=AC=(0,-10){=7z:| 2 4 0=0=-27=0=[z:2=0]
C(l,0,0)eﬂ 0O -10
Obtenemos las ecuaciones parameétricas de la recta r.
0 =(112) x=4
r:XIO=y1_1:Z;0:>{r_ T sridy=1+4:4€eR
P (0,1,0) )

Hallamos el punto de interseccidn de recta y plano resolviendo el sistema formado por sus
respectivas ecuaciones.

7:2=0
x=0
X=A
=221=0=21=0=1y=1+0=1= R(O,l,o)
r-sy=1+41
z=2-0=0
72=27

El punto de corte de recta y plano es el punto P. (0,1,0).

b) Un punto de la recta r tiene coordenadas (4,1+ 4,24).
Utilizamos la formula del volumen del tetraedro para los puntos P, A, By C.

A(1,1,0) AB =(3,5,0)-(1,1,0)=(2,4,0)
S = |A-009)-010)-0-10)
SR B SR R IR ERVER
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det(AB, AC, AP) -

Volumen PABC = %

2 4 0
0 -1 0(=-42
A-1 4 22
det (A8, AC, AP) - L4222 _ 214
6 6 3

Obtenemos los valores del parametro A para los cuales este volumen vale 2 unidades cubicas.

2|2 A
Volumen PABC = 2= = 2=|A|=3=

=3
A=3

Para 1 =-3 el punto buscado es B (-3,1-3,2(-3))=(-3,-2,-6).
Para 1 =3 el punto buscado es P,(3,1+3,2:3)=(3,4,6).
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6. Sean las funciones f(x)=x>-1y g(x)=3-x*.

a) Esboce las gréficas de las parabolas y = f (x) ey=g (x) en un mismo sistema de ejes cartesianos
y encuentre los puntos de corte con el eje de abscisas, los vértices y los puntos de corte entre las
dos graficas. [1 punto]

b) Calcule el area de la region del semiplano y > 0 comprendida entre las graficas de f(x) y g(x).

[1 punto]

a) Las graficas de las dos funciones son dos parabolas. Hallamos los puntos de corte de ambas
gréficas.

f(x)=x*-1

g(X)=3-x* b =X —1=3-x* = 2% =4 =X =2= |x =2
F(x)=9(x)

Hallamos los puntos de corte con el eje de abscisas.

f(x)=x"-1

T =x-1=0=x* =1=x=+1=%1= A(-10) y B(1,0)
Ejeabscisas >y =0

g(x)=3-x

Vs =3-x’ =0=3=x"=x=+/3=C(~3,0) yD(+3,0)
Ejeabscisas - y=0

Hallamos los vertices de las parabolas usando la derivada.

f(x)=x"-1= f"(x) =2x

) }:>2x=0:>x=0:>vf(0,—1)
f7(x)=0

g(x)=3-x>=g"(x) =—2x

= -2x=0=x=0=V,(0,3)
9’ (x)=0

Obtenemos una tabla de valores y dibujamos ambas gréficas.

X | f(x)=x*-1 \ 4 /
-2 3 \
-1 0 glx)=3-2

o \

0

3
X |g(x)=3-x*
-2 -1
] 2 /

3

2 flx)=x"-1

| |

7 1
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b) Nos piden calcular el area de la zona coloreada del dibujo.

\

g(x)=3-x°

{ﬁ'--

Calculamos el area hallando el area de la regién del plano limitada por ambas graficas menos el
area de la region limitada entre el eje de abscisas y la grafica de la funcion f(x)=x*-1.

\ . N \ g(x)=3-x

1553

%}1'-- :
=
‘Zﬁ“‘--

I flx)=x"-1 Jl MENOS 1~ flx)=x*-1
NA

i [ B (2L 2 (2 2, s |4y 28| _
Areagrande_j_ﬁg(x) f(x)dx_j_ﬁ3 X —(x 1)dx_J'_ﬁ4 2x dx_{4x 3X1¢5_

{o 2o 5 5

Area pequefia =

oot [5o] | [3{SE o S

El &rea de la region del semiplano y > 0 comprendida entre las graficas de f(x) y g(x) tiene un

162 4

valor de — 3 =6.21 unidades cuadradas.
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PAU junio (serie 1) 2018

m Generalitat de Catalunya -
MY Consell Interuniversitari de Catalunya Convocatoria 2018

Oficina d'Accés a la Universitat

Proves d’accés a la universitat

Matematicas

Serie 1

Responda a CINCO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique siempre qué quiere
hacer y por qué.

Cada cuestion vale 2 puntos.

Puede utilizar calculadora, pero no se autorizara el uso de calculadoras u otros aparatos que

permitan almacenar datos o que puedan transmitir o recibir informacion.

1 2
. -1t 2
1. Sean las matrices M ={0 -1|y N = :
1 0 -1
t 2
a) Calcule M -N y compruebe que la matriz resultante no es invertible.
[1 punto]
b) Encuentre los valores de t para los cuales la matriz N -M es invertible.
[1 punto]

2. Sear la recta que pasa por los puntos A=(0,1,1)yB=(1, 1, -1)
a) Encuentre la ecuacién paramétrica de la recta r.
[1 punto]
b) Calcule todos los puntos de la recta r que estan a la misma distancia de los planos 7, : x+y =-2
y m,:x—z=1.
[1 punto]
NOTA: Puede calcular la distancia de un punto de coordenadas (X,, . Z,) al plano de ecuacion
|AX, + By, +Cz, + D|

JA? +B%+C?

Ax + By + Cz + D = 0 con la expresion

3. Sea la funcion f (x)=x°—x2.
a) Encuentre la ecuacién de la recta tangente a la grafica y que es paralela a la recta de ecuacion
x+3y=0.
[1 punto]
b) Calcule, si existen, los puntos de la gréafica en los que la funcion presenta un maximo o minimo
relativo o un punto de inflexion.
[1 punto]
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X+y+1=0
2y+3z-5=0
a) Determine la ecuacion general (es decir, que tiene la forma Ax + By + Cz = D) del plano que
pasa por Py Q y es paralelo a larectar.
[1 punto]
b) Dados el plano x+2y+m -z =7 y el plano que pasa por P, Q y R, encuentre m para que sean

paralelos y no coincidentes.
[1 punto]

4. Considere los puntosP =(3,-2,1),Q=(5,0,3),R=(1,2,3) ylarecta r :{

5. Sea la funcién f (x)=x+x-2.

a) Compruebe que la funcién f(x) cumple el enunciado del teorema de Bolzano en el intervalo [0,
2] y que, por lo tanto, la ecuacion f(x) = 0 tiene alguna solucién en el intervalo (0, 2). Compruebe
que x =1 es una solucién de la ecuacion f(x) = 0 y razone, teniendo en cuenta el signo de f '(x),
que la solucién es unica.

[1 punto]

b) A partir del resultado final del apartado anterior, encuentre el area limitada por la grafica de la
funcion f(x), el eje de abscisas y las rectas x =0y x = 1.

[1 punto]

6. Unos estudiantes de bachillerato han programado una hoja de calculo como la de la siguiente figura
que da la solucién de un sistema de ecuaciones compatible determinado de manera automatica:

Liberation Sans v |10 e N C § A - - — =T

I
Nl

E8 A E =2
& c D | F G H | J K
3
4 X y z sistema: COMPATIBLE DETERMINADO
>
6 1 2 -1| -6 x=1 |
il 1 -1 2| -3
3 | 2 1[2] s y=-2 |
9
10 z=3

1"
12
a) Escriba el sistema y compruebe que los valores propuestos como solucion son correctos.
[1 punto]
b) ¢Qué valor deberia ponerse en lugar del 2 que estd enmarcado en la imagen, correspondiente a
la celda E8 (a,, de la matriz de coeficientes), para que el sistema fuera incompatible?

[1 punto]
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SOLUCIONES
1 2
. -1t 2
1. Sean las matrices M ={0 -1y N =( ]
- 1 0 -1

a) Calcule M -N y compruebe que la matriz resultante no es invertible. [1 punto]
b) Encuentre los valores de t para los cuales la matriz N -M es invertible. [1 punto]

a) Determinamos la expresion de la matriz M -N .

1 2 Lt o ~1+2 t+0 2-2 1t 0
M-N=|0 —1[1 0 j: 0-1 0+0 O0+1|=| -1 O 1
t 2 —t+2 t°+0 2t-2 2-t t* 2t-2

3><><3—>3><3

Calculamos el valor de su determinante.

1 t 0
IM:N|=[-1 0 1 |[=0+t(2-t)+0-0+t(2t—-2)-t*=2t—t*+2t>-2t—t* =0
2—-t t* 2t-2

Al tener un valor nulo el determinante la matriz M -N no tiene inversa.

b) Determinamos la expresion de la matriz N -M .

1 2
-1t 2 -1+0+2t -2-t+4 2t-1 2-t
N 'M == 0 —1 = =
1 0 - . 1+0-t 2-0-2 1-t O

2><><2—)2><2

Calculamos el valor de su determinante.

2t-1 2-t

- =
1-t

=—(2-1)(1-1)

Este determinante se anulapara t=2 y t =1.
La matriz N -M es invertible para cualquier valor de t distinto de 1 y de 2.
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2. Sear larecta que pasa por los puntos A=(0,1,1) yB=(1, 1, -1)
a) Encuentre la ecuacion paramétrica de la recta r. [1 punto]
b) Calcule todos los puntos de la recta r que estan a la misma distancia de los planos 7, : x+y=-2

y 7, x—z=1. [1 punto]
NOTA: Puede calcular la distancia de un punto de coordenadas (X,,Y,,Z,) al plano de ecuacion
|AX, + By, +Cz, + D|

JA? +B?+C?

Ax + By + Cz + D =0 con la expresion

a) Hallamos la ecuacion de la recta.

A(011)er } A(0,11) e r} =4
= =>r:qy=1 AelR
B(LL-1)er Vv =(11-1)-(0,11)=(1,0,-2) s -1-94
X=4
La ecuacion paramétrica de la recta r tiene la expresion: r:qy=1 AeR.
z2=1-22

b) Un punto P perteneciente a la recta tiene las coordenadas P(A,l,l—z/i).

Calculamos la expresion de la distancia del punto P a cada uno de los planos e igualamos dichas
expresiones.

P(4,11-22)
i X+y+2=0

|A+1+2]  [1+3]

}:d( )J12+12+02 2

P(4,11-22) |A-1+24- 1| |3/1—2|
=d(P,7z,)=
7w, X=7-1=0 / +0%+ 2

2+3 [32-2|

7

d(P,z)=d(P,z,)= =|1+3=[32-2|=

A+3=31-2-55=21—> l:g

A+3=—(31-2) > A+3=-31+2>44=-1>|1=—

Tenemos dos puntos que cumplen lo pedido.

Para 4 :g el punto es Pl[g,l, —4}.

Para ﬁ:_—l el punto es P, _—11§ .
4 4 2
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3. Sea la funcion f (x)=x°—x2.

a) Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la gréafica y que es paralela a la recta de ecuacién
x+3y=0. [1 punto]

b) Calcule, si existen, los puntos de la grafica en los que la funcion presenta un maximo o minimo
relativo o un punto de inflexién. [1 punto]

a) Si larectatangente a la graficaen x = a es paralela a la recta de ecuacién x+3y =0 entonces tiene

la misma pendiente que larecta x+3y=0—>3y=-x—>y= %1 X, siendo su pendiente %1 .

La derivada de la funcidon en x =a debe valer %1 :

f(x)=x"—x*= f"(x)=3x*-2x
1 :>%=3a2—2a:>—1=9a2—6a:>

—=9a’-6a+l=0=a= _6_1
29 18 3

- . 1
La recta tangente a la grafica que cumple lo pedido es tangente en x = 3

Hallamos la ecuacion de esta recta tangente.

EROROE

(1) -1 2 -1 1 2 -1 1 -1 1
fllo|l==/2y+—=—|X—= |2 Yy+—=—X+-—=|y=—X+—
(3) 3 27 3( 3} 27 3 9 3 27

ZOTHE)

La recta buscada tiene ecuacion y = %1 X+ o7

b) Hallamos los puntos criticos de la funcién usando la derivada.

f7(x)=3x"—2x x=0

f’(x)=0

=3’ -2x=0=x(3x-2)=0=
3X=2=0->3x=2—>|x=

winN

Estudiamos el signo de la segunda derivada en cada uno de los puntos criticos.

f(0)=-2<0— Méaximo

f(x)=3x2-2x= f 7" (x)=6x-2
(%) = f7(x) - f"(g}=6(§j—2=2>0—>Minimo
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La funcion tiene un maximo relativo en x =0 y un minimo relativo en x = 3

Como f(0)=0°-0° =0 el maximo relativo tiene coordenadas A(0,0).

3 2
Como f(g):(gj —(gj :_—4 el maximo relativo tiene coordenadas B E,_—A' .
3 3 3 27 3 27

Buscamos los posibles puntos de inflexidn averiguando cuando se anula la segunda derivada.

f7(x)=6x-2
f7(x)=0

N
W

}:>6x—2:0:>6x:2:> X =

Comprobamos que la derivada tercera no se anula para x = %
f7(x)=6x—2= 7" (x)=6= f (§j=6¢0

La funcion presenta un punto de inflexionen x = %

3 2
Como f(lj=(lj —(lj _22 el maximo relativo tiene coordenadas C(l,_—z :
3 3 3 27 3’27

A(0,0) x
»
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X+y+1=0

2y+3z-5=0

a) Determine la ecuacion general (es decir, que tiene la forma Ax + By + Cz = D) del plano que pasa
por Py Q yes paralelo a la recta r. [1 punto]

b) Dados el plano x+2y+m -z=7 vy el plano que pasa por P, Q y R, encuentre m para que sean
paralelos y no coincidentes. [1 punto]

4. Considere los puntosP =(3,-2,1),Q=(5,0,3),R=(1,2,3) ylarecta r :{

a) Si el plano es paralelo a la recta el vector director de la recta es un vector director del plano. Otro
vector director del plano es PQ.

Hallamos un vector director de la recta como el producto vectorial de los vectores normales de los
planos que la definen.

r

X+y+1=0->n=(110) R L B _
I . =v,=nxn'=1 1 0/=3i+2k-3j=(3-32)
2y+3z-5=0—->n"=(0,2,3) 0 2 3

Hallamos la ecuacion del plano pedido-

u=PQ=(503)-(3-21)=(222) X-5 y z-3
v=v, =(3,-32) > 2 2 2|=0=
Q(5,0,3)er -3

= 4(x-5)+6y-6(z-3)-6(z-3)-4y+6(x-5)=0=

= 4x-20+6y—-6z2+18-62+18-4y+6x-30=0=

=10x+2y-127-14=0=|7:5x+y—-62-7=0

El plano buscado tiene ecuacién 7 :5x+y—-6z—7=0.

b) Hallamos la ecuacion del plano que contiene a los puntos P, Q y R.

u=PQ=(50,3)-(3-21)=(2,22) X=5 y 7-3
v=PR=(12,3)-(3-21)=(-24,2)(=>7:| 2 2 2 |=0=
Q(5,0,3)ex -2

= 4x-20-4y+82-24+47-12-4y-8x+40=0=>

= —4x-8y+122-16=0=|7":x+2y-32+4=0

Para que sean paralelos los planos x+2y+m-z=7 y z": x+2y—3z =—4 deben tener vectores
normales que indiquen la misma direccion, es decir, con coordenadas proporcionales.
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X+2y+m-z=7->n=(12,m)
7X+2y-32+4=0—>n"=(12,-3) :%:gz%: m=-3
njin

Para m=-3 los planos son paralelos o coincidentes.
Para este valor los planos son x+2y—-3z=7 y z':x+2y—3z=-4. Se observa que no son

coincidentes y por tanto son paralelos.
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5. Sea la funcién f (x)=+/x+x-2.

a) Compruebe que la funcién f(x) cumple el enunciado del teorema de Bolzano en el intervalo [0, 2]

y que, por lo tanto, la ecuacion f(x) = 0 tiene alguna solucion en el intervalo (0, 2). Compruebe que
X =1 es una solucidon de la ecuacion f(x) = 0 y razone, teniendo en cuenta el signo de f '(x), que la
solucion es Unica. [1 punto]

b) A partir del resultado final del apartado anterior, encuentre el area limitada por la gréfica de la
funcién f(x), el eje de abscisas y las rectas x =0y x = 1. [1 punto]

a) La funcion f (x) =X +x—2 es continua en el intervalo [0, 2] pues x>0 y por tanto existe la
raiz cuadrada.

Tenemos que f (0)=+0+0-2=-2<0y f(2)=+v2+2-2=+2>0. La funcién toma valores
de distinto signo en los extremos del intervalo [0, 2].

Se cumplen los requisitos del teorema de Bolzano y podemos aplicarlo a la funcion
f (x)=+/x+x~-2 enelintervalo [0, 2] y afirmar que existe ¢ < (0,2) tal que f (c)=0.

Comprobamos que f(1)=0.

f(1)=V1+1-2=1+1-2=0
Calculamos la derivada de la funcion.
F(x) = VX +x-2 F7(X) == +1

23x

En el intervalo [0, 2] la derivada siempre es positiva, por lo que la funcion es creciente en dicho

intervalo. Como f (0)=-2<0, f(1)=0y f(2)=+2>0 no puede existir en el intervalo otra
solucion de la ecuacion f(x) = 0.

b) Como la funcién solo corta el eje de abscisas en x =1y toma valores negativos entre 0 y 1 el area
limitada por la grafica de la funcion f(x), el eje de abscisas y las rectas x =0y x = 1 es el valor
absoluto de la integral definida de la funcion entre O y 1.

1
Iolf(x)dx:j:\/;+x—2dx:.[:x“2+x—2dx:{X +X——2x} =

3/2 2 3/2 2 _
S T Y AR I Y PR S P e DU
3/2 2 3/2 2 3 2 6

El area limitada por la grafica de la funcidn f(x), el eje de abscisas y las rectas x = 0 y x = 1 tiene

un valor de g: 0.833 unidades cuadradas.
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6. Unos estudiantes de bachillerato han programado una hoja de calculo como la de la siguiente figura
que da la solucion de un sistema de ecuaciones compatible determinado de manera automatica:

Liberation Sans v |10 v N C § A - -

Ul

EE t

E8 v A X =2
B C D | F G H | J K

2

3

4 X y b 4 sistema: COMPATIBLE DETERMINADO
5

6 1 2 -1 -6 X= U

7 1 -1 -2] -3

A 2 121 (y=2)

)

10 z=3

1"

12

a) Escriba el sistema y compruebe que los valores propuestos como solucién son correctos.
[1 punto]

b) ¢Qué valor deberia ponerse en lugar del 2 que estd enmarcado en la imagen, correspondiente a la
celda E8 (a,, de la matriz de coeficientes), para que el sistema fuera incompatible?  [1 punto]

1 2 -1-6
a) Obtenemos el sistema de ecuaciones con matriz ampliada A/B=|1 -1 -2 -3].
2 1 26

1 2 -1-6 X+2y—72=-6
A/B=|1 -1 -2 -3|=>x-y-2z=-3
2 1 2 6 2X+y+22=06

Comprobamos que la solucidn del sistema es x =1,y =-2, z =3 sustituyendo estos valores en el
sistema y viendo que se cumplen las tres igualdades.

X+2y-2=-6 142(-2)-3=-6) 1-4-3--6
X—-y—-2z=-3

=1-(-2)-2:3=-3;=1+2-6=-3
2X+Yy+22=6

21-2+2-3=6 2-2+6=6
x=1Ly=-2,2=3

Se cumplen las tres igualdades y la solucion del sistema es correcta.

b) Cambiamos el valor 2 por un pardmetro m.

1 2 -1-6 X+2y—72=—-6
A/B=|1 -1 -2 -3|=>x-y-2z=-3
2 1 m 6 2X+y+mz=06
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Para ser incompatible debe ser nulo el determinante de la matriz de coeficientes

1 2 -1
A=(1 -1 -2/|.
2 1 m
1 2 -1
Al=[1 -1 —2/=-m-8-1-2-2m+2=-3m-9
2 1 m
-9
|Al=0=-3m-9=0=3m=-9= m:?:—B

Para m=-3 el determinante de A es nulo y su rango no es 3. Su rango es 2 pues podemos
considerar el menor de orden 2 que resulta de quitar la columna y fila terceras.

1 2
‘ J.‘:—1—2:—3;&0

Como tiene un valor no nulo el rango de A es 2.

1 2 -1-6
Para m=-3 determinamos el rango de la matriz ampliada A/B=|1 -1 -2 -3]|.
2 1 -36

Consideramos el menor de orden 3 que resulta de quitar la tercera columna.

1 2 -6
1 -1 3=-6-12-6-12-12+3=-45%0
2 1 6

Como el determinante del menor de orden 3 de la matriz A/B es no nulo su rango es 3.

El rango de la matriz de coeficientes A es 2 distinto del rango de la matriz ampliada A/B, por lo
que el sistema es incompatible para m=-3.

Se deberia cambiar el 2 por —3 para conseguir un sistema incompatible.
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PAU junio (serie 5) 2018

m Generalitat de Catalunya -
MY Consell Interuniversitari de Catalunya Convocatoria 2018

Oficina d'Accés a la Universitat

Proves d’accés a la universitat

Matematicas

Serie 5

Responda a CINCO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique siempre qué quiere
hacer y por qué.

Cada cuestion vale 2 puntos.

Puede utilizar calculadora, pero no se autorizara el uso de calculadoras u otros aparatos que

permitan almacenar datos o que puedan transmitir o recibir informacion.

6X+3y+2z2=5
1. Considere el sistema de ecuaciones lineales <3x+4y+6z=3,parameR.
X+3y+2z=m

a) Explique razonadamente que para cualquier valor del parametro m el sistema tiene una Unica
solucion.
[1 punto]

b) Resuelva el sistema y encuentre la expresion general del punto solucion.
[1 punto]

2. Sean el plano de ecuacion 7:x+y—z=0 yelpunto P=(2,3,2).
a) Calcule el punto simétrico del punto P respecto del plano 7.
[1 punto]
b) Calcule la ecuacion cartesiana (es decir, que tiene la forma Ax + By + Cz = D) de los dos planos
paralelos a  que estan a una distancia J3 del punto P.
[1 punto]
NOTA: Puede calcular la distancia de un punto de coordenadas (X,, ,. Z,) al plano de ecuacion

| A%, + By, +Cz, + D|

JA? +B%+C?

Ax + By + Cz + D = 0 con la expresion

X% +bx

3. Sea la funcion f(x)=a-e™ ™, cona=0yb=0.

a) Calcule los valores de a y de b para los cuales la funcién tiene un extremo relativo en el punto
1, e).
[1 punto]

b) Parael caso a=3 y b=5, calcule la asintota horizontal de la funcién f cuando x tiende a +oo.
[1 punto]
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4. Se sabe que una funcion f(x) esta definida para todos los nimeros reales y que es derivable dos
veces. Se sabe también que tiene un punto de inflexion en el punto de abscisa x=2, que la
ecuacion de la recta tangente a la gréfica de la funcidn f(x) en este punto es y = —124x+ 249 y que

f(-3)=—4.

a) Calcule f7(2), f'(2) yf(2).
[1 punto]

b) Calcule | f(x)dx.
[1 punto]

5. Sean las rectas r; : x—1=y_—_12= -5y :(xYy,2)=(2-34,-1+1,2).

a) Encuentre la ecuacion cartesiana (es decir, que tiene la forma Ax + By + Cz = D) del plano que
contiene la recta r, y es paralelo a la recta r, .

[1 punto]
b) Indique qué condicion debe cumplirse para que exista un plano que contenga la recta r, y sea

perpendicular a la recta r,. Con las rectas r, y r, del enunciado, compruebe si existe un plano
que contenga la recta r, y sea perpendicular a la recta r, .

[1 punto]
-1 0 1
6. Considere lamatriz A=| 0 -1 0].
1 1 1
100
a)Si I=/0 1 0| esla matriz identidad de orden 3, calcule para qué valores de k la matriz
0 01
A+Kl tiene inversa. Encuentre, si existe, la matriz inversa de A—2lI.
[1 punto]

b) Calcule la matriz X que satisface la ecuacion X -A+ A" =2-X , donde A" es la matriz
transpuesta de la matriz A.

[1 punto]
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SOLUCIONES

6X+3y+2z2=5
1. Considere el sistema de ecuaciones lineales <3x+4y+6z=3,parameR.
X+3y+2z=m
a) Explique razonadamente que para cualquier valor del pardmetro m el sistema tiene una Unica

solucion. [1 punto]
b) Resuelva el sistema y encuentre la expresion general del punto solucion. [1 punto]
6 3 2
a) La matriz de coeficientes asociada al sistema es A=|3 4 6| y la matriz ampliada es
1 3 2
6 3 25
A/B=|3 4 6 3
1 3 2m
Calculamos el determinante de la matriz de coeficientes A.
6 3 2
|A|=|3 4 6|=48+18+ 18 —8— 18 -108=-500
1 3 2

Como el determinante de A es no nulo el rango de la matriz A es 3. El rango de la matriz ampliada
también es 3, al igual que el nimero de incognitas. El sistema es compatible determinado (una
Unica solucién) para cualquier valor del parametro m.

b) Resolvemos el sistema utilizando el método de Gauss.

6 3 25 1 3 2m
A/B={3 4 6 3 :>{Fi|a3a<—> Filala}:> 3 4 6 3|=>
1 3 2m 6 3 25
Fila3?—6-Filal? Fila22-3-Filal?
6 3 2 5 3 4 6 3
16 -18 -12 -6m 13 9 -6 -3m -
0 -15 -10 5-6m— NuevaFila3? 0 -5 0 3-3m— NuevaFila2?
Fila3*—3-Fila 22
L3 2 0 -15 -10 5-6m
=|0 -5 0 3-3m |== =

0 15 0 -9+9m
0 0 -10 —4+3m— NuevaFila3?

0 -15 -10 5-6m

1 3 2 m
=0 -5 0 3-3m
0 0 -10 -4+3m
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Resolvemos el sistema triangular equivalente obtenido.

X+3y+2z=m
X+3y+2z=m

—5y=3-3m = y:3—3m:3m—3 —x43SM=3 p4m8sm
-5 5 5 10
-10z=-4+3m
Z_—4+3m_4—3m
-10 10

9m-9 8-6m
+ +

= X c 0 =m:>10x+2(9m—9)+8—6m:10m:>
— 10X +18M—18+8—6m =10m = 10X = —2m+10 => |X = 101_02”‘ _ 5_5'“

El punto solucién del sistema es 5—m’3m—3,4—3m :
5 5 10
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2. Sean el plano de ecuacion 7:x+y—z=0 yelpunto P=(2,3,2).

a) Calcule el punto simétrico del punto P respecto del plano z. [1 punto]
b) Calcule la ecuacion cartesiana (es decir, que tiene la forma Ax + By + Cz = D) de los dos planos
paralelos a = que estan a una distancia J3 del punto P. [1 punto]

NOTA: Puede calcular la distancia de un punto de coordenadas (x,, Y,.Z,) al plano de ecuacién
|AX, + By, +Cz, + D|

JA?+B?+C?

Ax + By + Cz + D = 0 con la expresion

a) Debemos hallar las coordenadas del punto P” del dibujo.

Hallamos la ecuacion de la recta r perpendicular al plano que pasa por el punto P. Esta recta
tiene como vector director el vector normal del plano.

7iX+y-2=0=n=(1,1,-1)

y=3+1;AeR

— = X=2+41
W:n=@¢—n} r
=r.

2=2-4

Hallamos las coordenadas del punto Q interseccion de recta y plano.

X=2+A4

=7Z+2+43+A-Z+1=0=31=-3=

x=2-1=1
> A=-1=:y=3-1=2= Q(1,2,3)
2=2+1=3

Hallamos las coordenadas del punto P~ como el resultado de sumarle al punto Q el vector PQ.
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PQ=(12,3)-(2,32)=(-1-11)

P'=Q+PQ=(123)+(-1-11)=(0,1,4)
El punto simétrico del punto P respecto del plano = tiene coordenadas P’(O,l, 4).

b) Un plano paralelo a 7:x+y—z=0 tiene ecuacion z’: x+y—-z+D =0,
Hallamos la expresion de la distancia del punto P al plano m".

n’:x+y—z+D:0 _ |2+3-2+D| |D+3|
P(2.3,2) Ty B

Hacemos que la distancia del punto P al plano m” sea J3.

d(P,g’):ﬁ:Mz\/§3|D+3|:3:> D+3:3—)
* o+3-3-[0=4

Si D=0 el plano tiene ecuacion z:x+y-z=0

Si D =-6 el plano tiene ecuacion z:x+y—-z—-6=0.
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X2 +bx

3. Seala funcion f(x)=a-e™ ™, cona=0yb=0.
a) Calcule los valores de a 'y de b para los cuales la funcion tiene un extremo relativo en el punto

1,e). [1 punto]
b) Parael caso a=3 y b=5, calcule la asintota horizontal de la funcion f cuando x tiende a +co.
[1 punto]

a) Si la funcion tiene un extremo relativo en el punto (1, €) se cumplen dos cosas: la funcion pasa por
el punto (1, e), es decir, f (1) =e Yy la derivada se anula para x =1, es decir, f (1) =0.

f (1) =€ —24b b-1 e 1-b+1 2-b
—>e=a-e —Deé=ae —D—=a—=>a=~¢ —>|a=¢e
_ —x2+bx b-1
f(x)=a-e e
., 2-b ,-x%+b —x?+bx-b+2
La funcién queda f (x)=e*".e™ ™ =™

f (X) _ e—x2+bx—b+2 — f ,(X) _ e—x2+bx—b+2 (—2X+b)

— Q=g 02 (2+b)=
f'(1)=0

=0=e(-2+b)=2+b=0=[b=2|

Para b=2 tenemos que a=¢e"?=¢’ =1.
Los valores buscados son a=1y b=2.

b) Parael caso a=3 y b=5 la funcion queda f(x)= 367
Calculamos el limite de la funcién cuando x tiende a +oo.

lim f(x)= lim 3.6 = lim 23 =—="1-90

X—>+00 X—>+0 X0 pX -5x e*” 400

La asintota horizontal de la funcidn tiene ecuacion y =0.

296 de 334 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU junio 2018 (serie 5) Matemdticas Il en Catalufia Juan Antonio Martinez Garcia

4. Se sabe que una funcion f(x) esta definida para todos los nimeros reales y que es derivable dos
veces. Se sabe también que tiene un punto de inflexion en el punto de abscisa x=2, que la
ecuacion de la recta tangente a la gréfica de la funcidn f(x) en este punto es y = —124x+ 249 y que

f(-3)=4.
a) Calcule f”(2), f'(2) yf(2). [1 punto]
b) Calcule | f(x)dx. [1 punto]

a) Si tiene un punto de inflexion en el punto de abscisa x =2 la derivada segunda se anula para este
valor > f”(2)=0.

Si la ecuacién de la recta tangente a la gréafica de la funcién f(x) en x=2 es y=-124x+249

entonces la pendiente de la recta tangente es —124 que es el valor de la derivada en x=2 -
f'(2)=-124.

Al ser la recta y =—124x+ 249 tangente a la funcion en x =2 el valor de la funcién coincide con

el valor de la recta para este valor > f(2)=-124-2+249=1.

o) [ £ (x)ax=[f(x)], = f(2)- f(-3)=1-(-4)=5.
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5. Sean las rectas r; : x—1=y_—_12= z2-5Yy 1:(xYy,z2)=(2-34,-1+1,2).

a) Encuentre la ecuacion cartesiana (es decir, que tiene la forma Ax + By + Cz = D) del plano que
contiene larecta r, y es paralelo a larecta r, . [1 punto]

b) Indique qué condicion debe cumplirse para que exista un plano que contenga la recta r, y sea
perpendicular a la recta r,. Con las rectas r, y r, del enunciado, compruebe si existe un plano que
contenga la recta r, y sea perpendicular a la recta r,. [1 punto]

a) El plano m que contiene la recta r, y es paralelo a la recta r, tiene como vectores directores los
vectores directores de las dos rectas y contiene el punto B, (1, 2,5) de larecta r, .

rl:x—1=y—2=z—5:> v, =(1-11)
1 1 1 |p(125)

Li(xy,z2)=(2-32,-1+4,2)=r: y=-1+1=>

7=2 QZ(Z,—LZ)
\7=\71=(1,—1,1) x-1 y-2 z-5
u=u,=(-3L0)t=z:1 -1 1 |=0=
R(L25)ex -3 1

= -3(y-2)+z-5-3(z2-5)-x+1=0=-3y+6+2-5-3z+15-x+1=0=>

= —Xx-3y-2z+17=0=|7:x+3y+22-17=0

El plano buscado tiene ecuacion z:x+3y+2z-17 =0.

b) Para que exista un plano que contenga la recta r, y sea perpendicular a la recta r, los vectores
directores de las rectas deben ser perpendiculares.

r

Estudiamos si el angulo que forman nuestras rectas es de
90°, es decir, si su producto escalar vale cero. A

v=(L-11) |

@(_3’1’0)}:%@(1, ~1,1)(-3,1,0) = P

=-3-1+0=-4+0
Los vectores directores no forman un angulo de 90° y no existe el plano que contenga la recta r,
y sea perpendicular a la recta r, .
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-1 0 1
6. Considere lamatriz A=| 0 -1 0].
1 1 1
100
a)Sil={0 1 O0|eslamatriz identidad de orden 3, calcule para qué valores de k la matriz A+ Kkl
0 01
tiene inversa. Encuentre, si existe, la matriz inversa de A—21. [1 punto]
b) Calcule la matriz X que satisface la ecuacion X -A+A" =2-X , donde A" es la matriz
transpuesta de la matriz A. [1 punto]

a) Obtenemos la expresion de la matriz A+Kkl .

-1 0 1 1 00 -1+k 0 1
A+kl={ 0 -1 O0|+k|0 1 0|=| O -1+k 0
1 1 1 0 01 1 1 1+k

Para que esta matriz tenga inversa su determinante debe ser distinto de cero. Averiguamos
cuando se anula este determinante.

-1+k 0 1
|A+kl|=| 0 -1+k 0 |=(-1+k)(-1+k)(1+k)-(-1+k)=
1 1 1+k

= (-1+K)[(-1+k)(1+k)-1] = (-1+k)[ -1+ Kk* ~1] = (-1+k)(k* - 2)

A+kl|=0= (-1+k)(k?=2)=0
k?2-2=0—>k?’=2—>|k=++2

{1+k—0—>
=

La matriz A-+kl tiene inversa si k es distinto de 1, de —2 y de +2.

Para k =—2 la matriz A—21 tiene inversa. La calculamos.

1-2 0 1) (-3 0 1

A-21=| 0 -1-2 0 |=|0 -3 0
11 1-2) (1 1 4
3 0 1

|A-21|=|0 -3 0[=-9+3=-6+0
11 -1
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(A-21)

+

-3 0
-3 1

1

-1

—6

-1/2 -1/6 -1/2
= 0 -1/3 ©
-1/2 -1/2 -3/2

Adj| 0
L Adi((A-21)) g
- A-21)
3 1 o 1] o -3
0 —JJ _‘1 —JJ T o‘
0 1| |3 1] |3 0
0 —1‘ BE! —1‘ _‘1 o‘
0 1‘ _‘-3 1‘ +‘-3 0‘
31 o 4 ‘jo -3

b) Despejamos X de la ecuacion matricial.

X -A+A =2-X = XA-2X =—AT = X (A-2I)=-A" = X =-A" (A-21)"

Determinamos la expresion de X.

-1 0 1) (31 3 -1
X=-AT(A-21)"=-| 0 -1 1%1 020 =% 0
1 0 1) (3309 1

~3+3 -1+3 -3+9 02 6) (0 1/3
I3 243 9 |=i3 1 9 |=|12 16
°l313 143 3:9) °l6 4 12) (1 23

o o

w o w

w N e

© o w
I

3/2
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PAU septiembre 2017

m Generalitat de Catalunya -
WY Consell Interuniversitari de Catalunya Convocatoria 2017

Oficina d'Accés a la Universitat

Proves d’accés a la universitat
Matematicas

Serie 2

Responda a CINCO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique siempre qué quiere
hacer y por qué.

Cada cuestion vale 2 puntos.

Puede utilizar calculadora, pero no se autorizara el uso de calculadoras u otros aparatos que

permitan almacenar datos o que puedan transmitir o recibir informacion.

1. Considere el plano 7:x+y+z=1Y larectar que pasa por los puntos P =(0,0,6) y Q=(1,2,3)

a) Estudie la posicion relativa de la recta r y el plano .

[1 punto]
b) Calcule la distancia entre la recta r y el plano .
[1 punto]
NOTA: Puede calcular la distancia de un punto de coordenadas (X,, Y,,Z,) al plano de ecuacion
. |Ax, +By, +Cz, + D|
Ax + By + Cz + D =0 con la expresion :
VA? + B? +C?
1 1 1 3 4 -1
2. Sean las matrices A={0 -2 1|yB=-1 -4 3
1 -11 0 4 4

a) Compruebe que satisfacen la igualdad A? —% A:-B =1, donde I es la matriz identidad de orden

3.
[1 punto]

b) Haciendo uso de la anterior igualdad, encuentre la matriz inversa de A: A™.
[1 punto]

3. Considere el siguiente sistema de ecuaciones lineales:
X+y+z=3
X+y-z=1
2X+ay =2a

a) Discuta el sistema para los distintos valores del parametro real a.
[1 punto]

b) Resuelva el sistema para el caso a=2.
[1 punto]
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4. Dadas las funciones f(x), f "(x), g(X) y g "(x) se conocen los siguientes valores:
x| f(x)| f(x) x|g(x)|g'(x)

ol 2 1 0‘1 1

1] 0 -6 1] 3 3
a) De la funcidn f(x) se sabe también que la pendiente de la recta tangente a un punto de abscisa x
es 4x® —9x® —2x+1. Encuentre f(x).
[1 punto]
b) Calcule (g f)(1).
[1 punto]

X
5. En R, sean la recta r:{ yelpunto P=(0,1,-1).
2y+21=4

a) Calcule la ecuacion general (es decir, la que tiene la forma Ax + By + Cz = D) del plano =
perpendicular a la recta r y que pasa por el punto P.
[1 punto]

b) Calcule el punto simétrico del punto P respecto del plano x +y +z =-3.
[1 punto]

senx

cos’ X

a) Calcule una primitiva de la funcién f(x).
[1 punto]

6. Sea la funcion f (x)=

b) Calcule el area limitada por la funcion f(x) y el eje de abscisas entre las abscisas x=0 y x :%

[1 punto]
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SOLUCIONES

1. Considere el plano 7:x+y+z=1Y larectar que pasa por los puntos P =(0,0,6) y Q=(1,2,3)
a) Estudie la posicion relativa de la recta r y el plano . [1 punto]

b) Calcule la distancia entre la recta r y el plano m. [1 punto]

NOTA: Puede calcular la distancia de un punto de coordenadas (x,, Y,.Z,) al plano de ecuacion Ax

|AX, + By, +Cz, + D|

JA? +B%+C?

+ By + Cz + D =0 con la expresion

a) Hallamos un vector director y la ecuacién de la recta.

P(0,0,6)er} P(0,0,6)er } x=2
v =>r:iqy=24 ;1eR
Q(L23)er] v,=PQ=(123)-(0,0,6)=(L2,-3) 631

Realizamos el producto escalar del vector director de la recta y el normal del plano.

X+y+z=1->n=(111)] . _
Ty re=on =L (140)(L2,-3)=142-3=0
v, =(1,2,-3)

Al ser el producto escalar nulo los vectores son perpendiculares, por lo que recta 'y plano son
paralelos o la recta esta contenida en el plano.

Comprobamos si el punto P =(0,0, 6) de la recta pertenece al plano.

riX+y+z=1

P=(0,0,6) 9}:<;0+0+6=1?:>iN0escierto!
(P=\VVo)er:

Como el punto P no pertenece al plano podemos afirmar que recta y plano son paralelos.
/Q
P

7

b) Como recta y plano son paralelos la distancia de la recta al plano es la distancia de cualquier
punto de la recta al plano.

T:X+y+z-1=0 0+0+6-1
d _[0+046-4_ 5 _; gg74

e

La distancia de la recta r al plano m tiene un valor de =2.887 unidades.

5
Ne
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1 1 1 3 4 -
2. Sean las matrices A={0 -2 1|yB=|{-1 -4 3
1 -11 0 -4 4

a) Compruebe que satisfacen la igualdad A? —%A-B =1, donde I es la matriz identidad de orden 3.

[1 punto]
b) Haciendo uso de la anterior igualdad, encuentre la matriz inversa de A: A™. [1 punto]

. , . ‘. 1
a) Realizamos los célculos indicados en la expresion A? - AB=1.

1 1 1)1 1 1 1+0+1 1-2-1 1+1+1 2 -2 3
A’=/0 -2 1|0 -2 1|=|0+0+1 0+4-1 0-2+1|=1 3 -1
1 -1 1){1 11 1+0+1 1+2-1 1-1+1 2 2 1

1 1 13 4 -1\ (3-140 4-4-4 -1+3+4) (2 -4 6
AB=l0 -2 1||-1 -4 3 |={0+2+0 0+8-4 0-6+4 |=[2 4 -2
1 -1 1)l0 -4 4) \3+140 4+4-4 -1-3+4) (4 4 0

. 2 -2 3 . 2 -4 6 2 -2 3 1 -2 3 1 00
AZ—EA-B: 1 3 -1 ~3 2 4 -2|=(1 3 -1|-|1 2 -1|={0 1 0|=I
2 2 1 4 4 0 2 2 1 2 2 0 0 01

b) Sacamos A como factor comun de la igualdad.

AZ—%A-B:I:A(A—%Bj:I

La matriz inversa de A es A—% B.
Hallamos la expresién de la matriz inversa.
1 1 1 3 4 -1
1

A’le—EB: 0 -2 l—% -1 4 3 |=
1 -11 0 4 4

1-3/2 1-2 1+1/2 -1/2 -1 3/2
= 1/2 -2+2 1-3/2|=|1/2 0 -1/2
1 -1+2 1-2 1 1 -1
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3. Considere el siguiente sistema de ecuaciones lineales:
X+y+2=3
X+y-z=1
2x+ay =2a

a) Discuta el sistema para los distintos valores del pardmetro real a. [1 punto]
b) Resuelva el sistema para el caso a=2. [1 punto]

11 1
a) La matriz de coeficientes del sistemaes A=|1 1 -1|y la matrizampliada es
2 a 0
11 13
A/B=|1 1 -11
2 a 0 2a

Averiguamos cuando se anula el determinante de la matriz de coeficientes.

11 1
|A|:1 1 -1=0-2+a-2-0+a=2a-4
2 a 0

|A=0=2a-4=0=2a=4=[a=2|

Analizamos los dos casos distintos que se nos plantean.

CASO1l. a=#2
En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3. El rango de la matriz ampliada
también es3, al igual que el nimero de incognitas. El sistema es compatible determinado (una

Unica solucién).

CASO 2. a=2
En este caso el determinante de A es nulo y su rango es menor de 3.
11 1
La matriz de coeficientes queda A=|1 1 -1|. Consideramos el menor de orden 2 que
2 2 0

1 -
resulta de quitar la primera fila y la primera columna -> ‘1 OJ" =1+0. Elrango de A es 2.

11 13
La matriz ampliada queda A/B={1 1 -1 1|. Consideramos el menor de orden 3 que
2 2 04
resulta de quitar la primera columna (igual que la segunda columna) ->
1 1 3
1 -1 1=-4+2+0+6-4-0=0. Como este determinante es nulo el rango de A/B es
2 0 4
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menor de 3, por lo que es 2, igual que el rango de A, pero menor que el nimero de incdgnitas.
El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

b) Para a =2 el sistema es compatible indeterminado. Lo resolvemos.

X+y+z=3 X+y+z=3
X+y—-z=1=x+y-z=1
2X+2y=4 X+y=2—>y=2-X

x+2—x+z:3:> z1=3-2=1
X+2—-x—-z=1 2-1=z

X=A
=lz=1=|{y=2-1; 1eR
z=1

Para a =2 las infinitas soluciones del sistema tienen la expresion x=A4; y=2-A4; z=1, siendo
AeR.
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4. Dadas las funciones f(x), f "(x), g(X) y g "(x) se conocen los siguientes valores:

x| f(x)| f(x) x|g(x)|g'(x)

0 ‘ 2 1 0 ‘ 1 1
1] 0 -6 1] 3 3
a) De la funcidn f(x) se sabe también que la pendiente de la recta tangente a un punto de abscisa x es
4x® —9x* — 2x+1. Encuentre f(x). [1 punto]
b) Calcule (g f)(1). [1 punto]

a) Si la pendiente de la recta tangente a un punto de abscisa x es 4x> —9x* —2x+1 se cumple que la
derivada de la funcién es f“(x)=4x’—9x*—2x+1. Hallamos la funcién calculando la primitiva

de la derivada.

f7(x)=4x>-9x* —2x+1= f (x):_[4x3—9x2—2x+1dx: X' =3 —x*+x+K

x| f (x) | f(x)
Determinamos el valor de K. Usando los valores de la tabla 0 ‘ 2 ‘ 1 sabemos que
1] 0 -6

f(0)=2y f(1)=0.

f(x)=x4—gx3—x2+x+K , s
3 —2=0*"-30°-0+0+K = [K =2]
£(0)=2

La funcion tiene la expresion f (x)=x"—3x>—x* +x+2.
f

Esta funcién cumple también que f (1)=0.

f(x)=x"-3C-x*+x+2= f(1)=1'-3°-1*+1+2=1-3-1+1+2=0

b) Usamos que (go f)(1)= g'( f (1)) f(1) y los datos proporcionados en las tablas del
enunciado.

(9o FY(M)=0"(F (1)) abla
Tabla > f*(1)= 6 = (gofy(1)=0"(0)(-6)={ ., .  l=1(-6)=—6
Tabla > f (1)=0 {g © _1}

Hemos comprobado que (g f)(1)=—6.
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X—2
5. En R?, sean la recta r:{
2y +

yelpunto P=(0,1,-1).

72=4
a) Calcule la ecuacion general (es decir, la que tiene la forma Ax+By+Cz=D) del plano =
perpendicular a la recta r y que pasa por el punto P. [1 punto]
b) Calcule el punto simétrico del punto P respecto del plano x +y +z = -3. [1 punto]

a) Si el plano es perpendicular a la recta el vector director de la recta es un vector normal del plano.
Hallamos un vector director de la recta.

X=2+1
72 X=2+1 1 P.(2,2,0)
r: = 4 1 =Dry=2—-—A=4_. -1
2y+z2=4 2y=4-71>y=—-=1 2 v=1—,1
2 2 721 2

Hallamos la ecuacion del plano que pasa por P = (0,1, —1) y con vector normal vT = (1%1}

P=(01-1)exr P=(01-1)ex

-1 = 1 :30—11—1+D:0:>

S

:>—§+D:0:>Dz%:wz:x—%y+z+g:0:> m:2X—-y+2z+3=0

La ecuacion del plano buscado es 7:2x—y+2z+3=0.

b) Obtenemos el punto P” simétrico de P respecto del plano usando los pasos indicados en el dibujo.
r

__.__.O

Hallamos la recta r perpendicular al plano x+ y+z = -3 que pasa por el punto P. Sabemos que el
vector normal del plano es un vector director de la recta.
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x+y+z=-3=n=(111)

P(0,L,-1)er } |
=

- . y=1l+a
v,=n=(111 st g

Hallamos el punto Q interseccion de recta y plano.

X=«a
riy=l+a
S a+l+a-1l+a=-3=3a=-3=
Z=-1+a
X+y+z=-3
x=-1
z=-1-1=-2

El punto P” se obtiene sumando al punto Q el vector PQ.

Q(-10,-2)

P'=Q+PQ=(-10,-2)+(-1-1-1)=(-2,-1,-3)

El punto P~ simétrico del punto P respecto del plano x +y + z = -3 tiene coordenadas
P (-2,-1,-3).
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senx
cos® X
a) Calcule una primitiva de la funcion f(x). [1 punto]

6. Sea la funcion f (x) =

b) Calcule el &rea limitada por la funcion f(x) y el eje de abscisas entre las abscisas x=0 y x= %

[1 punto]

a) Calculamos la primitiva de la funcion usando un cambio de variable.

Cambiode variable sl dt
F(x)zj f (x)dx:j ser;x dx ={cosx =t — —senxdx = dt - :J—ZX-—:
cos? X t?  —senx
dt
—>dx=
—senx
-1
=—J£2-dt =—[t?.dt LSS D S
t -1 t cosx
b) Buscamos los puntos de corte de la funcion con el eje de abscisas.
senx a
f(x)= =
(%) cos’ X :ﬂ:O:senx:O: s
EjeOX »y=0] X X=er

La gréfica de la funcion no corta el eje de abscisas entre x=0y x = %

Como en el intervalo pedido la funcion es positiva el
area limitada por la funcion f(x) y el eje de abscisas

. T
entre las abscisas x=0y x= " es el valor de la

integral definida entre x=0y x= % de la funcion.

. xl4 214 SENX I
Area = J.O f(x)dx= J.O os dx = [El =

_ b v vl 2 g B0
s €00 2 1 2
4 2

El area limitada por la funcion f(x) y el eje de abscisas

. /.
entre las abscisas x=0 y X:Z tiene un valor de

—1+\/§: 0.41 unidades cuadradas.

[ ¥]
e
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PAU junio (serie 1) 2017
m Generalitat de Catalunya -
WY Consell Interuniversitari de Catalunya Convocatoria 2017

Oficina d’Accés a la Universitat

Proves d’accés a la universitat
Matematicas

Serie 1

Responda a CINCO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique siempre qué quiere
hacer y por qué.

Cada cuestion vale 2 puntos.
Puede utilizar calculadora, pero no se autorizara el uso de calculadoras u otros aparatos que
permitan almacenar datos o que puedan transmitir o recibir informacién.

1. Considere el siguiente sistema de ecuaciones lineales, que depende del pardmetro A:
AX+y—-2=0
y+z=10
2AX—-y+512=30

a) Estudie para qué valores del parametro A el sistema es incompatible.
[1 punto]

b) Resuelva el sistema para el caso 1 = 1.
[1 punto]

2. Considere los planos 7, :5x—y—-7z=1y 7, :2x+3y+z=5.
a) Determine la ecuacion general (es decir, la que tiene la forma Ax + By + Cz = D) del plano que
pasa por el origen de coordenadas y es perpendicular a los planos 7, y 7,.
[1 punto]
b) Calcule el angulo que forman los planos 7, y 7,.
[1 punto]

3. Sea la funcion f (x)=— o donde k es un parametro real distinto de 0. Para los distintos
X —

valores del parametro k:

a) Calcule el dominio y las asintotas de la funcion.
[1 punto]

b) Calcule los puntos con un maximo o un minimo relativo.
[1 punto]
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4. Se sabe que el siguiente sistema de ecuaciones lineales tiene una Unica solucion:

Xx+ay=1
X+az=1.
y+z=a
a) Compruebe que a=0.
[1 punto]
b) Encuentre la solucion del sistema en funcion del parametro a.
[1 punto]

5. Considere las matrices cuadradas de orden 2 de la forma M :(yzxﬂ le, con x e y numeros
reales.
a) Compruebe que la matriz M es siempre invertible, independientemente de los valores de x y de
y.
[1 punto]
b) Parax =1ey=-1, calcule M.
[1 punto]

6. Considere un cono de 120 cm?® de volumen que tiene una altura h, un radio de la base x y una arista
a, como el de la siguiente figura:

a) Compruebe que a’® = 360 %+ h?
T
[1 punto]
b) Calcule la altura del cono que tiene la arista de longitud minima.
[1 punto]

NOTA: Recuerde que el volumen del cono es un tercio del volumen del cilindro recto que tiene la
misma base y la misma altura que el cono.
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SOLUCIONES
1. Considere el siguiente sistema de ecuaciones lineales, que depende del pardmetro A:
AX+y—-2=0
y+z=10
2AX—-y+512=30
a) Estudie para qué valores del pardmetro A el sistema es incompatible. [1 punto]
b) Resuelva el sistema para el caso 1 = 1. [1 punto]
A 1 -1
a) El sistema tiene asociado la matriz de coeficientes A=| 0 1 1 | y la matriz ampliada
24 -1 52
A 1 -10
A/B={ 0 1 1 10].
24 -1 51 30

Averiguamos cuando se anula el determinante de la matriz A.

A1 -1
|Al=|0 1 1|{=54°+22+0+21-0+1=51"+54
24 -1 52

A=0

A=0=51"+54=0=51(1+1)=0=

A (4+1) {z +1=0—>

Estudiamos los tres casos diferentes que se nos plantean.

CASO1. A0y A=-1.
En este caso el determinante de A es distinto de cero y su rango es 3. El rango de Ay el rango
de la matriz A/B es 3, igual que el nimero de incognitas. El sistema es compatible
determinado.

CASO 2. 1=0.
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
0 1 -1
La matriz de coeficientesqueda A={0 1 1 |. Consideramos el menor de orden 2 que
0 -1 0

1 1
resulta de quitar la fila y columna primeras > ‘ 1 O‘ =1+0. Elrango de A es 2.
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01 -10
La matriz ampliada queda A/B={0 1 1 10 |. Consideramos el menor de orden 3 que
0 -1 0 30
1 -1 0
resulta de quitar la primera columna (nula) > |1 1 10{=30+10+0-0+30-0=70=0.
-1 0 30

El rango de A/B es 3.

El rango de A es 2 distinto del rango de A/B (3). El sistema es incompatible.

CASO3.1=-1
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
-1 1 -1
Lamatrizqueda A=| 0 1 1 |.Consideramos el menor de orden 2 que resulta de quitar
-2 -1 -5

1 1
la fila y columna primeras > ‘ ! 5‘ =-5+1=-4+0. Su rango es 2.

-1 1 -10
La matriz ampliada queda A/B=| 0 1 1 10 |. Consideramos el menor de orden 3 que
-2 -1 -530
1 -1 0
resulta de quitar la primeracolumna > |1 1 10{=30+10+0-0+30+50=120=0. El
-1 -5 30

rango de A/B es 3.
El rango de A es 2 distinto del rango de A/B (3). El sistema es incompatible.
El sistema es incompatible para A=0 0 A=-1.

b) Resolvemos el sistema para 4 = 1. Sabemos que es compatible determinado.

X+y-2=0 X+y-z=0
X+10-z-z=0 x=2z-10
y+z=10 =.y=10-z = = =
2x—-10+2z+5z2=30 2x+6z=40
2X—y+5z2=30 2X—y+5z2=30
60 X=2-6-10=2
=2(22-10)+62=40=4z-20+62=40=102=60=>|z2=—=6|=
10 y=10-6=4

La solucion del sistemaes x=2, y=4, z=6.
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2. Considere los planos 7, :5x—y—-7z=1 Yy 7,:2x+3y+z=5.
a) Determine la ecuacién general (es decir, la que tiene la forma Ax + By + Cz = D) del plano que
pasa por el origen de coordenadas y es perpendicular a los planos 7, y 7z,. [1 punto]

b) Calcule el angulo que forman los planos 7, y 7, . [1 punto]

a) Si el plano 7, es perpendicular a los planos 7, y =z, su vector normal es el producto vectorial de
los vectores normales de los dos planos.

rosx-y-T2=1n=(5-1-7)] _ _ _ |- 1 K
— =>n=nxn,=5 -1 7=
7, 12x+3y+z=5->n,=(2,3]1) s 3 1

—14j+15k + 2k =5+ 21i = 20i —19 j +17k = (20,-19,17)

El plano que buscamos pasa por el origen de coordenadas y tiene como vector normal el vector
n, =(20,-19,17).

n, = (20, 1917)} 7,:20x-19y +172+ D =0

( ) :(OOO) }:20-0—19-0+17-O+D:0:>
€T, U U) €T,

=D=0=|r,:20x-19y+172=0

El plano buscado tiene ecuacion r,:20x—19y+17z=0.

b) El angulo formado por los planos es el &ngulo formado por sus vectores normales.

(5 -1,-7) (5,-1,-7)(2.31)

-ea }:“’S(”“”) R For e

10-3-7 0

= = =0= angulo(n
NN NN T aulo(n

Los planos 7z, y 7z, forman un angulo de 90°. Son planos perpendiculares.

nz) =cos ™ (0)=90°
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3. Sea la funcion f(x)=—

1 . I .
o donde k es un pardmetro real distinto de 0. Para los distintos valores

del pardmetro k:
a) Calcule el dominio y las asintotas de la funcion. [1 punto]
b) Calcule los puntos con un maximo o un minimo relativo. [1 punto]

a) El dominio de una funcion racional son todos los nimeros reales menos los que anulan el
denominador.

k<0—>x=«/E:Im posible - Dominio =R

X*-k=0=>x*=k=>
k >O—>x:J_r\/E—> Dominio=R—{—\/E,+\/E}
Si k <0 el dominio de la funcion es Dominio=R.
Si k > 0 el dominio de la funcion es Dominio:R—{—\/F,h/E}

Determinamos las asintotas de la funcion.

Asintotas verticales.
Si k <0 la funcién no tiene asintotas verticales. Si k > 0 la funcion tiene dos asintotas

verticales: x:—\/E y x:+\/E.

Asintota horizontal.

lim £ (x)=lim—~— =1 =0

X—00 X—>0 X — o0

Para cualquier valor de k la funcion tiene una asintota horizontal: y=0.

Asintota oblicua.
Al tener asintota horizontal la funcién no tiene asintota oblicua.

b) Obtenemos los puntos criticos de la funcién usando la derivada.

O-(x2 —k)—1-2x 2

I

—k:>f’(x):

f'(x):O:%:O:—2x=0:
X~ —k

La funcion tiene un punto critico en x =0. Sustituimos este valor en la segunda derivada para
averiguar si es maximo, minimo o punto de inflexién.

—2(x2 —k)2 —(—2x)-2(x2 —k)2x ~ —2(x2 —k)+8x2

(x =k ' (x* —k)’ (k)

_—2x*+2k+8x*  6x°+2K

() (e

_60%+2k 2k -2
<02_k)3 _k3 k2

£ (0)
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Al ser la segunda derivada negativa la funcion presenta un maximo relativo en x=0,
independientemente del valor de k.

1
Como f(0) a
La funcién no tiene minimos relativos.
No lo pide, pero representamos la grafica parak = 1y para k = -1.
Para k = 1.

:_?1 el méximo relativo tiene coordenadas (0%)

FS
v

Para k = -1.
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4. Se sabe que el siguiente sistema de ecuaciones lineales tiene una Unica solucion:

Xx+ay=1

X+az=1.

y+z=a
a) Compruebe que a=0. [1 punto]
b) Encuentre la solucién del sistema en funcién del parametro a. [1 punto]

a) Si el sistema tiene una Unica solucion el determinante de la matriz de coeficientes debe ser no nulo
para que su rango sea 3.

1 a 0
La matriz de coeficienteses A=|1 0 a |. Determinamos la expresion de su determinante.
011
1 a 0
|Al=|1 0 a=0+0+0-0-a-a=-2a
011

Para que su determinante sea no nulo debe ser a=0.
Con a =0 el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el rango de la matriz
ampliada y el nimero de incdgnitas. El sistema tiene una dnica solucion.

b) Si a =0 el sistema tiene una Unica solucion. Determinamos la solucion usando el método de
Cramer.

1 a o0
1 0 a

(a1l :O+a3+0—0—a—a:a3—2a:a(az—2):2—a2
1 a 0 —2a —2a —2a 2
1 0 a
011
1 10
1 1 a

[0 a 1 1+0+0-0-1-a®> -a’ a

Y"1 a o —2a T 2a 2
1 0 a
011
1 a1l
1 01

Z:O 1 a:0+0+1—0—a2—1:—a2:g
1 a0 —2a -2a 2
1 0 a
011
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La solucion del sistema si a =0 es x=2_ , y=g, z=%
x=1 x=1
Sia=0elsistemaqueda <x=1 =y=-z=Jy=—a;ack.

Para a =0 el sistema tiene infinitas soluciones: x=1, y=—a, z=«a, siendo a eR.
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X -1

5. Considere las matrices cuadradas de orden 2 de la forma M :[yz 1 x j con x e y nimeros
+

reales.

a) Compruebe que la matriz M es siempre invertible, independientemente de los valores de x y de y.
[1 punto]

b) Parax =1ey=-1, calcule M. [1 punto]

a) Calculamos el determinante de la matriz M.

M| = A PRV I |
Cly2 41 x| y

x* >0

, O}:x2+y220:>x2+y2+121
y? >

Esta expresion del determinante nunca se anula pues cada cuadrado es positivo o cero pero al
sumarle 1 siempre dard un resultado mayor o igual que 1. Por tanto, existe la inversa de M para
cualquier valor de x e y.

b | d Lot
Parax=1ey=-1 la matrizqueda M = = )
) g | (-1'+1 1) (2 1
Calculamos la inversa de la matriz M.
1 -1
M| = =142=3%0
2 1

M_ledj(MT)_Adj(—l1 3_1[1 1)_[1/3 1/3]

M 3 3l-2 1) \-2/3 13
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a, como el de la siguiente figura:

a) Compruebe que a®> =——-=+h’. [1 punto]

b) Calcule la altura del cono que tiene la arista de longitud minima. [1 punto]

misma base y la misma altura que el cono.

6. Considere un cono de 120 cm?® de volumen que tiene una altura h, un radio de la base x y una arista

NOTA: Recuerde que el volumen del cono es un tercio del volumen del cilindro recto que tiene la

a) Considerando el triangulo de hipotenusa “a” y catetos “x” y “h” aplicamos el teorema de Pitagoras.

a’ =x?+h?

El volumen de un cilindro es el 4rea de la base (circulo de radio “x”) por la altura (h) >
Volumencilindro = zx*-h

Como el volumen del cono tiene un valor de 120 cm? aplicamos la formula del volumen.

Volumencilindro  zx*h

Volumen cono = 7x°h , 120-3 360

3 3 = =120= X" = h = _h

Volumen cono =120 e
Sustituimos en la primera expresion.
a’=x*+h’ 360
, 360 (=>a’=—+h?
X =— 7-h
7+h

b) Debemos hacer maxima la arista (a). Despejamos en la expresion obtenida.

2301 e - PO
7 h
Buscamos los puntos criticos de la funcidn.
360 -1
— +2h
a(h) = @.%+h2 = a'(h) /2 | B
d 2 @.E_th
7 h
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360 -1
—+2h 3
a(=0m—2 N " o, 300 oh-go B00F2N o,
360 1 h? 7h
2, — E+ h?

= -360+27h*=0=27h®*=360= h3:@:> h=3— =

27

180
VA
. . : . 180
Estudiamos el signo de la derivada antes y después de este valor h = 3— = 3.855.
T

e Enelintervalo (0,3.855) tomamos h =1y la derivada vale

360 1 49 —360 42

= =-5<0. La funcién decrece en (0,3.855).
\/360 1, \/360

e Apartirde h=3 /@ = 3.855 consideramos h=4 y la derivada vale
T

360 -1 —-360
——+8 +8
a’ (4)=—2=L & — 16z =0.06 > 0. La funcion crece a partir de
2,201 g2 %016
V4 4 T
h=3 180 =3.855.
T

Como la funcién decrece antes y crece después podemos afirmar que para una altura del cono de
f180 - : :
h = 3}— = 3.855 hay un minimo de la longitud de la arista.
T
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PAU junio (serie 5) 2017
m Generalitat de Catalunya
W Consell Interuniversitari de Catalunya
Oficina d’Accés a la Universitat

Proves d’accés a la universitat Convocatoria 2017

Matematicas

Serie 5

Responda a CINCO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique siempre qué quiere
hacer y por qué.

Cada cuestion vale 2 puntos.

Puede utilizar calculadora, pero no se autorizara el uso de calculadoras u otros aparatos que

permitan almacenar datos o que puedan transmitir o recibir informacion.

3 2x—-y=1 y—-2
1. Sean las rectas de R” r: y SiXx+l="—"-—=7-1.
y—-2z=0 2
a) Compruebe que son paralelas.
[1 punto]
b) Calcule la ecuacién vectorial del plano que las contiene.
[1 punto]

2. Considere el siguiente sistema de ecuaciones lineales:
X—y+z=0
2x+kz =1
x+(k+1)y+z=k*-4

en el que k es un parametro real.

a) Discuta el sistema para los diferentes valores de k.
[1 punto]

b) Resuelva el sistema para el caso k =-2.
[1 punto]

3. Responda a las siguientes cuestiones:
a) Compruebe que la recta tangente a la curva y=x* en el punto de abscisa x=2 es la recta
y =4x—4 y calcule los puntos de interseccidn de esta recta con los ejes de coordenadas.
[1 punto]
b) Calcule el area limitada por la curva del apartado anterior, la recta tangente en x =2 y el eje
de abscisas.
[1 punto]
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0 -1 0
4. Considere la matriz A= 0 0 -1|.
-1 0 0
a) Calcule las potencias A*, A’ y A°.
[1 punto]
b) Calcule la inversa de la matriz A°.
[1 punto]
a 1 1 1
5.SeaM =1 a 1 a | lamatrizampliada de un sistema de ecuaciones lineales.
1 1 a a

a) Discuta el sistema segun los valores del parametro a, e interprete el resultado
geométricamente.
[1 punto]

b) Para a=1 encuentre la forma paramétrica del plano solucién y dé un punto y dos vectores
directores de este plano.
[1 punto]

6. El croquis de debajo representa la pared de un desvan con el techo inclinado, en la que se quiere
construir un armario rectangular como el de la zona sombreada.

3m
1m
A B C
< bm ——m——- >
a) Exprese el area del rectangulo en funcién de la longitud x del segmento AB.

[1 punto]

b) Determine las dimensiones del rectangulo si se quiere que tenga una superficie maximay calcule
esta superficie maxima.
[1 punto]
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SOLUCIONES

1. Sean las rectas de R® r :{y

a) Compruebe que son paralelas.
b) Calcule la ecuacion vectorial del plano que las contiene.

[1 punto]
[1 punto]

a) Obtenemos un vector director y un punto de cada recta.

2X—-y=1-2x=1+y > X=—+—Y

=r.

N |-

y-22=0>-22=-y—>7==Y

NI~ N

x+1 y-2 z-1
S: = = =
1 2 1

i-(12.)
Q. (-121)

Podemos observar que los vectores directores de ambas rectas son iguales: u, =v, = (1,2,1), por
lo que las rectas son paralelas o coincidentes.

Comprobamos si el punto Q, (—1, 2,1) de la recta s pertenece a la recta r.

:Q.(-L21)er?

i

2x—-y=1
y—2z=0

-

2(-1)-2=1,
2-21=0

¢

~4

—2—2:1—>1No!,>
2-2=0—>iSi!

No se cumplen las ecuaciones que define la recta r y el punto Q, no pertenece a la recta r. Las
rectas r y s son paralelas.

b) El plano T que contiene las dos rectas tiene como uno de sus vectores directores el vector director
de las rectas u, =v, =(1,2,1), el otro vector director del plano es el vector P.Q, . Ademas, este

plano contiene el punto Q, (—1, 2,1) perteneciente a la recta s.

o RN
u=v, =(12,)
v=PQ, =[%3,2,1j =7 (XY, z)=(—1,2,1)+a(1,2,1)+ﬂ(%3,2,1j
Q.(-L2)ex
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2. Considere el siguiente sistema de ecuaciones lineales:
X—y+z=0
2x+kz=1
x+(k+1)y+z=k*-4

en el que k es un parametro real.

a) Discuta el sistema para los diferentes valores de k. [1 punto]
b) Resuelva el sistema para el caso k =-2. [1 punto]
1 -1 1
a) La matriz de coeficientes asociada al sistema es A=|2 0 k| y la matriz ampliada es
1 k+1 1
1 -1 1 0

A/lB=|2 0 k 1
1 k+1 1 k*-4
Averiguamos cuando se anula la derivada de la matriz de coeficientes.

1 -1 1
|Al=2 0 k|=0-k+2(k+1)-0+2—k(k+1)=-k+2k+2+2-k*—k=—k*+4
1 k+1 1

|A=0=-k*+4=0=k*=4= k=+J4=142

Estudiamos las tres situaciones distintas que se nos plantean.

CASO1l. k#2y k=-2.
En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el rango de A/B y el
namero de incognitas. El sistema es compatible determinado (una Unica solucion).

CASO 2. k =2.
En este caso el determinante de A es nulo y su rango es menor de 3.
1 -11
La matriz queda A=|2 0 2. Sitomamos el menor de orden 2 que resulta de quitar la
1 3 1

0 J con determinante

1
fila y columna terceras > (2 OW =0+2=2=0.Elrango de la

matriz A es 2.
1 110

La matriz ampliadaqueda A/B={2 0 2 1. Siconsideramos el menor de orden 3 que
1 3 10

resulta de quitar la 32 columna y calculamos su determinante

1 -1 0

2 0 1/=0-1+0-0-0-3=-4=+0.

1 3 0

Al ser el determinante del menor de orden 3 no nulo el rango de la matriz ampliada es 3.
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Rango de A =2 # 3 = Rango A/B. El sistema es incompatible.

CASO 3. k=-2.
En este caso el determinante de A es nulo y su rango es menor de 3.
1 -1 1
La matrizqueda A=| 2 0 -1|.Sitomamos el menor de orden 2 que resulta de quitar la
1 -1 1

1
con determinante
0 2

1
fila 'y columna terceras > (2 (j =0+2=2=0. Elrango de la

matriz A es 2.
1 -1 10

La matriz ampliada queda A/B={2 0 -2 1. Siconsideramos el menor de orden 3 que
1 -1 10

resulta de quitar la 32 columna y calculamos su determinante

1 -10

2 0 1/=0-1+0-0-0+1=0.

1 -10

El rango de la matriz ampliada A/B no es 3. El rango de la matriz ampliada es 2 como el
rango de la matriz A.

Rango de A =2 = Rango A/B < 3 = Numero de incognitas. El sistema es compatible
indeterminado (infinitas soluciones).

Resumiendo: Si k #2 y k = —2 el sistema es compatible determinado (una Unica solucién), si
k =2 el sistema es incompatible (sin solucion) y si k =—2 el sistema es compatible
indeterminado (infinitas soluciones).

b) Para el caso k =—2 hemos visto que el sistema es compatible indeterminado. Determinamos la
expresion de sus infinitas soluciones.

X-y+z=0
Para este valor el sistema queda {2x—2z=1 . Lo resolvemos.
X—y+z=0
X-y+z=0 X—y+2z=0
2x—2z=1 = {Ecuacién 1% = Ecuacion 3?} = 1+27 =
2X—22=1->2x=142z > x=
X—y+z=0
1+22
X=
2
:>l+22—y+z:0:>1+22—2y+22=0:34z+1:2y:>y:l+42:> y:1+24/1
z=1
lﬁSQmmmn%dﬂsBmmaam:x:1+21;y=1+4%z:ZWQHMOALanmmomm

2 2
cualquiera.
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3. Responda a las siguientes cuestiones:
a) Compruebe que la recta tangente a la curva y = x* en el punto de abscisa x =2 es la recta
y =4x—4 y calcule los puntos de interseccion de esta recta con los ejes de coordenadas.

[1 punto]
b) Calcule el area limitada por la curva del apartado anterior, la recta tangente en x =2 y el eje de
abscisas. [1 punto]

a) Hallamos la recta tangente a la funcion y = x* en el punto de abscisa x = 2.

y=x*>y=2x—>y(2)=4

y(2)=2%=4 =y-4=4(x-2)=y-4=4x-8=|y=4x-4|

y-1(2)=1(2)(x-2)

Hallamos los puntos de interseccion de esta recta tangente con los ejes de coordenadas.

y=4x-4

) =0=4x-4=4x=4=x=1=A(10)
EjeOX - y=0

=4x—4
Y —y=40-4=-4=B(0,-4)
EjeO - x=0

Los puntos de interseccion son A(1, 0) y B(0, —4).

b) Dibujamos la region de la cual queremos hallar el area.

4y /
it

Je
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Hallamos el &rea de la regién 1 limitada por el eje de abscisas, la gréfica de la funcion y la recta
vertical x=1.

3P 43 A3
AreaRegiénlzj‘:xzdx:{x—} B 1u2
3], 3 3 3

Hallamos el &rea de la region 2 limitada por la recta vertical x=1, larecta y=4x-4 yla
gréafica de la funcion.

3 2
AreaRe giénZ:sz2 —(4x—4)dx:j12x2 —4X +4dx :{%—ZXZ +4x} =

1

3 3
NE p2iag || oeiaa |28 gigliogo|ly
3 3 3 3 3

, , 1 1 2
El area total es la suma de estas dos areas: —+— = §u2 .

329de 334 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU junio (serie 5) 2017 Matemadticas Il en Catalufia

Juan Antonio Martinez Garcia

0 -1 0
4. Considere la matriz A= 0 0 -1].
-1 0 O

a) Calcule las potencias A%, A’ y A°.
b) Calcule la inversa de la matriz A°.

a) Determinamos la expresion de las potencias.

0 -1 0
A’=A-A=|0 0 -1
-1 0 0

0 0 1) O
A=A*.A=[1 0 0 O
010

-1 0 0
A=A.A=0 -1 0

0 0 -1

-1 0

[1 punto]
[1 punto]
0 01
1 00
010
0
-1 0 |=-Id,
-1

b) Como sabemos que A° =1d = A°-A=Id . Podemos decir que la inversa de la matriz A® es la

matriz A.
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al 1 1
5.SeaM =1 a 1 a | lamatrizampliada de un sistema de ecuaciones lineales.
1 1 a a
a) Discuta el sistema segun los valores del parametro a, e interprete el resultado geométricamente.
[1 punto]
b) Para a=1 encuentre la forma paramétrica del plano solucién y dé un punto y dos vectores
directores de este plano. [1 punto]
al 1
a) La matriz de coeficientes asociada al sistemaes A={ 1 a 1 |. Averiguamos cuando se anula su
1 1 a
determinante.
al 1 ) . a-1 1-a O
Fila3—Fila2
Al=1 a 1j=1 . _ =1 a 1 |={Columna2+Columnal} =
Filal-Fila2
1 1 a 0 1-a a-]
a-1 0 0 a-1 0 0
=| 1 a+l 1 |={Columna2+Columna3}=| 1 a+2 1 :(a+2)(a—1)2
0 1-a a-1 0 0 a-1

a+2:0—>
a—1:0—>

Distinguimos tres casos distintos que analizamos por separado.

|A=0=(a+2)(a-1) =o:>{

CASO 1l a#1lya=—2.
En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3. El rango de la matriz ampliada
también es 3, asi como el numero de incognitas. El sistema es compatible determinado (una
Unica solucidn)

CASO 2. a=-2.
En este caso el determinante de A es nulo y su rango es menor de 3.
-2 1 1
La matrizqueda A=| 1 -2 1 |. Consideramos el menor de orden 2 que resulta de quitar
1 1 -2

la fila y columna 32 9( L

1
2] su determinante vale

1
2‘:4—1:37&0. El rango de A

es 2.
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-2 1 1 1
La matriz ampliadaqueda M =| 1 -2 1 -2 |. Consideramos el menor de orden 3 que
1 1 -2 4
1 1 1
resulta de quitar la primera columna - |-2 1 -2(=4-2+4-1+8-4=9=0.Elrango
1 -2 4

de la matriz ampliada es 3.
Rango A =2 # 3 = Rango M. El sistema es incompatible (sin solucion)

CASO 3. a=1.
En este caso el determinante de A es nulo y su rango es menor de 3.
111
La matrizqueda A=|1 1 1. Lastres filas son iguales. El rango de A es 1.
111

1111
La matriz ampliadaqueda M =|1 1 1 1. Las tres filas son iguales. El rango de la matriz
1111

ampliada es 1.
Rango A =1 = Rango M. El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones)

Resumiendo: Si a=1y a=—2 el sistema es compatible determinado (una unica solucion) y los
tres planos definidos por las tres ecuaciones del sistema se cortan en un Unico punto del espacio
tridimensional. Si a=-2 el sistema es incompatible (no tiene solucion) y los tres planos no
coinciden en ningun punto. Si a=1 el sistema es compatible indeterminado, los tres planos son el
mismo, pues las tres ecuaciones son iguales.

b) Para a=1 el sistema lo forman tres ecuaciones iguales. Lo resolvemos.
1111 X+y+z=1

M=11111|=x+y+z=1;=>x+y+z2=1=>x=1-y-72=>
1111 X+y+z=1

X=1l-a-p
>riy=a ya,feR
2=
X=1l-a-p4
Este plano solucién 7: y=« ; a, B ¢ R tiene como vectores directores: u= (—1,1,0) y
z=p

v=(-1,0,1). Un punto de este plano es P(,0,0).
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6. El croquis de debajo representa la pared de un desvan con el techo inclinado, en la que se quiere
construir un armario rectangular como el de la zona sombreada.

a) Exprese el area del rectangulo en funcion de la longitud x del segmento AB.  [1 punto]
b) Determine las dimensiones del rectangulo si se quiere que tenga una superficie maxima y calcule
esta superficie maxima. [1 punto]

a) Completamos el dibujo para obtener dos tridngulos rectangulos semejantes.

< 6m >

Por semejanza de los triangulos rectangulos de catetos 2, 6 y el de catetos X, y, tenemos:

%=%:>2x=6y:>x=3y:> y=

X
3

Por lo que el rectangulo tendra 6—x de basey 1+y =1+§ de altura, por lo que su area sera:
2 2
A(x)=(6-x) 142 =6+%—x—x—:—x—+ X+6
3 3 3 3

El area del rectangulo en funcion de la longitud x tiene la expresion A(x)= —?+ X+6.
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b) Derivamos la funcidén y buscamos cuando se anula la derivada.

2
A(x):—%+x+6:> A () =-2 41

A’(x):O:—%+1:O:>—2x+3:O:>2x:3:> x===15

N W

Sustituimos este valor en la derivada segunda.

A () =2 412 A7 (x) == 2= A7(15) =2 <0

Al ser negativa la segunda derivada la funcion &rea presenta un maximo relativo en x=1.5.

2
Para x =1.5 el rea tiene un valor de A(1.5) = —% +15+6= 27 =6.75m?.

El rectangulo de &rea maxima se consigue con x =1.5 metros siendo esta area méaxima de 6.75
metros cuadrados.

Las dimensiones del rectangulo son 6 — 1.5 = 4.5 metros de base y 1+ % =1.5 metros de altura.
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