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Matematicas 11

INDICACIONES

- El examen consta de seis ejercicios. El alumno ha de elegir y resolver tres de ellos completos.

- Si se responde a mas de tres ejercicios, solo se corregiran los tres primeros que se hayan
resuelto, segun el orden en que se presenten en el cuadernillo de examen.

- Cada ejercicio tiene un valor de 10 puntos. La nota del examen sera igual a la media aritmética
de las notas de los tres ejercicios elegidos.

- Las respuestas deben ser razonadas.
- Entre corchetes se indica la puntuacion méaxima de cada apartado.

- No se permite el uso de calculadoras graficas ni programables. Tampoco esta permitido el uso
de dispositivos con acceso a internet.

Ejercicio 1 [10 PUNTOS]
Considera las matrices

a 0 1 1 2 1 100
A=|4 a-4 4,B=|0 -1 0|el,=0 1 0}|,conaecR.
o -1 1 0 0 1 0 01

a) [5 puntos] Estudia el rango de la matriz A en funcién de los valores del parametro a.
b) [5 puntos] Considera a = 0. Si es posible, halla la matriz X que satisface la ecuacion
matricial: AX =21,—-B.

Ejercicio 2 [10 PUNTOS]

Considere la siguiente funcion f (x) :1+iz, con aeR.
X X

a) [2 puntos] Determina el valor de a si la funcion f(x) corta al eje de abscisas OX en x=2.
b) [4 puntos]. Considera a=5. Si existen, halla las asintotas verticales y horizontales de f(x).

c) [4 puntos] Considera a =5. Obtén una primitiva F(x) de f(x), que cumpla: F (1) =0.
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Ejercicio 3 [10 PUNTOS]

Considera los puntos en el espacio: A=(1,1,1), B=(2,-1,0) y C=(2,0,3).

a) [2 puntos]. Calcula la distancia entre Ay B.
b) [4 puntos]. Obtén la ecuacion continua de la recta que pasa por los puntos Ay B.
¢) [4 puntos]. Obtén la ecuacién implicita del plano que contiene a los puntos A, By C.

Ejercicio 4 [10 PUNTOS]
Considere el siguiente sistema de ecuaciones
X+2y+2=3

2X+5y+2z=2a

x+3y+a’z=-1
dependiente del parametro ae R .
a) [6 puntos]. Determina para qué valores de a el sistema es incompatible.
b) [4 puntos]. Considera a=0. Si el sistema es compatible, halla su solucién general.

Ejercicio 5 [10 PUNTOS]

Considera la siguiente funcion: f (x) =X+ae *,con aeR.

a) [2 puntos]. Determina el valor del parametro a sabiendo que f(x) toma el valor minimo en
x=1In2, donde In denota el logaritmo neperiano.
b) [4 puntos]. Considera a = 1. Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x).

c) [4 puntos]. Considera a = 1. Calcula los limites: lim f (x) y lim f(x).

X—>00 X—>—00

Ejercicio 6 [10 PUNTOS]

Considera el punto en el plano: A=(2,1).

a) [2 puntos]. Halla la ecuacién implicita (o ecuacion general) de la recta r que pasa por el
punto Ay tiene pendiente m_=1.

b) [2 puntos]. Halla la ecuacion implicita (o ecuacidn general) de la recta s que pasa por el
punto Ay por el punto B =(5,7).

¢) [2 puntos]. Calcula la distancia entre los puntos de corte de las rectas r y s con el eje de

ordenadas OY.
d) [4 puntos]. Calcula el &ngulo que forman las rectas r y s.
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SOLUCIONES

Ejercicio 1 [10 PUNTOS]
Considera las matrices

a 0 1 1 2 1 100

A=|4 a-4 4|,B=|0 -1 0| el,={0 1 Of,conaecR.

0 -1 1 0 0 1 0 01
a) [5 puntos] Estudia el rango de la matriz A en funcion de los valores del parametro a.
b) [5 puntos] Considera a = 0. Si es posible, halla la matriz X que satisface la ecuacion
matricial: AX =21,—-B.

a) Hallamos el determinante de A y averiguamos cuando se anula.

a 0 1
|Al=4 a-4 4/=a(a-4)+0-4-0-0+4a=a’-4a-4+4a=a>-4
0 -1 1

|Al=0=a’-4=0=>a’=4=[a=V4=42

Analizamos tres situaciones diferentes.

CASOl a=—2ya#+2.
En este caso el determinante de la matriz A no se anula y el rango de A es 3.

CASO 2. a=-2
En este caso el determinante de A se anula y el rango de A no es 3. La matriz queda
-2 0 1
A=| 4 —6 4/|.Siconsideramos el menor de orden 2 que resulta de quitar la tercera
0 -11

-2 0
filay la tercera columna -> ‘ 4 6‘ =12-0=12=0. Elrango de A es 2.

CASO 3. a=2
En este caso el determinante de A se anula y el rango de A no es 3. La matriz queda
2 0 1
A=|4 -2 4. Siconsideramos el menor de orden 2 que resulta de quitar la tercera
0 -1 1

2 0
filay la tercera columna -> ‘4 2‘ =—4-0=-4=0.Elrango de A es 2.

Resumiendo: Si a=-2 y a=+2 elrangode Aes3ysi a=—2 o0 a=2 el rango de A es
2.
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b) Considerando a=0 la matriz A tiene determinante no nulo y por tanto tiene inversa.
Despejamos X en la ecuacion matricial AX =21,—-B.

AX =21,-B= X =A™(21,-B)

Determinamos la expresion de la matriz X.

0 0 1 0 0 1
A=|4 -4 4|=|Al=4 —4 4/=0+0-4-0-0-0=-4%0
0 -1 1 0 -1 1
0 4 0 -4 - 0 -1 0 4
+ — +
Adjl0 -4 -1 4 1] 1 1| 1 4
L AG(A) (14 1) ) o oo o4
A 4 4l 41 11 |1 4|
4 0l o o|] o 4
+ - +
~4 -1 o -1 |0 -4

0 -1 4\ (0 1/4 -1
=—|-4 0 4|=|1 0 -1
4 0 0 1 0 0

1 00 1 2 1 2-1 0-2 0-1 1 -2 -1
21,-B=2{0 1 0|-{0 -1 0|=/0-0 2+1 0-0|=(0 3 O
0 01 0 0 1 0-0 0-0 2-1 0 0 1

0 1/4 -1\(1 -2 -1 0+0+0 0+3/4-0 0+0-1
X:A‘1(2I3—B)= 1 0 -140 3 O |=[1+0+0 -2+0+0 -1+0-1
1 0 0)l0 0 1 1+0+0 -2+0+0 -1+0+0

0 3/4 -1
La matriz buscadaes X =|1 -2 -2].
1 -2 -1
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Ejercicio 2 [10 PUNTOS]

Considere la siguiente funcion f(x)=1+%, con aelR.
X X

a) [2 puntos] Determina el valor de a si la funcion f(x) corta al eje de abscisas OX en x=2.
b) [4 puntos]. Considera a=5. Si existen, halla las asintotas verticales y horizontales de f(x).

c) [4 puntos] Considera a=5. Obtén una primitiva F(x) de f(x), que cumpla: F(1)=0.

a) Si la funcién f(x) corta al eje de abscisas OX en x =2 implica que f(2)=0.

0
1 a :>1+%—0:>1+—_0:>2+a 0=[a=—2]
.87 22 2 4

X

2

>

El valor buscado es a=-2.

1 5

b) Para a=5 la funcién queda f (x)==+—. El dominio de la funciénes R —{0} .
X X
Asintotas verticales. x=a.
¢ X =0 es asintota vertical?
lim f (x )_||m1+32_| x5 _0+5_5
x—0 X x—>O X O 0+
Larecta x =0 es asintota vertical.
Asintota horizontal. y=Db.
b=lim f (x):lim1+%=£+2:0+0=0
X—»0 X—o X X o0 O

Larecta y =0 es asintota horizontal.

c) Para a=5 la funcion queda f(x)= l+£2. Calculamos la primitiva de la funcién.
X X

F(x)=jf(x)dx=f— —dx J dx+J—dx—

-1
=J1dx+5jx‘2dx=ln X+52_ = —§+In X+C
X -1 X

Determinamos el valor de C para que se cumpla: F (1) =0.

5
F(X)=——+Inx+C
() X :>—§+In1+C:O:>—5+O+C:0:>

F(1)=0

La primitiva buscada es F(x)= 2 Inx+5.
X
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Ejercicio 3 [10 PUNTOS]

Considera los puntos en el espacio: A=(1,1,1), B=(2,-1,0) y C=(2,0,3).

a) [2 puntos]. Calcula la distancia entre Ay B.
b) [4 puntos]. Obtén la ecuacién continua de la recta que pasa por los puntos Ay B.
¢) [4 puntos]. Obtén la ecuacién implicita del plano que contiene a los puntos A, By C.

a) La distancia entre dos puntos A y B es el valor del modulo del vector que los une AB.

(L11)

A
B=(2-10)

}: AB=(2,-1,0)-(111)=(1-2,-1)

d (AB)=|AB|= 1 +(-2) +(-1)° =6

La distancia entre A y B tiene un valor de \/6 unidades.

b) Hallamos la ecuacion de la recta r que pasa por los puntos A'y B como la recta que pasa
por el punto Ay con vector director AB.

v, = AB=(1-2,-1) x-1 y-1 z-1
SN e AN
ALLL)er 12

¢) El plano m que contiene los puntos A, B y C tiene como vectores directores AB y AC .

u=AB=(1-2-1) x-1 y-1 z-
v=AC=(2,0,3)-(111)=(L-12){=7:| 1 -2 -1|=0=
A(LLl)ex 1 -1 2

= -4(x-1)-(y-1)-(z-1)+2(z-1)-2(y-1)-(x-1)=0=

= —Ax+4-y+1-2+1+22-Z -2y + 7 —x+1=0=|7:-5x -3y +7+7=0

El plano que contiene los puntos A, B y C tiene ecuacion z:-5x—3y+z+7=0.

6de 12 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU 2025 Mayores 25 afios Matemdticas Il en Cantabria Juan Antonio Martinez Garcia

Ejercicio 4 [10 PUNTOS]
Considere el siguiente sistema de ecuaciones

X+2y+2=3
2X+5y+2z=2a
x+3y+a’z=-1

dependiente del parametro ae R .
a) [6 puntos]. Determina para qué valores de a el sistema es incompatible.
b) [4 puntos]. Considera a=0. Si el sistema es compatible, halla su solucién general.

a) Estudiamos la compatibilidad del sistema.

12 1
Su matriz de coeficientes es A={2 5 2 y la matriz ampliada es
1 3 a’
12 1 3
A/IB=|2 5 2 2a|.
1 3 a® -1

Averiguamos cuando se anula el determinante de la matriz de coeficientes.

12 1
Al=[2 5 2|=5a°+4+8-5-4a’—f =a’-1
A

1 3 &

A=0=a’-1=0=a’=1=|a=1=41

Analizamos tres situaciones diferentes.

CASO1l a=-1lya=#+1
En este caso el determinante de A es distinto de cero y su rango es 3, igual que el de la
matriz ampliada y el nimero de incdgnitas. El sistema es compatible determinado (una
Unica solucién).

CASO 2. a=1.
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3. La matriz ampliada queda
121 3
A/B=|2 5 2 2 |.Estudiamos el rango de la matriz de coeficientes y de la matriz
1 3 1-1

ampliada usando el método de Gauss.

L2 1 3 Fila 32 — Fila 12

A/B=|2 5 2 2 s 14

= ~i.1 -2 -1 -3
13 1 -1

0 1 0 —4— NuevaFila3?
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Fila 22 — 2-Fila 12

> 5 o ) 1 2 1 3
o 4 2 _§ =01 0 4>
0 1 0 -4-— NuevaFila2? 0104
Fila 32 — Fila 22 — MB

0 1 0 -4 1213

0 -1 0 4 =0 1 0 4

0 0 0 0-sNuevaFilaze| |22 00

A

Los rangos de Ay de A/B son iguales a 2, menor que el namero de incognitas (3). El
sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

CASO 3. a=-1
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3. La matriz ampliada queda
121 3
A/B=|2 5 2 -2|.Estudiamos el rango de la matriz de coeficientes y de la matriz
1 3 1-1

ampliada usando el método de Gauss.

L2 1 3 Fila 32 — Fila 12
/IB=|2 5 2 -2 b3 14
AlB=12 5 2 =21=1 ., , 4 3
1 3 1 -1

0 1 0 -4—NuevaFila3?

Fila 22 — 2-Fila 12
2 5 2 =2 1213
0 4 2 g =101 0 8|=
0 1 0 -8 NuevaFila2? 0104
Fila 3 — Fila 22 — 2

01 0 —4 1213

0 10 8 =01 0 -4

0 0 0 4 — NuevaFila3® LE\),_/O 4

El rango de A es 2 y el de A/B es 3. Los rangos son distintos. El sistema es incompatible
(sin solucidn).

El sistema es incompatible para a=-1.

b) Para a =0 el sistema es compatible determinado (CASO 1, visto en el apartado anterior).
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X+2y+2=3
El sistema queda {2x+5y+2z=0 . Lo resolvemos.
X+3y=-1
X+2y+2=3 X+2y+2=3 1-3y+2y+7=3
2X+5y+22=0 ={2x+5y+2z2=0 = =
2(-1-3y)+5y+2z=0
X+3y=-1 X=-1-3y
-y+z=4 1=4+
= y = y:>—y+2(4+y):2:>
—2-6y+5y+2z=0 -y+2z=2

x=-1-3(-6)=-1+18=17

:>—y+8+2y—2:>:>{

Para a =0 el sistema es compatible determinado y su soluciones x=17, y=-6; z=-2 .
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Ejercicio 5 [10 PUNTOS]

Considera la siguiente funcion: f (x) =x+ae “,con aekR.

a) [2 puntos]. Determina el valor del pardmetro a sabiendo que f(x) toma el valor minimo en
x=1In2, donde In denota el logaritmo neperiano.
b) [4 puntos]. Considera a = 1. Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x).

c) [4 puntos]. Considera a = 1. Calcula los limites: lim f (x) y lim f(x).

X—>00 X—>—00

a) Si f(x) toma el valor minimo en x =In2 entonces la derivada de la funcion se anula para este
valor > f’(In2)=0.

—X

f(x)=x+ae™ > f'(x)=1+ae*(-1)=1-ae

—=l-ae ™ =0=
£°(In2)=0

=l=ae M =1=

iz 31223
e

El valor del parametro es a=2.

b) Para a=1 la funcién queda f (x) =X+e . Averiguamos cuando se anula la derivada.

f(x)=1-e"
f(x)=0

}:1—6‘* =0=1=¢e" :>1=iX:>eX :1:>
e

Estudiamos el signo de la derivada antes y después del punto critico obtenido.

e Enelintervalo (—,0) tomamos x=-1y la derivada vale f’(-1)=1-e'=1-e<0
. La funcién decrece en (—,0).
e Enelintervalo (0,+0) tomamos x =1y la derivada vale f (1)=1-e"=0.63>0.

La funcién crece en (0,+).
La funcion decrece en (—,0) y crece en (0,+x).

c) Para a=1 la funcion queda f (x) =X+e . Calculamos los limites pedidos.

lim f(x)=lim (1+e™)= lim

X—>+00 X—>+00 X—>+00

(1+ixj:l+%:{e>l}:l+i:l+0:

e e 400

lim £ (x)=lim (1+e™)=lim (1+e™ ) ={e>1} =1+00 =[+o]

X—>—00 X—>—00 X—>+00
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Ejercicio 6 [10 PUNTOS]

Considera el punto en el plano: A=(2,1).

a) [2 puntos]. Halla la ecuacion implicita (o ecuacion general) de la recta r que pasa por el
punto Ay tiene pendiente m_=1.

b) [2 puntos]. Halla la ecuacién implicita (o ecuacién general) de la recta s que pasa por el
punto Ay por el punto B =(5,7).

¢) [2 puntos]. Calcula la distancia entre los puntos de corte de las rectas r y s con el eje de

ordenadas OY.
d) [4 puntos]. Calcula el &ngulo que forman las rectas r y s.

a) Utilizamos la férmula punto — pendiente.

A:(Z,l
m =1

r

Jer
=>r:y-1=1(x-2)=r:y-1=x-2=|r:x-y-1=0

b) Calculo las coordenadas del vector AB que une los dos puntos.

AB=(57)-(2,1)=(3,6)

La pendiente de la recta s que pasa por el punto Ay por el punto B vale m, = g =2.

Utilizamos la formula punto — pendiente.

A=(2,1) es
mS

}:s:y—lzz(x—Z):s: y—-1=2x-4=|s:2x-y-3=0

c¢) Hallamos los puntos de corte de las rectas r y s con el eje de ordenadas OY.

r:x—y-1=0

_ =0-y-1=0=y=-1=|R(0,-1)
EjeOY > x=0

2y =3=01 Gy 3-0=y=-3-[Q,(0.-3)
EjeOY - x=0 ymeEt= Y= A

Los puntos de corte son P, (0,—1) y Q,(0,—3). La distancia entre ellos es de -1 — (-3) = 2
unidades.

d) Hallamos el angulo formado por sus vectores directores usando el producto escalar.

P(0,-1)er -
A(21)er }:Wr = AR =(0,-1)—(2.1)=(-2,-2)

Q. (0,-3)es

A(21)es }:“75=TQS=(0,—3)—(2,1)=(_2__4)
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cos(vr,us): =

Angulo(r,s)=cos™

V. -u

(2-2)(24)

_ 4+8 310

v

r

|u

S

&

~18°

Las rectas r y s forman un angulo aproximado de 18°.

(=]

FS v

/

2 w2 2y +(af VB2 10

§:2x—y—-3=0

Fix—-y-

1=0

A(2,1)

(5]
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