PAU 2026 Mayores 25 afios Matemdticas en Castilla-Ledn Juan Antonio Martinez Garcia

= . Pruebas de acceso a ensefianzas EJERCICIO
= universitarias oficiales de grado MATEMATICAS

e Mayores de 25 y 45 afios ,

%, Castilla y Leén N2 Paginas: 2

INDICACIONES: 1.- OPTATIVIDAD: El alumno debera escoger una de las dos opciones, pudiendo
desarrollar los cuatro ejercicios de la misma en el orden que desee.

2.- CALCULADORA: Se permitird el uso de calculadoras no programables (que no admitan
memoria para texto ni representaciones graficas).

CRITERIOS GENERALES DE EVALUACION: Cada ejercicio se puntuara sobre un maximo de
2,5 puntos. Se observaran fundamentalmente los siguientes aspectos: correcta utilizacion de los
conceptos, definiciones y propiedades que se aporten para el desarrollo de las respuestas. Claridad y
coherencia en la exposicion. Precision en los calculos y en las notaciones. Deben figurar explicitamente
las operaciones no triviales, de modo que puedan reconstruirse la argumentacion logica y los calculos.

OPCION A
E1l.- a) Discutir el siguiente sistema de ecuaciones lineales segun los valores del parametro m:
X—y+mz=0
X+y+2z=0 (1,5 puntos)
x+(m-2)z=0
b) Resolverlo para m=6. (1 punto)

E2.- Dados los planos 7, =2x+y+3z=6 y 7, =x—-z=0, calcular:

a) El plano paralelo a 7, que pasa por el origen de coordenadas. (0,5 puntos)
b) La recta perpendicular a 7z, que pasa por el punto (1, 2, 3) : (0,5 puntos)
c) El plano perpendicular a 7, y 7,, que pasa por el punto (3, —1,2). (1,5 puntos)

. - ax+b  six<0 |
E3.- Consideramos la funcion f (x)= , siendo a,be R . Calcular ay b para que f

sen(x) si x>0

sea derivable en R, indicando cuanto vale la derivada en cada punto de R . (2,5 puntos)
E4.-

a) Calcular el area limitada por las graficas de las funciones f (x) =x’yg (x) =x*. (1,5 puntos)

b) Calcular Ixexdx. (1,5 puntos)
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OPCIONB

i 1 2 -1 2
El.- Dadas las matrices A= y B= :
2 1 2 -1

a) Calcular AB y BA. (1 punto)
b) Calcular las inversas de las matrices A, AB y ABA. (1,5 puntos)
X=2+t
E2.- Dadas lasrectas L=<y=2t teR yr, EEZE:Z;Z,
3 2 3
z=3+2t
a) Razona si existe un plano perpendicular a r, que contenga a r, . (1 punto)
b) Calcular la recta cuyo vector director es perpendicular a los vectores directoresde r, y r,, y que
contiene el punto (1,-1,2). (1,5 puntos)

E3.- Dada la funcion f (x)=xe”, determinar: dominio de definicién, intervalos de crecimiento y
decrecimiento, extremos relativos, intervalos de concavidad y convexidad, puntos de inflexion y

asintotas. Dibujar su grafica. (2,5 puntos)
E4.-
a) Calcular el valor de a, siendo a >0, para que el area del recinto limitado por las curvas f (x) = ax
y g(x)=x" sea 36. (1,5 puntos)
) esen(x) -1
b) Calcular: lim————. (1 punto)
x>0 " -]
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SOLUCIONES
OPCION A
E1.- a) Discutir el siguiente sistema de ecuaciones lineales segun los valores del pardmetro m:
X—=y+mz=0
X+y+2z=0 (1,5 puntos)
x+(m — 2) z=0
b) Resolverlo para m=6. (1 punto)
1 -1 m
a) La matriz de coeficientes asociada al sistemaes A=|1 1 2 | yla matrizampliada es
1 0 m-2
1 -1 m O
A/B=|1 1 2 0].
1 0 m-20
Buscamos cuando se anula el determinante de A.
1 -1 m
A=l 1 2 |=m-2-2+0-pf+m -2-0=m-6
1 0 m-2

|A=0=m-6=0=[m=6

Se nos plantean dos situaciones diferentes que analizamos por separado.

CASO 1. m=6
En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el de la matriz
ampliada A/B y el nimero de incognitas. El sistema es compatible determinado (una Unica

solucion).

CASO 2. m=6
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3. Como la matriz ampliada tiene

afiadida una columna de ceros el rango de la matriz A y el de la ampliada sera el mismo, pero
menor que el ndmero de incognitas (3). El sistema es compatible indeterminado. No es
necesario, pero hallamos el rango de la matriz A.

L 16 Fila3? —Filal? L1 6

A 1_1 2 1o 1 _1 2

= ~121 1 -6 = =
10 4] |——— 0 1 -2

0 1 —-2-— Nuevafila3?
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Fila22 —Filal?

1 1 2 1 -1 6

11 -6 =0 2 “4|=>

0 2 -4-—>Nuevafila3? 0 1 -2

2-Fila3?® —Fila1?

0 2 —4 L1

0 -2 4 =0 2 -4
0 0 O

0 O 0 — Nuevafila 3?

El rango de A es 2.

Conclusion: Si m=6 el sistema es compatible determinado (una unica solucion) y si m=6 el
sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

b) Para m=6 el sistema es compatible indeterminado (CASO 2). Resolvemos el sistema.

X—y+6z=0 X—y+6z=0
X+Yy+22=0=>X+y+2z=0 =

{—4z—y+62:0
X+4z=0 X=-4z

=
—-4z+y+22=0

X=—44

-y+2z=0
:»{); Zz_ojy—zzzo:: y=21 A1eR
- z=1

X=-41
Para m=6 las soluciones del sistemason<y=24 AeR.
=1
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E2.- Dados los planos 7, =2x+y+3z=6 y 7, =x—z=0, calcular:
a) El plano paralelo a 7, que pasa por el origen de coordenadas.

b) La recta perpendicular a 7z, que pasa por el punto (1, 2, 3) :

c) El plano perpendicular a 7, y 7,, que pasa por el punto (3,-1,2).

(0,5 puntos)
(0,5 puntos)
(1,5 puntos)

a) Un plano paralelo a 7, =2x+y+3z =6 tiene ecuacion 7z, =2x+y+3z = D, determinamos el
valor de D para que contenga el origen de coordenadas O(O, 0,0).

my=2X+Yy+3z=D
0(0,0,0) e,

El plano buscado tiene ecuacion z, =2x+y+3z=0.

}:2-0+0+3-0:D:>D:O:>7z352x+y+3z=0

b) La recta perpendicular a 7, tiene como vector director el vector normal del plano.

7, =2Xx+y+32=6=n,=(2,13)

1’2,3)€r } X=14+24
H =>|r=qy=2+41 1eR
Vo =m=(213) 7=3+32
x=1+24
La recta buscada tiene ecuacion r={y=2+1 AeR.
z=3+31

c) El plano perpendicular a 7, y 7, tiene como vectores directores a los vectores normales de

ambos planos.

7, =2X+y+32=6=n=(213)

7, =x-2=0=n,=(10,-1)

(3-L2)ex, x-3 y+1 z-2
u=n=(213) {=7=2 1 3 |=0=
v=n,=(10,-1) 10 -1

= -x+3+3(y+1)+0(z-2)-(z-2)+2(y+1)-0(x-3)=0=

:>—x+3+3y+3—z+2+2y+2=0:—x+5y—z+10=0:>|7z4 =X-5y+2z-10=0

El plano buscado tiene ecuacion 7, =x-5y+z-10=0.
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si Xx<0
sen(x) si x>0

. y ax+b
E3.- Consideramos la funcion f (x) ={

sea derivable en R, indicando cuénto vale la derivada en cada punto de R .

, siendo a,beR. Calcular ay b para que f

(2,5 puntos)

Para que sea derivable la funcion debe ser continuaen x=0.

f(0)=a-0+b=b
lim f (x)=limax+b=b

X—0" x—0"

x—0

f(0)=lim f(x)=lim f(

x—0" x—0*

si x<0
sen(x) si x>0

ax
La funcion queda f (x) ={

La funcion es derivable en R —{0}, siendo su derivada f"(x) :{

(x) = lim sen(x) =sen(0)=0

x)

a si x<0

cos(x) si x>0

La funcion debe ser derivable en x =0, por lo que deben coincidir sus derivadas laterales.

f7(07)=lim f'(x)=lima=a

x—0" x—0"

£7(0") = lim
f'(0*)= f°(0)

Los valores buscados son a=1y b=0.
X si x<0

sen(x) si x>0

x—0"

La funcion queda f (x) ={

1
La expresion de la derivada es f“(x) :{

)= lim f7(x) = lim cos(x)=cos(0) =1} =[a=1]

si x<0
cos(x) si x>0
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E4.-
a) Calcular el area limitada por las gréaficas de las funciones f (x)=x*y g(x)=x*. (1,5 puntos)
b) Calcular Ixexdx. (1,5 puntos)

a) Hallamos los puntos de corte de ambas gréficas.

x=0

x—1=0—>

g(x)=x :>x2:x3:>x3—x2:0:>x2(x—1):0:>{
f

El area limitada por las gréficas de las funciones f (x)=x*y g(x)=x es el valor absoluto de

la integral definida de 0 a 1 de la diferencia de las dos funciones.
Como f(0.5)=0.5"=0.25>g(0.5)=0.5°"=0.125 tomaremos f (x)—g(x)=x"—-x’.

) 1 1 T e 1] [ee o 1
Area='|.0f(x)—g(x)dx=_|'0x2—xsdx={§——} ={———}{———}= E:O.O833u2

N

b) Calculamos la integral pedida.

Integracidn por partes
Ixexdx= uU=x—du=dx :xex—jexdx:

dv:exdx—>v:J.ede:eX
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OPCION B
i 1 2 -1 2
E1l.- Dadas las matrices Az{ ) y B =( ]
2 1 2 -1

a) Calcular AB y BA.
b) Calcular las inversas de las matrices A, AB y ABA.

(1 punto)
(1,5 puntos)

a) Calculamos la expresion de la matriz AB.

-l 1 2GS

Calculamos la expresion de la matriz BA.

-1 21 2 -1+4 -2+2
BA= =
P! R Py

b) Comprobamos si la matriz A es invertible.

1 2
|A|=‘ ‘=1—4:—3¢0
2 1

30
=3I,
0 3

30
= =31,
0 3

Al tener determinante no nulo existe la inversa de A. Determinamos su expresion.

1 2

: Adj

A—ledJ(AT): J(Z :J:__l 1 -2
A -3 3 -2 1

Comprobamos si la matriz AB es invertible.

30

|Am=‘ ‘:9—0=9¢o
0 3

-1/3 2/3
2/3 -1/3

Al tener determinante no nulo existe la inversa de AB. Determinamos su expresion.

adj[ > °
AB{_AdN(ABf)__ J(o 3}_1 30
(AB)" = AB] 9 _5{0 3

Comprobamos si la matriz ABA es invertible.

]:(133 1?3J
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12) (36
ABA=31,A=3A=3 -
2 1) (6 3

3 6

|ABA|:‘ ‘:9—36:—27;&0
6 3

Al tener determinante no nulo existe la inversa de ABA. Determinamos su expresion.

-6 3

(ABA)1=Adj((ABA)T)_Adj[2 Zj_ 1 (3 —6}_[—1/9 2/9j

|ABA 27 =27 219 -1/9
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X=2+t
E2.- Dadas lasrectas L=qy=2t teR yr, Efzy__sszz;z,
3 2 3
z2=3+2t
a) Razona si existe un plano perpendicular a r, que contenga a r, . (1 punto)
b) Calcular la recta cuyo vector director es perpendicular a los vectores directores de directores , y
que contiene el punto (1,-1,2). (1,5 puntos)

a) Estudiamos la posicion relativa de ambas rectas.

r={y=2t
7=3+2t

X=2+t
P(2,0,3)er
teR=> 1( )El
u1=(1,2,2)

I, =

x_y-3_z-2_ |Q(032)er,
3 -2 3 v, =(3,-2,3)

Los vectores directores de ambas rectas no tienen coordenadas proporcionales, por lo que las
rectas no son paralelas ni coincidentes.

(1,2,2) }:1 2 9

G -(3-22)

U,

Las rectas se cortan o cruzan. Calculamos el valor del producto mixto [ujv: : Ple} para

decidir su posicion relativa.

= PQ, =(0,3,2)-(2,0,3)=(-2,3,-1)

Q,(0,3.2)

1, =(122) 1 2 2

v,=(3-23) (=[u,v,RQ,|=|3 -2 3|=2-12+18-8+6-9=-3%0
PQ, =(-2,3,-1) -2 3 -

El producto mixto tiene un valor distinto de cero y las rectas se cruzan.
Para que sea posible la existencia de un plano perpendicular a r, que contenga a r, las rectas

deben ser perpendiculares y para ello el producto escalar de sus vectores directores debe ser nulo.
Calculamos el valor de este producto escalar.

0
v -(3-29)

L22) | — —
=U,-V, =(12,2)-(3,-2,3)=3-4+6=520

Las rectas no son perpendiculares y el plano pedido no existe.
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b) Hallamos el producto vectorial de los vectores directores de 1, y r, . Este vector es perpendicular
a los vectores directores de las rectas r, y r, y sera el vector director de la recta que buscamos.

u=(22) | — _ Lk
R }:ulxvzl 2 2|=6i+6j-2k-6k-3j+4i=10i+3j-8k =(10,3,-8)
v, =(3,-2,3) 3 9 3

Hallamos la ecuacion de la recta con vector director Jlx\Tz =(10,3,-8) que pasa por (1,-1,2).

- Xx=1+104
w; =u, xVv, =(10,3,-8)
=>nL=.y=-1+431 1R
(l,—1,2)er3 s —2_8)
Xx=1+101
La recta buscada tiene ecuacion r,=<y=-1+31 1 e R.
2=2-81
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E3.- Dada la funcién f(x)=xe*, determinar: dominio de definicién, intervalos de crecimiento y

decrecimiento, extremos relativos, intervalos de concavidad y convexidad, puntos de inflexion y
asintotas. Dibujar su gréfica. (2,5 puntos)

La funcion no presenta ningin problema de definicion. El dominio de la funciones R.
Calculamos la derivada de la funcion y averiguamos cuando se anula (puntos criticos).

f(x)=xe*= f’(x)=1-e"+x-€* =(x+1)e"

f(x)=0=(x+1)e" :0:{eX ¢O}:>x+1:0:>
Estudiamos el signo de la derivada antes y después del punto critico x =-1.

e Enelintervalo (—oo,—l) tomamos x =-5 y la derivada vale
f’(-5)=(-5+1)e”° = ;—s’ <0. La funcién decrece en (—o0,—1).
e Enelintervalo (—1,+c) tomamos x =0 y la derivada vale f"(0)=(0+1)e’=1>0.La

funcion crece en (—1,+x).

La funcidn sigue el esquema siguiente.

5 e

S
ot

La funcién tiene un minimo relativo en x =—1. No tiene maximo relativo.
La funcién decrece en (—o0,—1) y crece en (—1,+).

Para obtener los posibles puntos de inflexion averiguamos cuando se anula la derivada segunda.

f(x)=(x+1)e* = f7(x)=1-e* +(x+1)e* =(x+2)e"

f"(x):0:>(x+2)ex:O:>{ex;t0}:>x+2:O:>

Estudiamos el signo de la segunda derivada antes y despues de x =-2.
e Enelintervalo (—oo,—2) tomamos x =-5 y la derivada segunda vale
f7(-5)=(-5+2)e” = ;—S <0. La funcion es concava (n) en (—oo,—-2).
e Enelintervalo (—2,+w) tomamos x =0 Y la derivada segunda vale

f(0)=(0+2)e”=2>0. La funcion es convexa (U) en (—2,+x).

La funcion presenta un punto de inflexion en x =-2.
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La funcion es concava () en (—o0,—2) y convexa (U) en (—2,+x).

Asintota vertical x=a
Como el dominio de la funcion son todos los nimeros reales podemos afirmar que no tiene
asintotas verticales.

Asintota horizontal. y=b
Dada la expresion de la funcién f (x)=xe* calculamos los limites de la funcién cuando x
tiende a —co0 y a +-00.

b= lim f (x)= lim xe* =+o0-™ =+00

X—>+00 X—>+00
. : . . X —o© R
b= lim f(x)= lim xe* = lim — =— = Indeterminacién (L"Hopital)=
X—>—0 X—>—00 X—>—0 @ 400
. 1 1
=lim —=——+=—=0
x>0 —g -7 4o

Larecta y =0 es asintota horizontal de la funcién cuando x tiende a —co.

Asintota oblicua. y=mx+n

Como la funcion tiene una asintota horizontal cuando x tiende a —oo solo puede existir asintota
oblicua cuando x tiende a +oo.
f(x) xe*

m=lim ———==1lim—=1lime*=e™ =+

Xt X X0 X X—>+00

La funcién no presenta asintota oblicua.

Hacemos una tabla de valores y usando la informacion obtenida dibujamos la gréafica de la

funcion.
X f (x)=xe”
-5 ~5.° =-0.034
—2 | —2-e* =-0.27 Puntodeinf lexion
-1 —e*=-0.36 Minimo
0
2 2-e2=148
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E4.-

a) Calcular el valor de a, siendo a >0, para que el area del recinto limitado por las curvas f (x) = ax

y g(x)=x" sea 36.

b) Calcular:

(1,5 puntos)

sen(x) _
im®__ 2. (1 punto)
x—0 ex -1

a) Determinamos el punto de corte de las graficas de las dos funciones.

=g(x)>ax=x"=ax-x*=0=>x(a-x)=0=

Xx=0

a-x=0—|x=a

Como nos dicen que a >0 el &rea del recinto limitado por las curvas f (x)=ax y g(x)=x*
es el valor absoluto de la integral definida entre 0 y a de la diferencia de las dos funciones.

- a a X2 X3 a
| 10-s0p| o[- 2] -

a? at 0 0
a———|-la———|=
2 3} { 2 3}

Averiguamos cuando el area vale 36.

3

Area:36:>%:36:>a3:216: a=3216-=6

Para a =6 el 4rea del recinto limitado por las curvas f (x)=6xy g(x)=x’ vale 36.

w.

[35]
{=]

[+%]

[#5]
Ga

o
[==]

[s¥)
=1
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b) Calculamos el valor del limite pedido.

sen(x) . sen(0) . .
lim 1_¢ 5 1 171, 0 = Indeterminacion (L"Hopital) =
- | ee-1 1-1 0
sen(x) sen(0)
. € -COS(X) e -cos(0
=|IIT01 5 (): - ():1_1:
X—> e e

|
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