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OBSERVACIONES IMPORTANTES: Se debe responder a un maximo de 4 cuestiones y no es necesario
hacerlo en el mismo orden en que estan enunciadas. Cada cuestion tiene una puntuacion de 2,5 puntos. Si
se responde a més de 4 cuestiones, solo se corregiran las 4 primeras, en el orden que haya respondido el
estudiante. Solo se podran usar las tablas estadisticas que se adjuntan. No se podran usar calculadoras
graficas ni programables.

1: Una papeleria vende boligrafos, rotuladores y libretas. Una libreta cuesta el doble que un boligrafo y un
rotulador juntos, un boligrafo cuesta la sexta parte que una libreta, y un rotulador cuesta el doble que un
boligrafo.

a) [0,75 p.] Denotando por x el precio de cada boligrafo, por y el de cada rotulador y por z el de cada
libreta, plantee un sistema de 3 ecuaciones con 3 incognitas que represente los datos del ejercicio.

b) [0,25 p.] Justifique que, con estos datos, no se puede conocer el precio de cada uno de los tres
productos.

¢) [1 p.] Calcule el conjunto de todas las posibles soluciones del sistema.
d) [0,5 p.] Sabiendo que una libreta cuesta 18 euros, calcule el precio de cada producto.

2: Considere las siguientes matrices:

a a -1 4 5 -6
A= , B= yC=
-1 a 2 3 -2 3
a) [0,5 p.] Determine para que valores del parametro a la matriz A es regular (o invertible).
Se sabe que cuando a = -2 la matriz A es regular (o invertible). Para ese valor de a:

b) [1 p.] Calcule la inversa de A y compruebe que A-A™ =1, con I la matriz identidad de orden 2.
¢) [1 p.] Resuelva la ecuacién matricial AXA™+B=C", donde C' denota la matriz traspuesta de C.
3: Calcule los siguientes limites:

a) [1,25p.] Iim%)()_1
x>0 xsen(x)

VO+X—+9-x
3X

b) [1,25p.] Iirrg

2
4: Considere la funcion f (x)=

>, definida para todo valor de x e R.
X

a) [0,5 p.] Calcule lim f(x).

b) [0,5 p.] Calcule la derivada de f(x) y determine los intervalos de crecimiento y/o decrecimiento de la
funcion.

c) [1 p.] Calcule la integral indefinida de la funcion f(x).
d) [0,5 p.] Determine la primitiva de f(x) que pasa por el punto (1, 1).

5: Considere las siguientes rectas:
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X—2y=5 Xx-8 y+3 z-3
r: ys: = = :
y+z=0 2 1 -1
a) [1 p.] Compruebe que ambas rectas son paralelas.
b) [1 p.] Compruebe que el punto P = (7,1, —1) esta en la recta r y calcule su proyeccion ortogonal sobre

la recta s.
c) [0,5 p.] Calcule la distancia entre ambas rectas.

6: Considere el plano m de ecuacion 7 :3x—y—2z=5 y la recta r dada por
P X-a y-3+a z

1 1 1
a) [1,25 p.] Estudie la posicion relativa del plano 1ty de la recta r en funcion del pardmetro a.

Se sabe que cuando a = 0 la recta r es paralela al plano . Para ese valor de a:

b) [0,75 p.] Calcule la distancia de la recta r al plano = .
c) [0,5 p.] Calcule la ecuacion general (o implicita) del plano que contiene a la recta r y es paralelo al
plano m.

7: Dos urnas A 'y B contienen bolas de colores con la siguiente composicion: La urna A contiene 3 bolas
verdes, 3 bolas rojas y 4 bolas negras, y la urna B contiene 1 bola verde, 3 bolas rojas y 5 bolas negras.
Se saca al azar una bola de la urna A y se mete en la urna B. A continuacion, se saca al azar una bola de
la urna B. Calcule:

a) [0,5 p.] La probabilidad de que la bola que se saca de la urna B sea negra, sabiendo que la bola que
se saco de la urna A era verde.

b) [1 p.] La probabilidad de que la bola que se saca de la urna B sea negra.

¢) [1 p.] La probabilidad de que la bola que se sacé de la urna A fuera verde, sabiendo que la bola se ha
sacado de la urna B ha sido negra.

8: En este ejercicio trabaje con 4 decimales para las probabilidades.

Se lanza una moneda al aire 100 veces y se anota el resultado del lanzamiento, que puede ser cara o cruz
con la misma probabilidad. Determine:

a) [0,5 p.] Qué distribucion sigue la variable aleatoria que cuenta el niUmero de veces que sale cara.
b) [0,5 p.] Calcule la media y la desviacion tipica de esta distribucion.

c) [0,5p.] Cuéles la probabilidad de que salga cara 60 veces.

d) [1p.] Cudles la probabilidad de que el niUmero de veces que sale cara sea mayor o igual que 55.
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SOLUCIONES

1: Una papeleria vende boligrafos, rotuladores y libretas. Una libreta cuesta el doble que un boligrafo y un
rotulador juntos, un boligrafo cuesta la sexta parte que una libreta, y un rotulador cuesta el doble que un
boligrafo.

a) [0,75 p.] Denotando por x el precio de cada boligrafo, por y el de cada rotulador y por z el de cada libreta,
plantee un sistema de 3 ecuaciones con 3 incognitas que represente los datos del ejercicio.

b) [0,25 p.] Justifique que, con estos datos, no se puede conocer el precio de cada uno de los tres productos.
c) [1 p.] Calcule el conjunto de todas las posibles soluciones del sistema.

d) [0,5 p.] Sabiendo que una libreta cuesta 18 euros, calcule el precio de cada producto.

Llamamos “x” al precio de un boligrafo, “y” al precio de un rotulador, “z” al precio de una libreta.

“Una libreta cuesta el doble que un boligrafo y un rotulador juntos” = z=2(x+y)

. . z
“Un boligrafo cuesta la sexta parte que una libreta” > x = 5

“Un rotulador cuesta el doble que un boligrafo” > y =2x

a) El sistema de ecuaciones queda:

Z2=2(xX+
( y) Z=2X+2y
z
X=— =6Xx=12
° =2
y =2X y=eX
b) Lo intentamos resolver.
Z=2Xx+2y
bx =12 = 6x = 2X+2-2x = 6x =6x=[0=0]
y =2X

El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).
También lo podemos justificar con el método de Gauss.

Ecuacion 22 + 3-Ecuacién 12
6X -z =0
—-6x -6y +3z =0
-6y +2z =0-— Nueva Ecuacion 22

Z=2x+2y —2x-2y+2=0
6x =12 = 6X -2=0;=>
y =2X -2x+y =0

Ecuacion 32 — Ecuacion 12

2% 4y 0 —2x—2y+22:0
2x  +2y -z =0 = byraz=0r=
3y —-z=0

3y -z =0-— NuevaEcuacién 3?
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2-Ecuacion 32 + Ecuacién 28
6y -2z =0
-6y +2z =0
0 =0-— Nueva Ecuacion 32

—2X—-2y+2=0
= -6y+2z=0
0=0

El sistema es compatible indeterminado, tiene infinitas soluciones. No se puede determinar de
forma Unica el valor de cada articulo con la informacién proporcionada.

c) Terminamos de resolver el sistema a partir del sistema triangular obtenido en el apartado anterior.

-2X—-2y+2=0
-6y+2z=0;=>

—2x—2y+z:0} —2x—2y+z=0}
- -
0=0

-3y+z=0 z=3y

= -2x-2y+3y=0=>-2x+y=0=-2x=-y= x:%:

e
Il
N N~

Il
w
S

d) Sitomamos z = 18 obtenemos el resto de precios.

2
2 x:§:3

y=41 = 2

z7=31=18—>1=6 |y=6

El boligrafo cuesta 3 euros, el rotulador 6 euros y la libreta 18 euros.
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2: Considere las siguientes matrices:

a a -1 4 5 -6
A = , B = y C =
-1 a 2 3 -2 3
a) [0,5 p.] Determine para qué valores del pardmetro a la matriz A es regular (o invertible).

Se sabe que cuando a = -2 la matriz A es regular (o invertible). Para ese valor de a:
b) [1 p.] Calcule la inversa de A y compruebe que A-A™ =1, con | la matriz identidad de orden 2.

¢) [1 p.] Resuelva la ecuacion matricial AXA™+B=C", donde C' denota la matriz traspuesta de C.

a) Para que sea invertible su determinante debe ser no nulo.

a=0

|A|:O:>a2+a:0:a(a+1):0:>{
a+l=0—a=-1

La matriz A es invertible para cualquier valor de a distinto de 0 y de —1.

b) Paraa = -2 la matriz A es regular, calculamos su inversa.

-2 -2
A=( J2>|A|=4—2=2¢0
-1 -2

A_ledj(AT)_Ad"(j :;j 1(_2 zj

A 2 201 =

At 1 1
172 1

Comprobamos que A-A™" =1 .
L (-2 =2)(-1 1) (2-1 —2+2) (1 0
AA = = = :I
-1 2)\1/2 -1 1-1 -1+2 01

c) Despejamos X de la ecuacion AXA™*+B=C".

AXA™ =C" -B= A'AXA" = A*(CT - B) = XAl=A" (cT -B)=

= XA’lA:A’l(CT ~B)A= X =A’1(CT —B)A

Calculamos la expresion de la matriz X.
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o= 5 TG G
XA -B)A- (1_/12 —llj(—Gs gj{j :;j -
Y S Py W )

30 32
X =
-23 24
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3: Calcule los siguientes limites:

. cos(2x)-1
3 2503 iy 22
b) [1,25 p] lim “9”;“9‘)‘
X—> X
a)
m COS(ZX)_l = cos(0) -1 = 9 = Indeter minacién(L Hdpital) =
x>0 xsen(x) 0-sen(0) O
=lim —2-sen(2x) = ~2-sen(0) :9:Indeterminacién(L’HOpitaI):
x>0 sen(x)+xcos(x) sen(0)+0-cos(0) O
: —4c0s(2x) : —4¢0s(2x) —4c0s(0)
=lim =lim = =
H0cos(x)+coc~:(x)+x(—sen(x)) x>0 2cos(X)—xsen(x) 2cos(0)-0-sen(0)
:—?‘L
b)
lim YO X N9 =X _ @_@:9: Indet er min acion(L Hépital) =
x=0 3X 0 0
1 1 .1 1.1 2
_im 239X 2J9-x _ ;i 20+x 2J9-x _6'6_6_2 _[1
x—0 3 x—0 3 3 3 18 |9

OTRA FORMA DE RESOLVERLO

. JBTX-a-x_B-48 _0

= Indeter min acion(Conjugado) =
X0 3 0 0

_ Iim(J9+x—J9—x)(J9+x+J9—x) i (J9+x)2—(J9—x)2 _

0 3x(Vo X ++0x) =9 3x(V+x ++0-x)

iim 9+x—(9-x) i 9FX=9+x . 2X

03k (VB T X +I—x) 3[BT X +B-x) " 3x (Yot x+8—x]

) 2 2 2 |1
=lim = -

“03(JBrx+0-x) 3(3+3) 18 |9
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2
4: Considere la funcion f (x)= 1X—2 , definida para todo valor de x e R.
+X

a) [0,5 p.] Calcule lim f(x).

b) [0,5 p.] Calcule la derivada de f(x) y determine los intervalos de crecimiento y/o decrecimiento de la

funcién.
c) [1 p.] Calcule la integral indefinida de la funcién f(x).
d) [0,5 p.] Determine la primitiva de f(x) que pasa por el punto (1, 1).

2 w2
a) lim f(x)=lim =~ =fim-—X_—jim- 2t -t -1 _f]
X—>+0 x>+ ] 4 )(2 X—>+0 X X—>+00 i 41 l 41 0+1
2

x> x X 0
b) Calculamos la funcién derivada.

2X (14 x? ) —2x-x? 3_oyd
£(x) = ( ) _2X+2X° -2 2X

(1+ X2 )2 (1+ X )2 (1+ X )2

Determinamos sus puntos criticos.

2X

f'(x)=0=
(l+x2)

>=0=>x=0

Estudiamos el signo de la derivada antes y después de este valor. Como el dominio es todo R no
afiadimos ningun otro valor a este estudio.

, , , —2
Enelintervalo (—o0,0) tomamos x = ~1y la derivada vale f’(-1)=————= T <0.La

funcién decrece en (—o,0).

2(1)

: . 5 2 -
En el intervalo (0,+0) tomamos x = 1y la derivada vale f"(1)= ( 2)2 =7 0. La funcion
1+1

crece en (0,+o).

Resumiendo: La funcidn decrece en (—oo, 0) y crece en (0,+oo).

c)

2 2 2
F(x):jf(x)dx:J X 2dx=JX +1_1dx=JX ledx—f ! ~dx =

1+ X 1+ x? 1+ x? 1+ X

=J‘dx—J1+1X2 dx =|x—arctg (x)+ K

d) Para hallar el valor de K hacemos que F(1) = 1.
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F(x)=x-arctg(x)+K

F(1)=1

= F(x):x—arctg(x)+Z

}:1:1—arctg(1)+K :1:1—%+K: K =%:>
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5: Considere las siguientes rectas:

[x=2y=5 . Xx-8 y+3 z-3

ly+z=0 S 2 1 -1

a) [1 p.] Compruebe que ambas rectas son paralelas.

b) [1 p.] Compruebe que el punto P = (7,1, —1) esta en la recta r y calcule su proyeccién ortogonal sobre

la recta s.
c) [0,5 p.] Calcule la distancia entre ambas rectas.

a) Hallamos un vector director de cada recta y comprobamos si tienen coordenadas proporcionales y
por tanto indican la misma direccidn, siendo las rectas paralelas.

X=5+21
{x—2y=5 {x=2y+5 {Pr(5,0,0)
r: = =>riiy=4 >
y+z=0 z=-Yy 72 ur=(2.l,—l)

2 1 -1 V.

. Xx-8 y+3 7-3 Q. (8-33)
S. = = =
v, =(2,1,-1)

_1_-
1

U =(21-1)| _ 2
2 -1

Las rectas son paralelas o coincidentes al tener el mismo vector director.
Comprobamos si la recta s pasa por el punto P, (5,0,0) de larectar.

¢P.(5,0,0)es?
Xx—-8 y+3 z-3(=¢
2 1 A

5-8 0+3 0—3,7 -3 3 -3
= = > — = —
2 1 -1 2 1 -1

La recta s no pasa por el punto Py y las rectas son paralelas.

b) Sustituimos las coordenadas del punto P en las ecuaciones de la recta r y comprobamos si las

satisface.
P=(7,1-1)
|7-21=5 )
:{x—2y=5 = 1+(-1)=0"
y+z=0

Se cumplen las dos ecuaciones y el punto P pertenece a la recta r.

Nos piden hallar las coordenadas del punto P” del dibujo.

10 de 17



EBAU 2023 Ordinaria Matemadticas Il en Murcia Juan Antonio Martinez Garcia

Hallamos el plano perpendicular a la recta que pasa por P. El punto P” serd el punto de corte de
recta y plano.

El plano perpendicular a la recta s tendrd como vector normal el vector director de la recta.

S_x—8_ y+3 z7-3
2 1 -1

=v, =(2,1-1)

o

n=v,=(21-1)| 7:2x+y-z+D=0
= =14+1-(-1)+D=0=
(7,1,—1)e7r P(7,1, ~lerx

=>D=-16=>7:2Xx+y-2z-16=0
Hallamos el punto P” de corte de recta y plano.

X=8+24
S:iiy=-3+41

z2=3-1
T:2X+y—2z-16=0

= 2(8+22)+(-3+4)—(3-1)-16=0=

=16+41-3+4-3+1-16=0=61-6=0=

Xx=8+2=10
=>A=1=:y=-3+1=-2=> P'(lO,—2,2)
2=3-1=2

OTRA FORMA DE HACERLO

El punto P es un punto de la recta s que debe de cumplir que el vector PP” sea perpendicular al
vector director de la recta y por lo tanto su producto escalar debe ser 0.
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Pes
X=8+24

S:qy=-3+41
2=3-1

= P’(8+24,-3+4,3-1)

PP =(8+24,-3+4,3- 1)~ (7,1,-1) = (1+ 24,4+ 1,4- 1)

PP =(1+22,~4+4,4— 1)

v, =(2,1,-1) = (1+24,-4+2,4-2)(2,1,-1)=0=
PP LV, PPV, =0

=2(1+22)+(—4+2)—(4-2)=0=>2+42-4+ 1-4+ 1=0=

=61-6=0=61=6=>1=1=P"(8+2,-3+1,3-1)=|P"(10,-2,2)

c) Como el punto P esta en la recta r y el punto P” es la proyeccion ortogonal del punto P en la recta s
que es paralela a r la distancia entre las rectas es la distancia entre P y P” o lo que es lo mismo el
maodulo del vector PP,

F

PP’ =(10,-2,2)(7,1,-1)=(3,-3,3)

d(r,s):d(P,P'):\W\:.f32+(—3)2+32 =27 =|3/3 =5.196u
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6: Considere el plano m de ecuacion 7 :3x—y—2z=5 y la recta r dada por
JX-a_y-3+a_z

1 1 1
a) [1,25 p.] Estudie la posicion relativa del plano t y de la recta r en funcidn del parametro a.

Se sabe que cuando a = 0 la recta r es paralela al plano . Para ese valor de a:

b) [0,75 p.] Calcule la distancia de la recta r al plano 7= .
c) [0,5 p.] Calcule la ecuacion general (o implicita) del plano que contiene a la recta ry es paralelo al
plano .

a) La recta puede estar contenida en el plano, ser paralela al plano (no coincidir en ningun punto) o ser
secantes (cortar al plano en un Unico punto).

m13x—y-27=5=n=(3-1-2)

x—-a Yy—(3-a) z r_{Pr(a,B—a,O)

r: = =—=r:q_.
1 11 U =(111)

n-u, =(3,-1-2)(L11)=3-1-2=0=nLlu,

Al ser el vector normal del plano y el director de la recta perpendiculares la recta y el plano o son
paralelos o la recta esta contenida en el plano. Dependera de que el punto Presté en el plano o no.

r:3X—y-2z=5
Pr(a,3—a,0) :>3a—(3—a)—2-0:5:3a—3+a:5:

(Pen?

:4a:8:>a:%:2

Si a=2 el punto Py pertenece al plano y la recta esta contenida en el plano.
Si a# 2 el punto Prno pertenece al plano y la recta es paralela al plano.

_ P (0,3,0
b) .Para a=0 larecta queda r:ﬁzy—szzzr: _( )
1 1 1 u, =(1,1,1)

La distancia de r al plano m sera la distancia del punto P, al plano 7:3x—y—-2z=5.

y la recta y el plano son paralelos.

7:3x—y—-22-5=0 3:0-3-2.0-5 |-§| 8
=d(r,7z)=d(P,7)= = = =2.138u
R(0.3.0) } (rm)=d(Es) JF (-1 +(-2) V14 V14

c) Elplano " que contiene a la recta r y es paralelo al plano =« tiene el mismo vector normal y contiene
el punto Pr.
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7:3X—y—-22-5=0=7":13x—-y-2z+D=0

7:3x—-y—-2z+D=0

; =3:0-3-2-0+D=0=>D=3=>
P(0,30)ex

=|7":3x—y-22+3=0)|
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7: Dos urnas Ay B contienen bolas de colores con la siguiente composicion: La urna A contiene 3 bolas
verdes, 3 bolas rojas y 4 bolas negras, y la urna B contiene 1 bola verde, 3 bolas rojas y 5 bolas negras. Se
saca al azar una bola de la urna A y se mete en la urna B. A continuacion, se saca al azar una bola de la
urna B. Calcule:

a) [0,5 p.] La probabilidad de que la bola que se saca de la urna B sea negra, sabiendo que la bola que se
sacé de la urna A era verde.

b) [1 p.] La probabilidad de que la bola que se saca de la urna B sea negra.

c) [1 p.] La probabilidad de que la bola que se sac6 de la urna A fuera verde, sabiendo que la bola se ha
sacado de la urna B ha sido negra.

Realizamos un diagrama de arbol para establecer las probabilidades de los distintos sucesos del
experimento.
Bola verde de B
(2V,3Ry5N)
P(VB/VA) = 2/10

Bolarojade B
(2V,3Ry5N)
P(RB//VA) = 3/10

Bolaverde de A
P(VA) =3/10

Bola negrade B
(2V,3Ry5N)
P(NB/VA) =5/10

Bolaverde de B
(1V,4Ry5N)
P(VB/RA) = 1/10

Extraemos una bola de la . Bola roja de B
urna A, la introducimosen la | Bola roja de A

urna B y extraemos una bola P(RA) = 3/10 (1V,4Ry5N)
de B P(RB/RA) = 4/10

Bola negra de B
(1V,4Ry5N)
P(NB/RA) =5/10

Bolaverde de B
(1V,3Ry6N)
P(VB/NA) = 1/10

Bola roja de B
(1V,3Ry6N)
P(RB/NA) = 3/10

Bola negrade A
P(NA) = 4/10

Bola negra de B
(1V,3Ry6N)
P(NB/NA) = 6/10
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b)

c)

Llamamos VA al suceso “Sacar Verde en urna A”, NA al suceso “Sacar Negra en urna A, RA a
“Sacar Roja en urna A”, de la misma manera llamamos VB a “Sacar verde en urna B”, NB a
“Sacar Negra en urna B” y RB a “Sacar Roja en urna B”.

Si sacamos una bola verde de la urna Ay la introducimos en la urna B, tendremos en dicha urna 9
+1 =10 bolas, siendo 5 de ellas de color negro. Aplicando la regla de Laplace tenemos que:

P(NB/VA)=%:
P(NB)=P(VA)-P(NB/VA)+P(RA)-P(NB/RA)+P(NA)-P(NB/NA)=

_3.5,35,46_5 5y

10 10 10 10 10 10 100

Es una probabilidad a posteriori, utilizamos el teorema de Bayes.

3 5
P (VA/ NB) = P(VANNB) _P(VA)P(NB/VA) 1010 _[5 _ ;57773
P(NB) P(NB) 054 |18
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8: En este ejercicio trabaje con 4 decimales para las probabilidades.

Se lanza una moneda al aire 100 veces y se anota el resultado del lanzamiento, que puede ser cara o cruz
con la misma probabilidad. Determine:

a) [0,5 p.] Qué distribucidn sigue la variable aleatoria que cuenta el nimero de veces que sale cara.

b) [0,5 p.] Calcule la media y la desviacion tipica de esta distribucion.

c) [0,5 p.] Cual es la probabilidad de que salga cara 60 veces.

d) [1 p.] Cuéles la probabilidad de que el nUmero de veces que sale cara sea mayor o igual que 55.

a) X =‘“numero de veces que sale cara en 100 lanzamientos de una moneda”

Es una variable binomial, pues las repeticiones son independientes entre si y la realizacion de cada
tirada solo tiene dos opciones: Exito = “sacar cara” y Fracaso = “sacar cruz”.

El nimero de repeticiones es n = 100 y p = P(sacar cara al lanzar una moneda) = 1/2 = 0.5.

X = B(100, 0.5)

b) Media= x=n-p=100-0.5=50 y la desviacion tipica es o = \/n-p-q =4/100-0.5-0.5 =5

c) Nos piden calcular P(X =60).

100
P(X =60)= (6 0 j-o.56° :0.5* = 0.01084

d) Esta probabilidad usando la binomial es muy costosa de calcular pues es:
P(X =55)=P(X =55)+P(X =56)+...+P(X =100).

La calculamos usando la aproximacion a la distribucion normal.

n-p=100-05=50>5 L
Como la aproximacion es buena.
n-gq=100-05=50>5

Se aproxima a una normal de media 50 y desviacion tipica 5.

X =B(100,0.5) Y = N(50,5)

P(X >55)={Correccién de Yates} = P(Y >54.5)=

0.
0.5
0.5
0.5t
0.6
0.6!

Y —-50 S 54.5-50
B 5

= {Tipificamos} = P( j: P(2>09)=

=1-P(Z <0.9) ={Miramos en la tabla N(0,1)} =

=1-0.8159=0.1841

0.6
0.7
0.7
0.7
0.8
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