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NOTA IMPORTANTE: Las cuestiones se pueden hacer en cualquier orden. En cada cuestion se
debe hacer solo la opcion A o la opcion B. La eleccién de A o B puede cambiar de una cuestion a
otra. Si se responden las 2 opciones de una cuestién, solo se corregira la primera opcion contestada.
La puntuacién méaxima de cada cuestién es 2,5 puntos. Solo se podran usar las tablas estadisticas que
se adjuntan. No se podran usar calculadoras gréficas ni programables.

CUESTION 1 (a elegir entre 1Ay 1B):

1A) Daniel quiere contratar a los musicos Dario, Hugo y José. El sueldo de Dario es el de Hugo
multiplicado por un parametro m>0. El sueldo de Hugo es el doble del de José. La suma del
sueldo de José multiplicado por m més el sueldo de Dario (sin multiplicar por m) mas el sueldo de
Hugo (sin multiplicar por m) es 600 €.

a) [0,75] Denotando por x el sueldo de Dario, por y el sueldo de Hugo y por z el sueldo de Jose,
plantee un sistema de 3 ecuaciones con 3 incognitas que represente los datos del ejercicio.
b) [0,25] Justifique que con estos datos se puede conocer el sueldo de cada uno (que solo dependera

de m).
c) [1,5] Calcule la expresidn general de cada sueldo (en funcion de m), y lo que cobra cada uno
para m=2.
. . 2 1 10 50
1B) Considere las matrices A= , B= yC= :
1 3 2 1 50
a) [1,25] Compruebe que las matrices A y B son regulares (o invertibles) y calcule sus matrices
inversas.

b) [1,25] Resuelva la ecuacion A'XB =C, donde A' es la traspuesta de A.

CUESTION 2 (a elegir entre 2A y 2B):

2A) Considere el triangulo rectangulo de catetos x e y cuya hipotenusa mide 7+/2 cm.
a) [0,5] Demuestre que su area viene dada por la expresion

f(x) :%x\/98—x2
b) [2] Calcule las dimensiones que debe tener dicho tridngulo para que su area sea la mayor posible.
¢Cual es el valor de dicha area maxima?

2B) Considere la funcion f (x)= In(x—ﬂj.
X

a) [1,5] Calcule la integral indefinida j f (x)dx

b) [1] Compruebe que el area de la regidn delimitada por la grafica de la funcion f (x) y el eje

OX entre los valores x=1y x=2 es In(%}.
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CUESTION 3 (a elegir entre 3A y 3B):
3A) Considere las rectas

x=1 X=7+3u
r.sy=5+4 vy S:iy=-5+u
z=21 z=7

a) [0,5] Compruebe que se cruzan.
b) [1,5] Halle la ecuacién de la recta perpendicular a ambas.
c) [0,5] Calcule la distancia entre r y s.

3B) Considere los planos 7, : X—y+z=0y 7, :X+y—-2=2
a) [1] Calcule la ecuacion paramétrica de la recta en la que se cortan 7, y ,.
b) [0,75] Halle la ecuacion de la recta que pasa por P(l, 2,3) ynocortania z, nia z,.
c) [0,75] Calcule la proyeccion ortogonal de P en 7,

CUESTION 4 (a elegir entre 4A 'y 4B):

4A) Considere dos urnas, Uy y U, tales que en Uz hay 2 bolas rojas y 3 verdes, y en U, hay 6 bolas
rojas y 3 verdes. El experimento aleatorio consiste en sacar una bola de U1, depositarlaen U, y, a
continuacion, sacar una bola de U,. Calcule la probabilidad de que:
a) [0,5] Salga una bola roja en U sabiendo que ha salido roja en Us.
b) [0,5] Salga una bola verde en U> sabiendo que ha salido roja en Us.
¢) [0,5] Salga una bola verde en Uo.
d) [0,5] Haya salido roja en U; sabiendo que ha salido roja en U».

4B) El 2% de las piezas fabricadas por una maquina son defectuosas.

a) [1] Considere el nimero de piezas en buen estado de un lote de 10 piezas. Diga qué tipo de
distribucién de probabilidad es, indicando la media y la desviacion tipica. Calcule la
probabilidad de que haya exactamente 1 pieza defectuosa.

b) [1,5] Considere el nimero de piezas en buen estado de un lote de 2000 piezas. Diga que tipo de
distribucién de probabilidad es, indicando la media y la desviacion tipica. Calcule la
probabilidad de que haya menos de 50 piezas defectuosas.
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SOLUCIONES

CUESTION 1 (a elegir entre 1A y 1B):

1A) Daniel quiere contratar a los musicos Dario, Hugo y José. El sueldo de Dario es el de Hugo
multiplicado por un pardmetro m> 0. El sueldo de Hugo es el doble del de José. La suma del
sueldo de José multiplicado por m més el sueldo de Dario (sin multiplicar por m) mas el sueldo de
Hugo (sin multiplicar por m) es 600 €.

a) [0,75] Denotando por x el sueldo de Dario, por y el sueldo de Hugo y por z el sueldo de José,
plantee un sistema de 3 ecuaciones con 3 incdgnitas que represente los datos del ejercicio.

b) [0,25] Justifique que con estos datos se puede conocer el sueldo de cada uno (que solo dependera
de m).

c) [1,5] Calcule la expresién general de cada sueldo (en funcién de m), y lo que cobra cada uno para
m=2.

a) Obtenemos las ecuaciones asociadas al ejercicio.
El sueldo de Dario es el de Hugo multiplicado por un parametro m>0 = x=my.

El sueldo de Hugo es el doble del de José > y=2z.

La suma del sueldo de José multiplicado por m més el sueldo de Dario (sin multiplicar por m) mas
el sueldo de Hugo (sin multiplicar por m) es 600 € > mz+x+y =600.

Reunimos las tres ecuaciones en un sistema de ecuaciones.

X=my Xx-my =0
y=2z2 = y-2z=0
mz +x+ Yy =600 X+Yy+mz =600

1 —-m O
b) Este sistema tiene asociado la matriz de coeficientes A={0 1 -2 |y la matrizampliada
1 1 m
1 -m 0 O
A/B=|0 1 -2 0
1 1 m 600

Determinamos la expresion del determinante de la matriz A.

1 -m O
|A|=0 1 -2l1=m+2m+0-0-0+2=3m+2
1 1 m

Esta expresion del determinante de A nunca se anula pues m>0—-3m>0—>3m+2>0.
El rango de A es 3, al igual que el rango de la matriz ampliada y el namero de incognitas. El
sistema es compatible determinado para cualquier valor de m>0.

c) Intentamos resolver el sistema.
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X =my

_ :>x:m-22 :x:Zmz .
y= mz+x+2z=600f  (m+2)z+x=600
mz + X+ Yy =600

= (m+2)z+2mz=600=(m+2+2m)z =600= (3m+2)z=600=

600 1200m
XM mt2 3ma2
={m>0=3m+2#0}=|z= 600 =
3m+2 _,_ 600 _ 1200
y 3m+2 3m+2
El sueldo de Dario es 1200m , el de Hugo es 1200 y el de José es . Todos dependen del
3m+2 3m+2 3m+2
valor de m.
Para m=2 los sueldos quedan: El sueldo de Dario es ;2(2) '2 =300 euros, el de Hugo es
2+
1200 =150 euros y el de José es =75 euros
3:2+2 3:2+2
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i _ 2 1 10 50
1B) Considere las matrices A= , B= yC-= :
1 3 2 1 50

a) [1,25] Compruebe que las matrices A y B son regulares (o invertibles) y calcule sus matrices
inversas.

b) [1,25] Resuelva la ecuacion A'XB =C, donde A' es la traspuesta de A.

a) Para que las matrices sean invertibles su determinante debe ser distinto de cero. Lo comprobamos.

2 1
|A|: =6-1=5=#0
1 3

0
B|=|_ _|=1-0=120
1

Ambas matrices son invertibles. Determinamos la matriz inversa de cada una de ellas.

A 5 5

Al_Adj(AT)_Adj(i ;J 1[3 —1]_(3/5 -1/5]

“5l-1 2] (-1/5 2/5

pomis) o i) (1 o

Bl 1 -2 1

2 1
b) Como la matriz A es simétrica se cumple que A' = A= (1 3} . Despejamos X en la ecuacion

matricial.

AXB=C=AXB=C=AX =CB"'=X=A"'CB™*

Realizamos las operaciones indicadas y obtenemos la expresion de la matriz X.
3 -1)5 0)y1 O 15-5 0+0) 1 O
X = ACB =2 _1 _
5(-1 2)\5 0){l-2 1) 5(-5+10 0+0){-2 1
~1(10 0)(1 0) 1(10+0 0+0) 1(10 0) (2 O
55 0)l-2 1) 5(5-0 0+0) 5(5 0) (1 0

: . i T . 2 0
La matriz solucién de la ecuacién matricial tiene la expresiéon X :( ol
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CUESTION 2 (a elegir entre 2A y 2B):

2A) Considere el triangulo rectangulo de catetos x e y cuya hipotenusa mide 7+/2 cm.
a) [0,5] Demuestre que su area viene dada por la expresion

f (x):%x\/98—x2

b) [2] Calcule las dimensiones que debe tener dicho triangulo para que su area sea la mayor posible.
¢Cual es el valor de dicha area maxima?

72

X

a) Aplicamos el teorema de Pitagoras al tridngulo rectangulo del dibujo.
X2 +y? :(7\/5)2 = x*+y*=98= y* =98—x* = y =4/98— X
El area del triangulo rectangulo ( f (x)) es la mitad del producto de la base (x) por la altura (y).

’ 2
f(X)=ﬁ=$=£X 98_)(2

2 2

b) Averiguamos cuando se anula la derivada de la funcion area.

f(x)= 7 x/o8—x" = ff(x):%m%x%:

2 2 2 22 92 2
:lm_ X _ 98— x B X :98 X x:98 2X :49 X
2 2498—x2  298—x? 2498—-x2 2498—x® 2498—x® /98— x?

49 — x?

f(xX)=0= ———
(x) 798 — x?

No consideramos el valor negativo de la raiz pues se trata de la longitud.
Estudiamos el signo de la derivada antes y después de x=7.

=0=49-x2=0=x*=49= |x=+/49=7

_ 2
e Enelintervalo (0,7)consideramos x=1 y la derivada vale f(1)= jg = > = j:? >0
981

La funcion crece en (0,7).
e Enelintervalo (7,7\/5) consideramos X =8 vy la derivada vale

2
£(8)= 49-8  -15\34

= = < 0. La funciéon decrece en 7,7\/5 .
Jog-g2 34 ( )
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Como la funcién crece antes y decrece despues de x =7 podemos afirmar que el area presenta
un méaximo relativo en dicho valor.
Para x =7 el valor del otro cateto es y =+/98—7% = 7. El tridngulo rectangulo cumpliendo las

condiciones con area maxima tiene ambos catetos iguales y de longitud 7 cm.

Este valor maximo del areaes f(7)= % =24.5 centimetros cuadrados.

72
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X
a) [1,5] Calcule la integral indefinida ff(x)dx

b) [1] Compruebe que el area de la region delimitada por la gréfica de la funcién f (x) y el eje OX

2B) Considere la funcion f (x)= In(x+1j.

entre los valores x=1y x=2 es In(%}.

a) Calculamos la integral usando las propiedades de los logaritmos.

If(x)dx:Jln(lejdx:jln(xﬂ)—ln xdx:jln(x+1)dx—jln xdx =

Integracion por partes Integracion por partes
= u:ln(x+1)—>du:idx u:lnx—>du:1dx =
X+1 X
dv:dx—>v:jdx:x dv:dx—>v:jdx:x

:xln(x+1)—fxidx—[xln X—Jxldx}:
X+1 X

_xln x+1 f—dx xlnx+jdx xln(x+1) JX+1_1dx—xlnx+x:
X+1
:x+xln(x+1)—xlnx—JX—+1d —j_—ldx:x+x|n(x+1)—x|nx—‘[dx+jidx:
x+1 Xx+1 X+1

= X +xIn(x+1)-xInx— X +In(x+1)=|(x+1)In(x+1)-xInx+C

Hemos obtenido la integral indefinida: j f(x)dx=(x+1)In(x+1)—xInx+C ..

b) Buscamos los posibles puntos de corte de la gréafica de la funcién f (x) y el eje OX.

f() In| —= x+1 X+1 X+1
X In( ij: =1=>X+1=x=1=0
X X

Eje OX »>y=0

La grafica de la funcion no corta el eje OX. En el intervalo (1, 2) la funcion es positiva, pues si
tomamos un valor del intervalo, por ejemplo x =1.5 y sustituimos tenemos que

1'5”) ~051>0.

f(1.5)=|n( >

El area de la region delimitada por la grafica de la funcion f (x) y el eje OX entre los valores
x=1y x=2 eselvalor de la integral definida de la funcién entre 1y 2.
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Areazfln(x—ﬂjdx:[(x+1)ln(x+1)—xln x]f =

1 X

=[(2+1)In(2+1)-2:In2]-[(1+1)In(1+1)-1-In1]=

=3In3-2In2-2In2=3In3-4In2=In3¥-In2*=In27-In16 = In(z)

Se cumple lo indicado en el ejercicio.

Tv

N

[+¥]

[:5]
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CUESTION 3 (a elegir entre 3A 'y 3B):
3A) Considere las rectas

x=1 X=7+3u
r.sy=5+4 vy S:iy=-5+u

a) [0,5] Compruebe que se cruzan.
b) [1,5] Halle la ecuacién de la recta perpendicular a ambas.

c) [0,5] Calcule la distancia entre r y s.

a) Hallamos un vector director y un punto de cada recta.

r.qy=5+A=r: S:iy=-5+u=s:
=41 Pr(l’s'o) =7 Q, (7’_5’7)

Las rectas no son paralelas ni coincidentes pues tienen vectores directores con coordenadas no
proporcionales.

Las rectas se cortan o cruzan. Obtenemos el valor del producto mixto [ur,vs, RQS] .

7 (L5.0) PQ. =(7,-5,7)-(1,5,0)=(6,-10,7)
= = y Ty —\4HY = v ’
Q.(7,-57) 0
u, =(0,1,1) 0 1 1
v.=(310) =[u.v,,PQ,[=3 1 0/=0+0-30-6-21-0=-57+0
?Q; _ (6, ~10, 7) 6 -10 7

Como el valor de este producto mixto es no nulo las rectas se cruzan.

b) Hallamos el vector director de la recta t perpendicular a ambas como el producto vectorial de los
vectores directoresde ry s.

i ] ok
=0 1 1j=0+3j+0-3k—-0—-i=-i+3j-3k=(-13,-3)
310

Hallamos la ecuacion del plano 1t que contiene a la recta r y que también tiene como vector
director w, .
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a:Wt:(_l’&_?’) x-1 y-5 z
v=u =(011) |t=z:-1 3 -3=0=3(x-1)-0-z+0+y-5+3(x-1)=0=
P(150)ex o 1 1

=3Xx-3-2+y-5+3x-3=0=|7:6x+y-z-11=0|

Hallamos la ecuacion del plano m “ que contiene a la recta s y que también tiene como vector

director w, .
a:Wt:(_l’s’_B) X=7 y+5 z-7
v=v,=(310) t=z:l-1 3 -3|=0=
Q,(7,-57)ex 3 1 0

=0-9(y+5)-z+7-9(z-7)-0+3(x-7)=0=

:>—9y—45—z+7—9z+63+3x—21:0:>|7z’:3x—9y—102+4:0

La recta t buscada es la interseccion de los dos planos 7 :6x+y—-z-11=0y
7:3x—9y—-10z+4=0.
t_{6x+y—z—11:0
3x—9y-10z+4=0

c) Para hallar la distancia entre las dos rectas r y s que se cruzan determinamos el plano n”" que
contiene a la recta r y que es paralelo a la recta s. La distancia entre las rectas r y s es el valor de
la distancia de un punto de la recta s al plano ="

Hallamos la ecuacion del plano ©”" que contiene a la recta r y tiene como otro de sus vectores
directores el director de la recta s. Este plano tiene como vector normal el vector director de la
rectat.

?:Wt:(—l,B,—B)} 77 —x+3y-3z+D=0

= . =-1+3-5-3-:0+D=0=
P.(15,0)ex” P(L50)ex }

=14+D=0=D=-14=|7":—x+3y-3z-14=0|

Hallamos la distancia de QS(7,—5,7) al plano 7”": —x+3y—-3z-14=0.

Qs (7’_5’7)
77 -Xx+3y—-32-14=0

}:d(r’s):d( S,ﬂ”)=‘_7+3(_5)_3'7_14‘=jl7—9=3J1_9

JE 43 43

La distancia entre r y s tiene un valor de 3\/1_9 unidades.
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3B) Considere los planos 7, : X-y+z=0y 7, :X+y-2=2

a) [1] Calcule la ecuacion paramétrica de la recta en la que se cortan 7, y ,.

b) [0,75] Halle la ecuacion de la recta que pasa por P(l, 2,3) ynocortania z, nia z,.
c) [0,75] Calcule la proyeccion ortogonal de P en 7,

. X—=y+z=0
a) La ecuacion implicita de la recta donde se cortan los planos es r:{ Y . Obtenemos la

X+y—2=2
ecuacion paramétrica de la recta.

X—-y+z=0 X=y-12
r: = =>YVY-2+y-1=2=2y-21=2=
X+y-z=2 |X+y-2=2

x=1
>y-=1loy=1l+z2=>x=1+72-2=1=r:qy=1+1; 1R
=41
x=1
La ecuacion parametrica de la recta en la que se cortan 7, y 7, es r:<y=1+4; AeR.
=41

b) Comprobamos que el punto P no pertenece a ninguno de los dos planos.

(',P(l,2,3)e7zl?

=¢1-2+3=07=;2=07
m i X=y+z=0
(,P(l,2,3)e7r2?

}:¢1+2—3:2?:><‘,0:2?
T, X+Yy—-2=2

La recta s que pasa por P(1, 2,3) y no corta nia 7, nia 7, es larecta paralela a la recta r que
pasa por el punto P..

x=1
r:{y=1+i=u,=(011)
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x=1
La recta que pasa por P(1, 2,3) y no cortania z, nia m,tiene ecuacion s:qy=2+a; aeR.
=3+«

c) Debemos hallar las coordenadas del punto P” perteneciente al plano tal que el vector PP” sea
paralelo a su vector normal.

o P

e P’

mX—Y+Z=
P(a,bc)er,

0
}:a—b+c:0:>a:b—c:> P’(b—c,b,c)
PP’ =(b-c,b,c)-(1,2,3)=(b-c-1,b-2,c-3)

7 ix—y+z2=0=n=(1-11)

— b-c-1 b-2 c-3

PP’||n, = . —b-c-1=2-b=c-3=
b-c-1=2-b 2b=c+3
= ¢ = et :>2b:5—b+3:>3b:8:>b:§:>
2-b=c-3 5-b=c 3
8 7 8 7 1 ,{1 8 7)
:}C:5——=—:}a:———=—:> P - =,
3 3 3 3 3 333

w |~
N

Wl
w | o

La proyeccion ortogonal de P en 7, tiene coordenadas P'[
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CUESTION 4 (a elegir entre 4A y 4B):

4A) Considere dos urnas, Uy y U, tales que en Uz hay 2 bolas rojas y 3 verdes, y en Uz hay 6 bolas
rojas y 3 verdes. El experimento aleatorio consiste en sacar una bola de U1, depositarlaen U. y, a
continuacion, sacar una bola de U». Calcule la probabilidad de que:

a) [0,5] Salga una bola roja en U sabiendo que ha salido roja en Us.

b) [0,5] Salga una bola verde en U> sabiendo que ha salido roja en Us.

¢) [0,5] Salga una bola verde en Uo.

d) [0,5] Haya salido roja en U; sabiendo que ha salido roja en Uo.

a) Si sale roja de la urna U1 entonces la urna U2 pasa a tener 7 bolas rojas y 3 verdes por lo que la

probabilidad de extraer una bola roja de la urna U2 es de % =0.7.

b) Si sale roja de la urna U1 entonces la urna U2 pasa a tener 7 bolas rojas y 3 verdes por lo que la

probabilidad de extraer una bola roja de la urna U2 es de % =0.3.

c) Aplicamos el teorema de la probabilidad total. Sumamos las probabilidades de sacar verde en urna
U2 sacando previamente de la urna U1 una bola roja y la probabilidad de sacar verde en urna U2
sacando previamente de la urna U1 una bola verde.

P(Vz):P(Vl)P(Vzlvl)"' ( ) (V/Rl)

U'IIOO

Ay
10

3
2 o3y

U‘III\)

d) Nos piden calcular P(R1 / Rz). Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de Bayes.

2 7
_P(ROR)_PR)P(R/R)_ 510 _|7 _
P(RIR,)= P(R,)  1-P(V,)  1-036 g P
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4B) EI 2% de las piezas fabricadas por una maquina son defectuosas.

a) [1] Considere el nimero de piezas en buen estado de un lote de 10 piezas. Diga qué tipo de
distribucion de probabilidad es, indicando la media y la desviacion tipica. Calcule la probabilidad
de que haya exactamente 1 pieza defectuosa.

b) [1,5] Considere el nimero de piezas en buen estado de un lote de 2000 piezas. Diga qué tipo de
distribucion de probabilidad es, indicando la media y la desviacion tipica. Calcule la probabilidad
de que haya menos de 50 piezas defectuosas.

a) Denominamos X = NUmero de piezas en buen estado de un lote de 10 piezas. Esta distribucion de
probabilidad es una binomial siendo n= 10y p = probabilidad de que una pieza esté en buen estado
=0.98. X =B(10, 0.98).

Existen 10 repeticiones del experimento “ver si la pieza est4 en buen estado” y cada repeticion es
independiente de las demas.

La mediaes n-p=10-0.98=9.8 y la desviacion tipica vale anq = \/10-0.98-0.02 =0.4427 .
Para que haya exactamente 1 pieza defectuosa debe haber 9 piezas en buen estado. Debemos
calcular P(X =9).

10 9 1 9
P(X=9)= 9 0.98”-0.02" =10-0.98"-0.02 = |0.16667
La probabilidad de que haya exactamente 1 pieza defectuosa en un lote de 10 piezas vale 0.16667

b) Denominamos X = Numero de piezas en buen estado de un lote de 2000 piezas. Esta distribucion
de probabilidad es una binomial siendo n = 2000 y p = probabilidad de que una pieza esté en buen
estado = 0.98. X = B(2000, 0.98).

Para el calculo de probabilidades dado el elevado nimero de elementos de la muestra aproximamos
la distribucion binomial a una normal Y, siendo su media z=n-p=2000-0.98=1960 y su

desviacion tipica o =./npg =/2000-0.98-0.02 = 6.26. Y = N(1960, 6.26).
Esta aproximacion es buena pues n-p=1960>5 y n-q=2000-0.02=40>5.

Para que haya menos de 50 piezas defectuosas debe de haber mas de 1950 piezas en buen estado.
Nos piden calcular P(X >1950).

P (X >1950) = {Correccién de Yates} = P(Y >1950.5) = {Tipificamos} =

Miramos en la
tabla N(O, 1)

1950.5-1960

=P|Z>
( 6.26

JzP(Zz—l.SZ)zP(Z 31.52):{ }: 0.9357

0.03
0.512
0.551
0.591
0.629
0.666

0.701
0.735
0.767
0.796
0.823

0.848
0.870
0.890
0.908
0.923

& 0.937
0.9452 0.9463 9 0.948

La probabilidad de que haya menos de 50 piezas defectuosas en un lote de 2000 piezas vale
0.9357.
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