PAU 2026 Mayores 25 afios Matemdticas en Navarra Juan Antonio Martinez Garcia

Prueba de Acceso a la Universidad para Mayores de 25 afios u p n a
Curso: 2025-2026

Universidad Piblica ce Mavarra
Mafarnoake Uninertsitas Publikoe

Asignatura: MATEMATICAS Il

Responde a dos opciones de las cuatro que se presentan: A, B, Cy D.

(Examen sobre 20 puntos)

OPCION A

Al) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del pardmetro real a y resuélvelo
en los casos en que sea compatible.

x+(1+a)y+2z=3

ay+z=1
2X+y+z2=3
(5 puntos)
A2) Calcula las siguientes integrales: (5 puntos)
(In(x?
(i) JZS—de (ii) Jﬁdx
X“+X—-6 X
1

OPCION B

B1) Sean P(-10,3), Q(12,2) yR(-2,2,5) tres vértices de un cuadrado. Calcula el cuarto vértice y
su area. (5 puntos)

B2) Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

_ arctg(x)

() f(x)=x-In((cos(20))’) o g(x)_m

(5 puntos)
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OPCION C

C1) Calcula el determinante y la matriz inversa de la siguiente matriz A:

-1 -2 -2
A=1 3 2
1 1 1

C2) Calcula los siguientes limites:

2 "mw (i) lim @

x—0 X X—>+00 4X3 + X

OPCION D

(5 puntos)

(5 puntos)

DI) Encuentra la ecuacién continua de la recta perpendicular al plano TT=2x-y+2z+3=0, que pasa

por el punto (2,3,1).

(5 puntos)

D2) Calcula los maximos y minimos relativos, los puntos de inflexion y los puntos de corte de la

siguiente curva. Esboza su grafica.

f(x)=x"-2x’

(5 puntos)
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SOLUCIONES
OPCION A

Al) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a y resuélvelo
en los casos en que sea compatible:

x+(1+a)y+2z=3
ay+z=1 (5 puntos)
2X+y+z=3

Cambiamos la posicion de las incognitas z e y para facilitar el estudio del sistema.

x+(1+a)y+2z=3 [x+2z+(1+a)y=3

ay+z=1 = z +ay =1
2X +y+z=3 2X +12 +y=3
1 2 1l+a
Este sistema tiene asociadas la matriz de coeficientes A=|0 1 a |y la matrizampliada
2 1 1
1 2 1+a 3
A/B={0 1 a 1
2 1 1 3

Utilizamos el método de Gauss para triangular el sistema y estudiar con mas comodidad su
compatibilidad.
Fila 32 —2- Fila 12

1+a 2 1 1 3

1 2
A/B=|0 1 a 1= 2 4 9934 B =
21 1 3

0 -3 -1-2a —3— NuevaFila3?

Fila 32+ 3-Fila 22 B
1 2 1+a 3 0 -3 -1-2a -3 1 2 1+a 3
=|0 1 a 1= 0 3 3a 3 =0 1 a 1
0 =8 -1-2a =3} 1670 —1ra 0 NuevaFilaz| |20 ~1+2 0

A

La compatibilidad del sistema depende del valor de —1+a, si es nulo o no. Nos planteamos dos
situaciones diferentes que analizamos por separado.

CASO 1. a#1
En este caso el rango de A es 3 igual que el de la matriz A/B. El sistema tiene una Unica
solucién. La obtenemos, a partir del sistema triangular equivalente obtenido.
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1 2 1+a 3) x+2z+(1+a)y=3 x+2z+(1+a)y=3
01 a 1l|=z+ay=1 = {-1+a=0}=>z+ay=1 =
0 0 -1+a 0) (-1+a)y=0 0
y: =
-1+a
X+22=3

= :>x+2-1:3:>-x:1
Z+a -0:1—>}

Para a=1 lasolucion del sistemaes x=1, y=0, z=1. La solucién no depende del valor de “a”.

CASO 2. a=1
12 2 3
La matriz ampliada equivalente queda | 0 1 1 1 |. Resolvemos el sistema asociado.
0 00O
12 2 3
011 1 X+22+2y=3} X+22+2y:3} x+22+2(1-2)=3
= = = —l)=0=
z+y=1 =1-z
000 0 y
x=1
= Xx+2f +2-27 =3=[x=1=|{y=1-1; 1eR
z=1

Para a=1 el sistema es compatible indeterminado y sus infinitas soluciones tienen la expresion
x=1
y=1-4; 1eR.
=1
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AZ2) Calcula las siguientes integrales: (5 puntos)

. 5x - [In(x?)
(1 dex (i) Jde

Calculamos la primera integral utilizando el método de descomposicion en fracciones simples.

JZS—XdX:...
X°+X—-6

-1+5 > x
-1+, /1 -4.1(-6) — =
X +X-6=0=x= ( ): 15 _] 2
21 2 -1-5
——=[-3=X
2
Descomposicion en fracciones simples
5x 5x A B 5x A(x+3)+B(x-2)
7 = = + f— =
X*+x-6 (x=2)(x+3) x-2 x+3 (x-2)(x+3) (x—2)(x+3)

Xx=2—->10=5A—> A=2
:>5x:A(x+3)+B(x—2):> =
X:—3—)—15=B(—5)—)B=3

5z 2 N 3
X2+x—6 x—2 Xx+3

=

2 3 2 3
= | —m——+——dx=| —dx+ | —=
X—2 X+3 X—2 X+3
1 1
=2| ——dx+3| ——dx=[2In|x-2[+3In|x+ 3+ K
X—2 X+3

Empezamos calculando la integral indefinida con el método de cambio de variable.

Cambio de variable

JMdX:JZIn—(X)dX:ZJMdX=

X X X t:In(x)—>dt:1dx—>dx:xdt
X

t t’
zzj;xdt = 2[tdt :25:t2 =(In(x)) +K

Aplicamos lo obtenido al calculo de la integral definida.

X 1

dex:[(m(x)ﬂe ~(Ine)’ —(In1)’ =12 0% =[1]

1
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OPCION B

B1) Sean P(-10,3), Q(12,2) yR(-2,2,5) tres vértices de un cuadrado. Calcula el cuarto vértice y
su area. (5 puntos)

Hallamos la distancia entre los tres puntos para averiguar cuéles son iguales.

;E;lz’,oéf)}:‘@(112,2)—(—1,0,3)=(z,z,-1): d(P,Q)=[PQ| =2+ 2+ (1) =3

ray] = @(229)-(122)- (309 =8 (@ R)-[OR}- {57 +0+7 - B

22222}3ﬁ =(-2.2.5)~(-103)=(-1.2.2)= d (P.R)=[PR| = (-1 + 2"+ 2" =3

Los segmentos PR y PQ tienen la misma longitud. El cuadrado podria tener un vértice en el punto P.
Comprobamos que en el vértice P hay 90°, es decir los vectores PR y PQ son ortogonales. Para ello
comprobamos que su producto escalar es nulo.

PO=(221)| _ o om0 0 1 po\ pia o
ﬁ(_l’z’z)}:PQ-PR—(Z,Z, 1)(-12,2)=-2+4-2=0

Se cumple que P es uno de los vértices de un cuadrado. El punto S que buscamos completa el cuadrado
QPRS. Dibujamos la situacion planteada.

R S

P o

Al ser un cuadrado se debe cumplir que los vectores RS y PQ tengan las mismas coordenadas pues
indican la misma direccién y tienen la misma longitud.

R(-2,2.5)

S (a.b,c) }:sﬁ=(a,b,c)—(—2,2,5)=(a+2,b_z,c_5)
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PQ=(22-1) 2=a+2—>a=0
RS=(a+2b-2,c-5)t=42=b-2>bh=4 =
PG =RS -1=c-5->c=4

El cuarto vértice del cuadrado es el punto S(0,4,4).
Como el lado mide 3 unidades el area vale 3% = 9 unidades cuadradas.

R

5(0,4,4)
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B2) Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

(i) f(X)zX-ln((COS(ZX))Z) (ii) g(x)

arctg ()
In(1+x?)

(5 puntos)

(i) Calculamos la expresion de la primera derivada.

f(x)= x-In((cos(Zx))z) = 2xIn(cos(2x)) =

2In(cos(2x))-4x-tg(2x)

= f’(x):2-ln(cos(2x))+2x-%:
:2In(cos(2x))—%nz(f)x):

(ii) Calculamos la expresion de la segunda derivada.

) 2X
Carctg(x) +X2-In(1+x )- oA (x)
9(x)= |n(1+x2):>g -2 (In(1+jz))2

In(1+x2) 2x-arctg (X) In(1+x2)—2x-arctg(x)
1+x° 1+%

1+ x?

In(1+x*) - 2x-arctg (x)

) (In(1+ xz))2 (In(1+ xz))2

(1+ xz)(ln (1+ xz))2
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OPCION C

C1) Calcula el determinante y la matriz inversa de la siguiente matriz A:

-1 -2 -2

A=|1 3 2

1 1 1

(5 puntos)
Calculamos el determinante de la matriz A.
-1 -2 =2
|A|=1 3 2|(=-3-4-2+6+2+2=1

1 1 1

Al ser su determinante no nulo la matriz A tiene inversa. La calculamos.

111 +3 i +—2 3
Adj| -2 3 1 2 1 -2 1 -2 2
A_1_Ao|j(AT)_ 221 | [ty |y 1oy
A 1 2 1 -2 1 -2 2
11 -1 1 -1 1
a1 T2 4 T2 3
3-2  —(-2+2) —4+6 1 0 2
=-(1-2) -1+2 —(-2+2)|=|1 1 O
1-3  —(-1+2) —3+2 -2 -1 -1
1 0 2
El valor del determinante de la matriz Aes1ysuinversaes A" =| 1 1 0
-2 -1 -1
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C2) Calcula los siguientes limites: (5 puntos)

(ii) lim XX —2X 2 X" —2x'+5

xote AXS 4 X

x—0

(0 Iimtg(x)-sin(x)

(i) Calculamos el primer limite.

Iimtg(x)-sin(x) tg(0)-sin(0)

— = 0 = Indeterminacién (L"Hépital) =
x—=0 X 0 0

_lim sin(x)  sin(x)
x50 1

=0 cos” (x) MM:

+

=lim sin(x) +sin(x) = sin(0)

x>0 cos? (X)

(ii) Calculamos el segundo limite.

X =2x2+5 . WX oox 1 1
lim 3 =lim—=Ilim—=Ilim-=|-
X—>+00 4X + X X—>00 4X X—>00 4X X~>oo4 4
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OPCION D

DI) Encuentra la ecuacion continua de la recta perpendicular al plano TT=2x-y+2z+3=0, que pasa
por el punto (2,3,1) (5 puntos)

La recta r perpendicular al plano IT debe tener como vector director el vector normal del plano.

M=2x-y+2z+3=0=>n=(2,-12)

2 -1 2

—(2,-1,2 v —
( )}:r:x 2_y-3_z-1

La recta perpendicular al plano IT=2x-y+2z+3=0, que pasa por el punto (2,3,1) tiene la
Xx-2 y-3 z-1

siguiente ecuacién continua r: 1 5
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D2) Calcula los maximos y minimos relativos, los puntos de inflexion y los puntos de corte de la
siguiente curva. Esboza su gréfica.

f(x)=x>-2x’
(5 puntos)
Utilizamos la derivada para hallar los puntos criticos de la funcién.
f7(x)=3x"—4x , x=0
. =3x*-4x=0=x(3x-4)=0= 2
f'(x)=0 3Xx—4=0—-3x=4—> x=3

Sustituimos estos valores en la segunda derivada y vemos si son maximos o minimos.

f”(0)=6-0—4=—4<0—> Es maximo

f(x)=3x*-4x= f 7 (x)=6x-4=
( ) ( ) f”(4j:6%_4:4>0_> Esminimo

3

3 2
Como f(0)=0°-2-0°=0y f[gj:(g) —2-(%} :_2—372 el maximo relativo tiene coordenadas

(0,0) y el minimo relativo es (ﬂ—_?ﬁ)
3 27

Para obtener el punto de inflexion utilizamos la segunda derivada.

f7(x)=6x—-4
£

(x)=0

}:>6x—4=0:> X=

ol
W N

Comprobamos si la derivada tercera es no nula para x =

wlN

7 (x)=6= £ 2]=1220
3

. ., . ., 2
La derivada tercera es no nula y la funcion presenta un punto de inflexion en x = 3

3 2
Como f(EJz(gj —Z(Ej :3—25:_—16 el punto de inflexion tiene coordenadas g_—lG .
3 3 3 27 9 27 3 27

Hallamos los puntos de corte de la grafica de la funcidn con los ejes de coordenadas.

— 3_ 2 X=O A010
f-(x) X' —2x =X -2x'=0=x*(x-2)=0= > A00)
f — 3_22

(X) X X }: f(o):03_2-02 =0= A(0,0)
EjeOY - x=0
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La funcidn tiene dos puntos de corte A(0, 0) y B(2, 0).
Hacemos un esbozo de la funcion determinando previamente una tabla de valores.

X f(x)=x>-2x?

-1 -3

0 0 Maximo
2/3 | =16/ 27 Puntodeinflexion
4/3 —32/27Minimo

2 0

3 9

=)

F.

[+

[3¥)

[

Mdximo

-

=

Minimo

(5]
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