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Introduccién

En este cuaderno de ejercicios se recopilan los examenes de matematicas Il propuestos en las pruebas
ebau de Murcia desde el afio 2017 al 2025. Los examenes estan resueltos por Juan Antonio Martinez
Garcia. Ha sido profesor de matematicas en distintos institutos de educacion secundaria.
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NOTA IMPORTANTE: Las cuestiones se pueden hacer en cualquier orden. En cada cuestion se
debe hacer solo la opcion A o la opcion B. La eleccién de A o B puede cambiar de una cuestion a
otra. Si se responden las 2 opciones de una cuestion, s6lo se corregira la primera opcién contestada.
La puntuacién méaxima de cada cuestién es 2,5 puntos. Solo se podran usar las tablas estadisticas que
se adjuntan. No se podran usar calculadoras graficas ni programables.

CUESTION 1 (a elegir entre 1Ay 1B):
1A) Considere el siguiente sistema de ecuaciones:

X+y+z=1
2X+2y+kz=2
X+ky+3z2=0
a) [1] Discute el sistema en funcién del parametro k.
b) [0,5] Calcule su solucion en el caso en el que sea compatible indeterminado.

c) [1] Calcule su solucién (expresada en funcion de k) para cualquier valor de k para el que el
sistema sea compatible determinado.

1B) Sea A una matriz cuadrada de orden 3 que cumple que A* =0, donde O es la matriz nula de
orden 3 (todos sus elementos son cero).

a) [0,75] Demuestre que (A+1 )2 =2A+1 yque (A+I )3 =3A+1, donde I es la matriz identidad
de orden 3.

b) [0,75] Demuestre que la matriz 1 — A es inversa de la matriz 1 + A.
c) [1] Resuelva la ecuacion matricial X +AX = A expresando X en funcion de A.

CUESTION 2 (a elegir entre 2A y 2B):
2A) Calcule los siguientes limites:

a) [1] Iim(l— L J

=0 ( X sen(x)

V2x%+1
5

b) [0,5] lim

x—>+0 Qx

¢) [1] lim x(e'"-1)

2

2B) Considere la funcion f (x)=tg*(x).
a) [1,5] Calcule la integral indefinida j f (x)dx
b) [0,75] Calcule el area de la region delimitada por la grafica de la funcion f (x) y el eje OX

entre los valores x=0y x=Z.
4
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c) [0,25] Demuestre, sin aproximar con nameros decimales, que el &rea pedida en el apartado
anterior es igual a lm(ﬁj.
2 \2

CUESTION 3 (a elegir entre 3A 'y 3B):
3A) a) [1,25] Determine el valor de a y b para que el plano 7 :2x+y-+az=b contenga a la recta

. X+y+z=1
|-x-2y+z=0
b) [1,25] ¢Para qué valores de a y b corta a n? Halle el punto de corte en el caso a=0y b=7.

3B) Un helicdptero situado en el punto P(1,2,1) quiere aterrizar en el plano z:x+y+3z=0.

a) [1] Calcule la ecuacién en forma continua de la recta de la trayectoria que lo lleve al punto méas
cercano a .

b) [0,75] Halle dicho punto.

¢) [0,75] Calcule la distancia que debe recorrer.

CUESTION 4 (a elegir entre 4A 'y 4B):

4A) En un cine hay tres salas. En la sala S1 hay 240 espectadores, en la sala S2 hay 180 y en la sala
S3 hay 80. Se sabe que la pelicula de la sala S1 gusta al 40% de los espectadores, la de la sala S2
al 50% vy la de la sala S3 al 90%. Cuando acaban las tres peliculas se elige a un espectador al azar.
a) [1] Calcule la probabilidad de que le haya gustado la pelicula.
b) [0,5] Calcule la probabilidad de que le haya gustado si ha estado en la sala S3.
¢) [1] Calcule la probabilidad de que haya estado en la sala S3 si le ha gustado.

4B) Un avion tiene capacidad para 260 pasajeros. Sin embargo, la compafiia aérea ha vendido para
un dia 280 billetes. La compariia sabe que el 95% de los que compran un billete se presenta en el
aeropuerto el dia correspondiente. Consideramos el nimero de pasajeros que se presentan el dia
en el que se vendieron los 280 billetes.
a) [0,5] Diga qué tipo de distribucion de probabilidad es, indicando la media y la desviacion tipica.
b) [0,75] Calcule la probabilidad de que falten plazas en el avion.
c) [0,5] Calcule la probabilidad de que no falten plazas en el avion.
d) [0,75] Calcule la probabilidad de que ni sobren ni falten plazas en el avion.
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SOLUCIONES

CUESTION 1 (a elegir entre 1Ay 1B):
1A) Considere el siguiente sistema de ecuaciones:

X+y+z=1
2X+2y+kz=2
X+ky+3z2=0
a) [1] Discute el sistema en funcion del parametro k.
b) [0,5] Calcule su solucion en el caso en el que sea compatible indeterminado.

c) [1] Calcule su solucion (expresada en funcion de k) para cualquier valor de k para el que el sistema
sea compatible determinado.

111
a) Este sistema tiene asociado la matriz de coeficientes A=|2 2 k| y la matriz ampliada
1 k 3
1111
A/IB=|2 2 k 2|.
1 k 30
Averiguamos cuando se anula el determinante de la matriz A.
111
|Al=[2 2 k|=g+k+2k-2-£ k> =—k*+3k-2
1 k 3
-3+1 -k
3+ -4(-1)(-2) -3+ o ==
Al=0=—Kk?+3k-2=0=k= ‘/2 1( )(2) _ 3£1= 321
(-9) e

Nos planteamos tres situaciones distintas que analizamos por separado.

CASO1. k#1y k=2

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el rango de la matriz
ampliada A/B y el nimero de incognitas. El sistema es compatible determinado (una Unica

solucion).
CASO 2. k=1
En este caso el determinante de A es nulo y su rango es menor de 3. Estudiamos su rango v el
1111
de la matriz ampliada. La matriz ampliada queda A/B=|2 2 1 2|.
1130

Fila2: — 2 - Fila 12
2 2 1 2
12 2 2 -2

0 O -1 0 — Nuevafila?2?

A/B

Il
Lt
RN e
w P
o N -
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Fila3® — Fila1®
1 1 3 0 11 1 1
1 1 -1 -1 =0 0 -1 0 |=
0 0 2 -1 Nuevafila3? 00 24
Fila3® +2- Fila 22 —
00 2 -1 11 1 1
00 -2 0 =|0 0 -1 0
0 0 0 —1->Nuevafila3: HA_O/ -1
El rango de A es 2 y el de A/B es 3. Tienen rangos distintos y el sistema es incompatible (sin
solucion).
CASO 3. k=2
En este caso el determinante de A es nulo y su rango es menor de 3. Estudiamos su rango y el
11 11
de la matriz ampliada. La matriz ampliada queda A/B={2 2 2 2],
12 30

Fila22 — 2-Filal2

1111 s 9 2
A/B:2222:_2 5 9 o
1230 0 0 0 0 - Nuevafila2?
Fila3? —Fila1?
1 2 3 0 1111
11 1 1 =0 0 0 0 |=
0 1 2 -1- Nuevafila2 0124
A/B
1111
= {Fila2*< Fila3*}=|0 1 2 -1
0 000
_—

A

El rango de A es 2, al igual que el de A/B. Los rangos son iguales pero menores que el
namero de incognitas (3). El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

Resumiendo: Si k=1 y k=2 el sistema es compatible determinado (una Unica solucion), si

k =1 el sistema es incompatible (sin solucién) y si k =2 el sistema es compatible indeterminado
(infinitas soluciones).
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b) El sistema es compatible indeterminado para k =2. Hallamos la expresién de sus infinitas
soluciones partiendo del sistema triangular equivalente obtenido en el apartado anterior.

1111
X+y+z=1 Xx+y+z=1
012 -1|= = =>Xx-1-2z+72=1=
y+2z=-1 y=-1-2z
0 00O
X=2+1
=>X=2+1=>|y=-1-24, 1R
z=21
X=2+4
Las soluciones del sistemason < y=-1-24, 1R
=41

c) Resolvemos el sistema para valores k #1 y k#2.

Ecuacién 22 — 2 - Ecuacion 12

)2(+ y2+ : :kl 5 2X 42y +kz =2
XTEYTHE=e=9 o 2y 27 =2
X+ky+3z=0 (k-2)z =0

Ecuacién 32 — Ecuacion 12

X +ky  +3z =0 X+y+z=1
X oy oz = [Tk-2z=0 ={k-220}=
(k-1)y +2z =-1 (k-1)y+2z=-1
X+y+z=1
X+y+0=1 x+y=1
=4lz=0 :>{ :>{ = {k-1£0}=
(k1)ysozo1  (KDy+20=—L(k-1y=-1
X+y:l
1 1 1-k-1 K
= 1 |=2x+—=1=x=1-—-= Ll K
Y= K 1k 1-k 1

La solucion del sistema es x = kk T y= 1 1k , =0, para cualquier valor de k distinto de 1 y 2.
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1B) Sea A una matriz cuadrada de orden 3 que cumple que A* =0, donde O es la matriz nula de
orden 3 (todos sus elementos son cero).

a) [0,75] Demuestre que (A+1)" =2A+1 yque (A+1)’ =3A+1, donde I es la matriz identidad de
orden 3.

b) [0,75] Demuestre que la matriz | — A es inversa de la matriz | + A.
c) [1] Resuelva la ecuacion matricial X +AX = A expresando X en funcién de A.

a) Demostramos la igualdad (A+1)" =2A+1 .
(A+I)2:(A+I)(A+I)=A2+A-I+I-A+I-I =0+2A+1=2A+1
Demostramos la igualdad (A+1)* =3A+1.
(A+I)3 =(A+I)Z(A+I):(2A+I)(A+I)=2A2+2A+A+I-I =20+3A+1=3A+I

b) Realizamos el producto (1 —A)(1+A) y comprobamos que se obtiene como resultado la matriz
identidad.

I—A)(1+A)=1-1+1-A—A1—-A’ =1 +A-A-O=I
(1=A)(1+A)

Se cumple que el producto da como resultado la matriz identidad y la matriz | — A es inversa de
la matriz | +A.

c) Resolvemos la ecuacion matricial X + AX =A.

X+AX=A=X(1+A)=A= X (1+A)(1-A)=A(1 -A)=

S X 1=A-A2 =X =A-0=[X=A
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CUESTION 2 (a elegir entre 2A y 2B):
2A) Calcule los siguientes limites:

. 1 1
2 [1] xILT (;_ sen(x)}
J2x% +1

b) [0,5] lim Y22 =

x—+0 Qx

45
¢) [1] lim x(e" -1

a) Calculamos el primer limite.

) 1 1 1 1 1 ) .,
lim| =- = = _ — —4w-w=Indeter minacién =
“\x sen(x) (0*) 0

= lim sen(x) - X = sen(0)-0 :9= Indeter min acién(L Hbpital) =
=0 xsen(x)  0-sen(0) O

: cos(x)—1 cos(0)-1 0 i
= lim = =— = Indeter min acion(L Hopital) =
0" sen(x)+xcos(x) sen(0)+0-cos(0) O

_lim —sen(x) _ —sen(0)

x>0 €03 (X ) +cos(x)—xsen(x) ~ cos(0)+cos(0)—0-sen(0)

=g:@

b) Calculamos el segundo limite.

4x
2 / 2
lim #zf: Indeter minacién(L Hbépital) = lim 292X +1
x—>+0 QX4 4+ 5 o0 X>+eo 18x
“lim— % jim 2 1 [

e 3Ex2X% +1 O 942x% +1 S

c) Calculamos el tercer limite.

lim x (e 1) = (+o0) (e ~1) = (+o0) (e° -

X—>+00

©
[N
~—
I
—_
+
8
~
—~~
o
~
Il

] ., .. e 0
= Indeter minacién = lim = = :6:

X—>+00 1 1 0
X e
-1
7ellx
= Indeter min acién(L Hépital) = lim X = lim e¥* =¢"* =¢° = 1]
IS — X—>+00
XZ
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2B) Considere la funcion f (x)=tg*(x).
a) [1,5] Calcule la integral indefinida I f(x)dx

b) [0,75] Calcule el &rea de la region delimitada por la grafica de la funcién f (x) y el eje OX entre

T
los valores x=0y XZZ'

c) [0,25] Demuestre, sin aproximar con nimeros decimales, que el area pedida en el apartado anterior

. 1 e
es igual a —In(—).
2 (2

a) Calculamos la integral utilizando equivalencias trigonométricas y realizando un cambio de
variable.

I f (x)dx=Itg3(x)dx=jtgz(x)tg (x)dx

R PR Fie
[ g 2ot [ e fra e

. JCOS}(X) (x)dx = ;t—tgczzxdx :jtdt:_z:tgzz(X)
2a—>Itg(X)dX=JZZEXdX= :t—cossi)r(l)(x)dx_’seorllt(x)_dx ]
- | === ifos(o)

Hemos obtenido la integral indefinida: _[f (x)dx

—(~Infcos(x)]) =

+Injcos(x)[+C

tg”(x)
2

tg*(x)
2

+In‘cos(x)‘+C.

b) La funcidn tangente no se anula entre 0 y % y ademas es una funcion positiva.
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El érea de la region delimitada por la grafica de la funcién f (x) y el eje OX entre los valores

T . .. .,
x=0y x= " es el valor de la integral definida de la funcion entre estos dos valores.

zl4

frea= [ = L | -

0
tg2| =
J m
|\
2

)

2
_[_tg 0 +In‘cos(0)q:£12 +In£—0—ln1:
2 2 2

1 1 1 1 1 1 1
=—+In—===+In1-InJ2==-In2Y* ==-=In2=|=(1-In2
2 \/_ 2 2 2 2( )

2 2

¢) Comprobamos si el valor obtenido %(1—In 2) esigual a %In(gj.

%In[%jzé(lne—ln 2)=%(1—In 2)

Es cierta la igualdad y el valor del area se puede expresar como %In (%) :

11 de 280



PAU Julio 2025 Matemadticas Il en Murcia

CUESTION 3 (a elegir entre 3A 'y 3B):
3A) a) [1,25] Determine el valor de a y b para que el plano 7 :2x+y+az =b contenga a la recta
r_{x+y+z:1
—X-2y+z=0
b) [1,25] ¢Para qué valores de a y b corta a n? Halle el punto de corte en el caso a=0y b=7.

a) Para que el plano contenga a la recta debe contener a todos los puntos de la recta.

X+y+z=1 X+y+z=1
r: = =X+ Y+ X+2y=1=2x+3y=1=

—Xx-2y+z=0 Z=X+2y
2 2 2 2 2 2 '
11
I=—+—-4
2 2
=1_3__4
2 2
A=1-1y=1 - A (-111)
z:l+l:1
2 2
x:—+§:2
A=-1> y=- —>Br(2,—1,0)
=1 1o
2

ri2X+y+az=>b

—2+1+a=Db
A(-11l)ex :{ =3=-1+a=[a=4|

4-1=Db -b:3
B, (2,-10)ex ”

Los valores buscados son a=4y b=3.

b) La recta corta al plano cuando el vector director de la recta no es perpendicular al vector normal
del plano. Para ello el producto escalar de ambos vectores no debe ser cero.

z2x+y+az=b—n=(21a)
1
=§_gl — 3.1 a a
3 1 —>nNr=(ZLa)(—nL—J=—3+I+—=———2
ry=a —>vr:(—,1,—j 2772 272
11 22
Z=—+—-A1
2 2
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MV, #0=>-220=a-420=[a=4

Para cualquier valor de a distinto de 4 la recta corta el plano.

Para a=0y b=7 larecta corta al plano en un punto P (a # 4). Determinamos las coordenadas
de ese punto resolviendo el sistema formado por sus ecuaciones.

T2X+y=7
x=g=3 13
2 2 :>2(———/1)+/1:7:>1—3/1+/1:7:—2/1:6:
r:qy=41 2 2
z:1+ll
22
X=—-——=(-3)=5
—>A=-3=¢y=-3 =|P(5,-3,-1)

La recta corta al plano en el punto P(5,-3,-1).
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3B) Un helicdptero situado en el punto P(1,2,1) quiere aterrizar en el plano z:x+y+3z=0.

a) [1] Calcule la ecuacion en forma continua de la recta de la trayectoria que lo lleve al punto méas
cercano a .

b) [0,75] Halle dicho punto.

¢) [0,75] Calcule la distancia que debe recorrer.

a) Debemos calcular la proyeccion ortogonal del punto P en el plano.
Hallamos la trayectoria que es la recta perpendicular al plano que pasa por P. Al ser ortogonal al
plano el vector director de la recta es el vector normal del plano.

oP

eP’

X+ y+32:O:ﬁ:(1,1,3)

P(L21)er x-1 y-2 z-1
- = I = =
Vr:n:(lills) 1 1 3

La ecuacion en forma continua de la recta de la trayectoria que sigue el helicoptero para llegar al
x-1 y-2 1z-1

punto mas cercano a wes r: 1 3

b) El punto P” al que llega el helicoptero lo determinamos resolviendo el sistema formado por las
ecuaciones de recta y plano.

X=1+a
r_x—l_y—2_z—1

1 1 3

=>riy=2+«a
z2=1+3cx

T:X+y+3z=0
X=1l+a«a
=l+a+2+a+3(1+3a)=0=>1+a+2+a+3+9%=0=

r<y=2+a

z=1+3cx

. 6 5

11
:>1la=—6:>a=_—6:> y=2—£=E:> P(EE_—?j
11 11 11 11 11 11

.18 -7

11
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El punto donde aterriza el helicoptero tiene coordenadas P'(i 16 _—7j

11'11'11

c) La distancia que debe recorrer es el valor del médulo del vector PP”.

P'(Ei ® :Zj 5 16 -7 6 -6 —18
11'11"11 :>Psz(__,_n:_j_(in):(Z_Elﬂ:;_J
11'11'11 1111 11
P(12,)
2 2 2
d(P,P,):‘PTD' = (_—GJ +(_—6j +(_—18J _ 3% —GJl_lzl.Bunidades
11 11 11 V121 11

15 de 280



PAU Julio 2025 Matemadticas Il en Murcia

CUESTION 4 (a elegir entre 4A y 4B):

4A) En un cine hay tres salas. En la sala S1 hay 240 espectadores, en la sala S2 hay 180 y en la sala
S3 hay 80. Se sabe que la pelicula de la sala S1 gusta al 40% de los espectadores, la de la sala S2
al 50% y la de la sala S3 al 90%. Cuando acaban las tres peliculas se elige a un espectador al azar.

a) [1] Calcule la probabilidad de que le haya gustado la pelicula.

b) [0,5] Calcule la probabilidad de que le haya gustado si ha estado en la sala S3.

¢) [1] Calcule la probabilidad de que haya estado en la sala S3 si le ha gustado.

Ponemos estos datos en una tabla para obtener la informacion implicita y tener mas cémodo acceso
a toda la informacion.

Gusta la pelicula | No gusta la pelicula
Sala S1 0.4-240=96 240
Sala S2 0.5-180=90 180
Sala S3 09-80=72 80
TOTALES

Completamos la tabla.

Gusta la pelicula | No gusta la pelicula
Sala S1 0.4 - 240 =96 144 240
Sala S2 0.5-180=90 90 180
Sala S3 09-80=72 8 80
TOTALES 258 242 500

a) De los 500 espectadores le gusto la pelicula a 258. Aplicando la regla de Laplace la probabilidad

de que al espectador elegido al azar le guste la pelicula vale % =0.516.

b) A los espectadores de la sala S3 le ha gustado la pelicula al 90%. La probabilidad de que al elegir
un espectador de la sala S3 le guste la pelicula vale 0.9.

c) La pelicula ha gustado a 258 espectadores y de estos solo 72 estuvieron en la sala S3. La
probabilidad de que el espectador al que le ha gustado la pelicula haya estado en la sala S3 vale

L2 12 o2
258 43
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4B) Un avion tiene capacidad para 260 pasajeros. Sin embargo, la compafiia aérea ha vendido para
un dia 280 billetes. La compafiia sabe que el 95% de los que compran un billete se presenta en el
aeropuerto el dia correspondiente. Consideramos el nimero de pasajeros que se presentan el dia
en el que se vendieron los 280 billetes.

a) [0,5] Diga qué tipo de distribucion de probabilidad es, indicando la media y la desviacién tipica.

b) [0,75] Calcule la probabilidad de que falten plazas en el avién.

¢) [0,5] Calcule la probabilidad de que no falten plazas en el avion.

d) [0,75] Calcule la probabilidad de que ni sobren ni falten plazas en el avion.

a) Denominamos X = el nUmero de pasajeros que se presentan el dia en el que se vendieron los 280
billetes. Esta distribucion de probabilidad es una binomial siendo n = 280 y p = probabilidad de
que un pasajero se presente = 0.95. X = B(280, 0.95).

Existen 280 repeticiones del experimento “‘el pasajero se presenta” y cada repeticion es
independiente de las demas.

La media es n-p =280-0.95= 266 y la desviacion tipica vale \/npg =/280-0.95-0.05 = 3.647 .

Como el niamero de repeticiones es muy alto para el calculo de probabilidades aproximamos esta
binomial a una normal de media 266 y desviacion tipica 3.647. Y = N(266, 3.647).
Esta aproximacion es buena pues np =266 >5 y nq=280-0.05=14>5.

b) Nos piden calcular la probabilidad de que se presenten 261 pasajeros 0 mas. Determinamos esta
probabilidad usando la aproximacion a la normal.

P(X >261) = {Correccion de Yates} = P(Y >260.5) = {Tipificamos} =

_ P(Z S 260.5— 266

Miramos en la
j: P(Z>-151)=P(Z 31.51):{
3.647

=10.9345
tabla N(0, 1) }

z 0.00
0.0 0.5000
01 0.5398
02 0.5793
03 06179
04 0.6554
05 0.6915
0.6 0.7257
0.7 0.7580
08 0.7881
09 0.8159
1.0 0.8413
1.1 0.8643
12 0.8849
13 0.9032
14 0.9192

La probabilidad de que falten plazas en el avién es de 0.9345.

c) La probabilidad pedida es la del suceso contrario al suceso “faltan plazas en el avion”. La
probabilidad de que no falten vale 1 — 0.9345 = 0.0655.

d) Nos piden calcular la probabilidad de que se presenten exactamente 260 pasajeros.
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P(X =260)={Correccion de Yates} = P(259.5<Y < 260.5) = {Tipificamos} =

_p 259.5-266 <7< 260.5—-266

< = P(—1.78 <Z< —1.51) =
3.647 3.647

=P(Z <-151)-P(Z <-1.78)=P(Z >151)-P(Z >1.78) =

[1-P(Z <151)]-[1-P(Z2<178)|=P(Z <1.78)-P(Z <151)=

Miramos en la
tabla N(O, 1)

=0.9625-0.9345=0.028

z 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08
0.0 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199 0.5239 0.5279 0599 (

01 0.5398 05438 0.5478 0.5817 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 l].57'4

02 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 l].ﬁ1!l3

03 06179 0.6217 0.6255 0.6293 06321 0.6368 0.6406 0.6443 0.64'3[]

04 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 06772 0.6308 l].ﬁqM

05 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 U.T';D

0.6 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 U.T* T

o7 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 07734 0.7764 0.7794 l].?iIZS

08 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7595 0.8023 0.8051 0.8078 l].Ei]B

09 0.8159 0.8186 08212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 U.B$5

10 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 l].E?Q

1.1 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.87459 0.8770 0.8790 U.B'ﬂ]

12 0.8849 0.3869 0.8838 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 U.B'QT

13 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 0.9115 0913 0.9147 D.BFZ

14 0.9192 0.9207 0.9222 0.9236 0.9251 0.9265 0.9279 0.9292 0.9%06

15 0.9332 0.9345 0.9357 0.9370 0.9382 0.9394 0.9408 0.9418 0.9929

0.9452 0.9463 0.9474 0.9484 0.9495 0.9505 0.9515 0.9525 0.9935

—oe= =1 Gl T oo SenGol 0.0625

oy B T T e LT O, nonnTa nomeTn s o

La probabilidad de que ni sobren ni falten plazas en el avion es de 0.028.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD
306-MATEMATICAS II

PAU2025 - JUNIO

NOTA IMPORTANTE: Las cuestiones se pueden hacer en cualquier orden. En cada cuestion se
debe hacer solo la opcion A o la opcion B. La eleccién de A o B puede cambiar de una cuestion a
otra. Si se responden las 2 opciones de una cuestién, solo se corregira la primera opcion contestada.
La puntuacién méaxima de cada cuestién es 2,5 puntos. Solo se podran usar las tablas estadisticas que
se adjuntan. No se podran usar calculadoras gréficas ni programables.

CUESTION 1 (aelegir entre 1Ay 1B):

1A) Daniel quiere contratar a los musicos Dario, Hugo y José. El sueldo de Dario es el de Hugo
multiplicado por un parametro m>0. El sueldo de Hugo es el doble del de José. La suma del
sueldo de José multiplicado por m més el sueldo de Dario (sin multiplicar por m) mas el sueldo de
Hugo (sin multiplicar por m) es 600 €.

a) [0,75] Denotando por x el sueldo de Dario, por y el sueldo de Hugo y por z el sueldo de Jose,
plantee un sistema de 3 ecuaciones con 3 incognitas que represente los datos del ejercicio.

b) [0,25] Justifique que con estos datos se puede conocer el sueldo de cada uno (que solo dependera
de m).

c) [1,5] Calcule la expresion general de cada sueldo (en funcion de m), y lo que cobra cada uno
para m=2.

. . 2 1 10 50
1B) Considere las matrices A= , B= yC= :
1 3 2 1 50

a) [1,25] Compruebe que las matrices A y B son regulares (o invertibles) y calcule sus matrices
inversas.

b) [1,25] Resuelva la ecuacion A'XB =C, donde A' es la traspuesta de A.

CUESTION 2 (a elegir entre 2A y 2B):

2A) Considere el triangulo rectangulo de catetos x e y cuya hipotenusa mide 7+/2 cm.
a) [0,5] Demuestre que su area viene dada por la expresion

f(x) :%x\/98—x2
b) [2] Calcule las dimensiones que debe tener dicho tridangulo para que su area sea la mayor posible.
¢Cual es el valor de dicha area maxima?

2B) Considere la funcion f (x)= In(x—ﬂj.
X

a) [1,5] Calcule la integral indefinida j f (x)dx

b) [1] Compruebe que el area de la region delimitada por la grafica de la funcion f (x) y el eje

OX entre los valores x=1y x=2 es In(%}.
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CUESTION 3 (a elegir entre 3A 'y 3B):
3A) Considere las rectas

x=1 X=7+3u
r.ay=5+4 vy S:iy=-5+u
z=21 z=7

a) [0,5] Compruebe que se cruzan.
b) [1,5] Halle la ecuacién de la recta perpendicular a ambas.
c) [0,5] Calcule la distancia entre r y s.

3B) Considere los planos 7, : X—y+z=0y 7, :X+y—-2=2
a) [1] Calcule la ecuacion paramétrica de la recta en la que se cortan 7, y ,.
b) [0,75] Halle la ecuacion de la recta que pasa por P(l, 2,3) ynocortania z, nia z,.
c) [0,75] Calcule la proyeccion ortogonal de P en 7,

CUESTION 4 (a elegir entre 4A 'y 4B):

4A) Considere dos urnas, Uy y U, tales que en Uz hay 2 bolas rojas y 3 verdes, y en U, hay 6 bolas
rojas y 3 verdes. El experimento aleatorio consiste en sacar una bola de U1, depositarlaen U, y, a
continuacion, sacar una bola de U,. Calcule la probabilidad de que:
a) [0,5] Salga una bola roja en U sabiendo que ha salido roja en Us.
b) [0,5] Salga una bola verde en U> sabiendo que ha salido roja en Us.
¢) [0,5] Salga una bola verde en Uo.
d) [0,5] Haya salido roja en U; sabiendo que ha salido roja en Uo.

4B) El 2% de las piezas fabricadas por una maquina son defectuosas.

a) [1] Considere el nimero de piezas en buen estado de un lote de 10 piezas. Diga que tipo de
distribucién de probabilidad es, indicando la media y la desviacion tipica. Calcule la
probabilidad de que haya exactamente 1 pieza defectuosa.

b) [1,5] Considere el nimero de piezas en buen estado de un lote de 2000 piezas. Diga que tipo de
distribucién de probabilidad es, indicando la media y la desviacion tipica. Calcule la
probabilidad de que haya menos de 50 piezas defectuosas.
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SOLUCIONES

CUESTION 1 (a elegir entre 1Ay 1B):

1A) Daniel quiere contratar a los masicos Dario, Hugo y Jose. El sueldo de Dario es el de Hugo
multiplicado por un pardmetro m>0. El sueldo de Hugo es el doble del de José. La suma del
sueldo de José multiplicado por m més el sueldo de Dario (sin multiplicar por m) mas el sueldo de
Hugo (sin multiplicar por m) es 600 €.

a) [0,75] Denotando por x el sueldo de Dario, por y el sueldo de Hugo y por z el sueldo de José,
plantee un sistema de 3 ecuaciones con 3 incognitas que represente los datos del ejercicio.

b) [0,25] Justifique que con estos datos se puede conocer el sueldo de cada uno (que solo dependera
de m).

¢) [1,5] Calcule la expresién general de cada sueldo (en funcién de m), y lo que cobra cada uno para
m=2.

a) Obtenemos las ecuaciones asociadas al ejercicio.
El sueldo de Dario es el de Hugo multiplicado por un parametro m>0 = x=my.

El sueldo de Hugo es el doble del de José > y=2z.

La suma del sueldo de José multiplicado por m més el sueldo de Dario (sin multiplicar por m) mas
el sueldo de Hugo (sin multiplicar por m) es 600 € > mz+x+y =600.

Reunimos las tres ecuaciones en un sistema de ecuaciones.

X=my X—-my =0
y=2z2 = y-2z=0
mz +x+ Yy =600 X+Yy+mz =600

1 —-m O
b) Este sistema tiene asociado la matriz de coeficientes A={0 1 -2 |y la matrizampliada
1 1 m
1 -m 0 O
A/B=|0 1 -2 0
1 1 m 600

Determinamos la expresion del determinante de la matriz A.

1 -m O
|A|=0 1 -2l1=m+2m+0-0-0+2=3m+2
1 1 m

Esta expresion del determinante de A nunca se anula pues m>0—-3m>0—>3m+2>0.
El rango de A es 3, al igual que el rango de la matriz ampliada y el namero de incognitas. El
sistema es compatible determinado para cualquier valor de m>0.

c) Intentamos resolver el sistema.
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X =my
X=m-2z X=2mz

y =22 = = =
mz+Xx+2z=600] (m+2)z+x=600

mz + X+ Yy =600

= (m+2)z+2mz=600=(m+2+2m)z =600= (3m+2)z=600=

600 1200m
600 =M ami2 ame2
={m>0=3m+2#0}=|z= =
3m+2 _,_ 600 _ 1200
y 3m+2 3m+2
El sueldo de Dario es 1200m , el de Hugo es 1200 y el de José es . Todos dependen del
3m+2 3m+2 3m+
valor de m.
Para m=2 el sueldo de Dario es 1200-2 =300 euros, el de Hugo es 1200 =150 euros y el de
3-2+2 3:2+2
José es =75 euros
3:2+2
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i _ 2 1 10 50
1B) Considere las matrices A= , B= yC-= :
1 3 2 1 50

inversas.
b) [1,25] Resuelva la ecuacion A'XB =C, donde A' es la traspuesta de A.

a) [1,25] Compruebe que las matrices A y B son regulares (o invertibles) y calcule sus matrices

a) Para que las matrices sean invertibles su determinante debe ser distinto de cero. Lo comprobamos.

2 1
|A|: ‘:6—1:57&0
1 3

10
|B|: ‘:1—0217&0
2 1

Ambas matrices son invertibles. Determinamos la matriz inversa de cada una de ellas.

A_ledj(AT):Adj(i 3_1[3 —1]:(3/5 -1/5]

A 5 sl-1 2) (-1/5 2/5

poomis) o i) (1 o

Bl 1 -2 1

2 1
b) Como la matriz A es simétrica se cumple que A' = A= [1 3] . Despejamos X en la ecuacion

matricial.

AXB=C=AXB=C=AX=CB"'=X=A"'CB™*

Realizamos las operaciones indicadas y obtenemos la expresion de la matriz X.
3 -1)5 0y 1 O 15-5 0+0) 1 O
X = ACB =2 _1 _
5(-1 2)\5 0){l-2 1) 5(-5+10 0+0){-2 1
~1(10 0)(1 0) 1(10+0 0+0) 1(10 0) (2 O
55 0)l-2 1) 5(5-0 0+0) 5(5 0) (1 0

: . i T . 2 0
La matriz solucién de la ecuacién matricial tiene la expresiéon X :( ol
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CUESTION 2 (a elegir entre 2A y 2B):

2A) Considere el triangulo rectangulo de catetos x e y cuya hipotenusa mide 7+/2 cm.
a) [0,5] Demuestre que su area viene dada por la expresion

f (x):%x\/%—x2

b) [2] Calcule las dimensiones que debe tener dicho triangulo para que su area sea la mayor posible.
¢Cual es el valor de dicha area maxima?

72

X

a) Aplicamos el teorema de Pitagoras al triangulo rectangulo del dibujo.
X2 +y? =(7\/§)2 =x*+y*=98= y?* =98—-x* = y =4/98— X
El 4rea del tridngulo rectangulo ( f (x)) es la mitad del producto de la base (x) por la altura (y).

’ 2
f(x):x—gzﬁzéx 98— x?

b) Averiguamos cuando se anula la derivada de la funcion area.

_1 2 4 _l 2 1 _2X _
f(X)—EX\IQB—X = f (X)—E 98— x +5Xm—

2 2 2 22 92 2
:lm_ X _ 98 — x B X :98 X x:98 2X :49 X
2 24J98—x2  298—x? 2498—x2 2498—x® 2498—x® /98— x>

49 — x*

798 — x?

No consideramos el valor negativo de la raiz pues se trata de la longitud.
Estudiamos el signo de la derivada antes y después de x=7.

f(x)=0= =0=49-x2=0=x*=49= |x=+/49 =7

_ 2
e Enelintervalo (0,7)consideramos x=1 y la derivada vale f(1)= jg = > = j;? >0.
981

La funcion crece en (0,7).
e Enelintervalo (7,7\/5) consideramos X =8 vy la derivada vale

£(8)= 49-8? =—15J§
/98-8 34

< 0. La funciéon decrece en (7,7\/5).
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Como la funcién crece antes y decrece despues de x =7 podemos afirmar que el area presenta
un méaximo relativo en dicho valor.
Para x =7 el valor del otro cateto es y =+/98—7% = 7. El tridngulo rectangulo cumpliendo las

condiciones con area maxima tiene ambos catetos iguales y de longitud 7 cm.

Este valor maximo del areaes f (7) = % =24.5 centimetros cuadrados.

72

25 de 280



PAU Junio 2025 Matemadticas Il en Murcia

2B) Considere la funcion f (x)=1In (X—Hj :
X

a) [1,5] Calcule la integral indefinida If(x)dx

b) [1] Compruebe que el area de la region delimitada por la gréfica de la funcién f (x) y el eje OX

entre los valores x=1y x=2 es In(%}.

a) Calculamos la integral usando las propiedades de los logaritmos.

If(x)dx:Jln(x—ﬂjdx:jln(xﬂ)—ln xdx:jln(x+1)dx—_[ln xdx =

X

Integracion por partes Integracion por partes
= u:ln(x+1)—>du:idx u:lnx—>du:ldx =
X+1 X
dv:dx—>v:jdx=x dv:dx—>v:jdx:x

( 1 1
=xIn(x+1)- x—ldx—[xlnx—Jx—dx}:
Jox+ X

(" _
:xln(x+1)— lex—xln X+ | dx = xln(x+1)—f X+111dx—xln X+ X =
J x+ X+

:x+xln(x+l)—xln X—JX—de—J_—ldx:x+x|n(x+1)—x|n x—'|.dx+Jidx:
X+1 X+1 X+1

= X +xIn(x+1)=xInx— X +In(x+1) =|(x+1)In(x+1)-xInx+C

Hemos obtenido la integral indefinida: j f(x)dx=(x+1)In(x+1)—xInx+C ..

b) Buscamos los posibles puntos de corte de la gréfica de la funcién f (x) y el eje OX.

f(x)=1In X+l X+1 X+1
X :In(—jzoz—:1:x+1:x:>1:0
X X
EjeOX > y=0

La grafica de la funcion no corta el eje OX. En el intervalo (1, 2) la funcion es positiva, pues si
tomamos un valor del intervalo, por ejemplo x=1.5 y sustituimos tenemos que

1'5”) ~051>0.

f(1.5)=ln( e
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El 4rea de la regién delimitada por la grafica de la funcién f (x) y el eje OX entre los valores
x=1y x=2 es el valor de la integral definida de la funcion entre 1y 2.

Areazfln(x—ﬂjdx:[(x+1)ln(x+1)—xln x]f =

1 X

=[(2+1)In(2+1)-2:In2]-[(1+1)In(1+1)-1In1]=

=3In3-2In2-2In2=3In3-4In2=In3*-In2*=In27-In16 = In(%j

Se cumple lo indicado en el ejercicio.

Tv

N

[+¥]

[:5]
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CUESTION 3 (a elegir entre 3A 'y 3B):
3A) Considere las rectas

x=1 X=7+3u
r.sy=5+4 vy S:iy=-5+u
z=21 z=7

a) [0,5] Compruebe que se cruzan.
b) [1,5] Halle la ecuacién de la recta perpendicular a ambas.
c) [0,5] Calcule la distancia entre r y s.

a) Hallamos un vector director y un punto de cada recta.

x=1 — X=7+3u
{ur=(0,1,1)
r.sy=5+A=r: S:iiy=-5+u=s;s:
) R(l,S,O) ;=7

{vi (31.0)

Q,(7,-57)

Las rectas no son paralelas ni coincidentes pues tienen vectores directores con coordenadas no

proporcionales.

= —F £ —
u =(0,11 011
Las rectas se cortan o cruzan. Obtenemos el valor del producto mixto [I\Z ﬁ] .
P.(1,5,0) _
PQ.=(7,-5,7)-(15,0)=(6,-10,7
= PR 51)-(u50) - (a-207)
u, =(0,1,1) 0 1 1
v.=(310) =|u.v,,PQ,[=3 1 0/=0+0-30-6-21-0=-57+0
@ _ (6,—10,7) 6 -10 7

Como el valor de este producto mixto es no nulo las rectas se cruzan.

b) Hallamos el vector director de la recta t perpendicular a ambas como el
vectores directores de ry s.

i ] ok
=0 1 1/=0+3j+0-3k-0-i=-i
310

producto vectorial de los

+3j-3k =(-13,-3)

Hallamos la ecuacion del plano 1t que contiene a la recta r y que también tiene como vector

director w, .

28 de 280




PAU Junio 2025 Matemadticas Il en Murcia

a:Wt:(_l’&_?’) x-1 y-5 z
v=u =(011) |t=z:-1 3 -3=0=3(x-1)-0-z+0+y-5+3(x-1)=0=
P(150)ex o 1 1

=3Xx-3-2+y-5+3x-3=0=|7:6x+y-z-11=0|

Hallamos la ecuacion del plano m “ que contiene a la recta s y que también tiene como vector
director w, .

a:Wt:(_l’s’_B) X=7 y+5 z-7
v=v,=(310) t=z:il-1 3 -3|=0=
Q,(7,-57)er 3 1 0

=0-9(y+5)-z+7-9(z-7)-0+3(x-7)=0=

:>—9y—45—z+7—9z+63+3x—21:0:>|7z’:3x—9y—102+4:0

La recta t buscada es la interseccion de los dos planos 7 :6x+y—-z-11=0y
7:3x—9y—-10z+4=0.
[6x+y-z-11=0
'{3x—9y—102+4:0

c) Para hallar la distancia entre las dos rectas r y s que se cruzan determinamos el plano " que
contiene a la recta r y que es paralelo a la recta s. La distancia entre las rectas r y s es el valor de
la distancia de un punto de la recta s al plano ="

Hallamos la ecuacion del plano ©”" que contiene a la recta r y tiene como otro de sus vectores
directores el director de la recta s. Este plano tiene como vector normal el vector director de la
rectat.

n"=w =(-13-3)
P(L50)ex”

7 —x+3y-3z2+D=0
= ., =-1+3:-5-3-:0+D=0=
R(1,5,0)e7r

=14+D=0=D=-14=|7":—x+3y-3z-14=0|

Hallamos la distancia de Q,(7,-5,7) al plano 7”1 —x+3y—3z-14=0.

Q,(7,-57) :\—7+3(—5)—3-7—14\_ 57 _3Jis

=d(r,s)=d(Q,, 7" = =
7r":—x+3y—3z—14:0} (rs)=d(Q.7") /(_1)2+32+32 J19

La distancia entre r y s tiene un valor de 3\/1_9 unidades.
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3B) Considere los planos 7, : X—-y+z=0y 7, :X+y-2=2

a) [1] Calcule la ecuacion paramétrica de la recta en la que se cortan 7, y ,.

b) [0,75] Halle la ecuacion de la recta que pasa por P(l, 2,3) ynocortania z, nia z,.
c) [0,75] Calcule la proyeccion ortogonal de P en 7,

X-y+z=0

a) La ecuacién implicita de la recta donde se cortan los planos es r:{ . Obtenemos la

X+y—2=2
ecuacion paramétrica de la recta.

X—-y+z=0 X=y-12
r: = =>YyY-2+y-1=2=2y-21=2=

X+y—z=2 X+y—-z2=2
x=1
>y-=1loy=1l+z2=>x=1+72-2=1=|r:qy=1+1; 1eR
=41
x=1
La ecuacion parametrica de la recta en la que se cortan 7, y 7, es r:<y=1+4; AeR.
=41

b) Comprobamos que el punto P no pertenece a ninguno de los dos planos.

(;P(l,2,3)e7rl?

=¢1-2+3=07=:2=07
m i X=y+z2=0
(;P(1,2,3)e7r2?

=¢14+2-3=27=:0=27
T, X+Yy—-2=2
La recta s que pasa por P(1,2,3) y no corta nia 7, nia 7, es larecta paralela a la recta r que
pasa por el punto P..

x=1
ri{y=1+i=u,=(011)
z2=41

P(L2,3)es x=1
. =>siy=2+a;axeR
v, =u, =(0,1,1)

S

=3+«
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x=1
La recta que pasa por P(1, 2,3) y no cortania x, nia m,tiene ecuacion s:qy=2+a; aeR.
=3+«

c) Debemos hallar las coordenadas del punto P” perteneciente al plano tal que el vector PP” sea
paralelo a su vector normal.

d

7 iX—y+z=0

—a-b+c=0=a=b-c=P’(b-cb,c)
P(a,b.c)er,

=(b-c,b,c)-(1,2,3)=(b-c-1,b-2,c-3)
7 ix—y+z2=0=n=(1-11)

PP’||n, = b_;_lz b—12 zclgzb—c—1:2—b:c—3:

:>2b:5—b+3:>3b:8:>b:§:>

3

La proyeccion ortogonal de P en 7, tiene coordenadas P~ (

b-c-1=2-b 2b=c+3
= =
2-b=c-3 5-b=c

8 7 8 7 1 .
3 3 3 3 3

w| oo
w|~

Wl

w|~
N—

Wl
Wl

31 de 280



PAU Junio 2025 Matemadticas Il en Murcia

CUESTION 4 (a elegir entre 4A y 4B):

4A) Considere dos urnas, Uy y Uy, tales que en Uz hay 2 bolas rojas y 3 verdes, y en Uz hay 6 bolas
rojas y 3 verdes. El experimento aleatorio consiste en sacar una bola de U1, depositarlaen U> y, a
continuacion, sacar una bola de U». Calcule la probabilidad de que:

a) [0,5] Salga una bola roja en U sabiendo que ha salido roja en Us.

b) [0,5] Salga una bola verde en U> sabiendo que ha salido roja en Us.

c) [0,5] Salga una bola verde en Uo.

d) [0,5] Haya salido roja en U; sabiendo que ha salido roja en Uo.

a) Si sale roja de la urna U1 entonces la urna U2 pasa a tener 7 bolas rojas y 3 verdes por lo que la

probabilidad de extraer una bola roja de la urna U2 es de % =0.7.

b) Si sale roja de la urna U1 entonces la urna U2 pasa a tener 7 bolas rojas y 3 verdes por lo que la

probabilidad de extraer una bola roja de la urna U2 es de % =0.3.

c) Aplicamos el teorema de la probabilidad total. Sumamos las probabilidades de sacar verde en urna
U2 sacando previamente de la urna U1 una bola roja y la probabilidad de sacar verde en urna U2
sacando previamente de la urna U1 una bola verde.

P(Vz): P(Vl)P(Vz /Vl)+P(Rl)P(V2/R1):§.%+

[$200\N)

= ~[038

d) Nos piden calcular P(R1 / Rz). Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de Bayes.

2 7
_P(R0R,)_P(R)P(R,/R) _ 5730 _|7 _
P(RIR)= P(R,)  1-P(V,) “1036 |18 0
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4B) EIl 2% de las piezas fabricadas por una maquina son defectuosas.

a) [1] Considere el nimero de piezas en buen estado de un lote de 10 piezas. Diga qué tipo de
distribucion de probabilidad es, indicando la media y la desviacion tipica. Calcule la probabilidad
de que haya exactamente 1 pieza defectuosa.

b) [1,5] Considere el nimero de piezas en buen estado de un lote de 2000 piezas. Diga qué tipo de
distribucion de probabilidad es, indicando la media y la desviacion tipica. Calcule la probabilidad
de que haya menos de 50 piezas defectuosas.

a) Denominamos X = NUmero de piezas en buen estado de un lote de 10 piezas. Esta distribucion de
probabilidad es una binomial siendo n =10y p = probabilidad de que una pieza esté en buen estado
=0.98. X =B(10, 0.98).

Existen 10 repeticiones del experimento “ver si la pieza esta en buen estado” y cada repeticion es
independiente de las demas.

La mediaes n-p=10-0.98=9.8 y la desviacion tipica vale anq = \/10-0.98-0.02 =0.4427 .
Para que haya exactamente 1 pieza defectuosa debe haber 9 piezas en buen estado. Debemos
calcular P(X =9).

10 9 1 9
P(X=9)= 9 0.98”-0.02" =10-0.98"-0.02 = |0.16667
La probabilidad de que haya exactamente 1 pieza defectuosa en un lote de 10 piezas vale 0.16667

b) Denominamos X = Numero de piezas en buen estado de un lote de 2000 piezas. Esta distribucion
de probabilidad es una binomial siendo n = 2000 y p = probabilidad de que una pieza esté en buen
estado = 0.98. X = B(2000, 0.98).

Para el calculo de probabilidades dado el elevado nimero de elementos de la muestra aproximamos
la distribucion binomial a una normal Y, siendo su media z=n-p=2000-0.98=1960 y su
desviacion tipica o =./npg =/2000-0.98-0.02 = 6.26. Y = N(1960, 6.26).

Esta aproximacion es buena pues n-p=1960>5 y n-q=2000-0.02=40>5.

Para que haya menos de 50 piezas defectuosas debe de haber mas de 1950 piezas en buen estado.
Nos piden calcular P(X >1950).

P (X >1950) = {Correccién de Yates} = P(Y >1950.5) = {Tipificamos} =

Miramos en la
tabla N(O, 1)

1950.5-1960

=P|z>
( 6.26

JzP(Zz—l.SZ)zP(Z 31.52):{ }: 0.9357

0.03
0.512
0.551
0.591
0.629
0.666

0.701
0.735
0.767
0.796
0.823

0.848
0.870
0.890
0.908
0.923

0.937

09452 09463 09 0.948

La probabilidad de que haya menos de 50 piezas defectuosas en un lote de 2000 piezas vale
0.9357.
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OBSERVACIONES IMPORTANTES: Se debe responder a un maximo de 4 cuestiones y no es
necesario hacerlo en el mismo orden en que estan enunciadas. Cada cuestion tiene una puntuacion de
2,5 puntos. Si se responde a mas de 4 cuestiones, sélo se corregiran las 4 primeras, en el orden que
haya respondido el estudiante. Solo se podran usar las tablas estadisticas que se adjuntan. No se
podrén usar calculadoras gréaficas ni programables.

1: [2,5] Taylor Swift tiene un total de 435 millones de seguidores en las tres siguientes redes sociales:
Instagram, X (antiguo Twitter) y YouTube. Si ganara en Instagram tantos seguidores como la mitad
de los que tiene en YouTube, el nimero de sus seguidores en Instagram seria el doble de la suma de
los que tiene en X y en YouTube. Ademas, si Taylor recibiera cada mes 10 dolares por cada millon
de seguidores en Instagram, 20 dolares por cada millén de seguidores en X y 30 dolares por cada
millon de seguidores en YouTube, tendria unos ingresos mensuales de 6.500 dolares.

Calcule cuéntos seguidores tiene Taylor Swift en cada una de estas redes sociales.

2: Se dice que una matriz cuadrada A de orden 2 es una matriz ortogonal si cumple que A-A' =1,

donde A' denota la matriz traspuesta de A e | denota la matriz identidad de orden 2.
a) [1] Estudie si las siguientes matrices son ortogonales o no:

J3/12 172 , 312 172
“1/2 J3/2 —1/2 —J3/2

b) [0,75] Si A es una matriz ortogonal cualquiera de orden 2, calcule razonadamente su
determinante.

¢) [0,75] Justifique que si Ay B son dos matrices ortogonales cualesquiera de orden 2, entonces
el producto C = A-B también lo es.

2x?

X% —

a) [0,5] Calcule XIirEO f(x)y lim f(x).

X—>+00

3: Considere la funcion f (x) 3 definida para todo valor xe R.

b) [1,5] Determine los intervalos de crecimiento y/o decrecimiento de la funcién f (x) y calcule
sus extremos relativos (maximos y minimos relativos).

¢) [0,5] Justifique que la funcion alcanza sus extremos absolutos (maximo y minimo absolutos) y
calcule el valor de dichos extremos absolutos.

In x

N

4: Considere la funcion f (x) = , definida para todo valor de x>0.
a) [0,5] Calcule lim f (x).
b) [1,5] Calcule la integral indefinida j f (x)dx.

c) [0,5] Determine el valor de a >0 para el cual se cumple que La f (x)dx =4,
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: Considere los planos x—y+z=0y x+y—-z=2 ylos puntos P(1,2,3) y Q(11.3).

a) [0,75] Compruebe que ambos planos se cortan en una recta r y calcule la ecuacion continua de
dicha recta.
b) [1] Compruebe que el punto P no esta en ninguno de los dos planos y calcule la ecuacion de la
recta que pasa por P y no corta a ninguno de los dos planos.
c) [0,75] Determine el punto de la recta r que equidista de P y de Q.
-1 y+1 z
1 3
a) [0,75] Compruebe que ambos planos se cortan y calcule el angulo que forman.
b) [0,75] Estudie la posicion relativa de la recta r con el plano x+y—-z=3.

c) [1] Determine los puntos de la recta r que equidistan de ambos planos.

: E1 60% de los habitantes de una poblacion consume pan integral, el 40% consume pan blanco y el

20% consume ambos tipos de pan.

a) [0,5] (Son independientes los sucesos “consumir pan integral” y “consumir pan blanco”?

b) [0,5] Sabiendo que un habitante consume pan integral, ;cual es la probabilidad de que consuma
pan blanco?

c) [0,75] Calcule el porcentaje de la poblacion que no consume ninguno de los dos tipos de pan.

d) [0,75] Sabiendo que un habitante no consume pan integral, ¢cual es la probabilidad de que
consuma pan blanco?

: Trabaje con 4 cifras decimales para las probabilidades y con 2 para los porcentajes.

Una fabrica de componentes de ordenador produce 2500 microprocesadores al dia. Sabiendo que

el porcentaje de microprocesadores defectuosos fabricados es del 2%, responda razonadamente a

las siguientes cuestiones:

a) [0,5] ¢Qué distribucion sigue la variable aleatoria que cuenta el namero de microprocesadores
defectuosos fabricados al dia?

b) [0,5] Calcule la media y la desviacion tipica de esta distribucion.

c) [0,75] ¢Cual es la probabilidad de que en un dia el nimero de microprocesadores defectuosos
fabricados sea menor o igual que 57?

d) [0,75] ¢Cual es la probabilidad de que en un dia el nimero de microprocesadores defectuosos
fabricados sea exactamente 50?
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SOLUCIONES

1: [2,5] Taylor Swift tiene un total de 435 millones de seguidores en las tres siguientes redes sociales:
Instagram, X (antiguo Twitter) y YouTube. Si ganara en Instagram tantos seguidores como la mitad
de los que tiene en YouTube, el nimero de sus seguidores en Instagram seria el doble de la suma de
los que tiene en X y en YouTube. Ademas, si Taylor recibiera cada mes 10 d6lares por cada millon
de seguidores en Instagram, 20 do6lares por cada millon de seguidores en X y 30 dolares por cada
millon de seguidores en YouTube, tendria unos ingresos mensuales de 6.500 ddlares.

Calcule cuéntos seguidores tiene Taylor Swift en cada una de estas redes sociales.

Llamamos “x” al nimero de seguidores de Taylor Swift en Instagram (en millones), “y” al nimero
de seguidores de Taylor Swift en X y “z” al nimero de seguidores de Taylor Swift en YouTube.

“Taylor Swift tiene un total de 435 millones de seguidores” > x+y+z =435
“Si ganara en Instagram tantos seguidores como la mitad de los que tiene en YouTube, el
namero de sus seguidores en Instagram seria el doble de la suma de los que tiene en X y en

YouTube” > x+§:2(y+z)

“Si Taylor recibiera cada mes 10 dolares por cada millon de seguidores en Instagram, 20 dblares
por cada millon de seguidores en X y 30 dolares por cada millon de seguidores en YouTube,
tendria unos ingresos mensuales de 6.500 dolares” - 10x+ 20y +30z = 6500

Reunimos las ecuaciones en un sistema y lo resolvemos.
X+Yy+2=435 X+Yy+2=435 X+y+7=435
x+§=2(y+z) :x+%=2y+22 = 2X+z=4y+4z7 =

10x + 20y + 30z = 6500 X+ 2y +32 = 650 X+2y+3z =650

X+Yy+2=435
y 6502y —37+y+2 =435
=2X-4y-3z=0 ;= =
2(650-2y—3z)-4y—-3z=0
X=650-2y -3z
-y—2z=-215 —27+215=y
= = =
1300-4y-6z—-4y—-3z=0 -8y -9z =-1300

= —8(—22+215)-9z7 =-1300=16z-1720-9z = -1300 =

=72=420=|z=—"-=60|= |y =-120+215=95|= |x = 650 —190 —180 = 280

Taylor Swift tiene 280 millones de seguidores en Instagram, 95 millones en X y 60 millones en
YouTube.
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2: Se dice que una matriz cuadrada A de orden 2 es una matriz ortogonal si cumple que A-A' =1,

donde A' denota la matriz traspuesta de A e | denota la matriz identidad de orden 2.
a) [1] Estudie si las siguientes matrices son ortogonales o no:

J3/12 172 , 312 172
“1/2 J3/2 ~1/2 —J3/2

b) [0,75] Si A es una matriz ortogonal cualquiera de orden 2, calcule razonadamente su
determinante.

¢) [0,75] Justifique que si A 'y B son dos matrices ortogonales cualesquiera de orden 2, entonces el
producto C = A-B también lo es.

a) Para que sean ortogonales deben cumplir A-A"' =1 .

Primera matriz.

314314 1/4+(\312)

(3/4+1/4 0 (10 _
B 0 1/4+3/4) (0 1)

Se cumple la igualdad y la primera matriz es ortogonal.

2
B2 12 (B2 -12) | (V312) +1/4 —J3/4+3/4
~1/2 Bi2)\ 112 Bi2

Segunda matriz.

[\/5/2 1/2 J[\/é/z _1/2] («/§/2)2+1/4 _B14-J314

1/2 —J312)\ 112 312

_J314-J3/4 1/4+(J§/2)2

(3/4+1/4  —Br2 ) [ 1 —3/2 7{1 Oj_'
312 1/4+314) (\BI2 1 01
No se cumple la igualdad y la segunda matriz no es ortogonal.

b) Si A es una matriz ortogonal tenemos que A-A' =1.

Propiedad 10
|AB|:|A| |B| 01

Propiedad
1

2
A=A }:|A|-|A|_1:>|A| =1=[|Al=\1=21

El determinante de una matriz ortogonal vale 1 o —1.

¢) Si Ay B son dos matrices ortogonales cualesquiera de orden 2, se cumple A-A'=1 y B-B' =1
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Comprobamos si la matriz C = A-B es ortogonal.

Propiedad

C=AB=
{(A-B)tzB‘-At

}:>C‘:B‘-At

cc‘=A-B-BI-AI={B-Bt=|}=A-|-A‘=A-A‘=|

Queda justificado que si A 'y B son dos matrices ortogonales cualesquiera de orden 2, entonces el
producto C = A-B también lo es.
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2%
X —2x+3
a) [0,5] Calcule lim f(x) y lim f(x).

X—>+0

3: Considere la funcion f (x)= , definida para todo valor xeR.

b) [1,5] Determine los intervalos de crecimiento y/o decrecimiento de la funcion f (x) y calcule sus
extremos relativos (méximos y minimos relativos).

c) [0,5] Justifique que la funcién alcanza sus extremos absolutos (méximo y minimo absolutos) y
calcule el valor de dichos extremos absolutos.

a) Calculamos el limite de la funcion en —co.

2x°
. . 2x° : N
lim f (x)= lim = li X =
X () x>0 X2 - 2x+3 o= x* 2X 3
2" 2T 2
X° X° X
= lim 2 = 2 2
S 2,872 371040
X X —00 400
De forma analoga calculamos el limite de la funcion en +co.
2x°
2 V2
lim f(x) = lim 2% = lim X~
X—>+00 Xot0 X5 —2X 4+ 3  xo+0 X 2X 3
xR
_lim 2 3 2 2
S 2,872 3 1040
X +00 400

b) Averiguamos el dominio de la funcion.

2+.J(-2)" -4(1)(3 =
X2 -2Xx+3=0=x= \/( )2 (3)( ):212/_823
El denominador nunca se anula y el dominio de la funciénes R.

Utilizamos la derivada para hallar los puntos criticos de la funcion.

f(x)= 2x? N 1:,(X):4x(x2—2x+3)—2x2(2x—2) _

X -2x+3 (x2—2x+3)2

A -8 +12x— A +4xE | —AxE 412

(x2—2x+3)2 (x2—2x+3)2
f’(x):0:>(_24)(2—+12)()2:0:>—4x2+12x:0:>
X" —2X+3
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x=0
= —4x(x-3)=0=

X-3=0—>x=3
Estudiamos el signo de la derivada antes, entre y después de estos dos valores.

e Enelintervalo (—x,0) tomamos x = -1y la derivada vale

~4(-1)°+12(-1)  -16

f(-1)= ~=——x<0. La funcién decrece en (—o,0).
(-1 -2(-2)+3)
e Enelintervalo (0,3) tomamos x = 1y la derivada vale f"(1)= ﬁ =2>0.La
-2+

funcién crece en (0,3).
e Enelintervalo (3,+c) tomamos x = 4y la derivada vale

2
f(4)= —4(4) +12(42 _~16 <0. La funcién decrece en (3,+x).
(42-2(4)+3)" 121

La funcion sigue el esquema siguiente.

O i T ;

La funcién crece en (0,3) y decrece en (—o0,0)U(3,+x).
La funcion tiene un minimo relativo en x = 0 y un maximo relativo en x = 3.

Como f(0)= g =0 el minimo relativo tiene coordenadas (0, 0).

2
Como f(3)= % = % =3 el maximo relativo tiene coordenadas (3, 3).
— . +

c) Tenemos que lim f (x) =2, la funcion es continua siendo su dominio todos los nimeros reales,

X—>+0

el valor minimo relativo es 0 por lo que la funcién tiene un minimo absoluto en dicho valor. El
minimo absoluto de la funcién es 0 y se alcanza en x = 0.

Tenemos que lim f (x) =2, la funcion es continua siendo su dominio todos los nimeros reales,

X—>—00

el valor maximo relativo es 3 por lo que la funcién tiene un méaximo absoluto en dicho valor. El
maximo absoluto de la funcién es 3 y se alcanza en x = 3.

2.
> ~
y =32 N S/
1
—
I11-10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 ) 6 7 10 11
24
flx)=—=
( ] X" —2x+3
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4: Considere la funcién f (x)= InTx , definida para todo valor de x >0.
X

a) [0,5] Calcule lim f (x).

b) [1,5] Calcule la integral indefinida If (x)dx

c) [0,5] Determine el valor de a >0 para el cual se cumple que J' dx 4,

a) Calculamos el limite pedido.

lim f( )= lim —=f= Indeterminacion (L Hdpital) =
o0

X
X—>+00 X—>+00 /

1
~ lim —X— = |im 2 _||m2/ _|im2\ﬁ=2fi=2-0=@
X—>+00 1 X—>+00 X—>+0o0 X—>+00 X +CX)
2J/x

b) Calculamos la integral usando el método de integracion por partes.

u:lnx—>du:£dx
X

In x _ 1
f(x)dx= | —=dx = |Inx-x*2dx 2a _
I Jx I dv:x‘l’zdxav:Jx‘l’zdx:&=2\/§

:2\/§In x—flzﬁdx:Z\/;In x—ZJidx:Z\/;In x—4jidx:
X \/; 2\/;

= 2JxInx—4-Vx =|2x (Inx-2)+C

¢) Usamos la integral indefinida obtenida en el apartado anterior para obtener la expresion de la
integral definida del ejercicio.

[ (x)dx=[2¢x(Inx-2)] =2Va(Ina-2)-241(In1-2)=2Va(Ina-2)+4
Igualamos la integral definida a 4 y obtenemos el valor de a.

[ f(x)dx=2Ja(Ina-2)+4
ja f(x)dx=4

1

=2Ja(Ina-2)+4=4=2Ja(lna-2)=0=

a=0—jlmposible! puesa>1
=
Ina—2=0:>|na:2:>

El valor buscado es a =¢e?.
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5: Considere los planos x—y+z=0y x+y—z=2 ylospuntos P(1,2,3) y Q(113).

a) [0,75] Compruebe que ambos planos se cortan en una recta r y calcule la ecuacion continua de
dicha recta.

b) [1] Compruebe que el punto P no esta en ninguno de los dos planos y calcule la ecuacion de la
recta que pasa por Py no corta a ninguno de los dos planos.

c) [0,75] Determine el punto de la recta r que equidista de P y de Q.

a) Para que los planos se corten en una recta los vectores normales de los planos no deben tener
coordenadas proporcionales (planos no paralelos ni coincidentes).

x—y+z=0=n=(1-11) }:} 11
1

X+y-z=2=>n"=(11-1) 1 -
Los planos no son paralelos y se cortan en una recta.

Hallamos la ecuacion de la recta.

X-y+2=0 X=Yy—-12
r: = =>Y-I+yY-1=2=22y-21=2>
X+y—2=2 X+y—2=2

x=1
>y-1=loy=l+z=>Xx=1l+z-z2=1=>r y=1+1=>
=41
v, =(0,1,1 - -
re’ ( ):> Xt oyl oz
P (110) 0 1 1
L, . x=1 y-1 z
La ecuacion continua de la recta donde se cortan los planos es r: o -1 1

b) Comprobamos si el punto P pertenece al primer plano
¢P(12,3)ex—y+z2=0?=¢1-2+3=07
No se cumple la igualdad y el punto P no esta en el primer plano.

Comprobamos si el punto P pertenece al segundo plano
¢P(1,23)ex+y—z=2?7=41+2-3=27

No se cumple la igualdad y el punto P no esta en el segundo plano.
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La recta s paralela a r que pasa por P es una recta que no corta a ninguno de los dos planos.

u, =v, =(0,11) o _
=Ssicy=2+4; 1R

P(1,2,3)es S—34
x=1
c) Unpunto R de larecta r:qy =1+ A tiene coordenadas R(1,1+ A,/l). Buscamos el valor de A
=41
tal que d(R,P)=d(R,Q).
R(L1+4,4) —
RP=(1,2,3)-(11+2,4)=(0,1-1,3- 1)
P(12,3) =
0(L13) RQ=(113)-(11+4,4)=(0,-1,3-1)

d(R,P)=d(R.Q)=[RF|=[RQ| = /0 +(1- 2)° ) =07 +(-A) +(3-2) =

1+ A2 2449422 —64 =JA2+94+ 12 —61 =212 —81+10 =242 —61+9 =

212 -81+10=21>-6A+9—> 21=-1— z:%
212—8/1+1O:—(2/12—6/1+9)—>2&2—8&+1O:—2/12+6/1—9—>
= 2 =

14 +.[(-14) —4(4)(19
—42*-142+19=0> 1= \/( )8 (4)( ):
+4/_
:ﬂ:Noexiste
8
~a-1_R 11+1 LR 1§ 1
2 2'2 2'2

El punto de la recta r que equidista de los puntos Py Q es R(lg%j
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6: Considere los planos x+y+z=-3y x+y—-z=3 ylarecta r:XT_lzyT“leé

a) [0,75] Compruebe que ambos planos se cortan y calcule el angulo que forman.
b) [0,75] Estudie la posicion relativa de la recta r con el plano x+y—z=3.

c) [1] Determine los puntos de la recta r que equidistan de ambos planos.

a) Para que los planos se corten en una recta los vectores normales de los planos no deben tener
coordenadas proporcionales (planos no paralelos).

1 1
_i_
1 1

Xx+y+z=-3=n=(111) }:}
=

x+y-z=3=n"=(11-1)

Los planos no son paralelos y se cortan en una recta.
Hallamos el &ngulo que forman sus vectores normales (angulo entre los planos).

X+y+z=-3=n=(111) :>cos(ﬁ ﬁ’): P
x+y—z=3:>?=(1,1,—l) ’ ‘ ‘

— (L11)(L1-1) =1+1_1=l:>(ﬁ,?)=cos‘l(3=70.53°

ERE LB+ (-1 (V3) 3

n"

>

\ 75
El angulo que forman los dos planos es de aproximadamente 70.53°.

b) Hallamos un punto y un vector de la recta.

y+l_z U, =(213)
1 P

r:

x-1
2

=—=Tr:
3 (1-1,0)

Averiguamos si el vector director de la recta y el normal del plano son perpendiculares.
u, =(2,1,3)
x+y-z=3=n"=(11-1);=¢(213)(LL-1)=0?=¢2+1-3=07?

¢u, Ln?—¢u.-n"=0?
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Se cumple la igualdad, por lo que el vector director de la recta y el normal del plano son
perpendiculares y por tanto, la recta y el plano son paralelos o coincidentes.

Comprobamos si el punto P, (1,-1,0) de la recta pertenece al plano.
¢P(L-10)ex+y-z=3?=¢1-1-0=3?

La igualdad es falsa y el punto no pertenece al plano por lo que recta y plano son paralelos.
c) Buscamos los puntos de la recta r que equidistan de ambos planos.

X=1+24

_ u =(2,1,3
X2l yel oz Ju=(218) y=-1+A= A (1+24,~1+ 4,31

2 1 3 P (1-1,0)

r z=31

T:X+Yy+2+3=0
7X+y-2-3=0 :|1+2/1—1+,1+3/1+3|_|1+2/1—1+/1—3/1—3|:>
A (1+24,-1+1,32) 222 412 1+ + (1)’
d(A.7)=d(A.7)

64+3 |3

NN IR ik i

641+3=3—->61=0>41=0— Pr(l,—l,O)
=

6A+3=-361=6=>1=-1->A (1-2,-1-1,-3) > [A (-1,-2,-3)

Los puntos de la recta r que equidistan de ambos planos son P, (1,-1,0) y A (-1-2,-3).
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7: E1 60% de los habitantes de una poblacion consume pan integral, el 40% consume pan blanco y el
20% consume ambos tipos de pan.

a) [0,5] (Son independientes los sucesos “consumir pan integral” y “consumir pan blanco”?

b) [0,5] Sabiendo que un habitante consume pan integral, ¢cual es la probabilidad de que consuma
pan blanco?

c) [0,75] Calcule el porcentaje de la poblacién que no consume ninguno de los dos tipos de pan.

d) [0,75] Sabiendo que un habitante no consume pan integral, ;cuél es la probabilidad de que consuma
pan blanco?

a) Realizamos una tabla de contingencia.

Consumen pan blanco | No consumen pan blanco
Consumen pan integral 20 60
No consumen pan integral

40 100

Completamos la tabla.

Consumen pan blanco | No consumen pan blanco
Consumen pan integral 20 40 60
No consumen pan integral 20 20 40
40 60 100

Llamamos B al suceso “consumir pan blanco” e I a “consumir pan integral”.
Comprobamos si se cumpla la igualdad P(BN1)=P(B)P(l).

P(BN1)=0.20

P(B)P(I)=0.40-0.60=0.24}:> P(BN1)=0.20#024=P(B)P(l)

La igualdad no se cumple y los sucesos “consumir pan integral” y “consumir pan blanco” no son
independientes.

b) Nos piden calcular P(B/ I ) Aplicamos el teorema de Bayes.

p(B/u):%:%:%:osss

La probabilidad de que un habitante que consume pan integral consuma pan blanco es de

l: 0.333.
3

c) Observando la tabla del comienzo del ejercicio sabemos que un 20 % de los habitantes no
consume ninguno de los dos tipos de pan.

d) Nos piden calcular P(B/T). Aplicamos el teorema de Bayes.

P(BT)

(1)
La probabilidad de que un habitante que no consume pan integral consuma pan blanco es de

1:0.5.
2

020 11 _45

P(B/T)= >

={Datos de la tabla} =
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8: Trabaje con 4 cifras decimales para las probabilidades y con 2 para los porcentajes.

Una fabrica de componentes de ordenador produce 2500 microprocesadores al dia. Sabiendo que el
porcentaje de microprocesadores defectuosos fabricados es del 2%, responda razonadamente a las
siguientes cuestiones:

a) [0,5] ¢Qué distribucion sigue la variable aleatoria que cuenta el nimero de microprocesadores
defectuosos fabricados al dia?

b) [0,5] Calcule la media y la desviacion tipica de esta distribucion.

c) [0,75] ¢Cuél es la probabilidad de que en un dia el nimero de microprocesadores defectuosos
fabricados sea menor o igual que 577

d) [0,75] ¢Cual es la probabilidad de que en un dia el namero de microprocesadores defectuosos
fabricados sea exactamente 507

a) X = “El nimero de microprocesadores defectuosos de un grupo de 2500”
Esta variable es una binomial pues cada fabricacién de un microprocesador es independiente de
la anterior y la probabilidad de fabricar un microprocesador defectuoso es 0.02 en cada nueva
fabricacion. Los resultados siempre son “defectuoso” o “no defectuoso™.
X = B(2500, 0.02).

b) La media es np =2500-0.02 =50 microprocesadores defectuosos al dia.

La desviacion tipica es y/npg = ,/2500-0.02-0.98 = 7 microprocesadores.

c) Nos piden calcular P(X <57).

Como el nimero de repeticiones es muy grande (2500) utilizamos la aproximacion a la normal
con media 50 y desviacion tipica 7.
Y =N(50, 7)

Tipificamos
P(X <57)={Correccién de Yates} = P(Y <57.5) = ,_Y =50 =

7

- Miramos en la
:P(Z smsz(Z 31.07): =10.8577
7 tabla N(0, 1)

z 0.00 001 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06
0.0 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199 05239
01 0.5393 05438 05473 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636

oooalo

0.2 0.5793 0.55832 0.5871 0.5910 0.5945 0.5987 0.6026
03 06179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406
0.4 0.6554 0.6591 06628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772

05 06915 0.6950 06985 0.7019 0.7054 0.7088 07123

ooola o

06 0.7257 0.7201 07324 0.7357 0.7380 0.7422 0.7454
0.7 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764
0.3 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051

0.9 0.8159 0.8186 08212 0.8238 0.8264 0.5289 0.8315

l 1.0 ! 0241 02438 084Rd 05485 0850 08521 0.GEES

La probabilidad de que en un dia el nimero de microprocesadores defectuosos fabricados sea
menor o igual que 57 es de 0.8577.

d) Nos piden calcular P(X =50).
Calculamos esta probabilidad usando la binomial.
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2500
P(X =50)= (50 jO.OZ50 -0.98%*° =La calculadora no es capaz de hacer este calculo!=

=Utilizando la web Wolfram Alpha =|0.0569
Calculamos esta probabilidad usando la aproximacion a la normal.

P(X =50) ={Correccion de Yates} = P(49.5<Y <50.5)=P(Y <50.5)- P(Y <49.5)=

Tipificamos

= Y —=50 :=P(ZS§9E:§QJ—P(ZSﬂgé:§9)=

lZ=—— 7 7
7

—P(Z<0.07)-P(Z<-0.07)=P(2<0.07)-P(Z >0.07)=

Mi |
~P(2<007)-[1-P(2<0.07)] :{ Tamos &n a} ~0.5279-1+0.5279 =

tabla N(O, 1)

z 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06

I 0.0 = Conn oCoy Soa0 ey o Cacn Caon o Coon 0.5279 C
L] r

LEEL] LYFET LYFEL] nCcc4T n cceT nECns nEcene A ceTe

La probabilidad de que en un dia el nimero de microprocesadores defectuosos fabricados sea
exactamente 50 es de 0.0558.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD
306-MATEMATICAS II

EBAU2024 - JUNIO

OBSERVACIONES IMPORTANTES: Se debe responder a un maximo de 4 cuestiones y no es
necesario hacerlo en el mismo orden en que estan enunciadas. Cada cuestion tiene una puntuacion de
2,5 puntos. Si se responde a mas de 4 cuestiones, sdlo se corregiran las 4 primeras, en el orden que
haya respondido el estudiante. Solo se podran usar las tablas estadisticas que se adjuntan. No se
podrén usar calculadoras gréaficas ni programables.

1: [2,5] En los afios 2022 y 2023, Carlitos Alcaraz gan6 un total de 10 torneos de categorias Grand
Slam, Masters 1000 y ATP 500, lo que le proporcion6 un total de 10.000 puntos. El nGmero de
torneos ganados de categoria ATP 500 fue 1 méas que la mitad de la suma del nimero de torneos
ganados de las otras dos categorias.

En la siguiente tabla se detallan los puntos conseguidos por cada torneo ganado en cada una de las
categorias:

| Grand Slam = 2.000 puntos | Masters 1000 = 1.000 puntos | ATP 500 = 500 puntos |
Con esta informacion, calcule el nimero de torneos de cada una de las tres categorias ganados por
Carlitos en los afios 2022 y 2023.

2: Se dice que una matriz cuadrada A de orden 2 es una matriz de Hadamard si esta formada solo por
1’sy-1’s y cumple que A-A' =2l , donde A' denota la matriz traspuesta de A e | denota la matriz

identidad de orden 2.
a) [1] Determine cual de las siguientes matrices es de Hadamard:

11 1 1
-11 y -1 -1
b) [0,75] Si A es una matriz de Hadamard cualquiera de orden 2, calcule razonadamente su

determinante.
¢) [0,75] Justifique que toda matriz A de Hadamard de orden 2 es regular (o invertible) y

obtenga una expresion para su inversa en términos de A'.

3: Calcule los siguientes limites:
cos(3x)—cos(2x)

a) [1] lim 5
x—0 X
b) [0,75] lim V/x+9—/x—9
¢ [0,75] lim "X
X—>+0 X

4: a) [1,5] Calcule la siguiente integral indefinida szsenxdx.

b) [1] Determine el area del recinto limitado por el eje OX, las rectas verticales x=—7z/2'y
x =12,y lagrafica de la funcion f (x)=x"senx.
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5: Considere el plano m de ecuacion x+y+z =-1y la recta r dada por % _y-l é .
a) [1] Compruebe que el plano Tty la recta r son paralelos.

b) [0,5] Calcule la distancia de la recta r al plano .

c) [1] Calcule la ecuacién general (o implicita) del plano que contiene a la recta r y es

perpendicular al plano .

6: Considere las siguientes rectas:
r_{x+2y:13 S {y+22 =4

7=2 —X+y=3
a) [1] Compruebe que ambas rectas se cruzan en el espacio.

b) [0.5] Compruebe que el punto P(O,3,0) no esta en ninguna de las dos rectas.

c) [1] Calcule la ecuacion del plano (en cualquiera de sus formas) que contiene al punto P y es
paralelo a ambas rectas.

7: El juego de los dados de Efron tiene 4 dados diferentes. Todos ellos son dados perfectos de 6 caras
equiprobables, pero la numeracion de sus 6 caras es diferente en cada uno, segun se detalla en la
siguiente tabla:

Dado A 0 0 4 4 4 4
Dado B 3 3 3 3 3 3
Dado C 2 2 2 2 6 6
Dado D 1 1 1 5 5 5

Ana elige el dado A, Bea elige el dado B, Ceci elige el dado C y Delia elige el dado D. El juego
consiste en que cada jugador lanza su dado, gana aquel que saque la mayor puntuacién y pierde
aquel que saque la menor puntuacién. Pueden jugar uno contra uno o todos contra todos. Calcule:

a) [0,5] Si Ana juega contra Bea, ¢cudl es la probabilidad de que gane Ana?

b) [0,75] Si Ana juega contra Bea 8 veces, ¢cual es la probabilidad de que Bea gane al menos 3

veces?
c) [0,5] Si Ana juega contra Ceci, ¢cudl es la probabilidad de que gane Ceci?
d) [0,75] Si juegan todos contra todos, ¢cual es la probabilidad de que Ana ni gane ni pierda?

8: Trabaje con 4 cifras decimales para las probabilidades y con 2 para los porcentajes. El cociente
intelectual (Cl) de los estudiantes de Bachillerato de la Regidén de Murcia sigue una distribucion
normal de media p y desviacion tipica o desconocidas. Se sabe que el 6,68% de estos estudiantes
tiene un CI mayor que 115y que el 59,87% tiene un Cl menor que 102,5.

a) [0,5] ¢Cudl es el porcentaje de estudiantes con Cl entre 102,5 y 115?

b) [1] Si se eligen al azar 6 estudiantes, ¢cual es la probabilidad de que al menos 5 de ellos tengan
un CI menor que 115?

c) [1] Calcule la media y la desviacion tipica de esta distribucion.
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SOLUCIONES

1: [2,5] En los afios 2022 y 2023, Carlitos Alcaraz gano un total de 10 torneos de categorias Grand
Slam, Masters 1000 y ATP 500, lo que le proporcion6 un total de 10.000 puntos. EI nimero de torneos
ganados de categoria ATP 500 fue 1 més que la mitad de la suma del nimero de torneos ganados de
las otras dos categorias.

En la siguiente tabla se detallan los puntos conseguidos por cada torneo ganado en cada una de las
categorias:

| Grand Slam = 2.000 puntos | Masters 1000 = 1.000 puntos | ATP 500 = 500 puntos |

Con esta informacidn, calcule el nimero de torneos de cada una de las tres categorias ganados por
Carlitos en los afios 2022 y 2023.

Llamamos “x” al namero de Grand Slam ganados por Carlitos, “y” al de Masters 1000 y “z” al
de ATP 500.

| Grand Slam = 2.000 puntos | Masters 1000 = 1.000 puntos | ATP 500 = 500 puntos |

“Carlitos Alcaraz gano un total de 10 torneos de categorias Grand Slam, Masters 1000 y ATP
500” 2 x+y+2z=10

“Carlitos Alcaraz gano un total de 10 torneos de categorias Grand Slam, Masters 1000 y ATP
500, lo que le proporciond un total de 10.000 puntos” - 2000x+1000y +500z =10000
“El nimero de torneos ganados de categoria ATP 500 fue 1 mas que la mitad de la suma del

. - X+
numero de torneos ganados de las otras dos categorias” > z _14 XY

Reunimos las ecuaciones en un sistema y lo resolvemos.

X+y+z=10 X+y+z=10 x=10-y-z
2000x+1000y +500z =10000 } = 4x+2y+z2=20, = 4x+2y+2=20 =
Z=1er;y 22 =2+X+Y 22=2+X+Y

4(10—y—z)+2y+z:20} 40—4y—4z+2y+z:20}
= = =

22=2+10-y—-z+y 3z=12

Y= 19 2082 8 _4
= — 2y-12=-20=8=2y=|y=—=4|=

y y=ly=>

= |x=10-4-4=2]

Carlitos Alcaraz durante los afios 2022 y 2023 gan6 2 Grand Slams, 3 Masters 1000 y 4 ATP 500.
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2: Se dice que una matriz cuadrada A de orden 2 es una matriz de Hadamard si esta formada solo
por 1I’s y -1’s y cumple que A-A' =21, donde A' denota la matriz traspuesta de A e | denota la

matriz identidad de orden 2.
a) [1] Determine cudl de las siguientes matrices es de Hadamard:

11 1 1
-11 y -1 -1
b) [0,75] Si A es una matriz de Hadamard cualquiera de orden 2, calcule razonadamente su

determinante.
¢) [0,75] Justifique que toda matriz A de Hadamard de orden 2 es regular (o invertible) y obtenga

una expresion para su inversa en términos de A'.

a) Las dos matrices cumplen la primera condicion, comprobamos si alguna de las dos matrices
cumple la segunda: A-A' =21 .

. 1 1)1 -1 1+1 -1+1 2 0 10
AA = = = =2 =2l
-1 1)1 1 -1+1 1+1 0 2 01
. 1 1)1 -1 1+1 -1-1 2 -2 1 -1 10
AA = = = =2 # 2 =2l
-1 -1)\1 -1 -1-1 1+1 -2 2 -1 1 01

La primera matriz si es una matriz de Hadamard y la segunda no lo es.

b) Si A es una matriz de Hadamard tenemos que A:{i i} y ademas A-A' =2I .
Propiedad P.ropiedad
A-A =21 =|AA|=21]= Si Aesde ordenn = |A|A|=2I|=
|ABI=|A{BI] |
2A=2'|A

Propiedad
j{‘ P Hm:(l 2j:1}j|A|.|A|:43|A|2:4:|A|:ﬁ:iz

A=A 0
El determinante de una matriz de Hadamard vale 2 o0 —2.

c) Acabamos de ver que el determinante de una matriz de Hadamard es |A| =42, como este

determinante es no nulo existe la inversa de dicha matriz.
Como una matriz de Hadamard cumple la igualdad A-A' =21 tenemos que:

A-A =21 :>%A-At =1 :A-(%A‘jzl = A"1=%At
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3: Calcule los siguientes limites:
cos(3x)—cos(2x)

a) [1] lim 5
x—0 X
b) [0,75] Iim X+9-/x-9
¢) [0,75] nm'“—x
X—>+©0 X
a)
_ 2 - _
lim cos(3x) ZCOS( X):COS(O) 2003(0)21 1.0 Indeterminacion(L Hopital) =
x>0 X 0 0 O
—3sen(3x)+2 2 —3sen(0)+2sen(0
=lim sen( X)+ sen( X): sen( )+ sen( ):9:Indeterminacién(L’H6pital):
x>0 2X 2:0 0
_”m—9cos(3x)+4cos(2x)_—9cos(0)+4cos(0)__5_ 5E
o0 2 - 2 2
b)
lim VX +9 —+/X—9 = 00— o0 = Indeterminacion(Conjugado) =
’ (Jx+9—Jx—9)(Jx+9+Jx—9) ’ («/x+9)2—< x—9)2
Xt VX+9+/x-9 Xt X+9++/x-9
X+9-(x=9) 18 18
= lim = lim = =
o X490 +0X=9 = X+ 9 +4/X=9  +o0+00 o
c)
1
im X _ IndetermlnaC|on(LHopltal)_I|m X_ _ lim 2\/;=
X—)Jroo\/_ o0 1 X—>+00 X
2J/x
2
N R (L T Y S S 3

= lim = lim —4=

X*)+OO X\/_ X—>+0 X\/; X—>+0 X\/_ X—>+0 J_ +w
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4: a) [1,5] Calcule la siguiente integral indefinida szsenxdx.

b) [1] Determine el area del recinto limitado por el eje OX, las rectas verticales x=-z/2y
x =12,y lagréfica de la funcion f (x)=x"senx.

a) Usamos integracion por partes.

u=x?— du = 2xdx
=x*(—cos x)—J'—2xcos xdx =

I x2senxdx =
dv =senxdx > v = Isenxdx = —C0S X

U=X—du=dx
=—x? cosx+2_[xcos Xdx = =

dv=cosxdx > v= I cos xdx = senx
=—Xx?COS X+ 2(xsenx - I senxdx) =—X?COSX+2 (xsenx —(—cos x)) =

=—X%C0S X+ 2(xsenx +CO0S x) = —X° COS X + 2XSenX + 2Cos X =

= (2—x2)cosx+2xsenx+C

b) Averiguamos si la funcion corta el eje de abscisas entre x=—7/2y x=7x/2.

Xx=0
senXx=0—->x=0;x=r;...

(x) = x?senx

f , {
= Xsenx=0=
y=0

Como la funcidn corta el eje de abscisas en x = 0 el area del recinto lo calculamos como la suma
del valor absoluto de dos integrales definidas.

Zonalentre Xx=—z/2 yx=0.

‘ 2 2 0
I x2senxdx = [(2 X )cos X+ 2xsenx] =
o —l2

- [(2—02)coso+2-o-seno}—Hz—(%ﬂco{%}2(%)3en(%ﬂ -
:2{(2—%2]0—;[(—1)}:2—;;

Zona2entrex=0y x=x/2.
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7l2 /2

E[ x2senxdx = [(2 - xz)cos X+ 2xsenx]0 -

= 2—(%}2 cos(%}rz[%jsen(%J —[(2—02)c030+2-0-sen0}=

_ [2_%0”(1)}2:”_2

El &rea del recinto es la suma del valor absoluto del resultado obtenido en las dos integrales
definidas.

Area zona 1 + Area zona 2 :|2—7z|+(7r—2):7z—2+7z—2= 271 —4=2.28 u?

El area del recinto tiene un valor aproximado de 2.28 unidades cuadradas.

No pide dibujar el recinto, pero lo hacemos para comprobar que el valor aproximado de 2
unidades cuadradas es correcto.

oy

flo)=visen

e

-

12 3n/4 Sn/4 3n/2

[a%)

PP PR IO SO - A

bt
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5: Considere el plano m de ecuacion x+y+z =-1y la recta r dada por % _y-1 é .

a) [1] Compruebe que el plano 1t y la recta r son paralelos.

b) [0,5] Calcule la distancia de la recta r al plano .

c) [1] Calcule la ecuacion general (o implicita) del plano que contiene a la recta r y es perpendicular

al plano .

a) Hallamos un vector director de la recta, un vector normal del plano y comprobamos si son
perpendiculares, es decir, si su producto escalar es nulo.

y-1 z {Pr (0’1'0)
=

u, =(1-10)=n-u, =(L11)(1,-1,0)=1-1=0

Tix+y+z=-1=n=(111)

El producto escalar es nulo y la recta es paralela al plano o estéa contenida en él.
Comprobamos si el punto P, (0,1,0) de la recta esta en el plano.

(P (0,1,0) en?

=¢0+1+0=-1? jFalso!
TiX+y+z=-1

Por lo que la recta no esta contenida en el plano y es paralela a él.

b) Como la recta es paralela la distancia de la recta al plano es la distancia de cualquiera de sus
puntos al plano, en particular es la distancia del punto P, (0,1,0) al plano.

P.(0,1,0) _Jo+1+0+1

2
d(r,z)=d(P,z)=b 220 _| €
7r:x+y+z+1:0}: (r.7)=d(F.7) JZ+12+12 |3

unidades

. . 2 :
La distancia de la recta r al plano es de — unidades.

N

c) Siel plano " contiene a la recta r entonces el vector director de la recta es un vector director del
plano 1" que queremos hallar. Como es perpendicular al plano T el vector normal del plano es
otro vector director del plano .

G=I=(L—1’0) x y-1 z
\7:5:(1,1,1) =71 -1 0=0=>-x+0+z+z-y+1+0=0=
P(0,10)ex 11 1

= -X-y+2z+1=0= |7 x+y-2z=1

El plano buscado tiene ecuaciéon z": x+y—2z=1.
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6: Considere las siguientes rectas:

[ x+2y=13 . y+2z=4
7=2 Y5 xay=3
a) [1] Compruebe que ambas rectas se cruzan en el espacio.
b) [0.5] Compruebe que el punto P(O,3,0) no esta en ninguna de las dos rectas.

c) [1] Calcule la ecuacién del plano (en cualquiera de sus formas) que contiene al punto P y es
paralelo a ambas rectas.

a) Hallamos un punto y un vector de cada recta.

Xx=13-21

X+2y=13 P (13,0,2)
r: =>riiy=41 i AeR=r:<
z2=2 L v, =(-2,1,0)
y+2z=4 22=4-y z_ﬂ—z =2-=Y
~ _3 :_ _3_ =S 2 2 =58 2 =
X+y= X=s-y X=-3+Yy X=-3+Yy
X:_3+/1 QS( 31012)
=siqy=4 i AeR=>s:q . .
1 v, =(11,-0.5) »u,=(2,2,-1)
222—51

Los vectores directores de las rectas no tienen coordenadas proporcionales, por lo que las rectas
no son paralelas ni coincidentes.

VI’

(—2,1,0)} 2 1 0

. =>—F—F—
u=(22-1] 2 2 -1

Las rectas se cortan o cruzan. Calculamos el producto mixto [vr,us, P,QS] para decidir si se

cortan o cruzan en funcion del resultado nulo o no.

R (13.0.2) PQ, =(-3,0,2)-(13,0,2) =(~16,0,0)
= =\—9V, - y Yy =\— 1Yy
Q.(-3,0,2) re
v, =(-2,1,0) 2 10
u=(22-1) (=[v.u,RQ|=| 2 2 -1=0+16+0-0-0-0=16+0
TQS — (—16, 0, O) -16 0 O

Como el producto mixto es no nulo las rectas se cruzan en el espacio.
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b) ¢El punto P(0,3,0) esta en la recta r?

¢P(0,3,0)er?
0+2-3=13 _
_{x+2y:13 :&{0_2 ? iNo es cierto!

z2=2
El punto P no cumple las ecuaciones de la recta r. No pertenece a la recta.

¢El'punto P(0,3,0) esta en la recta s?
¢P(0,3,0)es?
y+2z=4
: {—x +y=3
El punto P no cumple las ecuaciones de la recta s. No pertenece a la recta.

3+2:0=4 jNo! )
= ? iNo es cierto!

-0+3=3 jSi!

c) El plano m que contiene al punto P y es paralelo a las dos rectas tiene como vectores directores los
vectores directores de las rectas.

GZ\Z:(_Z’LO) X y-3 12
v=u =(22-1)t=7:|-2 1 0|=0=-x+0-4z-2z-2(y-3)+0=0=
P(O,S,O)en’ 2 2 -

= -X-62-2y+6=0=|7:X+2y+62-6=0

El plano buscado tiene ecuacion z:x+2y+6z—-6=0.
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7: El juego de los dados de Efron tiene 4 dados diferentes. Todos ellos son dados perfectos de 6 caras
equiprobables, pero la numeracién de sus 6 caras es diferente en cada uno, segln se detalla en la
siguiente tabla:

DadoA | 0 | O 4 4 | 4 | 4
DadoB | 3 | 3 3 31313
DadoC | 2 | 2 2 2 | 6|6
DadoD | 1 | 1 1 5|5 1|5

Ana elige el dado A, Bea elige el dado B, Ceci elige el dado C y Delia elige el dado D. El juego
consiste en que cada jugador lanza su dado, gana aquel que saque la mayor puntuacién y pierde aquel
que saque la menor puntuacion. Pueden jugar uno contra uno o todos contra todos. Calcule:

a) [0,5] Si Ana juega contra Bea, ;cudl es la probabilidad de que gane Ana?

b) [0,75] Si Ana juega contra Bea 8 veces, ¢cuél es la probabilidad de que Bea gane al menos 3 veces?
c) [0,5] Si Ana juega contra Ceci, ¢cudl es la probabilidad de que gane Ceci?

d) [0,75] Si juegan todos contra todos, ¢cuél es la probabilidad de que Ana ni gane ni pierda?

a) Para que Ana (dado A) gane a Bea (dado B) debe sacar un 4 pues Bea solo puede sacar 3. La
probabilidad de que gane Ana es la probabilidad de sacar 4. Hay cuatro caras con 4 y dos con 0.

2 =0.667
3

P(Gane Ana a Bea) = P(Anasaca4) =

ol

b) Para que Bea gane al menos 3 veces debe ganar 3, 4, 5, 6, 7 u 8 veces.
Sea X = NUmero de veces que gana Bea.
Es una variable binomial con los siguientes parametros:
n = namero de repeticiones = 8 y p = probabilidad de gane Bea =1 — 2/3 = 1/3.
X =B(8, 1/3)
Nos piden calcular P(X >3). 5

.
n x_| 0,01 ]005] 0,10 0,15 [ 0,20 | 0,25 | 0,30 1!%_.3
2z 0 | 09801| 09025 0,8100| 0,7225( 0,6400| 05625 0.4900| U 0.4
1 | 0,0198| 0,0950| 0,1800| 0,2550( 0,3200| 0,3750| 0.4200| 0 4444| 04!
2 | npo01| 00025 00100 00225 0,0400) 00625 0,0900 0 §111] 0,1
3 0 | 09703| 0,8574] 0,7290| 0,5141| 0,5120] 04219] 0,3430| 0,§963| 0,20
1 | 0,0294| 0,1354 0,2430| 0,3251| 0,3840| 04219 0.4410| 0.§444| 0.4
P(X > 3) =1- P(X < 3) = 2 | 0,0003| 00071 0,0270| 0,0574| 0,0960| 0,1406| 0,1890| 0.4222| 0,2
3 | n,0ooo| 00001 0,0010) 0,0034| 0,0080) 00156 0,0270 0.4370| 0,0
4 0 | D,9606| 05145 0,6561| 0,5220| 0,4006| 0,3164] 0,2401] 0,J875] 0,1
1 | 0,0388| 0,1715| 0,2916| 0,3685( 0,4006| 04219| 0.4116| 0,4051| 0,3t
2 | 0,0006| 0,0135| 0,0486| 0,0075( 0,1536| 0,2109| 0,2648| 0,3063| 0,3
3 | n,0000| 0,0005| 0,0036| 00115 0,0256| 00460 00756 0,4088| 0,1
:l—I:P ( X = 0)+ P ( X :1) +P ( X = 2)] = 4 | 0,0000| 0,0000| 0,0001| 0,0005| 0,0016 0,0039| 0,0081| 0.§123| 0,0
5 0 | 09510| 0,7738| 0,5905| 0.4437| 0,3277| 02373 0.1681| 0,B17| 0.1
1 | 00480| 02036 0,3281| 0,3915| 0,4006| 03955 0,3602| 0 fpaz| 0.3
2 | 0,0010| 00214 0,0729| 0,1382| 0,2048| 02637 0,3087| 0.§p92| 0.3
3 | o,0000| 0,0011| 0,0081| 0,0244| 0,0512| 0,0879| 0,1323| 0, 46| 0,1t
MiramOS en |a 4 | 0,0000| 0,0000 0,0005| 0,0022| 0,0064) 00146 00284 0.@412| 0.0
5 | 0,0000| 0,0000] 0,0000 0,0001| 0,0003) 00010 0,0024| 0.4041| 0,00
= = 3 0 | 08415] 0,7351] 0,5214] 0,3771| 0,2621 0.1780] 0,1176| 0.4678| 0.00
tab|a binomia| 1 | 0,0571| 0,2321| 0,3543| 0,3993( 0,3832| 0,3560| 0,3025| 0.§634| 0,2
2 | 0,0014| 0,0305 0,0984| 0,1762| 0,2458| 02066 0,3241| 0.§p92| 0.3
3 | 0,0000| 0,0021| 0,0145| 0,0415| 0,0818| 01318 0,1852| 0.195| 0.2
4 | 0,0000 0,0001| 0,0012| 0,0055| 0,0154| 0,0330] 0,0595 0.4B23| 0,0t
5 | 0,0000| 0,0000) 0,0001| 0,0004| 0,0015| 00044 0,0102| 0,§165| 0,00
6 | 0,0000| 0,0000 0,0000 0,0000| 0,0001) 0,0002 0,0007 0.8014| 0,00
— — 7 0 | 0.9321] 0,6963| 0,4783| 0,3206| 0,2097| 0,1335] 0,0824| 0,4585( 0.0¢
=1 [00390+01561+02731] - 05318 1 | 00850 0,2573| 0,3720| 0,3960( 0,3670| 0,3115( 0,2471| 0,348| 0,1t
2 | 0,0020| 0,0406 0,1240| 0,2097| 0,2753| 03115 0,3177| 0,373| 0.2¢
3 | 0,0000| 0,0036 0,0230| 0,0617| 0,1147| 0,1730| 0,2269| 0,J661| 0,26
4 | 00000 0,0002| 0,0026 D0108| 0,0287) 0,0577| 0,0972| 0, fso| 0,1
5 | 0,0000| 0,0000 0,0002| 0,0012| 0,0043| 00115 0,0250| 0,0824| 0,0
6 | 0,0000| 0,0000| 0,0000| 0,0001| 0,0004| 0,0013| 0,0035| 0,db64| 0,0
T ,0000] 0,0000) 0,0000| 0,0000| 0,0000 0,0001) 00002, 0,01
[ 0 = e[ 0,0390([0,00
1 : - - " : 0,1561(J0.1:
2 |re—— : : - 02731 (J0,2!
nnnndl nanR4l NNl NNRGl N14ARR1 N 2NT7ARI N 2R4 n

La probabilidad de que Bea gane al menos 3 veces es 0.5318.
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c) Para que Ceci (dado C) gane a Ana (dado A) puede ocurrir de dos formas: Ceci saca un 2 y Ana
0 o bien Ceci saca 6 y da igual lo que saque Ana. La probabilidad de que Ceci saque 2 es 4/6 y
de que saque 6 es 2/6. La probabilidad de que Ana saque 0O es 2/6.

=|—=0.56

P (Ceci gana a Ana) = P(Ceci saca 2) P(Ana saca 0)+ P (Ceci saca 6) = +

olbs
DN
N

d) Si Ana saca 0 pierde pues es la menor puntuacion que hay en los cuatro dados, si Ana saca 4 para
que no gane debe sacar Ceci (dado C) un 6 o Delia (dado D) un 5y no puede perder pues Bea va
a sacar un 3 que es menor.
Para que Ana ni gane ni pierda debe sacar un 4 y Ceci debe sacar un 6 o bien Ana sacaun 4y
Delia saca un 5.
Teniendo en cuenta los lanzamientos de las tres chicas el suceso del que queremos calcular la
probabilidad se descompone en:

(A4, C6, D1), (A4, C6, D5), (A4, C2, D5)

P (Ana ni gana ni pierde) = P ( Ana4, Ceci6, Delial) + P ( Ana4,Ceci6, Delia5) +

+P(Ana4,Ceci2, Delia5) = igl-f-igl-i-ﬂﬂl |3 0.44

662 662 662 |9
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8: Trabaje con 4 cifras decimales para las probabilidades y con 2 para los porcentajes. El cociente
intelectual (Cl) de los estudiantes de Bachillerato de la Region de Murcia sigue una distribucion
normal de media p y desviacion tipica o desconocidas. Se sabe que el 6,68% de estos estudiantes
tiene un Cl mayor que 115 y que el 59,87% tiene un Cl menor que 102,5.

a) [0,5] ¢Cudl es el porcentaje de estudiantes con CI entre 102,5 y 115?

b) [1] Si se eligen al azar 6 estudiantes, ¢cudl es la probabilidad de que al menos 5 de ellos tengan un
CI menor que 115?

c) [1] Calcule la media y la desviacion tipica de esta distribucion.

a) X = “El cociente intelectual (Cl) de los estudiantes de Bachillerato de la Region de Murcia”
X =N(y, o)
Nos dicen que P(X >115)=0.0668 y P(X <102.5)=0.5987.

Debemos calcular P(102.5< X <115).
P(1025< X <115)=P(X <115)-P(X <102.5)=

=1-P(X >115)~ P(X <102.5) =1-0.0668 - 0.5987 =

El porcentaje de estudiantes con CI entre 102,5 y 115 es de 33.45 %.

b) Para que al menos 5 de los 6 estudiantes tengan un Cl menor que 115 deben ser 5 0 6 estudiantes
(todos) los que tengan ese CI.

Llamamos p = P(X <115)=1-P(X >115)=1-0.0668=0.9332.

La probabilidad de que 5 de ellos tengan un CI menor que 115 = 6 - 0.0668 - 0.9332°.
La probabilidad de que 6 de ellos (todos) tengan un CI menor que 115 = 0.9332°
La probabilidad pedida es la suma de estas dos probabilidades.

6 - 0.0668 - 0.9332° +0.9332° = 0.9441

La probabilidad de que al menos 5 de ellos tengan un Cl menor que 115 es 0.9441.

c) Nos dicen que P(X >115)=0.0668 y P(X <102.5)=0.5987. X = N(y, o)

Tipificamos 15— 1 z o

P(X >115)= X — 1 :P(Z> j: = 5543
= o 0.2 0.583

o 0.3 0.621

0.4 0.6549

0.5 0.695

:1—P(Z 3115_”j=o.0668:> = e
g 0.8 0.791

0.9 0.818

— 1.0 D843

- P(Z 115 ﬂj=1—0.0668=0.9332:> X 0866
O 1.2 0886

1.3
14

=1.5=|115- 4 =150
tabla N(O, 1)

{Miramos en Ia} 115— u
= =
(o}
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Tipificamos

P(X <102.5)=0.5987 = S _Xou (=

- P(Z < wj —0.5987 =
O

Miramos en la -
:{ }:w:o.zsz 1025— 4= 0.250]

tabla N(O, 1) o

z 0.00 0.01 0.02 0.03
00 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120
0.5398 0.5438 0.5478 0.5517

0E17TS 0 217 0 R255 0 /2493

Juntamos las dos ecuaciones en un sistema y lo resolvemos.

115- =150 115-150 = u
=
102.5- 1 =0.250 102.5- 1 =0.250

0.04
0.5160

=1.250=125= |0 ="--=10|= | =115-1.5-10=100

La media de la distribucion es 100 y la desviacion tipica es 10.

1 B3RA

SQolalo

} =102.5-115+1.50 =0.250 =
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UNIVERSIDAD DE | @AeR y cciny ) Universidad
MURCIA Region de Murcia Politécnica
de Cartagena

EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD
206-MATEMATICAS II

EBAU2023 - JULIO

OBSERVACIONES IMPORTANTES: Se debe responder a un maximo de 4 cuestiones y no es
necesario hacerlo en el mismo orden en que estan enunciadas. Cada cuestion tiene una puntuacion de
2,5 puntos. Si se responde a mas de 4 cuestiones, s6lo se corregiran las 4 primeras, en el orden que
haya respondido el estudiante. Solo se podran usar las tablas estadisticas que se adjuntan. No se
podrén usar calculadoras gréaficas ni programables.

1: Se quiere calcular un namero de tres cifras con los siguientes datos:
i) Lasuma de sus tres cifras es 9.
ii) Si permutamos la cifra de las centenas con la cifra de las unidades, el nimero obtenido es el
namero inicial menos 99.
iii) Si permutamos la cifra de las decenas con la cifra de las unidades, el nimero obtenido es el
namero inicial mas 36.

a) [1,5 p.] Denotando por x la cifra de las centenas, por y la de las decenas y por z la de las
unidades, plantee un sistema de 3 ecuaciones con 3 incognitas que represente la informacion
dada en i), ii) y iii).

b) [1 p.] Calcule el nimero en cuestion.

2: Se dice que una matriz cuadrada A es 2-nilpotente si cumple que A*=0.

a) [0,75 p.] Justifique razonadamente que una matriz 2-nilpotente nunca puede ser regular (o
invertible)

. 3 :
b) [0,75 p.] Compruebe que la matriz A= (1 3] es 2-nilpotente.

. 6 :
c) [1 p.] Demuestre para qué valores de ay b la matriz A= [4 Zj es 2-nilpotente.

3: Considere la funcién f (x)=xe™, definida para todo valor de x e R.
a) [0,75 p.] Calcule lim f (x).

b) [0,75 p.] Calcule la derivada de f(x) y determine los intervalos de crecimiento y/o decrecimiento
de la funcidn f(x) y sus extremos relativos (maximos y/o minimos).
c) [1 p.] Calcule la integral indefinida de la funcion f(x).

4: Considere la funcién f (x)= % , definida para todo valor de xR, donde
+

cos® x = (cos x)’.

a) [1 p.] Calcule la integral indefinida de la funcion f(x).
7l2

b) [0,75 p.] Calcule la integral definida '[ f(x)dx.

0

¢) [0,75 p.] Determine la primitiva de f(x) que pasa por el punto (7:1)
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5: Los puntos A=(6,—4,4) y B=(12,-11) son dos Vértices de un tridngulo. El tercer vértice C es
la proyeccion ortogonal del vértice A sobre la recta

7:

- X—2y=5
|x+2z=5
a) [1,5 p.] Calcule las coordenadas del vértice C.

b) [0,5 p.] Determine si el triangulo ABC tiene un angulo recto en el vértice A.
c) [0,5 p.] Calcule el area del triangulo ABC.

: Considere el plano m de ecuacion z:2x+ay—2z=-4 y la recta r dada por

. x+1 y+1 z-5
S 2 1 -2
a) [1,25 p.] Estudie la posicion relativa del plano mt y de la recta r en funcion del pardmetro a.
Se sabe que cuando a = 1 la recta r corta al plano m. Para ese valor de a:

b) [0,75 p.] Calcule el punto de corte de la recta r y el plano .
¢) [0,5 p.] Calcule el angulo que forman.

En un cine hay 3 salas y un total de 250 espectadores repartidos de la siguiente manera: 100

espectadores en la sala A, 50 en la sala B y 100 en la sala C. Se sabe que la pelicula de la sala A gusta
al 80 % de los espectadores, la de la sala B al 20 % de los espectadores y la de la sala C al 60 % de
los espectadores. A la salida de las tres peliculas se elige un espectador al azar. Calcule:

8.

a) [0,25 p.] La probabilidad de que el espectador haya estado en la sala C.

b) [0,5 p.] La probabilidad de que le haya gustado la pelicula, sabiendo que ha estado en la sala C.
¢) [0,5 p.] La probabilidad de que le haya gustado la pelicula y haya estado en la sala C.

d) [0,5 p.] La probabilidad de que le haya gustado la pelicula.

e) [0,5 p.] La probabilidad de que le haya gustado la pelicula o haya estado en la sala C.

En este ejercicio trabaje con 4 decimales para las probabilidades y 2 decimales para los porcentajes.

El peso de los recién nacidos en la Regién de Murcia sigue una distribucién normal de media p y
desviacion tipica o desconocidas. Se sabe que el 67 % de los recién nacidos pesan menos de 3,464
kg y que el 1,5 % de los recién nacidos pesan mas de 4,502 kg.

a) [0,5p.] ¢Cual es el porcentaje de recién nacidos cuyo peso esta comprendido entre 3,464 y
4,502 kg?

b) [1 p.] Calcule la media y la desviacidn tipica de esta distribucion.

c) [1 p.] Calcule el porcentaje de recién nacidos que pesan menos de 2,33 kg.
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SOLUCIONES

1: Se quiere calcular un namero de tres cifras con los siguientes datos:

1) La suma de sus tres cifras es 9.

ii) Si permutamos la cifra de las centenas con la cifra de las unidades, el nimero obtenido es el
namero inicial menos 99.

iii) Si permutamos la cifra de las decenas con la cifra de las unidades, el nimero obtenido es el
ndmero inicial mas 36.

a) [1,5 p.] Denotando por x la cifra de las centenas, por y la de las decenas y por z la de las unidades,
plantee un sistema de 3 ecuaciones con 3 incognitas que represente la informacién dada en i), ii) y
iii).

b) [1 p.] Calcule el nimero en cuestion.

a) Elndmero es xyz =100x+10y+z.

“Lasuma de sus tres cifrases 9” 2> x+y+z=9

“Si permutamos la cifra de las centenas con la cifra de las unidades, el nimero obtenido es el
namero inicial menos 99” 2 zyx = xyz —99 =100z +10y + X =100x+10y + z —99.

“Si permutamos la cifra de las decenas con la cifra de las unidades, el nimero obtenido es el
namero inicial mas 36” 2 xzy = xyz +36 =100x+10z + y =100x +10y + z + 36

Reunimos todas las ecuaciones en un sistema:

X+y+2=9 X+y+2=9 X+y+2=9
100z+10y+x=100x+10y+z-99+=992-99x=-99, = z—x=-1
100x+10z+y =100x+10y +z+ 36 -9y +9z2=36 -y+z=4

b) Lo resolvemos.

X+y+z=9 X+y+z=9
z-x=-1 ;=>z=x-1

X+ y+x—l:9}
= =
-y+z=4 -y+z=4

-y+x-1=4

-y+Xx=5

2x+y:10} 2x+y =10
= =
X=5+Yy

}:2(5+ y)+y=10=

—=10+2y+y=10=3y=0=|y=0|=|x=5+0=5|={z=5-1=4]

El nimero es el 504.

65 de 280




EBAU Julio 2023 Matemdticas Il en Murcia

2: Se dice que una matriz cuadrada A es 2-nilpotente si cumple que A*=0.

a) [0,75 p.] Justifique razonadamente que una matriz 2-nilpotente nunca puede ser regular (o
invertible)

3
b) [0,75 p.] Compruebe que la matriz A= (1 3] es 2-nilpotente.

. . 6 a .
C) [1 p.] Demuestre para qué valores de ay b la matriz A= [4 bj es 2-nilpotente.

a) Para que sea invertible su determinante debe ser no nulo.

|47 =[A- A=A A= A

Como A’ =0=|A’|=[0]=0=|A]" =0=|A|=0

La matriz A no es invertible pues su determinante es nulo.

A2_3 -9)(3 -9) (9-9 -27+27) (0 o_0
1 3/l1 -3) (3-3 949 ) (0 0)

La matriz A es 2-nilpotente.

b)

c) Planteamos que A*=0.
) , (6 a)(6 a) (36+4a 6a+ab) (0 O
A=0= A" = = , |= =
4 b)l4 b 24+4b 4da+b 00

36+4a=0 [4a=-36—[a=-9]

ba+ab=0 ba+ab=0

= = -
24+4b=0"" |2444b=0—>4b=—-24—[p=—6|
4a+b*=0 |43+b?=0

B ) = =
4(—9)+(—6) =0 -36+36=0

:{6(—9)+( 9)(-6)=0 {—54+54=0 {a:—g

Los valores buscados sona=-9y b = -6.
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3: Considere la funcién f (x)=xe™, definida para todo valor de x e R.
a) [0,75 p.] Calcule lim f (x).

b) [0,75 p.] Calcule la derivada de f(x) y determine los intervalos de crecimiento y/o decrecimiento
de la funcién f(x) y sus extremos relativos (maximos y/o minimos).
c) [1 p.] Calcule la integral indefinida de la funcién f(x).

a)

. : X TN
lim f(x)=lim xe™ = lim —X:fz Indet er min acion(L Hopital) =
o0

X—>+0 X—>+00 X—+0 @

= lim izlz@

x—+0 @%  op
b) Usamos la derivada.

fr(x)=e"+x(-1)e* =e™—xe™ =(1-x)e™

i 1-x=0—->x=1
f(x)=0=(1-x)e*=0=+1 _ _
e * =0 — jlmposible!

Estudiamos el signo de la derivada antes y despueés de x = 1.

En el intervalo (—o,1) tomamos x = 0y la derivada vale f"(0)=(1-0)e” =1>0. La funcion

crece en (—o,1).

Enel intervalo (1,+c0) tomamos x = 2y la derivada vale f’(2)

(1-2)e? = _—21 <0. La funci6n
e

decrece en (1,+0).

La funcion crece en (—oo,1) y decrece en (1,+x).
La funcion presenta un maximo relativo en x = 1.

Integracion por partes
If(x)dx=fxe‘xdx: U=X—du=dx =

X

dv=edx—>v= je‘xdx =—€

=x(-e)- I—e‘xdx =—xe* + J'e‘xdx —|-xe*—e* +K
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4: Considere la funcion f (x) _ X , definida para todo valor de x € R, donde

~ 1+cos® x
cos® x = (cos ).

a) [1 p.] Calcule la integral indefinida de la funcion f(x).
7l2

b) [0,75 p.] Calcule la integral definida .[ f(x)dx.

0

c) [0,75 p.] Determine la primitiva de f(x) que pasa por el punto (7,1)

a)
Cambio de variable
J'f (x)dx :jLandx= cosx =t — —senxdx =dt { = ;enf L gt-
1+cos? x . 1+t? —serlX
dx = dt
—senx
= —Ji dt = —arctgt = |—arctg (cos x) + K
1+t°
b)

7l2

j f (x)dx =[ —arctg (cos X)]Z/Z = [—arctg (cos %ﬂ —[—arctg (cos0) | =

0

=—arctg(0)+arctg (1) =0 +% =

c) Sabemos que la primitiva F (x)=—arctg(cosx)+K .
Para hallar el valor de K hacemos que F(z) = 1.

F (x)=—arctg(cosx)+K

=1=-arctg(cosz)+K =1=-arctg(-1)+K =
F(ﬂ'):l

:1:—(—%)+K =K =1—%:>:> F(x)=—arctg(cosx)+1—%
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5: Los puntos A=(6,—4,4) y B=(12,—11) son dos Vértices de un tridngulo. El tercer vértice C es
la proyeccion ortogonal del vértice A sobre la recta

[x=2y=5

' {x +22=5
a) [1,5 p.] Calcule las coordenadas del vértice C.

b) [0,5 p.] Determine si el tridngulo ABC tiene un angulo recto en el vértice A.
c) [0,5 p.] Calcule el area del triangulo ABC.

a) Hallamos la proyeccion ortogonal de A sobre la recta r.

A r

Para ello hallamos el plano perpendicular a la recta que pasa por A. Dicho plano tiene como
vector normal el vector director de la recta.

=5-22=54+2y=>-21=2y=>y=-1=

X—2y=5 X=2y+5
=
X+2z=5 x=5-2z

=>riiy=-4
u, =(-2,-11)

=
=41

{A(G,—4,4)eﬂ {A(G,—4,4)e7f
b2 = =-12+4+4+D=0=

|n=u,=(-2,-11) ~|7:-2x-y+z+D=0
=>D=4=7r:-2x-y+2+4=0

El punto C es el punto de corte de la recta r y el plano .

mri-2X—y+2+4=0
X=5-24
r<y=-4
z2=1

= —2(5-24)—(-A)+1+4=0=-10+42+ 1+ A+4=0=
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X=5-2=3
=61l=6=>1=1={y=-1 = C(3,-11)
z=1

b) Siel triangulo ABC tiene un angulo recto en el vértice A significa que los vectores AB y AC
son ortogonales, es decir, su producto escalar es nulo.

B

A
AB=(12,-1,1)—(6,-4,4)=(6,3,-3)

- = AB-AC =(6,3,-3)(-3,3,-3)=-18+9+9=0
AC =(3,-1,1)—(6,-4,4)=(-3,3,-3)
Se cumple y por tanto en el vértice A tenemos un angulo de 90°.

c) El area del triangulo ABC es la mitad del modulo del vector que resulta del producto vectorial
ABxAC .

—(63-3) | . |1k
= = ABxAC=|6 3 —3=27j+27k=(0,27,27)
AC =(-3,3,-3) 33 3

\ABxAC\ Jor 12774272 2742
2 2

2

Area ABC = =19.09 u?

OTRA FORMA DE HACERLO

Como ABC es un triangulo rectangulo el area es la base (‘ﬁ‘) por la altura (‘FC:") dividido

entre 2.
o }:Area:‘ﬁ\'\’*—c\ BT (3 (B +F+(3) 2742
AC =(-3,3,-3) 2 2 2
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6: Considere el plano m de ecuacion z:2x+ay—2z =-4 Yy larecta r dada por
. x+1= y+1= z-5
2 1 -2
a) [1,25 p.] Estudie la posicion relativa del plano mt y de la recta r en funcidn del parametro a.

Se sabe que cuando a = 1 la recta r corta al plano m. Para ese valor de a:

b) [0,75 p.] Calcule el punto de corte de la recta r y el plano .
c) [0,5 p.] Calcule el angulo que forman.

a) Determinamos el vector normal del plano y el director de la recta y obtenemos el valor de su
producto escalar.

mi2Xx+ay-2z=-4=n=(2,a,-2)

X+1 y+1 z-5 ) R(—l,—l,S)
r. = = =>r.<{_
2 1 -2 u, =(2,1-2)

nu, =(2,a-2)(21-2)=4+a+4=8+a

Este producto puede ser nulo o no, dando lugar a dos situaciones distintas que analizamos por
separado.

e Si a=-8 el producto escalar es nulo y por tanto los vectores son ortogonales. En este

caso recta y plano son paralelos o la recta esta contenida en el plano.
Comprobamos si el punto Py de la recta esta en el plano.

mTi2X—-8y—-2z=-4

P( 1 15) , }:¢—2+8—10=—4?—>iCierto!
(B (-L-Lo5)er"

El punto de la recta estéa en el plano y por tanto la recta esta contenida en el plano.

e Si a=—8 el producto escalar no es nulo y los vectores no son ortogonales, por lo que
recta y plano son secantes, coinciden en un punto.

b) Para a =1 larecta r corta al plano « en un punto A. Determinamos sus coordenadas.

X=-1+21

x+1 y+1 z-5 _ |R(-L-15) _
r: > = 1 = - =>rii_ 212 =>r:qy=-1+4
Uw=(22-2) | o5-2

T2X+y—-22=—-4

X=-1+24
:>2(—1+2/1)—1+/1—2(5—2/1):—4:>
roey=-1+4
2=5-24

=-24+421-1+1-10+41=4=91=9=21=1>
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x=-1+2=1
=1y=-1+1=0=|A(1,0,3)
z=5-2=3

El punto de corte de recta y plano es el punto A(Z, 0, 3).

c) El angulo que forman plano y recta (a) lo determina el angulo que forma el vector normal del
plano y el vector director de la recta ().

=1

I
[
1
[
|
|
|
|

mi2x+y-2z=-4=n=(21-2)
X+1 y+1 z-5

r. = = =
2 1 -2

5 -(21-2)

Como estos vectores son iguales entonces S =0, significa que recta y plano son perpendiculares
(o =90°).
Recta y plano forman un angulo de 90°.
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7: En un cine hay 3 salas y un total de 250 espectadores repartidos de la siguiente manera: 100
espectadores en la sala A, 50 en la sala B y 100 en la sala C. Se sabe que la pelicula de la sala A gusta
al 80 % de los espectadores, la de la sala B al 20 % de los espectadores y la de la sala C al 60 % de
los espectadores. A la salida de las tres peliculas se elige un espectador al azar. Calcule:

a) [0,25 p.] La probabilidad de que el espectador haya estado en la sala C.

b) [0,5 p.] La probabilidad de que le haya gustado la pelicula, sabiendo que ha estado en la sala C.
¢) [0,5 p.] La probabilidad de que le haya gustado la pelicula y haya estado en la sala C.

d) [0,5 p.] La probabilidad de que le haya gustado la pelicula.

e) [0,5 p.] La probabilidad de que le haya gustado la pelicula o haya estado en la sala C.

Realizamos un diagrama de arbol para establecer las probabilidades de los distintos sucesos del
experimento.

Gusta
P(G/A) = 0.80

Sala A
P(A) = 100/250 = 0.4

No gusta
P(GS/A) = 0.20

Gusta

( P(G/B)=0.20
3 salas y peliculas SalaB
buenas P(B) = 50/250 = 0.2
No gusta

P(G/B) = 0.80

Gusta
P(G/C) = 0.60

Sala C
P(C) = 100/250 = 0.4

No gusta
P(G%/C) = 0.40

a) Aplicamos la regla de Laplace y con los datos proporcionados en el ejercicio tenemos:

100 |2
P(C):2—50: 5204

b) Este es un dato proporcionado en el ejercicio: P(G/C)=

c) P(CNG)=P(C)P(G/C)=0.4-0.6=[0.24|
d) Aplicamos el teorema de la probabilidad total.

P(G)=P(A)P(G/A)+P(B)P(G/B)+P(C)P(G/C)=

= o.4-o.8+25—:O-0.2+0.24 =

e) P(GUC)=P(G)+P(C)-P(GNC)=0.6+0.4—0.24=[0.76|
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8: Eneste ejercicio trabaje con 4 decimales para las probabilidades y 2 decimales para los porcentajes.

El peso de los recién nacidos en la Region de Murcia sigue una distribucion normal de media p y
desviacion tipica o desconocidas. Se sabe que el 67 % de los recién nacidos pesan menos de 3,464
kg y que el 1,5 % de los recién nacidos pesan mas de 4,502 kg.

a) [0,5 p.] ¢Cuél es el porcentaje de recién nacidos cuyo peso esta comprendido entre 3,464 y 4,502
kg?

b) [1 p.] Calcule la media y la desviacidn tipica de esta distribucion.

c) [1 p.] Calcule el porcentaje de recién nacidos que pesan menos de 2,33 kg.

X = El peso de los recién nacidos en la Region de Murcia. X =N (,u, a)
a) Sabemos que P (X <3.464)=0.67 y que P(X >4.502)=0.015.
P(X 24.502)=0.015= P(X <4.502) =1-0.015=0.985
Nos piden calcular P(3.464 < X <4.502).

P(3.464 < X <4.502)=P(X <4.502)-P(X <3.464)=0.985-0.67 =
El porcentaje es del 31.5 %.

b) Sabemos que P(X <4.502)=0.985.

4502 u

P(X <4.502)=0.985= {Tipificamos} = P(Z <
(o2

j =0.985=>

Miramos en la 4502 - i
= :>—=2.17:>4.502—,u=2.170:>|4.502—2.170':,u
tabla N(O, 1) o

Sabemos que P(X <3.464)=0.67.

3.464— u

P(X <3.464)=0.67 = {Tipificamos} = P(Z <
(o)

j:0.67:>

Miramos en la 3.464 - u
= :>—=0.44:>3.464—,u=0.440:>|,u=3.464—0.440'
tabla N(O, 1) o

Reunimos las dos ecuaciones en un sistema y lo resolvemos.

u=3.464-0.440

= 4.502-2.170 = 3.464—0.440 =
45022170 = u

1038 _

=4.502-3,464=2.170-0.440 =1.038=1.730 = |o 173

0.6|=>

= | =3.464-0.44-06=3.2

La media es de 3.2 kg y la desviacidn tipica es de 0.6 kg.
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c) Nos piden calcular P(X <2.33).

2.33-3.2

P(X <2.33)={Tipificamos} = P(Z < 06

jzp(zs_ms):

=P(Z21.45)=1-P(Z<145)= {M'ramos N Ia} =1-0.9265 =

tabla N(O, 1)

El porcentaje de nifios que pesan menos de 2.33 kg es de 7.35 %.
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UNIVERSIDAD DE | @A LY ) Universidad
MURCIA Region de Murcia Politécnica
de Cartagena

EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD
--206-MATEMATICAS II--

EBAU2023 - JUNIO

OBSERVACIONES IMPORTANTES: Se debe responder a un maximo de 4 cuestiones y no es
necesario hacerlo en el mismo orden en que estan enunciadas. Cada cuestion tiene una puntuacion de
2,5 puntos. Si se responde a mas de 4 cuestiones, s6lo se corregiran las 4 primeras, en el orden que
haya respondido el estudiante. Solo se podran usar las tablas estadisticas que se adjuntan. No se
podrén usar calculadoras graficas ni programables.

1: Una papeleria vende boligrafos, rotuladores y libretas. Una libreta cuesta el doble que un boligrafo
y un rotulador juntos, un boligrafo cuesta la sexta parte que una libreta, y un rotulador cuesta el
doble que un boligrafo.

i) [0,75 p.] Denotando por x el precio de cada boligrafo, por y el de cada rotulador y por z el de
cada libreta, plantee un sistema de 3 ecuaciones con 3 incognitas que represente los datos del
ejercicio.

i) [0,25 p.] Justifique que, con estos datos, no se puede conocer el precio de cada uno de los tres
productos.

iii) [1 p.] Calcule el conjunto de todas las posibles soluciones del sistema.

iv) [0,5 p.] Sabiendo que una libreta cuesta 18 euros, calcule el precio de cada producto.

2: Considere las siguientes matrices:

a a -1 -4 5 -6
A= , B= yC=
-1 a 2 3 -2 3
a) [0,5 p.] Determine para qué valores del parametro a la matriz A es regular (o invertible).
Se sabe que cuando a = -2 la matriz A es regular (o invertible). Para ese valor de a:

b) [1 p.] Calcule la inversa de Ay compruebe que A-A™* =1, con I la matriz identidad de orden
2.

¢) [1 p.] Resuelva la ecuacién matricial AXA™+B=C", donde C' denota la matriz traspuesta
de C.

3: Calcule los siguientes limites:

a) [1,25p.] Iim%)()_1
x>0 xsen(x)

V9+x—/9-x
3X

b) [1,25 p.] Iirrol

4: Considere la funcion f (x) = definida para todo valor de xe R.

+x2’
a) [0,5 p.] Calcule lim f(x).

b) [0,5 p.] Calcule la derivada de f(x) y determine los intervalos de crecimiento y/o decrecimiento
de la funcién.

c) [1 p.] Calcule la integral indefinida de la funcion f(x).

d) [0,5 p.] Determine la primitiva de f(x) que pasa por el punto (1, 1).
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5: Considere las siguientes rectas:
X—2y=5 - -
. y ys:X 8=y+3=z 3.
y+z=0 2 1 -1
a) [1 p.] Compruebe que ambas rectas son paralelas.

b) [1 p.] Compruebe que el punto P =(7,1, —1) estd en la recta r y calcule su proyeccién ortogonal

sobre la recta s.
c) [0,5 p.] Calcule la distancia entre ambas rectas.

6: Considere el plano m de ecuacion z:3x—y—2z=5 y la recta r dada por
P X-a y-3+a_z

1 1 1
a) [1,25 p.] Estudie la posicion relativa del plano mt y de la recta r en funcién del parametro a.

Se sabe que cuando a = 0 la recta r es paralela al plano . Para ese valor de a:

b) [0,75 p.] Calcule la distancia de la recta r al plano .
¢) [0,5p.] Calcule la ecuacion general (o implicita) del plano que contiene a la recta r y es paralelo
al plano .

7: Dos urnas A 'y B contienen bolas de colores con la siguiente composicion: La urna A contiene 3
bolas verdes, 3 bolas rojas y 4 bolas negras, y la urna B contiene 1 bola verde, 3 bolas rojas y 5 bolas
negras. Se saca al azar una bola de la urna A y se mete en la urna B. A continuacion, se saca al azar
una bola de la urna B. Calcule:
a) [0,5 p.] La probabilidad de que la bola que se saca de la urna B sea negra, sabiendo que la
bola que se saco de la urna A era verde.
b) [1 p.] La probabilidad de que la bola que se saca de la urna B sea negra.
c) [1 p.] La probabilidad de que la bola que se saco de la urna A fuera verde, sabiendo que la bola
se ha sacado de la urna B ha sido negra.

8: En este ejercicio trabaje con 4 decimales para las probabilidades.

Se lanza una moneda al aire 100 veces y se anota el resultado del lanzamiento, que puede ser cara 0
cruz con la misma probabilidad. Determine:
a) [0,5 p.] Qué distribucidn sigue la variable aleatoria que cuenta el nimero de veces que sale
cara.
b) [0,5 p.] Calcule la media y la desviacidn tipica de esta distribucion.
c) [0,5 p.] Cudl es la probabilidad de que salga cara 60 veces.
d) [1 p.] Cuél es la probabilidad de que el nimero de veces que sale cara sea mayor o igual que
55.
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SOLUCIONES

1: Una papeleria vende boligrafos, rotuladores y libretas. Una libreta cuesta el doble que un boligrafo
y un rotulador juntos, un boligrafo cuesta la sexta parte que una libreta, y un rotulador cuesta el doble
que un boligrafo.

a) [0,75 p.] Denotando por x el precio de cada boligrafo, por y el de cada rotulador y por z el de cada
libreta, plantee un sistema de 3 ecuaciones con 3 incognitas que represente los datos del ejercicio.

b) [0,25 p.] Justifique que, con estos datos, no se puede conocer el precio de cada uno de los tres
productos.

c) [1 p.] Calcule el conjunto de todas las posibles soluciones del sistema.

d) [0,5 p.] Sabiendo que una libreta cuesta 18 euros, calcule el precio de cada producto.

Llamamos “x” al precio de un boligrafo, “y” al precio de un rotulador, “z” al precio de una libreta.

“Una libreta cuesta el doble que un boligrafo y un rotulador juntos” = z=2(x+y)

“Un boligrafo cuesta la sexta parte que una libreta” > x :é

“Un rotulador cuesta el doble que un boligrafo” - y =2x

a) El sistema de ecuaciones queda:

Z=2(X+
(x+) Z=2X+2y
z
X=— =6Xx=12
° =2
y =2X y=eX
b) Lo intentamos resolver.
Z=2X+2y
bx=12 = 6x = 2X+2-2x = 6x =6x=[0=0]
y =2X

El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

También lo podemos justificar con el método de Gauss.

Ecuacion 22 + 3-Ecuacién 12
6X -z =0
—-6x -6y +3z =0
-6y +2z =0-— Nueva Ecuacion 22

Z=2x+2y —2X—-2y+2=0
6x=12 = 06X -2=0;=
y =2X -2x+y =0

Ecuacion 32 — Ecuacion 12

2% 4y 0 —2x—2y+22:0
X 42y -z =0 = -6y+2z=0;=>
3y —z=0

3y -z =0- NuevaEcuacion 3?
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2-Ecuacion 32 + Ecuacion 22

6y -2z =0 ‘ZX‘?”ZZOO
6y +2z =0 - - y+oz—0
0 =0-— Nueva Ecuacion 32 -

El sistema es compatible indeterminado, tiene infinitas soluciones. No se puede determinar de
forma Unica el valor de cada articulo con la informacién proporcionada.

c) Terminamos de resolver el sistema a partir del sistema triangular obtenido en el apartado
anterior.

—2X—-2y+2=0
-6y+2z2=0;=

—2x—2y+z=0} —2x—2y+z:0}
s -
0=0

-3y+z=0 z=3y

:>—2x—2y+3y=0:>—2x+y=0:>—2x=—y:>x=%:>

=<
I
N N>

Il
w
S

d) Sitomamos z = 18 obtenemos el resto de precios.

El boligrafo cuesta 3 euros, el rotulador 6 euros y la libreta 18 euros.
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2: Considere las siguientes matrices:

a a -1 4 5 -6
A = , B = y C =
-1 a 2 3 -2 3
a) [0,5 p.] Determine para qué valores del pardmetro a la matriz A es regular (o invertible).
Se sabe que cuando a = -2 la matriz A es regular (o invertible). Para ese valor de a:

b) [1 p.] Calcule la inversa de A y compruebe que A-A™ =1, con | la matriz identidad de orden 2.

¢) [1 p.] Resuelva la ecuacion matricial AXA™+B=C", donde C' denota la matriz traspuesta de
C.

a) Para que sea invertible su determinante debe ser no nulo.

a a )
=a‘+a
-1 a

A=

a=0

|A|:O:>a2+a:0:>a(a+1):03{
a+l=0—a=-1

La matriz A es invertible para cualquier valor de a distinto de 0 y de —1.

b) Para a = -2 la matriz A es regular, calculamos su inversa.

-2 -2
A:( j:>|A|:4—2:2¢0
-1 -2

A 2 2

At 1 1
172 1

Comprobamos que A-A™ =1 .

L (=2 —2)(-1 1) (2-1 —2+2) (1 0
AA = = = =|
-1 -2)\1/2 -1 1-1 -1+2 01

¢) Despejamos X de la ecuacion AXA™*+B=C".

B ol 2

Aledj(AT>_Adj[:§ :;) 1(_2 2)

AXA1=CT -B= A'AXA' = A’l(CT - B) — XA1=A" (cT - B) =N

= XA-1A=A-1(<:T —B)A:> X =A-1(cT —B)A

Calculamos la expresion de la matriz X.
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oo SHE S

sz*Uf—B)AZ&jz }Jﬂi slii:jJ:

G G 20 72 3

30 32
X:
23 -24

28+2

28+4
-22-2

|
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3: Calcule los siguientes limites:

8y [1.25 p] lim S25(Z) 1
x>0 xsen(x)
b) [1.25 p.] lim Y2 X —V9=X
x—0 3x
a)
lim COS(ZX)_l = cos(0) -1 :9: Indeter minacién(L Hbpital) =
x>0 xsen(x)  0-sen(0) 0
=lim ~2-sen(2x) = ~2-en(0) _0. Indet er min acion(L"Hopital) =
x>0 sen(x)+xcos(x) sen(0)+0-cos(0) O
. —4c0s(2x) _ —4c0s(2x) —4cos(0)
=lim =lim = =
x50 c0s (X ) +€0s (X)+x(—sen(x)) x>0 2cos(x)—xsen(x) 2cos(0)—0-sen(0)
;74:
b)

TR —Tx_ i 0

— = Indeter minacion(L"Hopital) =
x>0 3 0 0

1 A 11
Cim 29X 29-x _ i 2M94+x 249X

x—0 3 x—0 3 3

2
18

1.1
7+7

wlo| N
Ol

OTRA FORMA DE RESOLVERLO

. JBTX-B-x_B-\8 _0

x—0 3x 0

= Indeter min acion(Conjugado) =

(J9+x—J9—x)(J9+x+J9—x) _ (J9+x)2—(J9—x)2

=lim

T (k) ax(JBex+vox)

9+x—(9-x) 9+x-9+X 2X

=lim =lim =lim

X—“’3x(\/9+_x+\/sm) X"03x( 9+x+\/9—_x) X—’03/)(/(\/9+_x+\/9—_x)

=lim 2 -2 2.t
H03( 9+x+\/EE) 3(3+3) 18 |9
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2
4: Considere la funcion f (x)= 1X—2 , definida para todo valor de xeR.
+X

a) [0,5 p.] Calcule lim f(x).

b) [0,5 p.] Calcule la derivada de f(x) y determine los intervalos de crecimiento y/o decrecimiento de
la funcion.

c) [1 p.] Calcule la integral indefinida de la funcién f(x).

d) [0,5 p.] Determine la primitiva de f(x) que pasa por el punto (1, 1).

2

X
2 2 1 1 1
- - - X -
) M 0= fim = Im T e =i T e
72+72 74‘1 —+1
X X X 0]

b) Calculamos la funcién derivada y averiguamos cuando se anula (puntos criticos).

2X(1+ x?)—2x-x? 3_0y3
£(x)= (+ ) _2X42X° -2 2X

(1+ X2 )2 (1+ X2 )2 (1+ X2 )2

2X
(1+ x2)

>=0=>x=0

F(x)=0=

Estudiamos el signo de la derivada antes y despues de este valor. Como el dominio es todo R no
afiadimos ningun otro valor a este estudio.

e Enelintervalo (—o,0) tomamos x = -1y la derivada vale f'(-1)=————— = 7= 0.

La funcién decrece en (—,0).

. . , 2
e Enelintervalo (0,+) tomamos x = 1y la derivada vale f (1)= -==>0.La
(1+22) 4

funcién crece en (0,+).

Resumiendo: La funcidn decrece en (—oo, 0) y crece en (0,+oo).

2 2 2
F(x)=jf(x)dx=f X 2dx=JX le_1dx=JX +1dx—f 1 dx =

1+X 1+ x° 1+ x? 1+ x°

:J'dx—JlJrlx2 dx = |x—arctg (x) + K

d) Para hallar el valor de K hacemos que F(1) = 1.

F(1)=1=1=1-arctg(1)+K :1:1—%+ K=K =%:> F(x)=x—arctg (x)+
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5: Considere las siguientes rectas:
X—-2y=5 — -
. y ys:X 8=y+3:z 3.
y+z=0 2 1 -1
a) [1 p.] Compruebe que ambas rectas son paralelas.

b) [1 p.] Compruebe que el punto P = (7,1, —1) esta en la recta r y calcule su proyeccién ortogonal

sobre la recta s.
c) [0,5 p.] Calcule la distancia entre ambas rectas.

a) Hallamos un vector director de cada recta y comprobamos si tienen coordenadas proporcionales
y por tanto indican la misma direccidn, siendo las rectas paralelas o coincidentes.

X=5+24
{x—2y=5 {x=2y+5 {Pr(5,0,0)
r: = =riiy=41 =1
y+z=0 z=-Yy ye—2 lLZ(ZL—Q

Xx-8 y+3 z-3 {QS(S’_3’3)
Sio— = ===

2 1 -1 v, =(21-1)

1 -1
1

u =(21-1)] 2
-

Las rectas son paralelas o coincidentes al tener el mismo vector director.
Comprobamos si la recta s pasa por el punto P. (5, 0,0) de larectar.

¢P.(5,0,0)es?
Xx—-8 y+3 z-3[=¢
2 1 A

5-8 0+3 0—3,7 -3 3 -3
= = > — = —
2 1 -1 2 1 -1

La recta s no pasa por el punto Py y las rectas son paralelas.

b) Sustituimos las coordenadas del punto P en las ecuaciones de la recta r y comprobamos si las
satisface.

P=(7,1,—1)
|7-2:1=5 )
r:{x—Zyzs :(’{1+(—1):0'
y+z=0

Se cumplen las dos ecuaciones y el punto P pertenece a la recta r.

Nos piden hallar las coordenadas del punto P” del dibujo.
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P s

Hallamos el plano perpendicular a la recta que pasa por P. El punto P” sera el punto de corte de
recta y plano.

El plano perpendicular a la recta s tendrd como vector normal el vector director de la recta.

S_x—8_ y+3 z7-3
2 1 -1

=v, =(21-1)

ﬁ:\T:(Z,l,—l)} 712X+y-2+D=0

) = =14+1-(-1)+D=0=
(7,,-1)ex P(7.1-1)ex

o

=>D=-16=>7:2Xx+y-2z-16=0
Hallamos el punto P” de corte de recta y plano.

X=8+24
S:iiy=-3+41

z2=3-1
mr:2X+y—-2z-16=0

= 2(8+21)+(-3+1)—(3-1)-16=0=

=16+41-3+1-3+1-16=0=>64-6=0=>

x=8+2=10
= 2=1=1{y=-3+1=-2=|P"(10,-2,2)
7=3-1=2

OTRA FORMA DE HACERLO

El punto P es un punto de la recta s que debe de cumplir que el vector PP sea perpendicular al
vector director de la recta y por lo tanto su producto escalar debe ser 0.
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Pes
X=8+24 ,
= P’(8+24,-3+4,3-1)
Siqy=-3+41
z2=3-1

PP =(8+24,-3+4,3-4)~(7,1,-1) = (1+ 24,4+ 1,4~ 1)

PP’ =(1+24,~4+1,4- 1)
v, =(2,1,-1) = (1+24,~4+4,4-2)(21-1)=0=
PP LV, PPy, =0

=2(1+22)+(-4+2)~(4-2)=0=2+441 -4+ 214+ 1=0=

=61-6=0=>61=6=>1=1=P"(8+2,-3+13-1)=|P" (10,-2,2)

c) Como el punto P esté en la recta r y el punto P es la proyeccion ortogonal del punto P en la
recta s que es paralela a r la distancia entre las rectas es la distancia entre Py P” o0 lo que es lo
mismo el médulo del vector PP".

r

PP =(10,-2,2)-(7,1,-1)=(3,-3,3)

d(r,s):d(P,P'):‘W‘zw/Bz+(—3)2+32 =27 =33 =5.196u
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6: Considere el plano m de ecuacion 7 :3x—y—2z=5 y la recta r dada por
X—a_ y-3+a 1z

1 1 1
a) [1,25 p.] Estudie la posicion relativa del plano mt y de la recta r en funcidn del parametro a.
Se sabe que cuando a = 0 la recta r es paralela al plano . Para ese valor de a:
b) [0,75 p.] Calcule la distancia de la recta r al plano .
c) [0,5 p.] Calcule la ecuacién general (o implicita) del plano que contiene a la recta r y es paralelo

al plano m.

a) La recta puede estar contenida en el plano, ser paralela al plano (no coincidir en ningin punto) o
ser secantes (cortar al plano en un Gnico punto).

7z:3x—y—22=5:ﬁ=(3,—1,—2)

x-a y—-(3-a) z P (a,3-a,0)
r: = ===y
1 1 1 u, =(111)

n-u, =(3,-1,-2)(L11)=3-1-2=0=nlu,

Al ser el vector normal del plano y el director de la recta perpendiculares la recta y el plano o son
paralelos o la recta esta contenida en el plano. Dependera de que el punto Py esté en el plano o no.

mr:3X—y—-2z=5
P (a,3-a,0) :>3a—(3—a)—2-0=5:>3a—3+a:5:>4a:8:>a=%=2

(Pen?

Si a=2 el punto P pertenece al plano y la recta esta contenida en el plano.
Si a# 2 el punto Prno pertenece al plano y la recta es paralela al plano.

_ P (0,3,0
b) Para a=0 larecta queda r:izy—3:5:>r: _( )
1 1 1 u, =(11,1)

La distancia de r al plano m sera la distancia del punto Pral plano 7 :3x—y—-2z=5.

. La recta y el plano son paralelos.

7:3x—y—-22-5=0 3:0-3-2.0-5| |8 |8

P.(0,3,0) }2d(r,72')—d(|3r,7r)—\/32+(_1)2+(_2)2 iz |z

=2.138u

c) Elplano " que contiene a larecta r y es paralelo al plano 7 tiene el mismo vector normal y contiene
el punto Pr.

7:3x—y-22-5=0=>7":3x—y-2z+D=0

7:3x—-y-2z+D=0
P (03,0)ex

}:3-0—3—2-O+D:O:> D=3=|7":3x-y-2z+3=0
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7: Dos urnas A 'y B contienen bolas de colores con la siguiente composicion: La urna A contiene 3
bolas verdes, 3 bolas rojas y 4 bolas negras, y la urna B contiene 1 bola verde, 3 bolas rojas y 5 bolas
negras. Se saca al azar una bola de la urna A 'y se mete en la urna B. A continuacion, se saca al azar
una bola de la urna B. Calcule:

a) [0,5 p.] La probabilidad de que la bola que se saca de la urna B sea negra, sabiendo que la bola
que se saco de la urna A era verde.

b) [1 p.] La probabilidad de que la bola que se saca de la urna B sea negra.

c) [1 p.] La probabilidad de que la bola que se sacé de la urna A fuera verde, sabiendo que la bola se
ha sacado de la urna B ha sido negra.

Realizamos un diagrama de arbol para establecer las probabilidades de los distintos sucesos del
experimento.

Bola verde de B
(2V,3Ry5N)
P(VB/VA) = 2/10

Bola roja de B
(2V,3Ry5N)
P(RB//VA) = 3/10

Bola verde de A
P(VA) = 3/10

Bola negra de B
(2V,3Ry5N)
P(NB/VA) = 5/10

Bola verde de B
(1V,4Ry5N)
P(VB/RA) = 1/10

Extraemos una bola de la urna S0k T e A Bola roja de B

A, laintroducimos en laurna By | (1V,4Ry5N)
extraemos una bola de B P(RA) =3/10 P(RB/RA) = 4/10

Bola negra de B
(1V,4Ry5N)
P(NB/RA) = 5/10

Bola verde de B
(1V,3Ry6N)
P(VB/NA) = 1/10

Bola roja de B
(1V,3Ry6N)
P(RB/NA) = 3/10

Bola negra de A
P(NA) = 4/10

Bola negra de B
(1V,3Ry6N)
P(NB/NA) = 6/10
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Llamamos VA al suceso “Sacar Verde en urna A”, NA al suceso “Sacar Negra en urna A, RA a
“Sacar Roja en urna A”, de la misma manera llamamos VB a “Sacar verde en urna B”, NB a
“Sacar Negra en urna B” y RB a “Sacar Roja en urna B”.

a) Sisacamos una bola verde de la urna Ay la introducimos en la urna B, tendremos en dicha urna
9 +1 =10 bolas, siendo 5 de ellas de color negro. Aplicando la regla de Laplace tenemos que:

P(NB/VA):%:

b
) P(NB)=P(VA)-P(NB/VA)+P(RA)-P(NB/RA)+P(NA)-P(NB/NA)=

35,35 46 54 oy

10 10 10 10 10 10 100

c) Es una probabilidad a posteriori, utilizamos el teorema de Bayes.

3 5
P (VA/ NB) = P(VANNB) _P(VA)P(NB/VA) 1010 _|5 _, ,777g
P(NB) P(NB) 054 [18
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8: En este ejercicio trabaje con 4 decimales para las probabilidades.

Se lanza una moneda al aire 100 veces y se anota el resultado del lanzamiento, que puede ser cara o
cruz con la misma probabilidad. Determine:

a) [0,5 p.] Qué distribucidn sigue la variable aleatoria que cuenta el nimero de veces que sale cara.

b) [0,5 p.] Calcule la media y la desviacion tipica de esta distribucién.

c) [0,5 p.] Cual es la probabilidad de que salga cara 60 veces.

d) [1 p.] Cuéles la probabilidad de que el nimero de veces que sale cara sea mayor o igual que 55.

a) X = “ndmero de veces que sale cara en 100 lanzamientos de una moneda”

Es una variable binomial, pues las repeticiones son independientes entre si y la realizacion de
cada tirada solo tiene dos opciones: Exito = “sacar cara” y Fracaso = ““sacar cruz”.

El nimero de repeticiones es n = 100 y p = P(sacar cara al lanzar una moneda) = 1/2 = 0.5.

X = B(100, 0.5)

b) Media= x=n-p=100-0.5=50 y la desviacion tipica es o = \/n-p-q =/100-0.5-0.5=5

c) Nos piden calcular P(X =60).

100
P(X =60)= (60 j-o.s60 -0.5% =0.01084

d) Esta probabilidad usando la binomial es muy costosa de calcular pues es:
P(X >55)=P(X =55)+P(X =56)+....+ P(X =100).
La calculamos usando la aproximacion a la distribucion normal.
n-p=100-05=50>5 . L
Como la aproximacion es buena.
n-gq=100-05=50>5

Se aproxima a una normal de media 50 y desviacidn tipica 5.

X =B(100,0.5) > Y = N (50,5)

P(X >55)={Correccion de Yates} = P(Y >54.5)=

0d
0.5
0.5
0.5
0.6
0.6

= {Tipificamos} = P(Y _550 > 54'55_ 50} =P(220.9)=

=1-P(Z <0.9)={Miramos en la tabla N(0,1)} =

0.6!
0.7.
0.7
0.7
0.8

—1-0.8159 =
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UNIVERSIDAD DE | .« . Universidad
MURCIA : Regién de Murcia Politécnica
de Cartagena

EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD
206-MATEMATICAS II.

EBAU2022 - JULIO

OBSERVACIONES IMPORTANTES: Se debe responder a un maximo de 4 cuestiones y no es
necesario hacerlo en el mismo orden en que estan enunciadas. Cada cuestion tiene una puntuacion de
2,5 puntos. Si se responde a mas de 4 cuestiones, s6lo se corregiran las 4 primeras, en el orden que
haya respondido el estudiante. Solo se podran usar las tablas estadisticas que se adjuntan. No se
podrén usar calculadoras graficas ni programables.

1: [2,5 p.] Un conocido defraudador fiscal tiene distribuido su dinero negro en tres paraisos fiscales,
las Islas Caiman, Panama y Fiji. La suma total de este dinero es de 150 millones de euros. Si
perdiera la cuarta parte del dinero que tiene en las Islas Caiman, seguiria teniendo alli el triple del
dinero que tiene en Panama. Ademas, el dinero que tiene en Panama sumado a las dos quintas
partes del dinero que tiene en Fiji es exactamente la mitad del dinero que tiene en las Islas Caiman.
Calcule cuénto dinero tiene en cada uno de los paraisos fiscales.

2: Se dice que una matriz cuadrada A es idempotente si cumple que A’ = A
a) [0,75 p.] Si A es una matriz idempotente, calcule razonadamente A*%.
b) [0,75 p.] Si A es una matriz idempotente y regular (o inversible), calcule razonadamente su
determinante.
c) [1 p.] Determine para que valores de a y b la siguiente matriz es idempotente

a 0 0
A=l2 1-a 0
0 0 b
3: Considere la funcion f(x) dada por
In x .
— i x>0y x=1
f(x)={x-1 y
a Si x=1

a) [0,5 p.] Calcule el limite de f(x) cuando x tiende a +co.

b) [1 p.] Determine el valor de a para que la funcion f(x) sea continua en x = 1.

c) [1 p.] Estudie si, para dicho valor de a, la funcion f(x) es derivable en x = 1. En caso
afirmativo, calcule el valor de la derivada de f en x = 1.

4: Considere la funcién f (x) =x’e™*, definida para todo valor de x e R.

a) [1 p.] Calcule la derivada de f(x) y determine sus intervalos de crecimiento y/o decrecimiento.
b) [1 p.] Calcule la integral indefinida de la funcién f(x).
c) [0,5 p.] Determine la primitiva de la funcion f(x) cuya grafica pasa por el punto de coordenadas

(0,1).
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5: Considere el plano m de ecuacion z:x+y+z=1Yy larecta r dada por

r_x—y:O
‘lax-z=a-1
a) [1,5 p.] Estudie la posicion relativa del plano m y de la recta r en funcién del parametro a.

b) [1 p.] Sia=-1 larectar corta al plano 1. Calcule en ese caso el punto de corte y el angulo que
forma la recta r con el plano .

6: Considere las recta r y s dadas por
x-1 vy z [ x+2z=1
CTIT1T {y =0
a) [1,5 p.] Compruebe que las rectas son coplanarias (es decir, estan contenidas en un mismo

plano) y calcule la ecuacion del plano que las contiene.
b) [1 p.] Calcule la distancia de la rectar al plano 7z:x—y+2z=3.

7: Un estudio publicado en Environmental, Science and Technology ha revelado que la probabilidad
de contraer el Covid-19 en el interior de restaurantes es 0,45. Ademas, segun los datos de las
Naciones Unidas, en el mundo hay actualmente un 50,5 % de hombres y un 49,5 % de mujeres.
a) [0,5 p.] Suponiendo que los sucesos “contraer el Covid-19 en el interior de restaurantes” y
“ser mujer” sean independientes, calcule la probabilidad de que una persona elegida al azar
sea mujer y contraiga el Covid-19 en el interior de restaurantes.

b) [1 p.] En el mismo supuesto que en el apartado a), calcule la probabilidad de que una persona
elegida al azar no sea mujer o no contraiga el Covid-19 en el interior de restaurantes.

c) [1 p.] Si se eligen 8 personas al azar, ;cuél es la probabilidad de que al menos 4 de ellas
contraigan el Covid-19 en el interior de restaurantes?

8: En este ejercicio trabaje con 4 decimales para las probabilidades.

La altura de los individuos de una poblacion sigue una distribucion normal de media 175 cm y
desviacion tipica 4 cm.

a) [0,75 p.] Calcule la probabilidad de que un individuo elegido al azar mida mas de 170 cm.

b) [0,75 p.] Calcule qué porcentaje de la poblacion mide entre 170 y 185 cm.

c) [1 p.] Calcule la altura que es superada por el 33 % de la poblacion.
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SOLUCIONES

1: [2,5 p.] Un conocido defraudador fiscal tiene distribuido su dinero negro en tres paraisos fiscales,
las Islas Caiman, Panama y Fiji. La suma total de este dinero es de 150 millones de euros. Si
perdiera la cuarta parte del dinero que tiene en las Islas Caiman, seguiria teniendo alli el triple del
dinero que tiene en Panama. Ademas, el dinero que tiene en Panama sumado a las dos quintas
partes del dinero que tiene en Fiji es exactamente la mitad del dinero que tiene en las Islas Caiman.
Calcule cuanto dinero tiene en cada uno de los paraisos fiscales.

(Y3}

Llamamos “x” al dinero depositado en Islas Caiman (en millones de euros), “y

(1=}

Panamad y “z” a lo depositado en Fiji.

a lo depositado en

“La suma total de este dinero es de 150 millones de euros” > x+ y+z =150

“Si perdiera la cuarta parte del dinero que tiene en las Islas Caiméan (se queda con % de x), seguiria

teniendo alli el triple del dinero que tiene en Panama” - %X =3y

“El dinero que tiene en Panama sumado a las dos quintas partes del dinero que tiene en Fiji es

. . . ., 2 X
exactamente la mitad del dinero que tiene en las Islas Caiman” = y + 3 Z= >

Reunimos todas las ecuaciones en un sistema y lo resolvemos.

X+y+2=150 X+y+2z=150 X+Yy+2z=150
3 4y +y+1z=150
—x=3y = 3x =12y = X=4y = =
4 10y +4z =5(4y)

2 X 10y +4z =5x 10y +4z =5x
Yy+—2=—

5 2

5y +z=150 } z7=150-5y
=

= — 4(150-5y) =10y = 600 20y =10y =
10y +42=20y[  4z=10y } ( y)=10y y =10y

X =4-20 =80
= 600=30y = y:@:20 =
30 |2 =150—5-20 = 50|

En las Islas Caiman tiene 80 millones de euros, en Panama 20 y en Fiji tiene 50 millones.

93 de 280




EBAU Julio 2022 Matemdticas Il en Murcia

2: Se dice que una matriz cuadrada A es idempotente si cumple que A’ = A

a) [0,75 p.] Si A es una matriz idempotente, calcule razonadamente A*%.

b) [0,75 p.] Si A es una matriz idempotente y regular (o inversible), calcule razonadamente su
determinante.

c) [1 p.] Determine para que valores de a y b la siguiente matriz es idempotente

a 0 0
A=|2 1-a 0
0O 0 b

a) Calculamos las primeras potencias de A en busca de una regularidad.

A2 =A

A=A A=A-A=A*=A
A=A A=A A=A =A
A=A A=A-A=A?=A

A2022 — A2021'A= A'A: AZ — A
Realmente cualquier potencia de A da como resultado la matriz A.

b)
|A=0, no es posible

2 2 pues A es regular y |A|=0
K= A= | = A = A <[ A= A |4 =0= |A|(]A-1) 0=

0
|Al-1=||A|=1
El determinante de A vale 1.
c)
a 0 0Ya 0 O a’ 0 0 a’ 0 0
A*=|2 1-a 02 1-a 0|=|2a+2-2a (1-a) 0 |=|2 (1-a) O
0O 0 b)lO 0 b 0 0 b? 0 0 b?
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a=0
a’=a—a’-a=0—-a(a-1)=0-10
a=1
a=0
(1-a)’=1-a—»a’-2a+l=1-a—a’-a=0-a(a-1)=0-10
a=1
b=0

b’=b—>b*-b=0->b(b-1)=0->+0
b=1

Los valores seriana=00a=1yb=00b=1.
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3: Considere la funcién f(x) dada por

In x
f(x)=4x-1

a Si x=1

a) [0,5 p.] Calcule el limite de f(x) cuando x tiende a +oo.

b) [1 p.] Determine el valor de a para que la funcion f(x) sea continua en x = 1.

c) [1 p.] Estudie si, para dicho valor de a, la funcion f(x) es derivable en x = 1. En caso afirmativo,

calcule el valor de la derivada de f en x = 1.

Si x>0y x=1

a)
1
lim f(x)=lim Inx __ Indeter minacion(L Hopital) = lim X = lim l:iz@
X—>-+20 x>0 X —1 oo xo+0 1 x40 X 00
b) Para que sea continua en x = 1 deben coincidir el limite con el valor de la funcion.
1
: . Inx 0 PR oy 1
lim f (x) =lim— =— = Indeter min acién(L"Hopital) = lim = = lim= =1
x—-1 x->1x—1 0 x-1 1 x>l ¥
f(1)=a ~[a=1]
lem f(x)=f(1)
In x .
. — sl x>0y x=1
c) Paraa=1lafunciénes f(x)=4x-1 d :
1 Si x=1
Calculamos la derivada en x = 1 usando la definicion.
In x 1 Inx—x+1
f(x)-f(1 - - -
£(1) =lim ()= ) g x=1 "y X211 x+l_Inl-1+1_
x—1 X -1 -1 x-—1 x—1 X—1 x—1 (X—l) (1_1)
1
0 Pt ) B
=— = Indeter minacion(L Hopital) = lim =—=—=Indeter minacion(L "Hbpital) =
0 ©12(x-1) 0 0
_1
2 —
=lim—%- :Iim—12: !
x>l 2 x->1 2X 2

La funcion es derivable en x = 1 y su valores f’(1)= —% :
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4: Considere la funcion f (x)=x’, definida para todo valor de x € R.

a) [1 p.] Calcule la derivada de f(x) y determine sus intervalos de crecimiento y/o decrecimiento.
b) [1 p.] Calcule la integral indefinida de la funcion f(x).
c) [0,5 p.] Determine la primitiva de la funcion f(x) cuya grafica pasa por el punto de coordenadas

(0.9)

a)

f(x)=2xe"+x*(-1)e™* =2xe™* —x’e ™" =xe ™ (2-X)
Igualamos a cero la derivada en busca de los puntos criticos.

x=0
f'(x)=0=>xe™(2-x)=0=17e7*=0 jlmposible!

2-x=0=[x=2]

Estudiamos el signo de la derivada antes, entre y después de estos dos valores.

e Enelintervalo (—oo, 0) tomamos x = -1y la derivada vale
f(-1)=(-1)e"™¥(2-(~1))=-3e <0. La funcién decrece en (—o,0).
e Enelintervalo (0,2) tomamos x = 1y la derivada vale f'(1)=(1)e™(2-1)=e™*>0.La
funcién crece en (0,2).
e Enelintervalo (2,+«) tomamos x = 3y la derivada vale f’(3)=3e°(2-3)=-3¢"<0.
La funcion decrece en (2,+oo).
La funcion sigue el esquema siguiente:

T T

La funcion decrece en (—,0)U(2,+0) y crece en (0,2).

b)
Integracién por partes
jf(x)dx:sze‘xdx: u=x>— du = 2xdx =

dv=edx > v= Ie‘xdx =

= x? (—e’X ) —IZX(—e’X)dx =-—x% 7+ 2_[ xe ¥dx = ...
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Integracion por partes
jxe’xdx —Ju=x—du=dx - x(—e’X ) —I—e’xdx ——xe ¥+ J.e’xdx —_xe¥—e*

dv=edx—>v= J'e‘xdx =

==X+ 2(—xe’X —e’x) =—x%*-2xe ¥ -2 =|-e* (x2 +2X + 2)+ K

c) La primitiva de la funcion es F (x) =—e" (x2 +2x+2)+ K. Si pasa por el punto (0, 1) entonces
se debe cumplir que F(0) = 1.

F(0)=1=-e°(0?+2:0+2)+K =1= -2+ K =1= [K =3]

La primitiva buscada es F (x)=—e (% +2x+2)+3
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5: Considere el plano m de ecuacion z:x+y+z=1Yy larecta r dada por
X—y=0
r: y
{ax -z=a-1
a) [1,5 p.] Estudie la posicion relativa del plano m y de la recta r en funcién del parametro a.

b) [1 p.] Sia=-1 larecta r corta al plano . Calcule en ese caso el punto de corte y el &ngulo que
forma la recta r con el plano .

a) El vector normal del plano z:x+y+z=1es n= (1L11).

Hallamos un vector director de la recta.

X=A1
{x—y:O {x:y {R(0,0,l—a)
r: = =>riqy=4 =r:

ax—z=a-1 ax—a+l=z V. =
z=-a+l+al v =(11a)

Recta y plano son paralelos o coincidentes si vector normal del plano y vector director de la recta
forman 90°, es decir, su producto escalar es cero.

=v,-n=(11a)(111)=1+1+a=2+a
v,.n=0=2+a=0=[a=—2]

Hay dos casos diferentes a estudiar.

CASO 1. a=-2

13

En este caso el producto escalar del vector normal del plano y vector director de la recta es
cero.
Plano y recta son paralelos o la recta esta contenida en el plano.

Comprobamos si el punto P (0,0,1—(—2)) =(0,0,3) pertenece al plano 7:x+y+z=1.

P, (0.03)
=¢0+0+3=1?
riX+y+z=1

No se cumple. Recta y plano son paralelos.
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CASO 2. a=-2

V

o U

En este caso el producto escalar del vector normal del plano y vector director de la recta no es
cero. La recta y el plano son secantes.

. x—y=0 y=X
b)S|a=1Iarectarquedar:{ :>{ =r:

t {P,(0,0,Z)
t =r:
—X—-2=-2 z2=2-X
2—-t

- (LL-1)

N < X
Il

Hallamos el punto A de corte de recta y plano.

x=t
x=-1
r:<y=t
P St+t+2-t=1=t=-1=y=-1 =|A(-1,-1,3)
z=2-(-1)
TiX+y+z=1

Hallamos el angulo formado entre recta y plano. Hallamos primero el &ngulo entre vector normal
del plano n=(11,1) y el director de la recta v, = (11,-1).

v, =(11-1) N (L1-1)(12,2) 141-1 1
R :cos(vr,n):ﬁ = 2 - —Zo
n=(111) A N R TN EE O VI

= (\7r ﬁ) — arccos = 70520
3

El angulo entre recta y plano sera 90° — 70.52° = 19.48°.
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6: Considere las recta r y s dadas por
x-1 vy z X+2z=1
r—=== S:
-1 1 1 y=0
a) [1,5 p.] Compruebe que las rectas son coplanarias (es decir, estan contenidas en un mismo plano)

y calcule la ecuacién del plano que las contiene.
b) [1 p.] Calcule la distancia de la rectar al plano 7z:x—y+2z=3.

a) Las rectas son coplanarias si son paralelas o se cortan.
Obtenemos un punto y un vector director de cada una de las rectas.

y {Pr(Lo,o)

x-1
r——===—=r:q_.
-1 11 u; (-11,1)

=1-24
{x+22 =1 {x:l—Zz X Q,(1,0,0)
= =s::y=0 =S4
y=0 y=0 1 v, =(-2,0,1)

Los vectores directores no tienen coordenadas proporcionales, por lo que las rectas no son
paralelas ni coincidentes.

Las rectas se cortan (un punto en comun) o se cruzan (ningun punto en comun).

Como Pr = Qs = (1, 0, 0) ambas rectas se cortan en el punto Pr(1, 0, 0).
Las rectas son secantes y por tanto coplanarias.

El plano 1" que las contiene tiene como vectores directores los vectores directores de ambas
rectas y contiene el punto P, (1,0,0).

G=U—r(_1’1’1) x-1'y z
v=v,=(-201);=7z:| -1 1 1=0=x-1-2y+2z+y=0=[71x-y+22-1=0
R(l,0,0)efr -2 01

b) Elplano 7:x—y+2z=3 es paralelo al plano m" obtenido en el apartado a), por lo que la recta r

y el plano Tt son paralelos. La distancia de la recta al plano mt es la distancia de un punto cualquiera
de la recta al plano.
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T:X—y+2z2-3=0
-
P,(1,0,0)
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7: Un estudio publicado en Environmental, Science and Technology ha revelado que la probabilidad
de contraer el Covid-19 en el interior de restaurantes es 0,45. Ademas, segun los datos de las
Naciones Unidas, en el mundo hay actualmente un 50,5 % de hombres y un 49,5 % de mujeres.

a) [0,5 p.] Suponiendo que los sucesos “contraer el Covid-19 en el interior de restaurantes” y “ser
mujer” sean independientes, calcule la probabilidad de que una persona elegida al azar sea mujer
y contraiga el Covid-19 en el interior de restaurantes.

b) [1 p.] En el mismo supuesto que en el apartado a), calcule la probabilidad de que una persona
elegida al azar no sea mujer o no contraiga el Covid-19 en el interior de restaurantes.

c) [1 p.] Si se eligen 8 personas al azar, ;cuél es la probabilidad de que al menos 4 de ellas contraigan
el Covid-19 en el interior de restaurantes?

Llamamos C = “Contagiarse de Covid-19 en restaurantes” y M = “Ser mujer”.

a) Los sucesos “contraer el Covid-19 en el interior de restaurantes” y “ser mujer” son
independientes por lo que:

P (Ser mujer y contraer el Covid) = P(C M) =P(C)P(M)=0.45-0.495=
b) Nos piden calcular el valor de P(M uE) .

P(Mué): P(M—mC)=1—P(M NC)=1-0.22275=[0.77725]

c) Se trata de una binomial donde X = Numero de personas que contraen el Covid-19 en el interior
de restaurantes de un grupo de 8. Los parametros son p = 0.45, n = 8. X = B(8, 0.45).

P(X24)=1-P(X <4)=1-[P(X =0)+P(X =1)+P(X =2)+P(X =3)]=

8 0 8 8 1 7 8 2 6 8 3 5
1-[| ,|0457-055"+| | |0.45"-0.55"+|  |0.457-055°+| 0.45" 055" |=

1-[0.0084 +0.0548+0.1569 + 0.2568] =[0.5231
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8: En este ejercicio trabaje con 4 decimales para las probabilidades.

La altura de los individuos de una poblacion sigue una distribucion normal de media 175 cm y
desviacion tipica 4 cm.

a) [0,75 p.] Calcule la probabilidad de que un individuo elegido al azar mida mas de 170 cm.

b) [0,75 p.] Calcule qué porcentaje de la poblacion mide entre 170 y 185 cm.

c) [1 p.] Calcule la altura que es superada por el 33 % de la poblacion.

X = La altura de los individuos de una poblacién. X =N (175,4)

a) Nos piden calcular P(X >170).

Tipificamos
P(X >170) = L _ X175 =P(Z >170#j=|3(z >-1.25)=
4

= P(Z <1.25) = {Buscamos en la tabla N(0,1)} =

b)
Tipificamos
PL70<X <185)=1_ X -175= P(170;175 <Z< 185;175j =P(-1.25<Z <25)=
4

=P(Z<25)-P(Z<-1.25)=P(Z <25)-P(Z >1.25)=P(Z <2.5)-[1-P(Z <1.25)]

={Buscamos en la tabla N(0,1)} = 0.9938—[1-0.8944] = |0.8882

El porcentaje de poblacién que mide entre 170 y 185 cm es del 88.82 %

) Nos piden hallar “a” tal que P ( X > a) =0.33

Como el porcentaje es menor de 0.5 el valor de “a” debe ser mayor que la media 175 cm.

Tipificamos a—175) (a—175 a—175
P(X>a)= Z:x_175 :P(Z> 1 j:{ 1 >0}:1—P(Z< 1 j:O.33:>
4

= P(Z < a_j75j =1-0.33=0.67 = {Buscamos en la tabla N(0,1)} =

a-175

= =044=a-175=1.76=4a=175+1.76 =(176.76Ccm
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UNIVERSIDAD DE | JEAES B ecin ) Universidad
MURCIA |8 Region de Murcia Politécnica
de Cartagena

EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD
206-MATEMATICAS II.

EBAU2022 - JUNIO

OBSERVACIONES IMPORTANTES: Se debe responder a un maximo de 4 cuestiones y no es
necesario hacerlo en el mismo orden en que estan enunciadas. Cada cuestion tiene una puntuacion de
2,5 puntos. Si se responde a mas de 4 cuestiones, s6lo se corregiran las 4 primeras, en el orden que
haya respondido el estudiante. Solo se podran usar las tablas estadisticas que se adjuntan. No se
podrén usar calculadoras graficas ni programables.

1: [2,5 p.] La suma de las edades de Carmela, Esperanza y Aurora es 68 afos. La edad de Carmela
es 5 afios méas que la mitad de la suma de las edades de Esperanza y Aurora. Ademas, dentro de 4
afios la edad de Aurora sera la edad que actualmente tiene Esperanza. Calcule las edades de cada una
de ellas.

0 3 4 1 00
2: Considere las matrices A= 1 -4 -5/yB=|1 1 0|.
-1 3 4 111
a) [1 p.] Si | denota la matriz identidad de orden 3, compruebe que A®=—1vy calcule A*%.

b) [0,5 p.] Calcule la inversa de A.
¢) [1 p.] Resuelva la ecuacion matricial AX —B" = A%, donde B' denota la matriz traspuesta de
B.

3: En este ejercicio se puede utilizar el resultado del apartado a) para realizar el apartado b), aun en
el caso en que no se sepa realizar el apartado a).

Un triatleta participa en una competicion de SwimRun en la que debe ir desde el punto A, situado en
la orilla de un canal de agua en reposo de 2 kildmetros de ancho, hasta el punto B, situado en la otra
orilla del canal y a una distancia de 10 kilometros del punto C (punto opuesto de A), tal y como se
indica en la figura. Para ello, debe ir nadando desde A hasta cualquier punto D de la otra orilla del
canal y continuar corriendo desde D hasta B. El triatleta tiene plena libertad para elegir D.

10 km

(=—"—=D \ i
[ Pl -

2 km /
LA

A
a) [1 p.] Sabiendo que el triatleta es capaz de nadar a una velocidad de 4 km/h y de correr a una
velocidad de 12 km/h, demuestre que el tiempo total empleado por el triatleta en ir desde A

2
(x): \/x4+4 +10—x

12

hasta B (pasando por D) viene dado por la funciéon f , donde x denota la

distancia de C a D.
b) [1,5 p.] Calcule cual debe ser el punto D para que el tiempo empleado por el triatleta en ir desde
A hasta B sea minimo. ¢Cuanto tardara en dicho caso?

105 de 280




EBAU Junio 2022 Matemadticas Il en Murcia

4: Considere la funcién f (x)=x In(x), definida para x> 0.

a) [1 p.] Calcule la derivada de f(x) y determine sus intervalos de crecimiento y/o decrecimiento.
b) [1 p.] Calcule la integral indefinida de la funcion f(x).
c) [0,5 p.] Determine la primitiva de la funcion f(x) cuya gréfica pasa por el punto de coordenadas

(1,0).

5: Considere las siguientes rectas:
X+2 y-3 z [x=z=0
r—==—=— Y s: :
-1 1 0 y=1
a) [1,5 p.] Estudie la posicion relativa de ambas rectas.

b) [1 p.] En caso de que las rectas se corten, calcule la ecuacion del plano que las contiene y el
angulo que forman ambas rectas. En caso de que las rectas se crucen, calcule la perpendicular
comun a ambas rectas.

6: Considere los puntos A=(1,-1, 2)y B=(3, 5, 2).

a) [1,5 p.] Determine la ecuacién del plano = perpendicular al segmento AB y que pasa por el
punto medio de dicho segmento.
b) [1 p.] Calcule la distancia del punto A al plano .

7: Dos urnas A 'y B contienen bolas de colores con la siguiente composicion: La urna A contiene 6
bolas verdes y 4 bolas negras, y la urna B contiene 2 bolas verdes, 4 bolas negras y 3 bolas rojas.
Se saca al azar una bola de la urna A y se mete en la urna B. A continuacion, se saca al azar una
bola de la urna B. Calcule:

a) [0,75 p.] La probabilidad de que la bola que se saca de la urna B sea roja.

b) [0,75 p.] La probabilidad de que la bola que se saca de la urna B sea verde, sabiendo que la
bola que se saco de la urna A era verde.

¢) [1 p.] La probabilidad de que la bola que se saca de la urna B sea negra.

8: En este ejercicio trabaje con 4 decimales para las probabilidades.

El cociente intelectual (Cl) de los estudiantes universitarios sigue una distribucion normal de
media Yy desviacion tipica o desconocidas. Se sabe que la media es igual a 10 veces la

desviacion tipica y que el 93,32% de los estudiantes tiene un CI menor de 115.

a) [1,5 p.] Calcule la media y la desviacion tipica de esta distribucion.

b) [1 p.] Si se eligen al azar 5 estudiantes universitarios, ¢cual es la probabilidad de que
exactamente 3 de ellos tengan un CI mayor de 115?
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SOLUCIONES

1: [2,5 p.] La suma de las edades de Carmela, Esperanza y Aurora es 68 afos. La edad de Carmela
es 5 aflos més que la mitad de la suma de las edades de Esperanza y Aurora. Ademas, dentro de 4
afios la edad de Aurora serd la edad que actualmente tiene Esperanza. Calcule las edades de cada
una de ellas.

Llamamos “x” a la edad de Carmela, “y” a la edad de Esperanza, “z” a la edad de Aurora.

“La suma de las edades de Carmela, Esperanza y Aurora es 68 afios” > X+ y+z =68

“La edad de Carmela es 5 afios mas que la mitad de la suma de las edades de Esperanza y Aurora”

- X:5+_y42-z

“Dentro de 4 afios la edad de Aurora (z+4) sera la edad que actualmente tiene Esperanza (y)”
2> z2+4=y

El sistema de ecuaciones queda:
X+Yy+z=68

Lo resolvemos.

X+Yy+2=68
X+Yy+2z=68
y+17 X+(z+4)+z=68 X+27 =64
X=5+— ' =2x=10+y+z; = = =
2x=10+(z+4)+z 2x—2z=14
Z+4=y
Z+4=y
X+2z2=64 X+2z=64 57
= =>7+72+22=64=>32=5T=|z=—=19|=>
X—2=7 X=7+12 3

[x=7+19 = 26|
ly=19+4=23|

La edad de Carmela es 26, la de Esperanza es 23 y la de Aurora es 19.
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0 3 4 1 00
2: Considere las matrices A=| 1 -4 -5|yB=|1 1 0].
-1 3 4 111
a) [1 p.] Si | denota la matriz identidad de orden 3, compruebe que A®*=—1Yy calcule A*%.

b) [0,5 p.] Calcule la inversa de A.
¢) [1 p.] Resuelva la ecuacion matricial AX —B" = A%, donde B' denota la matriz traspuesta de B.

a) Comprobamos que A®=—1.

0 3 4)0 3 4 0+3-4 0-12+12 0-15+16 -1 0 1
A=1 -4 5|1 -4 -5|=/0-4+5 3+16-15 4+20-20(=|1 4 4
-1 3 4)(-1 3 4 0+3-4 -3-12+12 -4-15+16 -1 -3 3

-1 0 1 0 3 4 0+0-1 -3+0+3 -4+0+4
A=A>A=|1 4 4|1 -4 -5|=|0+4-4 3-16+12 4-20+16
-1 -3 -3){l-1 3 4 0-3+3 -3+12-9 -4+15-12

-1 0 0 100
A={0 -1 0|=—-0 1 0|=-1
0 0 -1 001

Calculamos A®%,

2023 |3_

223 674
13

1L
Tenemos que 2023 =3-674+1

AR = p3TL = AT A = (RO) T A= (1) A= (<1 ). 674veces...(~1)-A=1-A= A

0 3 4
AP —pA=l1 -4 -5
-1 3 4

b) Comprobamos si la matriz A es invertible.

0 3 4
|A|: 1 -4 5/=0+15+12-16-12-0=-1%0
-1 3 4

La matriz A es invertible.
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0 3 4 0 1 -1
A=|1 -4 5|=A =3 -4 3
-1 3 4 4 5 4
0 1 -1 ‘—4 3‘ _‘3 3‘ +3 —4
Adj|3 -4 3 5 4 |44 4 -5
A_ledj(AT): 4 5 4) _‘1 —w ‘o —1‘ o 1
A -1 -5 4| |4 4] |4 -5
1 —]1 ‘0 —1‘ 0 1
+ - +
4 3] 3 3 [3 -4
10 1) (1 0 -1
A'=—| 1 4 4|=|-1 4 4
-1 -3 -3) (1 3 3

También se pude hacer teniendo en cuenta el apartado a).

A=-l=AA=—l =-A A=| = (-A) A= = A=A

Como A? lo hemos calculado en el apartado a), tenemos que:

-1 0 1 1 0 -1
At=—AN=—|1 4 4 |=|-1 -4 -4
-1 -3 -3 1 3 3

c) En el apartado anterior se ha calculado la inversa de A, la utilizamos para resolver la ecuacion.

AX—BT:A2:>AX=BT+A2:>X=A‘1(BT+A2)

1 11 -1 0 1 0O 1 2
B"+A’=|{0 1 1|+|/1 4 4 |=|1 5 5
0 01 -1 -3 -3 -1 -3 -2
1 0 -1 1 2 0+0+1 1+0+3 2+0+2
X=-1 -4 -4 5 5 |=|0-4+4 -1-20+12 -2-20+8
1 3 3 -3 -2 0+3-3 1+15-9 2+15-6
1 4 4
X=|0 -9 -14
o 7 1
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3: En este ejercicio se puede utilizar el resultado del apartado a) para realizar el apartado b), aun en
el caso en que no se sepa realizar el apartado a).

Un triatleta participa en una competicion de SwimRun en la que debe ir desde el punto A, situado en
la orilla de un canal de agua en reposo de 2 kilometros de ancho, hasta el punto B, situado en la otra
orilla del canal y a una distancia de 10 kilometros del punto C (punto opuesto de A), tal y como se
indica en la figura. Para ello, debe ir nadando desde A hasta cualquier punto D de la otra orilla del
canal y continuar corriendo desde D hasta B. El triatleta tiene plena libertad para elegir D.

10 km

C"‘L"‘” B

[ - > .

2 km //

e
-

A
a) [1 p.] Sabiendo que el triatleta es capaz de nadar a una velocidad de 4 km/h y de correr a una
velocidad de 12 km/h, demuestre que el tiempo total empleado por el triatleta en ir desde A hasta B

2
X):\/x +4+10—x
4 12

, donde x denota la distancia de

(pasando por D) viene dado por la funcion f (

CabD.
b) [1,5 p.] Calcule cuél debe ser el punto D para que el tiempo empleado por el triatleta en ir desde
A hasta B sea minimo. ¢Cuanto tardara en dicho caso?

a) Se observa en la figura, la distancia que el triatleta debe nadar es la distanciade AaDy la
distancia que debe correr es la distancia de D a B.
La distancia de A a D es la hipotenusa de un triangulo rectangulo cuyos catetos son 2 y x km, por
lo tanto, aplicando el teorema de Pitagoras se tiene:

d(A D):\/x2 +22 =\x* +4km
Como nada a una velocidad de 4 km/h, el tiempo invertido para recorrer esa distancia es:

; : 2
espacio — Tiempo nadando = espacio VX2 +4

: - = horas
tiempo velocidad 4

velocidad =

Por otro lado, a partir de la figura se ve que la distancia de D a B es
Distancia(D,B)=10-x km
Como corre a una velocidad de 12 km/h, el tiempo invertido para recorrer esa distancia es

espacio  10-x horas

Tiempo corriendo = - =
velocidad 12

Por lo tanto, el tiempo total empleado para ir de A a B, en funcién de x es

2
f(x): \/x4+4 +10—x

12

horas

b) Se trata de calcular para qué valor de x se alcanza el minimo de la funcion f(x), teniendo en
cuenta que los valores "permitidos” de x son de 0 a 10.
Para estudiar el crecimiento y/o decrecimiento de la funcién f(x) en su dominio, estudiamos en
primer lugar su derivada obteniendo sus puntos criticos (candidatos a ser extremos relativos).
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xX*+4 10-x 1
fO="7""1 3

x2+4+i(10—x):>
12

_ (Zx)+%(—l) _x 1

1
4 Zx*+4 Calxita 12

Igualamos a cero la derivada

f’(x):ojL L 03#=$:12Xz4xlxz+4:>3x=\/x2+4:>

2
:>(3X)2=(«/X2+4) =X +4=9° =X +4=8x* =4= 2% =1 XZ:%:

:x:\/i:izo.m?km
2 2

Nos quedamos solo con la raiz positiva porque no tiene sentido una distancia negativa.
Para comprobar si se trata de un minimo, podemos hacerlo estudiando el signo de la derivada

antes y despues de x = L =0.707

N

f7(0.5)= 05 L

— = =-0.02<0
405 +4 12

t(2)=—2 L _009>0

2P +4 12
Por lo que la funcién sigue el esquema:

Ny

T A B a”

- - 1
La funcion presenta un minimo en x=—=0.707.

N

Para tardar el minimo tiempo posible el triatleta debe ir nadando desde la salida en el punto A
hasta el punto D situado aproximadamente a 707 metros del punto C, y a partir de ahi continuar
corriendo hasta la meta situada en el punto B. ElI tiempo que tardaria es

f(ijz (\/15)2 +4 +1o_1

7 J2 =1.3horas . Tardaria 1 hora y 18 minutos aproximadamente.

4 12
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4: Considere la funcién f (x)=x In(x), definida para x> 0.

a) [1 p.] Calcule la derivada de f(x) y determine sus intervalos de crecimiento y/o decrecimiento.

b) [1 p.] Calcule la integral indefinida de la funcion f(x).

c) [0,5 p.] Determine la primitiva de la funcion f(x) cuya grafica pasa por el punto de coordenadas

(1,0).

a) f(x)=xIn(x)= f'(x):ln(x)+x§:In(x)+l

Averiguamos cuando se anula la derivada para obtener sus puntos criticos.

f(x)=0=In(x)+1=0=In(x)=-1=x=¢" :1:0.368
e
Estudiamos el signo de la derivada antes y después de este valor.
f’(0.2)=In(0.2)+1=-0.6<0
f(2)=In(2)+1=1.69>0
La funcion sigue el esquema siguiente
|\'o — : : : : : :
0 0.36 1 2 3 4 5 6 7

La funcién decrece en (0,1/e) y crece en (1/e,+x)

b) Utilizamos el método de integracion por partes.

u=|n(x)—>du:1dx L

jf(x)dx=jxln(x)dx: X :X—In(x)— X Zdx=
X2 2 2

dv=xdx—>v:jxdx=?

2

2 2 2
=X?In(x)—_[gdx:X?In(x)—%.[xdx:x?ln(x)—%-x?: X?In(x)—ijrC

2 2
c) Laprimitivaes F(x) :_[ f(x)dx= X?In(x)—XZ+C , calculada en el apartado anterior.

Sustituimos el punto (1,0) en la primitiva.

1 1° 1
F(1)=0:>E|n(1)—z+(::0:>—z+c202 C=

AP

2 2
La primitiva es |F (x) :%In(x)—%+%
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5: Considere las siguientes rectas:

X+2 y-3 z Jx=2=0

r—=="—=— Y s: :
-1 1 0 y=1

a) [1,5 p.] Estudie la posicion relativa de ambas rectas.

b) [1 p.] En caso de que las rectas se corten, calcule la ecuacion del plano que las contiene y el angulo
que forman ambas rectas. En caso de que las rectas se crucen, calcule la perpendicular comin a ambas
rectas.

a) Obtenemos punto y vector director de cada recta.

X+2 y-3 1z P (-2.3,0)
-1 1 0

r—==2""="=r:{_.
v, =(-11,0)

X=t
{x—z:o {x:z {QS(O,LO)
S: = =>sqy=1=s:1_.

y=1 y=1 St u,=(10,1)

Las coordenadas de los vectores directores no son proporcionales, por lo que las rectas ni son
paralelas ni coincidentes.
vV, = (—1,1,0)} 11 0
=

U, =(10,1)

Comprobamos si se cortan o cruzan calculando el producto mixto de v,, u, y P.Q, .

Q(0L0) ]
PQ. =(0,1,0)—(-2,3,0)=(2,-2,0
Pr(—2,3,0)}:> Q. =(0.1.0)—( )=( )
v, =(-110) 11 0
u, =(10,1) =[v, u,PQ |=[1 0 1/=0+2+0-0-0-2=0
PG -(2-20) 2 20

Al ser nulo el producto mixto las rectas se cortan (estan en un mismo plano).

b) Hallamos la ecuacion del plano que las contiene utilizando los vectores directores de las rectas
que también son los directores del plano y un punto cualquiera, por ejemplo Q, (0,1,0) .

\Tr:(_l’l’o) X y-1 z
u,=(L01) t=z:l-1 1 0=0=x-z-(-1)(y-1)=0=|z:x+y-2-1=0]
Q.(0,10)erx 1 0 1

Hallamos el angulo que forman las rectas que es el angulo formado por sus vectores directores.
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v, =(~1,1,0) -

VI’ .uS

(-110)(x.0.3)

V

r

= (101) }:cos(r,s)cos(vr,us) T

JEL +2 407 (1) 422 +.0°

S

_ s

cos(r,s)—m—az(r,s)zcos{3:60"

Las rectas forman un angulo de 60°.
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6: Considere los puntos A=(1,-1, 2)y B=(3, 5, 2).

a) [1,5 p.] Determine la ecuacion del plano 7z perpendicular al segmento AB y que pasa por el punto
medio de dicho segmento.

b) [1 p.] Calcule la distancia del punto A al plano .

a) La situacion planteada es la del dibujo.

=1

PM

B

Hallamos el punto medio de dicho segmento. AB .

A=(1-1 2)}: pm - &L 2+E.52) )5 5y

B=(3, 5, 2) 2

Como el plano es perpendicular al segmento AB el vector AB es el vector normal del plano,
por lo que su ecuacion es:

A=(Q-12))
B=(3, 5 2)}:”’*5:(3’ 5, 2)—(L-1 2)=(2,6,0)
n=AB=(26,0) }:ﬂ:2X+6y+D:0

=4+12+D=0=>D=-16=>
PM=(2,2,2)€7[ PM:(Z,Z,Z)E%}

= 7:2X+6y-16=0=|7:Xx+3y-8=0)

b) Utilizamos la formula de distancia de un punto a un plano.

A=(L-1 2) 1+3(-1)-8 10
d(A7z)= = =10
7z:x+3y—8:0}:> ( 7[) ,/12+32+02 V10 -

También se puede obtener esta distancia como la mitad del médulo del vector AB .

. ABl 22 62
AB=(2,6,0)= d(A,ﬂ'):‘z‘: 22+6 :*/g_onl_oU
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7: Dos urnas A 'y B contienen bolas de colores con la siguiente composicion: La urna A contiene 6
bolas verdes y 4 bolas negras, y la urna B contiene 2 bolas verdes, 4 bolas negras y 3 bolas rojas. Se
saca al azar una bola de la urna A y se mete en la urna B. A continuacion, se saca al azar una bola de
la urna B. Calcule:

a) [0,75 p.] La probabilidad de que la bola que se saca de la urna B sea roja.

b) [0,75 p.] La probabilidad de que la bola que se saca de la urna B sea verde, sabiendo que la bola
que se saco de la urna A era verde.

c) [1 p.] La probabilidad de que la bola que se saca de la urna B sea negra.

Realizamos un diagrama de arbol para establecer las probabilidades del experimento.

Verde
(Umna B con 3
verdes, 4
negras y 3
rojas)

Extraemos
una bola de la
urna Ay la
introducimos
en B. Luego
extraemos
una bola de B Negra
(Umna B con 2
verdes, 5
negrasy 3
rojas)

Llamamos Va al suceso “Sacar Verde en urna A”, Na al suceso “Sacar Negra en urna A, de la
misma manera llamamos Vb a “Sacar verde en urna B”, Nb a “Sacar Negra en urna B” y Rb a
“Sacar Roja en urna B”.

a) P(Rb)=P(Vva)-P(Rb/Va)+P(Na)-P(Rb/ Na):%-%+%-%:%:

b) Es una probabilidad a priori que aparece en una de las ramas del diagrama de arbol.

P(Vb/Va):%:

c) P(Nb)=P(va)-P(Nb/Va)+P(Na)-P(Nb/ Na):%-%+%-%:%:
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8: En este ejercicio trabaje con 4 decimales para las probabilidades.

El cociente intelectual (Cl) de los estudiantes universitarios sigue una distribucion normal de media
4 Yy desviacion tipica o desconocidas. Se sabe que la media es igual a 10 veces la desviacion tipica
y que el 93,32% de los estudiantes tiene un Cl menor de 115.

a) [1,5 p.] Calcule la media y la desviacion tipica de esta distribucion.

b) [1 p.] Si se eligen al azar 5 estudiantes universitarios, ¢cuél es la probabilidad de que
exactamente 3 de ellos tengan un CI mayor de 115?

a) X = Cl de un estudiante universitario. X =N (x,0o)
“Se sabe que la media es igual a 10 veces la desviacion tipica” 2> ¢ =100
“E1 93,32% de los estudiantes tiene un CI menor de 115” > P(X <115)=0.9332

Obtenemos la ecuacion que nos falta del dato de la probabilidad.

P(X <115)=0.9332 = {Tipificamos} = P( XoH o 115_”) ~0.9332=
o (o)
= P(Z < 115_”) ~0.9332 = { Miramos en la tabla N(0,1)} = T>—# _1 5
(o} o
=115-u =150 = 1 =115-15c
Unimos las dos ecuaciones en un sistema y lo resolvemos.
1 =115-1.50c 115
=115-150 =100 = 115=11.50 = |c =——=10|= |« =10-10=100

1 =100 115

La media es 100 y la desviacidn tipica es 10.
b) Es una variable binomial. Determinamos sus parametros.
Y = NUmero de estudiantes con un Cl mayor de 115. Y = B(n,p)

El nGmero de repeticiones es n = 5.

Como P(X <115)=0.9332 entonces p=P(X >115)=1—-P(X <115)=1-0.9332=0.0668

Tenemos que la binomial es Y = B(5, 0.0668)

5
Calculamos P(Y =3) =(3]-0.06683-(1—0,0668)2 ~[0.0026
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UNIVERSIDAD DE |t L _ Universidad
MURCIA | Region de Murcia Politécnica
de Cartagena

EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD
206-MATEMATICAS II.

EBAU2021 - JULIO

OBSERVACIONES IMPORTANTES: Se debe responder a un maximo de 4 cuestiones y no es
necesario hacerlo en el mismo orden en que estan enunciadas. Cada cuestion tiene una puntuacion de
2,5 puntos. Si se responde a mas de 4 cuestiones, sdlo se corregiran las 4 primeras, en el orden que
haya respondido el estudiante. Solo se podran usar las tablas estadisticas que se adjuntan. No se
podrén usar calculadoras graficas ni programables.

1: Considere el siguiente sistema de ecuaciones en funcién del parametro a:
X+ay—- z=0
2x+ y+az=0
X+5y—-az=a+l
a) [0,75 p.] Determine para qué valores de a el sistema tiene solucion Unica.

b) [1 p.] Determine para qué valor de a el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvalo en ese
caso.

c) [0,75 p.] Determine para qué valor de a el sistema no tiene solucién.

-1 2
a) [1 p.] Si se denota por tr(A) la traza de la matriz A (es decir, la suma de los elementos de su
diagonal principal) y por |A| el determinante de A, compruebe que, para cualquier valor de a,
se cumple la ecuacion A* =tr(A) A—|All, donde I denota la matriz identidad de orden 2.

. ] 2 a
2: Considere la matriz A:( j )

b) [0.5 p.] Determine para qué valores de a la matriz A es regular (o inversible).
¢) [1 p.] Para a = -3, resuelva la ecuacion matricial AX —A' = A, donde A" denota la matriz
traspuesta de A.
3: Dada la funcioén f(x) = x’e™* definida para todo valor de x e R, se pide:

a) [1,5 p.] Calcule sus extremos relativos (maximos y minimos) y determine sus intervalos de
crecimiento y decrecimiento.

b) [1 p.] Calcule lim f(x)y lim f(x)

4:
a) [1,5 p.] Calcule la integral indefinida Ixsen(xz)dx utilizando el método de cambio de
variable (o método de sustitucion).

b) [1 p.] Determine el menor valor de a > 0 para el cual se cumple jxsen(xz)dx =1
0
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5: Considere las rectas de ecuaciones

1 1 -1
a) [0,75 p.] Compruebe que las rectas se cortan en un punto y calcule su punto de corte.

_ _oy=—
r:X 1:X z-1 1 y S:{X y
y+z=1

b) [1 p.] Determine el &ngulo que forman las dos rectas.
c) [0,75 p.] Calcule la ecuacion del plano que contiene a las dos rectas.

6: Los puntos A=(2,0,0) y B=(-112,4)son dos Vvértices de un tridngulo. El tercer vértice C se
encuentra en la recta r dada por

- 4x+3z =33
Ty=0

a) [1,5 p.] Calcule las coordenadas del tercer vértice C sabiendo que la recta r es perpendicular a
la recta que pasa por Ay C.

b) [1 p.] Determine si el triAingulo ABC tiene un angulo recto en Ay calcule su area.

7: Una urna contiene cinco bolas negras, numeradas del 1 al 5, y siete bolas blancas, numeradas del
1al 7. Se saca de la urna una bola al azar. Calcule:

8.

a) [0,5 p.] La probabilidad de que la bola sea blanca.
b) [0,5 p.] La probabilidad de que bola esté numerada con un nimero par.

¢) [0,5 p.] La probabilidad de que bola esté numerada con un nimero par, sabiendo que es una
bola blanca.

d) [0,5 p.] La probabilidad de que bola sea blanca y esté numerada con un nimero par.

e) [0,5 p.] La probabilidad de que bola sea blanca, sabiendo que esta numerada con un nimero
par

Juan es un estudiante bastante despistado y su tutora esta cansada de que llegue tarde a clase. El

se defiende diciendo que no es para tanto y que la tutora le tiene mania. Ella le propone el siguiente
trato: si en los proximos 9 dias Juan llega tarde como mucho 2 dias, la tutora le sube 1 punto en la
nota final de la evaluacion. Sabiendo que la probabilidad de que Juan llegue tarde a clase cada dia
es 0,45, determine:

a) [1 p.] El tipo de distribucion que sigue la variable aleatoria que cuenta el nimero de dias que
Juan llega tarde a clase en los préximos 9 dias. ¢Cuales son sus parametros?

b) [0,5 p.] ¢Cuél es la media y la desviacion tipica de esta distribucion?

c) [1 p.] ¢Cuél es la probabilidad de que Juan consiga la ansiada subida de 1 punto en la nota
final?
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SOLUCIONES

1: Considere el siguiente sistema de ecuaciones en funcion del parametro a:
X+ay—- z=0
2x+ y+az=0
X+5y—-az=a+l
a) [0,75 p.] Determine para qué valores de a el sistema tiene solucion Unica.

b) [1 p.] Determine para que valor de a el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvalo en ese
caso.

c) [0,75 p.] Determine para qué valor de a el sistema no tiene solucion.

Realizamos el estudio completo y luego respondemos a las preguntas planteadas en cada apartado.

1 a -1
Consideramos la matriz de coeficientes A=|2 1 a
1 5 -a
1 a -1 0
y la matriz ampliada A/B={2 1 a 0
1 5 -a a+l

Averiguamos donde se anula el determinante de la matriz de coeficientes A.

1 a -1
|A=]2 1 a|=—a+a’-10+1+2a’-5a=3a’-6a—9

1 5 -a
|A|=0:>3a2—6a—9:0:>a2—2a—3:0:>

- 2+4_3
2+\(-2)" +12 244 2
a: = =
2 2 |2-4_ 4
2

Analizamos tres casos por separado.

CASOl.a=-1 y a=3
En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3. El rango de la ampliada A/B
también es 3, asi como el numero de incognitas.
El sistema es compatible determinado (solucion Unica).

CASO 2. a=-1
1 -1 -1 1 -1 -10
Las matrices quedan A={2 1 -1|yA/B={2 1 -1 0].
1 5 1 1 5 1 0

Como la matriz ampliada solo tiene afiadida una cuarta columna con todo ceros el rango de Ay
de A/B van a ser el mismo, por lo que el sistema es compatible. Como el rango de A no es 3 pues
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el determinante es nulo, el rango de A = Rango de A/B pero menor que el nimero de incognitas
(3).

El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

CASO 3. a=3
1 3 -1 13 -10
Las matrices quedan A={2 1 3 |y A/B=2 1 3 0].
1 5 -3 15 -3 4

Transformamos la matriz A/B en otra matriz triangular equivalente con el método de Gauss.

Fila22 — 2 - Fila1?| |Fila 3% — Fila 12
1 3 -10 2 1 30 1 5 -3 4
A/B=|2 1 3 0| -2 -6 2 0 -1 31 0>
1 5 -3 4 0 550 0 2 -2 4
Nueva Fila 22 Nueva Fila 32
1 3 -1 0) |lFiaz 5 nNevaFilaze| (1 3 -1 0
:>0—550:>i =0 -1 1 0|
0 2 -2 4 E-Fila33—>NuevaFiIa3"" 0 1 -1 2
Fila 32 + Fila 22 A/B
——
0 1 -1 2 1 3 -10
={0 -1 1 O :>(A/B)’: 0 -1 10
0O 0 0 2 0 0 0 2
| —
Nueva Fila 32 A

Observando la matriz triangular obtenida vemos que al quitar la 42 columna nos queda una matriz
triangular con 2 filas no nulas, el rango de A es 2, pero si la miramos al completo observamos que
hay 3 filas no nulas, el rango de A/B es 3. Los rangos de A y de A/B son distintos.

Por lo que el sistema es incompatible (no tiene solucién).

a) El sistema tiene solucion Gnicapara a=-1y a#3.

b) El sistema tiene infinitas soluciones para a =—1. Averiguamos su expresion utilizando el
método de Gauss para obtener un sistema triangular equivalente.

Ecuacion 22 — 2 - Ecuacién 12| | Ecuacion 32 — Ecuacién 12
X—-y—-12=0 2x +y -z =0 X +5y +z =0
2X+y-z=0 = —2X +2y +27 = -X +y +z =0 =
X+5y+z=0 0 3y +z =0 0 6y +2z =0
Nueva ecuacion 22 Nueva ecuacion 3?
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X—-y—-12=0

=< 3y+z=0 =

6y+2z2=0

X—-y—-12=0
= =
3y+z=0

Ecuacion 32 — 2 - Ecuaci6n 22

6y +2z = 0 X-y—2=0
-6y -2z = 0 = 3y+z=0=
0 0 =20 0=0

Nueva ecuacion 32

X—-y—-12=0
z=-3y

=>X-Yy+3y=0=>x+2y=0=|x=-2y

Las soluciones del sistema son x = -2t; y =t, z = -3t.

c) Para a=3 el sistema no tiene solucion.
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2 a
2: Considere la matriz A=( L 2} .

a) [1 p.] Si se denota por tr(A) la traza de la matriz A (es decir, la suma de los elementos de su
diagonal principal) y por |A| el determinante de A, compruebe que, para cualquier valor de a, se

cumple la ecuacion A* =tr(A) A—|A|I, donde I denota la matriz identidad de orden 2.

b) [0.5 p.] Determine para qué valores de a la matriz A es regular (o inversible).

c) [1 p.] Para a = -3, resuelva la ecuacion matricial AX —A' = A, donde A' denota la matriz
traspuesta de A.

a) Calculamos la expresién de ambos miembros de la igualdad A® =tr (A) A—| Al

Primermiembro%AZ:(2 aj(z aj:(4—a 2a+2a}z(4—a 4a]

-1 2)l-1 2) |-2-2 -a+4 4 4-a

)
(5 sheafs S DHE -

B 8-4-a 4a-0 B 4-a 4a
| 4-0 8-4-a) || 4 4-a

Como se comprueba se obtiene el mismo resultado.

2 2
Segundo miembro > tr( A) A—|All =(2+2)[ ) 2]-‘ . 2

b) Vemos cuando el determinante de A es no nulo.

2 a
|N=‘ ‘:4+a
-1 2

|Al=0=>4+a=0=a=—-4

La matriz A es regular para cualquier valor de a distinto de —4.

c) Para a = -3 la matriz es invertible.

2 -3
A:( J:>|A|:1;t0
-1 2

Calculamos su inversa.

po AN s o) 23

A 1 1 2
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Despejamos en la ecuacion la matriz X.
AX-A =A= AX =A+A'= X = A" (A+ A
Sustituimos y obtenemos el valor de la matriz X.

X = A’l(A+ A‘)

oS [y T | i P E b
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3: Dada la funcién f(x) = x%* definida para todo valor de xR, se pide:

a) [1,5 p.] Calcule sus extremos relativos (méximos y minimos) y determine sus intervalos de
crecimiento y decrecimiento.

b) [1 p.] Calcule Jlrpm f(x)y Jlmm f(x)

a) Derivamos e igualamos a cero en busca de los puntos criticos.

f(x)=xe" = f (x)=2xe™* - x%e* =(2—-x)xe™"
x=0
X=2

Tenemos dos puntos criticos, comprobamos el comportamiento de la funcién antes, entre y
después de estos valores.

e En (-,0)tomo x = -1y la derivada vale f (-1)=(2—(-1))(-1)e"? =-3e<0.La
funcién decrece en (—o,0).

f’(x):0:>(2—x)xeX:0:{

e En (0,2)tomo x =1y laderivadavale f (1)=(2-1)(1)e" = g >0. La funcién crece en
(0.2)
e En (2,+0)tomo x =3y la derivada vale f "(3)=(2-3)(3)e” = —e—s; <0. La funcién

decrece en (2,+).
La funcidn sigue el esquema siguiente:

I
T T T
2 -1 1

0

[NY ]

La funcion crece en (0,2) y decrece en (—o,0)U(2,+0).

La funcion presenta un minimo relativo en x = 0.

Como f(0)=0%e =0 las coordenadas del minimo relativo son P(0,0).

La funcién presenta un maximo relativo en x = 2.

Como f(2)=2%"= iz las coordenadas del maximo relativo son Q(Z,izj
e

e
b)
2

. . _ . X +00 0 . -z A

lim f(x)=lim x%e¢™ = lim — = =— = Indeter min acion(L Hopital) =
X—>+00 X—>+00 x—>+0 @ et” 00

. 2X o A .2 2

= lim — =— = Indeter min acién(L"Hopital) = lim —X=—:@

X—>+00 e o0 X~>+ooe o0

lim f(x) = lim x%™ = (—o0)’ & = (+o0)(+o0) = [o0]

X—>—00 X—>—00
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4.
a) [1,5 p.] Calcule la integral indefinida Ixsen(xz)dx utilizando el método de cambio de variable
(o método de sustitucion).

b) [1 p.] Determine el menor valor de a > 0 para el cual se cumple jxsen(xz)dx =1
0

a)
x> =t
Ixsen(xz)dx ={2xdx =dt} = I)(sen (t)i = l'[sentdt ~—Liost=
2X 2 2
dt
dx=—
2X
Deshacemos el cambio de variable 1 )
= . =|-=cos(x*)+K
X =t 2
b)

a

ixsen(xz)dxﬂ:{—%cos(xzﬂ :1:>{—%cos(az)}—{—%cos(ozﬂ:1:>

0
:—%cos(az)Jr%:1:>—cos(a2)+1:2:>cos(a2)=—1:> a’ =arccos(-1) =

= a’=x+2xk,siendok =0,1,2,3,4,...

Como nos piden el valor de a positivo mas pequefio tomamos k =0.

a?=r=la=r
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5: Considere las rectas de ecuaciones
_ x=2y=-1
p X2 1 y_z-1 y s: y
1 1 -1 y+z=1
a) [0,75 p.] Compruebe que las rectas se cortan en un punto y calcule su punto de corte.
b) [1 p.] Determine el &ngulo que forman las dos rectas.

c) [0,75 p.] Calcule la ecuacion del plano que contiene a las dos rectas.

a)
T T L
1 1 -1 |P=(101)
X=-1+21 —
Xx—-2y=-1 [x=-1+2y v, =(21-1)
S: _1 = 1 =s:qy=4 = (101
y+z= = y 7=1-21 Qs_(_' ’)

Comprobamos si sus vectores directores tienen coordenadas proporcionales.

E—(l,l,—l)}:> 11 -1

\TS=(2,1,_1) E 1 —_1

Los vectores directores no tienen coordenadas proporcionales y por tanto las rectas no son ni

paralelas ni coincidentes. Las rectas se cortan o cruzan.

Consideramos los vectores u, , v, y P.Q, y vemos si su producto mixto es nulo o no.

PQ. =(-101)-(101)=(-20.0) 20 0
1,-1) =[u,v,RQ.]=|1 1 -1=2-2=0
1-1)

(
. =(2

<lC

El producto mixto es nulo y las rectas son coplanarias con distinta direccion y por lo tanto se

cortan en un punto.
Averiguamos el punto de corte resolviendo el sistema formado por sus ecuaciones.

Xx=1l+«
x=1 y z- :
NN—===—=ri{Yy=a
1 1 -1 l+a=-1+21 oa=-2+21
Z=1-«a
121:3 a=A1 =>ia=1 =
{x—zy:_1 X=—4 1-g=1-1 a=21
S: =s:3y=4
y+z=1
z=1-1
X=-1+4=3
> A="2+21=2=1A=7y=2 =C(32-1)
z=1-2=-1

El punto de corte de las rectas es C(3,2,—1).
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Se puede responder este apartado resolviendo directamente el sistema y comprobando que las
rectas se cortan en un unico punto.

b) El &ngulo formado entre ambas rectas es el &ngulo que forman sus vectores directores.

u, (1,1,—1)}:50()8( 7) u v, (L1,-1)(2,1,-1) _2+1+1_ 4

SRy :\/12+12+(—1)2\/22+12+(—1)2 NN T

r'vs

v.=(2,1,-1) u|- v,

(r,s)= (u,,vs): arccos(%j =19,47°

Las rectas forman un &ngulo de 19°.

c) Elplano 7 que contiene las dos rectas tiene como vectores directores los vectores directores de
las rectas y el punto C(3,2,—1) pertenece al plano.

G:Er:(l,l,—l) X-3 y-2 z+
v=v,=(21-1)t=7z=| 1 1 -1|=0=
C(32-l)ex 2 1 -

= N M -2y +4+241-27-2+y-2X A =0=-y-7+1=0=|r=y+2-1=0

128 de 280



EBAU Julio 2021 Matemdticas Il en Murcia

6: Los puntos A=(2,0,0) y B=(-112,4)son dos Vértices de un tridngulo. El tercer vértice C se
encuentra en la recta r dada por

[4x+3z2=33

'{y=0
a) [1,5 p.] Calcule las coordenadas del tercer vértice C sabiendo que la recta r es perpendicular a la
recta que pasa por Ay C.
b) [1 p.] Determine si el triangulo ABC tiene un angulo recto en Ay calcule su area.

a) La situacion planteada es la del dibujo siguiente.

Hallamos las ecuaciones paramétricas de la recta r.
{4x+3z =33 P(0,0,11)er P(0,011)er
: = =>ria =
y=0 Q(3,0,7)er v, =QP =(0,0,11)-(3,0,7) =(-3,0,4)
X =-3a
=r:qy=0

z=11+4«

Sabemos que el punto C pertenece a la recta r, por lo que cumple sus ecuaciones.

El punto C tiene coordenadas C(—3a,0,11+4a).

Como el vector AC es perpendicular a la recta r, el producto escalar de AC y \Tr debe ser cero.

AC =(-3a,0,11+4a)—(2,0,0)=(-3a-2,0,11+4a)
AC-v, =0=(-3a-2,0,11+4a)(-3,0,4)=0=9a+6+0+44+16a=0=

C(—3a,0,11+ 4a)
a=-2

=258=-0=a=-2=

}:c(a,os)

El punto C tiene coordenadas C (6,0,3)

b) Para que tenga angulo recto en A el producto escalar de los vectores AC y AB debe ser nulo.
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AC =(6,0,3)-(2,0,0)=(4,0,3)

. }:Tc-ﬁ:(4,o,3)(3,12,4)=12+12=o
AB =(-112,4)—(2,0,0)=(-312,4)

El &ngulo en el vértice A es de 90°.

Por ser un tridngulo rectangulo el area del tridngulo es la mitad del producto de la base (mddulo
del vector AC ) por la altura (médulo del vector AB).

AC =(4,0,3) >|AC|=\/#*+0?+3" =5 |AC|-|AB| 5.13

= |Area = =32.5u?

AB =(-312,4) —>|AB| = {[(-3)° +12* + 4* =13
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7: Una urna contiene cinco bolas negras, numeradas del 1 al 5, y siete bolas blancas, numeradas del
1al 7. Se saca de la urna una bola al azar. Calcule:

a) [0,5 p.] La probabilidad de que la bola sea blanca.
b) [0,5 p.] La probabilidad de que bola esté numerada con un nimero par.

c) [0,5 p.] La probabilidad de que bola esté numerada con un nimero par, sabiendo que es una bola
blanca.

d) [0,5 p.] La probabilidad de que bola sea blanca y esté numerada con un nimero par.
e) [0,5 p.] La probabilidad de que bola sea blanca, sabiendo que esta numerada con un nimero par

Nombramos y describimos los sucesos asociados al experimento aleatorio.
B = Sacar bola blanca = {1 blanco, 2 blanco, 3 blanco, 4 blanco, 5 blanco, 6 blanco, 7 blanco}

B = Sacar bola negra.
A = Sacar numero par = {2 negro, 4 negro, 2 blanco, 4 blanco, 6 blanco}.

A = Sacar impar = {1 negro, 3 negro, 5 negro, 1 blanco, 3 blanco, 5 blanco, 7 blanco}.

a) Aplicamos la regla de Laplace.

P(B)= 7bolasblancas _| 7 _ 0.583
12 bolas 12

b) Aplicamos la regla de Laplace.

P(A)= 5bolas con nimero par £~o 417
12 bolas 12

¢) Hemos reducido los casos posibles a solo 7 bolas blancas numeradas del 1 al 7.

Aplicamos la regla de Laplace.

N° de bolas blancas con nimero par _ {3 _ 0.429
Ne bolas blancas 7

P(A/B)=

d) Soélo hay 3 bolas blancas numeradas con un niimero par.
Aplicamos la regla de Laplace.

P(BNA)= %:0.25

e) A = Sacar numero par = {2 negro, 4 negro, 2 blanco, 4 blanco, 6 blanco}

Si sabemos que es par, los casos posibles son solamente 5 {2 negro, 4 negro, 2 blanco, 4
blanco, 6 blanco}.
De ellos favorables al suceso (blancas) hay 3 - {2 blanco, 4 blanco, 6 blanco}.

P(B/A)=g=0.6
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8: Juan es un estudiante bastante despistado y su tutora esta cansada de que llegue tarde a clase. El
se defiende diciendo que no es para tanto y que la tutora le tiene mania. Ella le propone el siguiente
trato: si en los proximos 9 dias Juan llega tarde como mucho 2 dias, la tutora le sube 1 punto en la
nota final de la evaluacion. Sabiendo que la probabilidad de que Juan llegue tarde a clase cada dia
es 0,45, determine:

a) [1 p.] Eltipo de distribucion que sigue la variable aleatoria que cuenta el nimero de dias que
Juan llega tarde a clase en los proximos 9 dias. ¢Cuales son sus parametros?

b) [0,5 p.] ¢(Cudl es la media y la desviacidn tipica de esta distribucién?
c) [1 p.] ¢Cudl es la probabilidad de que Juan consiga la ansiada subida de 1 punto en la nota final?

a) X =numero de dias que Juan llega tarde a clase en los proximos 9 dias.
X es una variable aleatoria binomial, pues la probabilidad de llegar tarde a clase es 0,45,
independientemente del dia y solo puede ocurrir dos cosas: que llegue tarde o no.
Los parametros son n = 9 que es el nimero de repeticiones y p = probabilidad de llegar tarde un
dia a clase = 0.45.

X = B(9, 0.45)

b) Lamediaesn - p=9-0.45 = 4.05 veces.
La desviacion tipica es o = \/npg =/9-0.45-0.55 =1.49

c) Para conseguir la subida de 1 punto debe llegar tarde a clase ninguno, uno o dos dias.

P(X <2)=P(X =0)+P(X =1)+P(X =2)={Mirando en la tabla de la binomial} =

=0.0046+0.0339+0.1110=0.1495

0,01 | 0,05 [ 040 [ 0,15 | 0,20 | 0,25 [ 0,30 | 112 | 0,35
08301 0.2025) 0,6100| 0,7225| 0.6400| 0.5625| 0.4800| 04%+| 0.4225] 0.
0.0128| 0,0350| 0,1300( 0,2550| 0.3200] 0.3750| 0.4200| 0.4444| 0.4550| 0.
0.0001| 0,0025| 0,0100] 0,0225| 0.0400| 0,0825| 0.0800| 0.1111] 0.1225) 0.
0.5703| 0.8574] 0,7200| 0,6141] 0.5120] 0.2216] 0,2230] 0,2063| 0,2748] 0,
00204 0,1354| 0,2¢30( 0,2051| 03320 0.4210| 0,4410| 0.4444| 0.2438) 0,
0.0003| 0,0071| 0,0270( 0,0574| 0.0060| 0,1408| 0.1200| 0,2222| 0.2382| 0,
0.0000] 0.0001| 0,0010{ 0,0024| 0.0080] 0.0156| 0.0270| 0.0370] 0.0422| 04
0.8806| 0.5125) 0,6501| 0,5220| 0.4096| 0.3164| 0.2201| 0,1975| 0.1765] 0,
0.0338| 0.1715| 0.2816( 0,3885| 0.406| 0.4218| 0.4116( 03951 0.3845) 0.
0.0006| 0.0125| 0,0486( 0,0975| 0.1536) 0.2100| 0.2846( 0.2063| 0.2108) 0.
0.0000| 0.0005| 0,0036( 0,0115| 0.0258| 0,0468| 0.0756( 0.0%68| 01115 0.15
0.0000] 0,0000] 0,0001| 0,0005| 0.0018] 0,0038| 0,0081| 0,0123 0.0150| 0,
08510 0.7728| 0,5905| 0,4%37| 0.3277| 0.2373| 0,1681] 0,1317] 0,1180] 0,077
0.0420 0.2036| 0,2281| 0,2015| 0.4096| 0,2985( 0,2602| 0,3202| 0.2124| 025
0.0010) 0.0214| 0,0720( 0,1382| 02048 02837| 0.3067| 0,3202| 0.2364| 0.
0.0000) 0.0011| 0,0081| 0,0244| 0.0512] 0.0878| 0.1323| 0.1848( 0.1811] 0.
0.0000] 0.0000| 0,0005( 0,0022| 0.0084| 0.0146| 0.0284| 0,0412| 0.0488| 0
0.0000] 0.0000] 0,0000] 0,0001| 0.0003) 0,0010) 0.0024] 0.0041| 0.0053) 0
0.8415| 0.7351| 0,5314] 0,3771] 02821 0,1780] 0,1176| 0,0878| 0,0754] 0,
0.0571| 0.2321| 0,2543( 0,2003| 0.3032| 0,3560| 0,3025( 0,2634| 0,2437| 0,
0.0014 0,0205| 0,0984| 0,1762| 0.2458| 02968 0,3241| 0,3202| 0.2280| 0,
0.0000| 0.0021| 0,0146{ 0,0415| 0.0818] 0,1218| 0.1882| 0,2108| 02388 0,
0.0000| 0.0001| 0,0012{ 0,0055| 0.0154| 0,0330| 0.0505( 0,0823| 0.0951| 0.
0.0000 0,0000| 0,0001| 0,0004 00015 0.0044| 0.0102| 0,0165| 0.0208| 0,
0.0000] 0.0000] 0,0000] 0,0000| 0.0001) 0,0002] 0,0007| 0,0014] 0.0018] 0.
08321 0.6023| 0,4763| 0,3206| 0.2087| 0,1335| 0,0824| 0,0565| 0.0280| 0,
0.0858| 0.2573| 0,2720( 0,2060| 0.3870] 0.3115| 0.2471| 0.2048| 0.1248| 0.
0.0020 0,0406( 0,1240( 0,2007| 0.2753| 0,3115| 0,3177| 0,3073| 0,2085| 0,
0.0000| 0,0036( 0,0230( 0,0817| 0,117 0,1730| 0,2260| 0,2561| 0,2672| 0,
0.0000 0.0002| 0,0026{ 0,0108| 0.0287| 0,0577| 0,0072| 0,1280| 0.1242| 0,
0.0000] 0,0000| 0,0002| 0,0012| 0,0043| 0,0115( 0,0250| 0,0384| 0,0468| 0,077
0.0000) 0.0000( 0,0000( 0,0001 0,0004| 0,0013( 0,0036( 0,0064 0,0084| 0,017
0.0000] 0.0000| 0,0000{ 0,0000| 0.0000] 0,0001| 0,0002| 0,0005| 0.0008| 0.
0.8227| 0.6034 0,4305| 0,2725| 0.1878| 0,1001| 0.0576| 0,0280| 0.0318] 0,
0.0746| 0.2793| 0,2326( 0,2247| 03355 02870( 0.1877| 0.1561| 0.1373] 0.
0.0026| 0,0515| 0,9486( 0,2376| 0.2036| 0,3115| 0,2865| 0,2731| 0,2567| 0,
0.0001| 0,0054| 0,0831| 0,0830| 0,1468| 02076| 0,2541| 0,2731| 0,2788| 0,
0.0000 0.0004| 0,0046( 0,0185| 0.0450| 0,0865| 0.1361| 0,1707| 0.1875| 0.
0.0000 0,0000| 0,0004| 0,0026| 00022 0,0231| 0,0467| 0,0883| 0,0808| 0,
0.0000 0,0000| 0,0000( 0,0002| 0.,0011| 0,0038| 0,0100 0,0171| 00217 0,
0.0000 0.0000( 0,0000( 0,0000| 0.0001| 0,0004{ 0,0012( 0,0024| 0,0023| 0,007
0,0000] 0.0000| 0.0000{ 0.0000] 0.0001) D.0002| 0,0002] Owg

T R R ] i I R N T N R ] P R U] PR R ] PR X L= )

¥ PF‘PPPPF‘F‘P'PPPPPF‘PPlPPPPF‘F‘F‘lPPPPPF‘PF‘F‘F‘F"F‘F‘F‘PF‘F‘F"Q

EI:EI&BE' 3
10,1110

132 de 280




EBAU Junio 2021 Matemadticas Il en Murcia

UNIVERSIDAD DE : L Universidad
MURCIA | Regioén de Murcia Politécnica
de Cartagena

EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD
206-MATEMATICAS II.

EBAU2021 - JUNIO

OBSERVACIONES IMPORTANTES: Se debe responder a un maximo de 4 cuestiones y no es
necesario hacerlo en el mismo orden en que estan enunciadas. Cada cuestion tiene una puntuacion de
2,5 puntos. Si se responde a méas de 4 cuestiones, s6lo se corregiran las 4 primeras, en el orden que
haya respondido el estudiante. Solo se podran usar las tablas estadisticas que se adjuntan. No se
podrén usar calculadoras gréaficas ni programables.

1: Considere el siguiente sistema de ecuaciones en funcion del pardmetro a:
ax+y+ z=4
X—ay+z=1
X+ y+z=a+2
a) [0,75 p.] Determine para qué valores de a el sistema tiene solucion Unica.

b) [1 p.] Determine para qué valor de a el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvalo en ese
caso.

c) [0,75 p.] Determine para que valor de a el sistema no tiene solucién.

2: Considere las matrices

111 1 0
-2 0 -1
A=/0 1 0| B= -1} y C= .
1 -1 1
1 2 2 2 1

a) [1,5 p.] Compruebe que la matriz A es regular (o inversible) y calcule su inversa.

b) [1 p.] Resuelva la ecuacion matricial AX —B =C', donde C'denota la matriz traspuesta de C.

3: En este ejercicio se puede utilizar el resultado del apartado a) para realizar el apartado b), aun en
el caso en gque no se sepa realizar el apartado a).

Se quiere disefiar una lata de refresco de forma cilindrica, con tapas inferior y superior. EI material
para las tapas tiene un coste de 5 euros cada cm? y el material para el resto del cilindro tiene un coste
de 3 euros cada cm?.

a) [1 p.] Si denotamos por x el radio de las tapas y por y la altura de la lata, demuestre que el

coste total del material necesario para construir dicha lata viene dado por 1077x> + 67Xy .

b) [1,5 p.] Si el volumen de la lata es 907z cm?, determine sus dimensiones (radio y altura) para
que el coste del material sea minimo.
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6:

8

. En este ejercicio las cuestiones a) y b) son totalmente independientes.
a) [1 p.] Calcule lim (\/x2 +1—x).
b) [1,5 p.] Calcule la integral indefinida J'xz In(x)dx. Determine la primitiva de la funcion
f (x) =x*In(x) cuya grafica pasa por el punto de coordenadas (1, 0).

: Considere los planos de ecuaciones 7z, :x—y+z=0Yy 7, :Xx+y—-z=2 .

a) [1 p.] Compruebe que los planos se cortan y calcule la ecuacion de la recta r determinada por
la interseccion de ambos planos.
b) [1,5 p.] Compruebe que el punto A = (3, 2, 1) no esta en 7, nien z, y calcule la ecuacion del

plano 7z, que contiene a la recta r y pasa por el punto A.

En este ejercicio las cuestiones a) y b) son totalmente independientes.
Considere los puntosA=(a, 4,3),B=(0,0,5yC=(0, 3,-1).

a) [1 p.] Calcule los valores de a para los cuales el triangulo ABC tiene un angulo recto en el
veértice A.
b) [1,5p.] Tomando el valor de a = 3, determine la ecuacion del plano que pasa por los puntos

X—y+z2=0
Ay B yes paralelo a la recta dada por y* :
2X+y=3

. Un estudio revela que el 10 % de los hombres son daltonicos y que el 1 % de las mujeres son
daltonicas. Segun los datos de las Naciones Unidas, en el mundo hay actualmente un 50,5% de
hombres y un 49,5 % de mujeres. Determine:

a) [1 p.] La probabilidad de que una persona elegida al azar sea daltonica.
b) [1 p.] Si una persona es daltdnica, ¢cual es la probabilidad de que sea mujer?

¢) [0,5p.] ¢Son independientes los sucesos “ser una persona daltonica” y “ser mujer”?

: En este ejercicio trabaje con 4 decimales para las probabilidades.

La velocidad de los vehiculos en una autopista con limite de velocidad de 120 Km/h sigue una
distribucién normal de media u km/h y desviacion tipica o = 10 km/h. Se sabe que el 69,15 % de
los vehiculos no sobrepasan la velocidad de 130 km/h.

a) [0,75 p.] Calcule la media de la distribucion.

b) [0,75 p.] ¢Cual es el porcentaje de vehiculos que no sobrepasan la velocidad maxima
permitida?

c) [1 p.] La DGT establece una multa de 100 euros a los vehiculos que viajan entre 120 y 150
km/h ¢Cuél es la probabilidad de ser sancionado con dicha multa?
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SOLUCIONES

1: Considere el siguiente sistema de ecuaciones en funcion del parametro a:
ax+y+ z=4
Xx—ay+z=1
X+ y+z=a+2

a) [0,75 p.] Determine para qué valores de a el sistema tiene solucion Unica.

b) [1 p.] Determine para que valor de a el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvalo en ese
caso.

c) [0,75 p.] Determine para qué valor de a el sistema no tiene solucion.

Realizamos el estudio completo y luego respondemos a las preguntas planteadas en cada apartado.

a 1 1
Consideramos la matriz de coeficientes A=|1 -a 1
1 1 1
a 1 1 4
y la matriz ampliada A/B={1 -a 1 1
1 1 1 a+2

Averiguamos donde se anula el determinante de la matriz de coeficientes A.

a 1
|A|: 1 -a 1l=-a’+1+l+a-1-a=-a*+1
1 1

|Al=0=-a’+1=0=a’ —l=a=+J1=41

Analizamos tres casos por separado.

CASO1l.a#1 y a=-1

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3. El rango de la ampliada A/B
también es 3, asi como el numero de incognitas. El sistema tiene solucion Unica.

CASO 2. a=-1
-1 11 -1 1114
Para a=-1 las matrices quedan A=| 1 1 1|y A/B=|1 1 1 1.
1 11 1 111

La matriz A no tiene rango 3 pues su determinante vale cero.
La matriz A tiene rango 2 pues al considerar el menor de orden 2 que resulta de eliminar la 3?

filay la 32 columna tiene determinante no nulo ->

-1
j=—1—1:—2¢o
1
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La matriz A/B tiene también rango 2 pues no tiene rango 3, ya que el menor de orden 3 que
resulta de quitar la 22 columna (= 32 columna) tiene determinante 0 ->

-1 1 4
1 1 1j=-1+1+4-4-1+1=0.Elrango de A/Bes 2.
1 11

También podemos justificar que el rango de A/B es 2 diciendo que las filas 22 y 32 de la
matriz ampliada son iguales.

Por lo que el rango de A/B (2) es igual al rango de A (2) y es menor que el nimero de
incognitas (3). El sistema tiene infinitas soluciones.

CASO 3. a=1
1 1 1 1 1 1 4
Para a=1 las matrices quedan A={1 -1 1|y A/B=|1 -1 1 1].
1 11 1 1 13

La matriz A no tiene rango 3 pues su determinante vale 0.
La matriz A tiene rango 2 pues si consideramos el menor de orden 2 que resulta de eliminar la

. . . 1
3% fila y la 32 columna tiene determinante no nulo > A

1
J:_1_1:_2¢0

Para determinar el rango de la matriz ampliada A/B consideramos el menor de orden 3 que
resulta de quitar la columna 32 columna (=12 columna) -

1 1 4
1 -1 1|=-2+1+4+4-3-1=3#0
1 1 3

El determinante es no nulo y el rango de A/B es 3.

Como rango de A (2) es distinto de rango de A/B (3) el sistema no tiene solucion.
Respondemos a lo planteado en cada apartado.
a) El sistema tiene solucion tnica en el caso 1, es decir, cuando a=1y a=-1.

b) El sistema tiene infinitas soluciones en el caso 2, es decir, cuando a=-1.
Lo resolvemos para a=-1.

El sistema queda:

—X+y+z=4
X+y+z=1
X+ y+z=1

Como tiene dos ecuaciones iguales (22 y 3%, podemos eliminar la tercera ecuacion y obtenemos

el sistema equivalente:
{m+y+z:4

X+y+z=1
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Continuamos resolviendo:

—X+y+z=4 —X+y+z=4
= = X+Yy+l-y—x=4=-2x=3=

X+y+z=1 z=1-y-xX
= x—_—3 :>z—l—y+§:> z—E—y
2 2 2
La solucion es x=—§; y=t; z=§—t
2 2

c) Elsistema no tiene solucion para a=1. Es el caso 3 estudiado anteriormente.
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2: Considere las matrices

111 1 0
-2 0 -1
A=/0 1 0| B=|0 -1|] vy C= .
1 -1 1
1 2 2 2 1

a) [1,5 p.] Compruebe que la matriz A es regular (o inversible) y calcule su inversa.

b) [1 p.] Resuelva la ecuacion matricial AX —B =C', donde C'denota la matriz traspuesta de C.

a) Para que A tenga inversa debe de tener determinante no nulo.

111
IAl=[0 1 0/=2+0+0-1-0-0=1%0
12 2

La matriz es regular. Calculamos su inversa.

10 1 1 2 1 2 1 1
+ - +
Adj|1 1 2 0 2 1 2 1 0
o 2 0 -1
L Adi(AT) 102 | o1 pi1 (o
= = =| - + - =10 1 0
A 1 02 12 o
-1 -1 1
01 1 po
+ - +
120 L2 g1

b) Como sabemos que la matriz A tiene inversa, podemos utilizarla para despejar en la ecuacion la
matriz X.

AX-B=C'= AX =C'+B= X =A"(C'+B)
Sustituimos y obtenemos la matriz X buscada.

-2 1 1 0 -1 1
C'+B=| 0 -1(+|0 -1|=|0 -2
-1 1 2 1 1 2

2 0 -1)-1 1 24+40-1 2+0-2 3 0
X:A‘l(C‘+B):>X: 0 1 0|0 —2|=|0+0+0 0-2+01|=| 0 =2
1 -1 1J)l1 2 14041 —1+42+42 2 3

3><><2—>3><2
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3: En este ejercicio se puede utilizar el resultado del apartado a) para realizar el apartado b), aun en
el caso en que no se sepa realizar el apartado a).

Se quiere disefiar una lata de refresco de forma cilindrica, con tapas inferior y superior. ElI material
para las tapas tiene un coste de 5 euros cada cm? y el material para el resto del cilindro tiene un coste
de 3 euros cada cm?,

a) [1 p.] Si denotamos por x el radio de las tapas y por y la altura de la lata, demuestre que el coste

total del material necesario para construir dicha lata viene dado por 107zx* + 67Xy .

b) [1,5 p.] Si el volumen de la lata es 907z cm?, determine sus dimensiones (radio y altura) para que
el coste del material sea minimo.

(Y.}

a) Llamamos “x” al radio de la tapa e “y” a la altura del bote.
Hacemos un dibujo para aclarar lo que se pide.

.-"/f. - --...\"-\.
]
_X__ 4
) -——h—
F —
B ik

El material necesario se divide en dos partes: las dos tapas, teniendo cada una un area zr? = zx*
y el area lateral que es un rectangulo de base la longitud de la circunferencia de la tapa 27zx con
altura y, por lo que el area total es:

areatotal = 2 - area tapa + area lateral = 27x° + 27X -y
Como las tapas cuestan a 5 € el cm? y el resto a 3 € el cm? el coste queda expresado:
Coste(X,y)= 2zx*5+27X- Yy -3=107x" + 67Xy

b) Utilizando la formula del volumen de un cilindro y sabiendo que este volumen es 907 cm?® se
cumple:

Volumen cilindro =Area base - altura = zx* -y

. :>7rx2-y:907r:x2-y:903y:£
Volumen cilindro = 90 X

Sustituimos en la funcidn coste para que dicha funcién sélo dependa de una variable.

Coste(x, y) =107x* + 67Xy

(= Coste(x)=107x" + 67zxi—8 =107x> + 5407

X

XZ
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Derivamos esta funcion y la igualamos a cero, en busca de sus puntos criticos.

C(x) =100 + 2207 _, ¢ (x) = 20mx 2207
X X
C'(X) =02 207X~ 220% _ 0= 207X = 2297 = 207x* = 5407 = X° :5‘%:27:
X X T

= |x=327=3

Comprobamos si este punto critico es maximo o minimo de la funcién coste.

e En (0, 3) tomamos x = 2y la derivada vale C(2) =407z - 5‘;2” =407 -1607 =-1207 <0.

La funcion decrece en (0, 3).

e En (3, +oo) tomamos x = 4 y la derivada vale C (4) =807z — 512” =807 -407 =407 >0. La

funcion crece en (3, +).

La funcidn coste sigue el esquema siguiente:

— QR E—
0 3

[ R
.
L

Mirando el esquema se deduce que la funcidn coste presenta un minimo valor en x = 3.

El cilindro de 907z cm?® con dimensiones que minimizan el coste del bote es el que tiene como

radio 3 cmy como altura y = 2 = 2 =10 cm.
X
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4: En este ejercicio las cuestiones a) y b) son totalmente independientes.

a) [1 p.] Calcule Iim (\/x2 +1—x).

b) [1,5 p.] Calcule la integral indefinida jx In(x)dx. Determine la primitiva de la funcion
f (x) =x*In(x) cuya grafica pasa por el punto de coordenadas (1, 0).

a) lim (\/x2 +1—x):oo—oo: Indeterminacién (conjugado) = lim (

X—>+00

2
2 2
(o +1) —x i XX L _1.g
_ -

>0 X2 414X e 2 +1+ X X"*‘”\/x +1+x w0+

b) Calculamos la integral indefinida.

Integracion por partes

1 1
Ixn(x)xjn(x)xx u nx—>uXx nxj Xx
3

dv:xzdx—>v:Jx2dx:X—
3

3 3 3 3 3
X x—lj'x—dx=x—lnx—£.|'x2dx_—ln x—lx—z Xnx-X 1K= F(x)
3 37 X 3 3 3 33 3 9

La primitiva F (x) que pasa por el punto de coordenadas (1, 0) debe cumplir que F (1) =0.

X3 X3 s .
FO) =7 Inx=5+K %ML%+K O:K—;

F()=0

X3 X 1

La primitiva buscadaes F(X)=—Inx——+=
3 9 9
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5: Considere los planos de ecuaciones 7z, : Xx—y+z=0Y 7, :X+y—-z=2 .

a) [1 p.] Compruebe que los planos se cortan y calcule la ecuacidn de la recta r determinada por la
interseccion de ambos planos.

b) [1,5 p.] Compruebe que el punto A = (3, 2, 1) no esta en 7, nien z, y calcule la ecuacion del
plano 7, que contiene a la recta r y pasa por el punto A.

a) Para que los planos se corten sus vectores normales no deben ser paralelos, es decir, las
coordenadas de sus vectores normales no deben ser proporcionales.

X—y+z=0 n =(1,-11 _
Xy }:_1 (L-1Y) S o215 inoEscierTo!
T, X+Yy—2=2 n2=(1,1,—1) 1 1 -1

Por lo que los planos no son paralelos ni coincidentes y deben cortarse en una recta.

Resolviendo el sistema formado por los dos planos obtendremos la ecuacién de la recta en
parameétricas.

ﬂl:x—y+z:0} X-y+z=0
=

}:2—y+z—y+z:0:>—2y+22:—2:>
T, X+y—-2=2

X=2-Yy+12

x=1
=Sy-z=1=y=1+7|=>x=2—(1+2)+2=2-1-2+2=1=>|r:{y =1+t
z=t

También podriamos haber dado como ecuacion de la recta su ecuacion implicita:

r.x—y+z:0
X+y-z=2

b) Comprobamos si el punto A pertenece a alguno de los planos sustituyendo sus coordenadas en
la ecuacion del plano y viendo si satisface la igualdad.

¢A=(3, 2 1)en?

miX=y+z2=0 .
=¢3-2+1=07? (2=0? jNo es cierto!
A=(3 2,1
(,A:(3, 2, 1)672'2?
Ty, iX+Yy—1=

2
=3+2-1=27? ;4=27? iNoes cierto!
A=(3 2 1) } ¢ ¢ '

El punto A no pertenece al plano 7, nial z,.
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La ecuacion del plano 7z, que contiene a la recta r y pasa por el punto A tendra como vectores
directores el vector director de la recta r y el vector que une un punto de la recta r con el punto A

x=1 —

v, = (0,1,1)}
rqy=1l+t=

P =(110)

r

z=t

Obtenemos la ecuacion del plano 7z,

ﬁ:\T:(O,l,l) x-3 y-2 z-1
v=PA=(211)=7: 0 1 1|=0=
A=(321)ex, 2 1 1

= x-3+2(y-2)-2(z-1)-(x-3)=0=>

= X-3+2y-4-224+2-X+3=0=2y-27-2=0=|7,:y-2-1=0
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6: En este ejercicio las cuestiones a) y b) son totalmente independientes.
Considere los puntosA=(a, 4,3),B=(0,0,5yC=(0, 3,-1).

a) [1 p.] Calcule los valores de a para los cuales el triangulo ABC tiene un angulo recto en el
vértice A.

b) [1,5p.] Tomando el valor de a = 3, determine la ecuacién del plano que pasa por los puntos Ay
X-y+z=0
2X+y=3

By es paralelo a la recta dada por {

a) Para que sea recto en el vértice A deben ser perpendiculares los vectores AB y AC .
A=(a, 4, 3) AB=(0, 0, 5)—(a, 4, 3)=(-a,4,2)

B=(0, 0, 5) = AC=(0, 3,-1)—(a, 4, 3)=(-a,-1-4); = AB-AC=0=
C=(0, 3,-1) (AB,AC)=90°

=(-a,-4,2)(-a,-1-4)=0=>a’+4-8=0=a’=4=|a=+/4 =12

Los valores de A que hacen que el triangulo ABC sea recto en el vértice A son +2y -2,

b) Para a = 3 el punto A tiene coordenadas A = (3, 4, 3).

X-y+z=0
El plano 1 que pasa por Ay B y es paralelo a la recta {2 Y 3 tiene como vectores
X+Yy=
directores el vector AB y el vector director de la recta.
Determinamos el vector director de la recta.

X-y+z=0 X-y+z=0
= = X—(3-2X)+2=0=>x+2x-3+2=0=>3x+z=3=

2X+y=3 y =3-2X
x=t \7:(1,—2,—3)}
=7=3-3X=>y=3-2t=
s 3 3t P =(0,3,3)

Determinamos la ecuacion del plano.

\7=(11_21_3) x-0 y-0 z-5
u=AB=(-3-42)t=z: 1 -2 -3|=0=
B=(0,0,5)E7Z -3 —4 2

= —4x+9y-4(z-5)-6(z-5)-2y-12x=0=>
= —4x+9y-4z+20-62+30-2y-12x=0=|7r:-16x+7y—-102+50=0
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7: Un estudio revela que el 10 % de los hombres son dalténicos y que el 1 % de las mujeres son
dalténicas. Segun los datos de las Naciones Unidas, en el mundo hay actualmente un 50,5% de
hombres y un 49,5 % de mujeres. Determine:

a) [1 p.] La probabilidad de que una persona elegida al azar sea daltdnica.
b) [1 p.] Si una persona es daltonica, ¢cuél es la probabilidad de que sea mujer?

¢) [0,5p.] ¢Son independientes los sucesos “ser una persona daltonica” y “ser mujer”?

Realizamos un diagrama de arbol.

"
"

Llamamos H = “Ser hombre” y D = “Ser daltonico™.

Hombres y
mujeres
dalténicos o no

Por lo que H ="Ser mujer”’ y D =“No ser dalténico”.

a)
P(D)=P(HND)+P(HND)=P(H)P(D/H)+P(H)P(D/H)=

=0.505-0.10+0.495-0.01={0.05545

b) Es una probabilidad a posteriori. Utilizamos el teorema de Bayes.

P(ﬁ/D):P(ﬁmD):P(ﬁ)P(D/ﬁ)ZOA%.o_Olz 9 _ o503
P(D) P(D) 0.05545  |1109

c) ¢Son independientes los sucesos Dy H ?
¢P(DNH)=P(D)P(H)? > ¢P(H)P(D/H)=P(D)P(H)?
¢ 0.495-0.01=0.05545-0.495?
¢0.00495 = 0.02744775?

No son iguales y por tanto no son independientes.
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8: En este ejercicio trabaje con 4 decimales para las probabilidades.

La velocidad de los vehiculos en una autopista con limite de velocidad de 120 Km/h sigue una
distribucion normal de media p km/h y desviacion tipica o = 10 km/h. Se sabe que el 69,15 % de los
vehiculos no sobrepasan la velocidad de 130 km/h.

a) [0,75 p.] Calcule la media de la distribucion.
b) [0,75 p.] ¢Cuél es el porcentaje de vehiculos que no sobrepasan la velocidad méaxima permitida?

c) [1 p.] La DGT establece una multa de 100 euros a los vehiculos que viajan entre 120 y 150 km/h
¢Cudl es la probabilidad de ser sancionado con dicha multa?

X = Velocidad de un vehiculo en una autopista. X = N(y, 10)

a) Que el 69,15 % de los vehiculos no sobrepasan la velocidad de 130 km/h significa que
P(X £130) =0.6915. Utilizamos este dato para obtener el valor de la media.

X —p _130-pu
O

P(X <130) = 0.6915 = {Tipificamos} = P( j = 0.6915=

= P(Z < 1326”) =0.6915= {Buscamos esta probabilidad en la tabla N(O,l)} = ..

0.01
0.504
0.543
0.583
0.621
0.659

0.695
0.6 0.7257 0.729

:1320_'u:O.5:>130—,u:5:>13O—5:,u:>|,u:125 km/h|
b) P(X <120)={Tipificamos} = P( X-#g 1201_0125) —P(Z<-05)=..
(o)
0.5 0 = 0 0.5 =
= 0 —_ 0 0.5

..=P(Z>05)=1-P(Z <0.5) ={Buscamos esta probabilidad en la tabla N(0,1)} =....
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= fooo] 0.
0.0 0.9000 0.5C
0.1 0.9398 0.54
0.2 0.9793 0.5¢
0.3 0.6179 0.62
0.4 0.4654 0.6¢

I[].5 I: 0.691 0.6t
i n 7987 n7s

...=1-0.6915=0.3085

El porcentaje de vehiculos que no sobrepasan la velocidad maxima permitida es del 30.85 %.

c)

P(120 < X <150) = {Tipificamos} = P(120_125 PRASI 150425) _

10 o 10
=P(-05<Z<25)=P(Z<25)-P(Z<-05)=P(Z2<25)-P(Z2>05)=
=P(Z <25)-[1-P(Z <0.5)]={ Miramos en la tabla N(0,1)} = ...

z || ooo0 0

0!

0.1 0.5p98 0.
0.2 0.5f93 0.!
0.3 0.6]79 0.
0.4 0.6f54 0.

0.8 0.7p81 0.
0.9 0.8§59 0.

1.0 08413 | O
1.1 0.8f43 | ou
1.2 0.8p49 | O
13 o09p32 | o
14 0.9f92 0.!

15 0.9§32 0. 7 0.00 0c
1.6 09§52 | O BT
17 0.9ks4 T 0.0 0.5000 0.5(
18 0_9E41 0. 01 0 24398 054
2 L oo o 0.2 04793 | 0.5¢
2.0 UBFZ 0. 0.3 0®|i79 0.6Z
21 0.9821 0.
22 0.9861 0. 0.4 0.8554 0.62
23 0993 | O
24 oy Lo o5 |¥0.691 0.6¢
ﬁ.ggaa) ~0i | nA n 7287 n 7~

..=0.9938 - [1-0.6915] =
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de Cartagena

EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD
206-MATEMATICAS II.

EBAU2020 - SEPTIEMBRE

OBSERVACIONES IMPORTANTES: Se debe responder a un maximo de 4 cuestiones y no es necesario
hacerlo en el mismo orden en que estan enunciadas. Cada cuestidn tiene una puntuacion de 2,5 puntos.
Si se responde a mas de 4 cuestiones, sdlo se corregiran las 4 primeras, en el orden que haya respondido
el estudiante. Solo se podran usar las tablas estadisticas que se adjuntan. No se podran usar calculadoras

graficas ni programables.

1: Considere el siguiente sistema de ecuaciones en funcion del parametro a:
X+ y+ z2=2
Xx—ay+a‘z=-1
—ax+a’y-a‘z=2

a) [1p.] Comprueba que el sistema nunca tiene solucién unica.
b) [1 p.] Determine para qué valor de a el sistema tiene infinitas soluciones.

c) [0,5p.] Sies posible, resuélvalo para el valor de a = 2.

. ) -1 -3
2: Considere la matriz A= e

a) [1 p.] Calcule las potencias sucesivas A2, A3, A% AS, AS,

b) [1 p.] Calcule A2,
c) [0,5 p.] Compruebe que la matriz A es regular (o inversible) y calcule su inversa.

3: Calcule los siguientes limites:

. In(3+x)—=In(3-x

a) [1,25p.] Img ( )2 ( )
X—> X

b) [1,25 p.] Xlirpw(\/x+1—«/x+2)

4: @) [2 p.] Calcule la integral indefinida jln(1+ x*)dx.

1
b) [0,5 p.] Calcule la integral definida jln(1+ x* ) dx.
0

El examen continla por detras
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5: Considere los puntos P=(5,6,1) y Q(-3,-2,5), y larecta

y-1 z+1

r

X

11 4

a) [1,5p.] Determine el punto R de la recta r para el cual el area del triangulo PQR es 182
unidades cuadradas.

Observacion: hay dos puntos R que son solucion del apartado a); basta con encontrar uno de

ellos.

b) [1 p.] Calcule la ecuacion de la recta que pasa por los puntos P y Q y compruebe que dicha

recta corta perpendicularmente a la recta r.

6: Considere las rectas r y s dadas por las siguientes ecuaciones:
r.{5X+3y:19 S_x—1_y

y—5z=3 11
a) [1,25 p.] Estudie la posicion relativa de ambas rectas.
b) [1,25 p.] En caso de que las rectas se corten, calcule el punto de corte y el &ngulo que forman.
En caso de que las rectas se crucen, determine el plano que contiene a la recta r y es paralelo a la
recta s.

-5
0

7: El peso de los recién nacidos, medido en kilogramos (kg), sigue una distribucién normal de media
1 =2,8kg ydesviacion tipica o. Se sabe que solo el 20,05% de ellos pesa més de 3 kg.

a) [0,5p.] ¢Cudl es la probabilidad de que un recién nacido pese mas de 2,6 kg?

b) [1 p.] Calcule la desviacion tipica de esta distribucion normal.

c) [1p.]¢Cuales laprobabilidad de que un recién nacido pese menos de 2,9 kg?
IMPORTANTE: Trabaje con 4 decimales, redondeando el resultado al cuarto decimal.

8: Dos urnas A 'y B contienen bolas de colores con la siguiente composicion: La urna A contiene 3
bolas verdes, 4 negras y 3 rojas, y la urna B contiene 6 bolas verdes y 4 bolas negras. Ademas, se
tiene un dado que tiene 2 caras marcadas con la letra A y 4 caras marcadas con la letra B. Se lanza el
dado y se saca una bola al azar de la urna que indica el dado.

a) [0,75 p.] ¢Cudl es la probabilidad de que esa bola sea verde?

b) [0,75 p.] ¢Cual es la probabilidad de que esa bola sea roja?

c) [1 p.] Si la bola extraida es verde, ¢cudl es la probabilidad de que proceda de la urna B?
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SOLUCIONES

1: Considere el siguiente sistema de ecuaciones en funcién del parametro a:
X+ y+2=2
x—ay+a‘z=-1
—ax+a’y-a‘z=2

a) [1p.] Comprueba que el sistema nunca tiene solucién Unica.
b) [1 p.] Determine para qué valor de a el sistema tiene infinitas soluciones.

c) [0,5 p.] Si es posible, resuélvalo para el valor de a = 2.

El sistema tiene asociadas las matrices:

1 1 1 1 1 1 2
Matriz de coeficientes A=| 1 —a a° | ymatrizampliada A/B=| 1 -a a* -1
-a a* -a -a a* -a® 2

Averiguamos cuando se anula el determinante de A.

1 1 1
|A=|1 -a a*|=a'-a’+a’-a’+a’-a’'=0
—a a* -a°

El determinante es 0, independientemente del valor de a, por lo que el rango de la matriz A
nunca va a ser 3.

a) El sistema nunca va a tener solucion tnica pues el rango de A es menor que 3 (nimero de
incdgnitas).

b) Estudiamos el rango de A.

. : 1 1
Tomamos el menor de orden 2 que resulta de quitar la columna y fila 32 > [ j , calculamos

—a

——a-1=0=a=-1.

. 1
su determinante y vemos cuando se anula - ‘1
—-a

Siazx-1.
En este caso el rango de A es 2. Veamos el rango de A/ B y comparamos los rangos.
Tomamos un menor de orden 3 de A/B que resulta de quitar la columna 32 con determinante

1 1 2
1 -a -1l=-2a+a+2a’-2a*-2+a*=a’-a-2=0=
—a a* 2
143,
I E2VEE I NP R
I T
2

Este determinante que decide el rango de A/B se anula para los valores -1y 2.
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Establecemos los casos siguientes:

CASO1l a-#-lya=#2
En este caso el rango de A es 2 y el rango de A/B es 3 pues el menor anterior no se anula.
El sistema es incompatible.

CASO 2. a=-1
El sistema queda:
X+y+z=2
X+y+z=-1
X+y+2=2

La 12y la 22 ecuacion tienen el primer miembro de la igualdad iguales (x+y+2z) yel 2°

miembro de la igualdad distinto (-1 y 2). jImposible!
El sistema es incompatible.

CASO 3. a=2
Sustituyendo el valor de a tenemos el sistema:
X+y+z=2
X—2y+4z=-1 Lo resolvemos con el método de Gauss
—2X+4y-8z=2
Ecuacion 22 — Ecuacion 12
X -2y 44z =-1
-X -y -z =-2
-3y +3z =-3— Nueva ecuacion 22

Ecuacion 32 + 2 - Ecuacién 12
-2x +4y -8z =2
2X +2y +27 =4
6y -6z =6-— Nuevaecuacion 3?

Ecuacion 32 + Ecuacion 22

X+y+z=2 X+y+z=2
-y +z = -1
=< -3y+3z=-3=7 -y+z=-1= =
y -z =1
6y—6z2=06 y-z=1
0 =
X+y+z=2
X+y+z2=2
= —y+z:—1:>{ =
-y+z=-1
0=0
X+y+z=2
{ :>x+z+1+z:2:>
y=2+

El sistema es compatible indeterminado. El sistema tiene infinitas soluciones para a = 2.

c) Para a = 2 esta resuelto en el apartado b) y sus soluciones son x=1-2t; y=1+t; z=t.
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-1 -3
2: Considere la matriz A=( L ZJ .

a) [1 p.] Calcule las potencias sucesivas A%, A3, A* A>, A°.
b) [1 p.] Calcule A%,
c) [0,5 p.] Compruebe que la matriz A es regular (o inversible) y calcule su inversa.

a)
o (L 3)(-1 8)_(1-3 3-6) (-2 -3
_1212_—1+2—3+4_11
wo a2 31 3 -1 0
IR 1 ~1+1 -3+2) (0 -1
n_pa |1 -1 -3) (1
-1\1 2 -1
A= AGA - 1 3)Y)-1 -3 -1+3 -3+6 2 3
1 21 2 -1 -1
5 3)-1 —3 -2+3 —6+6 10
A’ = A°A= = =1,
-1 -1){1 2 - 3-2 01
10
b) Como A° = 0 1) =1, dividimos 2020 entre 6 y nos queda:
2020 |6_
22 336
- -> 2020=2336-6 + 4.
40
Resto
2020 _ pB-336+4 _ 76336 p4 :(A6)336 A :(|2)335 At =1, A :[ 13 J
-1 -2

c) Calculamos el determinante de A.

-1 -3 . . ) .
|A| :‘ L 2 ‘ =-2+3=1+0, al ser su determinante distinto de cero existe su inversa.
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3: Calcule los siguientes limites:
In(3+x)—In(3-x)
2X

b) [1,25p.] Xlirpw(\/x+1—«/x+2)

a) [1,25p.] Iirrol

a)

lim In(3+ x)—ln(3—x) = In3-In3 = 0 = Indeterminacién (L"Hopital)=

x>0 2X 0 0

1 1 11 3% +34K
— —
Clim 3+ X 3=X _ iy 3+x_8=x _jjp BFXB=X) _3
x—0 2 x—0 2 x—0 2 x—0 (3+ X)(?)—X) 9

b)

X—>+00

lim (mm)-ww_{

Multiplicamos y dividimos por el conjugado}

(Vi xe2)

(Jx+1—Jx+2)(Jx+1+Jx+2)

= lim =
X X+1+/X+2
2 2
_im (\/X+1) —(\/X+2) _im (x+1)—(x+2) i XHlox-2
N S R e oo X +14X+2 o X+ 1+ Ux+2
= lim = -1
oo X1+ X+2 0
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4: a) [2 p.] Calcule la integral indefinida jln(1+ x*)dx.

1
b) [0,5 p.] Calcule la integral definida jln (1+x*)dx.
0

Integramos por partes

Iln(l+ xz)dx: u= In(l+x2)—>du :1?)((2 dx :(In(1+x2))(x)—jx

2X

1+ x? ox =

dv:dx—>v:_fdx:x
X2

i dx =...

:xln(1+x2)—2j

Calculamos la integral y luego sustituimos.

NG 1+x%-1 1+ X2 1 1
dx = dx = dx — dx = |dx— dx = x—arctg(x
I1+x2 j 1+x° J‘1+x2 J‘1+x2 j J‘1+x2 9()

.= xIn(1+x*)-2(x—arctg(x)) = [xIn(1+x* ) - 2x+ 2arctg (x) + K

b)

jln (1+x*)dx = [xln (1+%*)—2x+ 2arctg(x)]z =

0

=[In(1+1%) -2+ 2arctg (1) | -[0- 0+ 2arctg(0)] = In 2—2+2%= %—2+In2:0.264
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5: Considere los puntos P=(5,6,1) y Q(-3,-2,5),y larecta
x_y-1_z+1

r.—
1 1 4

a) [1,5 p.] Determine el punto R de la recta r para el cual el area del tridangulo PQR es 18\2

unidades cuadradas.

Observacion: hay dos puntos R que son solucion del apartado a); basta con encontrar uno de ellos.

b) [1 p.] Calcule la ecuacién de la recta que pasa por los puntos P y Q y compruebe que dicha recta

corta perpendicularmente a la recta r.

a) Obtenemos las ecuaciones en paramétricas de la recta r.
X=A
r.qy=1+4
z2=-1+42
Por lo que las coordenadas del punto R de la recta r son R(1,1+ A,-1+ 42) :

El area del triangulo PQR es la mitad del médulo del producto vectorial de los vectores PR y

QR.
PR =(2,1+4,-1+42)—(5,6,1) = (1-5,4-5,-2+42) }:
QR=(A,1+4,-1+42)—(-3,-2,5)=(1+3,1+3,-6+42)
i j k
—PRxQR=[1-5 A1-5 -2+4]|=
A+3 A+3 —-6+44

=i(A-5)(-6+44)+ j(—2+4ﬂ)(i+3)+W—W—

—j(2-5)(-6+44)—i(2+3)(-2+42)=

=i((—6/1—202+30+4/12)—(—2/1+12/1—6+4ﬂz))+

+j((—22+12/1—6+4}LZ)—(—62—20/1+30+422)):
=i(~364+36)+ j(361—36)=(—362+36,361—36,0)

Una vez obtenido el producto vectorial lo aplicamos al calculo del area del triangulo.

i<

Area =182 = ~1812 = |PRx QR| =362 = |(~36 + 36,364 - 36,0)| = 3612

36|(~4+1,4-1,0)| =36v2 = [(~A+1,2-1,0)| =2 = (-2 +1) +(2-1) =2 =

=2(1-1} =2=(A-1)’ :1:{1_1?1:%:0
A-1=1=1=2

Por lo que los dos puntos solucion del problema son:
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=0 0,1,-1
R(A,1+4,-1+42) = R(02-1)

Y también

A=2
=R,(2,3,7)
R(A,1+4,~1+44)

b) La recta s que pasa por P =(5,6,1) y Q(-3,-2,5) tiene como vector director PQ.
PQ =(-3,-2,5)—(5,6,1) =(~8,-8,4)

Tomamos como vector director el vector anterior dividido por —4 que tiene unas coordenadas
que indican la misma direccion con valores mas pequefos.

P:(5,6,1)es} x=o+t
S:_. =|[S:qy=6+2t
v, =(2,2,-1) s 1t

Comprobemos que las rectas r y s se cortan resolviendo el sistema formado por las ecuaciones de
las dos rectas.

X=A
r<y=1+41
5+2t=41 5+2t=4
7==1+41 5+2t=41
={6+2t=1+1 =:5+2t=1>= =2-t=4(5+2t)=
X=5+2t 2—-t=44
1-t=-1+42 2—-t=42
S:qy=6+2t
z=1-t
X=5-4=1
=22-t=20+8t=-9t=18=t=-2=:y=6-4=2
z2=1+2=3

Las dos rectas se cortan en el punto A(1,2,3).
Para ver que lo hacen de forma perpendicular compruebo que el producto escalar de sus vectores
directores es cero.

v, =(2,2,-1

S

N o— = L
v, =(11,4) }:VS'VF_(Z’Z’ 1)(114)=2+2-4=0

Comprobado que las dos rectas se cortan en A(1,2,3) de forma perpendicular.
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6: Considere las rectas r y s dadas por las siguientes ecuaciones:
.{5X+3y:19 o X1y

y—5z=3 11
a) [1,25 p.] Estudie la posicidn relativa de ambas rectas.

b) [1,25 p.] En caso de que las rectas se corten, calcule el punto de corte y el &ngulo que forman. En
caso de que las rectas se crucen, determine el plano que contiene a la recta r y es paralelo a la recta s.

-5
0

a) Pasamos la ecuacion de la recta r a paramétricas.

5X+3y =19 5x+3y =19

r: = = 5x+3(3+52)=19=5x+9+152=19=
y—-5z=3 y=3+52

Xx=2-3t
=5x=10-152=>x=2-3z=r:qy=3+5t
z=t
Los vectores directores de las rectas son v, =(-3,5,1) y v, =(~11,0). No tienen coordenadas

proporcionales, por lo que no son paralelas ni coincidentes.

¢Se cortan o se cruzan?
Resolvemos el sistema formado por las ecuaciones de ambas rectas.

[5x+3y=19
‘|y-5z=3
5(1-t)+3t=19 [5-5t+3t=19 [-2t=14 ([t=-7
Xx=1—t = = = =
t—-25=3 t=28 t=28 t=28
siqy=t
Z=5

Salen dos valores distintos, por lo que el sistema no tiene solucion y las rectas no se cortan sino
que se cruzan.

b) Como las rectas se cruzan, determinamos el plano 1 que contiene a la recta r y es paralelo a la

recta s.
El plano & contiene el punto P. = (2, 3, O) de larecta r y tiene como vectores directores los vectores

r

directores de las rectas (es paralelo a ellas).

Pr:(2,3,0)€7l' X_2 y_3 Z
u=v,=(-351)=7:| 3 5 1=0=-y+3-32+52-x+2=0
v=v, =(-110) -1 10

|7:-X—y+22+5=0]
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7: El peso de los recién nacidos, medido en kilogramos (kg), sigue una distribucion normal de media
u=2,8kg ydesviacion tipica o. Se sabe que solo el 20,05% de ellos pesa més de 3 kg.

a) [0,5 p.] ¢Cuél es la probabilidad de que un recién nacido pese més de 2,6 kg?

b) [1 p.] Calcule la desviacion tipica de esta distribucién normal.

c) [1 p.] ¢Cudl es la probabilidad de que un recién nacido pese menos de 2,9 kg?

IMPORTANTE: Trabaje con 4 decimales, redondeando el resultado al cuarto decimal.

X = Peso en kg de un recién nacido. X = N(2.8, o)

a) Por la simetria de la distribucién normal tenemos que la P(X >3)=0.2005 y este &rea aparece
en el dibujo inferior a 0.2 de distancia de la media:

16 18 2 22 24 26 23 3 3z 34 36

Es igual que P (X <2.6) pues también esta a distancia 0.2 de la media > P (X <2.6)=0.2005
Aparece en el dibujo.

18 2 22 24 26 28 3 32 34 36

Por lo que la probabilidad pedida vale P(X >2.6)=1-P(X <2.6)=1-0.2005=

b) P(X >3)=0,2005= P(X 28, 3_2'8j=o.2005:> P[z z%j=o.2oo5:>
O (o (o
=1- P(Z < %j =0.2005= P(Z < E) =1-0.2005=0.7995
o o
0.2 0.2
Buscamos en la tabla de la N(0O, 1) obtenemos que — =0.84 = |o = 084 0.2381
O .

29-28
0.2381

c) P(X <2.9)={Tipificamos} = P(Z < jz P(Z <0.42)=[0.6628
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8: Dos urnas A 'y B contienen bolas de colores con la siguiente composicion: La urna A contiene 3
bolas verdes, 4 negras y 3 rojas, y la urna B contiene 6 bolas verdes y 4 bolas negras. Ademas, se
tiene un dado que tiene 2 caras marcadas con la letra A y 4 caras marcadas con la letra B. Se lanza el
dado y se saca una bola al azar de la urna que indica el dado.

a) [0,75 p.] ¢Cudl es la probabilidad de que esa bola sea verde?

b) [0,75 p.] ¢Cuél es la probabilidad de que esa bola sea roja?

c) [1 p.] Silabola extraida es verde, ¢cual es la probabilidad de que proceda de la urna B?

Construimos el diagrama de arbol descriptivo del experimento aleatorio planteado.
La probabilidad de sacar A en el dado es 2/6 y de sacar B es 4/6.

Bola verde

Sale urna A Bola negra

Bola roja

Dado y bola

Bola verde

Saleurna B

Bola negra

a) Sucede de dos formas distintas, la probabilidad pedida es la suma de las probabilidades de cada
rama del arbol.

P (Sacar bola verde) = P (Elegir urna A) P (Sacar bola verde / Elegir urna A) +
+P (Elegir urna B) P (Sacar bola verde / Elegir urna B) =

2 3 4 6 30 (1
:—-—+—-—:—:—:0’5
6 10 6 10 60 |2

b) Sucede de una Unica forma, pues en la urna B no hay bolas rojas.
P (Sacar bola roja) = P (Elegir urna A) P (Sacar bola roja / Elegir urna A) =
_23_6_11_
6 10 60 |10

0,1

c) Es una probabilidad a posteriori, aplicamos el teorema de Bayes.

P (Elegir urna B n Sacar bola verde
P (Proceda de urna B / Hemos sacado bola verde) = (Eleg P (Sacar bola verde) ) =

4.6
_610_04_14_,g
0,5 05 |5
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OBSERVACIONES IMPORTANTES: Se debe responder a un maximo de 4 cuestiones y no es necesario
hacerlo en el mismo orden en que estan enunciadas. Cada cuestidn tiene una puntuacion de 2,5 puntos.
Si se responde a mas de 4 cuestiones, sélo se corregiran las 4 primeras, en el orden que haya respondido
el estudiante. Solo se podran usar las tablas estadisticas que se adjuntan. No se podran usar calculadoras
graficas ni programables.

1: Considere el siguiente sistema de ecuaciones en funcion del parametro a:
X+ y—z=4

Xx+a’y— z=3-a
X— y+ az=1

a) [1 p.] Determine para qué valores de a el sistema tiene solucidn Unica. Si es posible, calcule
dicha solucién para a = 0.

b) [1 p.] Determine para qué valor de a el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvalo en ese

caso.

c) [0,5 p.] Determine para qué valor de a el sistema no tiene solucion.

2 3 -1 -3
A = B = .
-1 -2 1 2
a) [1 p.] Compruebe que las matrices A y B son regulares (o inversibles) y calcule sus matrices
inversas.

b) [1,5 p.] Resuelva la ecuacion matricial AXB = A' —3B, donde A' denota la matriz traspuesta
de A.

2: Considere las matrices

3: [2,5 p.] De entre todos los tridngulos rectangulos cuya hipotenusa mide 4 metros, determine las
dimensiones de aquel cuya area es maxima. ¢Cudl es el valor de dicha area maxima?

Jx
1+/x

b) [0,5 p.] Determine el area del recinto limitado por el eje OX, la gréafica de la funcion
f(x)= Jx
1+ \/;

dx .

4: a) [2 p.] Calcule la siguiente integral indefinida I

y la recta vertical x=1.
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5: Se llama mediana de un tridngulo a cada una de las rectas que pasan por un vértice del triangulo
y por el punto medio del lado opuesto a dicho vértice.

a) [1,5p.] Calcule las ecuaciones de las tres medianas del triangulo de vértices A(—l, 2,3),
B(3,—4,1) y C(1,—4,5).

b) [1 p.] Compruebe que las tres medianas se cortan en un punto y calcule las coordenadas de
dicho punto.

6: Considere la recta r y el plano  dados por las siguientes ecuaciones:
[ x+1_y-2 z-1
2 1 0
a) [1 p.] Estudie la posicion relativa de la recta y el plano.
b) [0,5 p.] En caso de que la recta corte al plano, calcule el punto de corte y el &ngulo que forman.
En caso contrario, calcule la distancia entre la recta y el plano.
c) [1 p.] Determine el plano que contiene a la recta r y es perpendicular al plano 7.

TiX=2y—-2=4

7: Una urna tiene 2 bolas blancas y 3 bolas rojas. Consideramos la variable aleatoria que cuenta el
numero de bolas blancas que se obtienen al repetir nueve veces el siguiente experimento: se saca una
bola de la urna y, después de anotar el color, se devuelve la bola a la urna.

a) [1p.] ¢Qué tipo de distribucion sigue dicha variable aleatoria y cuéles son sus parametros?

b) [0,5p.] ¢Cual es la media y la desviacion tipica de esta distribucion?

c) [1p.]¢Cuales laprobabilidad de que el nimero de bolas anotado sea menor o igual que 4?

8: En una determinada poblacion, el 40% de los individuos lee diariamente la prensa y el 75% ve
diariamente las noticias en la television. Ademas, el 25% de los individuos lee la prensa y ve las
noticias en la television diariamente.

a) [0,5p.] ;Son independientes los sucesos “leer diariamente la prensa” y “ver diariamente las

noticias en la television?

b) [1 p.] ¢Cual es la probabilidad de que un individuo lea la prensa diariamente pero no vea las
noticias en la television?

¢) [1 p.] Siun individuo lee la prensa diariamente, ;cual es la probabilidad de que también vea las
noticias en la television?
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SOLUCIONES

1: Considere el siguiente sistema de ecuaciones en funcién del parametro a:
X+ y—z=4
x+a’y—- z=3-a
X— y+ az=1
a) [1p.] Determine para qué valores de a el sistema tiene solucion Unica. Si es posible, calcule

dicha solucién para a = 0.
b) [1 p.] Determine para qué valor de a el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvalo en ese

caso.
c) [0,5 p.] Determine para qué valor de a el sistema no tiene solucion.

1 1 -1
a) La matriz de coeficientes asociada al sistemaes A=|1 a* -1| con determinante:
1 -1 a
1 1 -
A=l a*® -l=a’-1+l+a’-a-l=a’+a’-a-1
1 -1 a

Lo igualamos a cero.
|A|=0=a’+a’—-a—1=0= Aplicamos Ruffini
11 -1 1
1 1 2 1

|12 1 [0 [a=Tesrair]
_22\2-4 2

2 2
Existen dos valores que anulan la matriz de los coeficientes: a=1,a=-1.

a’+2a+1=0=l|a —1] es raiz

CASO 1l a#lya=-1

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3. El rango de A/B es 3 y también
el nimero de incdgnitas. El sistema tiene una solucion Unica. Es compatible determinado.

CASO 2. a=1

En este caso el determinante de A es cero y su rango no es 3.
¢Elrango de A es 2?

1 1 -1
La matriz de coeficientes queda A={1 1 -1
1 -1 1

Se observa que la fila 12 y 22 son iguales y la columna 22 y 32 son proporcionales, considero el

1 1
menor de orden 2 que resulta de quitar la 12 fila y la 32 columna -> (1 ] con determinante

1 1
‘1 J_‘:—1—1:—2;&0. El rango de A es 2.
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Comprobemos el rango de A/B.

1 1 -1 4
A/B=|1 1 -1 2|,vemosque lacolumna 22y 32son proporcionales, consideramos el
1 -1 1 1
1 1 4
menor de orden 3 que resulta de quitar lacolumna3? > |1 1 2 | con determinante
1 -11
1 1 4
1 1 2/=1+2-4-4-1+2=-4+0.Elrango de A/Bes 3.
1 -1 1

Elrango de A es 2 y el de A/B es 3, son distintos y el sistema no tiene solucion. El sistema es
incompatible.

CASO 3. a=-1

En este caso el determinante de A es cero y su rango no es 3.
¢Elrango de A es 2?

1 1 -1
La matriz de coeficientes queda A={1 1 -1
1 -1 -1

Se observa que la fila 12 y 22 son iguales y la columna 12 y 32 son proporcionales, considero el

1 -1
menor de orden 2 que resulta de quitar la 12 fila y la 12 columna -> [ 1 J con

determinante

j=—1—1:—2¢0. El rango de A es 2.

Comprobemos el rango de A/B.

1 1 -1 4
A/B=|1 1 -1 4| ,vemosque lacolumna 12y 32 son proporcionales, consideramos el
1 -1 -11
1 1 4
menor de orden 3 que resulta de quitar lacolumna3® > |1 1 4 | con determinante
1 -1 1
1 1 4
1 1 4=1+4-4-4-1+4=0.Elrango de A/Bno es 3.
1 -1 1

Como el rango de A es 2, el de A/B también es 2.

El rango de A y el de A/B es 2 menor que el nimero de incgnitas (3) el sistema tiene infinitas
soluciones. El sistema es compatible indeterminado.
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OTRA FORMA DE ESTUDIAR LOS DISTINTOS CASOS

CASO 1l a#lya=-1

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3. El rango de A/B es 3 y también el
namero de incdgnitas. El sistema tiene una solucion Unica. Es compatible determinado.

CASO 2. a=1
El sistema queda

X+y—-—z=4

X+y—-2=2

X—-y+z=1
Se observa que la ecuacion 12 y 22 tienen el primer miembro de la igualdad igual ( x+y—2) yel
2° miembro distinto (2 y 4). Este sistema no tiene solucién. Es incompatible.

CASO 3. a=-1
El sistema queda

X+y—-—z=4
X+y—z=4
X—-y—-z=1
Se observa que tiene dos ecuaciones iguales y el sistema se reduce a otro equivalente:
X+y—-z=4 X+y=z+4
—
X—y-z=1 X—y=z+1

—

Ecuacion 22 — Ecuacion 12

X -y =z+1 X+y=2+4
=2 = =

-X -y =-z-4 -2y=-3

—2y  =-3 — Nueva ecuacion 22
X+y=z+4
3 3 5

= 3 > X+—=2+4=>|X=24+4——=7+—

El sistema tiene solucion, pero tiene infinitas soluciones. Es compatible indeterminado.

a) Estudiado arriba es para a=1y a = —1. Para a = 0 tiene solucion unica.

1 1 -1 1 1 -1 4
Las matrices asociadas al sistema quedan A={1 0 -1| A/B=|1 0 -1 3
1 -1 0 1 -1 0 1

Resolvemos por el método de Cramer.
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4 1 -1
3 0 -1
1 -1 0| -143-4 -2

0] -4-1+3+1 -1

X= = = — = y: —_—=
11 -1 -1+1-1 -1 -1 -1 -1
1 0 - -

1 -1 0 -1 0
1 1 4
1 0 3
1 -1 1 3-4-1+3 1
7= = :—:—1
1 1 -1 ] ]
1 0 -
1 -1 0

Lasoluciones x=2; y=1, z=-1

b) Para a=-1 el sistema tiene infinitas soluciones. Estudiado al comienzo.

Resolvemos el sistema.

X+y—-z=4
X+ Yy —z =4 = {Ecuacion 12 = Ecuacion 22} =
X—y—-z=1
X+y—-—z=4 X+y=2+4
= = =
X—y-z=1 X—y=z+1
(Ecuacion 22 — Ecuacion 12
X -y =z+1 { X+ Y
= P =
-2y  =-3 — Nueva ecuacion 22
[ X+y=z+4
3 3 5
= 3 > X+—=2+4=>|X=2+4——=7+—

La solucion es x=g+t; y:g; z=t

c) Elsistema no tiene solucion para a=1.

1
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2: Considere las matrices

2 3 -1 -3
A= B= :
-1 -2 1 2
a) [1 p.] Compruebe que las matrices A y B son regulares (o inversibles) y calcule sus matrices
inversas.

b) [1,5 p.] Resuelva la ecuacion matricial AXB = A' —3B, donde A' denota la matriz traspuesta de
A.

a) Para estudiar si existe su inversa o no considero el determinante de las matrices.

2 3

|A|:‘ ) 2‘:—4+3:—1¢O—> La matriz A es regular.
-1 -3 .

|B|= L) =-2+3=1+0— La matriz B es regular.

Calculamos sus inversas.

2 -1
. Adj
A,1:AdJ(A‘): s =2 _ (-2 -8 (2 3
A 1 1 2) |1 -2
g L
B,1ZAdj(B‘): s 2 (2 3
B] 1 1 -1

b) Como existen las inversas de las matrices A y B podemos despejar de la ecuacion matricial.

AXB = A' —3B

A" AXB-B'=A"-(A'-3B)-B™
X=A"(A-3B)-B"
X=A'.A.B'-A1.3B-B

X=A'.A.BT-3A"
2 3Y2 -1)(2 3 2 3
X = -3
-1 2){3 2l-1 -1) (1 -2
« (18 -8)(2 3) (6 9
-8 5)\-1 -1) (-3 -6
w34 4 6 9
21 —29) (-3 -6

28 38
X =
-18 -23
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3: [2,5 p.] De entre todos los triangulos rectangulos cuya hipotenusa mide 4 metros, determine las
dimensiones de aquel cuya area es maxima. ;Cual es el valor de dicha area maxima?

La situacion planteada se refleja en el dibujo.

¥
X
QQ“I_
y
Aplicando el teorema de Pitagoras tenemos que 4% =x?+y> = y? =16— x> = y =16 — x*
El area del triangulo es A(x,y)= %
2
. , V16— 1

Sustituimos y =+16—x* enel &reay nos queda A(X,y)= % = A(X)= % =5 X16 — X

Como deseamos maximizar el area hallamos sus puntos criticos usando la derivada.
A(x) :%x 16-x* = A’(x) = %(VlG—xz + xij

2416 — x*
, U = X2
A (X):E :|.6—X2 ——'16_—)(2}
(\/16 -x? )2 -x?

V16 - x?

16— x% — XZJ
V16— x?

1
2
1(16-2x*
2

S W
o 28%)
A(X)_Z\/16—x2
K00 Gt

Si en la funcion antes de derivar introducimos “x” en la raiz es mas facil la derivada.

A(x) = % Xy/16—x* = %\/16x2 -x*

A3 v 88— x? 2
Ayl 3XaX 32 dx #(8-x°)  8-x

T 22168 —x* 416X —x*  AK\16-X 16-X°

Igualamos a cero la derivada.
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8—x?

_—0=8-x*=0=x"=8=|x=+8
16 —x

A(x)=0=

No tenemos en cuenta el valor negativo de la raiz y estudiamos el comportamiento de la funcion
antes y después de Xx=+/8.

2
e En (OJ§) tomamos x =1y la derivada vale A’(1)= \/8_1 == \/1_5 >0. La funcion crece
16 -1
en (0\/§)
e En (Jg 4) tomamos X =3 y la derivada vale A’(3)=8%322=_T;<0. La funcién
16-3

decrece en (Jg 4).

Fe - 7 - 2
La funcion Area tiene un maximo en x=+/8 e y = 16—(J§) -8.
Un triangulo rectangulo con area méaxima tiene catetos iguales a J8 e hipotenusa 4.

Esa area maxima tiene un valor de A(\/§> = %\/g 16—(J§)2 = %\/gx/gz 4u°
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4: a) [2 p.] Calcule la siguiente integral indefinida I \/_
W
b) [0,5 p.] Determine el &rea del recinto limitado por el eje OX, la grafica de la funcién
f(x) = Jx y la recta vertical x=1.
1+«/§
a)
Cambio de variable ,
IlJ\_/_dX_ x=t=x=t =th2tdt:2 1t—tdt=...
+ +
" dx = 2tdt
Realizamos la divisién de polinomios.
t [t+1
-t -t t-1
—t
# 41
g
2
L =t—1+i
1+t 1+t

Utilizamos el resultado en el calculo de la integral.

2
...=2jt—1+idt :Z(t——t+ln|1+t|J:t2 —2t+2In[L+t/=
1+t 2

Jx =t
= x—2«/§+|n(1+x/;)2+c

{Deshacemos el cambio de variable

}:(ﬁ)z_zﬁ+zm\1+&\:

b) Veamos si la funcion corta el eje OX.

Jx
f(x)=0= =0=Jx=0=x=0
1+ \/;
Como también estd como limite de la region de la que queremos calcular el area la recta vertical
x=1 el &rea es el valor absoluto de la integral definida desde 0 a 1 de f(x) = ] \/j_ .
+/X
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Area = '[1;/:/_ =[x—2\/§+ln(l+\/§)2}: -

:[1—2\/i+In(1+«/i)2}—[0—2\/6+In(l+\/6)2}:

=1-2+In4=-1+In4=|0,38 u?

No lo pide, pero dibujamos la gréfica para comprobar la bondad del resultado obtenido.

El area es menos que medio cuadradito. Aparentemente es correcto el resultado obtenido.
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5: Se llama mediana de un tridngulo a cada una de las rectas que pasan por un vértice del tridngulo
y por el punto medio del lado opuesto a dicho Vvértice.

a) [1,5 p.] Calcule las ecuaciones de las tres medianas del tridngulo de vértices A(—l, 2,3),
B(3,-4,1) y C(1,—4,5).

b) [1 p.] Compruebe que las tres medianas se cortan en un punto y calcule las coordenadas de dicho
punto.

a) Dibujamos la situacion planteada.

Determinemos los puntos intermedios que he llamado A", B" y C".
. B+C _ (3,-4,1)+(1,-4,5)

A =(2,-4,3)
2 2

g A+C _ (-12,3)+(1,-4,5) _(0-1.4)
2 2

Coe AJZr B _ (—1,2,3)2(3, -4,1) _(1-12)

Hallamos la ecuacion de la recta que pasa por Ay A'.

A(-123)] A(-123)
A'(2,—4,3)} E‘=(2,—4,3)—(—1,2,3):(3,—6,0)}:U

A(—1,2,3) } x=-l+a

r.-y=2-2a
(1,-2,0) i

Hallamos la ecuacion de la recta que pasa por By B’.

B(3,-4,1) }35(3,4,1) }35(3,_4’1)}: x=3-4
)

\ o . s:y=—4+p
B'=(0,-14)] BB =(0,-14)-(3,-4,1)=(-333)] v=(-111 71+

Hallamos la ecuacion de la recta que pasa por Cy C’.

C(1-4,5) }j C(1-4,5) }: C(1,-4,5) }: x=1
)

(L1 - . Sty=—4+t
=(1-12)] c€C'=(1,-12)-(1,-4,5)=(0,3,-3)] w=(0,1-1 L5t

b) Resolvemos el sistema planteado con dos de las ecuaciones de las tres rectas, por ejemplo, rys.
Una vez obtenido el punto comprobamos que pertenece a la recta restante s”.
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X=3-p4

s:y=—4+p
3-p=-1+ 4-p =
7148 P “ f=a 4-2-¢q 2-a
=4+ =2-2a=>-6+p="2a= = =>la=2

X=-1+a 1+ 5=3 —6+2=—"2a -4 =2«
ry=2-2a - p=2

z=3

El punto de corte de r y s es el punto M que obtenemos sustituyendo en la ecuacion de la recta r
el valorde a=2:

a=2
X=-1+2=1
X=-1+a
=>y=2-4=-2 :>M(1,—2,3)
y=2-2a
z=3
z=3

Compruebo que M pertenece a la recta s”:

(M (L-2,3)es?

(—2=—4+1;? 2=t ?
3=5-t 2=

El punto M cumple las ecuaciones y pertenece a la recta s’, pues sale un valor de t=2.
Sustituyendo este valor de t en la ecuacion de la recta obtendriamos el punto M.

Las tres medianas se cortan en el punto M (1,-2,3).
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6: Considere la recta r y el plano  dados por las siguientes ecuaciones:
. x+1: y—2 _ z-1
2 1 0
a) [1 p.] Estudie la posicion relativa de la recta y el plano.
b) [0,5p.] En caso de que la recta corte al plano, calcule el punto de corte y el &ngulo que forman.
En caso contrario, calcule la distancia entre la recta y el plano.
c) [1 p.] Determine el plano que contiene a la recta r y es perpendicular al plano 7.

TiX=2y—-2=4

x+1 y-2 z-1
1 0

a) El vector director de la recta r: es \7=(2,1,0) y el normal del plano

mix—2y—-z=4es n=(1-2,-1).

Hacemos el producto escalar de los dos vectores.
v-n=(210)(1,-2,-1)=2-2=0

Como el producto escalar sale 0 entonces los vectores son perpendiculares y la recta y el plano son
paralelos.

ST
ey

/

b) Como no se cortan determinamos la distancia entre recta y plano.
Tenemos en cuenta que al ser paralelos recta y plano la distancia entre ellos es la distancia de
cualquier punto de r al plano.

d(r,ﬂ)zd(P,ﬂ')

r

173 de 280



EBAU Julio 2020 Matemdticas Il en Murcia

Utilizamos la férmula de la distancia de un punto a un plano.

TiXx—-2y-71-4=0 12+(_2)2+(_1)

P(-L21)er [-1-4-1-4| 10
=d(r,7)=d(P,7)= =—=|4.08u
[=a(ra)-a(en) ] %
¢) Llamemos m” al plano que buscamos.
Si el plano " contiene a la recta r entonces el punto P(-1, 2, 1) pertenece al plano. También el

Xx+1 y-2 z-
1

1 ]
es uno de los vectores directores del

vector director v =(2,1,0)de larecta r:
plano pedido.
Como es perpendicular el plano 7 : x—2y—z =4 su vector normal n= (1,-2,-1) eselotro

vector director del plano m".
r

/

ln T
..--"""F.—#
---""—..
P(-121)en x+1 y-2 z-1
v=(210) (=>7=[2 1 0 |=0
n=(1-2,-1) 1 =2 -1

=—X-1-47+4-7+1+2y-4=0

T=-X+2y-52=0
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7: Una urna tiene 2 bolas blancas y 3 bolas rojas. Consideramos la variable aleatoria que cuenta el
namero de bolas blancas que se obtienen al repetir nueve veces el siguiente experimento: se saca una
bola de la urna 'y, después de anotar el color, se devuelve la bola a la urna.

a) [1 p.] ¢Qué tipo de distribucion sigue dicha variable aleatoria y cuéles son sus pardmetros?

b) [0,5 p.] ¢(Cudl es la media y la desviacion tipica de esta distribucién?

c) [1 p.] ¢Cudl es la probabilidad de que el nimero de bolas anotado sea menor o igual que 4?

a) Si X = Numero de bolas blancas obtenidas en 9 repeticiones de la extraccion de una bola de la
urna, esta distribucion es binomial ya que la probabilidad de éxito es independiente de la
repeticion y solo existen dos posibilidades “sacar bola blanca” o “sacar bola no blanca”.

Los parametros son nimero de repeticiones = n =9y p = probabilidad de sacar bola blanca en

., 2
una extraccion de la urna = 3 =04.

X = B(9, 0.4)

b) Si X = B(9, 0.4) entonces la mediaes £=Nn-p=9-0,4=3.6
y la desviacion tipicaes 0 = \/npq = \/9 +0.4-0.6 =1.4696

P(X £4): P(X :O)+ P(X :1)+ P(X :2)+ P(X :3)+ P(X :4):
9 9 9 9 9

= -0.4°-0.6°+| |-0.4'-0.6°+ -0.4°-0.6"+| _|-0.4°-0.6°+| |-0.4°-0.6°=
0 1 2 3 4

9-8 9-8-7

:069+904068+TO42067+ 3 2 043066+9g76

A-3-Z

=0.6°+9-0.4-0.6° +36-0.4°-0.6" +84-0.4°-0.6° +126 - 0.4* - 0.6° =(0.7334

.0.4*.0.6° =

-7 .y - -
También se puede utilizar la tabla de la binomial TABLADE LA DISTRBUGON BWOMAL )~ [
(n I
P[X=x]= o p*(1-pr-
) B
n Xx_| 0,01 | 0,05 | 0,10 [ 0.5 | 0,20 [ 0,25 [ 030 | /3 [ 0,35 [0, 045 [ 049 | 0,
P X < 4 _ P X _ 0 + P X _1 P X _ 2 2 | 0 | 0.0801] 0,9025] 0.6100] 0,7225| 0,6400] 0,5625| 0.4900| 0.4444] 0,4225| O.%00| 0,3025| 0.2601
—_ - - - + -_ + 1 0.0198| 0,0950| 0.1800| O. 200| 0,3750| 0.4200| 0.4444| 0,4550| 0,4800| 04950 04998
2 0.0001| 0,0025{ 0.0100} 0. 00| 0,0625| 0.0900| 0.1111] 0.1225| 0.1800| 0.2025| 0.2401 .
3 | 0 | 09703 0.8572] 0.7290 120] 0,4219] 03430 02863 0,2746) 0.2160] 0.1664| 0.1327] 0,1250
1 0,0294| 0,1354| 0,2430| 0,3251( 0,3840| 0,4219| 04410| 0.4444| 04436/ 0.4320| 0.4084| 03823 75
+P ( X = 3) +P ( X = 4) =0,0101+0.0605+ 3 | e oso] ar] e o) i oo 5 ose el o o274 .
1 1 3| 0.0000] 0.0001| 0.0010] 0.0034| 0.0080] 0.0156| 0.0270| 0.0370] 0.0429] 0.0840] 0.0911] 0.1176
4 0 | 0.9606] 0.8145| 0,6561| 0,5220( 0,4096[ 0.3164| 0.2401| 0,1975[ 0,1785] 0,1206f 0,0915( 0,0677| 0,06:
1 | 0.0388| 0.1715| 0.2916| 0.3685| 0.4096| 0.4218| 0.4116| 0,3951| 0.3845 0,3456| 0.2995| 0,2600) 0.
2 0,0008| 0.0135| 0,0486{ 0,0975( 0,1536| 0.2108| 0.2646| 0.2963| 0.3105| 0.3456{ 0.3675| 03747 7
10.1612 +0. 2508+ 0. 2508 = [0. 7334 1 | s o €t ] e e e
’ 1 ) 1 4| 0.0000] 0.0000] 0.0001| 0.0005 0.0016| 0.0038| 0.0081 0.0356] 0.0410] 0,076
5 0 0,9510| 0,7738| 0,5005| 0,4437| 0,3277| 0,2373] 0,1681| 0,1317| 0,1160| 0,0f78| 00503 0,0345( 0,0313|
1 0.0480| 0,2036| 0,3281| 0.3915| 0,4096| 0,3955| 0,3602| 0,3292( 0,3124| 0,2892| 0.2059| 0,1657| 0,1563)
2 | 00010] 0.0214| 0.0729| 0.1382| 0,208 0,2637| 0.3087| 0.3252| 0.3364| 0,Ms6 0,3369| 0,3185) 0,3125)
3 | 0.0000| 0,0011| 0.0081| 0.0244 0,0812| 0,0878| 0.1323| 0,1648| 0,1811| 0,2804| 0.2757| 0,3060| 0,3125]
4 0,0000| 0,0000| 00005 0.0022| 0.,0064| 0,0146] 0.0284| 0.0412| 0,0488| 0,0768| 0.1128| 0,1470| 0,1563|
5 0,0000| 0,0000{ 0.0000{ 0.0001| 0,0003| 0,0010] 0.0024| 0.0041| 0.0053| 0,0185| 0,0282]
® | 0 | 0915 0.7351] 05314| 03771] 0,2621| 0,1780] 0.1176] 0.0678| 0.0754 0.0277] 0,0176] 0,01
1 0,0571| 0,2321] 0,3543| 0.3993( 0,3932| 0,3560{ 0.3025| 0,2634| 0,2437| 0,1p66| 0.1359| 0.1014]
2 0,0014| 0,0305| 0,0984| 0.1762| 0,2458| 0,2966 0.3241| 0.3292| 0,3280| 0.3310| 0.2780| 0.2436
3 | 0,0000| 0.0021| 0.0148] 0.0415| 0.0819( 01318 0.1852{ 0.2185| 0,2355| 02765| 0.3032| 0.3121
4 0,0000| 0,0001| 0.0012| 0.0055( 0,0154| 0,0330| 0,0595| 0,0823| 0,0851| 0,§382| 0,1861| 0.2249| 0,2344|
5 10,0000 0.0000| 0,0001| 0.0004| 0,0015 0.0044| 00102 0,0165| 0,0205| 0.4369| 0.0609| 0.0884| 0,0838)
6 10,0000 0,0000| 0.0000{ 0.0000| 0,0001] 0.0002| 0,0007| 00014 0.0018| 09041| 0.0083| 0.0138{ 0.0156}
7 | 0 |08321| 0,6983| 04783 0.3206| 0,207| 0,1335| 0,0824| 0,0585| 0,0490| 0,8260| 0,0152| 0,0090[ 0,0078|
1 0,0659| 0,2573| 0,3720| 0.3960| 0,3670| 0.3115| 0.2471| 0.2048| 0,1848| 0,1306| 0.0872| 0,0604| 0,0547|
2 0,0020| 0,0406| 0,1240{ 0.2087| 0,2753| 0.3115| 0.3177| 0.3073| 0,2985| 0.2613{ 0.2140| 0,1740{ 0,1641
3 0,0000| 0,0036| 0.0230{ 0,0617| 0.1147| 0,1730| 0.2269| 0.2561| 0,2679| 0,2803| 0.2918| 0.2786| 0,2734)
4 0,0000| 0,0002] 0.0026| 0,0108| 0,0287| 0,0577| 0,0972] 0,1280| 0,1442| 0,1935 0,2388| 0,2676| 0,2734)
5 0,0000| 0,0000| 0.0002| 0,0012| 0.0043| 0,0115| 0.0250| 0.0384| 0,0466 0,0774| 0,1172| 0,1543| 0,1641
6 0,0000| 0,0000{ 0.0000| 0,0001| 0,0004| 0,0013| 0.0036| 0.0064| 0,0084| 09172| 0,0320| 0,0494| 0,0547
;2 0,0000| 0,0000{ 0.0000{ 0.0000) 0,0001] 0.0002| 0.0005| 0,0006| 0£016{ 0.0037| 00068}
8 0 0,9227| 0,6634| 0.4305| 0.2725 0,1 0,1001| 0.0576| 0,0390| 0,0319| 0P168| 0.0084] 0,0046| 9|
1 0,0746| 0,2793| 0.3826| 0.3847| 0. 0.2670| 0.1977| 0,1581| 0,1373| 0P896| 0.0548| 0,0352
2 0,0026 0,0515{ 0,1488| 0.237¢ 9 0,3115| 0.2065( 0,2731| 0,2587| 0LOVO| 0,1569| 0.1183| 0,1004|
3 0,0001| 0,0054| 0,0331| 0.0839| 0,2076| 0.2541| 0,2731| 0.2786| 0P787| 0.2568| 0,2273| 0,2188|
4 0.0000| 0.0004| 0.0046| 0.0185| 59| 0,0865| 0.1361| 0,1707| 0,1875| 0.9322| 0.2627| 0.2730| 0,27:
5 0.0000{ 0.0000| 0.0004| 0.0025| 0, 0,0231| 0.0467| 0,0683| 0,0808{ 0.1239| 0.1719| 0,20 0.2
6 | 0.0000] 0.0000| 0.0000| 0,0002| 0,0011| 0,0038| 0,0100| 0,0171| 0.0217| 0.4813] 0.0703| O,
7 | 0,0000| 0,0000| 0,0000| 0.0000{ 0,0001) 0.0004f 0,0012| 0,0024| 0,0033] O'y9f 0.0164] 0,02
8 0.0000{ 0,0000| 0.0000{ 0.0000| 0,0000] 0.0001| 0.0002| 0,0002| 0.0007| 0.0017] .
‘I'\g@l 0 | 0.9135] 06302} 0.3 2| 0:0754]0,0404] 0,0260{ 0,023}<0,0103| 0.0046] 0.
1 | 0.0830| 0,2985| 0.3020| 0.2253| 0.1656] 0,171 0,1004/0,0605| 0.0339| 0.0202| 0,01
2 0,0034] 0,068/ 0.1 0L 0.3003| 0.2668{ 0.2341| 0,2162| 0.1110] 0,0776{ 0,0703)
3| 0.0001| 0,0077| 0.0446{ 0.1080 0.1762| 0,2338) 0.2668| 0.2731| 0,2716(8.2508] 0.2119| 0,1730| 0,1641
4 5,00001-0,00061 0:0074]-0.0289 0,278 0.2506{ 0.2461
5 | 0.0000( 0,0000| 0,0008{ 0,0050 0,0165| 0,0 0,1181| 0,7672| 0.2128 0.2408| 0.2461
6 0,0000| 0,0000{ 0.0001| 0,0006) 0,0341] 0,0424| 0,0743( 0,1160| 0,1542| 0,1841
7 0,0000| 0,0000{ 0.0000| 0.0000 0. 0,0012| 0.0039| 0,0073| 0,0098| 00212 0,0407| 0,0635| 0,0703)
8 0,0000| 0,0000{ 0,0000| 0,0000| 0,0000] 0,0001| 0.0004 009| 0,0013| 0.0035| 0,0083( 0,0153| 0,0176|
9 0,0000] 0.0000] 0,0000] 0.0000{ 0,0000| 0,0000| 0.0000| 00001 0,0001] 0.0003| 0.0008| 0.0016] 0,0020
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8: En una determinada poblacion, el 40% de los individuos lee diariamente la prensa y el 75% ve
diariamente las noticias en la television. Ademas, el 25% de los individuos lee la prensa y ve las

noticias en la television diariamente.
a) [0,5p.] (Son independientes los sucesos “leer diariamente la prensa” y “ver diariamente las

noticias en la television?

b) [1 p.] ¢Cudl es la probabilidad de que un individuo lea la prensa diariamente pero no vea las

noticias en la televisién?

¢) [1 p.] Siunindividuo lee la prensa diariamente, ;cual es la probabilidad de que también vea las

noticias en la televisiéon?

Realicemos una tabla de contingencia para obtener el resto de datos.

Ve diariamente las noticias en la
television

No ve diariamente las noticias
en la television

Lee diariamente la

prensa 25 40
No lee diariamente la
prensa
75 100
Completamos la tabla.
Ve diariamente las noticias en la | No ve diariamente las noticias
television en la television
Lee diariamente la
orensa 25 15 40
No lee diariamente la
orensa 50 10 60
75 25 100

a) Calculamos la probabilidad de la interseccion de los dos sucesos:
P(Lea diariamente la prensa N Vea diariamente las noticias en la television) = 0,25
Y ahora el producto de las probabilidades de los dos sucesos.
P(Lea diariamente la prensa) - P(Vea diariamente las noticias en la television) = 0,4 - 0,75=0,3

Dan resultados diferentes por lo que los sucesos NO son independientes.

b) Como hay 15 individuos de los 100 de la poblacién que lee la prensa y no ve las noticias aplico
la regla de Laplace y obtenemos:

P(Lea la prensa y no vea las noticias) = % =10,15

c) Es una probabilidad condicionada pues se da por hecho que la persona lee diariamente la prensa.
Sabemos que hay 40 personas leen diariamente la prensa y de ellas 25 también ven las noticas,
aplicamos la regla de Laplace.

P(Vea las noticias /Lee la prensa) = 421_2 = g =10,625
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UNIVERSIDAD DE sy Universidad
MURCIA | Regién de Murcia Politécnica
de Cartagena

PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD PARA EL ALUMNADO DE BACHILLERATO
206 MATEMATICAS I1. SEPTIEMBRE 2019

OBSERVACIONES IMPORTANTES: El alumno debera responder a todas las cuestiones de una de las
opciones A o B. No esta permitido utilizar calculadoras programables ni que realicen cdlculo
simbdlico, integrales o gréficas.

OPCION A: No es necesario responder a las cuestiones en el mismo orden en que estan
enunciadas.

A.1: Considere el siguiente sistema de ecuaciones en funcion del pardmetro a:
ax+ y—2z=0
X+ y—az=-1
X+ y+ z=a

a) [1 p.] Determine para queé valores de a el sistema tiene solucion Unica. Si es posible, calcule
dicha solucion para a = 2.

b) [1 p.] Determine para qué valor de a el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvalo en ese
caso.

c) [0,5 p.] Determine para qué valor de a el sistema no tiene solucion.

A.2:

X% +2x

a) [1,5 p.] Calcule los extremos relativos (maximos y minimos) de f(x) = , definida para

todo valor de x € R. Determine también los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f (x).

b) [1 p.] Calcule Iim(l— Xl j .
-0\ x e -1

A.3: Considere larecta r :x_+11 = yT+3 :i yelplano 7:x-2y—-z=-1.
a) [1 p.] Estudie la posicion relativa de la recta r y el plano .
b) [1,5 p.] En el caso de que la recta corte al plano, calcule el punto de corte y el angulo que

forman. En caso de que la recta no corte al plano, calcule la distancia entre ambos.

A.4: (En este ejercicio trabaje con 4 decimales, redondeando el resultado al cuarto decimal).
La probabilidad de que una flecha dé en la diana es 0,40. Si se lanzan 9 flechas, determine:
a) [1 p.] Qué tipo de distribucion sigue la variable aleatoria que cuenta el nimero de flechas que
dan en la diana.
b) [0,5 p.] Cual es la media y la desviacion tipica de esta distribucion.
c) [1 p.] Cual es la probabilidad de que al menos 5 flechas den en la diana.
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OPCION B: No es necesario responder a las cuestiones en el mismo orden en que estan enunciadas.

-1 a 0
B.1: Considere lamatriz A=| 0 1 a
1 -1 1

a) [1 p.] Determine para qué valores de a la matriz A tiene inversa.

b) [0,5 p.] Para a=1, calcule la inversa de A.

c) [1 p.] Para a=1, resuelva la ecuacion matricial XA+21 =2A, donde | es la matriz identidad
3x3.

B.2:

&dx.

1+x

N

b) [0,5 p.] Determine la primitiva de l—xque pasa por el punto (1,2).
+ X

N

c) [1 p.] Calcule el limite lim —.
x40 ] 4+ X

a) [1 p.] Calcule la integral indefinida I

B.3: Los puntos A= (O,—l,l) y B= (1,1,1) son dos de los vértices de un triangulo. El tercer vertice

C esté contenido en la recta r que pasa por el punto B y es perpendicular al plano 7:2x—-y+z=1
a) [1 p.] Calcule la ecuacion de la recta r que pasa por el punto B y es perpendicular al plano .

b) [1,5 p.] Calcule las coordenadas del vértice C sabiendo que el area del triangulo es 3J30.

B.4: (En este ejercicio trabaje con 4 decimales, redondeando el resultado al cuarto decimal).
El 60% de los coches de una marca se fabrican en su factoria de Valencia, el 25% en Madrid, vy el
resto en Lisboa. El 1% de los coches fabricados en Valencia tiene algun defecto de fabricacion,
mientras que para los coches fabricados en Madrid y en Lisboa son del 0,5% y del 2%,
respectivamente.

a) [1p.] Elegido al azar un coche de esa marca, calcule la probabilidad de que no sea

defectuoso.
b) [1,5 p.] Si un coche de esa marca resulta ser defectuoso, ¢cudl es la probabilidad de que haya

sido fabricado en Madrid?
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SOLUCIONES
OPCION A:

A.1: Considere el siguiente sistema de ecuaciones en funcion del parametro a:
ax+ y—-2z=0
X+ y—az=-1
X+ y+ z=a

a) [1p.] Determine para qué valores de a el sistema tiene solucion Unica. Si es posible, calcule
dicha solucién para a = 2.
b) [1 p.] Determine para qué valor de a el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvalo en ese

caso.
c) [0,5 p.] Determine para qué valor de a el sistema no tiene solucion.

Discutamos el sistema y luego respondemos a cada apartado.
La matriz de coeficientes asociado al sistema es

a l -2 a l -2
A=|1 1 -a|condeterminante |A|=|1 1 -aj=a-a-2+2-1+a’=a’-1
11 1 11 1

Igualamos a cero el determinante.
|A=0=a’-1=0=a’ —1=a=+1=+1

Distinguimos tres casos distintos.

CASO1l. a=-lya=1

El determinante de A es no nulo y el rango de A es 3. El rango de la matriz ampliada también es 3
al igual que el namero de incognitas. El sistema tiene solucién unica.

CASO 2. a=1
La matriz A queda
11 -2
A=|1 1 -1|. Tiene determinante nulo y su rango es menor de 3.
11 1
Su rango es 2, ya que el menor de orden 2 que resulta de quitar la fila 3% y la columna 12 es no
nulo. [ ‘:—1+2=1¢o.
11 -2 0
¢Elrango de laampliada A/B={1 1 -1 -1|es3?
11 1 1

Tomamos el menor que resulta de quitar la 12 columna (igual que la 22 columna).
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1 -2 0
1 -1 -1=-1+2+2+1=4=0 .Elrango de A/Bes 3.
1 1 1

Como Rango de A =2 # 3 = Rango de A/B el sistema no tiene solucién.

CASO 3. a=-1
La matriz A queda
-1 1 -2
A=| 1 1 1 |.Tiene determinante nulo y su rango es menor de 3.
1 1 1
Su rango es 2, ya que el menor de orden 2 que resulta de quitar la fila y la columna 32 es no nulo.
-1
j=—1—1=—2¢0.
-11 -2 0
¢Elrango de laampliada A/B=| 1 1 1 -1|es3?
11 1 4
Tomamos el menor de orden 3 que resulta de quitar la 32 columna.
-11 0
1 1 -1=0.Elrango de A/B es menor de 3.
1 1 -
El rango es 2 ya que el menor de orden 2 que resulta de quitar la fila y la columna 32 es no nulo.
-1 1‘
=-1-1=-2+0.
1

Como rango de A es 2 igual que el rango de la ampliada y es menor que el nimero de incdgnitas,
el sistema tiene infinitas soluciones.

a) Para a=—1ya=1 el sistema tiene una unica solucion.
Resolvemos el sistema para a = 2 con el método de Cramer.

2X+ y—-2z=0
X+ y—-2z=-1
X+ y+ 2=2
2 1 =2 21 -2 0 2 1 =2
A=|1 1 -2|yA/B=|1 1 -2 -1|con|A=[1 1 -2=2°-1=3
11 1 111 2 111
0 1 -2
-1 1 -2
2 1 1| -4+2+4+1 3
X = = =-=1
A 3 3
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2 0 -2

1 -1 2

1 2 1] -2-4-2+8
y: = :O

A 3

21 0

11 -

11 2| 4-1-2+2 3
7= = :—:l

Lasolucibnes x=1y=0;z=1

b) Para a=-1 el sistema tiene infinitas soluciones.
-X+ y-2z=0
El sistema queda < X+ y+z=-1 .Lo resolvemos.
X+ y+z=-1

-X+ y—-2z=0

x+ y+z=-1 = {Ecuacion 2% = Ecuacion 3*} =

{ —X+ y-2z=0
—

X+ y+z=-1
X+ y+ z=-1

Sumo las ecuaciones
—X+ y=2z -X +y = 2z ~1+7z
= = =2y=-1+z1=|y=
X+ y=—1-12 X +y = -1-z 2
2y = -1+4z
:>—x+_1JrZ =27=-2x-1+7=47= -2x=1+37= x:lJr;32
La solucion es x = 1+23t; y = _12+t; z=t

c) Para a=1 el sistema no tiene solucion. Razonado en el caso 2 del inicio del ejercicio.
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A.2:

2
a) [1,5 p.] Calcule los extremos relativos (méximos y minimos) de f(x) = X+ 2x

, definida para

todo valor de x € R. Determine también los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f (x) .

b) [1p.] Calcule nm(1 ! j
X e -1

a) La derivada de la funcion es
NG +2x (2x+2)e* —(X* +2x)e” )9/(2x+2—x2—2x) 242

f - f, X) = = —
( ) ( ) er /e/_ex e*
Igualamos a cero la derivada
£ =0 X 2 0 X2 42202 =2 x=42

Estudiemos la variacion del signo de la derivada en cada intervalo en que se divide la recta real
con estos dos puntos de separacion.

~(-2)"+2 -4+2

e En (—oo, —\/E) tomamos x = -2, la derivada vale f "(-2)= = =7 = -2e° <0
. La funcion decrece.
. ( 2,2 \/_) tomamos x = 0, la derivada vale f "(0) = 0 +2 _%_ 2>0. La funcion
e’
crece.
. , —2°42 —2
e En (+\/§ +oo) tomamos x = 2, la derivada vale f "(2) =—; —-<0. La funcién
2 ¢
decrece.

[ RN BN

2 -
-2 _M;— 1 _
La funcion tiene un minimo relativo en x = —\/_ y un maximo relativo en x = +/2.

La funcién decrece en (—oo,—\/z)u(-l-\/z +oo) y crece en (—\/E \/5)

b)
. 1 1 1 1 ., . e*-1-x . e*-1-x
lim| =— =— - _ =ow-o=Indeterminacion = lim| ——— [=lim————
x=0\ X ex -1 0 1-1 x—0 X(ex _1) X—0 XeX—X
121200 determinacion (L"Hapital)= lim —° -1 1-1
0 0 x=0 @* 4 xe* —1 1+0- 1
e* 1 1

= Indeterminacion (L "Hépital)= I|m =|=
-0 e* +e* + xe” 1+1 2
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A.3: Considere la recta r:x_+11:y7+3:§ yelplano 7:x-2y—z=-1.

a) [1 p.] Estudie la posicion relativa de la recta r y el plano .
b) [1,5 p.] En el caso de que la recta corte al plano, calcule el punto de corte y el &ngulo que
forman. En caso de que la recta no corte al plano, calcule la distancia entre ambos.

a) De r :x_+11 = yT+3 :% tenemos su vector director v, =(-1,2,1)
De 7:x—2y—2z=-1 tenemos su vector normal n_ =(1,-2,-1)

Si comparamos estos vectores vemos que el vector director de la recta y el normal del plano son
de coordenadas proporcionales, por lo que estan en la misma direccion. Recta y plano se cortan
perpendicularmente.

i
2|

b) Hallamos el punto de corte resolviendo el sistema formado por ecuacion de recta y del plano.
Antes pasamos la recta a ecuaciones parameétricas.

X=-1-t
r-y=-3+2t
z=t

El sistema queda
TiX—2y—-z=-1

X=-1-t
r: = -1-t-2(-3+2t)-t=-1=-1-t+6-4t—-t=-1
y=-3+2t
z=t
X=-1-1=-2
—6t=-"b6t=1oy=-3+2=-1}=> P(—2,—1,1)
z=1

El angulo que forman recta y plano es de 90°. Ya hemos visto que se cortan perpendicularmente.
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A.4: (En este ejercicio trabaje con 4 decimales, redondeando el resultado al cuarto decimal).

La probabilidad de que una flecha dé en la diana es 0,40. Si se lanzan 9 flechas, determine:

a) [1 p.] Qué tipo de distribucion sigue la variable aleatoria que cuenta el nimero de flechas que dan
en la diana.

b) [0,5 p.] Cuél es la media y la desviacidn tipica de esta distribucion.

c) [1 p.] Cuél es la probabilidad de que al menos 5 flechas den en la diana.

a) p = Probabilidad de que una flecha dé en la diana = 0.4
n = NUmero de lanzamientos.
X = Numero de dianas en 9 lanzamientos.
X es una distribucion binomial de pardmetros p=0.4yn=29.
X = B(9, 0.4)

b)
Media=n-p=9-04=3.6
Desviacion tipica = o =4/n- p-q=4/9-0.4-0.6 =1.47

P(X 25)= P(X =5)+ P(X :6)+ P(X =7)+ P(X :8)+ P(X :9)=
={Mirando la tabla de la binomial} =0,1672+0,0743+0,0212+0,0035+ 0,0003 = |0, 2665

OTRA FORMA DE HACERLUO.

También se puede calcular estas probabilidades usando la formula:
9

P(X = m) :( ]0, 4™.0,6°™: siendo m = ndmero de dianas en 9 lanzamientos . Es un
m

proceso mas laborioso.
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OPCION B:
-1 a 0
B.1: Considere lamatriz A=| 0 1 a
1 -1 1

a) [1 p.] Determine para qué valores de a la matriz A tiene inversa.
b) [0,5 p.] Para a=1, calcule la inversa de A.

c) [1 p.] Para a=1, resuelva la ecuacion matricial XA+21 =2A, donde | es la matriz identidad
3x3.

a) La matriz A tiene inversa cuando su determinante es no nulo.

-1 a 0
|Al=|0 1 aj=-1+a’-a=a’-a-1
1 -1 1

Si igualamos a cero.

1+J§

A0 a’-a-1-0ma—EVIH4 | 2
2 _1_\/5

2

La matriz A tiene inversa cuando a es distinto de 1_2J§y de L++5

2
-1 1 0
b) Para a=11la matriz tiene inversayaque |[A|=|0 1 1|=1-1-1=-1%0
1 -11
Calculamos su inversa.
-1 0 1 1 - 1 - 11
Adj| 1 1 -1 1 1] o 1| o1
o 2 1 1
L Adj(A) 0 1 1 0 11 10
|A -1 1 0 1 01
-1 0 -1
0 1 -1 1 -1 0
1 -1 1 - 1 1
-2 1 -1
At=l-1 1 -1
1 0 1

c) Para a=1, la matriz A tiene inversa. Calculada en el apartado anterior.
Despejamos X de la ecuacion matricial.
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XA+21 =2A= XA=2A-2] = XAA™ :(2A—2I)A’1:> X :(2A—2I )A’1
X =2AA"-2IA" =21 -2A"

Obtenemos la expresion de la matriz X.

1 00 -2 1 -1 2 00 4 -2 2
X=2/0 1 0-2/-1 1 -1|=|0 2 O+ 2 -2 2
0 01 1 0 1 0 0 2 -2 0 2
6 -2 2
X=2 0 2
-2 0 O
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B.2:
K,
a) [1 p.] Calcule la integral indefinida I

b) [0,5 p.] Determine la primitiva de lique pasa por el punto (1,2).
+ X
c) [1 p.] Calcule el limite lim ﬂ
x40 ] 4+ X
a)
Cambio de variable ,
idx- Jx =t > x=t? = . :2_|.1+t zldt:
1+Xx 1+t 1+t
dx = 2tdt

Deshacemos el cambio}

1+t2 1
:2{.[1“2 dt—le2 dt}:Z[J'dt—arctgt}:2[t—arctgt]:{\/;=t
= 2&—2arctgﬁ+C

b) Como hemos visto la primitiva es F (x)=2+/x —2arctg/x +C .

Al pasar por el punto (1,2) significa que F (1) =2.

F(l):2:>2:2«/i—2arctg(1)+C:2:2_2.%+C:C:%

La primitiva buscada es |F (x)= 2% — 2arctg\/§+%

1

. X X2

c) lim x lim
x>0 ]+ X xo>+o0l4 X

mayor el grado del denominador y por tanto el limite vale 0.

= @ ya que el grado del denominador es 1y el del numerador es 1/2. Es

OTRA FORMA DE HACERLO

1
lim ﬁ = Indeterminacion (L"Hbpital)= lim 2\/_ = lim — t _1_
x>+0]4 X o0 X—>+0 ] X—>+00 2_\/_ o0
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B.3: Los puntos A=(0,-1,1) y B=(111) son dos de los vértices de un tridngulo. El tercer vértice

C esté contenido en la recta r que pasa por el punto B y es perpendicular al plano 7 :2x—y+z=1
a) [1 p.] Calcule la ecuacién de la recta r que pasa por el punto B y es perpendicular al plano .

b) [1,5p.] Calcule las coordenadas del vértice C sabiendo que el &rea del tridngulo es 3J30.

a) Si la recta es perpendicular al plano 7 :2x—y+z =1 el vector director de la recta es el vector
normal del plano, es decir, v, =n_ =(2,-11).

\/T:(Z,—l,l) } X=1+2t

=|r:y=1-t
Pasa por B =(1,11) ;e

b) El punto C al pertenecer a la recta r tiene coordenadas C (1+ 2t,1-t, 1+t) para un valor de t, que
debemos determinar.

El area del triangulo ABC es la mitad del modulo del producto vectorial de los vectores que unen
los vértices entre si.

ABx AC
2

Area ABC =

Calculamos las coordenadas de los vectores, su producto vectorial y la expresion del area del
triangulo.

— i i k
AB=(1,1,1)-(0,-1,1)=(1,2,0 S

. (12~ )=(420) = ABxAC=| 1 2 0
AC =(1+2t,1-t,1+t)—(0,-1,1) = (1+2t, 21, 1) 149t 2-t t

ABx AC = 2ti +(2—t)k —(2+4t)k —tj = 2ti — tj + (2~ t — 2— 4t)k = (2t,~t,-5t)

ABxAC| 4 1125 30 30
2 2 2 2

Area ABC =

Como el &rea debe valer 3430 igualamos la expresion a este valor.

/5 t=6—C, (1+12,1-6,1+6)
30 =20 630 = V30 f = =6 o

t=—-6-C,(1-12,1+6,1-6)

El tercer vértice del triangulo puede tener las coordenadas C1(13, -5, 7) o bien C(-11, 7, -5).
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B.4: (En este ejercicio trabaje con 4 decimales, redondeando el resultado al cuarto decimal).

El 60% de los coches de una marca se fabrican en su factoria de Valencia, el 25% en Madrid, v el
resto en Lisboa. ElI 1% de los coches fabricados en Valencia tiene algin defecto de fabricacién,
mientras que para los coches fabricados en Madrid y en Lisboa son del 0,5% y del 2%,
respectivamente.

a) [1 p.] Elegido al azar un coche de esa marca, calcule la probabilidad de que no sea defectuoso.

b) [1,5 p.] Si un coche de esa marca resulta ser defectuoso, ¢cuél es la probabilidad de que haya
sido fabricado en Madrid?

Construimos un diagrama de arbol

Defectuoso

No defectuoso
los defectos No defectuoso

No defectuoso

P (No defectuoso) = P (Valencia)- P No defectuoso /Valencia) +
+P(Madrid ) - P(No defectuoso/ Madrid )+ P (Lisboa ) - P (No defectuoso/ Lishoa) =

=0,6-0,99+0,25-0,995+0,15-0,98 =|0,9897

b
) P(Madrid y defectuoso)
P(Defectuoso)
P (Madrid) - P(Defectuoso/Madrid) 0,250,005
- 1-0,9897 0,0103

P (Madrid / Defectuoso) =

=10,1220
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UNIVERSIDAD DE |8 ) . Universidad
MURCIA Region de Murcia Politécnica
: de Cartagena

PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD PARA EL ALUMNADO DE BACHILLERATO
206 MATEMATICASII. JUNIO 2019

OBSERVACIONES IMPORTANTES: El alumno debera responder a todas las cuestiones de una de las
opciones A o B. No esta permitido utilizar calculadoras programables ni que realicen cdlculo
simbdlico, integrales o gréficas.

OPCION A: No es necesario responder a las cuestiones en el mismo orden en que estan
enunciadas.

A.1: Considere el siguiente sistema de ecuaciones en funcién del parametro a:
X+ y+az=1

X+ay+ z=a
ax+ y+ z=a+3

a) [1 p.] Determine para qué valores de a el sistema tiene solucion Unica. Si es posible, calcule
dicha solucién paraa = 0.

b) [1 p.] Determine para qué valor de a el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvalo en ese
caso.

c) [0,5 p.] Determine para qué valor de a el sistema no tiene solucion.

A.2:
a) [1,5 p.] Calcule la siguiente integral indefinida J'x2 cos x dx.

b) [1 p.] Determine el &rea del recinto limitado por el eje OX, las rectas verticales x = 0 y
x = 7, Y lagréfica de la funcion f(x) =x’cosx .

A.3: Los puntos A=(3,0,0),B=(0,3,0) yC=(0,0,3) son tres de los vértices de un tetraedro. El

cuarto vértice D esta contenido en la recta r que pasa por el punto P = (1,1,1) y es perpendicular al
plano  que contiene a los puntos A, By C.

a) [0,5 p.] Calcule la ecuacion del plano que contiene a los puntos A, By C.

b) [0,5 p.] Calcule la ecuacion de la recta r que pasa por el punto P = (1,1,1) y es perpendicular

al plano .
c) [1,5 p.] Calcule las coordenadas del vértice D sabiendo que el volumen del tetraedro es 18.

A.4: (En este ejercicio trabaje con 4 decimales, redondeando el resultado al cuarto decimal).
El tiempo de duracion de las bombillas de una cierta marca, medido en horas, sigue una distribucion
normal de media u y desviacién tipica o. Se sabe que el 69,50% de las bombillas duran menos de
5061,2 horas, y que el 16,60 % de las bombillas duran mas de 5116,4 horas.
a) [1 p.] ¢Cual es la probabilidad de que una bombilla de esta marca dure entre 5061,2 y 5116,4
horas?
b) [1,5 p.] Calcule la media y la desviacidn tipica de esta distribucion normal.
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OPCION B: No es necesario responder a las cuestiones en el mismo orden en que estan enunciadas.

1 11
B.1: Considere la matriz A=|0 1 O
0 0 1

a) [1 p.] Calcule las potencias sucesivas A%, A’ y A*.

b) [0,5 p.] Calcule la expresion general de A" para cualquier valor de neN.
c) [1 p.] Determine si existe la inversa de A . En caso afirmativo, calculela.

B.2: Considere un triangulo isdsceles cuya base de 12 cm es el lado desigual y cuya altura es de 5
cm. Se quiere determinar un punto A situado sobre la altura a una distancia x de la base de manera
que la suma de las distancias del punto A a los tres vértices del triangulo sea minima. Observe la
figura:

< 12 -

a) [0,5 p.] Demuestre que la suma de las distancias del punto A a los tres veértices del tridngulo
viene dada por la expresion: f(x) =5—x+2+/x° +36

b) [1,5 p.] Calcule el valor de x para que la suma de las distancias sea minima.

c) [0,5 p.] Calcule dicha cantidad minima.

B.3: Considere las siguientes rectas:
r:x—5:y—6:z+1 S;X__lzlzz_”
1 1 1 1 1 -1
a) [1 p.] Estudie la posicion relativa de ambas rectas.
b) [1,5 p.] En caso de que las rectas se corten, calcule el plano que las contiene y el &ngulo que
forman ambas rectas. En caso de que las rectas se crucen, calcule la perpendicular comin a
ambas rectas.

B.4: (En este ejercicio trabaje con 4 decimales, redondeando el resultado al cuarto decimal).

La probabilidad de que un determinado equipo de futbol gane cuando juega en casa es % Y la

probabilidad de que gane cuando juega fuera es % :

a) [1 p.] Sin saber donde jugara el proximo partido, calcule la probabilidad de que gane.
b) [1,5 p.] Si gano el altimo partido del campeonato, ¢cuél es la probabilidad de que jugara en
casa?
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SOLUCIONES

A.1: Considere el siguiente sistema de ecuaciones en funcién del parametro a:
X+ y+az=1

X+ay+ z=a
ax+ y+ z=a+3

a) [1p.] Determine para qué valores de a el sistema tiene solucion Unica. Si es posible, calcule
dicha solucién para a = 0.

b) [1 p.] Determine para qué valor de a el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvalo en ese
caso.

c) [0,5 p.] Determine para qué valor de a el sistema no tiene solucion.

Discutimos el sistema y luego respondemos a las cuestiones planteadas.
Para ello consideremos su matriz de los coeficientes:

1 1 a 1 1 a
A=|1 a 1| condeterminante |Al=|]1 a 1 =a+a+a—(a3+1+1):—a3+3a—2
a 1 1 a 1 1

Si igualamos a cero:
|A=0=-a’+3a-2=0

Resolvemos la ecuacidon de tercer grado aplicando Ruffini:

-1 0 3 -2
1 -1 -1 2 = a=lesraiz
-1 -1 2 |0

Resolvemos la ecuacion de 2° grado restante:

bivb?—dac 1+ 1-4(-1)2 1+1+8 1+3
-2 -

2a -2 2

—a’-a+2=0=a=—

1+3 _
Al 2
1-3

2

-2

1

Hemos obtenido dos valores especiales para el parametro a. Consideramos tres casos diferentes.

CASO 1l a#lLa=-2

En este caso el determinante es no nulo y el sistema es compatible determinado (solucién
nica)

CASO 2. a=1
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X+y+z=1
El sistema queda X+y+z=1
X+y+z=4

Este sistema no tiene solucion, pues la ecuacion 12 y la ecuacion 32 no pueden cumplirse al
mismo tiempo.
CASO 3. a=-2
X+ y—-2z=1
X=2y+ 72=-2
—2X+ y+ z=1

El sistema queda

Aplicando Gauss y sumando a la ecuacion 22 la 12 multiplicada por —1. Y a la 3% le sumamos la
12 multiplicada por 2:

X -2y 4z = -2 =2X +y +7 =
-X -y +2z = -1 2x 2y 41 =
-3y +3z = -3 3y -3z =
X+ y—-2z=1
El sistema queda —3y +32=-3
3y—-3z=3
La 22 y 32 ecuacion son iguales. Este sistema es compatible indeterminado (infinitas

soluciones)

a) El sistema tiene solucion Gnica para a=1,a=-2.
En particular, para a = 0 el sistema es compatible determinado y queda

-

X+ y =1
X+ z2=0
y+ z=3
Que resolviéndolo sale:
X+ y =1
-z+y=1
X+ 2=0 =>X=-71=> =
{y+z=3
y+ z=3

y=1+z2=14+72+72=3=22=2=12=1
y=1+1=2=x=-1

Para a = 0 el sistema tiene la solucion: x=-1, y=2;z=1.
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b) El sistema tiene infinitas soluciones para a = —-2. Lo resolvemos.
En el estudio previo hemos visto que

X+ y—-2z=1
X=2y+ 2=-2
—2X+ y+ z=1

X+ y-2z=1
es equivalente a 3y—32 -3

Simplificamos y obtenemos las soluciones.

{x+ y—2z=1 {x+ y—2z=1 v
= =ly=1+z|=

3y—-3z=3 y—z=1

X+1+72-272=1=%x-72=0=|Xx=12

Las solucionesson x=z; y=1+2z;z=2

c) Elsistema no tiene solucién para a = 1, como se ha visto en el estudio de la compatibilidad del
sistema.
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A2:
a) [1,5 p.] Calcule la siguiente integral indefinida Ixz cos x dx.

b) [1 p.] Determine el &rea del recinto limitado por el eje OX, las rectas verticales x = 0 vy
x = Y lagréfica de la funcion f(x) =x*cosx .

a)
Integramos por partes
szcosxdx: U =x%= du = 2xdx :xz-senx—jsenx-Zde:

dv=cosxdx = v = j COS xdx = senx

Integramos por partes
:xz-senx—zjx-senxdx= U=X= du=dx =

dv =senxdx => v = Isen Xdx = —Ccos X

= x* senx—z(x-(—cosx)—j—cos xdx) = x> senx+2x-cosx—2fcos xdx =

=|x?- senx + 2X - Cos X — 2senx + K

b) Antes de calcular el area usando la integral definida entre 0 y 7, comprobemos donde corta la
funcion el eje OX, por si estos posibles puntos de corte estuvieran entre 0 y .

x=0

f(x)=0=x"cosx=0= 37

T
CoSX=0=>X=—;X=—:...
2 2

%e (0, ), por lo que el area debemos dividirla en dos integrales definidas, una de 0 a z y

otra de z am
2
i i
J'OZ x2 coS XdX = [xz SENX + 2X COS X — Zsenxlf -

2
|| Z | senZ+2%cosZ—2senZ |- (Oz-senO +2:0-cos0— ZsenO) -
2 2 2 2 2

2 2
=(fj —2="__250
2 4
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T T
_[,, x? cos xdx = [xz-senx +2XC0S X — 23enx],r =
2 2

2
:(72'2-Sen7[+2-7Z'-COS7Z—ZS€‘I’]7T)— Z)senZ+2%cosZ—2senZ |=
2 2 2 2 2
2

=27-24+2<0
4

Obtenemos el valor del &rea como la suma de los valores absolutos de las dos integrales
definidas calculadas previamente.

2 2

Area=f5x2cosxdx+ SN Wi B PRy
0 4 4

72
J‘,[ X“ cos xdx
2

2 2 2
LA W VR Y LA VT
4 4 2
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A.3: Los puntos A=(3,0,0), B=(0,3,0) yC=(0,0,3) son tres de los vértices de un tetraedro. El
cuarto vertice D esta contenido en la recta r que pasa por el punto P = (1,1,1) y es perpendicular al

plano m que contiene a los puntos A, By C.
a) [0,5 p.] Calcule la ecuacién del plano que contiene a los puntos A, By C.
b) [0,5 p.] Calcule la ecuacién de la recta r que pasa por el punto P = (1,1,1) y es perpendicular al

plano m.
c) [1,5 p.] Calcule las coordenadas del vértice D sabiendo que el volumen del tetraedro es 18.

a) Determinemos los vectores directores del plano AB =(0,3,0)—(3,0,0)=(-3,3,0) y
AC = (0,0,3)—(3,0,0)=(-3,0,3) y elegimos el punto A(3,0,0) perteneciente al plano.

y z
-3 3 O:O:>9x—27—(—92—9y):O:>9x—27+9z+9y:0
0 3

Simplificando la ecuacion del plano es {7 :x+y+z-3=0|

b) Si la recta es perpendicular al plano su vector director es el normal al plano .

— - X=1+t
V,=n =(1,1,1)

=>r:y=1+t
P(l,l,l)e r 714t

c) D pertenece a la recta, luego sus coordenadas son D(1+t,1+t,1+t)
Para aplicar la férmula del volumen del tetraedro nos falta hallar las coordenadas del vector AD.

AD = (1+t,1+t,1+t)~(3,0,0) = (t-2,t +1,t +1)

‘Det (A8, AC, AD)‘
Volumen del tetraedro de vértices A, B, CyD = =

6
3 3 0
3 0 3
-2t tr 9t18(9t99t9|‘27t|
6 6 |

Como dicho volumen debe ser 18 lo igualamos y resolvemos la ecuacién para determinar t 'y por
tanto las coordenadas del punto D.

t=4= D(+t,1+t,1+t)=|D,(5,5,5)

8= 271 -108= =12 4=

‘27t
t=-4= D(l+t,1+t,1+t) =|D,(-3,-3,-3)
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A.4: (En este ejercicio trabaje con 4 decimales, redondeando el resultado al cuarto decimal).

El tiempo de duracion de las bombillas de una cierta marca, medido en horas, sigue una distribucion
normal de media p y desviacion tipica o. Se sabe que el 69,50% de las bombillas duran menos de
5061,2 horas, y que el 16,60 % de las bombillas duran més de 5116,4 horas.

a) [1 p.] ¢Cudl es la probabilidad de que una bombilla de esta marca dure entre 5061,2 y 5116,4
horas?

b) [1,5 p.] Calcule la media y la desviacidn tipica de esta distribucion normal.

a) X = Tiempo de duracion en horas de una bombilla. X = N(y, o)
Los datos proporcionados en el problema son P(X <5061, 2) =0,6950 y

P(X >5116,4)=0,1660.
Nos piden calcular P(5061,2 < X <5116,4).

P(5061,2 < X <5116,4) =P (X <5116,4)—P(X <5061,2) =
=(1-P(X >5116,4))-P(X <5061,2) =
(1-0,1660)—0,6950 = [0,1390

b) Si tipificamos la distribucion para poder usar la tabla de la N(0,1), tenemos que:

P(X <5061,2)=0,6950 = P(X —£ < 50612‘“]: P(Z <Mj=0,6950
o (o} (o2

506124 o
(o2

Buscando en la tabla de la N(0,1) se cumple

Por el mismo procedimiento:
P(X >5116,4)=0,1660 = P(X £ 5116"“”): P(Z >wj=0,1660

(o} (o} (o}

1- P[z <%] =0,1660 = P(Z <%j=o,834
o o
Buscando en la tabla de la N(0,1) tenemos que S116,4-u =0,97

o

Juntemos las dos igualdades y resolvamos el sistema:

506L,2-u
- 05l __5061,2- 4 =050
5116,4- _ o o,|  5116,4-4=0,97c
O
5116,4— (5061, 2 0,515') = 0,970 = 5116,4—5061,2 = 0,975~ 0,515

55,2=0,460 = |0 = ig =120 horas

}:>,u:5061,2—0,510

Y sustituyendo |z =5061,2-0,51c0 =5061,2 - 0,51120 = 5000 horas

198 de 280



PAU Junio 2019 Matemdticas Il en Murcia

111
B.1: Considere la matriz A={0 1 0.
0 0 1

a) [1 p.] Calcule las potencias sucesivas A%, A’ y A*.

b) [0,5 p.] Calcule la expresion general de A" para cualquier valor de neN.
c) [1 p.] Determine si existe la inversa de A . En caso afirmativo, calculela.

a)
11 1)yy1 11 1 2 2
A°=/0 1 0|0 1 0|=|0 1 O}
0 0 1)0 0 1 0 01
1 1 1)1 2 2 1 3 3
A=AA’=/0 1 0||0 1 0|=[0 1 0
0 0 1)I0 0 1 0 01
1 1 1)1 3 3 1 4 4
A'=AA*=|0 1 0||0 1 0|=|0 1 O
0 0 1){l0 0 1 0 01

1 nn

n p—
b) Observando lo obtenido en el apartado anterior tenemos que A=0 10
0 01

c) Para que exista la inversa debe cumplirse que su determinante no sea nulo.
1 11

|A| =0 1 0|=1%0
0 0 1
Entonces existe la inversa de A. Determinamos su expresion.

10
Adj|1 1
10

O O

Al = = -
A 1

h O O ©O O B~
o O kO »r O
= = B = =
O O B O kL O
F = = B = =
P, O O O O .
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B.2: Considere un triangulo isosceles cuya base de 12 cm es el lado desigual y cuya altura es de 5
cm. Se quiere determinar un punto A situado sobre la altura a una distancia x de la base de manera
que la suma de las distancias del punto A a los tres vértices del triangulo sea minima. Observe la

figura:

<€ " >

a) [0,5 p.] Demuestre que la suma de las distancias del punto A a los tres vértices del tridngulo

viene dada por la expresion: f (x) =5—x+2+/x? +36
b) [1,5 p.] Calcule el valor de x para que la suma de las distancias sea minima.
¢) [0,5 p.] Calcule dicha cantidad minima.

a) Observando el dibujo del enunciado y afiadiendo datos al dibujo:

«<
12 >
La suma de distancias del punto A a cada vérticees f(x)=5—-x+d+d=5-x+2d

Resolvemos el triangulo rectangulo aplicando el teorema de Pitagoras.

6

d=x2+6% =/x2+36

La suma de distancias queda | f (X) =5—x+2vx*+36

b) Buscamos los minimos de la funcion f(x) =5—x+2vx*+36.
Calculamos su derivada e igualamos a cero.

2X
f(X)=5-Xx+2Jx*+36 = f (X)=—1+ =14+ —
()= ) Z x/x +36 X2 +36

Frx) =00 142X 0= X 1 ox= /X436
Jx% +36 Vx* +36
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Elevando al cuadrado:
2
(2x)" =(V*+36) = 4x° =x* +36 =3¢ =36 = x* =12=> x =12 = 3,46

Comprobamos si es un minimo estudiando el comportamiento de la derivada de la funcion en
todo su dominio [0, +),

e Enelintervalo [0,+\/1_2) tomo el punto x =0= f '(0)=—1+A=—1<0 la

\/ 0% +36
funcion decrece.

e Enelintervalo (J1_2,+w) tomo el punto x=5=> f " (5) =—1+ _25 40 >0 la

x/ 5°+36
funcién crece.

\/

La funcidn presenta un minimo en (X = J12 =3,46

tat
(SRS

O bien se comprueba que es minimo con la sequnda derivada

2
2/x* +36 — 2 X 436 - 2%

1“(X)=—1+L:>f"(x)=0+ Z"X +36 : Vx* +36
VX +36 ( [\ +36) X2 +36

«, +36—— ZJ_

2 +36

(\/_2) +36

x=12= f 7" (V12) =

Para X =+/12 la suma de las distancias es minima.

c) Para el valor x =+/12 =3,46 la suma de distancias es:

f(0=5-v12+2,(V12) +36=5-\12+2/48=5-213+8/3=[5+6\3
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B.3: Considere las siguientes rectas:
r:x—5:y—6:z+1 S;X__lzlzz_ﬂ
1 1 1 1 1 -1
a) [1 p.] Estudie la posicion relativa de ambas rectas.
b) [1,5 p.] En caso de que las rectas se corten, calcule el plano que las contiene y el angulo que
forman ambas rectas. En caso de que las rectas se crucen, calcule la perpendicular comin a ambas
rectas.

a) Los vectores directores de ambas rectas no son proporcionales.

v, =(111) 11 1

. > -=—%—

v,=(11-1] 1 1 -1
Por lo que las rectas no son paralelas ni coincidentes. Solo pueden cortarse o cruzarse.
Para ver cudl de estos dos casos es, usemos los vectores directores y el vector formado por un
punto de cada recta.

P (5,6,-1)y P,(1,0,-1)=> PP, =(1,0,-1)—(5,6,-1) = (-4,-6,0)

v, =(L11) 1 1 1
v.=(11-1) t=|1 1 -1=0+4-6—(-4+0+6)=—4%0
PP =(-4,-6,0) [+ 6 0

Los vectores son linealmente independientes y las rectas se cruzan.

b) Una forma de resolverlo:
Para hallar la recta t perpendicular a ambas rectas y que las corte a las dos, vamos a determinar los
dos planos que contienen a cada una de las rectas y ademas tienen como vector director el
perpendicular a ambas rectas.

s

m

El vector normal a ambas rectas es el producto vectorial de los vectores directores de las rectas.
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v, =(1L11) )k o o L

- =1 1 1|=—i+j+k—(k—j+i)=-2i+2j=(-2,2,0)
v, =(L1,-1) L 1

v, =(~1,1,0)

7, es el plano que contiene a la recta r con vectores directores v, =(~11,0) y v, =(1,1,1):

\Tr:(l’l’l) X-5 y-6 z+
7V =(-110) t=|1 1 1 |=0=>-y+6+z+1l-(-z-1+x-5)=0
P(56-1)er| |1 1 0

-y+6+z+1+2+1-x+5=0
i -X=Yy+2z+13=0

7, es el plano que contiene a la recta s con vectores directores v, = (-11,0)y v, = (11,-1):

\75=(1’1’_1) x-1 'y z+]
7,V =(-110) t=|1 1 -1|=0=y+z+l-(-z-1-x+1)=0
P(L0,-l)er,| |1 1 0

y+z+1+z+1+x-1=0
Ty, X+y+2z+1=0

La recta pedida tiene por ecuacion (implicita):

t_—x—y+22+13:0
C X+y+2z+41=0

Otra forma de resolverlo:
Hallo el vector normal a ambas rectas que es el vector director de la recta t: v, =(-1,1,0)

Determino el plano 7z, que contiene a la recta r con vectores directores \Tt =(-110)y
v, =(L11): 7, :—x—y+2z+13=0
Determino el punto de corte de este plano con la otra recta s.

—X—-y+2z+13=0
7 i—X=y+2z+13=0

X=1+t
x—1 y z+1 = =>-1-t-t-2-2t+13=0
T o
z=-1-t
10 Xx=1+2,5
—4t+10:0:>t:_—4:2,5:> y=25 +=Q(3525-35)
- 7=-1-25
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La recta t pedida pasa por el punto Q y tiene como vector director v, = (-1,1,0).

Q(35; 2,5;—3,5)et} X=3,5-t
t: =|t:y=2,5+t
v, =(-11,0) ,—_35

Una tercera forma de hacerlo:
El vector perpendicular a ambas rectas es v, =(-1,1,0).

Las rectas tienen ecuaciones:

X=1+u X=5+1
S:y=u y r:y=6+41
Z=-1-pu z=-1+1

La recta t perpendicular a ambas rectas corta a r en un punto A(5+/1, 6+1,—1+ /1) yalarectas
en otro punto B(1+ z, 1,—1— 1)

El vector AB =(1+ g, 1,1~ p1)—(5+ 4,6+ A, -1+ A) = (~4+pu— A, u—6-A,~pu—1) y

v, = (-1,1,0) tienen la misma direccion, por lo que deben tener coordenadas proporcionales:

A+pu—-A u—-6-4

—4+,u—ﬂ,:,u—6—/1:—,u—/"t:> -1 1 -
-1 1 0 u—6-4 —u-2
1 0
A+ u—A=—pu+6+41
= >pUu=-A=>-4-1-1=1+6+1>
O=—pu—-4
—2/1—2/1:10:>/1:£:—2,5

El punto A de la recta r que esta en la recta t tiene coordenadas
A(5-2,56-2,5-1-2,5)=(25,35,—-35)

La recta pedida pasa por el punto Ay tiene como vector director \Tt =(-11,0).

A(2,5,3,5-3,5) et x=25-4
t:_ =|t:y=35+1
v, =(-110)

z=-35
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B.4: (En este ejercicio trabaje con 4 decimales, redondeando el resultado al cuarto decimal).

La probabilidad de que un determinado equipo de futbol gane cuando juega en casa es % , Y la

probabilidad de que gane cuando juega fuera es % :

a) [1p.] Sin saber donde jugara el préximo partido, calcule la probabilidad de que gane.

b) [1,5 p.] Si gand el Gltimo partido del campeonato, ¢cual es la probabilidad de que jugara en casa?

a) Construyamos el diagrama de arbol:

3 | Gana
Juega en casa "

1
3
Pierde

v |
b | =

Juega fuera

Pierde

P(Gane)zl.g_Fl E:l.}.l: E
23 25 3 5 |15
b)

P (Jugara en casa sabiendo que ha ganado) = P ( juegue en casa/ gand) =
12 1

_ P(juegueencasaygane) '3 3 15 |5

- P(gane) -8 8 24 |8
15 15
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de Cartagena

PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD PARA EL ALUMNADO DE BACHILLERATO
206 MATEMATICAS I1. SEPTIEMBRE 2018

OBSERVACIONES IMPORTANTES: El alumno debera responder a todas las cuestiones de una de las
opciones A o B. No esta permitido utilizar calculadoras programables ni que realicen cdlculo
simbdlico, integrales o gréficas.

OPCION A: No es necesario responder a las cuestiones en el mismo orden en que estan
enunciadas. Antes bien, se recomienda al alumno que empiece por aquellas cuestiones que le
resulten mas sencillas.

, -2 1
CUESTION A.1: Considere la matriz A=( 3 ZJ

a) [1 p.] Compruebe que la matriz A es regular (o invertible) y calcule su inversa.
b) [1,5 p.] Determine la matriz X que cumple la ecuacion AX = A+ A" , donde A" es la matriz
traspuesta de A.

CUESTION A.2: Calcule los siguientes limites:
a) [Lp] lim (\/x2+2—\/x2—2).

In(cos x + senx)

b) [1 p.] lim

CUESTION A.3:
a) [1 p.] Calcule la siguiente integral indefinida ISGnX e *dx

b) [0,5 p.] Determine el area del recinto limitado por el eje OX, las rectas verticales x=0 y
COS X

X =12,y lagrafica de la funcion f(X)=senxe™* .

CUESTION A 4:
Considere las rectas r y s dadas por las siguientes ecuaciones:

2x-y+37=3 _
S sy

X+3y+5z=1 y 2 1 -1
a) [1,25 p.] Compruebe que ambas rectas son paralelas.

b) [1,25 p.] Determine la ecuacion (en cualquiera de sus formas) del plano que contiene a ambas
rectas.

CUESTION A.5: En una clase hay 40 estudiantes, de los cuales 25 son chicas y el resto son chicos.
Ademas, 30 estudiantes han aprobado las matematicas, de los cuales 10 son chicos.
a) Elegido un estudiante al azar, se pide:
a.1) [0,5 p.] ¢Cuédl es la probabilidad de que no haya aprobado las matematicas?
a.2) [0,5 p.] ¢Cuédl es la probabilidad de que sea chica y haya aprobado las matematicas?
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b) [0,5 p.] Si se elige un estudiante que ha aprobado las matematicas, ¢Cual es la probabilidad de
que sea una chica?

OPCION B: No es necesario responder a las cuestiones en el mismo orden en que estan enunciadas. Antes
bien, se recomienda al alumno que empiece por aquellas cuestiones que le resulten mas sencillas.

CUESTION B.1: Considere el siguiente sistema de ecuaciones homogéneo en funcion del
parametro a:

ax +y + az=0
X +Y + az=0
2X +(a-1)y+az=0
a) [1,25 p.] Determine los valores del pardmetro a para los que el sistema tiene Unicamente la

solucion trivial (0, 0, 0).
b) [1,25 p.] Si es posible, resuélvalo para el valor del pardmetro a =2.

CUESTION B.2: [2 p.] Considere la funcion T (X) = Xv/18— X* con —4<x<4 .
a) [1 p.] Calcule la derivada de f (X) y determine sus puntos criticos.
b) [1 p.] Justifique si la funcion f (X) tiene alglin maximo o minimo.

CUESTION B.3:

a) [1 p.] Calcule la siguiente integral indefinida _[X In x dx

b) [0,5 p.] Determine la primitiva de la funcién f (x) = xInx que pasa por el punto de
coordenadas (1, 0).

CUESTION B.4:

Considere los puntos P=(1, 1, 3) y Q=(1, 5, 0)y la recta r dada por la ecuacion:
[2x-y-2z2=-3

" {—x+ y =4

a) [0,5 p.] Compruebe que el punto P no esta en la recta r y que el punto Q si lo estéa.

b) [1,25 p.] Determine el punto R de la recta I tal que el tridngulo PQR sea un tridngulo

rectangulo en P (es decir, con angulo recto en el vértice P).
c) [0,75 p.] Calcule el area de dicho tridngulo PQR.

CUESTION B.5: Realizada una encuesta entre los habitantes de una ciudad, se ha llegado a la
conclusion de gue el 40% de sus habitantes lee habitualmente el periddico local, el 30% lee revistas
del corazén y el 20% lee ambos tipos de publicaciones. Elegido un habitante al azar se pide:

a) [0,5p.] ¢Cuél es la probabilidad de que lea al menos alguno de los dos tipos de publicaciones?
b) [0,5 p.] ¢Cuél es la probabilidad de que no lea ninguno de los dos tipos de publicaciones?
c) [0,5p.] ¢Cuél es la probabilidad de que lea solo revistas del corazén?
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SOLUCIONES

B -2 1
CUESTION A.1: Considere la matriz A=( 3 2)

a) [1 p.] Compruebe que la matriz A es regular (o invertible) y calcule su inversa.
b) [1,5 p.] Determine la matriz X que cumple la ecuacion AX = A+ A" , donde A" es la matriz
traspuesta de A.

a) Para que sea regular una matriz debe tener determinante no nulo:
-2

L P

=4-3=1+0 . Lamatriz A es regular.

Calculamos la matriz inversa A™.

e Meétodo 1 (Férmula)
Para calcular su inversa aplicamos la formula:

a1 Adi(A)
A
A o[ % S adiany=[ 2
Sl )7 )_(—3 —2j
5 3
At Adi(AT) (-8 -2)

2 -1
A 1 3 -2

e Meétodo 2 (Sistema)

b
Otra forma de hallar la inversa es A™ :(2 dj cumpliendo AA™ =1d.
-2 1)(fa b) (10
3 2)lc d) |01
—2a+c -2b+d) (1 0
3a-2c 3b-2d) (0 1

—2a+c:1} —4a+20:2}
=
2a+c=1 3a-2c=0 3a-2c¢=0

~2b+d=0| _ —a =2=la=-2|=>-6-2c=0=-2c=6=[c=-3]
3a-2c=0 —2b+d=0] -4b+2d=0

=
3b-2d =1 3b-2d=1]  3b-2d=1

-b =1:>:>—3—2d:1:>—2d:4:>

a b -2 -1
La matriz inversa es |A™ :( J :( j

c d -3 2
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b) Despejamos X en la ecuacién matricial.
AX =A+A" = ATAX = AT (A+AT )= X =A™ (A+AT)
Calculemos la expresion de la matriz X.
-2 -1\((-2 1) (-2 3
X=A"A+A")= + =
3 2)\l3 =2) 1 -2
(-2 -1)(-4 4\ (8-4 -8+4) [(4 -4
-3 2l 4 -4) (12-8 -12+8) |\4 —4
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CUESTION A.2: Calcule los siguientes limites:
a) [1p.] lim (\/x2 +2 /X2 —2).

In(cos x + senx)

b) [1 p.] lim

a)
lim (\/x2 +2 % —2) = o0 — oo = Indeterminacion (Conjugado) =
(\/xz+2—\/x2—2)(\/x2+2+\/x2—2)
= lim =
X U242 +4x2 =2
2 2
N ) N S () BN T ey
= lim = lim = lim =
e [x2 10 442 =2 ot [y 42 4 x2 =2 X242 14XE =2
. 4 4
:Ilm = =
o X242 44X =2+ g
b)

In(cosx+senx) In(l+0) 0

lim = Indeterminacion (L'Hopital) =
x—0 X 0 0
—Senx + cos X
_lim COS X + senx _ lim —SenX+COSX:0+1:
x—0 1 x>0 cosX+senx 1+0
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CUESTION A.3:
a) [1 p.] Calcule la siguiente integral indefinida ISEHX e *dx

b) [0,5 p.] Determine el area del recinto limitado por el eje OX, las rectas verticales x=0 y
X =712,y lagrafica de la funcion f(X)=senxe“"

a)
Integramos con cambio de variable

J. senx e dx = dt =
CoOSX =t = —senxdx =dt = dx =

—senx
= /3en/ =—|e'dt=—€'=
{Deshamendo el cambio de variable} oox
_ =—e”"+K
cosx =t

b) El &rea del recinto se calcula con una integral definida, necesitando calcular los limites de
integracion. Estos limites son los indicados por las rectas verticales (0 y % ) siempre que la

funcion no cruce el eje OX.

Comprobémoslo igualando la funcién a 0:

senXx=0=x=0+27k; X =7+ 27k

COS X

senx e =0=
= 0= Imposible

No existe ningtin valor ya que el recinto estaentre 0y /2

) e

7/2
Area = j senx e“**dx

_ “:_ecosx ];%

=|-1+¢|

Area=11'71u?
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CUESTION A.4:

Considere las rectas r y s dadas por las siguientes ecuaciones:
[2x-y+3z=3 S_x—5_y_z
| x+3y+5z=1 A R T

a) [1,25 p.] Compruebe que ambas rectas son paralelas.
b) [1,25 p.] Determine la ecuacion (en cualquiera de sus formas) del plano que contiene a ambas
rectas.

a) Averiguemos el vector director de cada una de las rectas y veamos si son proporcionales, en
cuyo caso seran paralelas o coincidentes.
El vector director de la recta r se determina con el producto vectorial de los vectores normales a
cada uno de los planos que aparecen en su ecuacion implicita.

2X 3z=3 bk

—_ =+ = —

; y =V, =2 -1 3|=-5i+3j+6k—(—k+10j+9i)
X+3y+5z=1 1 3 5

V, =—14i -7 j+7k = (-14,-7,7)

El vector director de la recta s aparece en la expresion de su ecuacion.

XY 2y o(21-1)
2 1 -1

=14 -7 7 . ..
Se observa que 171 Podrian ser paralelas o coincidentes.

Comprobamos si el punto P, (5, 0, 0) que pertenece a la recta s no pertenece a la rectar.

_{2x—y+3z =3

X+3y+5z=1 :6{1O—O+0:37

5+0+0=1
¢P,(5.0,0)er? o

Como no se cumplen las igualdades el punto no pertenece a la recta y las rectas r y s son
paralelas.

b) Necesitamos dos vectores directores del plano y un punto. Tenemos un vector (el director de
cualquiera de las dos rectas) y un punto (el de la recta s). Obtengamos un punto de r, dando a
z=0, resolvemos el sistema de ecuaciones que nos queda para hallar las otras dos coordenadas
del punto buscado.
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Ps

}4

Pr
2X—y+3z2=3
{x+3y+52=1 = }:>x=1—3y:>2(1—3y)—y=3:>2_6y_y:3
Xx+3y=1
z=0
-1
y y 5
X=1-3— 1+§:£

10 -1
Pl—,—,0
El punto es r(7 Z j

Tenemos P, (5,0,0)y P, [g%loj con lo que formamos otro vector director del plano:
i =r[2 2ol rio0)=[2 2o
7 7 7 7

El plano que pasa por P,(5,0,0)y tiene como vectores directores v: =(21-1)y

— (=25 -1 . . .
u = —,7,0 tiene las ecuaciones paramétricas:

i 7
X:5+21—Z§a
7
1
=0+1l--a
y 7
z=0-4
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CUESTION A.5: En una clase hay 40 estudiantes, de los cuales 25 son chicas y el resto son chicos.
Ademaés, 30 estudiantes han aprobado las matematicas, de los cuales 10 son chicos.
a) Elegido un estudiante al azar, se pide:

a.1) [0,5 p.] ¢Cual es la probabilidad de que no haya aprobado las matematicas?

a.2) [0,5 p.] ¢Cuél es la probabilidad de que sea chica y haya aprobado las matematicas?
b) [0,5 p.] Si se elige un estudiante que ha aprobado las matematicas, ¢Cual es la probabilidad de
que sea una chica?

a) Construyamos una tabla reuniendo los datos proporcionados:

Aprueban matematicas | No aprueban matematicas
Chicos 10
Chicas 25
30 40

Completamos el resto de datos de la tabla.

Aprueban matematicas | No aprueban matematicas
Chicos 10 5 15
Chicas 20 5 25
30 10 40

a.1) Probabilidad de no aprobar las matematicas = % =0,25=25%

a.2) Probabilidad de que sea chica y apruebe las matematicas = % =0,5=50%

b)
Probabilidad de que sea chica condicionado a que ha aprobado las matematicas =

_ Probabilidad de que apruebe las matematicas y sea chica _ 20 _ 0.66 — 66%
Probabilidad de que apruebe las matematicas 30
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CUESTION B.1: Considere el siguiente sistema de ecuaciones homogéneo en funcion del
parametro a:

ax +vy + az=0
X +Yy + az=0
2x +(a-1l)y+az=0
a) [1,25 p.] Determine los valores del pardmetro a para los que el sistema tiene Unicamente la

solucion trivial (0, 0, 0).
b) [1,25 p.] Si es posible, resuélvalo para el valor del pardmetro a =2.

a) Estudiemos cuando se anula el determinante de la matriz A de los coeficientes del sistema.

a 1 a
A=|1 1 a| Sudeterminante es:
2 a-1 a
a 1 a
A=l 1 al=a’+2a+a(a-1)-(2a+a+a’(a-1))=
2 a-1 a

—a’+2a+a’—-a-2a-a-a'+a°=-a’+3a’-2a
Igualandolo a cero:

—a®+3a’ —2a:0:>a(—a2+3a—2):0:>

a=0
a_—3+1_—2_l
—3+,/9-4(-1)(- _3+.9— T o T o7
= —a’+3a-2=0=a-= 349 -4(=1)( 2)= 3£V9 8: 2 2
-2 -2 -3-1 -4
a:—:—:z
-2 -2

Para un valor de a distinto de 0, 1y 2 el determinante de la matriz de coeficientes es no nulo y
por tanto el rango de A es 3, al igual que el de la matriz ampliada y el nimero de incdgnitas. El
sistema tiene una unica solucion.

El sistema tiene una Unica solucién (0,0,0) cuando a es distinto de 0, 1 y 2.

b) Para a = 2 el sistema es compatible indeterminado y tiene infinitas soluciones. Sustituyendo el
valor en el sistema nos queda:

2X+y+22=0
X+Yy+2z=0
2X+y+22=0

Este sistema tiene la primera y la tercera ecuacion iguales, podemos eliminar una de las
ecuaciones y nos queda el sistema equivalente siguiente:
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2X+Yy+22=0
X+Yy+2z2=0

Dejemos z como pardmetro y resolvdmoslo.

2X+Yy=—22 o .
{ y = X =-2z - (sustituimos en la 1% ecuacion) =

X+Yy=-22
= 2(-22-Y)+y=-271=-41-2y+y=-21=>-y=271=Yy=-22
Volviendo atras y sustituyendo: x = -2z —(-2z) =0

Lasolucibnes x=0; y=-22; 2=12
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CUESTION B.2: [2 p.] Considere la funcion f (X) = X\/18 —X* con —4<x<4 .
a) [1 p.] Calcule la derivada de f (X) y determine sus puntos criticos.
b) [1 p.] Justifique si la funcién f (X) tiene alglin maximo o minimo.

a)

f 18— f 1418 - -2
(X) = xy18—x% = f'(x) =1v18— X +x2m( X)

f'(x)=v18—x° + N T N S

2/18 — X2 18— x?

Podemos simplificar.

f'(X) = 18— —\/

2
2
(“18_)( ) - _18-x*—x* |18-2x°

18-  18-% A8—x  |V18_x2

Si igualamos a cero la derivada:

18 —2x°
18— x?

Los puntos criticos de la funcionson x=-3 y x=3.

—0=18-2x2=0=18=2x> =>9=x>= x=+/9 =+3

b) Estos dos posibles maximos, minimos o puntos de inflexion estan dentro del dominio de la
funcion (-4, 4), pero comprobemos como cambia el signo de la derivada primera para ver cual de
estas tres posibilidades corresponde a cada uno de los dos valores.

2

18— 2(-3.5)

e Tomemos un valor menor que -3, por ejemplo -3.5 > f*(-3.5) =
18—(-3.5)°

=-2.71<0.
La funcion crece en el intervalo (—4,-3)
18-20 18

J18-0 J1_8

e Tomemos un valor entre -3y 3, por ejemplo 0 > f’ ( ) > 0. La funcion

crece en el intervalo (—4,-3)
. , 18—2-3.5
e Tomemos un valor mayor que 3, por ejemplo 3.5 > f (3.5) =———-=-2.71<0. La

\/18-3.5

funcion crece en el intervalo (3,4)

La funcidn sigue el esquema:

En x=-3 hay un minimo y x=3 hay un méaximo.
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CUESTION B.3:
a) [1 p.] Calcule la siguiente integral indefinida _[X In x dx

b) [0,5 p.] Determine la primitiva de la funcién f (X) = xIn x que pasa por el punto de coordenadas

(1,0).
a) Utilicemos el método de integracion por partes:
u:lnx—>du=£dx
jxlnxdx=judv:< X b=
dv:xdx—>v=jxdx:x—
! 2 )
y4
:u-v—jvdu:lnx —jx 1dx:
2 X
2 2 2 2 2
_X Inx—ijxdx:x Inx_ix _|X Inx_x_+K
2 2 2 2 2 2 4
x%Inx x*

b) La primitivade f(x)=XxInXxes F(x)=

_Z+ K, para averiguar el valor de K para que

pase por (1, 0) hay que aplicar la igualdad F(1) = 0:

2 2
F(1):1 n® ¥ om0 lik_omkotl
4 4 4
x>Inx x* 1
La primitiva pedida es F(x)= > —?+Z
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CUESTION B.4:

Considere los puntos P=(1, 1, 3) y Q=(1, 5, 0), y la recta r dada por la ecuacion:
[2x-y—-2z2=-3

" {—x +y =4

a) [0,5 p.] Compruebe que el punto P no esté en la recta r y que el punto Q si lo esta.

b) [1,25 p.] Determine el punto R de la recta r tal que el tridngulo PQR sea un triangulo rectangulo

en P (es decir, con angulo recto en el vértice P).

c) [0,75 p.] Calcule el area de dicho tridngulo PQR.

a) Para que el punto P esté en la recta debe cumplir las dos ecuaciones al sustituir en ella sus
coordenadas:

P@1,3)
2-1-23=-3 -5=-3
2X—-y—-22=-3;=> =
r: -1+1 =4 0=4
—-X+Yy =4

No es cierta ninguna de las igualdades, el punto P no pertenece a la recta r.
Hacemos lo mismo con el punto Q:
P(15,0)

2-5-20=-3 -3=-3
2X—y—-271=-3;= =
r: -1+5 =4 4=4

—X+Y =4
Ahora si son ciertas las dos igualdades, el punto Q si pertenece a la recta r.

b) Debemos encontrar un punto R de la recta r tal que el producto escalar de los vectores PQ y

PR sea cero.
Hallemos otro punto S cualquiera de la recta r y asi determinaremos el vector director \Tr =QS .

También podemos hallar el vector director de la recta con el producto vectorial de los vectores
normales a cada uno de los planos que la definen.

i j kK
v, =2 -1 -2[=2j+2k—(k-2i)=2i+2j+k=(2,21)
-1 1 0
2X—-y—2z=-3
En la ecuacién de la recta r:{ X=y=—ez
—X+Yy =4

Demos el valor x =0 y en la segunda ecuacion obtendremos y = 4. Sustituyendo en la primera
ecuacion: 0-4-2z7=-3=-2z=1=1z2= —%

El punto S(0,4,-1/2)

v, =QS =S-Q=(0,4,-1/2)—(1,5,0) = (-1,—1,-0'5) que multiplicandolo por —2 nos queda el

vector director de la recta Gr =(2,2,1)
Asi cualquier punto de la recta r sigue las ecuaciones paramétricas:
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R A
U =(2 ’)}: y=5+22
Q.5.0) 2=0+1

El punto R pedido tiene las coordenadas (1+24,5+24, 4).

PQ=Q-P=(150)-(113)=(0,4,-3)
PR=R-P=(1+24,5+21, 1)-(11,3) = (24, 4+ 24, 1-3)

Obtenemos el producto escalar de ambos vectores.
PQ-PR=(0,4,-3)(21,4+24,1-3)=0+4(4+24)-3(A1-3)=16+81-31+9=25+51

Igualandolo a cero
PQ-PR=0=25+54=0=51=-25—=1=-5

El punto R pedido es
(1+24,5+24, 1)=(1-10,5-10,-5) = (-9,-5,-5)

R=(-9,-5,-5)

c) El area del triangulo PQR al ser rectangulo en P es igual a la longitud de la base (modulo del
vector PR por la longitud de la altura (médulo del vector PQ) partido por 2.

PR =(-10,-6,-8)

Area =

PQUPR|  J07 + 47 + (37107 167 +8 254200 T
2 2 2

OTRA FORMA DE HACERLO

También se puede realizar por la férmula:
Area del triangulo definido por dos vectores es igual al médulo del producto vectorial de los
vectores partido por 2.

ik
PQxPR=| 0 4 -3 =-32i+30j—(-40k +18i)=-50i+30]+40k = (~50,30,40)
-10 -6 -8

PTgxﬁ 2 2 2
| \:\/50 +320 +40 :\/5200 [5G

Area del triangulo PQR=
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CUESTION B.5: Realizada una encuesta entre los habitantes de una ciudad, se ha llegado a la
conclusion de que el 40% de sus habitantes lee habitualmente el periddico local, el 30% lee revistas
del corazén y el 20% lee ambos tipos de publicaciones. Elegido un habitante al azar se pide:

a) [0,5 p.] ¢Cuél es la probabilidad de que lea al menos alguno de los dos tipos de publicaciones?
b) [0,5 p.] ¢Cudl es la probabilidad de que no lea ninguno de los dos tipos de publicaciones?
c) [0,5p.] ¢Cuél es la probabilidad de que lea solo revistas del coraz6n?

a) Construyamos una tabla reuniendo los datos proporcionados:

Lee revistas del corazén | No lee revistas del corazén
Lee
periddico 20 40
No lee
periddico
30 100

Completamos el resto de datos que faltan en la tabla.

Lee revistas del corazén | No lee revistas del corazon

Lee
periddico 20 20 40
No lee
periddico 10 50 60
30 70 100

Probabilidad de que lea al menos alguno de los dos tipos de publicaciones =
= Lee el periodico y no revistas + Lee revistas y no el periodico + Lee ambos tipos de
publicaciones = 20 + 10 + 20 = 50 = 50% = 0’5

b) Probabilidad de que no lea ninguno de los dos tipos de publicacion (en el cruce de no leer
corazon y no leer periddico) = 50% = 0’5

c) Probabilidad solo lea revistas del corazon = Probabilidad de que lea revistas del corazon y no lea
periddicos = 10 % = 0’1
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UNIVERSIDAD DE i sy Universidad
MURCIA [EESEE Region de Murcia Politécnica
de Cartagena

PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD PARA EL ALUMNADO DE BACHILLERATO
206 MATEMATICASII. JUNIO 2018

OBSERVACIONES IMPORTANTES: El alumno debera responder a todas las cuestiones de una de las
opciones A o B. No esta permitido utilizar calculadoras programables ni que realicen cdlculo
simbdlico, integrales o gréficas.

OPCION A: No es necesario responder a las cuestiones en el mismo orden en que estan
enunciadas. Antes bien, se recomienda al alumno que empiece por aquellas cuestiones que le
resulten mas sencillas.

CUESTION A.1: Considere la matriz A=

o O b+
o - O
= O DN

a) [1,5 p.] Calcule las potencias sucesivas A%, A’ y A*.

b) [1 p.] ¢Cual seré la expresion general de la potencia A" para cualquier valor de ne N?

CUESTION A.2:
a) [1,5 p.] Descomponga el nimero 10 en dos sumandos positivos de manera que la suma de uno
de ellos mas el doble del logaritmo (neperiano) del otro sea maxima.
b) [0,5 p.] Calcule dicha suma méaxima.

CUESTION A.3:
a) [1 p.] Calcule la siguiente integral indefinida j

— 2 i

V2x% +1

b) [0,5 p.] Determine el area del recinto limitado por el eje OX, las rectas verticales x = 0 y
X

NYaEe
CUESTION A.4:

Considere el plano m dado por la ecuacion 3x—2y+z=3 .
a) [1,25 p.] Estudie la posicion relativa del plano mt y de la recta r dada por
r_{x+3y+3z =0
y+2z=1

X = 2,y lagrafica de la funcion f(x)=

b) [1,25 p.] En caso de que la recta r sea paralela al plano, calcule la distancia entre ambos. En
caso de que la recta r corte al plano, calcule el punto de corte y el angulo de corte entre
ambos.

CUESTION A.5: Una maquina funciona en modo automatico el 70% de los dias y el resto de los

dias funciona en modo manual. La probabilidad de que tenga un fallo cuando funciona en modo

automatico es 0’15. La probabilidad de que tenga un fallo cuando funciona en modo manual es 0°05.
a) [0,75 p.] Calcule la probabilidad de que no tenga ningun fallo.
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b) [0,75 p.] Si un dia tiene un fallo, ¢Cudl es la probabilidad de que haya funcionado en modo
manual?

OPCION B: No es necesario responder a las cuestiones en el mismo orden en que estan
enunciadas. Antes bien, se recomienda al alumno que empiece por aquellas cuestiones que le
resulten mas sencillas.

CUESTION B.1: Considere el siguiente sistema de ecuaciones en funcion del parametro a:
X—Yy+ z=4a
y+ z=-4
X +2z=a’

a) [1 p.] Justifique que el sistema nunca es compatible determinado.
b) [1,5 p.] Determine para qué valor del parametro a el sistema tiene infinitas soluciones y
resuélvalo en ese caso.

CUESTION B.2: [2 p.] Considere la funcion dada por:
e™ si x<0
a+bsenx si x>0

Determine los valores de los parametros a y b para los cuales la funcién f(x) es continua y derivable
enx=0.

F(x)=

CUESTION B.3:

X
a) [1 p.] Calcule la siguiente integral indefinida _[ xe"dx

b) [0,5 p.] Determine la primitiva de la funcion f (X) = xe* que pasa por el punto de
coordenadas (0, 1).

CUESTION B.4:
Considere el punto P = (O, 1, 2) y la recta r dada por la ecuacion:
r_{2x+ y-z=-1
X—y+z=3

a) [1,25 p.] Calcule la ecuacion (en cualquiera de sus formas) del plano que es perpendicular a la
recta r y pasa por el punto P.
b) [1,25 p.] Calcule la distancia del punto P al plano x+y+z=5.

CUESTION B.5: En una pefia del Atlético de Madrid, el 70% de sus miembros prefiere que Antoine
Griezmann continte jugando en el equipo durante la proxima temporada, el 50% prefiere que
Fernando Torres continte jugando en el equipo la proxima temporada y el 30% prefiere que ambos
jugadores sigan jugando en el equipo en la proxima temporada. Elegido al azar un miembro de la
pefia, se pide:

a) [0,5p.] ¢Cuél es la probabilidad de que prefiera que al menos alguno de los dos jugadores
siga jugando en el equipo la préxima temporada?
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b) [0,5 p.] ¢Cudl es la probabilidad de que prefiera que ninguno de los dos jugadores siga
jugando en el equipo la préxima temporada?

c) [0,5 p.] ¢Cuél es la probabilidad de que prefiera que solo Fernando Torres siga jugando en el
equipo la proxima temporada?
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SOLUCIONES

1 0 2
CUESTION A.1: Considere lamatriz A=|0 1 0
0 0 1

a) [1,5 p.] Calcule las potencias sucesivas A%, A’ y A,

b) [1 p.] ¢Cual sera la expresion general de la potencia A" para cualquier valor de ne N?

a) Calculemos la expresion de las potencias sucesivas
1 0 21 0 2 11+00+20 10+01+20 12+00+21

A°=AA={0 1 O}O 1 O0|=|01+10+00 00+11+00 02+10+01
0 0 1)l0 0 1 01+00+10 00+01+10 02+00+11
1 0 4
A*=[0 1 0
0 01
1 411 2 11+0-0+40 1.0+01+40 12+00+41
A =A*A=|0 04O 1 0|=|01+120+00 00+11+00 02+10+01
0 110 1 01+00+10 00+01+10 0-2+00+11
1 0 6
A=010
0 01
1 6)(1 0 2 11+00+60 10+01+60 212+00+61
A'=A%A=|0 0|=/01+10+00 00+11+00 02+10+01
0 1){0 0 1 01+00+10 00+01+10 02+00+11
1 0 8
A'=|0 1 0
0 01

b) Se puede observar que:

1 0 21 1 2:2 1 0 23 1 0 24
Al=|0 1 0| A*= 1 A=|0 1 0| A'=|0 1 O
0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 1

1
Porloque |[A"=|0
0
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CUESTION A.2:

a) [1,5 p.] Descomponga el nimero 10 en dos sumandos positivos de manera que la suma de uno de
ellos més el doble del logaritmo (neperiano) del otro sea maxima.

b) [0,5 p.] Calcule dicha suma méxima.

a) Descompongamos 10 en suma de 2 nimeros x ey: 10 =x +y
Siun nimero es x, el otro esy = 10 — x
La funcién que debemos maximizar es:
S(x,y)=x+2Iny=x+2In(10—x)

f(X) =x+2In(10—x)
Para averiguar su maximo valor derivo la funcion y la igualo a 0 en busca de sus puntos criticos.

1 2
(=1)=1—
10—x( ) 10—x

fr(x)=1+2

f'(x)zojl—mixzozﬂzloz X:>10—x:2:>10—2:x:>

El dominio de la funcién f (x) =x+2In(10—x) es (0,10) . Estudiamos el signo de la derivada.

(S0 o
]
-~
e
]
o
A
=3
w4
-
[

0 1'0 11
L . , 2 2 1 g .

Sustituimos x =7 en la derivada > f'(7) :1—10—7 :1—5 ==>0. La funcion es creciente en
el intervalo (0, 8)
Sustituimos x = 9 en la derivada > f '(9) :1—ﬁ :1—% =1-2=-1<0 Es decreciente en el
intervalo (8, 10)

: Il ! Il Il Il Il Il Il Il : Il Il

-2 1 0 1 2 3 4 3 6 's 9 10 11

La funcion presenta un maximo en x=8.
Los nimeros buscados son 8 y 2. Con ellos se obtiene una suma maxima.

b) La suma maximaes f(8)=8+2In(10-8)=8+2In2=|9,386|.
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CUESTION A.3:
X

J2x2+1

b) [0,5 p.] Determine el rea del recinto limitado por el eje OX, las rectas verticales x=0 y x=2,
X

V2x% +1 .

a) [1 p.] Calcule la siguiente integral indefinida I dx

y la gréfica de la funcion f (x) =

X
a) Realicemos un cambio de variable para el cdlculo de Iﬁdx
2x% +1

¢ +1=t X dt 1.1 1 12
dex:<4xdx=dt :j— t:—j dt:—jt‘%dtz——t%:
2x% +1 it Jiax 4Gt 4 41
dx =—
4x
1 1 >
==\t =|=vJ2x*+1+C
2 2
Otra forma de calcularlo:
2 +1=t Xdt 1¢1. 1¢1 . 1. [1
X
dx=14xdx=dt b= [ —==[—dt==[—=dt ==t =|=+V2x*+1+C
I,_2X2+1x xxdt J-\/t_4\x 4[\5 ZIZJf 2\/_ > X“+1+
dx = —
4x

Otra forma de calcularlo:

J2x2 +1=t
2x% +1=t2

X Xyt 1. 1 [1
Imdx: 4xdx = 2tdt :IY_:_.[dtZE ZE\/2xz+1+C
tdt

S 2x

dx

b) Para determinar el area debo calcular el valor de la integral definida de la funcion entre 0 y 2,
salvo que exista algun punto de corte con el eje OX entre estos valores. Comprobémoslo

X
f(X)=———=0=x=0-V2X*+1=x=0
V2x3+1

Como este valor esta situado en el borde del intervalo el area pedida es:
2

=E»\/2x2 +1} =E\/2-22 +1}—E42-02 +1} = g—% =1u®

0

Area = .Z[de

0V 2X2 +1
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CUESTION A 4:
Considere el plano © dado por la ecuaciéon 3x—2y+z=3 .

a) [1,25 p.] Estudie la posicion relativa del plano nt y de la recta r dada por

[ x+3y+3z=0

'{y+22=1
b) [1,25 p.] En caso de que la recta r sea paralela al plano, calcule la distancia entre ambos. En caso
de que la recta r corte al plano, calcule el punto de corte y el &ngulo de corte entre ambos.

a) Su posicién la determina la relacion entre el vector director de la recta y el vector normal del
plano. Determinemos estos vectores:

7:3x-2y+z=3=n_=(3,-21)

El vector director de la recta es el producto vectorial de los vectores normales de cada uno de los
planos que la definen.

B} i j ok
0 n=(133 -
{X+3y+32 0:&( ) =V =|1 3 3|=6i+k—(2j+3i)=3i-2j+k=(3-21)

y+2z=1 n"=(0,12)

01 2
Los dos vectores son iguales. La recta es perpendicular al plano.

OTRA FORMA DE RAZONARLO:

Posibilidad 1 ¢Esta la recta contenida en el plano?

Deberian ser perpendiculares los vectores normal del plano y director de la recta y no lo son (son
iguales)

Posibilidad 2 ¢Es la recta paralela al plano?

Deberian ser perpendiculares los vectores normal del plano y director de la recta y no lo son (son
iguales)

Posibilidad 3 ¢Es la recta secante al plano?
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Si, ya que los vectores normal y director son iguales y la recta es secante

b) Forman 90° ya que son iguales el vector normal del plano y el director de la recta.
El punto de corte se obtiene del sistema formado por la ecuacion del plano y la recta.

m:3X—=2y+2=3 3X—2y+z2=3
_{x+3y+32:0 = x+3y+3z=0

y+2z=1 y+2z=1
Aplicando el método de Gauss:

Fila 12 - 3-Fila 22 — Fila 22

3x—32yn;z:§ I—2y+7 =3 3x—121y+;:33
X+3y+3z=0;= 3x-9y-97=0 = -11ly-8z=3;=>
y+2z=1 y+2z=1
-11y-8z=3

Fila 22 + 11-Fila 3 — Fila 32
3X—-2y+z2=3 3X—2y+1=3

~lly-82=3 11y—87=3 11y—-87=3
11y +227 =11 O il G S ] G
147 =14 1
147 -14

3x—2y=2 3x—2y=2 3x—2y=2] 3x-2y=2
= = = =
~11y-81=3 ~11y-8=3| ~-11y=11 y=-1

=3x+2=2=3x=0=[x=0]

El punto de corte es A(0, -1, 1)
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CUESTION A.5: Una maquina funciona en modo automatico el 70% de los dias y el resto de los
dias funciona en modo manual. La probabilidad de que tenga un fallo cuando funciona en modo
automatico es 0’15. La probabilidad de que tenga un fallo cuando funciona en modo manual es 0°05.
a) [0,75 p.] Calcule la probabilidad de que no tenga ningun fallo.

b) [0,75 p.] Si un dia tiene un fallo, ¢(Cudl es la probabilidad de que haya funcionado en modo
manual?

Realicemos un &rbol para aclarar las probabilidades de los posibles resultados de este experimento
aleatorio.

/y Fallo
.
0’15
Modo /
20% / automatico
0/ T
/ ogs | No Fallo
Fallo
’ /v
300~ 0B~
\ Modo _—
manual \

~
0’95 \
No Fallo

a) Aplicamos el teorema de la probabilidad total.

P(No falla)= P(Modo automatico y no falla)+ P(Modo manual y no falla)=
=0"7-0’85 +0°3-0°95 =

b) Aplicamos el teorema de Bayes.

P(Modo manual n Fallo) ~ 0'30'05  0'015 _ 0125

P(Modo manual /Fallo)= = — -
P(Fallo) 1-P(Nofalla) 0'12
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CUESTION B.1: Considere el siguiente sistema de ecuaciones en funcion del parametro a:
X—y+ z=4a
y+ z=-4
X +2z=a’

a) [1 p.] Justifique que el sistema nunca es compatible determinado.
b) [1,5 p.] Determine para qué valor del pardmetro a el sistema tiene infinitas soluciones y
resuélvalo en ese caso.

a) Por rangos.
Calculemos el determinante de la matriz de los coeficientes:

1 -1 1
0 1 1/=2-1+0-(1+0+0)=0
1 0 2

Al ser el determinante nulo el rango de la matriz de coeficientes es menor de 3y el sistema no
puede ser compatible determinado pues el rango de la matriz de los coeficientes es menor que el
namero de incognitas (3).

Por Gauss.
X—y+ z=4a X—y+ z=4a X—y+ z=4a
y+ z=-4=|-x -2z=-a° |= y+ z=-4
X +2z=a’ —y-z=4a-a’ —y-z=4a-a’
y+ z=-4 X—y+ z=4a
=| -y-z=4a-a* |= y+ z=-4
0=—4+4a-a’ 0=—4+4a-2a’

Este sistema triangular equivalente al inicial no es compatible determinado, sea cual sea el valor
de a. O no tiene solucion o las soluciones son infinitas.

b) Por Gauss. Hecho en el apartado anterior.
X—Yy+ z=4a X—Yy+ z=4a
Y+ 2=-4= y+ z=-4
X +2z=a’ 0=-4+4a-a’
Si resolvemos la igualdad:

44|42 — 4 (-1)(-4) _—4+\16-16 _ -4 _

===2
2(-1) -2 -2

0O=—4+4a-a*=a=

Distinguimos dos casos diferentes:

Primer caso. a = 2
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S X+24+4+72=8=X+22=4=|x=4-27]

X—y+ z=8 X—y+ 7=8
y+ z:—4:>{

0=0 y=-2-4
El sistema es compatible indeterminado (tiene infinitas soluciones) y son:
X=4 - 2z
y=—2-4
Z1=12

Segundo caso. a # 2
X—Yy+ z=4a X—Yy+ z=4a

y+ z2=-4> y+ z=-4
X +2z=a’ 0=-4+4a-a*

La igualdad de la ecuacion tercera es imposible y el sistema no tiene solucion. El sistema es
incompatible.
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CUESTION B.2: [2 p.] Considere la funcion dada por:
e™ si x<0
f(x)= .
a+bsenx si x>0

Determine los valores de los parametros a 'y b para los cuales la funcion f(x) es continua y derivable
en x=0.

ax

e si x<0

a+bsenx si x>0 sea continua debe de serlo en

Para que la funcion F(x)=

X =0. Deben cumplirse:

1° Exista la funciébnen x=0. f(0)=a+bsen0O=a+b-0=a . Lo cumple.
lime*=¢’=1

x—0"

lim(a+bsenx)=a+b0=a

x—0"
Para que exista el limite debe ser a = 1.
3° Deben ser iguales f (0) = Iing f (x) Se cumple (al sera=1)

29 Debe existir el Iing f(x)=

La funcion queda:
X

e si x<0
f(x)= .
1+bsenx si x>0

X

si x<0
x>0 sea derivable debe de serloen x=0

f)=1 °

Para que la funcion 1+bsenx si

Debe de cumplirse que lim f '(x) = lim f '(x)
x—0" x—0"

X

e si x<0

_ 3 f (x)=
La derivada de la funciénen R {0} €s bcosx si x>0

Calculemos dichos limites:
lim f'(x) = lim(0+bcosx)=b
x—0" x—0*"

lim f'(x)=lime* =1

x—0" x—0"
Para que las derivadas laterales sean iguales debe ser b = 1.

Los valores buscados son a=b=1.
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CUESTION B.3:

X
a) [1 p.] Calcule la siguiente integral indefinida Jxe dx

b) [0,5 p.] Determine la primitiva de la funcién f (X) = xe* que pasa por el punto de coordenadas

(0,1).
a)
Integramos por partes
_[xexdx: U=x—du=dx :x-ex—jexdx:x-ex—ex+c
dv:exdx—>v:fexdx:eX

b) La primitiva se ha calculado en el apartado anterior: F(x)=x-e*—e*+C.
Para que la funcién pase por el punto (0,1) debe cumplirse F(0)=1.

F(0)=1 0 o
=0-e-e+C=1=-1+C=1=C=2
F(X)=x-e"—e*+C

La primitiva pedidaes F(x)=x-e*—e* +2
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CUESTION B.4: [2 puntos] Considere el punto P =(0, 1, 2) y la recta r dada por la ecuacion:
|2x+y-z=-1
Ix-y+z=3

a) [1,25 p.] Calcule la ecuacion (en cualquiera de sus formas) del plano que es perpendicular a la
recta r y pasa por el punto P.

b) [1,25 p.] Calcule la distancia del punto P al plano x+y+z=5".

a) Siel plano debe ser perpendicular a la recta, entonces su vector normal debe ser el vector director
de la recta. Para determinar este vector director multipliquemos los vectores normales de cada uno
de los 2 planos que definen la recta.

r_{2x+y—z:—l n =(21-1)

= =
X=y+z=3 n, =(1-11)
i j K
v, =nxn, =12 1 -1=i-j—2k—(k+2j+i)=—-3j-3k
1 -1 1

v -(0.-3-3

Simplificando el vector obtenido nos sirve como vector director de larectar: V, = (0,1, 1)
El plano pedidoes y+z+D=0 .

Como debe pasar por el punto P :(0, 1, 2) entonces:

y+z+D=0

=1+2+D=0=D=-3
P=(0, 1, 2)e plano

El plano buscado tiene ecuacion Y +Z — 3=0
b) Con formula directa.

Utilizando la formula de distancia del punto P (0,1,2) al plano x+y+z-5=0.

X+y+z-5=0
P=(0,1 2)

0+1+2-5

V12 +1%2 412

:£=1'15u2

Ng

}:> Distancia (P, Plano) =

Sin utilizar férmula directa.

Calculemos la recta perpendicular al plano que pasa por P y después el punto Q de corte de la
recta con el plano. La distancia del punto al plano es la distancia del punto P al punto Q.
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——— --q

Elplano x+y+z-5=0 tiene como vector normal n= (111).
La recta perpendicular al plano tiene como vector director el vector normal del plano.

=>r:y=1+41

v, =n=(111) } x=0+4
L 2=2+4

El punto Q de corte entre recta y plano se obtiene al resolver el sistema formado por sus
ecuaciones.

X=0+41
r:qy=1+4
2=2+41
X+y+z=5

:>/1+1+/1+2+ﬂ:5:>31:2:>/1:§:>

Calculamos la distancia del punto P al plano como la distancia entre los puntos P y Q.

Distancia(P, Plano):Distancia(P,Q):‘@‘ =

wlo

258 222 2V 2V (2 2 2 —
-2 ’ﬂ(0’1’2>‘=‘(§’§’5j‘:ﬁ§} 3)3) -5 -5
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CUESTION B.5: En una pefia del Atlético de Madrid, el 70% de sus miembros prefiere que Antoine
Griezmann continde jugando en el equipo durante la proxima temporada, el 50% prefiere que
Fernando Torres continte jugando en el equipo la proxima temporada y el 30% prefiere que ambos
jugadores sigan jugando en el equipo en la proxima temporada. Elegido al azar un miembro de la
pefia, se pide:

a) [0,5p.] ¢Cuél es la probabilidad de que prefiera que al menos alguno de los dos jugadores siga
jugando en el equipo la préxima temporada?

b) [0,5 p.] ¢(Cudl es la probabilidad de que prefiera que ninguno de los dos jugadores siga jugando
en el equipo la proxima temporada?

c) [0,5p.] ¢Cual es la probabilidad de que prefiera que solo Fernando Torres siga jugando en el
equipo la proxima temporada?

Construyamos una tabla de contingencia con los porcentajes proporcionados en el ejercicio.

Torres se va | Torres se queda

Griezmann se va

Griezmann se queda 30 70
50 100

Completamos la tabla.

Torres se va | Torres se queda

Griezmann se va 10 20 30
Griezmann se queda 40 30 70
50 50 100

a) Observando los datos de la tabla.

P(al menos alguno de los dos jugadores siga jugando en el equipo) =

=1 - P(Ningunojuega en el equipo)=1 _%zgo%

b) Observando los datos de la tabla.
P(Ninguno juega en el equipo)=10%
c) Observando los datos de la tabla.

P(Solo juega en el equipo Fernando Torres) = P(Juega Torres " No juega Griezmann) = 20%
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UNIVERSIDAD DE i sy Universidad
MURCIA [EESEE Region de Murcia Politécnica
de Cartagena

EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD
206 MATEMATICAS I1. SEPTIEMBRE 2017

OBSERVACIONES IMPORTANTES: El alumno debera responder a todas las cuestiones de una de las
opciones A o B. No esta permitido utilizar calculadoras programables ni que realicen calculo
simbdlico, integrales o gréficas.

OPCION A: No es necesario responder a las cuestiones en el mismo orden en que estén
enunciadas. Antes bien, se recomienda al alumno que empiece por aquellas cuestiones que le
resulten mas sencillas.

. 2 4 -2 1
CUESTION A.1: Considere las matrices A=(1 3] y B=( ) Oj :

a) [1,5 puntos] Compruebe que las matrices A y B son regulares (o invertibles) y calcule sus
correspondientes matrices inversas.

b) [1 punto] Determine la matriz X que cumple la ecuacion AXB= A + B .

CUESTION A.2: Considere la recta r que pasa por los puntos A= (1,1, 1) yB =(3, 3, 4) y larecta
S cuyo vector director es v = (—1, 3, 1) y pasa por el punto C = (4, 0, 3).

a) [1 punto] Determine las ecuaciones continuas de las rectas r y s.
b) [1,5 puntos] Estudie la posicion relativade ry s.
CUESTION A.3: Calcule los siguientes limites:

a) [1 punto] I|m (X 1jx .
X+3

b) [1 punto] Ilm[i—ij
Inx x-1
CUESTION A4:
a) [1,5 puntos] Calcule la siguiente integral indefinida jwdx
1+sen“x
b) [0°5 puntos] Obtenga una primitiva F (x) de la funcion w que cumpla la
+Senx

condicion F (%) =1.

CUESTION A.5: [1 punto]

En un colegio se imparten, como primer idioma, inglés, aleman y francés. El 65% de los alumnos
estudian inglés, el 20% aleman y el resto francés. La asignatura de robdtica es optativa y la elige el
30% de los alumnos de inglés, el 50% de los que estudian aleman y el 70% de los que cursan francés.
Se elige un alumno al azar, ¢Cuél es la probabilidad de que estudie robética?
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OPCION B: No es necesario responder a las cuestiones en el mismo orden en que estan enunciadas. Antes
bien, se recomienda al alumno que empiece por aquellas cuestiones que le resulten mas sencillas.

CUESTION B.1: Considere el siguiente sistema de ecuaciones en funcion del parametro a:
ax + 2y+ z=1
X +2ay+ z2=2
X +2y + az=-3

a) [0,75 puntos] Determine para qué valores del parametro a el sistema tiene solucién Unica. No
hay que resolverlo.

b) [1,25 puntos] Determine para qué valor del parametro a el sistema tiene infinitas soluciones y
resuélvalo en ese caso.

c) [0,5 puntos] Determine para qué valor del parametro a el sistema no tiene solucion.
CUESTION B.2: Considere los puntos A= (1,1,1),B=(1,-1,0)yC = (0, -2, 1).
a) [1,25 puntos] Calcule el area del triangulo ABC.

b) [1,25 puntos] Calcule la ecuacion de la recta (en cualquiera de sus formas) contenida en el
plano que forman A, B y C que, pasando por A, es perpendicular al lado BC.

CUESTION B.3: Dada la funcion f(x) = xe X se pide:
a) [0,5 puntos] Calcular lim f (x)

b) [1,5 puntos] Determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, asi como los extremos
relativos de la funcion.

In(1+x*)
CUESTION B.4: [2 puntos] Calcule la siguiente integral indefinida de :

CUESTION B.5: [1 punto] Sean A'y B dos sucesos aleatorios tales que: P(A) :g , P(B)=—,

P(Z\mg) :%. Calcule: P(AUB), P(ANB), P(E/ A). (Donde, si C y D son sucesos C denota

el suceso complementario de C y P(C/D) denota la probabilidad del suceso C condicionada al
suceso D).
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SOLUCIONES

. 2 4 -2 1
CUESTION A.1: Considere las matrices A=(l 3j y B=( ) OJ'

a) [1,5 puntos] Compruebe que las matrices A y B son regulares (o invertibles) y calcule sus
correspondientes matrices inversas.

b) [1 punto] Determine la matriz X que cumple la ecuacion AXB= A + B .

a) Para que una matriz sea regular su determinante debe ser no nulo.
2 4

A=l 4

=6-4=2=0, por lo que la matriz A es invertible.

-2 1
) 0‘ =0+2=2=0, por lo que la matriz B es invertible.

B[ =

Una forma de hallar las inversas:

A 2 2l 2) -2 1

Al:Adj(AT)_Adj(j 31(3 —4):(3/2 —2j

T 2 2

Bledj(BT)_AO'jG2 _ozj 1(0 —1}_(0 -1/2)

“2l2 2)7 1 4

Otra forma de hallar las inversas con el método de Gauss-Jordan:

A= 2 4 N 2 411 0) sriaz-rivoFinz N 2 411 0 pirofiezoriae N
1 3 1 3|0 1 0 2|-1 2

2 0|3 4 F"zla 1 0| 3/2 -2 L, (32 =2
—FhE = A" =
0 2|-1 2 0 1,-1/2 1 -1/2 1

2

B— -2 1 — -2 1|10 Fila 22 - Fila 1°—Fila 22 N -2 1 10 Fila 12 + Fila 22—>Fila 12
-2 0 -2 0|0 1 0O -1(-11
-2 010 1 F"azla 1 0|0 -1/2 - 0 -1/2
—_— = =
0 -1|-1 1) -Fik2 0 111 -1 1 -1

b)
Una forma de resolverlo es:

v
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AXB= A + B= X =A"(A+B)B™

X:[slz —2}((2 4}{—2 1}]_(0 —1/2]:(3/2 —2}(0 5}(0 —1/2]:
-1/2 1J){l1 3/ (=2 o)/l -1 ~1/2 1 J){-1 3)l1 1

_[2 15/2—6}[0 4/2}_(2 3/2}[0 —1/2}(3/2 —5/2 J_(slz —5/2J
-1 -5/2+3){1 -1 -1 1/2){1 -1 1/2 1/2-1/2) (1/2 0

3/2 —5/2J

La matriz X tiene la expresion: X =
1/2 0

Otra forma de resolverlo es:

AXB= A + B=> X =A"(A+B)B'= X =(A"A+A'B)B" =
=(ld+A'B)B"=B*+A'BB =B +A"

Asi el célculo de la matriz X es tan sencillo como sumar ambas matrices inversas.
X 3/2 2 0 -1/2 3/2 5/2
= =+ =
-1/2 1 1 -1 1/2 0

3/2 —5/2]

La matriz X tiene la expresion: X =
172 0

241 de 280



PAU septiembre 2017 Matemdticas Il en Murcia

CUESTION A.2: Considere la recta r que pasa por los puntos A= (1,1, 1) yB =(3, 3, 4) y la recta
s cuyo vector director es v =(-1,3,1) y pasa por el punto C = (4, 0, 3).

a) [1 punto] Determine las ecuaciones continuas de las rectas r y s.

b) [1,5 puntos] Estudie la posicion relativade rys.

a) Obtenemos la ecuacién de la rectar.

(1’ 5 1)} :>qu (1’ 5 1) }:r:x—lzy—lzz—l

= (3,3 4) =AB = (2,2, 3) 2 2 3

oy}
|

Obtenemos la ecuacion de la recta s.

C=(403) x-4 y-0 z-3
. =s: = -
V=(-131) 131

b)
Una forma de hacerlo

Las coordenadas de los vectores directores de las rectas no son proporcionales:

r—-u=AB = (2, 2, 3) 2 2 3
. =
s—>v=(-131)

Por lo tanto, las rectas no son ni coincidentes ni paralelas.

Para ver si se cortan o se cruzan, consideremos los vectores directores de cada una de las rectas y
el vector que va de un punto de r a otro de s. Estudiemos si son independientes o dependientes
entre si.

(22,3 2 2 3
(-132) =|-1 3 1/=12+46+3-(27-4-2)=0
w=AC=(4,03)-(111)=(3-22)| I3 -1 2

u
\Y

Los vectores son dependientes entre si, y por tanto son coplanarios. Es decir, las rectas se cortan.
Otra forma de hacerlo

Las rectas no son paralelas, ya que los vectores directores de las rectas no son proporcionales:
2 2 3

—_— i J— J—
-1 3 1
Luego solo pueden cortarse o cruzarse.
¢Se cruzan o se cortan? Resolvamos el sistema formado por las ecuaciones de ambas rectas y
averigliemos si tienen o no punto de corte.
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Xx=1+21
y=1+21 3_21
x-1_y-1_z-1 V9.3 4-—g=1+22) %7°° 2+31=3-22
2 2 3 1+24
= =3a=1+21 = a= = 1+24
x-4 y-0 z-3 _4 34 =141 3 a=
13 1) rThte ta=it a=-2+32 3
y =3
=3+«
514=5 A=1 A=1
1+24 1= 1+24 1= 1+2
o= o= a=——=1
3 3 3

Por lo tanto, existe un punto de corte entre ambas rectas. Este punto P tiene coordenadas:
x=1+2=3
y=1+2=3
z=1+3=4

P=(334)

X=4-1=3
y=31=3
z=3+1=4

Las rectas se cortan.

Una tercera forma de resolverlo
Estudiamos los rangos de las ecuaciones de las rectas como interseccion de 2 planos.

x-1 y-1
2 2
x-1 y-1 z-1 y-1 z-1| x-1=y-1 x-y=0
2 2 3 [ 2 3 :>3y—3:22—2 :>3y—22=1
x-4 y-0 z-3 x-4 y-0f 3x-12=-y 3x+y=12
-1 3 1 -1 3 y=3z-9 y—-3z=-9
y-0 z-3
3 1
1 -1 0
. . . - 0 3 -2
Con estas 4 ecuaciones formamos un sistema cuya matriz de coeficienteses M = 3 1 0 y
0 1 -3
1 -1 0 O
. . , |0 3 -2 1
la matriz ampliada es M" = :
3 1 0 12
0 1 -3 -9

Estudiamos el rango de dichas matrices y los comparamos.
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1 -1 0
Dadoque 0 3 -2/=0+6+0-(0+0-2)=8=0 tenemos que el rango de M es 3.
31 0

Para hallar el rango de M calculamos el valor de su determinante.

1 -1 0 0
3 2 1|0 2 1
03 2 1
=1 0 12[+|3 0 12|=-24-3+108-18+(-9-54)=0
3 1 0 12
1 -3 -9 [0 -3 -9
0 1 -3 -9

Por tanto, el rango de M” es 3 igual que el rango de M. Las rectas son secantes (siendo su
interseccion un Gnico punto).

Las rectas se cortan
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CUESTION A.3: Calcule los siguientes limites:

a) [1 punto] lim (X—_lJ :
x40\ X4+ 3

1 Inx x-1

b) [1 punto] li (i—ij .

a)

X+3

X—> 40

X . x-=1 . X—1-x-3 . -4 . —Ax
- X _1 +00 XH}TOOX. ?3_1 XI~I>T00X. X+3 XI~I>T00X. X7+3 Ilm X+3
lim =1"=e =e =e = @ xS =

b) Una forma de hacerlo

Iim(i—ij:oo—oozlim x-1-Inx :Q{Aplico L'Hopital} =
-1 Inx x-1 1 (x=1)Inx | 0
x—1
1—0—1 7
=lim X =lim =

x—>1

x>1| XInx+x-11

X

1
(l)lnx+(x—1)-;

. x-1 0 . .
=lim| ————— |=—{Aplico L'Hopital}! =
x>1 xInx+x—1] O{ P P }
) 1 . 1 1
:I|r‘q —1 :||rq |— —|=
S e xe L4 1 Inx+1+1 2
X

Otra forma de hacerlo

Iim(i—ij =00—00= Iim(L_InX] = %{Aplico L'Hopital} =

=1 Inx x-1 1| (x=1)Inx
S
=lim X T|= —{Aplico L'Hopital} =
H (1)Inx+(x—1)-; 0
1 1
X 1 1

x>1l 1 1 1 1 .1 1 2
—+1-—+(X-1){ - —+1-=+(1-1) —=
X X ( )( xzj 11 ( )( 1}
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CUESTION A.4:

2
a) [1,5 puntos] Calcule la siguiente integral indefinida dex

1+ sen®x

N .. COSXsen’x
b) [0°5 puntos] Obtenga una primitiva F (x) de la funcibn ———— que cumpla la condicion

1+ sen®x

a) Realizamos el cambio de variable senx =t.

senx =t
dt J~cosxsenx J~ dt :J-t dt
cos xdx = dt — dx = —— 1+ sen®x 1+t? m 1+t
COS X
—j“tz_ldt—jl“z - = [ dt—arctgt = t - arctgt =
1+t? 1+1? 1+t?

=|senx —arctg(senx) + C

Deshacemos el cambio de variable
~lsenx =t

b) Siendo F(x)=senx—arctg(senx)+C, como F (%) =1 tenemos que:
F(x) = senx—arctg(senx) + C
= senz—arctg(sen£)+c =1=
F (fj =1 2 2
—1-arctg(l)+C :1:1—%+c =1=C :%

Y por tanto la primitiva buscada es F(x) = senx —arctg(senx) +%.
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CUESTION A.5: [1 punto]

En un colegio se imparten, como primer idioma, inglés, aleméan y francés. El 65% de los alumnos
estudian inglés, el 20% aleman y el resto francés. La asignatura de robdtica es optativa y la elige el
30% de los alumnos de inglés, el 50% de los que estudian aleman y el 70% de los que cursan francés.
Se elige un alumno al azar, ;Cual es la probabilidad de que estudie robética?

Una forma de hacerlo

De 100 alumnos 65 estudian inglés, 20 estudian aleméan y 100-65-20=15 estudian francés.

Robotica estudian el 30% de 65 alumnos (estudian inglés) - % =19'5 alumnos de los 100

estudian robdtica e inglés.

Robotica estudian el 50% de 20 alumnos (estudian aleman) -> % =10 alumnos de los 100

estudian robdtica y aleman.

Robotica estudian el 70% de 15 alumnos (estudian francés) - % =10'5 alumnos de los 100

estudian robadtica y francés.
Por lo tanto, estudian robdtica 19’5 + 10 + 10’5 = 40 alumnos de los 100.
La probabilidad de elegir un alumno de robotica al elegir un alumno al azar es del 40%.
Otra forma de hacerlo
Llamemos I, Ay F a los sucesos estudiar inglés, aleman y francés, respectivamente. Llamaremos

R al suceso “estudiar robotica”.
De los datos del enunciado obtenemos

P(I) =065
P(A) =072
P(F)=015
Y ademas
P(R/) =03
P(R/A)=0’5
P(R/F) =07

Gracias al teorema de la probabilidad total, dado que los sucesos I, A y F son independientes,
tenemos:
P(R) = P(R/l) - P(l) + P(R/A) - P(A) + P(R/F) - P(F)
P(R)=0’3-065+0°2-0’5+0’15 - 0’7
P(R)=0195+0’1 + 0’105
P(R) =04

La probabilidad de elegir un alumno de robética al elegir un alumno al azar es del 40%.
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Otra forma de hacerlo

Con diagrama de arbol:

/' Inglés

Aleman

\ Francés

Robdtica

— (6503

Mo Robdtica

Robotica

Mo Robdtica

Robotica

— (7157

Mo Robodtica

La probabilidad pedida es la suma de las tres probabilidades que favorecen que se elija un
alumno de robdtica: 0°65 - 0’3 +0°2 - 0’5+0’15-07=04

La probabilidad de elegir un alumno de robdtica al elegir un alumno al azar es del 40%.
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CUESTION B.1: Considere el siguiente sistema de ecuaciones en funcion del parametro a:
ax + 2y+ z=1
X +2ay+ z=2
X +2y + az=-3
a) [0,75 puntos] Determine para qué valores del parametro a el sistema tiene solucién Unica. No
hay que resolverlo.
b) [1,25 puntos] Determine para qué valor del parametro a el sistema tiene infinitas soluciones y

resuélvalo en ese caso.
c) [0,5 puntos] Determine para qué valor del pardmetro a el sistema no tiene solucion.

VVamos a discutir el sistema y luego respondemos a cada apartado del ejercicio.

ax + 2y+ z=1 a 2 1
El sistema {x +2ay+ z=2 tiene asociado la matriz de los coeficientes M =1 2a 1| con
X +2y + az=-3 1 2 a
a 2 1
determinante [M|=|1 2a 1|=2a°+2+2-(2a+2a+2a)=2a’-6a+4.
1 2 a

Averiguamos cuando se anula este determinante.
|M|=O:>2a3—6a+4=0

Como es una ecuacion de tercer grado, la resolvemos usando el método de Ruffini.

2 0 6 4
1| 2 2 -4
12 2 -4 |0

El polinomio que resulta de la division de Ruffini se resuelve como ecuacion de segundo grado.

_—2+6

a= 1
—24+.[22 —4.2.(— 2+
287 +2a-4=0m a= 2iN2 —42(4) 246 4
22 4 2-6
a=_*°-2
4

A partir de esta informacion surgen los siguientes casos:

Caso1° a#l a=—-2.

El sistema es compatible determinado (tiene solucion Unica) ya que el rango de la matriz de los
coeficientes es 3 al igual que el rango de la matriz ampliada.

Caso 2° a=1.

La matriz de coeficientes es M =

N
NNN

1
1| que tiene rango 1, ya que las 3 filas son iguales.
1
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12 1|1
El rango de la matriz ampliada M =1 2 1| 2 | es 2 ya que el determinante del menor de
12 1|3
orden 2 que resulta de quitar las columnas 12y 22y la fila 32 es no nulo.
1 1
=2-1=1+#0
1 2

Rango M # Rango M~ - el sistema es incompatible (sin solucién)

Caso 3 a=-2

2 2 1
La matriz de los coeficientesqueda M ={ 1 -4 1 | ytiene rango 2.
1 2 =2
El rango no es 3 ya que determinante de la matriz es nulo.
-2 2 1
IM[=]1 -4 1|=-16+2+2+4+4+4=0
1 2 =2
El determinante del menor de orden 2 que resulta de quitar la fila y columna 32 es no nulo.
_12 _24 =8-2=6=0
-2 2 111
La matrizampliada M"=| 1 -4 1 | 2 | tiene rango 2.
1 2 -2|-3

Si consideramos el menor que resulta de quitar la columna 32 su determinante es nulo.

2 2 1
1 -4 2|=-24+4+2—(-4-6-8)=-18+18=0
1 2 -3

Por tanto, Rango de M es 2 al igual que el rango de M* y menor que el nimero de incognitas,
por lo que el sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

a) Para a=1, a=-2 elsistema tiene una Unica solucion
b) Para a = — 2 el sistema tiene infinitas soluciones. Resolvemos el sistema para este caso.

Una forma de resolverlo
Utilizamos el método de Gauss

=2X + 2y+ z=1 =2X + 2y+ z=1
X —4y+ z=2 EoREARINZ iy —4y+ 7=2
X +2y —-2z=-3 6y —-3z=-5
=2X + 2y+ z=1 =2X + 2y+ z=1
2-Ecuacién 22+ Ecuacion1? y = —6y+ 3225 Ecuaci6n32+Ecuacion 22 5 = —6y+ 3Z:5
6y —-3z=-5 0=0
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Despejando de la 22 ecuacion tenemos que z = % . Sustituimos en la 12 ecuacion.

—2X + 2y+5+6y=1:>—6x + 6y+5+6y=3= x:_2—22y:l+36y
X=1+6y
3

Las solucionesson y=y
_ 5+6y
3

z

Otra forma de resolverlo

Utilicemos el método de Cramer.
Como sumando la 22 y la 32 ecuacién nos da la 12 ecuacion cambiada de signo podemos obtener
un sistema equivalente quitando la tercera ecuacion.

—2X+ 2y+z=1 —-2X +z2=1-2y
=
X —4y+z=2 X +2=2+4y

. . ] -2 1|1-2y
La matriz asociada al sistema es

cuya matriz de coeficientes tiene determinante
1 1|2+4y

no nulo

-2
1 1‘ =-2-1=-3=0 ypodemos aplicar el método de Cramer para hallar las

soluciones del sistema.

1-2y 1
(_12+4y U _1-2y-2-4y -1-6y 1+6y
-3 -3 -3 3
-2 1-2y
, |1 2+4y| -4-8y-1+2y -5-6y 5+6y
6 -3 -3 3
X=1+6y
3
Las soluciones son y =y
;= 5+6y
3

c) Para a =1 el sistema no tiene solucion. Comprobado con anterioridad.

251 de 280



PAU septiembre 2017 Matemdticas Il en Murcia

CUESTION B.2: Considere los puntos A= (1,1,1), B=(1,-1,0)yC = (0, -2, 1).

a) [1,25 puntos] Calcule el &rea del triangulo ABC.
b) [1,25 puntos] Calcule la ecuacion de la recta (en cualquiera de sus formas) contenida en el plano
que forman A, By C que, pasando por A, es perpendicular al lado BC.

a) El area del tridngulo de vértices A=(1,1,1),B=(1, -1, 0) y C = (0, -2, 1) se obtiene con la
[ABx AC

formula Area =

Calculemos el valor de los vectores y de su producto vectorial.

A= (111 E:(O,—Z,—l - i j k
B= (I, -1, 0) b= — ABxAC=l0 —2 -1
c= (0, -2 1| AC=(-1-30) 1 -3 0

ABxAC = j—(2k +3i)=-3i+ j—2k =(-3,1,-2)

Aplicamos la formula y hallamos el valor del area.

Area =

ABxAC| Jorira Ha .
2

2 2

b) Una forma de hacerlo
La recta pedida tiene una ecuacion definida por dos planos: el plano 7z, que contiene a los puntos

A, ByC, yelplano 7z, que pasa por Ay tiene como vector normal al vector BC.

Ecuacion del plano 7.

A= (11 1) } —3x+y-2z+D=0
-

— = - =-3+1-2+D=0=>
n, =ABxAC= (-3 1, -2) Pasapor A= (1, 1, 1)}

=-4+D=0=>D=4={7,:-3Xx+y-22+4=0)

Ecuacion del plano 7,.

A= (111 ~X—y+z+D=0
S = =
n, =BC=(0,-2)-(-1 0)=(-1-11)| PasaporA= ( 1, 1)

=-1-1+1+D=0=-1+D=0=D=1= |z, : - X—-y+2+1=0|

La recta pedida es la interseccidn de los dos planos.
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.- -3X+y-2z+4=0
| =x-y+ z+1=0

Otra forma de hacerlo
Como la recta pedida esta contenida en el plano ABC, debe ser perpendicular a su vector normal

y ademas es perpendicular al vector BC . El vector director de la recta se puede obtener haciendo
el producto vectorial de ambos vectores (BC y n_ ).

El vector normal al plano ABC es el vector n, = ABx AC =(-3,1, —2)y el vector
BC =(0,-2, 1)~ (1,-1,0) = (-1, -11)

i j ok
V,=n xBC=|-3 1 -2/=i+2j+3k—(-k-3j+2i)=-i+5j+4k
-1 -1 1

VI'

(-1,5,4)

Obtenemos la ecuacion de la recta.

A=(111) x-1 y-1 z-1
. =|r=——=-= =
v, =(-1,5,4)

Otra forma de hacerlo

Para hallar la ecuacion de la recta pedida necesitamos el vector director de la misma (u ), que nos
dicen esté en el plano (es por tanto perpendicular al vector normal del plano) y es perpendicular

al vector BC .
Como el producto vectorial hallado antes es un vector normal al plano

ABxAC=(-31-2)=n_
Se debe cumplir:
-n, =0=(a,b,c}(-31L-2)=-3a+b-2c=0

-BC=0=(a,b,c)(-L-L1)=—a-b+c=0

cl

Despejando c en la segunda ecuacion queda ¢ =a+Db. Sustituimos en la primera ecuacion.

—3a+b-2(a+b)=-3a+b-2a-2b=0
a=a

— ba-b=0=b=-5a=<{b=-5a = u=(a,-5a,-4a)
c=a+b=a-5a=-4a

Asignemos el valor 1 al pardmetro y obtenemos el vector director u= (1, -5, —4)
Por lo tanto, la recta pedida tiene como ecuacion:

A= (111 x-1 y-1 z-1
. —|r: === =
U=(1-5-4) 1 5 -4
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CUESTION B.3: Dada la funcion f(x)=xe™ se pide:
a) [0,5 puntos] Calcular lim f(x)

b) [1,5 puntos] Determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, asi como los extremos
relativos de la funcion.

a) lim f(x)=lim xe ™ =000 = lim XZ :gz{L'Hopital}: lim —= ===0

X—>+0 X—>+0 X—>-+0 X X—>+00 ex2 2X 0
b) Calculemos la derivada de f(x) e igualemos a 0.

f)=xe™" = f(x)=e +xe (-2x)=e -2x%* =e ™ (1-2x)

2 - -7
e =0, No tiene solucion

f(x)=0=e™* (1-2x*)=0=
( ) 1—2x2:0:>x2:%:>x:i\/%

Veamos que ocurre en cada intervalo de la recta real antes, entre y después de los dos valores
obtenidos.
. 1 . . :
e Si X< —\E entonces sustituyendo por ejemplo X =—2 se obtiene f'(-2)=¢™ (1—8) <0.La

funcidén es decreciente en el intervalo (—oo, —\/g]

oSi —\/% <X< +\/% entonces sustituyendo por ejemplo X =0 se obtiene f '(0) =¢° (1—0) >0.

La funcidn es creciente en el intervalo [—\/% +\/gj

o Si +\/% < X entonces sustituyendo por ejemplo x =2 se obtiene f'(2)=¢e™ (1—8) <0.La

., . . 1
funcion es decreciente en el intervalo | + E,+oo .

La funcion f(x) es decreciente en (—oo, — \/gj U[Jr\/%’ + oo} y creciente en (—\E + \gJ .

La funcion sigue el esquema siguiente.
3 T3
\ ‘. I .. I I I {
-I -I -I I 1 1 1
3 2 1 n 1 2 3

- . 1 o . 1
Se deduce que f(x) presenta un minimo relativo en x=— 2 y un maximo relativo en x =+ 5
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CUESTION B.4: [2 puntos] Calcule la siguiente integral indefinida JT

In 1+x2)

dx

Calcularemos la primitiva usando integracion por partes.

N

u=In(l+x*)=du= 2X2 dx
1+ X
-1
dv = X_ZdX:>V=IX_2dX=X_=_£
_1 X

:Jm(l)(—tXZ)dx= In(1+ Xz"(‘iH(

- =>

Aplicando la férmula
Iudv =uv —jvdu

2 2
:—In(1+x)+2J 1 dx —In(1+x°)

2

X 1+x X

+ 2arctgx+ C

f—
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CUESTION B.5: [1 punto] Sean A'y B dos sucesos aleatorios tales que: P(A) :g , P(B)= % :
P(Z\mﬁ) — % . Calcule: P(AUB), P(ANB), P(E/ A). (Donde, si C y D son sucesos C denota

el suceso complementario de C y P(C/D) denota la probabilidad del suceso C condicionada al
suceso D).

Una forma de hacerlo
Obtenemos P(Au B).

o - = —— 1
Como A~B=AuUB entonces P(ANB) =P(AuU B):E

Como P(Au B)=1—P(Au B) =1—i: 9

10 (10|

Para obtener P(AnB) aplicamos la formula de la probabilidad de la unién de dos sucesos.

9 3 7
= =24+ _P(ANnB
+15 - P(ANB)

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(A T

Y despejando tenemos que P(ANB)=

B)=
2
5

<'5‘|4> 3

Para obtener P(E/ A) utilizamos el teorema de Bayes.

2
P(E/A):l—P(B/A):l—%: —ézl—g

Wl

N

Otra forma de hacerlo

Construyamos la tabla con los datos proporcionados P (A)= 3_6 , P(B)= ’ : P(Kmﬁ) _1
5 10 10 10
A A
7
B N
10
S 1
B 10
6 10
10 10
Completamos la tabla.
A A
4 3 7
B — — N
10 10 10
) FR )
B 10 10 10
6 4 | 1w
10 10 10
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Observando los datos obtenidos en la tabla tenemos que P(ANB) = % =§ .
Ademéas P(AUB)=P(A)+P(B)-P(AnB)=P(AU B):£+1—i:g.
10 10 10 10
P(BA

Y aplicando la formula de Bayes P (E/ A) = W y con los datos de la tabla tenemos que
p(E/A):_Z/lO :gzl_
6/10 6 3

Una tercera forma de hacerlo

Como P(A)= g =—= P(Z) = % . Es decir, que si el TODO tiene 10 elementos 4 pertenecen al

conjunto A.

Como P(B)= % = P(E) = % Es decir, que si el TODO tiene 10 elementos 3 pertenecen al

conjunto B.

Como P(ANB)= % . Entonces la parte comiina A y B es 1 elemento.

Entonces hay 1 elemento que no esta ni en A ni en B.

Entonces quedan 3 elementos en A que no estan en B y que por tanto estan en B. Es decir, hay 3
elementos que estan en B y no en A.

Hay 2 elementos de B que no estan en A y que por tanto estan en A. Es decir, hay 2 elementos que
estdn en Ay no en B.

Q

Como el TODO es 10, debe de haber 4 elementos en la interseccién de A y B (la parte sombreada).

Q

257 de 280



PAU septiembre 2017 Matemdticas Il en Murcia

Por tanto P(AuB):% y P(AmB):%

Para calcular la probabilidad condicionada, reducimos nuestro TODO a solamente A (damos por
realizado el suceso A), es decir solo contamos con 4 + 2 = 6 elementos, de los cuales son favorables
a que ocurra el contrario de B solamente los que estan en la parte de A que no esta sombreado (2).
= 2 1
Por lo tanto P(B/A)=g=—.
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UNIVERSIDAD DE [l L Universidad
MURCIA | ; Region de Murcia Politécnica
de Cartagena

EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD
206 MATEMATICASII. JUNIO 2017

OBSERVACIONES IMPORTANTES: El alumno debera responder a todas las cuestiones de una de las
opciones A o B. No esta permitido utilizar calculadoras programables ni que realicen calculo
simbdlico, integrales o gréficas.

OPCION A: No es necesario responder a las cuestiones en el mismo orden en que estan
enunciadas. Antes bien, se recomienda al alumno que empiece por aquellas cuestiones que le
resulten mas sencillas.

. . . -2 0 1 3 0 2
CUESTION A.1: Considere las matrices A= , B= y C= :
1 2 2 2 -1 2

a) [1,5 puntos] Compruebe que las matrices A y B son regulares (o invertibles) y calcule sus
correspondientes matrices inversas.
b) [1 punto] Determine la matriz X que cumple la ecuacion AXB = C.

CUESTION A.2: Considere el plano m que pasa por el punto P = (1, 2, 3) y tiene como vectores
directores a u =(1,-1,0) yv=(10,2) . Considere la recta r que pasa por los puntos A=(10,4)y

B=(322).

a) [0°75 puntos] Determine la ecuacion de m.
b) [0,75 puntos] Determine la ecuacién de r.
¢) [1 punto] Estudie la posicion relativa de w y r.

CUESTION A.3: Calcule los siguientes limites:

i 1 4
a) [1 punto] Ixm(\/;_z—mj .

. SEenx— XCos X
b) [1 punto] lim——— .
x>0 X —Senx

CUESTION A 4:
a) [1,5 puntos] Calcule la siguiente integral indefinida _[xsen (%dex :

b) [0°5 puntos] Determine el &rea del recinto limitado por el eje OX, las rectas verticales X =0
X

y x=1,y la gréafica de la funcién f(x)=xsen( 5 j :

CUESTION A.5: Segln un estudio reciente, el 68% de los encuestados poseen un smartphone, el
38% tienen una tablet y el 16% disponen de ambos dispositivos.

a) [0°5 puntos] Calcule la probabilidad de que una persona elegida al azar no disponga de
ninguno de los dos dispositivos.
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b) [0°5 puntos] Resulta que la persona elegida posee un smartphone, ¢qué probabilidad hay de
que tenga una tablet?

OPCION B: No es necesario responder a las cuestiones en el mismo orden en que estan
enunciadas. Antes bien, se recomienda al alumno que empiece por aquellas cuestiones que le
resulten mas sencillas.

CUESTION B.1: Considere el siguiente sistema de ecuaciones en funcion del parametro a:
2X+ y+2z=0
2X+3y+2z=0
x—-y+a’z=a-1

a) [0,75 puntos] Determine para qué valores del parametro a el sistema tiene solucién Unica. No
hay que resolverlo.

b) [1,25 puntos] Determine para qué valor del parametro a el sistema tiene infinitas soluciones y
resuélvalo en ese caso.

c) [0,5 puntos] Determine para qué valor del parametro a el sistema no tiene solucion.
CUESTION B.2: Los vértices del tridngulo ABC son A=(-a,1,1), B=(2,-1,2) y C=(1,-2a,3).

a) [1,5 puntos] ¢Cuanto ha de valer a para el triangulo sea rectangulo en B?
b) [1 punto] Calcula el area del triangulo ABC para el caso a = 1.

CUESTION B.3: [2 puntos] La produccion mensual de una fabrica de bombillas viene dada por
P=2LK? (en millones), donde L es el coste de la mano de obra y K es el coste del equipamiento (en
millones de euros). La fabrica pretende producir 8 millones de unidades al mes. ;Qué valores de L y
K minimizarian el coste total L+ K?

X
CUESTION B.4: [2 puntos] Calcule la siguiente integral indefinida _[ X2 LX—6 dx :
CUESTION B.5: [1 punto] Dos aulas de 2° de Bachillerato hacen conjuntamente un examen de
Matematicas. En el primer grupo hay 25 alumnos de los cuales aprueba el 64%, mientras que en el
segundo grupo, de 30 alumnos, lo hace el 70%. De entre todos los examenes se elige uno al azar y
resulta que esta aprobado. ¢Cual es la probabilidad de que sea de un alumno del primer grupo?

260 de 280



PAU junio 2017 Matemadticas Il en Murcia

SOLUCIONES

. ) ) -2 0 1 3 0 2
CUESTION A.1: Considere las matrices A= , B= y C= .
1 2 2 2 -1 2

a) [1,5 puntos] Compruebe que las matrices A y B son regulares (o invertibles) y calcule sus
correspondientes matrices inversas.
b) [1 punto] Determine la matriz X que cumple la ecuacion AXB = C.

a) Para que una matriz sea regular (o invertible) debe tener determinante no nulo. Calculemos los

determinantes de Ay B:
-2 0
=—4%0
2

13
B[ =

=2-6=-4%0
2 2

Por lo tanto, las matrices A y B son invertibles y se puede calcular sus inversas

Método 1
Ad 2 1 2 0
at_ Adi(AT) _ o 2 -1 2 ¥ 0
|A -4 —4 % %
Ad.(l 2) (2 —3}
B,l:Adj(BT)z J3 2) (-2 1)_ ‘% %
|B| —4 —4 % —%
Método 2

También se puede calcular la inversa por ecuaciones:

A7) | oyga w0y w0
e e oo 1l o

c d
a_—l a_—l a:%l
—2a=1 T T
~2b=0 b=0 b=0 b=0 L[ oo
2c=0 -1 = 170l TAS
a+e= —+2c=0 2c== T4 % %
b+2d =1 2 2 1
0+2d =1 2d =1 ol:E
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13
B =

[2 2) 313 ab_10:>a+3c b+3d_10:>
- [a bj 2 2)lc d) 01 2a+2c 2b+2d) |0 1

c d
a+3c=1 a=1-3c a=1-3c a=1-3c
N b+3d =0 N b=-3d N b=-3d . b=-3d -
2a+2c=0  |2(1-3c)+2c=0""1]2-6c+2c=0 |-4c=-2
2b+2d=1 |2(-3d)+2d=1 |-6d+2d=1  |-4d=1
3 -1
a=1-3c a=1—5=?
b=-3d b=§ _}/ y
-2 1 4 1 2 4
= ic=—0="= 1 =B = B
_f 2 CZE % %
d=— 1
-4 d=—
—4
Método 3

También se pueden calcular por el método de Gauss-Jordan.

—2 O 1 O 2Fila22+Filal? _2 O 1 0 Filal?/(-2) y Fila22/4 N 1 O
1 2/0 1 0 4]1 2 01

_%0
Y 7

[1 3‘1 OJ 2Filal*~Fila2 (1 2‘1 OJ Fila2/4 (1 3

o %%J
|

10
Filal*-3 Fila2:
B

01

Y i

b) Método 1
Despejamos X en la ecuacion matricial.

AXB=C = A“AXBB'=A'"CB* = Id-Xld=A"CB*=X=A"C-B™*

Obtenemos la expresion de la matriz X pedida:
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XACBl}};}Z( ]{}}fj‘%
Gl A 4

M¢étodo 2

- _ a b _
También se puede hallar X usando ecuaciones. Sea X = (C dj se debe cumplir:

(_12 ZM: ZM; 3:(—01 3:[&—5;\0 bf:d}@ 2]:(—01 3:’

—2a-4b=0
- —2a—4b —6a—4b ~ 0 2 - —-6a—-4b=2
a+2c+2b+4d 3a+6c+20+4d) |-1 2 a+2c+2b+4d=-1
3a+6c+2b+4d =2
3a+2b=-1 —-6b+2b=-1—>-4b=-1—>|b=
= %r =

=
a+t2c+2b+4d=-1 | on, o0, oht4d=—1-52c+4d =1
3a+6c+20+4d =2 | g4 6c+20+4d =2 —4b+6C+4d =2

1
a= —Z-Z = —%

=<2c+4d =-1
-1+6¢c+4d =2 —>6¢c+4d =3

2c+4d =-1
= =
6c+4d =3

., ., 2c+4d =-1
= {Ecuacién1? - Ecuacion2®} = =-4c=-4=|c= —y =1=
—6c—4d =3 4

—2c+4d =-1=2+4d =-1=4d =-3= =—%

T2 N
Y/

La matriz pedidaes | X =
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CUESTION A.2: Considere el plano © que pasa por el punto P = (1, 2, 3) y tiene como vectores
directores a u=(1,-1,0) yv=(10,2) . Considere la recta r que pasa por los puntos A = (1, 0, 4) y
B=(@,22).

a) [0°75 puntos] Determine la ecuacion de 7.

b) [0,75 puntos] Determine la ecuacién de r.
c) [1 punto] Estudie la posicion relativade w y r.

a) La ecuacion del plano se puede obtener de distintas maneras:

Método 1:
x-1 y-2 z-3
Resolviendo el determinante | 1 -1 0 [=0
1 0 2
x-1 y-2 z-3
1 -1 0 [=(-2x+2)+0+0—((-z+3)+(2y—4)+0)=-2x+2+2-3-2y+4=
1 0 2
=-2X-2y+12+3

La ecuacion del plano es |7 :—2x—2y+7+3=0

Meéetodo 2:
X=1+A1+y1
La ecuacion en paramétricas del planoes 7:qy=2-11+y-0
2=3+A0+y2
X=1+A+y
El plano tiene ecuacion |z :cy=2—-A4
2=3+2y
Metodo 3:
Determino el vector normal al plano que resulta del producto vectorial de los vectores directores:
i j kK
n=1 -1 0[=-2i+0+0—(-k+2j+0)=-2i-2j+k=n=(-2,-21)
1 0 2

El plano tiene ecuacion 7z :-2x—2y+z+D =0

Determinemos el valor de D para que pase por el punto P(1, 2, 3). Para ello sustituimos X, y, z de
la ecuacion del plano por las coordenadas del punto.

mT.-2X-2y+z+D=0

=-21-22+3+D=0=
P(1,2,3)e7r}

=-2-44+3+D=0=>-3+D=0=>D=3
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El plano tiene ecuacion {z: —2x—2y+z+3=0|

b) Para obtener la ecuacion de la recta r que pasa por los puntos A=(1,0,4) yB = (3, 2, 2)
necesitamos conocer las componentes del vector director:

v, =AB=B-A=A= (3,2, 2)-(L 0, 4= (2,2,-2)
Como son todas las componentes del vector proporcionales nos sirve como vector director el que
se obtiene dividiendo todas las componentes entre 2 >v, = (1,1, 1)
En paramétricas seria:

Xx=1+A1
r: y=0+ﬂ,Obknencmﬂhuar:X_lzyIO::Z]f
z2=4-1

c) Se puede hacer de varias formas, damos dos.
Método 1:
Comparemos las componentes de los vectores directores del plano ©t y el vector director de la
rectar:

u=(1-10), v=(10,2) v,=(11-1)
Con ellos formamos una matriz de la cual calculamos su determinante y decidiremos si son
coplanarios o no.

1 -1 0
1 0 2|=0-2+0-(0+1+2)=-5%0
11 -

Al ser no nulo significa que no son coplanarios los vectores y por tanto, la recta corta al plano en
un punto. El plano 7 vy la recta r son secantes.

Metodo 2:

Sustituyamos las coordenadas de los puntos de la recta en el plano y comprobemos si existe un
Unico punto de corte (serian secantes), infinitos puntos de corte (la recta esta en el plano) o no
tiene solucién (la recta es paralela al plano)

Xx=1+1
r.-ay=A41
z2=4-1
T —2X—-2y+2+3=0

=-2(1+1)-2(1)+(4-4)+3=0=

= -2-21-21+4-41+3=0=5-54=0=>-514=-5=>1=1

El punto de corte de punto y plano es (inico y por tanto son secantes

x=1+1=2

Dicho punto de cortees 1y =1 2> P(2,1,3
z=4-1=3

Meétodo 3:

265 de 280



PAU junio 2017 Matemadticas Il en Murcia

Mediante el producto escalar del vector normal al plano y el vector director de la recta. Si dicho
producto es 0 recta y plano o son paralelos o la recta esta en el plano. Si es distinto de cero la
recta corta al plano en un punto.

Obtenemos el vector director de la recta.

v, =AB=B-A=A= (3,2, 2)-( 0, 4= (2,2,-2)

Obtenemos el vector normal del plano.

i j ok
n=1 -1 0[=-2i+0+0—(-k+2j+0)=-2i-2j+k=n=(-2,-21)
10 2

Comprobamos si los vectores obtenidos son ortogonales o no (producto escalar nulo o no).

v, n= (2,2,-2)(-2,-21)=-4-4-2=-10%0

Al ser el producto escalar no nulo los vectores no son perpendiculares y el plano 7 y la recta r
son secantes.
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CUESTION A .3: Calcule los siguientes limites:

. 1 4
a) [1 punto] Ixm(\/;_z_mJ .

. SEeNnX— XCos X
b) [1 punto] lim—— .
x>0 X —Senx

a) Método 1:

. 1 4 11 L T : -
lim ——— |==—Z==w—o = Indeterminacion {Racmnallzamos la primera frac0|on} =
Jx-2 x-4

X—4 0 0

11 x+2 o x+2 x+2
Jx-2 Ix-2 J§+2_(J§f_22_ x—4

2. % - {Regla de L'Hopital} =

Método 2:

lim( )=l_1=oo_oo= Indeterminacién {Factorizamos x—4} =....
0 0

X—4

- () 2 - (-

:Iim[( x+2-4 Jznm =2 :"m( 1 j: 1 [1

= (Vx=2)(Vx+2) XA4(J;<5X¢;+2) i Ix+2) 2+2 |4
Método 3
. 1 4 1 1 ., .
lim —— |=Z—Z =00 —o0 = Indeterminacion {Sumamos las fraccmnes} =
4\ fx=2 x-4) 0 0
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-2 x4 (Ix 2)(x-4)  (Vx-2)(x-4) (Vx-2)(x-4) xx—4x-2x+8

1 a4 x=4-4(x-2) x4 afx+8  x—ax+4 X —4/x +4

=lim

X—>4

( X—4/X +4 ]
X2/X —4x —2x+8

= % = Indeterminacién {Aplicamos L'Hopital} =

Jx =2
1241 1g 12

—lim 24/ — lim Jx —lim A

o \/;+Xi—4i—2+0 o \/§+\/; 2 5| 2%+ X —4—4x

2% 2x 2 x 2,
2(Vx -2 _
=lim ( ) =lim M =9:Indeterminaci()n {Aplicamos L'Hopital} =
o4 2x+x—4—4dx | =4 3x—4-4x ) 0
5 1 1 11
timl 2| il X | N4 2 |1
X4 3_4L x> 4 3_£ 3_£ 3-1 |4
2% Jx 4

b)
ljm SEX ZXCOSX_ o Indeterminacion ={ Aplico regla de L'Hopital} =
x>0 X —Senx 0

_lim COSX—(COSX+ x(—senx)) lim COS X —COS X + XSenx

x>0 1—-cosx x—>0 1—-cosx

. xsenx O L, . oA
=lim =0 Indeterminacion {Apllco reglade L Hopltal} =

x>01—CO0S X

_ |jm SEMXH XCOSX % = Indeterminacion = { Aplico regla de L'Hopital} =

x=0 senx

€0 X +((€0S X + X (—senx _
_im ( ( )):“m2cosx xsenx _2 _p
x>0 C0S X >0 COSX 1

268 de 280



PAU junio 2017 Matemadticas Il en Murcia

CUESTION A 4:
a) [1,5 puntos] Calcule la siguiente integral indefinida Ixsen(%xjdx :

b) [0°5 puntos] Determine el &rea del recinto limitado por el eje OX, las rectas verticales x=0 y

x =1,y la grafica de la funcién f (x)= xsen (%Xj :

a)

Integracion por partes
u=X—du=dx

X
jxsen( 5 )dx= dv—sen( jdx—w J‘sen(“}dx=—£cos(”—xj -
2 2 2

Iudv=u-v—_[vdu
x| =2 cos| ZX —I—Ecos X\ dx = — 2 cos[ ZX +£fcos X dx =
Vd 2 V4 2 V4 2 V4 2
2X (ﬂ'Xj 2(2 (nxj 2X (zx) 4 ( j
=—-—C0S| — |+—| —sen| — | |=|-—cCo0s +—sen +C
T 2 VAN 2 V4 2 V4 2
La dificultad de este ejercicio radica en que te sea facil o no el célculo de las integrales:
(3
Isen dx=——cos
V4 2
2 TX
J.cos( jdx_—sen( 5 j

. : . X
Para su célculo puedes hacer un cambio de variable - =t o aprenderte que al ser

jsenxdx =—cos x y también jcos xdx = senx Yy la derivada de %X es %se debe ajustar con la

. s 2
inversa de — quees —
2 V4

b) Comprobemos si la funcion corta al eje X en algun punto comprendido entre Oy 1.

x=0
X _05x=0
2
f(x)=0—>xsen(”—X]:0—> X ”—X=7Z'—>X=2
2 sen| — [=0—>< 2
X _on s x=4
2

Los puntos de corte con el eje X de la funcién son x=0, x=2, x=4,....
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Ninguno esta en el intervalo (0, 1)

Ademas, la funcidn es positiva f(x) >0 yaque xsen (%Xj >0 entre0y1l

Asi el area pedida se obtiene con el valor de la integral definida siguiente.

. (ﬂxj 2x (ﬂxj 4 (”le

jxsen — [dx=| ——cCos| — |+—sen| — || =

0 2 Vs 2 T 2 )],
21 (72’-1) 4 (72’-1} 20 (7:-0) 4 (;z-oj

=| ——cos| — |+—sen| — | |-| ——cos| — |+—sen| — | |=
Vs 2 Vs 2 T 2 T 2

:(—Ecos(£j+izsen(£jj—(0+0):
T 2 T 2

iz u?(=|0'405u’

N

T T T

. il 4 .
El area de la region tiene un valor de — unidades cuadradas.
T
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CUESTION A.5: Segln un estudio reciente, el 68% de los encuestados poseen un smartphone, el
38% tienen una tablet y el 16% disponen de ambos dispositivos.

a) [0°5 puntos] Calcule la probabilidad de que una persona elegida al azar no disponga de ninguno
de los dos dispositivos.

b) [0°5 puntos] Resulta que la persona elegida posee un smartphone, ;qué probabilidad hay de que
tenga una tablet?

Método 1
a) Construyamos la tabla de contingencia asociada con esta situacion planteada.

Tablet | No tablet
Smartphone 16 68

No smartphone

38 100

Completamos la tabla.

Tablet | No tablet
Smartphone 16 52 68
No smartphone 22 10 32
38 62 100

A partir de los datos de la tabla, esta probabilidad es del [10%)| aparece en la celda donde se
cruzan la fila de “No Smartphone” y la columna de “No Tablet”.

b) A partir de los datos que aparecen en fila de “Smartphone” de la tabla superior.

Probabilidad de que tenga Tablet sabiendo que tiene Smartphone =

= P(Tablet / Smartphone) = g =0'235=[23'5%

Meéetodo 2
Llamemos S = Tener Smartphone, T = Tener Tablet. Siendo P(S) = 0°68, P(T) = 0’38 y
P(SNT)=016.
Asi S = No tener Smartphone y T = No tener Tablet. Siendo P(§) =1-068=0’32y
P(T)=1-0’38=062.

a)
P(50T)=P(STT)-1- P(SUT)-1-(R(S)+ R~ R(ST)) -

=1-(0'68+0'38-0'16)=1-0'9=[0"]]

P(TAS) 016

b) Aplicando el teorema de Bayes: P(T /S) = P(S) =08

0'235
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Método 3
Mediante un diagrama de Venn, llamando S a los que tienen Smartphone (izquierda), separando a

los que los que tienen Smartphone y Tablet (16) de los que solo tienen Smartphone (52) y llamando
T a los que tienen Tablet (derecha) separando a los que los que tienen tablet y Smartphone (16) de
los que tienen solo Tablet (22). Como el total son 100 % y en los circulos hay 52 + 16 + 22 = 90
en el exterior de los circulos y dentro del rectangulo que representa el total quedan 10.

S (68) T (38)

10

a) P(No tenga ningun dispositivo) :% =

b) P(Tenga una Tablet sabiendo que tiene un Smartphone) = Solo puedo tener en cuenta a los 68
que tienen smartphone (resultados posibles en la eleccion) y de entre ellos los que tienen

Tablet (favorables al suceso) = g =
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CUESTION B.1: Considere el siguiente sistema de ecuaciones en funcion del parametro a:
2X+ y+22=0
2X+3y+2z=0
x-y+a’z=a-1
a) [0,75 puntos] Determine para qué valores del parametro a el sistema tiene solucién Unica. No

hay que resolverlo.

b) [1,25 puntos] Determine para qué valor del parametro a el sistema tiene infinitas soluciones y
resuélvalo en ese caso.

¢) [0,5 puntos] Determine para qué valor del pardmetro a el sistema no tiene solucion.

Método 1
Utilizando el método de Gauss obtenemos un sistema triangular equivalente.

22 ecuacion - 12 ecuacion — 22 ecuacion

§x+3y+222:(()) 2X+3y+2z=0

X+ y+zz_ =9 24+ y+22 =0

X—y+a‘z=a-1

0+2y+0=0

2-3% ecuacion - 12 Ecuacion — 32 ecuacion

2x—-2y+2a°z=2a-2 2x+ y+2z=0
- 2x+y+2z =0 =42y=0

2 —_—

0—3y+(2a2—2)z:2a_2 —3Y+(2a —2)2—2a—2

2X+ y+2z=0 2X+ y+22 =0
=41y=0 = y =0
(2a*-2)z=2a-2 (2a*-2)z=2a-2

Nos planteamos distintas situaciones dependiendo de cuando se anule la expresion 2a®—2.
2a°-2=0=2(a’-1)=0=a’=1=a=+1=11

Primer caso.a=1
22 ecuacion - 12 ecuacion — 22 ecuacion

2x+ y+22=0 2X+3y+27=0
2X+3y+2z=0=>
- 2X+Yy+22=0
X—y+z=0
2y =0
2-3% ecuacion - 12 Ecuacion — 32 ecuacion ) 270
2X—2y+22=0 2X+Oy+ =
— 2X+Yy+2z =0 =19y
-3y=0
-3y =0

La segunda ecuacion y la tercera son iguales. El sistema es compatible indeterminado (tiene
infinitas soluciones)

Segundo caso. a=-1
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2% ecuacion - 12 ecuacion — 22 ecuacién

§x+3y+2222(()) 2X+3y+22=0
X+oy+zcz=0=+" 2X+y+22=0
X—y+z=-2
2y =0
2-3% ecuacion - 12 Ecuacion — 3?2 ecuacion 5 27 -0 2 22=0
. 2x+oy+ Z7= x+0y+ Z=
— 2x+y+2z =0 175 7T
_3y:—4 4
_3y =-4 yzg

Salen dos valores distintos para la incognita “y”. El sistema es incompatible (No tiene solucion)

Tercercaso.a#1,a#-1

2X+ y+2z=0 2X+ y+22 =0 2X+ y+22 =0

2Xx+3y+2z2=0 = y =0 = y =0

Xx—y+a’z=a-1 (2a2—2)z=2a—2 ,_2a-2
2a° -2

El sistema es compatible determinado (solucion Unica).

Metodo 2
Comparando los rangos de las matrices asociadas al sistema
2 1 2 2 1 2] 0
A=12 3 2|yAm=2 3 2| 0
1 -1 a° 1 -1 a*|a-1
2 1 2
|Al=2 3 2|=6a"+2-4-(6+2a°-4)=6a"+2-4-6-2a"+4=4a"-4=0=
1 -1 &

—4a’—4=0=4a’=4=a’=1=a=1=+1

Primer caso.a=1

2 1 2
A=|2 3 2| tienerango = 2 ya que el determinante del siguiente menor de orden 2 es no
1 -1 1
nulo:
2 1
=6-2=4=0
2 3
2 1 2|0
y Am=2 3 2|0 |tiene también rango = 2 ya que la Gltima columna es todo ceros.
1 -1 110

Rango A =rango Am = 2 < n° incognitas (3), por lo que el sistema tiene infinitas soluciones
(Sistema Compatible Indeterminado)
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Segundo caso. a = -1

2 1 2
A=|2 3 2| tienerango = 2 ya que el siguiente menor de orden 2 es no nulo:
1 -1 1
s
=6-2=4=0
2 3
2 1 2|0
y Am=|2 3 2| 0 | tienerango = 3 ya que el menor de orden 3 siguiente es no nulo:
1 -1 1|2
2 1 0
2 3 0[(=-12-6+0+0-(0-4-2+0)=-12=0
1 -1 -2

Rango A # rango Am, por lo que el sistema no tiene solucion (Sistema Incompatible)

Tercercaso. a#1,a#-1

2 1 2 2 1 2
A=2 3 2 |tienerango3yaque |A|=|2 3 2|=4a’-4=0alsera#lya#-1
1 -1 a’ 1 -1 a°
2 1 2 0
y Am=|2 3 2 | 0 |[tiene tambienrango =3
1 -1 a*|a-1

Rango A =rango Am = 3 = n® incognitas, por lo que el sistema tiene una Unica solucion (Sistema
Compatible Determinado)

a) Para cualquier valordea# 1ya# -1

2X+ y+2z=0
b) Paraa =1y el sistema queda: {2x+3y+2z =0 = Lo resolvemos por el método de Gauss
X-y+z=0

2% ecuacion - 12 ecuacion — 22 ecuacion | |2-32 ecuacioén - 12 Ecuacion — 32 ecuacion

2x+3y+2z=0 2x—-2y+22=0

—-2x—-y-2z=0 —-2x—-y-2z =0
2y =0 -3y =0
2X+ y+2z=0 2X+ y+22=0

=42y=0 =X = 2X+22=0=Xx+2=0=|x=—7]
_3y=0 y=0

Las soluciones son: x=-z; y=0; z=12

c) Paraa =-1 el sistema es incompatible.
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CUESTION B.2: Los vértices del tridngulo ABC son A=(-a,11), B=(2,-1,2) y C=(1,-2a,3).

a) [1,5 puntos] (Cuanto ha de valer a para el tridngulo sea rectangulo en B?
b) [1 punto] Calcula el area del tridngulo ABC para el caso a = 1.

a) Consideremos los vectores BAy BC .

BA=A-B=(-a11)-(2,-12)=(-a-2,2,-1)
BC=C-B=(1-2a3)-(2,-12)=(-1-2a+11)

Para que sea rectangulo en B deben ser ortogonales los vectores BA y BC, y por tanto su
producto escalar debe ser nulo.

BA-BC=(-a-22-1)-(-1-2a+11)=a+2-4a+2-1=-3a+3
BA-BC=0--3a+3=0--3a=-3—>a=1
La solucibnesa=1

b) Paraa = -1 los vectores BAy BC que delimitan el triangulo quedan
BA=(-a-2,2,-1)=(-12,-1)
BC =(-1,-2a+11)=(-131)

El area del triangulo ABC es la mitad del modulo del producto vectorial de los vectores
BAYBC.

] ok
I = |
, [BAxBC| |1 3 1
Area triangulo ABC = = 5 =
|2+ j-3k—(—2k—j=3i)| |2i+j-3k+2k+j+3i| [5i+2j-k |(52-1)

2 2 2

2
JF+2+(-1) yBrari 30 P
2 2 ’,

276 de 280




PAU junio 2017 Matemadticas Il en Murcia

CUESTION B.3: [2 puntos] La produccién mensual de una fabrica de bombillas viene dada por
P=2LK? (en millones), donde L es el coste de la mano de obra y K es el coste del equipamiento (en
millones de euros). La fabrica pretende producir 8 millones de unidades al mes. ;Qué valores de L y
K minimizarian el coste total L+ K?

La funcién a minimizar es la funcion coste L+ K.

Se deben producir 8 millones de unidades, es decir, P = 8, siendo P =2LK?

Por lo tanto 8=2LK2:>4=|_K2:>|_:%

La funcién coste que depende de K quedaria:
f(K)=L+K :%+K
Esta es la funcion a minimizar.

Calculamos la derivada primera de f (K) = % +K

f '(K)=(%+ j =(4K?+ K)V :—8K3+1=%§+1

Igualando a cero la f ' (K).

, -8 -8 8
f (K):O:F+1=O:F=—1:F=1:>8=K3:>K:%zz

El posible minimo seria para K = 2 millones de euros de gasto en equipamiento
Lo comprobamos con la segunda derivada
f'(K)=-8K?+1= f"(K)=24K™ :%

4

% = % =1'5> 0 la funcion presenta un minimo en K = 2.
Para el valor de K = 2 se consigue un minimo coste

K=2= L:%:l

Como f"(2)=

Los valores para los que se minimiza el coste son K = 2 millones de euros y L = 1 millon de
euros.
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X

CUESTION B.4: [2 puntos] Calcule la siguiente integral indefinida J.mdx .

Resolvemos la integral mediante descomposicion en fracciones simples.
Averiguamos las raices del denominador.

—bi«m2—4ac_—4i«ﬁ2—4l06)_—ii«h+24_
2a - 2 - -

X2 +X-6=0=X=

2
145 _4_,
_—1+25 145 2 2
2 2 _1=5_6_ ,
2 2

Descomponemos la fraccion de la integral en suma de fracciones simples.

X B X A B
X2 +x—6  (x=2)(x+3) X—2  X+3
X _ A{x+3) s B{(x-2)
(x=2)(x+3)  (x=2)(x+3) (x-2)(x+3)
X A(x+3)+B{(x-2)

(x—2)(x+3) B (x—2)(x+3)
x = A(Xx+3)+B{(x-2)

Dando a x el valor — 3 queda —3= A{(-3+3)+B(-3-2)=-3=-5B=1B zg

Dando a x el valor 2 queda 2= A(2+3)+B{(2-2)=2=5A= A:%

Terminamos de resolver la integral.

j X dx= I/dx+j/dx_

x> +x—6
_2 de+§ de=gln|x—2|+§ln|x+3|+c
5x-2 5 x+3 5 5
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CUESTION B.5: [1 punto] Dos aulas de 2° de Bachillerato hacen conjuntamente un examen de
Matemadticas. En el primer grupo hay 25 alumnos de los cuales aprueba el 64%, mientras que en el
segundo grupo, de 30 alumnos, lo hace el 70%. De entre todos los exdmenes se elige uno al azar y
resulta que esté aprobado. ;Cual es la probabilidad de que sea de un alumno del primer grupo?

Método 1

En total hay 30+25 = 55 alumnos entre los cuales se elige uno al azar. Realicemos el arbol que
describa la eleccion del alumno, primero si es del primer o segundo grupo y después si aprueba o
no. Este arbol nos debe ayudar a entender mejor el ejercicio y responder con facilidad a la pregunta

planteada:
Aprueba (ﬂ]
100

I Y [ 36 J
No aprueba | —
100

30 100

Primer gru 0(25)
grup 55

No aprueba [BOJ
100

25 64 30 70
N -

=0’67.
55100 55100

La probabilidad de que un alumno apruebe es P(Apruebe) =

La probabilidad de que un alumno sea del primer grupo, sabiendo que ha aprobado seria:

25 64

: _ 55100 2564 1600 16 [
P (Primer grupo / Aprueba) = SE 4 . 3070 " 256413070 3700 " 37

55100 55100

Meéetodo 2
Obtengamos el nimero de alumnos que aprueban y luego aplicamos la regla de Laplace para
obtener cada una de las probabilidades pedidas.

Hay un total de 25 + 30 = 55 alumnos de los cuales aprueban:

- 64% de 25 en el primer grupo, es decir, =16 alumnos

- 70% de 30 en el segundo grupo, es decir, = 21alumnos

En total aprueban 16 + 21 = 37 alumnos.
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Hagamos una tabla de contingencia con los datos del ejercicio.

Aprueba | No aprueba

Primer grupo 16 25
Segundo grupo 21 30
55

Completamos la tabla.

Aprueba | No aprueba

Primer grupo 16 9 25
Segundo grupo 21 9 30
37 18 55

La probabilidad de que un alumno elegido al azar sea del primer grupo sabiendo que ha
aprobado seria:

P (Primer grupo / Aprueba) = ;_3 =[0'43]
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