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Responde P1, P2 y P3, una de entre P4.1 y P4.2 y otra entre P5.1 y P5.2.

P1) Dada una hoja de papel de dimensiones 20cm x 30cm, calcula el lado del cuadrado a recortar
en cada esquina de forma que la caja resultante de subir las solapas que quedan, sea de volumen
maximo.

P2) Calcula los valores posibles de r y t para que | A|+|B|=4, sabiendo que

t t t 1+r r 3r
A=|t 3+t -3+t|: B=| 2 -1 1
2 -1 5 r r 3r

P3) Encuentra la ecuacion continua de la recta t que corta perpendicularmente a las rectas

X=-4+31
=X Y¥3_272 0 s lyi142 AeR
1 1 -2

7=-1+22

P4.1) En un examen tipo test de 10 preguntas, cada pregunta tiene para elegir 4 respuestas, de las
cuales s6lo una es correcta. Si se responde al azar:
(1) ¢Cudl es la probabilidad de fallar todas?
(i) ¢Cudl es la probabilidad de acertar 7 exactamente?
(iii) Para aprobar se deben responder al menos 7 bien. ;Cual es la probabilidad de aprobar?

P4.2) Desde hace siglos, tal y como quedo reflejado en una sentencia de 1375, cada 13 de julio los
habitantes de Bearne entregan tres vacas a los roncaleses, conociéndose tal tratado como el
Tributo de las Tres Vacas o Iror Emontarzuna (en roncalés). Dado que los habitantes del valle
del Roncal hablaban roncalés (dialecto del euskera) y los habitantes de Bearne hablaban bearnés
(dialecto del gascon), se cree que fueron los suletinos quienes, ademas de participar en el
arbitraje junto con habitantes de Anso, facilitaron las labores de traduccion, pues es sabido que
algunos de ellos hablaban tanto el suletino (dialecto del euskera cercano al roncalés) como el
bearnés.

Supongamos que se juntaron 5 bearneses, 5 roncaleses y 2 suletinos sobre la Piedra de San
Martin. Suponiendo que los bearneses se comunican entre si en bearnés, los roncaleses en
euskera y que los suletinos también hablaban entre ellos Gnicamente en euskera (pero siendo
estos ultimos capaces de comunicarse en bearnés con los habitantes de Bearne), responde:

(i) Cogiendo dos personas al azar, ¢cual es la probabilidad de que se comuniquen en euskera?

(ii) Cogiendo dos personas al azar, ¢cual es la probabilidad de que se comuniguen en bearnés?
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(ii) En 1375, tras firmar la paz, los 5 roncaleses y 5 bearneses se fueron a la cantina de Joantxo
a celebrarlo. Si en una mesa han sido sentados tres ellos al azar, ;cuél es probabilidad de que
no hablen todos el mismo idioma?

P5.1) El pintor Coreano Tokien-co Lorelari idea sus cuadros mediante funciones matematicas. El
cuadro mostrado (conformado por cielo azul, sol amarillo, monte verde y mar azul oscuro) esté
compuesto por las curvas correspondientes a las siguientes tres ecuaciones:

1 1 :
y= O.l5+2—0COS(47Z'X); (X—O.?))2 +(y—0.7)2 — ﬁ; y= 02+ X.‘sm (272-)()‘
Asocia cada curva con su ecuacion. ¢Qué porcentaje del cuadro es monte visible (verde)?

l I I 1

0,8

0,6

0,4 |-

1

0,2

0() 02 04 06 08 L

P5.2) Sea f(x):logz(x-(sin(nx)+2)). Demuestra que existe un punto ¢ en [2, 4] tal que

AYUDA

4
e Volumen de una esfera: — zR?

e Area de una esfera: 47R’
e Ecuacion de circunferencia de radio R centrada en (a, b): (x—a)2 +(y-b)* =R?
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SOLUCIONES

P1) Dada una hoja de papel de dimensiones 20cm x 30cm, calcula el lado del cuadrado a recortar
en cada esquina de forma que la caja resultante de subir las solapas que quedan, sea de volumen
maximo.

Dibujamos la situacién planteada.

20 - 2x 20 cm

30 -2x

X

30 cm X

La caja tiene de base un rectangulo de lados 30—2x y 20— 2x, siendo su altura x. El volumen
de esta caja es V (x)=(20—-2x)(30—-2x)x, siendo 0<x<10.
Derivamos la funcién volumen de la caja y averiguamos cuando se anula dicha derivada.

V7(x)=-2(30-2x)x+-2(20-2x)x+(20—-2x)(30-2x) =
=—60X +4x* — 40X + 4x* + 600 — 40x — 60x + 4x* =V "(x) =12x* — 200x + 600

V'(X)=O:>12X2 —200x+600=0= 3x* -50x+150= 0=

50-10V7 |25-5V7
50+ [(~50)" —4-3150 5041047 =T =392
s 2.3 =76
50+10y7 _ 25+57 197410
6
Sustituimos X =ﬂ en la segunda derivada.

V(x)=12x? —200x+600 =V ~(x) = 24x — 200 =

—-200=-195<0

:V,,[zs—BSﬁJ o 25—35ﬁ

Para x=

—25 _35ﬁ la primera derivada de la funcion volumen se anula y la segunda derivada toma

valor negativo. La caja es de volumen méaximo para un recorte en cada esquina de un cuadrado de

_25-5(7

lado x =3.92 centimetros.
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P2) Calcula los valores posibles de r y t para que | A|+|B| =4, sabiendo que

t t t 1+r r 3r
A=t 3+t -3+t|; B=| 2 -1 1
2 -1 5 r r 3r

Obtenemos la expresion de los determinantes de A 'y B.

t t t t O t
|A|=|t 3+t -3+t|={Columna2—Columnal®}=|t 3 -3+t/=
2 -1 5 2 -3 5

t 0 O
={Columna3*-Columnal?} =|t 3 —3/={Columna3?+Columna2?} =
2 -3 3
t 0 O
=t 3 0/=t-3-0=0
2 -3 0
1+r r 3r 1+r r 3r
B]=| 2 -1 1|={Fila®-Filal®}=| 2 -1 1|=
r r 3r -1 0 O
1+r r A4r
={Columna3*+Columna2d}=| 2 -1 0|=-4r
-1 0 0

Comprobamos cuando se cumple la igualdad.

|Al+|B|=4=0-4r=4=r=—=-1

La igualdad se cumple para r =—1 y cualquier valor de t.
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P3) Encuentra la ecuacion continua de la recta t que corta perpendicularmente a las rectas
X=-4+31
rsizy—Jrs:Z;Z y s=y=1+41 AeR
tbo- 7=-1+2A

Determinamos la posicion relativa de ambas rectas. Para ello obtenemos un vector director y
un punto de cada una de ellas.

Ir =

X_y+3_ z—2:>{ur =(11,-2)
1 1

2 " |r(0-32)

X=-4+31
S=qy=1+41 AER:{
z=-1+21

v -(312)
Q. (-4.1-1)

Las coordenadas de los vectores directores no son proporcionales. Las rectas no son
coincidentes ni paralelas.

u=(11-2)| 1 1 -2
. =>#=
v, =(312) 3 1

Las rectas se cortan o cruzan. Determinamos el valor del producto mixto [ur,vs, RQSJ .

R(0.-32) PO, =(~4,1,-1)—(0,-3,2) = (-4,4,-3

QS(—4,1,—1) = rQs_(_ T )_( 1T )_(_ ! ’_)

U, =(11,-2) 11 -2

v.=(312) :[E,vﬁ,@}: 3 1 2|=-3-8-24-8+9-8=-42%0
PQ, =(-4,4,-3) -4 4 =3

Como el producto mixto es distinto de cero las rectas se cruzan. Hallamos la recta t que corta
perpendicularmente a ambas. Un vector director de la recta t es el producto vectorial de los

vectores u, y v, .
TCR )| I L _ .
_ =uxv,=1 1 -2/=(2+2)i+(-2-6)j+(1-3)k=(4,-8,-2)
v, =(312) 31 2
Hallamos el plano  que contiene las rectas r y t. Este plano tiene como vectores directores

e .
u, y w, :Eu’ xV, .Y contiene el punto P;.
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5 =(11-2)

X y+3 z-2
Wtzaﬁxxzz(z,—4,—1) Szl 1 -2|=0=
P(0,-32)ex 2 4 A

= -X-4y-12-42+8-22+4+y+3-8x=0=

= -9x-3y—-62+3=0=>|7:3x+y+27-1=0)

Hallamos el punto de corte de la recta sy el plano 7:3x+y+2z—-1=0. Este punto pertenece
a la recta t que intentamos determinar.

m:3X+y+2z2-1=0

X=—4+32
=3(-4+31)+1+A+2(-1+21)-1=0=
s=qy=1+41
2=-1+21

=-12+9A+1+1-2+41-1=0=>141=14=

X=—4+31=-1
=2=1={y=1+1=2  =[R(-121)
7=-1+21-=1

Determinamos la ecuacién continua de la recta t.

R(-121) x+1 y-2 z-1
. =t: = =
™ 1) 4

x+1 y-2 z-1
-4 -1

La recta t que corta perpendicularmente a r y s tiene ecuacion t:

s
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P4.1) En un examen tipo test de 10 preguntas, cada pregunta tiene para elegir 4 respuestas, de las
cuales sdlo una es correcta. Si se responde al azar:

(i) ¢Cuél es la probabilidad de fallar todas?

(ii) ¢Cuél es la probabilidad de acertar 7 exactamente?

(iii) Para aprobar se deben responder al menos 7 bien. ;Cual es la probabilidad de aprobar?

Consideramos la variable aleatoria X = NUmero de respuestas falladas en un examen tipo test de
10 preguntas cuyas respuestas se realizan al azar.

Esta variable es una binomial, siendo n = nimero de repeticiones = 10 y p = probabilidad de
fallar una pregunta = 3/4 = 0.75. X =B(10,0.75).

(i) Como las respuestas son independientes entre si la probabilidad de fallar todas las respuestas
es el producto de las probabilidades de fallar cada una de ellas.

P(X =10)=0.75" =[0.0563
(ii) Debemos calcular la probabilidad de fallar 3 respuestas: P(X =3).

10 .9.
P(X =3) =[3 ]0.753-0.257 =%0.753-0.257 =10.0031

(iii) Para aprobar se deben responder correctamente a 7, 8, 9 0 10 preguntas. Para ello se deben
fallar 3, 2, 1 0 0 preguntas.

P(X =3)+P(X =2)+P(X =1)+P(X =0)=
1 1 1
= [20]0.753 -0.25" + (Zojmsz .0.25° +(10Jo.751 -0.25° + [Oojo.75° .0.25" =

1098

0.75%.0.25' Jr%ms2 .0.25% +10-0.75-0.25° + 0.25" = [0.0035

La probabilidad de aprobar tiene un valor aproximado de 0.0035.
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P4.2) Desde hace siglos, tal y como quedd reflejado en una sentencia de 1375, cada 13 de julio los

habitantes de Bearne entregan tres vacas a los roncaleses, conociéndose tal tratado como el
Tributo de las Tres Vacas o Iror Emontarzuna (en roncalés). Dado que los habitantes del valle
del Roncal hablaban roncalés (dialecto del euskera) y los habitantes de Bearne hablaban bearnés
(dialecto del gascdn), se cree que fueron los suletinos quienes, ademas de participar en el
arbitraje junto con habitantes de Ansd, facilitaron las labores de traduccion, pues es sabido que
algunos de ellos hablaban tanto el suletino (dialecto del euskera cercano al roncalés) como el
bearnés.
Supongamos que se juntaron 5 bearneses, 5 roncaleses y 2 suletinos sobre la Piedra de San
Martin. Suponiendo que los bearneses se comunican entre si en bearnés, los roncaleses en
euskera y que los suletinos también hablaban entre ellos Gnicamente en euskera (pero siendo
estos ultimos capaces de comunicarse en bearnés con los habitantes de Bearne), responde:

(i) Cogiendo dos personas al azar, ¢cual es la probabilidad de que se comuniquen en euskera?

(ii) Cogiendo dos personas al azar, ¢cual es la probabilidad de que se comuniquen en bearnés?

(ii) En 1375, tras firmar la paz, los 5 roncaleses y 5 bearneses se fueron a la cantina de Joantxo a
celebrarlo. Si en una mesa han sido sentados tres ellos al azar, ¢cual es probabilidad de que no
hablen todos el mismo idioma?

(1) Hay 12 personas en la cantina. Una vez elegida la primera persona (una entre 12) solo quedan
11 personas, entre las cuales se elige una de ellas. Las distintas parejas que se pueden formar
son 12-:11=132. Hay 5 roncaleses y 2 suletinos que hablan euskera entre ellos y con los

roncaleses, por lo que las formas de elegir dos personas que hablen euskeraes 7 - 6 = 42.
La probabilidad de que las dos personas elegidas al azar se comuniquen en euskera vale

42 T 0.3182.

132 22

(ii) Hay 5 bearneses que hablan bearnés, por lo que las formas de elegir dos personas que hablen
bearnés es 5 - 4 = 20. A estos le sumamos las posibles parejas de un bearnés y un suletino: 5 -
2 +2 -5 =20. La probabilidad de que las dos personas elegidas al azar se comuniquen en

20+20 10 _ 403,

bearnés vale =
132 33

(iii) Las formas de sentarse las 10 personas en la mesa son 10 - 9 - 8 = 720. Existen muchas
maneras de sentarse en la mesa de forma que no hablen todos el mismo idioma. Resulta mas
sencillo contabilizar los casos favorables al suceso contrario “hablan todos el mismo idioma”.
Para ello deben ser las tres personas roncaleses (5 - 4 - 3 = 60) o las tres personas bearneses (5
-4 - 3=60).

P (No hablen todos el mismo idioma) =

60 +60 :1—l= 2:0.8333

=1- P(Hablen todos el mismo idioma) =1
720 6
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P5.1) El pintor Coreano Tokien-co Lorelari idea sus cuadros mediante funciones matematicas. El
cuadro mostrado (conformado por cielo azul, sol amarillo, monte verde y mar azul oscuro) estéa
compuesto por las curvas correspondientes a las siguientes tres ecuaciones:

1 1 .
y= 0.15+Ec03(47zx); (x=0.3)" +(y-0.7)" = T 0.2+ x-[sin (27x)|
Asocia cada curva con su ecuacion. ¢Que porcentaje del cuadro es monte visible (verde)?

l T 1 T T
0,8 @
0,6

0,4

0 =
0 02 04 06 08 L

L 2 2 1 . .
La ecuacién (x—0.3) +(y—0.7) =100 corresponde a una circunferencia, por lo que es la
ecuacion del sol amarillo.

La curva del mar oscila de forma periddica, por lo que su ecuaciones y = 0.15+2i0cos(47zx) :

Por eliminacion la ecuacion y = 0.2+ x-[sin (27x)| es la montafia.

La montafa visible es la integral definida de 0 a 1 de la diferencia entre y=0.2+ x-|sin (272'X)| e
1
=0.15+—cos(4rX).
y 56205 (47%)
Representamos la funcion y=0.2+ x-|sin (272'X)| como una funcion a trozos. Para ello
averiguamos cuando se anula sin(27x).
2rx=0—->x=0

sin(27x)=0= 27rx:7r—>x:2£=
T

N |-

2nXx=2r > x=1

Para 0 < x s%se cumple que sin(2zx)>0 y para %< x <1se cumple que sin(27x) <0

0.2+ x-sin(27zx) si 0<x < 1
La funcion se puede expresar como y=0.2+ x-‘sin (27Z'X)‘ = 2 .

0.2—x-sin(2zx) si %s x<1

Calculamos el area de la montafia visible.
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1/2
J 0.2+ X-sin (27Z'X)—|:O.15+ %cos(4nx)} dx +
0

rl 172
+ 0.2—x-sin(27;X){0.15+2—10cos(47zx)}dx:j 0.05+ x-sin(27zx)—2—10cos(47rx)dx+
0

J 12

rl
+| 0.05-x-sin (Zﬂx)—z—locos(47rx)dx =...

J 12

Calculamos la integral j x-sin(2zx)dx usando el método de integracion por partes.

U=X—du=dx

X-sin(2zx)dx = 3 _
I (27%) dv:sin(27rx)dx—>v:'[sin(27zx)dx:_COSZ(ZEX)
/A
_ Zeos(2mx) -X—J ~Cos(27X) dx = ~x-C0(27%) +ijcos(27zx)dx -
2 27 2 21

_—x-cos(27rx)+ 1 sin(2zx) —x-cos(27zx)+sin(27rx)

27 Z 27 27 Ar?

Seguimos con el célculo de la integral definida.

L O.OSX_x-cos(2;zx)+sin(22zx)_sin(47rx) V2
27 A 20-4r .
. . 1
X-cos(2zX) sin(2xzx) sin(4xx
o 008200 _sin(2m)_sin(az T _
27 A 20-4rx
1/2
1-cos 2%1 sin 27z1 sin 47z1
1 2 2 2 2
=]0.05=— + LA -
2 2 47 20-4r

—1 0.05-0-

0-cos(27-0) . sin(27-0) ~ sin(47-0)
2 4r’ 20-4rx

+| 0.05-1+

27 4Ar® 20-4r

l-cos(27z-1) sin(27-1) sin (4”'1)}_
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1 ;'COS(Zﬂ';j Siﬂ(Zﬂ';j sin(4ﬁ;j
- 0.055+ - - =

2 Ar? 20-47 |

= 0.025+i+0.05+i—0.025-|-i = 0.05-1-1 =0.368u°

A 27 A7 T

La montafia visible tiene un area de 0.05+i =0.368 unidades cuadradas y el cuadro es un
T

cuadrado de lado 1y tiene una superficie de 1 unidad cuadrada.

El porcentaje del cuadro que ocupa la montafia visible vale w =0.368=36.8%.
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P5.2) Sea f(x)zlogz(x-(sin(ﬁx)+2)). Demuestra que existe un punto ¢ en [2, 4] tal que

La funcion f (x)=log, (x-(sin(ﬂx)+2)) es continua en [2,4] si la expresion que esta dentro

del logaritmo es positiva.

xe[2,4]= x>0

_ _ = x-(sin(zx)+2)>0
—1<sin(zx)<1=1<sin(zx)+2<3

La funcion es continua y derivable en el intervalo [2,4].

Aplicando el teorema del valor medio tenemos que existe c e(2,4) tal que f’(c)=
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