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INSTRUCCIONES PARA EL EXAMEN

El examen costa de CUATRO problemas:
En los problemas TERCERO y CUARTO solo hay que responder a UNA de las dos opciones.
Si se responde a las dos, se corregira la que aparezca en primer lugar en las hojas de examen.

Las respuestas deben escribirse con boligrafo azul o negro (excepto, quizas, las gréaficas). No
pueden usarse ni lapiz ni boligrafo borrable.

Se podran usar calculadoras que no presenten ninguna de las siguientes prestaciones:

= pantalla gréfica, posibilidad de trasmitir datos, programable,

e resolucion de ecuaciones, operaciones con matrices,

e calculo de determinantes, derivadas e integrales,

e almacenamiento de datos alfanuméricos.

En el cuaderno del examen deberan figurar las operaciones y calculos necesarios para
la resolucion de cada problema. Todas las respuestas deberdn estar debidamente
justificadas ya que, si solo aparece la solucidn, sin ningun tipo de explicacion, el
problema tendra una puntuacion de cero puntos.

No olvides incluir el codigo en cada uno de los cuadernillos de hojas de examen.
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PROBLEMA 1. (2 puntos)
Una empresa que prepara cestas de Navidad dispone de 2400 tabletas de turrén del blando y
1500 tabletas de turron del duro. La empresa prepara dos tipos de cestas, A y B. Las cestas
del tipo A contienen 2 tabletas de turrén del blando y 1 tableta de turrdn del duro. Con cada
una de estas cestas la empresa obtiene un beneficio de 20 euros. Las cestas del tipo B contienen
2 tabletas de turron del blando y 3 tabletas de turron del duro, y con cada una de estas cestas
la empresa obtiene un beneficio de 30 euros. Se quiere conocer cudntas cestas de cada tipo
hay que preparar y vender para que el beneficio sea maximo.

(@) (0,75 puntos) Di cuél es la funcidn objetivo y cuéles son las restricciones.

(b) (0,75 puntos) Dibuja la region factible.

(c) (0,5 puntos) ¢Cudntas cestas de cada tipo se tendran que preparar y vender para obtener

el mayor beneficio? ;Cual sera dicho beneficio?

PROBLEMA 2. (3 puntos)
El 70% de los jovenes de un pais lee novelas, el 40% lee comics y el 20% no lee ni novelas
ni cémics. Se elige al azar a una persona joven de este pais.

(@) (0.75 puntos) Calcula la probabilidad de que lea novelas o comics.

(b) (0.75 puntos) Sabiendo que lee novelas, calcula la probabilidad de que lea comics.

(c) (0.5 puntos) ¢Cual es la probabilidad de que lea novelas y no comics?

(d) (1 punto) Se eligen ahora a 600 jovenes de este pais. ¢Cual es la probabilidad de que mas
de 228 y menos de 270 lean comics?

PROBLEMA 3. (3 puntos) Responde solo a una de las opciones.
(OPCION 3A)
(a) (1.5 puntos) Dibuja el recinto acotado delimitado por las funciones y=x-1, y=2x-2,

y=x>—2x+1.
(b) (1.5 puntos) Calcula el area de dicho recinto.

(OPCION 3B)
La cantidad de agua que consume una maquina para funcionar depende del tiempo y viene
dada por
f(t)=t"-2t>+t,t>0
donde t es el tiempo medido en horas.
(a) (1 punto) ¢A qué hora consume la maquina la menor cantidad de agua? ¢Cuél es esa

cantidad minima?

(b) (0,5 puntos) Determina los periodos de crecimiento y decrecimiento del consumo de
agua.

(c) (0,5 puntos) ¢Tiene la funcidn f(t) algun punto de inflexion? En caso afirmativo,
calcula el punto o los puntos.

(d) (1 punto) Halla la recta tangente a f(t) paralela a la recta y—%t =5.
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PROBLEMA 4. (2 puntos) Responde solo a una de las opciones.
(OPCION 4A)
Se consideran las matrices

010
A=0 0 1
0 0O

(a) (0.5 puntos) ¢Es la matriz B invertible?
(b) (1.5 puntos) Resuelve la ecuacion matricial BX — A= A?

1
, B=|0
1

o N O
w = N

(OPCION 4B)

Se considera el siguiente sistema lineal dependiente del parametro real k
X-3y+z=0
X—ky—-3z=0
5x—-z2=0

(a) (1 punto) Discute el sistema para los distintos valores de k.
(b) (1 punto) Resuelve el sistema en los casos que sea posible.
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Soluciones

PROBLEMA 1. (2 puntos)

Una empresa que prepara cestas de Navidad dispone de 2400 tabletas de turron del blando y

1500 tabletas de turron del duro. La empresa prepara dos tipos de cestas, A y B. Las cestas

del tipo A contienen 2 tabletas de turrén del blando y 1 tableta de turrdn del duro. Con cada

una de estas cestas la empresa obtiene un beneficio de 20 euros. Las cestas del tipo B contienen

2 tabletas de turron del blando y 3 tabletas de turron del duro, y con cada una de estas cestas

la empresa obtiene un beneficio de 30 euros. Se quiere conocer cuadntas cestas de cada tipo

hay que preparar y vender para que el beneficio sea maximo.

(@) (0,75 puntos) Di cuél es la funcidn objetivo y cuéles son las restricciones.

(b) (0,75 puntos) Dibuja la region factible.

(c) (0,5 puntos) ¢Cuantas cestas de cada tipo se tendran que preparar y vender para obtener el
mayor beneficio? ;Cudl sera dicho beneficio?

(a) Llamamos “x” al nimero de cestas tipo A e “y” al nimero de cestas tipo B.
Hacemos una tabla con los datos del ejercicio.

Tabletas de turrén Tabletas de turron duro | Beneficio
blando
N° cestas tipo A (X) 2X X 20x
NP° cestas tipo B (y) 2y 3y 30y
TOTALES 2X+2y X+ 3y 20x +30y

La funcidon a maximizar son los beneficios B(x, y) =20x+30y.
Las restricciones del problema que definen la regién factible son:

“Una empresa que prepara cestas de Navidad dispone de 2400 tabletas de turron del
blando y 1500 tabletas de turrén del duro” - 2x+2y <2400, x+3y <1500.

Las cantidades deben ser positivas > x>0;y>0.

Reunimos las inecuaciones en un sistema;

2X+2y <2400 X+Yy <1200
X+3y <1500 ;= x+3y <1500
Xx>0;y>0 Xx>0;y>0

(b) Dibujamos las rectas asociadas a las inecuaciones.

X+Yy=1200 X+ 3y =1500 Xx>0;y>0
x | y=1200-x X =1502_X
0 1200 0 500 Primer
500 700 600 300 cuadrante
1050 150 1050 | 150
1200 0 1500 0
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X+Yy <1200

Como las restricciones son x+3y <1500

x>0;y>0

cuadrante situada por debajo de las rectas azul y roja.
Comprobamos que el punto P(200,200) perteneciente a esta region cumple las
restricciones.

200+200 <1200
. 200+3-200 <1500
200>0;200>0

iSe cumplen todas!

Coloreamos de rosa la regién factible en el siguiente dibujo.

la region factible es la region del primer
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(c) Determinamos las coordenadas del vértice C.

X+3y :1500} X+ 3y =1500
=

=1200-y+3y =1500= 2y =300 =
X+y =1200 x=1200—-y

=>y= 3—(2)0 =150= x=1200-150=1050=|C (1050,150)

Valoramos la funcién beneficio B(x, y) =20x+30y en cada uno de los Vértices de la
region factible en busca del valor maximo.

A(0, 0) > B(0,0)=0

B(0, 500) > B(0,500) = 20-0+30-500 =15000

C(1050, 150) > B(1050,150) = 20-1050 +30-150 = 25500 Méximo
D(1200, 0) > B(1200,0) = 20-1200+30-0 = 24000

Los maximos beneficios que se puede obtener en la region factible son de 25 500 € y se
obtienen en el punto C(1050, 150).

El beneficio maximo se obtiene con la preparacion y venta de 1050 cestas del tipo Ay 150
del tipo B. Siendo estos beneficios maximos de un importe de 25500 euros.
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PROBLEMA 2. (3 puntos)

El 70% de los jovenes de un pais lee novelas, el 40% lee comics y el 20% no lee ni novelas

ni comics. Se elige al azar a una persona joven de este pais.

(@) (0.75 puntos) Calcula la probabilidad de que lea novelas o cdmics.

(b) (0.75 puntos) Sabiendo que lee novelas, calcula la probabilidad de que lea comics.

(c) (0.5 puntos) ¢Cual es la probabilidad de que lea novelas y no cémics?

(d) (1 punto) Se eligen ahora a 600 joévenes de este pais. ¢Cudl es la probabilidad de que méas
de 228 y menos de 270 lean cdmics?

Llamamos N al suceso “el joven elegido lee novelas” y C a “el joven elegido lee comics”.
Los datos proporcionados en términos de probabilidad son:

P(N)=0.7P(C)=04 y P(NNC)=0.2

(a) Debemos calcular P(N uC) . Para obtener su valor utilizamos una de las leyes de
Morgan.
P(NnC)=02=P(NUC)=02=1-P(NUC)=02=|P(NLUC)=1-02=08

La probabilidad de que el joven elegido al azar lea novelas o comics vale 0.8.

(b) Debemos calcular P(C/N). Hallamos primero P(N NC) utilizando la formula de la
probabilidad de la unién de dos sucesos.

P(NUC)=P(C)+P(N)-P(NNC)=0.8=04+0.7-P(NNC)=

=P(NNC)=0.4+0.7-0.8=0.3

Utilizamos el teorema de Bayes para calcular el valor de P(C / N) :

P(C/N)=P(C—ml\|)=%=§=0.4286
P(N) 07 [7

Sabiendo que el joven elegido lee novelas, la probabilidad de que lea comics vale

3. 0.4286 .
7

(c) Debemos calcular P(N mE).

P(N)=P(NAC)+P(NNC)=07=P(NNC)+03=|P(NC)=07-03=04

La probabilidad de que el joven elegido al azar lea novelas y no cdmics vale 0.4.

(d) Consideramos la variable aleatoria X = Numero de jovenes de un grupo de 600 que lee
cdmics. Esta variable es una binomial, siendo n = nimero de repeticiones =600 y p =
Probabilidad de que un joven lea comics = 0.4. X = B(600, 0.4).

Debemos calcular P(228 <X< 270) . Para el célculo de esta probabilidad aproximamos
la variable binomial X a una normal Y de media x=np=600-0.4 =240 y desviacion
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tipica o =/npq =4/600-0.4-0.6 =12. Y = N(240,12)
Esta aproximacion es buena pues np =240 >5 y ng=600-0.6 =360 > 5.

P(228 < X <270)={Correccién de Yates} = P(228.5<Y <269.5) =

Tipificamos
228.5-240 269.5-240
= _ =P <Z< =P(-0.96<7Z<2.46)=
7 - % ( 12 12 j ( )

P(Z<246)-P(Z<-0.96)=P(Z<246)-P(Z>0.96)=

Mi |
—P(2 <246)-[1-P(2<0.96)]= {ta[;:zr:ﬁ; elr; a} ~0.9931-1+0.8315 =

| 000 o1 002 003 004 005 I 0086 |
00 0’5000 05040 05080 05120 05160 05199 05p39
01 (0’5398 05438 05478 05517 05557 (0°5596 0'5p36
02 0’5793 0'5832 05871 05910 05948 ,0°5987 0'6D26
03 06179 06217 06255 06293 06 5368 0’606
0’4 0’6554 0'6591 06628 06664 06700 6 0'6y72
05 06915 06950 06985 070 0’7054 0 07123
06 0’7257 07291 07324 073 7389 0742 54
o7 0’7580 07611 07642 07673 4 07734 4
0’7881 07910 07939 07967 0°8023 08

0’8413 (0'8438 408461 0'8485 ( 1 TU8p54
0’8643 0866 3686 0'8708 08 0°'8y70
0’8849 0'8869 8 0890 0°894 H62
13 090324089049 0F 09099 09115 1
14 0918 9207 09222 09251 09265 09p79
15 09345 09394 0'9806
09463 09505 09p15
0'9564 "9582 591 09599 0°9p08
0'96 F 09678 09p86
0 0'9¥38 09744 0'9F50
09793 09798 0903
09838 09842 0'9p46
09875 09878 0°9p81
00904 09906 _0°9p0Y

00027 —0:0020{ 09931)

La probabilidad de que en un grupo de 600 joévenes elegidos al azar mas de 228 y menos
de 270 lean comics vale 0.8246.
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PROBLEMA 3. (3 puntos) (OPCION 3A)
(a) (1.5 puntos) Dibuja el recinto acotado delimitado por las funciones y=x-1, y=2x-2,

y=x*—2x+1.
(b) (1.5 puntos) Calcula el area de dicho recinto.

(a) Hallamos los puntos de corte de las gréficas.

y=x-1
= x-1=2x-2=1=x=y=1-1=0= A(1,0)
y=2x-2
=x*—2x+1
y=xmexs }:>x2—2x+1=x—1:>x2—3x+2=0:>
y=x-1
? I xy=2-1=15B(21)
314/—3 —4.2 341 | o 7 TeTT ’
- x= 22 2) :3512 321
%=1=x—>y=1—1=0—>A(1,0)
y=2X-2 ) )
) S X =2X+1=2X-2=> X" -4x+3=0=>
y=X" —-2x+1
\/27 —4+2—3—x—>y—6 2=4—-C(3,4)
4+.(-4) -43 4+ =9= =0-z= )
S 2) =4£2= 422
%zlzx—w:z—z:o—m(l,o)

Hacemos una tabla de valores y dibujamos las graficas de las dos rectas y la parabola.

y=x-1 y=2Xx-2 y=x>—2x+1
x|y=x-1 x|y=2x-2 X|y=x*-2x+1
0 -1 0 -2 0 1

1 0 1 0 1 0

2 1 2 2 2 1
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4y

(b) El area de la region del plano limitada por las tres graficas la hallamos como la suma de
dos integrales definidas.

2 2
Area grisclaro = Ilzzx—Z—(x—l)dx = sz—ldx = {X?—x} =

1
2 2
o R e s
2 2 2 2

Area grisoscuro = EZX— 2—(x*—2x+1)dx = J'j—x2 +4x—3dx =

3 3 3 93
I Do SPCI0  B SP 4 B B 2P YO V)
3 3 3

2

El area del recinto tiene un valor de =+

=1.1667 unidades cuadradas.

N
wlnN
o~
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PROBLEMA 3. (3 puntos) (OPCION 3B)

La cantidad de agua que consume una maquina para funcionar depende del tiempo y viene

dada por

f(t)=t"-2t>+t,t>0

donde t es el tiempo medido en horas.

(@) (1 punto) ¢A qué hora consume la maquina la menor cantidad de agua? ¢Cudl es esa
cantidad minima?

(b) (0,5 puntos) Determina los periodos de crecimiento y decrecimiento del consumo de
agua.

(c) (0,5 puntos) ¢Tiene la funcion f(t) algun punto de inflexion? En caso afirmativo, calcula
el punto o los puntos.

(d) (1 punto) Halla la recta tangente a f(t) paralela a la recta y—%t =5.

(a) Obtenemos la derivada de la funcion y averiguamos cuando se anula (puntos criticos).

f(t)=t-2t" +t= f"(t)=3t"-4t+1

4+2_1_t
4+,[(-4)-431 412 T

2:3 6 |4-2 [1

_— :t

6
6

f(t)=0=>3t"-4t+1=0=>t=

N

Sustituimos estos valores en la segunda derivada.

e iy e f"(lj:61—4:—2<0
fr(t)=3t"-4t+1= f"(t)=6t-4=> 3) 3

f7(1)=61-4=2>0

La segunda derivada es negativa para t = 3 La funcion presenta un maximo relativo en

t=—.
3

La segunda derivada es positiva para t =1. La funcidn presenta un minimo relativo en
t=1.
La maquina consume la menor cantidad de agua para t =1. Como f (1) =1°-21"+1=0,
el menor consumo de agua es 0.

(b) La funcidn tiene una expresion polindmica, por lo que es una funcidn continua. Presenta

" . 1 . 1 : -
un maximo relativo en t:§ , por lo que crece en el intervalo O’§ . Tiene un minimo

relativo en t =1, por lo que decrece en (%1} y crece en (1, +oo).

La funcidn sigue el esquema siguiente.

12de 17 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU 2026 Ordinaria Matemdticas aplicadas a las C.C. S.S. Il en el Pais vasco Juan Antonio Martinez Garcia

S

0 1/3 1

(c) Comprobamos si la segunda derivada se anula para algun valor de t.

f7(t)=6t—4
() :>6t—4=0:>6t=4:>t=£:g
f(t)=0 6 3

. 2 -
La segunda derivada se anula para t = 3" Para este valor la funcion presenta un punto de

inflexién pues f“(t)=6 y sustituyendo tenemos f (%j =6=0.

3 2
Como f (gj = (gj - 2(2) +g _2 el punto de inflexion tiene coordenadas Z,i .
3 3 3 3 27 27

. . 7 .
(d) Larecta y—Zt =5 tiene pendiente m = e Si la recta tangente en t =a es paralela a esta

recta debe tener su misma pendiente y debe cumplirse que f“(a)= % :
7
f(a)=—
(a) 4 :>Z=3a2—4a+1:>7=12a2—16a+4:>
fr(t)=3t"-4t+1
- 16+20—3—a
16+,/(-16) —4-12(-3 + Tl
—12a’-16a-3=0=a~- J(-19) (-8) _16220 | 24 |2
212 24 16-20 -1
=—<0
24 6
Hallamos la ecuacién de la recta tangente a la funcién en X = § .
ff(ﬁjzz
2) 4
3) (3} _(3) 3 3 3 3 3 7, 2 9
flo|=|2| -2/ | +==St=>y-=—|t-= et y=—t——
2 2 2 2 8 8 4 2 8 4 8 4
RN
2 2 2
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7 . L 7
La recta tangente a f(t) paralela a la recta y—Zt =5 tiene ecuacion y = Zt ——.

9
4

EY

(&%)

=5y

f(t)=f 2+, 50 wf

a5

-
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PROBLEMA 4. (2 puntos) (OPCION 4A)
Se consideran las matrices

010
A=0 0 1
0 0O

(@) (0.5 puntos) ¢Es la matriz B invertible?
(b) (1.5 puntos) Resuelve la ecuacion matricial BX — A= A?

1
, B=|0
1

o N O
w = N

(a) Para que la matriz B sea invertible su determinante debe ser distinto de cero.

1 0 2
|B|:O 2 1/=6+0+0-4-0-0=2+%0
1 0 3

Es determinante de B es distinto de cero y la matriz B es invertible.

(b) Despejamos X en la ecuacion matricial.
BX —A=A’=BX =A+A?= X = B’l(A+A2)
Determinamos la inversa de B.

1 0 1 +2 0 00 +0 2
Adj|0 2 0 1 3 2 3 2 1
(T 6 0 -4
L Adj(BT) 213/ 1 o1 |11 1o
B*= = == - + - ==/1 1 -1
|B| 2 2| |11 3 2 3 2 1
-2 0 2
0 1 11 1 0
+ - +
2 0 00 0 2
Hallamos la expresion de la matriz X.
010 0 1 00 1 O 010 0 01 011
A+A*=|0 0 1|+/0 0 11//0 0 1(=/0 0 1|+/0 0 0|=/0 0 1
0 0O 0 0 0)JlO 0 O 0 0O 0 0O 0 0O
. 6 0 40 1 1 . 0 6 6 0O 6 6
x:|3-1(A+A2)=E 1 1 -1/lo 0 1 =5 0 1 1+1|==/0 1 2
-2 0 2)l0 0 O 0 -2 -2 0 -2 -2
0 3 3
La matriz solucién de la ecuacién matriciales X =|0 1/2 1
0o -1 -1
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PROBLEMA 4. (OPCION 4B)
Se considera el siguiente sistema lineal dependiente del pardametro real k

X=3y+z=0
X—ky—-3z=0
5x—z=0

() (1 punto) Discute el sistema para los distintos valores de k.
(b) (1 punto) Resuelve el sistema en los casos que sea posible.

1 -3 1
(a) Este sistema tiene asociada la matriz de coeficientes A=|1 -k -3 |y la matriz
5 0 -1
1 -3 1 0
ampliada A/B={1 -k -3 0/.
5 0 -10

Averiguamos cuando se anula el determinante de la matriz de coeficientes A.

1 -3 1
|Al=|1 —k -3 =k+45+0+5k—3-0=6k+42
5 0 -1

|A=0=6k+42=0= 6k =42 =[k =7
Analizamos dos casos diferentes.

CASO 1 k=-7
En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, por lo que el rango de la
matriz ampliada también es 3, igual que el nimero de incdgnitas (3). El sistema es
compatible determinado (una unica solucion).

CASO 2. k=-7
En este caso el determinante de A es nulo y su rango es menor de 3. Utilizamos el
método de Gauss para obtener un sistema triangular equivalente.

0 Fila 22 —Filal?
A/Bi;glso L7390
= - =121 3 -1 0

5 0 -1 0

0 10 -4 0— NuevaFila?2?2

Fila3? — 5 Fila1?

5 0 -1 0 1 -3 1 0
5 15 -5 0 =|0 10 4 0 |=>
0 15 -6 0

0 15 -6 0— NuevaFila3?
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3-Fila 22 —2-Fila3? — ME
0 30 -12 0 1= 10
0 30 12 0 =0 10 -4 0
0 0 0 0-NuevaFfilaz| |2 0% 00

A

Elrango de Ay el de A/B es 2, siendo iguales pero menores que el nimero de incognitas
(3). El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

Conclusion: Si k =—7 el sistema es compatible determinado (una Unica solucion) y si
k =—7 el sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

(b) Para k = —7 estamos en el caso 1y el sistema es compatible determinado. Como es un
sistema homogéneo y tiene una Unica solucion esta debe ser x=y=z=0.
Resolvemos el sistema para k =—7, partiendo del sistema equivalente obtenido en el
apartado anterior.

A/B
1 -3 1 0 - =
x=3y+z=0 X—=3y+z=0 X=3y+2=0
0 10 4 0|= = = 4z 2z (=
10y-4z=0 10y =4z y=—=—
0O 0 0 O 10 5
A
A
x==
2 6 gﬂ =
—x-3Zi7-0x="L_7-%25 y=—={A=5a}={y=2a;aeR
5 5 5 5 e
_— Z=5a
X=a

Para k =—7 las soluciones del sistemason s y=2a; aecR.
Z=5x

17 de 17 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

